EOoTvOs LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR, MATEMATIKAI INTEZET

LATAK IVETT

Gréafparaméterek

Matematika alapszakos szakdolgozat

TémavezetO:
FANCSALI SZzABOLCS LEVENTE
Az ELTE-TTK Matematikai Intézet Geometriai Tanszékének

tanarsegédje

2014. december 31.



El6sz6

A grafparaméterek rendszerezésének, a koztiik fennall6 kapcsolatok vizsgalata-
nak és a fliggetlenséggel, lefed6séggel, dominancidval kapcsolatos és hozzajuk
kapcsol6d6 paraméterek kiegészitésének otlete HERMANN GYORGYNEK kdszon-
hetd, akit erre didkjai ihlettek. A Véges matematika 2 kurzus hallgatéi gyakran
ugy gondoltak a lefogé ponthalmazra, mintha az nem az éleket fogna le, ha-
nem a graf tobbi pontjat (ez épp a dominal6 halmaz fogalma). Ekkor dontott
uagy, hogy megtanitja a csoportjdnak a dominancia fogalmat is, hogy lassdk a
kiilonbséget. Eztdn kollégdjat, HEGER TAMAST is bevonva azzal kezdett foglal-
kozni, hogy az érintett fliggetlenségi, lefed6ségi (lefogdsagi) és dominancidval
kapcsolatos paraméterek kozott parhuzamot vonjon, tételeket fogalmazzon meg
és bizonyitson kozottiik, tovadbbi Osszefliggéseket fedezzen fel.

Szakdolgozatom célja a grafparaméterek koziil a matematika alapszakos kép-
zés sordn is tanithatéaknak a bemutatdsa, rendszerezése és 0sszefogasa. A dol-
gozatot tgy szdndékoztam megirni, hogy a kovetkez6 évfolyamok hallgatéi se-
gédanyagként forgathassdk a grafparaméterek megismerése sordn.

Ko6szonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom HEGER TAMASNAK és HERMANN GYORGYNEK, amiért ren-
delkezésemre bocsatottak még publikalatlan kutatasi eredményeiket. Halas ko-
szonetem tovdbba FANCSALI SZABOLCSNAK, a témavezetdmnek, aki rengeteg se-

gitséggel és tandccsal latott el, és helyettem is optimista volt.

Székesfehérvar, 2014. december 31.
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1. Bevezetés

Szakdolgozatom témadja a ,grafparaméterek”, amiket naiv médon tgy defini-
alhatunk, hogy ,a grafok halmazan” értelmezett olyan szamértékii fiiggvények,
amelyek a grafok izomorfizmusdra érzéketlenek. (Egy grafparaméter olyan fiigg-
vény, amely két egymadssal izomorf grathoz ugyanazt a szamértéket rendeli.)

Ennél a naiv definiciéndl mdr rogton az ,0sszes grafok halmaza” problémas
fogalom: mivel altaldban egy graf cstcsainak halmaza tetszéleges halmaz le-
het, ezért az ,0sszes lehetséges grafok csticshalmazainak halmaza” az ,0sszes
lehetséges halmazok halmaza” lenne, amirdl megtanultuk, hogy 1étezésének fel-
tételezése onellentmondasra vezet. (Ez a hires Russel-antinémia.) Els6 dolgunk
tehat a ,grafparaméter” fogalmdnak matematikailag korrekt definidlasa, és eh-
hez el8szor az dltalunk vizsgalt grafok osztalyat kell megszoritani.

A fentiek miatt az 0sszes lehetséges grafok helyett szakdolgozatomban tobb-
nyire csak véges egyszerti grafokkal foglalkozom. Ezek koziil is csak azokkal,
amelyeknek csticshalmaza az els6 n pozitiv egész szam. Ez utébbi azonban csak
technikai jellegli megszoritds, hiszen barmely n csticstt véges graf pontjai meg-
szamozhatok az els6 n pozitiv egész szdmmal. El8szor tehét az altalunk vizsgalt
véges egyszerli (irdnyitatlan) grafok fogalmat fogom definidlni.

A dolgozatban igyekszem egy egységes jelolésrendszert kialakitani bizonyos
grafparaméterek esetében, emiatt a szakirodalombol atvett tételek olykor nem

sz6 szerint, hanem az itt bevezetett jelolésekkel lesznek kimondva.

1.1. Definici6 (Véges egyszerii graf). Legyen V = {1,2,...,n} az els6 n pozitiv
egész szam halmaza, és legyen E C (‘2/) a V halmaz bizonyos kételemfi részhal-
mazainak egy halmaza. Az ebbdl a két halmazbdl 4ll6 G = (V, E) rendezett part
véges eqyszeril grifnak nevezziikk. A V = V(G) halmaz elemeit a G graf csiicsainak
(mds néven pontjainak), az E = E(G) halmaz elemeit a G graf éleinek nevezziik.

V és E az angol ,vertex” és ,,edge” szavak roviditései.

Sziikségesnek tartom a nem feltétleniil egyszerti véges grafok definidldsat is,
ugyanis néhany, a késébbiekben felbukkané fogalomhoz sziikséges lesz ismer-
niink ezeket is.

1.2. Definici6 (Véges graf). Legyen V = {1,2,...,n} az els6 n pozitiv egész
szam halmaza, és legyen E = ({) & (%) a V halmaz egy- és kételemti részhalma-
zainak a halmaza, valamint legyen ¢ : E — IN egy ezen a halmazon értelmezett
fuggvény. A G = (V, ¢) rendezett pért véges grifnak nevezziik, ahola V = V(G)

halmaz elemei a G graf csiicsai (mas néven pontjai), a ¢ fliggvény pedig minden



x € V cstcsra megmondja, hogy azon hany tgynevezett hurokél (él, melynek
két végpontja azonos) van, minden {x,y} pontpdrra pedig, hogy koztiik hany él
van. Ha egynél tobb, ezeket tobbsziros éleknek nevezziik.

Természetesen, ha a ¢ fliggvény értéke 0 a graf dsszes pontjara (pontosab-
ban (‘1/) minden elemére), akkor a graf nem tartalmaz hurokéleket (, hurokél-
mentes”). Ha ¢ kizardlag 0 vagy 1 értékeket vesz fel, akkor pedig a graf nem
tartalmaz tobbszoros éleket. Ha sem hurokéleket, sem tObbszoros éleket nem
tartalmaz, akkor a graf egyszerf.

Most mar beszélhetiink az , 0sszes véges egyszer(i graf” halmazarél (amit a
tovabbiakban G-vel jelolhetiink), és az ezen a G halmazon értelmezett szamér-
téki fliggvényekrol.

A ,grafparaméter” fogalmat tgy akarjuk definidlni, hogy a pontszam (a graf
Osszes csticsanak szdma, azaz a V halmaz mérete) és az élszam (a graf Osszes
éleinek szdma, azaz az E halmaz mérete) mindenképpen grafparaméternek sza-
mitsanak. Ezeket a kovetkez6 latin bettikkel fogjuk jeldlni: |V(G)| = n(G),
|E(G)| = e(G). Tehat az n és az e a grafok G halmazan értelmezett nemnegativ
egészértéki fliggvények, ez lesz a két legegyszeriibb grafparaméter (a konstans

fiiggvények utan).

1.1. Grafelméleti alapfogalmak

Emlékeztet6iil osszefoglalom azokat a grafelméleti alapfogalmakat, amelyeket
a szakdolgozatomban lépten-nyomon haszndlni fogok. A G = (V,E) grafban
a v,w € V csucsokat szomszédosnak nevezziik, ha ket él koti 0ssze, azaz ha
{v,w} € E.

Az Osszefliggések feltarasakor és bizonyitdsok sordn tobbszor sziikségiink
lesz a komplementer graf fogalmdra. (Egyszer(i grafok esetén ezt lehet defini-

alni.)

1.3. Definici6 (Komplementer graf). A G = (V,E) véges, egyszer(, irdnyitatlan
graf komplementere az a G = (V,E) gréf, aminek csticshalmaza megegyezik a G
graf csticshalmazéaval: V(G) = V(G), és két pont pontosan akkor van 6sszekotve
G-ben, ha G-ben nincsenek dsszekotve, tehat G élhalmaza a G élhalmazéanak a

komplementere (az Osszes lehetséges él halmazara mint alaphalmazra nézve):
E=()\E

A G = (V,E) grafot teljes grafnak nevezziik, ha E(G) = (%), azaz ha minden

csics minden masik cstcesal 9ssze van kotve; a G = (V, E) grafot iires grifnak
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nevezziik, ha E = @, azaz ha egyik cstcsa sincs masik csticcsal 0sszekotve. Meg-
jegyzendd, hogy a graf cstcsainak halmaza 4ltaldban nemiires halmaz. (Sziikség
eseténa G = (@, D) ,teljesen tires grafot” is grafnak lehetne tekinteni.) Az n csu-
cst teljes grafot K, az n csticsu iires gréfot értelemszertien K, jeloli.

Az r osztélyu teljes grafot Ky, i -rel jeloljiik. Ebben a grafban az n cstcsot
ki,..., k; csticsbdl 4ll6 halmazokba tudjuk szétosztani, és ezen halmazok (oszta-
lyok) mindegyikére igaz, hogy minden csticsdbol vezet él a tobbi osztdly minden

csticsdba, de az osztalyon beliil nem vezet éI.

1.4. Definici6 (Fokszam). A G = (V,E) graf v € V csucsanak fokszdma a v szom-
szédainak szdmaval, azaz az {e € E : v € e} halmaz elemszdmaval egyenls. A v

cstcs fokszdmat d(v) jeloli.

Adott G graf esetén csticsainak fokszamai koziil a legkisebbet 6(G), a legna-
gyobbat A(G) jeloli. A grafparaméter fogalmanak definidldsa utan latni fogjuk,
hogy 6(G) és A(G) is grafparaméterek. Ugyanigy a grafban 1év6 cstcsok fok-
szamainak atlaga, az dtlagos fokszam, d(G) szintén grafparaméter.

A graf r-requldris, ha minden fokszdma r; konnyen lathato, hogy ez ekviva-

lens a § = A = r egyenl6ség teljesiilésével.

1.5. Definici6 (Séta, vonal, tt, kor). A séta a grafban cstcsok és élek valtakozé
V0e101 . . . gV sorozata, ahol mindegyik ¢; = {v;_1v;} él a sorozatban 6t meg-
el6z6 és 6t kovetd csticsokat koti 0ssze; egyszerii graf esetén elegendd a vgv; ... vy
cstcssorozatot tekinteni, hiszen a graf két pontja kozott nem haladhat egynél
tobb él. A vonal olyan séta, amelyben egy él legfeljebb egyszer szerepelhet, az
1t pedig olyan vonal, amelyben minden cstics is maximum egyszer szerepel. A
séta, vonal vagy ut hosszdnak nevezziik az ezek soran érintett élek szamat (a fenti
példdban a k szamot). Megengedhetjiik, hogy a séta, vonal vagy tt hossza 0
legyen, tehat értelmes az a sorozat is, amely egyetlen vy pontbdl all. A kor olyan
vonal, amelyben a kezd&pont és a végpont megegyezik (vg = vx), de tovabbi
egybeesések nincsenek a pontjai kozott. Az egyetlen n — 1 élti (n cstcst) ttbol
allo grafot P,_1, az egyetlen n cstcst (és igy n él) korbdl all6 grafot C,, jeloli.
Csillagnak nevezziik (és S jeloli) azt a grafot, amiben egy pont van dsszekotve

tovabbi n — 1 csticesal, és ezen feliil nincs tobb éle.

A G = (V,E) grafot 0Osszefiiggdnek nevezziik, ha barmely x € V pontjdbol
barmely y € V pontjaba vezet x=vy,e1, v, ..., e, vx=y ut.

1.6. Definici6 (Komponens). Legyen G nem feltétlentil Osszefiiggd graf. Az 6
V(G) ponthalmazénak egy C C V részhalmazét akkor nevezziik 0sszefiigglségi
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komponensnek, ha teljesiil rd, hogy barmely x € C pontbdl barmely y € C pontba
vezet at, de semelyik x € C pontbdl sem vezet at V' \ C halmaz semelyik pontjaba
sem. A G graf osszefligg6ségi komponenseinek szdmat c(G) jeloli.

Egy G graf tehat pontosan akkor osszefiiggd, ha ¢(G) = 1. Kés6bb sziik-
ség lehet a graf pdratlan sok csiicsbél dll6 komponenseinek szdméra. Ezt jeloljiik
ezenttl c1(G)-vel. Hasonl6an a pdros sok csiicsbol dll6 komponensek szamat jelolje
co(G). Az dsszefiiggbségi komponensek ¢(G) szdma, tovébba ¢o(G) és c1(G) is
grafparaméterek, mint azt kés6bb latni fogjuk.

1.2. Részgrifok és tipusaik

1.7. Definicié (Részgraf). A G = (V,E) graf részgrifja egy olyan G' = (V',E')
graf, ahol V' C V, E' C E, azaz a gréf részgrafjat az eredeti graf pontjainak és
éleinek valamilyen részhalmaza alkotja. Természetesen ha a részgrafban nem
szerepel egy pont, a bel6le kiindul6 élek sem szerepelhetnek a részgrafban. Ha
a G részgrafja G-nek, azt a G’ < G relécios jellel fogjuk jelolni.

Ha a G graf nem tartalmaz részgrafként kort (azaz ,kormentes”), akkor er-
dének nevezziik. Ez az elnevezés abbdl ered, hogy az 0sszefliggd és kormentes
grafot fanak hivjuk, és igy egy erd6 Osszefliggd komponensei fdk. Ha a graf nem
tartalmaz pdratlan hosszua kort, akkor pdros koriiljardsii grdafnak, roviden pdros grif-
nak nevezziik.

1.8. Definici6 (Fiiggetlen élhalmaz). Ha a G graf P < G részgrafjaban a maxi-
malis fokszdm legfeljebb egy (A(P) < 1), akkor ennek a részgrifnak az E(P)
élhalmazat pdrositdsnak (mas széval fiiggetlen élhalmaznak) nevezziik, és ez a pa-
rositds teljes, ha P-ben minden fokszdm pontosan egy (6(P) = A(P) = 1). A
G-ben fellelhet$ legnagyobb pérositds méretét v(G) jeloli, errél is latni fogjuk,
hogy grafparaméter.

Egy adott G graf esetén érdekelhet minket, hogy hiny kiilonbozo parositas ta-
lalhat6 benne, illetve az is, hogy hany kiillonboz6 teljes pérositas taldlhat6 benne.
Ez a két szdm szintén grafparaméternek fog bizonyulni.

A részgrafok egyik specidlis alfaja az, amelyeket a kivalogatott cstucsok V'
halmazéval lehet jellemezni (az élei E’ halmazét a V' mar meghatarozza). Ezek
az ugynevezett feszitett részgrafok:

1.9. Definici6 (Feszitett részgraf). A G = (V, E) graf feszitett részgrifja egy olyan
G' = (V/,E') graf, ahol V! C V, E' C E, és Vx,y € V're: {x,y} € E &

7



{x,y} € E. Azaz a graf feszitett részgréfjat az eredeti graf pontjainak bizonyos
részhalmaza alkotja, és igaz az, hogy akkor és csak akkor szomszédos két pont
a feszitett részgrafban, ha az eredeti grafban is. A G graf csticsai halmazénak
V! C V részhalmaza éltal feszitett részgrafot G[V'] jeloli. Azt, hogy G’ feszitett
részgrafja G-nek, G’ < G fogja jeldlni.

A definiciobdl adodik, hogy a graf egy feszitett részgrafjat egyértelmiien
meghatarozhatjuk csak csticshalmaza megaddasaval is. Az Osszefliggségi kom-
ponenst mi a ponthalmaz egy részhalmazaként definidltuk, de ugyanilyen jogo-
san gondolhatunk egy graf dsszefiigg6ségi komponensére mint az 1.6. Definici-
6ban szerepld C ponthalmaz altal feszitett részgrafra.

1.10. Definicié (Klikk; Fiiggetlen ponthalmaz). Ha az A C V ponthalmaz altal
feszitett részgraf iires, akkor A-t fiiggetlen ponthalmaznak, ha teljes graf, akkor a
G[A] részgrafot klikknek nevezziik. A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz méretét
«(G), a legnagyobb klikk méretét w(G) jeloli. Ezekrél szintén beldtjuk majd,
hogy a késébbiekben definialt , grafparaméter” fogalomnak megfelelnek.

A feszitett részgrafokhoz hasonléan a részgrafok egy masik specidlis alfaja
lehetne az, ahol csak az élek E’ részhalmazat kell kivéalogatni (és a csticsok 74
részhalmazéanak kivalasztdsa ebbdl automatikusan kovetkezik). Csakhogy ezt
kéttéleképpen is lehet értelmezni. Az egyik lehetséges értelmezés szerint minden
cstcs kivalasztott, és ezért elég a részgraf megadasahoz az élek részhalmaza;

ezek az tgynevezett feszitd részgrafok:

1.11. Definici6 (Feszit részgraf). A G = (V,E) graf feszitd részgrifja egy olyan
G' = (V,E’) gréaf, ahol E' C E, azaz a gréf feszit6 részgréfjdban a graf minden
pontja szerepel, de az éleknek csak valamilyen részhalmaza alkotja. Azt, hogy
G’ feszit6 részgrafja G-nek, G’ C G fogja jelolni.

A masik lehet6ség, ha a kivalasztott E’ élhalmaz tgy hatdrozza meg a V'
csticshalmazt, hogy pontosan azok a csticsok keriilnek ebbe, amelyek valame-
lyik kivélasztott E’-beli élnek a végpontjai: V' = {v € e : e € E'}. Ezeknek
tudomédsom szerint nincs kiilon neviik, nevezhetnénk az E’ élhalmaz éltal ge-
nerdlt részgrafnak (hogy a feszitett sz6 hasznalatat és az ebbdl ad6do esetleges
télreértéseket elkertiljiik).

1.12. Definici6 (Generalt részgraf). A G = (V,E) grafnak az élek E' C E rész-
halmaza altal generdlt részgrifja az a G' = (V',E’) gréf, ahol V' C V azon pontok

halmaza, amelyek legalabb egy {x’,/'} € E’ élben szerepelnek. Ezt a részgrafot
G[E'] jelsli.



Ha a G[E'] részgrafhoz hozzéavessziik az 6sszes olyan pontot V-bol, amiket

V/ nem tartalmaz, akkor kapunk feszit részgrafot.

1.13. Definici6 (Lefedd élhalmaz). Ha G[E’]| maga is feszit6 részgréf, akkor az
E’ élhalmazt lefeds élhalmaznak nevezziik. A legkisebb méreti lefed6 élhalmaz

méretét p(G) jeloli, mar amennyiben egyaltaldn 1étezik ilyen élhalmaz.

1.3. Er6sen és gyengén dominalé halmazok

A dominalé halmazokkal kapcsolatos fogalmak pontosabb bevezetéséhez sziik-

ség lesz a zart és nyilt szomszédsag definicidjéra.

1.14. Definicié (Nyilt szomszédsag). A G = (V,E) graf egy X C V(G) részhal-
mazénak nyilt szomszédsiga pontosan azon y € V(G) pontok halmaza, amelyekre
létezik olyan x € X pont, hogy x-b&l y-ba vezet pontosan 1-hosszu at. Az X hal-
maz nyilt szomszédsagénak jele: N(X).

1.15. Definici6 (Zart szomszédsag). A G = (V,E) egy graf X C V(G) részhal-
mazdanak zdrt szomszédsdga pontosan azon y € V(G) pontok halmaza, amelyekre
létezik olyan x € X pont, hogy x-bdl eljutunk y-ba egy legfeljebb 1-hosszt tton
(beleértve magat az X halmazt is, hiszen ennek minden csticsa egy 0-hosszt

aton is elérhet6). Az X halmaz zért szomszédséganak jele: N[X].

Ha ugyanazon csticshalmazon két kiilon grafrdl is beszéliink, s igy nem egy-
értelmi, hogy melyik grafon értelmezett szomszédsagrol van sz6, akkor példaul
egy G graf esetén a graf megjelolésére az Ng(X) és Ng[X] jeloléseket haszndl-
hatjuk.

A késtbbiekben eléfordulhat, hogy sziikség lesz egyetlen cstics szomszédai-
nak vizsgalatdra is, ezt tekinthetjiik egy 1-elem{i halmaznak, igy beszélhetiink a

szomszédsagarol.

1.16. Definici6 (Gyenge dominalé halmaz). A G = (V, E) graf csticsainak egy
D C V(G) részhalmazét gyenge domindlé halmaznak (roviden csak domindlé hal-
maznak) nevezziik, ha N[D] = V(G), azaz a halmaz zart szomszédsédga a graf
Osszes csuicsat tartalmazza. A legkisebb méretii gyengén domindalé csticshalmaz

méretét v(G) jeloli.

Tehat a D cstcshalmaz (gyengén) domindld, ha a graf minden D-n kiviili csticsa
valamelyik D-belinek szomszédja.



1.17. Definici6 (Er6s domindlé halmaz). A G = (V, E) graf csticsainak egy D C
V(G) részhalmazat erés domindldé halmaznak nevezziik, ha N(D) = V(G), azaz a

halmaz nyilt szomszédsadga a graf dsszes csticsat tartalmazza.

Lathatéan mig definici6 szerint az er6s domindlé halmaz minden csticsaba
kell vezessen él a halmazon beliil, a gyenge dominél6é halmaz esetében megelég-
sziink azzal, hogy minden a halmazon kiviili csticsba vezessen él a dominal6
halmazbdl. A szakdolgozat sordn domindlé halmazon mindig gyenge dominalé
halmazt fogok érteni, ettdl eltérd esetben kiilon jelolni fogom, hogy er6s domi-

nalé halmazroél van szo.

1.4. Grafizomorfizmus és ekvivalenciaosztilyai

A, grafparaméter” egy olyan szamértéki fiiggvény a G halmazon, ami két izo-
morf grafhoz ugyanazt az értéket rendeli. Ezen mondat értelmezéséhez definial-
nunk kell a ,gréfizomorfizmus” fogalmat. Mint altaldban, az izomorfizmus egy
olyan homomorfizmus (két struktira, jelen esetben két graf kozotti struktira-
tartd leképezés), ami bijekci6 is, tovabbé az inverze is homomorfizmus. El6szor

tehat definidljuk a ,,grathomomorfizmus” fogalmat.

1.18. Definici6 (Graifhomomorfizmus). Adott G; = (V,Eq) és Gy = (V,, Ep)
grafok esetén a ¢ : V| — V, fliggvényt grdfhomomorfizmusnak nevezziik, ha min-
den {x,y} € E; él esetén {¢(x), ¢(y)} € E.

Tehat grafok esetén a strukturatartds azt jelenti, hogy két szomszédos cstics-
hoz két kiilonboz0, szomszédos csticsot rendeliink. A ¢ fliggvény kiilénb6z6 pon-
tokhoz rendelheti ugyanazt a V,-beli csticsot, de csak dssze nem kititt pontokhoz.
Ha a ¢ fliggvény kiilonb6z6 pontokat kiilonbozdekbe visz, és nemcsak az tel-
jesiil, hogy szomszédos pontparhoz szomszédos pontpért rendel, hanem az is,
hogy nemszomszédoshoz kifejezetten nemszomszédosat, akkor , grafizomorfiz-

musrol” beszéliink.

1.19. Definici6 (Grafizomorfizmus). Adott G; = (V3, E1) és Gy = (V,, Ea) gréfok
esetén a ¢ : V1 — V, fliggvényt grifizomorfizmusnak nevezziik, ha

e a ¢ fiiggvény bijekcié V; és V, halmazok kozott; és

e minden {x,y} € E; él esetén {¢(x), ¢(y)} € E, (azaz ¢ grathomomorfiz-

mus); és

e minden {u,w} € E, él esetén {9~ '(x),9 '(y)} € E; (azaz a ¢! inverz-
tiggvény is grafhomomorfizmus).
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Ebben az esetben a G; és G, grafokat izomorfnak mondjuk, és ezt a tényt G| ~ Gy
jeloléssel jeloljiik.

A grafizomorfizmus tehat egy a grafokon értelmezett bijektiv, struktaratart6
leképezés: a ¢ fliggvény és inverze (¢~ ') is a szomszédos csticsokat egyarant
szomszédos cstucsokba (a nemszomszédosakat pedig nemszomszédosakba) ké-
pezi.

Az identitasfliggvény grafizomorfizmus, ezért G ~ G. Gréafizomorfizmus
inverze is grafizomorfizmus, tehat ha G; ~ G, igaz, akkor G, ~ G is igaz. Graf-
izomorfizmusok kompozicidja szintén grafizomorfizmus, igy ha G; ~ Gy ~ Gg3,
akkor G; ~ Gs. Gréfok izomorfidja tehat ekvivalenciareldci6 (melyet grafizo-
morfidnak neveziink). Ennek az ekvivalenciareldciénak az ekvivalenciaosztélyai
a G halmazt diszjunkt részhalmazokra particionaljak.

A gréfok izomorfizmus szerinti ekvivalenciaosztélyai szintén halmazt alkot-
nak. Ezt a halmazt precizen G/~ szimbdélummal kellene jeldlniink, de mivel a
grafok tulajdonsagainak tovédbbi taglaldsakor egy G grafrol tett allitds igaz lesz
minden vele izomorf grafra is, ugyantgy G-vel jelolhetjiik.

1.5. Kétféle részbenrendezés

A véges egyszerti grafok halmaza, és igy a grafizomorfizmus szerinti ekvivalen-
ciaosztalyok halmaza is megszdmlalhato, igy felsorolhat6. Léteznek bijekciok IN
és G kozott. Ha ezek kozott lenne olyan, ami , természetes” abban az értelemben,
hogy a grafok sajat bels¢ tulajdonsagéabodl kiszamolhat6 lenne egy ra (illetve az 6
ekvivalenciaosztalyara) egyedileg jellemzd természetes szam, akkor ez a bijekci

(azaz felsorolas) megadna egy természetes rendezést is a G halmazon.

1.20. Definici6 (Teljes rendezés). A G halmazon adott < kétvéltozos relaciot

rendezésnek nevezziik, ha

e barmely két G1, Gy € G elem Osszehasonlithat, azaz G; < Gy és Gy < Gy
koziil legalabb az egyik teljesiil;

e barmely G € G elemre G < G teljesiil (reflexiv);

e ha G < Gy és Gy < Gy, akkor G; = Gy, tehat a relacié antiszimmetrikus;

2

es

e ha G; < Gy és Gy < Gg, akkor G; < Gg3, azaz a reldci tranzitiv.
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A véges egyszerli grafok (illetve ezek izomorfia szerinti ekvivalenciaoszta-
lyainak) halmazan nem ismerek természetes médon definidlhat6 teljes rende-
zést. Viszont ha a fenti definiciéban az elsd feltételt (azt, hogy barmelyik két
elem Osszehasonlithaté legyen) elhagyjuk, akkor a részbenrendezés definicidjat
kapjuk, ilyet pedig mar megadhatunk a véges egyszerti grafok halmazan.

1.21. Definici6 (Részbenrendezés). Egy G halmaz részbenrendezett, ha elemein
definidlva van egy olyan < reldci6 (részbenrendezés), amely reflexiv, antiszim-
metrikus és tranzitiv.

A véges egyszerli grafok (illetve ezek izomorfia szerinti ekvivalenciaoszta-
lyainak) halmazén ilyen relaci6 lehet a < jeloléssel ellatott ,részgrafja” relacio.

1.22. Definici6 (Részgrafja relacid). A G; és G, gréfokra akkor teljestil G; < Gy,
ha G, grafnak létezik olyan G* < G, részgrafja, amely izomorf Gi-gyel.

Mivel minden graf részgrafja sajat maganak (G < G) ezért a relécio reflexiv. Vé-
ges grafok esetén ha G; < G, és Gy < Gj egyszerre teljesiil, akkor a két graf
csticsszdma meg kell egyezzen, és ekkor a Gy grafnak G, graffal izomorf rész-
grafja az egész Gy graf lesz, tehat G; = G, mint ekvivalenciaosztalyok. Végiil, ha
G1 < Gy < Gg akkor a G grafnak G, graffal izomorf részgrafjdban is létezik egy
Gy graffal izomorf részgréf, azaz G; < Gs3. Tehét ez valéban részbenrendezés.

Ez a < részgréfja reldci6 természetes médon van értelmezve abban az érte-
lemben, hogy az a tény, hogy G; < G; igaz-e vagy sem, pusztan G; és G, grafok
grafelméleti tulajdonsdgaibol eldontheté (ha nem is gyors algoritmussal). Egy
halmaz rendezett, ha amellett, hogy részbenrendezett, még az is teljesiil ra, hogy
a halmaz barmely két eleme 0sszehasonlithaté. Ez esetiinkben nem 4ll fenn, hi-
szen taldlhatunk G; és G, grafot, amelyek egyikében sem taldljuk meg a mdsikat
részgrafként, és igy sem G; < Gy, sem Gy < Gy nem teljestil.

Egy masik természetes részbenrendezés a G halmazon a ,feszitetten rész-
grafja” relacio.
1.23. Definici6 (Feszitett részgrafja relacié). A G; és G, grafokra akkor teljesiil
G1 < Gy, ha G, gréfnak létezik olyan feszitett G* < G, részgrafja, amely izomorf
Gi-gyel.

Errél is konnyen lathato, hogy reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv. Ez a feszi-
tett részbenrendezés részreldcidja a részgrafja részbenrendezésnek: Ha G; < G;
teljesiil, akkor nyilvanvaléan G; < G; is teljesiil, hiszen a feszitett részgraf az
részgraf. Viszont el6fordulhat, hogy G; < G teljesiil, mig < szerint a két graf
nem Osszehasonlithatd. (G; # G, esetén nem fordulhat el6, hogy G; < G, de
G1 > Gy)
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2. Grafparaméterek és altalanositott grafparaméterek

Most mar értelmezhetjiik a grafparamétereket mint a (sz6ba johets) 0sszes véges
grafok G halmazan (pontosabban a grafizomorfia szerinti ekvivalenciaosztalyok
halmazan) értelmezett fiiggvényeket, amelyek a természetes szdmok IN halma-
z&bol veszik fel értékeiket. Ez azonban még nem elég. Felsorolhatndnk példdul
az Osszes véges egyszer(i grafot (természetesen az izomorfakat csak egyszer),
majd a fliggvény értékeként megadhatndnk az adott graf sorszamat. Az ilyet
nem szeretnénk grafparaméternek nevezni, hiszen az 6nkényesen feldllitott sor-
renden kiviil mast nem mond el a grafrél. Ezért a grafparaméter definici¢jandl
kikotést szeretnénk tenni, hogy a grafparaméter értékét akkor is kiszamolhas-
suk, amikor csak magét a grafot ismerjiik, a tobbi grafon felvett értékét nem.
Els6sorban nemnegativ egész értékii fliiggvényekkel fogunk foglalkozni, de
az egyszerliség kedvéért egy grafparaméter értékeiként megengedjiik az 0sszes

valds szdmot.

2.1. Definici6 (Grafparaméter). A §: G — R fliggvényt grdfparaméternek nevez-
ziik, ha G; ~ G; esetén B(G1) = B(Gz), és B(G) értéke csak a G gréf ismeretében
is kiszdmolhato.

Azt, hogy a grafparaméter kiszdmolhat6, tgy kell érteni, hogy egy G grafbdl
mint inputbdl egy véges sok utasitasbol 4ll6 algoritmussal véges sok lépésben
kiszamolhat6. Sajnos az ilyetén definidlassal sem sikeriilt kizdrnunk, hogy a
programunk minden meghivdsakor maga generéljon egy felsoroldst, és az in-
putként kapott gratbol az els6 vele izomorf graf sorszamat adja ki (a graf struk-
tardjabol adodo érték kiszdmitdsa helyett). Bar intuitiven értjiik, mit szeretnénk
grafparaméternek tekinteni és mit nem, matematikailag korrektiil ezt nem si-
keriilt megfogalmazni. A 2.1. Definicié a grafok ekvivalenciaosztdlyainak egy
tetszbleges (0nkényes) felsoroldsa esetén adédé IN — R fiiggvények koziil az

Osszes algoritmikusan kiszdmithat6 fliggvényt megengedi.

2.2. Megjegyzés (A grafparaméterek vektortere). Az R valds szamtest elemei-
vel pontonként megszorozva egy grafparamétert ugyancsak grafparamétert ka-
punk, hiszen ha az eredeti fliggvény algoritmikusan kiszamithaté volt, akkor
annak szdmszorosa is algoritmikusan kiszdmithat6. Ugyanigy ad6dik, hogy két
grafparaméter pontonkéni 0sszege (és pontonkénti szorzata is) szintén grafpa-
raméter. Tehat grafparaméterek halmaza az R valos test feletti vektortér (sot,
algebra) lesz. A mfiveletekre valé zartsagot lattuk, a tovabbi mfiveleti tulaj-
donsédgok pedig abbdl kovetkeznek, hogy valds értékii fiiggvények pontonkénti
miiveleteir6l van sz6.
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A tovédbbiakban ezért mindig probaljuk elkeriilni, hogy egy grafparaméter
végtelen értéket vehessen fel, és a tipikusan egész értéket felvevs grafparaméte-
reket is valdsértékii fiiggvénynek fogjuk tekinteni.

Tovébbi altalanositasi lehetdség lenne a tovabbi struktiraval rendelkezé gra-
fok paramétereinek definidldsa: legyen Gs azon grafok halmaza, amelyek G bi-
zonyos elemei, ellatva egy S tipusu struktardval. (Ez jelentheti példdul az R
elemeivel torténd élstlyozast.) Ebben az esetben csak azokat a grafizomorfizmu-
sokat tekintjiik izomorfizmusnak, amelyek (és inverziik) ezt a plusz struktirat
is megtartjdk. (Elstlyozas esetén tehat azokat a fliggvényeket, amelyek nemcsak
az Osszekotott pontparhoz rendelnek 0sszekotott pontpart, hanem a k stlyt éllel
osszekotott pontparhoz k sulyt éllel 6sszekotott pontpdrt.) Az ezen specidlis (S
tipusu struktarat megdrz6) izomorfizmusok 4ltal meghatdrozott ekvivalenciare-
laciot ~g jeldli.

2.3. Definicié (Altaldnositott grafparaméter). A f: Gs — R fiiggvényt dltaldno-
sitott grdfparaméternek nevezziik, ha G; ~s Gy esetén B(G1) = B(Gz), és B(G)
értéke csak a G graf ismeretében is kiszamolhato.

Pozitiv egész szamokkal élstlyozott grafok esetén a minimalis stlyu feszit6fa
sulya példaul egy &ltalanositott grafparaméter. Irdnyitott, pozitivan élstlyozott,
forréssal és nyel6vel ellatott aciklikus (irdnyitott kort nem tartalmazo) grafok
esetén a maximalis folyam mérete is egy altaldnositott grafparaméter.

Altalanositott grafparaméterekkel ebben a szakdolgozatban nem fogok szisz-
tematikusan foglalkozni, csak egyes esetekben bizonyos grafparamétereket jel-
lemzd tulajdonsdgok megvilagitasanal keriilhetnek el mint egzotikus példak.

2.1. Kétféle monotonitas

Mivel a grafparaméterek a részbenrendezett G halmazon vannak értelmezve,
és az altalunk targyalt grafparaméterek valds (s6t, egész) értékeket vesznek fel,
ezért értelmes megkérdezni, hogy az adott grafparaméter mint fliggvény mono-
ton-e.

2.4. Definicié (Monotonitds). A B : G — R grafparaméter monoton névd, ha
VG1 < Gy : B(Gy) < B(Gy); és B monoton fogyd, ha VG < Gy : B(G1) > B(G).

A fenti definicibban a G; < G; a részgréfja relacié volt. Mivel a véges egy-
szer(i grafok ekvivalenciaosztdlyainak G halmazan értelmeztiink egy masik rész-

benrendezést is, azzal is érdemes definidlni a monotonitést.
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2.5. Definicié (Feszitett monotonitds). A f: G — R grafparamétert feszitetten
monoton novének mondjuk, ha VG1 < Gy : B(G1) < B(Ga); és B feszitetten monoton
fogyénak, ha VG1 < Gy : B(G1) > B(G).

Mivelhogy a , feszitett részgrafja” részbenrendezés részrelacidja a ,részgrafja”
részbenrendezésnek, lehetnek olyan grafparaméterek, amelyek a 2.4. Definici6
szerint nem monotonok, viszont a 2.5. Definicié szerint feszitetten monotonok.
Viszont ami monoton, az természetesen feszitetten is monoton lesz.

Azt is meg lehet vizsgdlni, hogy egyetlen cstics vagy él elhagyasaval kelet-
kez6 részgrafra az adott paraméter értéke sokat véltozik-e, vagy keveset. Ez
egy Ujabb tulajdonsdga lehetne a grafparamétereknek. Példdul egy Osszefiiggd
grafban egy elvago él elvételével keletkezd graf legfeljebb két komponensre esik
szét; mig elvagd csucs elvételével tetszélegesen sok komponensre eshet szét a

graf.

2.2. Strukturalis grafparaméterek

A szakdolgozat {6 témajat a graf szerkezetébdl ad6do és kiszamithat6 gérfpa-
raméterek szolgéltatjdk. Specialis struktardkat vizsgalunk, mint a grafban 1évo
utak vagy korok, ezekbdl a legrovidebb vagy leghosszabb. Jellegében azonos
vizsgalni példdul a grafban 1év fiiggetlen, lefed vagy lefogd halmazt (legyen
az pont- vagy élhalmaz), azok koziil legkisebb vagy legnagyobb elemszamiit,
sztikithetetlent vagy bévithetetlent. Az ilyen jelleg(i grafparamétereket nevezziik
intuitivan ,strukturélis grafparamétereknek” szemben az olyan paraméterekkel,
amelyek bar struktirabodl fakadnak, de nem egy konkrét részstruktira méretét
adjdk meg; példdul hogy hdny kiilonbozo pérositas (vagy hany kiilonbozd teljes
pérositds) van a grafban. A szinezési vagy az Osszefiigg6ségi szamot sem nevez-
ziik ,strukturdlisnak”, s6t, ilyen ,nemstrukturalisnak” tekintett grafparaméter
lehet az is, hogy hdny lényegesen kiilonbozd j6 szinezése van egy grafnak.

Most, hogy mar korrektiil definidltuk, mit értiink grafparaméter alatt (és nem
korrektiil, de intuitivan koriilirtuk, hogy mit értiink strukturalis grafparaméter
alatt), allapitsuk meg, hogy a bevezet6 fejezetben el6keriilt, grafokhoz szamér-
tékeket rendel6 fiiggvények tényleg grafparaméterek, és vizsgaljuk meg, hogy
vajon monotonok-e.

A szakdolgozat {6 céljdhoz kell6 grafparaméterek koziil mar majdnem mind-
r8l emlitést tettiink. Hadd emlitsem meg itt a maradékot is.

2.6. Definici6 (Lefogé ponthalmaz). A G = (V,E) graf egy T C V csucshal-
maza lefogé, ha a graf minden élének legaldbb az egyik végpontja T-beli. A

15



legkisebb lefogd cstucshalmaz méretét 7(G)-vel jeldljiik.

2.7. Allitas. A csiicsok szdma (n), az élek szdma (e), a pdros csiicsbol dllo, pdratlan
csticsbol dllo és Osszes komponensek szdma (cg, c1, c), a grdf csiicsainak fokszdmainak
minimuma (6), maximuma (A) és dtlaga (d), a grdfban 1év8 legnagyobb klikk mérete
(w), a grdfban taldlhaté fiiggetlen csiicsok maximdlis szdma (), fiiggetlen élek maximd-
lis szdma — azaz a grdfban 1évo legnagyobb pdrositds mérete (v) — tovdbbd a legkisebb
lefog6 csiicshalmaz mérete (T), a legkisebb domindld halmaz mérete (vy) és a lefedd élek

minimdlis szdma (p) grdfparaméterek.

Bizonyitds: Mivel a grafizomorfizmus szomszédos cstcsokat szomszédos csu-
csokba, nem szomszédosakat pedig nem szomszédosakba visz, igy fiiggetlen
halmaz képe fliggetlen, lefed6 halmaz képe lefed6, dominal6 halmaz képe do-
mindlo, lefogd csticshalmaz képe lefogd, ugyanigy az izomorfia klikket klikkbe
visz, az Osszefliggd komponensek az izomorfia utdn is Osszefiiggbek, a nem
Osszefliggbek nem Osszefliggbek maradnak. A bijekciénak koszonhetSen a cst-
csok szama és az élek szama megegyezik izomorf grafokban. Ezek pusztdn a
graf ismeretében kiszdmithat6 tulajdonsagok. O

Monotonok-e ezek a fliggvények? A csticsok n és élek e szamarodl konnyedén
megaéllapithatjuk, hogy monoton nének, hiszen ha egy graf egy masikat rész-
grafként tartalmaz, biztosan legaldbb annyi csticsbol és élbol 4ll, mint részgrafja.

A tobbi grafparaméterrdl is beldthat6 a kovetkezé.

2.8. Allitas. A csiicsok szdma (n), az élek szdma (e), legnagyobb fokszdm (A), a legkisebb
lefogd csiicshalmaz mérete (T), a legnagyobb pdrositds mérete (v) és a legnagyobb klikk
mérete (w) monoton névo.

A legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz mérete («) és a legkisebb lefedd élhalmaz mérete
(p) nem monoton fiigguények, viszont feszitetten monoton novok.

A legkisebb fokszdm (6), az dtlagos fokszdm (d), az 0sszes (illetve pdros és pdratlan)
komponensek szdma (c, illetve co és c1), tovdbbd a legkisebb domindlé halmaz mérete (y)
egyik monotonitds fogalma szerint sem monotonok.

Bizonyitds: A legnagyobb A fokszam semmiképp sem lehet nagyobb a részgraf-
ban, mint az eredeti grafban, ellenben a legkisebb § fokszdm novekedhet vagy
csokkenhet is fliggben attdl, a grafnak mely részgrafjat tekintjiik. Ezek miatt
az atlagos d fokszam sem monoton fliggvény. Ha egy tobb komponensbdl 4ll6
(legalabb egy élet tartalmazo) graf egyetlen komponensét vessziik részgrafként,

akkor a részgraf komponenseinek ¢ szdma kisebb, mint az eredeti grafban, de ha
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példaul az eredeti graf dsszes csticsat tekintjiik mint részgréafot (élek nélkiil, vagy
feszitett részgraf képzésekor egy komponensen beliil olyan csticsokat, amelyek
nincsenek éllel 6sszekotve), a komponensek ¢ szdma novekedik. Ugyanigy nem
allapithaté meg monotonitds a pdros vagy pdratlan cstcsot tartalmazé kompo-
nensek ¢ illetve ¢y szdma esetében sem.

Az, hogy a graf részgrafjdban bizonyos szdmu fliggetlen cstics van, nem
mond el semmit arrél, hogy a graf egészében mennyi van ezekbdl, mivel két
cstcs fliggetlenségét egy tovabbi éllel elronthatjuk vagy éppen novelhetjiik sza-
mukat tovabbi, az eddigiektd] fliggetlen cstcsok hozzd vételével. Viszont ha egy
ponthalmaz fiiggetlen egy feszitett részgrafban, akkor fliggetlen lesz az eredeti
grafban is (hiszen a feszitett részgraf az eredeti graf osszes olyan élét tartal-
mazza, ami a részgraf pontjai kozott fut).

A tiiggetlen élek maximdlis szdma megint monoton, mert azok az élek, ame-
lyeknek nincs kozos végpontjuk egy részgrafban, azoknak az eredeti grafban
sem lesz kozods végpontjuk, tehdt egy részgraf minden fliggetlen élhalmaza az
eredeti grafnak is fiiggetlen élhalmaza.

A 7 ellenben feszitetten sem monoton fiiggvény. Attdl fliggéen, hogy domi-
nal6é halmazbeli vagy egyéb cstcsot torliink, csokkenhet vagy néhet a részgraf-
ban a dominélashoz sziikséges csticsok minimadlis szdma.

A lefed6 élek halmaza ugyan nem monoton, névekedhet és csokkenhet is
szdmuk a részgrafban, példdul azzal, ha az 1-fokd csticsok szdma novekedik
vagy csokken, hiszen ezek lefogdsdra mindenképp kiilon élek kellenek (ha ezek
nem éllel osszekotott csucspdrok). Feszitetten viszont monoton nd. Vegyiink a
grafbol néhdny csticsot. Az eredeti graf lefedd élei koziil azok bekeriilnek az igy
feszitett részgrafba, amelyeknek mindegyik végpontja szintén ott van a feszitett
részgrafban. Azokra a csticsokra, amelyek lefedd éle nem keriilt be, mert a
masik végpont nincs a részgrafban, masik élet kell taldlnunk, amely lefedi. (Ha
tartozik egyaltaldn masik él a cstdcshoz a részgréfban; ellenkezd esetben nem
értelmezziik a p-t a részgrafon.) Viszont minden lefedetlen csticshoz csak egy
4j él kell, amely lefedi, igy nem kellhet tobb él a feszitett részgrafban a csticsok
lefedéséhez, mint amennyi az eredeti grafban kellett.

Ha egy részgraf tartalmaz egy élet az eredeti grafbdl, rogton (legaldbb) egy
olyan cstcsot is tartalmaz, amely benne van az eredeti graf lefog6 csticshalma-
zédban, hiszen annak minden élet le kell fognia, igy a T monoton név6 fiiggvény.

Az w szintén monoton nd, mivel a graf részgrafja nem fog nagyobb klikket

tartalmazni, mint amekkora az eredeti grafban megtalalhato. O
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2.3. Néhany tovabbi strukturalis grafparaméter

A szakdolgozat sordn behatoan tanulmanyozni fogjuk ezeket és mas tanult graf-
paramétereket is. Mivel képtelenség lenne a 1étezé Osszes grafparamétert be-
mutatni (a grafok rengeteg tulajdonsdgét vehetjiik grafparaméter alapjiul, és
ezek Osszege, kiilonbsége ugyancsak grafparaméter lesz), izelit6iil tekintstink
meg néhdny 4j, érdekes fogalmat, amelyek a grafelméletben hasznalatosak, bar
a szakdolgozatban nem, vagy ritkdn fognak el6keriilni.

A kovetkez6kben strukturdlis grafparamétereket fogok bevezetni. Ezek né-
melyike el6 fog keriilni grafparaméterek értékeinek becslésekor. A G = (V,E)
grafban az x és y csticsok kozotti lehet6 legrovidebb utat a két pont tdvolsdgdnak
nevezziik, és dist(x, y)-nal jeloljik. A G = (V, E) graf egy x csticsdabél kiinduld
lehetd leghosszabb utat a cstics excentricitdsinak nevezziik, ecc(x)-szel jeloljuk.
A maximadlis excentricitdsa pontokat periférikus csiicsoknak hivjuk, a minimalis
excentricitdst cstcsok alkotjak a grdf kozéppontjit. Konnyen belathatjuk, hogy fa-
nak legfeljebb két kozépponti csticsa lehet, mig egy csillag egyetlen kozépponttal
rendelkezik.

2.9. Definici6 (Radiusz). A G = (V, E) graf rad(G) rddiusza az Gsszes csticsanak

excentricitdsdnak minimuma.

2.10. Definicié (Atmérs). A G = (V,E) graf dtmérbje az Osszes cstcsanak ex-
centricitdsdanak maximuma, azaz a grafban 1év6 leghosszabb ut. Jele: diam(G).

2.11. Tétel (AtmérSbecslés [3, Theorem 4]). Ha a G grdf dsszefiiggd, akkor
rad(G) < diam(G) < 2rad(G)

Bizonyitds: A rad(G) a graf 6sszes pontjdra vonatkozo excentricitdsok minimuma,
diam(G) ugyanezek maximuma, tehat koztiik ez a viszony nyilvan fennall.

Van a grdfnak egy u pontja, aminek az excentricitdsa éppen rad(G). (Mivel
rad(G) az ecc(v)-k minimuma minden v-re, 1étezik ilyen cstcs.) Ha legaldbb ha-
rom pontu a graf, akkor létezik még két cstics (v és w), és mind a ketté maximum
rad(G) tavolsdgra van u-t6l. Ekkor v és w maximum 2rad(G) tavolsagra lehet
egymastol, hiszen ha messzebb lennének, u-bol is taldlndnk beléjiik rad(G)-nél
hosszabb utat. (Ha a grafban nincs mésik két cstics, akkor két pontbdl all, ezek
ossze vannak kotve egy éllel. Ekkor rad(G) = diam(G).) O

Ez a fenti 2.11. Tétel egy tipikus példaja annak, hogy milyen &llitasok tehet6k
grafparaméterek egymashoz val6 viszonyarol.
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2.12. Definici6 (Derékbéség). A G = (V,E) graf girth(G) derékblsége a benne
1év6 legrovidebb kor hossza, ha a grafban van kor.

Paros (egyszerti) grafok derékbdsége minimum 4, hiszen nem lehet benniik
pératlan kor, sem parhuzamos élek.

Mi a helyzet akkor, ha a grafban nincs kor, azaz ha a grafunk erd6? A fenti
definicié erre nem mond semmit, ez a grafparaméter tehat egyelére nem az
egész G halmazon van értelmezve. Szokds az tires halmaz infimumat plusz
végtelenként (szuprémumat pedig minusz végtelenként) definidlni, ezért lehetne
a kormentes graf (erd6) derékbdségét plusz végtelenként meghatédrozni, hiszen a
kort tartalmazo grafok esetén a grafban 1év6 korok hossziisdgainak halmazanak
minimuma a girth; de mint irtuk, a végtelen értékii fliggvényeket szeretnénk
elkertilni.

A késtbbiekben el6fordul majd, hogy a derékbdséget mas grafparaméterrel
vetjiik Ossze, és ezt az Osszefiiggést szeretnénk majd kormentes grafra is értel-
messé tenni. Ezért végtelen helyett egy kell6en nagy (de véges) szamként fogjuk
meghatarozni a girth értékét erdbkre, olyan nagyként, amirdl rogton latszik,
hogy a grafnak nem lehet ez a derékb&sége, de a képletben j6l alkalmazhat6

lesz.

2.13. Definici6 (Keriilet). A G = (V,E) graf circ(G) keriilete a benne 1év6 leg-

hosszabb kor hossza. Ha a grafban nincs kor, ez a szdm nulla.

Vegyiik észre, hogy ha a grafban a kertilet egyenl6 a csticsok szdmaéval, az
azt jelenti, hogy a grafban létezik olyan kor, amely minden csticson dthalad. Ezt
Hamilton-kornek nevezziik, és persze ha a grafban van Hamilton-kor, akkor a graf

kertilete sziikségképpen n.

3. Sikgrafok, tartomanyok szama

Rengeteg olyan Osszefiiggést fogunk felallitani grafparaméterek kozott — mar
lattunk is ilyet —, amely sordn az egyik paraméter értékét egy mdsik paramé-
ter értékével becsiiljitk. Az ebben a fejezetben targyalt Euler-formula azonban
olyan Osszefiiggés, ami azt mondja ki, hogy grafparaméterek koziil néhdnyan
linedrisan Osszefiiggenek a grafparaméterek vektorterében. Mivel az egyik gréf-
paraméter ezek koziil a tartomédnyok szdma, és ezt (eltekintve a bonyolultabb
feliiletekre val6 lerajzolhatosagtol) csak sikbarajzolhat6 grafok esetén értelmez-

ziik, ez a formula nem az egész G halmazon értelmes, csak egy részhalmazan.
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Ha egy gréfot élkeresztezés nélkiil lerajzolunk a sikba (amennyiben ezt meg
tudjuk tenni), az élek &ltal korbekeritett tartoményok szdma is egy jellemzgje a
grafnak. Mint l4tni fogjuk, ez ugyancsak grafparaméter lesz. El6bb azonban

sziikséges a sikbarajzoléds definicidja.

3.1. Definicié (Sikbarajzolas). A G = (V,E) graf sikbarajzoldsa egy ry : V. —
[E? fiiggvény, ami a G graf csticsainak V(G) halmazat az euklideszi [E? sik pont-
jainak halmazaba képezi; és egy rr fliggvény, ami a G graf minden {x,y} éléhez
hozzérendel egy folytonos, ry(x) kezd6pontd, ry(y) végponta sikgorbét ugy,
hogy a kiilonboz6 élekhez rendelt sikgorbék belsé pontjai nem metszik sem
egymast, sem a graf pontjainak képpontjait. Az euklideszi sikba a fenti mé-
don lerajzolt gréfot sikgrdfnak nevezziik. Egy gréfot sikbarajzolhatonak neveziink,
ha lerajzolhaté gy a sikba, hogy élei nem metszik egymadst (azaz ha létezik
sikbarajzolésa).

3.2. Megjegyzés. Ha a G graf éleinek megfeleltetett sikgorbékrdl nem varjuk el,
hogy ne messék egymadst, akkor csak a G grafnak egy sikba lerajzolt reprezenta-

o/

cigjarol beszéliink, ami nem feltétleniil ,sikbarajzolds” a fenti definici6 szerint.

3.3. Definici6 (Keresztezési szam). Egy G graf keresztezési szdma az 0sszes sikba
rajzolt reprezentdciéi koziil annak az éleinek metszéspontjainak szama, ahol ez

a lehet6 legkevesebb. Ezt a szamot cr(G) jeloli.

Egy graf akkor és csak akkor sikbarajzolhat6, ha a keresztezési szdma nulla.

A sikgraf egy korét alkoté pontok és élgorbék két részre vagjak a sikot. (Per-
sze mindkét részt tovabbi részekre vaghatjdk a tovabbi korok.) Ha a sikgraf
minden korére elvégezziik a sik szétvagdsat, ennek az eljardsnak az eredménye-
ként a sik véges sok darabjat kapjuk, ezeket hivjuk a sikgraf tartomanyainak.

Ha egy egyszerii graf sikbarajzolhat6, akkor a Fary-Wagner Tétel [7, 2.5.10. Té-
tel] szerint van olyan sikbarajzolésa is, ahol az éleinek megfeleltetett sikgorbék a
csticsaihoz rendelt képpontokat 6sszekotd egyenes szakaszok. Ebben az esetben
a graf tekinthet6 Ggy, mintha a V cstcshalmaz az [E? euklideszi sik pontjainak
egy véges részhalmaza lenne, és az élek halmaza ezen csticsokbdl 4ll6 bizonyos

parok halmaza (hiszen egy egyenes szakaszt egyértelmtien meghataroz a két
végpontja).

3.4. Definici6 (Tartoméanyok). Egy G = (V C E?,E) sikgraf élei mint sikgorbék
az euklideszi sikot 0sszefiiggd tartomdnyokra, méas néven lapokra daraboljdk. Ezen

tartomanyok szamat /(G) jeloli, de az angol szakirodalomban a ,face” sz6bdl
f(G) is jelolheti.
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Az egyenes szakaszokkal lerajzolt (egyszerti) sikgraf tartomdanyai tehédt sok-
szogek.

3.5. Definici6é (Dudlis graf). A G = (V,E) sikbarajzolt graf dudlisa az a graf,
amelynek csticsai az eredeti graf tartomanyai, és két cstics akkor van dsszekotve,
ha az eredeti grafban a két tartomény szomszédos volt, méghozza annyi éllel,
ahany él mentén szomszédos volt a két tartomany.

A duadlis graf tehat sikgraf, de nem feltétleniil egyszerti graf. Vannak rdadasul
olyan sikbarajzolhat6 grafok, amelyeket tobb (lényegesen kiilonb6z6) médon is
le lehet rajzolni a sikba. Lényegesen kiilonbdz6 sikbarajzolasnak azt nevezziik,
ha a graf két sikbarajzolt reprezentacidjaban az egyes tartoméanyokat hatarolé
élek szdma kozott van két kiillonb6z6. Ekkor a kétféleképpen lerajzolt grafok
duaélisai kiilonbozbek lesznek.

3.1. Az Euler-formula tetsz6leges sikgrafra

Az alapszakon tanitott Euler-formulat csak dsszefiiggd sikgrafokra mondtuk ki,
és az azt allitotta, hogy n(G) +1(G) = e(G) + 2, ahol n(G) a cstcsok szama, I(G)
a tartomdnyok szama, és e¢(G) az élek szédma. De ez a formula &ltalanosithat6
nem feltétlentil dsszefliggd sikgrafokra is a kovetkez&képpen.

3.6. Tétel (Euler-formula). Az n(G) pontot és e(G) élet tartalmazo, c(G) Osszefiiggd-
séqi komponensbdl dllé G = (V C IE?, E) sikgrdf tartomdnyainak |(G) szdmdra teljesiil,
hogy n(G) +1(G) = e(G) 4+ ¢(G) + 1.

Bizonyitds: Vegyiik észre, hogy minden korlétos tartomanyt a graf egy kore hata-
rol. Igy egy erds egyetlen, korlatlan tartomanyra bontja a sikot. Az erdé éleinek
szama n(g) — c(G), igy az Euler-formula igaz ra. Minden egyéb, kort tartalmaz6
grafndl alkalmazhatjuk a kovetkez6 eljarast: a graf egy korébdl vegyiink el egy
élt. Ez az él addig hatdra volt egy a koron beliili és egy a koron kiviili tarto-
manynak. Az elvételével eggyel csokkentettiik az élek szamat, és a lapok szdma
is eggyel kevesebb lett, mivel egyesitettiik a kettst. fgy ha az 4j grafra érvényes
az Euler-formula, akkor a régire is az volt. Ezt az eljardst alkalmazzuk mindad-
dig a grafra, amig csak van benne kor. Ekkor a graf egy feszitéerdejéhez jutunk,

amire az elébbiek szerint igaz az Euler-formula, igy az eredeti gréfra is. O

Mivel az Euler-formuldban a csticsok, az élek és az Osszefliggéségi kompo-
nensek szdma mindannyian grafparaméterek, ezért ezek I(G) = e(G) + ¢(G) +

1 — n(G) kombindcidja is olyan fliggvény, ami izomorf grafokhoz ugyanazt a
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szamot rendeli, igy a sikgraf tartomédnyainak szdma szintén grafparaméter (még-
hozza az els6 harom alapjan kiszamithato). Az Euler-formula tehat grafparamé-
terek kozotti azonossdg. Ez azt is jelenti, hogy bar a tartomédnyok szdménak defi-
niciéjahoz sziikség volt a sikbarajzolhat6 graf egy konkrét lerajzoldséra a sikban,
a tartomanyok szama végs6 soron fiiggetlen a sikbarajzolds konkrét megvaldsi-

tasatol.

3.2. Elszambecslések

Az ebben az alfejezetben kozolt allitds és tétel az alapszakon tanult élszdmbecs-
1és kis dltalanositdsa, amely FANCsALI SzaBOoLCSNAK koszonhetd. Bar csak egyen-
16tlenséget ad a graf paraméterei kozott (szemben Euler tételével), az elénye az,
hogy a felhasznalt paraméterek G-b&l annak sikra rajzoldsa nélkiil is konnyen
kiolvashatok.

(n(G)=c(G)

3.7. Allitas. Egyszerii, nem kormentes G sikgrifra e(G) < glrth(G;) girth(G)

Bizonyitds: Egy olyan grafban, amelyben a derékb&ség, azaz a benne 1évd leg-
kisebb kor hossza girth(G), egy lapot legalabb ennyi él hatarol (hiszen ez a
dudlis megfeleld csticsdnak fokszama). Masfel6l az 6sszes lapot hatarold élek
Osszege (a dudlis graf fokszémbsszege) a graf éleinek szamanak kétszerese, 2e.

fgy girth(G) -1 < 2¢, azaz | < Ezt behelyettesitve az Euler-formuldba:

Bir th(G)
e <n(G)+ M —¢(G) — 1. Atrendezéssel, az egyenl6tlenség mindkét olda-
lanak girth(G)-vel val6 felszorzasaval és kiemeléssel az allitds adodik. O

A girth persze nincs konkrétan definidlva erd6re. Viszont kormentes graf
(ami természetesen mindig sikbarajzolhato) élszamadra ismert az e(G) = n(G) —

c(G) osszefiiggés. Ha erd6 derékbségét akarjuk értelmezni, akkor az n — ¢ <
(n—c—1) girth
girth —2
igaz maradjon erddkre is). Ekkor (n — ¢) girth —2(n — ¢) < (n — ¢) girth — girth,

ha girth # 2, és igy girth < 2(n — ¢) kovetkezik.

Erd6 derékbdségét j6 nagy pozitiv egészként szerettiik volna definidlni, de

egyenlStlenségnek teljesiilnie kell (ha azt akarjuk, hogy a 3.7. Allitas

mint latjuk, ez nem lehet tetsz6legesen nagy. S6t, ha sok komponensbdl 4ll, még
csak azt sem érhetjiik el, hogy legalabb a pontszamnal nagyobb legyen (és ebbdl
rogton latszodjon, hogy nem lehet igazi kornek a hossza).

Viszont a fenti 3.7. Allitdsban igazdbdl nem is a derékbéség szerepel, ha jol
megfigyeljiik, hanem egy mésik paraméter: ez pedig a legkevesebb éllel hatarolt
tartomanyt hatarol6 élek szdma. Ez utdbbi csak sikgrafra értelmes paraméter,

22



ami viszont nem kdrmentes graf esetén megegyezik a girth értékével, erd6 esetén
pedig megegyezik 2(n — ¢) értékkel.

Tehat a girth nincs értelmezve kormentes grafokra, ez a fenti paraméter nincs
értelmezve sikba nem rajzolhat6é grafokra, viszont ahol mindketté értelmezve
van, ott egyenl6k. Ez adja a girth fogalmanak természetes kiterjesztését minden
véges egyszer(i grafra: Ha van a grafban kor, akkor a legrovidebb kor hossza, ha
pedig a graf kormentes, akkor az élszamanak kétszerese.

Most, hogy a girth derékb6séget minden grafra értelmeztiik, megfogalmaz-
hatjuk a 3.7. Allitast tdgabb érvényességi korben.

3.8. Tétel. Minden egyszerii, nem csupdn egyetlen élet tartalmazo G sikgrdfra

e(G) < (n(G) — ¢(G) — 1) (1 + m> ,

illetve minden egyszerii, 0sszefiiggd és legaldbb hdrompontii G sikgrdfra

e(G) < (n(G) —2) (1+m). :

Vigyazni kell az egyetlen élet tartalmazé graf esetén, amikor a komponensek
szama pontosan eggyel kisebb, mint a pontszam, azaz n — c = 1, és igy girth = 2.
Ekkor nulldval kellene osztanunk a fenti képletben, és igy nullaszor végtelen
jonne ki az egyetlen él szdmdnak felsé becslésére. Sajnos ez a képlet igy nem
tudott teljesen altaldnossé lenni.

A 3.8. Tételbdl kovetkezik az altaldnos és paros egyszerii sikgrafokra szol6
lemma is, mivel elébbiben legkevesebb 3-hosszti kor szerepelhet, utébbinak de-

rékbdsége legalabb 4, hiszen pératlan kort nem tartalmazhat.

3.9. Kovetkezmény. Tetszoleges G egyszerii (nem egyetlen élet tartalmazo) sikgrifra
e(G) <3(n(G) —c(G) —1) < 3n(G) — 6. Tetszbleges G egyszerii (nem egyetlen élet
tartalmazo), pdros stkgrifra e(G) < 2(n(G) —c¢(G) —1) < 4n(G) — 8.

A végst e(G) < 3n(G) — 6 ése(G) < 4n(G) — 8 képleteket ugy kapjuk, ha az
esetleg nem feltétleniil osszefliggd grafba még behtzunk annyi élet, hogy éppen
Osszefliggd legyen. Ekkor a ,nem egyetlen élet tartalmaz6” kitétel , legalabb

harom pontd” feltétellel helyettesithetd.

4. Strukturalis grafparaméterek moho valtozatai

Ebben a fejezetben néhany strukturdlis grafparamétert fogok altalanositani a ko-
vetkezd moédon: A bevezet6 fejezetekben megemlitett strukturalis grafparaméte-
rek bizonyos specialis tulajdonsaggal rendelkez6 részstruktardk (példaul lefogéd
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ponthalmazok vagy utak) koziil a legkisebbek, illetve legnagyobbak méretét ad-
tdk meg (legkisebb lefogé ponthalmaz, leghosszabb 1t). De ilyen specidlis tu-
lajdonsdggal rendelkezd részstruktirdk egymasnak is lehetnek részei, igy legki-
sebb méreti helyett beszélhetiink olyanokrdl, amelyeknek mér nincs ugyanezzel
a specialis tulajdonsaggal rendelkez6 valédi része (példdul olyan lefog6 halmaz,
aminek minden valédi része mar nem lefogo); illetve legnagyobb helyett beszél-
hetiink olyanrél, amit nem tartalmaz nala nagyobb (ilyen példdul a bévithetetlen
at, aminél persze hosszabb 1t lehet a grafban, csak 6t mar Gjabb éllel nem tudjuk
meghosszabbitani).

Altalaban, amikor mohé médon (Ggynevezett mohé algoritmussal) proba-
lunk specidlis tulajdonsagt részstruktirat keresni, akkor valamikor megtaldljuk
a legnagyobb (legkisebb) struktirat (mint példaul feszité fanél), van amikor pe-
dig elakadunk egy tovabb mar nem bévithet6 (tovabb mar nem sztikithetd) rész-
struktardndl, ami mégsem lesz a lehetd legnagyobb (lehet6 legkisebb). Moho
algoritmussal keresett részstruktirdndl a konkrét végeredményt altaldban az a
sorrend hatdrozza meg, amilyen sorrendben tjabb és tjabb elemekkel probaljuk
boviteni (vagy sztikiteni) a kiindulé halmazunkat.

Emlékezziink, hogy az 1.10. Definici6 szerint a G(V, E) gréf cstucsainak egy A
halmaza fiiggetlen, ha az A altal feszitett részgraf nem tartalmaz élt. A 2.6. Defini-
ci6 szerint csticsok egy T halmaza lefogd, ha tetsz6leges e € E élre e-nek legalabb
az egyik végpontja A-beli. Az 1.8. Definici6 szerint a G(V, E) graf éleinek egy M
halmaza fiiggetlen, ha az M beli élek végpontjai mind kiilonb6z6k (M hurokéle-
ket sem tartalmazhat). Az 1.13. Definici6 szerint az élek egy R halmaza lefedd, ha
tetsz8leges v € V csticsra v legalabb egy R-beli élnek a végpontja. Az 1.16. De-
finicié szerint a csticsok egy D halmaza domindld, ha tetszbleges v € V \ D-beli
csticsnak legaldbb az egyik szomszédja D-beli.

Tetszoleges G grafban @ fliggetlen csticshalmaz, V' lefogé és domindlé cstics-
halmaz, tovabba @ fliggetlen élhalmaz. Ezen feliil, amennyiben G nem tartalmaz
izolalt csucsot, E lefed6 élhalmaz. (Ha G-ben van izolélt cstics, akkor nincs le-
fed6 élhalmaza.)

Ha A fiiggetlen csticshalmaz, akkor tetsz6leges A’ C A részhalmaza is fiig-
getlen, ha T lefog6 cstucshalmaz, akkor a T-t tartalmazé tetszbleges T O T
csticshalmaz is lefogo; és ugyanez igaz az élekre: ha M fliggetlen élhalmaz (pa-
rositas), akkor ennek tetszéleges M’ C M részhalmaza is fiiggetlen, ha R lefedd
élhalmaz, akkor az R-et tartalmazé tetszbleges R’ D R élhalmaz is lefeds. To-
vabb4, ha a D csticshalmaz dominald, akkor a D-t tartalmaz6 tetszéleges D' O D

csticshalmaz is dominél6. Ezek indokoljak az aldbbi definiciékat:
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4.1. Definicié. Az A fiiggetlen csticshalmaz bévithetetlen, ha tetsz6leges v € V '\
A-ra AU {v} nem fuggetlen; a T lefogo csucshalmaz sziikithetetlen, ha tetsz6leges
v € T-re T\ {v} nem lefogd. A D dominalé csticshalmaz sziikithetetlen, ha
tetsz6leges v € D esetén D \ {v} nem dominalo.

Ugyanigy, az M fliggetlen élhalmaz bvithetetlen, ha tetsz6leges e € E \ M-ra
MU {e} nem fuiggetlen; illetve az R lefedd élhalmaz szitkithetetlen, ha tetszleges

e € R-re R\ {e} nem lefedd.

Adott G graf esetén jelolje a bévithetetlen fliggetlen csticshalmazok halmazat
A(G), a sztikithetetlen lefogé csucshalmazok halmazat 7 (G), a sztikithetetlen
dominélé cstcshalmazok halmazat D(G), a b6vithetetlen fiiggetlen élhalmazok
halmazat M(G), a sztikithetetlen lefogé élhalmazok halmazét pedig R(G). Ezek
segitségével definidljuk az aldbbi grafparamétereket, amelyek szisztematikus je-
16]lését HERMANN GYORGY vezette be. A végtelen értékek elkeriilése érdekében
p(G) és p(G) definidldsakor feltessziik, hogy a G graf nem tartalmaz izolalt csu-
csokat.

4.2. Definicié (Hermann-jeldlés [5]).

a(G) = min{|A| : A € A(G)} < a(G) =max{|A|: A€ A(G)}
7(G) =min{|T|: T € T(G)} < T(G)=max{|T|: TeT(G)}
7(G) =min{|D|: D € D(G)} <  %(G) =max{|D|: D € D(G)}
v(G) =min{|M|: M € A(G)} < 7(G)=max{|M|: M e M(G)}

p(G) = min{|R[: R € R(G)} < p(G) =max{|R|: R R(G)}

Tehdt az a(G) a legnagyobb fliggetlen csticshalmaz, 7(G) a legkisebb lefogé
cstcshalmaz, 7(G) a legkisebb domindlé csticshalmaz, 7(G) a legnagyobb flig-
getlen élhalmaz, p(G) pedig a legkisebb lefed6 élhalmaz mérete. Azaz ezek meg-
felelnek a szokdsos a(G), T(G) v(G), v(G) és p(G) jeloléseknek. A konnyebb &t-
tekinthet6ség kedvéért a kés6bbiekben az 4j jeloléseket fogjuk haszndlni. A defi-
nici6k alapjan az is nyilvanvald, hogy a(G) < a(G), =(G) < T(G), 7(G) < 7(G),

v(G) < 7(G) és p(G) < p(G).

4.1. Gallai-tipusu tételek

Ebben a fejezetben kimondom Gallai klasszikus tételeit, és bemutatom, hogy
ezeknek a tételeknek az érvényességét hogyan terjesztette ki HEGER TAMAS és

HErMANN GYORGY a moho grafparaméterekre.
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A definiciok alapjan nyilvanval6, hogy ha A fliggetlen csticshalmaz, akkor
T = V' \ A lefog6 és viszont, ha T lefog6, akkor A = V' \ T fiiggetlen; s6t, az
is latszik, hogy bé&vithetetlen fiiggetlen halmaz komplementere sziikithetetlen
lefogo6, és sztikithetetlen lefog6 halmaz komplementere bévithetetlen fiiggetlen.
Tehdt a(G) +T(G) = n(G) ésw+ 7(G) = n(G). Az utébbi egyenlGséget a szoka-
sos jelolések mellett & + T = n alakban irhatjuk, ez Gallai tétele hurokélmentes

grafokra.

4.3. Tétel (Gallai [6, 2.5.6. Tétel] és altalanositasa [5]).

minden hurokélmentes G grifra.

Gallai egy masik tétele — mely szerint v + p = n — akkor fogalmazhaté meg,

ha a grafban nincsenek izolalt pontok.

4.4. Tétel (Gallai [6, 2.5.7. Tétel]). V(G) + p(G) = n(G) minden grifra, amelyben

nincs izoldlt pont.

Bizonyitds: Legyen R egy legkisebb méret(i lefogd élhalmaz, ekkor R kompo-
nensei legaldbb kétpontt csillagok (esetleg nem egyszer(i graf esetén még hu-
rokélek). Legyen M egy olyan élhalmaz, amely minden csillagnak pontosan egy
élét tartalmazza, ekkor M fiiggetlen, és |R| + |[M| = |V|.

Indirekt tegyiik fel, hogy van M-nél nagyobb fiiggetlen élhalmaz. Legyen ez
M'’, és ennek mérete legyen maximalis. Ekkor ha a graf nem tartalmaz izolalt
csucsot, akkor tetsz6leges M’ éltal fedetlen v pontra csak hurokél vagy olyan
él illeszkedik, amelynek masik végpontja M’ éltal fedett (kiilénben lenne M'-
nél nagyobb fiiggetlen élhalmaz). Minden csticsra valasztva egy ilyen élt lefed6
élhalmazt kapunk, legyen ez R'. Ekkor |[R'| = |[M/|+ |[V\V(M')| = |M'| + |V | —
2|M'| = |V| = |M'| < |V| = |M]| = |R|, ami ellentmondss. O

A HERMANN GYORGY éltal bizonyitott, a fentihez anal6g tétel érvényes a -y és
p grafparaméterekre:

4.5. Tétel (Hermann [5]). 7(G) + p(G) = n(G), amennyiben az utébbi értelmes,

azaz G-ben nincs izoldlt csiics.

Bizonyitds: Legyen D szfikithetetlen domindlé csticshalmaz, és legyen R egy
olyan élhalmaz, amelynek minden éle D és V \ D kozott fut, tovdbba minden
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v € V' \ D-re pontosan egy olyan R-beli él van, amely lefogja v-t. Ekkor R szii-
kithetetlen lefog6. Vegyiik észre, hogy D minimalitdsa miatt minden u € D-re
létezik v € V' \ D, hogy uv € R. Tehédt R egy erd, amelynek a komponensei
legalabb egy élt tartalmazé csillagok. Mivel a komponensek szdma éppen |D|,
igy |D| +|R| = |V

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan R’ sz{ikithetetlen lefogé élhalmaz,
amelyre |R| < |R’|. Ekkor R’ nem tartalmaz harom élbdl all6 utat, igy a kompo-
nensei csillagok. Ezen csillagok kozéppontjai egy szintén egy D’ domindlé cstcs-
halmazt alkotnak, igy |D’| + |R’| = |V|, amibdl |[D’| = |[V| —|R'| < |V|— |R| =
|D| adédik, ez viszont ellentmond D minimalitdsanak. fgy R maximalis sz-

kithetetlen lefogé élhalmaz, azaz a |D| + |[R| = |V| egyenl8ség éppen a tétel
allitasat adja. O

A fenti , Gallai-tipust” tételek ,komplementerpdrokba” rendezik a grafpara-
métereket: a +T =a+7T = y+p = V+p = n. Jegyezziikk meg, hogy 7y és v
paramétereknek nincs komplementerpdrjuk a fent definidlt paraméterek kozott.

4.2. Egyenl6tlenségek moho grafparaméterek kozott

Ebben a fejezetben ismertetem a strukturéalis grafparaméterek kozotti osszefiig-
géseket, amelyeket az alapképzés soran megtanultunk. HEGER TAMAs és HEr-
MANN GYORGY ezeket dltaldnositottdk a taglalt grafparaméterek moho valtozata-

ira, az 6 eredményeiket is itt ismertetem.

4.6. Tétel (v < 7 [6, 2.5.4 Tétel]). Minden G grifrav(G) < =(G).

Bizonyitds: Legyen M egy V(G) méretti fiiggetlen élhalmaz G-ben, R pedig egy T
méretli lefogé ponthalmaz. Mivel M minden éléhez egy kiilon cstics sziikséges,
hogy lefogja azt (nincs az éleknek kozos végpontja, hiszen fiiggetlenek), 7(G) =
|M| < |R| = T adddik. O

Hasonléan 1athato be a kovetkezd tétel is.

4.7. Tétel (« < p [6, 2.5.5 Tétel]). Minden G grdfra a(G) < p(G), ha utdbbi értel-
mes, azaz G nem tartalmaz izoldlt pontot.

A kovetkez6 HEGER TaAMAs tétele, amellyel megkezdddik a sziikithetetlen
dominalé csticshalmaz minimdlis szdmédnak beolvasztdsa az alapszakon tanult
fiiggetlen és lefogd cstics- és élhalmazokra vonatkoz6 grafparaméterek kozé, és
megnyilik az ezek kozott fennallo osszeftiggések sora.
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4.8. Tétel (Héger [4]). Minden G grifra 7y(G) < p(G), ha utdbbi értelmes, azaz G
nem tartalmaz izoldlt pontot.

Bizonyitds: Legyen D domindlé halmaz. Egy v € D cstcsra jelolje I'(v) azon
csticsok halmazét, amiket D \ {v} nem dominél. Ekkor a definiciébél adodik,

hogy
1. v domindlja I'(v)-t;
2. T(v)NTI'(v) = @ minden u,v € D, u # v-re.
3. T(v)ND C {v};
4. v € T(v) < v izolalt csucs a D éltal feszitett részgrafban;
5. D akkor és csak akkor sztikithetetlen, ha minden v € D-re |T'(v)| > 1;

Legyen D sztikithetetlen dominél6 halmaz a G = (V, E) grafban. Legyen R egy
szlikithetetlen lefed6 élhalmaz G-ben. Jelolje rendre Ry, R; és Ry azon R-beli élek
halmazat, melyeknek 0,1, illetve 2 pontja van D-ben. Az R, R; és R, halmazok
particionéljak R-et.

Legyenek G' = (V, R) osszefiigg6ségi komponensei Sy, ...,S;. Minden i-re
(1 <i<t)S;csillag. S; ponthalmazat jeldlje V;, kozéppontjat c;, annak foksza-
mat pedig d;. Amennyiben S; egyetlen élbdl all, c; legyen eme él tetszblegesen
valasztott egyik végpontja.

Feltehet6, hogy pontosan az els6 k csillag pontjai vannak teljes egészében
D-ben, azaz |[V;ND| =d;+1«<1<i<t Legyen C = {cy,...,cx}

Mivel R lefeds, D minden pontja valamelyik csillagban van. Legyen v €
DNS;. Ha v # ¢; (azaz v nem kozéppontja S;-nek), akkor v-bél pontosan egy
R-beli él indul ki; rendeljiik ezt az élt v-hez. Ha v = c; és i > t, akkor S;-nek van
olyan u levele, ami nincs D-ben (mivel S;-nek van D-n kiviili csticsa); rendeljiik
ezt az uv € R élt v-hez. Eddig D \ C minden pontjdghoz rendeltiink egy élt
R1 U Rp-bd], és ez a hozzédrendelés injektiv, tehat |[D \ C < |Ry URy.

Legyen v levél S;-ben valamely 1 < i < k-ra, v egyetlen szomszédjat S;-ben
jelolje z. Vigyazat: ha S; kétpontt, v = ¢; is el6fordulhat. D sziikithetetlen, ezért
létezik u € I'(v) cstcs. Mivel z domindlja v-t, igy v & T'(v), tehét u ¢ D. Mivel
R lefedd, u-bol indul R-beli él. Ennek masik végpontja sem lehet D-ben, hiszen
u € I'(v) miatt az csak v lehetne, de v-n egyetlen R-beli él a vz. Tehdt azt kaptuk,
hogy I'(v) minden pontjan van Ry-beli él.

Legyen L azon cstcsok halmaza, melyek levelek valamely S;-ben, ahol i <
i <k, és tekintsik a W = (J,¢ I'(v) csticshalmazt. Ekkor |W| = Y ;. T(v) >
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|L| > 2k, hiszen minden csillagnak legaldbb két levele van. Mdésrészt, a fenitek
szerint Ry fedi W minden csucsat, kovetkezésképp |Ro| > |W|/2 > k = |C|.
Osszegezve, |D| = |D\ C|+ |C| < |R{URz| + |Rg| = |R|, amibsl 7 < p adédik.O

Az alfejezet tovabbi részében HERMANN GYORGY tételei kovetkeznek tovédbbi
relaciokkal és annak bizonyitdsaval, hogy az emlitett paraméterek kozott csak
ezek az Osszefliggések allapithatéak meg.

n(G)

<
5 =

4.9. Tétel (Hermann [5]). A definiciék alapjin nyilvinvald, hogy v(G) <
p(G).

A fenti tétel masodik egyenldtlensége persze csak akkor érvényes, ha egyal-
talan értelmes, azaz ha G-ben nincs izoldlt cstics. Fenndllnak ezen feliil az aldbbi

egyenltlenségek is:

4.10. Tétel (Hermann [5]). 7(G) < a(G), ha G nem tartalmaz hurokéleket.

Bizonyitds: Legyen A egy b6vithetetlen fiiggetlen csticshalmaz. Ha valamely v €
V '\ A pontot A nem domindlnd, v fliggetlen lenne A-t6l, igy A U {v} nagyobb
fliggetlen csticshalmaz lenne, ami ellentmondas, ezért v < a. O

4.11. Tétel (Hermann [5]). a(G) < %(G), ha G nem tartalmaz hurokéleket.

Bizonyitds: Legyen A maximadlis fliggetlen csticshalmaz. Ez dominélé is, ugyan-
akkor sziikithetetlen, igy a legnagyobb sztikithetetlen dominal6 csticshalmaz

mérete legaldbb |A|, azaz ¥ < 7. O

A most kovetkezd tétel mar kordbban is szerepelt HEGER TaMAs éltal bizo-
nyitva (4.8. Tétel). Most kozlok egy idérendben késébbi, de rovidebb bizonyitast.

4.12. Tétel (Hermann [5]). 7(G) < p(G), ha az utdbbi értelmes, azaz G-ben nincs
izoldlt csiics.

Bizonyitds: Legyen R egy minimadlis lefogé élhalmaz, ekkor a komponensei leg-
alabb kétpontu csillagok, valamint hurokélek, ha G-ben nincs izolalt cstics. Egy
szlikithetetlen dominal6 halmaz egy csillagnak nem tartalmazhatja minden pont-

jat, igy a mérete legfeljebb R élszama lehet, azaz 7y < p. O

4.13. Tétel (Hermann [5]). v(G) < v(G), ha G minden komponense legaldbb két
pontbél dll.
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Bizonyitds: Legyen M egy vV méretfi fliggetlen élhalmaz, ekkor egy M 4ltal fedet-
len cstcsnak van M altal fedett szomszédja, igy az M végpontjaibdl 4ll6 cstics-
halmaz domindlé. Ugyanakkor, ha valamely uv € M élre léteznének olyan M
altal fedetlen x # y csucsok, hogy ux,vy € E, akkor M U {xu,yv} \ {uv} na-
gyobb fliggetlen élhalmaz lenne. Igy egy minimalis dominalé csticshalmaz egy
maximalis fiiggetlen élhalmaz minden élének csak egyik végpontjat tartalmaz-
hatja, tehat v <. O

4.14. Tétel (Hermann [5]). T(G) < p(G), ha utébbi értelmes, azaz G nem tartalmaz
izoldlt pontot.

Bizonyitds: Vegytink egy T sziikithetetlen lefog6é ponthalmazt. Ekkor tetszbleges
t € T pontra vagy van hurokél, vagy olyan él, amelynek a masik végpontja V' \ T-
ben van. Vegyiink minden f-re egy ilyen élt, az igy kapott élhalmaz kiegészithet
sztikithetetlen lefogova, tehat T < p. O

A 7(G) < a(G) < &(G) < p(G) és ¥(G) < 7(G) < T(G) < p(G) egyenltt-
lenségek teljestiléséhez elég felt_ermi, hogy G-ben nincsenek izolalt pontok. Esz-
revehet6 tovabbd, hogy a komplementer grafparaméterekre vonatkozoé egyenlét-
lenségekhez nem azonos feltételek tartoznak.

Az aldbbi tdblazatban szépen szemléltethets, hogy a tobbi grafparaméter ko-
z6tt nem allithatok fel altaldnos esetben a fentiekhez hasonlé reldciok. Ehhez
el6bb néhany specidlis graf jelolésének bevezetése sziikséges.

4.15. Definicié (Hermann [5]). Itt H,; azt a fat jeloli, amelyben a leveleken kiviil
egy s és egy t foku cstics van. |V(Hst)| =s+t, |[E(Hs)| =s+t—1.

=
<|

v v « z P

K. 1< |5 > 1 <[5 > 1 <n-1> [}

His 2 > 1 < 25-2 > 2 < 25-2 > 2 < 25—2

4.16. Definicié (Hermann [5]). B, s az a graf, amelynek vy, ..., vy cstcsai egy
teljes grafot alkotnak, tovabbd a v; csticsra egy s; élbdl 4ll6 cseresznye van ra-
gasztva. Specidlisan Bs; = Hs_1;1-gyel. |V(Bs,,. s,)| = k4 ¥Lisi, |[E(Bs,,...5.)| =
(]5) + )i si-

Ezzel a jeloléssel a(Byp2) = 5, T(B2p2) = 4 mig n pontu csillagra a(S,—1) = 1,
?(Sn—l) =n-—1.
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4.3. Konig-tételek és egyenl6tlenségek paros grafokra

A Koénig-tipusu tételek Kénig tételének az altaldanositdsai mohoé grafparaméte-
rekre. Konig tétele azt mondja ki, hogy pdros grafban a fiiggetlen élek maxi-
malis 7(G) szama megegyezik a lefog6 pontok minimélis 7(G) szdméval. Ennek
bizonyitdsahoz sziikséges a deficites Hall-tétel, aminek bizonyitdsa megtaldlhat6
példaul ELEKES GYORGY [1] konyvében.

4.17. Tétel (deficites Hall-tétel [1, 12.1.1. Tétel]). A G(V1 W V,, E) pdros grdfban ak-
kor és csak akkor létezik |Vy| — h fiiggetlen él, ha minden X C Vi esetén |[N(X)| >
| X| — h.

4.18. Tétel (Konig [1, 12.1.5. Tétel]). Ha a G pdros grdf, akkor v(G) = t(G).

Bizonyitds: A 4.6. Tételbdl tudjuk, hogy v(G) < t(G), igy elég belatni, hogy
v(G) > t(G) is igaz.

Legyen a G paros graf két osztdlya A és B. Legyen X olyan A-beli ponthal-
maz, amelyre annak deficitje, def(X) maximalis (def(X) = |X| — [N(X)[). Ek-
kor a 4.17. Tétel miatt létezik |A| — def(X)-élti M fliggetlen élhalmaz. Legyen
Ty = A—X, éslegyen T, = N(X). Az T = Ty UT, ponthalmaz lefog6, mert
X-b&l csak Tp-be megy él. Ekkor |T| = |T1| + |T2| = |A| = |X] + [N(X)| =
] - def(X) = |M]. 0

4.19. Tétel (Ko6nig [6, 2.5.6. Tétel]). Ha G pdros, és nem tartalmaz izoldlt pontot, ak-
kor a(G) = p(G) is teljesiil.

Bizonyitds: Gallai tételei miatt V(G) + p(G) = &(G) + T(G). Mivel paros grafban
V(G) = T(G), sziikségképpen a(G) = p(G) is teljestl. O

Paros grafokra, amelyekben nincs izolalt pont, a kdvetkez6 Osszefiiggések is

érvényesek, ezek konnyen belathatoak:

4.20. Allitas (Hermann [5]). A G = (AW B, E) pdros grifra
a(G) < min{|Al, |B[} < max{[A],[B|} <7(G)

4.21. Allités (Hermann [5]). A G = (AW B, E) pdros grdfra

v(G),7(G) <7(G) = z(G) < min{[A], |B|}
< max{|Al, [B|} <&(G) =7(G) = p(G) <p(G)
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Ha G paéros, akkor a Kénig-tétel alapjan 7(G) = 7(G). Kovetkezésképpen,
ha G nem tartalmaz izolalt pontot, akkor &(G) = 7(G) = p(G) is fenndll. Ezen
feliil, ha G nem tartalmaz izolalt pontot, trividlisan igaz_az alabbi (altalanos
grafok esetén nem feltétlentil érvényes) egyenl6tlenség: a(G) < min{|A|, |B|} <
max{|Al,[B]} < 7(G).

Az aldbbi tabldzat ugyanakkor mutatja, hogy ennél tobb itt sem mondhaté.
Feltehetjiik, hogy s < t.

Y v V=1 & T x=7=p P
Hsy 2 1 2 S t s+t—2 s+t—2
Kst—e 2 S S 2 s+t—2 t s+t—2
Osszefoglalva a fentieket, az alabbiak &llnak fenn hurokélmentes és izolalt
pontot nem tartalmazé grafokra: v(G) < v(G) < @ < p(G), tovabba:
Yy <a < ax <7 < p < p
+ o+ o+ o+ o+ 4+
p 2T 2T =7 =2V =Y
I I | I I I
n n n n n n

A kérdgjel helyén 4ll6 grafparaméter a 7y komplementer pdrja lenne, de sajnos
egyel6re nem ismeriink olyan részstruktirét a grafban, amire vonatkozo (esetleg

moho) strukturalis grafparaméterként tudnank 6t definialni.

4.4. Az epszilon kikiiszobodlése

A Fundamentals of Domination in Graphs [3] definidl még egy érdekes paramé-
tert, errdl is szeretnék néhdny sz6t ejteni, majd egy tétel kovetkezik, amelynek

bizonyitdsa nem szerepelt a konyvben, igy magam bizonyitottam.

4.22. Definicié6 (€). Jeloljiik e-nal a grafban a levelekbe vezet6 élek (levélszarak)

szamat a lehet6 legtobb levélbe vezetd élet tartalmazo feszitéerdSben.

4.23. Tétel. [3, Theorem 1.4] Minden véges, egyszerii, G grdfra, amelyben nincs izo-
llt csiics v(G) +€(G) = n(G)

Bizonyitds: Vegyink a grafban egy legtobb levélszarat tartalmazé feszité erdot.
n — € a feszitéerdd levelein kiviili 8sszes cstics szamat jelenti (illetve, ha a feszi-
téerdd egyik fdja egyetlen él, akkor a két végpontja koziil az egyik (levél) is ide
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tartozik). Ezek biztosan dominaljédk tehat a gréfot, hiszen magukon kiviil min-
den kihagyott csticsot (minden levélt) domindlnak (kimondhatjuk, hogy nincs
izoldlt cstics; egy ilyen csticsot hozzdcsatolhatunk a meglévd feszitberd6hoz, és
ezzel a levélszarak szdmat semmiképp sem csokkentjiik). A legkisebb domindlé
halmaz maximum ekkora lehet, tehat y<n-—e

Most vegyiink a grafban egy legkisebb méretti domindl6 halmazt. A halma-
zon kiviili csticsok mindegyikébe vezetnek élek. Valaszunk mindegyik csticshoz
egyetlen ilyen élet. A graf egy megfelel6 feszitSerdejében ezek levélszarak le-
hetnek: a kinti pontok kozott ne vegytiink egydltaldn éleket, igy mindegyik kinti
cstics levél. Tehét ezek és a domindlé halmaz pontjai kiadjak a graf csticsainak
szamét, tobb levelet tartalmazo feszitéfa létrehozasa esetén az dsszeg ennél csak
nagyobb lehet, ¥ + € > n teljesiil. O

A kovetkez? tétel a fentib6l, és a HERMANN GYORGY éltal bizonyitott 4.5. Té-
telbdl kovetkezik, de alljon itt egy mésik bizonyitas is ra:

4.24. Tétel. Minden véges, egyszeril G grifra, amelyben nincs izoltdl csiics p(G) =
e(G)

Bizonyitds: El6szor legyen egy sziikithetetlen lefed$ élhalmazunk. Ez bizonyo-
san diszjunkt csillagok uniéja. Igy ebben minden él levélszar, tehat ennél a
legnagyobb levélszarszamot tartalmazo feszitéfa mar csak nagyobb lehet; p < e.

Most induljunk ki egy legtobb levélszarat tartalmazoé feszitéerd6bol (persze
lehetnek benne izolalt csticsok mint egypontta fédk). Ehhez vehetiink hozza agy
éleket, hogy ne maradjon izolélt cstics. Ezzel nem csokkentjiik a levélszarak
szamat (ha levélhez kapcsoljuk, & lesz az tjabb levél; nemlevélhez nem tud-
juk csatolni, mert akkor eggyel tobb levélszarat alkottunk volna) Az igy képzett
részgrafbol elhagyhatok gy csticsokat, hogy nem csokken a levélszarszam, de
minden cstcsot lefediink élekkel: ha van felesleges él — aminek mindkét vég-
pontja amugy is fedett —, elvehetem. 4-hosszti (vagy nagyobb) utak nyilvan
nincsenek a grafban, mert az egyik kozépso élet elvéve eggyel tobb levélszarat
képezhetnénk; harmas utak kozepét kivéve nem csokken a levélszarak szadma.
[gy képeztiink egy kizarolag levélszarakbol all6 sziikithetetlen élhalmaz:t. O

Tehat az € definidlasdval nem egy 1j grafparaméterhez jutottunk, mivel ez

valdjdban p, igy az € jelolésre nem is lesz sziikségiink.

4.5. Egyenldtlenségek és becslések gammara

4.25. Tétel (Ore [3, Theorem 2.1]). Ha a grdfban nincs izoldlt csiics, akkor y(G) <

ST
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Ez rogton kovetkezik a kovetkez6 tételbdl:

4.26. Tétel. [3, Theorem 1.3] Ha a G grdfnak nincsenek izoldlt csiicsai, akkor minden
D szilkithetetlen domindlé csiicshalmazdra V \ D domindlé.

Bizonyitds: Legyen D egy tetszbleges sziikithetetlen domindl6é halmaz G-ben. Te-
gytk fel, hogy egy u € D nincs domindlva V \ D altal. Mivel G-ben nincse-
nek izolalt cstucsok, u sziikségképpen domindlva van legaldbb egy cstcs éltal
D\ {u}-ban. Tehédt D \ {u} dominal6 halmaz, ami ellentmond annak, hogy D
szlikithetetlen dominél6é halmaz. Mivel minden D-beli cstics dominédlva van leg-
aldbb egy csucs éltal V' \ D-bdl, V '\ D dominél6 halmaz. O

4.27. Tétel. [3, Theorem 2.11] [%-‘ < 9(G) < n(G) — A(G) igaz minden

véges, egyszeril G grif esetén.

Bizonyitds: Legyen S egy legkisebb sziikithetetlen dominél6 csticshalmaz G-ben.
Minden cstics legfeljebb 6nmagét és még A(G) csucsot domindl, igy v(G) >

(ng} Miasfel6l legyen v egy A(G) fokszdmu csucs. Ekkor v dominélja Nv]-
t, a tobbi V' \ N[v] domindlja énmagat. Tehat V \ N(v) egy n — A(G) szamossagu
domindl6 halmaz, igy v(G) < n — A(G). O

5. Néhany tovabbi moho grafparaméter

Mely paramétereket lehet még moho eljaras utjon megtalalni? Ilyen lehetne pél-
ddul a diam(G), a grafban taldlhat6 leghosszabb tt, és az el6z6ek mintdjdra
pedig definidlhatndnk az diam(G) paramétert, amely a mohé mdédon keresett
leghosszabb utak legkevésbé szerencsés kimenetele volna: a grafban 1évé legro-
videbb bévithetetlen ut. Egy ttkeres6 moho eljarasban elsd 1épésben vesziink
egy csucsot, majd ameddig az at valamely végpontjanak van olyan szomszédja,
amely még nem része az ttnak, azzal bovithetjiik.

Latszik, hogy diam(G) # rad(G), vegytink példdul egy 4-hosszu utat a végé-
hez egy cseresznyét ragasztva. Ebben a grafban a leghosszabb ut, diam(G) =5,
a legrovidebb bévithetetlen tt, diam(G) = 2, mig az egy csticsbol kiindul6 leg-
hosszabb utak koziil a legrévidebb, rad(G) = 3.

Az tutkeresé moho6 algoritmus azonban csak ritkdn taldlnd meg a keresett
értékeket, igy nem érdemes vele foglalkozni. Ebben a fejezetben tovabbi érdekes
paramétereket probalunk hasonléképpen megfogni.

Az alapszakos képzésen tanult grafparaméterek koziil az els6, ami ,nem

strukturalis” grafparaméternek lehetne nevezni, az a kromatikus (szinezési) szdm
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volt. A G(V,E) graf V(G) csuicsainak szinezése egy f : V(G) — IN fiiggvény, ahol
a kiilonb6z6 természetes szamokat kiilonbdz6 szineknek tekintjiik. Akkor neve-
ziink egy szinezést jo szinezésnek, ha {x,y} € E(G) esetén f(x) # f(y), tehat két
szomszédos cstcsot nem szineziink ugyanazzal a szinnel. Az élszinezés hason-

16an definidlhato.

5.1. Definici6 (Kromatikus szam). A G = (V, E) graf kromatikus szdma x(G) ha

csucsai x(G) szinnel j6l kiszinezhet6ek, de kevesebbel mar nem.

Az egyféle szinezésben azonos szint kapd csticsok halmazat szinosztilynak
nevezziik. Ha a grafban hurokél lenne, természetesen nem lehetne jo szinezést
taldlni. Paratlan hosszt kor kromatikus szdma 3, paros koré 2. Az n csticsu teljes
graf kromatikus szdma 7, hiszen minden pont minden pontnak szomszédja, igy
kiilonb6z6 szineket kell kapniuk. Emiatt ha K, részgrafja G-nek, akkor x(G) >
n.

5.2. Tétel. x = 2 pontosan akkor, ha G-ben nincs pdratlan hosszii kor, és van legaldbb
eqy éle.

Bizonyitds: Ha a grafnak nincs éle, pontjai egy szinnel jol szinezhet6ek. Ellen-
kez6 esetben G komponenseit szinezziik két szinnel (egy cstics minden szom-
szédja legyen azonos szinfi és igy tovabb). Ugyanolyan szinti csticsok kozott
tovabbi élek nem mehetnek, mert akkor pératlan hosszt kor keletkezne. O

5.3. Definici6 (Elkromatikus szam). A G = (V, E) graf élkromatikus szdma avagy
kromatikus indexe x'(G) ha élei x'(G) szinnel jol kiszinezhet&ek, de kevesebbel

mar nem.

Hasonléan a kromatikus szamhoz, paratlan kor kromatikus indexe 3; x'(K,) =
n —1, ha n péros, és x'(K,) = n, ha n pératlan.

5.1. Moho szinezések

A szinezési szdm nem egy specidlis tulajdonsdgu részstruktira mérete. Mégis
megprobdlhatjuk egy olyan &ltaldnositdsat, ami hasonlit ahhoz, amit a ,legki-
sebb bovithetetlen”, illetve a , legnagyobb sztikithetetlen” halmazok esetében vé-
geztiink. Az otlet pedig a kovetkez6. Az alul- és feliilvondsos grafparamétereket
ugy is megkaphattuk, mint egy alkalmas sorrendhez tartoz6 moho algoritmussal
kapott értéket. Definidljuk hat a mohé szinezés fogalmat.
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5.4. Definicié (Moho szinezés). Legyen ¢ a G graf csticsai V(G) halmazénak
egy adott felsoroldsa (permutécidja). A szineket az IN elemeibdl valasztjuk, és
az eljaras soran végigmegyiink a ¢ sorrendet kovetve a V(G) halmaz elemein.
Egy csticsnak az els6 olyan szint (legkisebb olyan természetes szdmot) adjuk,

amelyik nem szerepel a szomszédai kozott.

Definidljuk x-t Ggy, hogy ez az a legkisebb szdm, ahany szinnel moh¢ szi-
nezési eljrdssal a gréfot kiszinezhetjiik. x(G) megegyezik x(G)-vel, hiszen a
grafok cstcsait vehetjiik olyan sorrendben, hogy a grif egy x(G) szinnel vett
szinezése szinosztdlyainak cstcsai egymads utan kovetkezzenek. Ekkor a moho
eljaras soran is x(G)-t fogjuk megkapni.

5.5. Definicié. Legyen X(G) az a legnagyobb szam, amennyi szinre sziikség le-

het, ha a graf cstcsait moho szinezési eljarassal szinezziik ki.

Tehat ¥ > X; €z az a szam, amelyet a ,legszerencsétlenebb” sorrendi mohd
szinezési eljards végén kapunk.

Most nézziink néhany osszefiiggést az eddig megtanult strukturélis grafpa-
raméterek és a szinezési szdmok kozott. Frdekes kérdés lehet, vajon a x-re ki-
mondott becslések mikor vonatkoznak valdjdban x-re, és mikor becslik tényle-
gesen x-t. Azok az Osszefliggések, amelyek alulrdl becsiilik a szinezési szamot,
nyilvan ennek alulvonottjdra érvényesek, de észrevehetd, hogy a kromatikus (és
élkromatikus) szdm felsd becslései olykor valéjaban az Gjonnan megfogalmazott

X (vagy x’) paraméterre vonatkozo becslések.
5.6. Tétel. Minden véges, egyszerii G grifra x(G) > w(G).

Bizonyitds: w(G) a graf legnagyobb teljes részgrafjanak méretét jeloli. Ennek
csucsainak kiszinezéséhez sziikség van éppen w(G)-nyi szinre. Tehat az eredeti

graf csucsszinezési szama legaldbb ennyi. O
5.7. Tétel. Minden véges, egqyszerti G grifra x(G) < n(G) —a(G) + 1.

Bizonyitds: Legyen A egy &(G) méreti fliggetlen csucshalmaz, és legyenek egy
moho szinezési eljards utdn kialakult szinosztdlyok Xj,..., X. Tegyiik fel in-
direkt, hogy k > n —a +2 = |V \ A| + 2. Tehat legalédbb két szinosztaly van,
amelyek kizarolag A-beli elemeket tartalmaznak, legyenek ezek X; és X; (i < ).
Viszont a moho szinezési eljards soran ahhoz, hogy j szinnel szinezhessem X;
elemét, kellett, hogy legyen egy i szinli szomszédja. Ez nem lehetséges, mert a
szinosztdlyba nem tartozik méds A-n kiviili cstcs, X; elemétdl pedig ez a cstics
fiiggetlen. O
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5.8. Tétel. Minden véges, egyszeril G grifra n(G) < x(G) - &(G).

Bizonyitds: Egy grafban egy szinnel maximum a&-nyi cstcsot tudunk kiszinezni.
Ha nem igy lenne, és & + 1-et is ki tudnank szinezni ugyanazzal a szinnel, akkor
a graf fliggetlen csticsainak maximalis szdma & + 1 lenne. Tehat a graf csdcsainak

szdma maximum annyiszor &, amekkora a kromatikus szdma. O
5.9. Tétel. Minden véges, egyszeril G grifra x(G) < A(G) + 1.

Bizonyitds: Feltehetjiik, hogy a graf egyszerti és dsszefiigg6. Jarjuk be G cstcsait
valamilyen sorrendben, és mohon szinezziink. Az elsd j6 szint kapja a cstics, ha
nincs ilyen szinti szomszédja. Minden csticsnak < A szomszédja van, tehat lesz

olyan szin, amely nem fordul el6 a szomszédoknadl; erre szinezziik a csticsot. O

5.10. Tétel (Brooks [6, 2.7.1. Tétel]). Ha G egyszeril, 0sszefiiggl, és nem teljes grif,
valamint nem pdratlan hossziisdgii kor, akkor x(G) < A(G).

Arra, hogy a Brooks-tétel x-re egy jobb becslést ad Y-nél, egy egyszerti példa-
val ra lehet vilagitani. Vegyiink egy 6-hosszti kort, és a moho szinezési eljarasban
el6szor egy tetszbleges csticsat, majd a kovetkezd 1épésben a vele nem szomszé-
dos csticsot szinezziik. Ezek mindegyike ugyanazt, az elsd szint kapja. Ezutan
szinezziik valamelyikiik tetsz6leges szomszédjat (ez kapja a méasodik szint), ko-
vetkezbleg pedig ez utébbi, és a mésik cstics kozos szomszédjat (mely a harma-
dik szint kapja, 1évén két kiilonboz6 szinti szomszédja). A korben a legnagyobb
fokszam 2, a Brooks tétel szerint tehat 2 szinnel szinezhet$, de taldltunk ennél

szerencsétlenebb kimenetel{i szinezést.

5.11. Tétel (Vizing [6, 2.7.4 Tétel]). Ha G egyszerii grdf, akkor A(G) < x'(G) <
A(G)+ 1.

Ennél a tételnél szintén lehet olyan — valamelyest bonyolultabb — grafot konst-
ruélni, amelybél kittinik, hogy x’-re mar nem igaz az 4llitds. Egy ilyen példa a
kovetkezd. A graf 1,2,3,4,5 és 6,7,8,9,10 csticsai alkossanak egy-egy otszoget.
Ezutédn kossiik 0ssze az 1 és 6, a2 és 7, a 3 és 8§, valamint az 5 és 9 pontokat. Az
igy készitett graf legnagyobb fokszdma 3, élein bizonyos sorrendben haladva,
mohoén szinezve elérhetjiik, hogy 4-nél tobb szinnel tudjuk csak szinezni a gra-
fot.

Emellett a kromatikus indexre és a fliggetlen élek maximélis v szdmadra ki-
mondhatok a szinezési szdm és a fiiggetlen csticsok maximadlis szdma kozotti
Osszefliggéshez hasonldk, és ezek a fenti 5.7. és 5.8. Tételhez hasonlé médon

bizonyithatok.
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5.12. Tétel. Minden véges, eqyszeril G grifra X(G) < e(G) —v(G) + 1.

5.13. Tétel. Minden véges, egyszerii G grifra e(G) < x'(G) - v(G).

5.2. Osszefiigg6ségi szamok mohé valtozata

Végiil prébaljuk meg a moh6 grafparaméter fogalmat bevezetni a pontosszefiig-

gbségi és az élosszefliggbségi szamok esetében is.

5.14. Definici6 (Szétvag6 ponthalmaz). A G = (V,E) graf Y C V(G) részhal-
mazat szétvdgo (szepardld) ponthalmaznak nevezziik, ha annak cstcsait és az alta-

luk lefogott éleket G-bdl torolve a graf nem lesz dsszefiiggd.

Egy grafot k-szorosan pontosszefiiggének neveziink, ha legalabb k + 1 pontja
van, és tetszOleges k — 1 csticsa elhagydsaval a graf osszefliggd marad. Vegyiik
észre, hogy a K teljes grafbol k cstcsot tordlve egy K, _j teljes grafot kapunk,
ezt tehat csdcs elhagyédsaval nem lehet szeparalni, de megegyezés alapjan a teljes

graf n — 1-szeresen Osszefiiggd.

5.15. Definici6 (PontosszefiiggGségi szam). A G = (V, E) osszefiiggd graf pont-
Osszefiigglségi szdma az a legkisebb x(G) szam, amelyre teljesiil, hogy létezik G-
nek x(G) elemszamu szétvagd ponthalmaza, vagy ha ilyen nincs, akkor x(G) =
n—1

Egy nem Osszefiigg6 grafnak nyilvan ez az értéke 0. Egy titnak barmely nem
1 foku csticsa szétvago, a graf pontosszefiiggdségi szama tehat ebben az esetben
1. Egy 3-ndl hosszabb kornek barmely két nem szomszédos csticsa szeparalo,
de egy cstcs torlésével még Osszefiiggd marad, a 3-ndl hosszabb koroknek igy a

pontosszefiiggbségi szdma 2.

5.16. Definici6 (Szétvago6 élhalmaz). A G = (V,E) graf Y C E(G) részhalmazat
szétvdgo (szepardlo) élhalmaznak nevezzilk, ha ezt a grafbdl tordlve a graf nem

marad Osszefliggd.

5.17. Definicié (Elosszefiiggtségi szam). A G = (V,E) 6sszefiigg graf élossze-
fiigglségi szdma az a legkisebb «’(G) szam, amelyre teljesiil, hogy a grafnak léte-

zik ¥'(G) elemszému szétvagd élhalmaza.

Egy graf k-szorosan élosszefiiggd, ha éleinek semelyik k — 1 elemfi részhal-
maza nem szeparal6. Akdrcsak a csticsosszefliggdségi szdmndl, ha G nem Ossze-
fiiggd, akkor «'(G) = 0. Egy ttnak barmely éle szétvago, ezen grafok élossze-
fliggbségi szdma tehat 1. Egy korbdl legaldbb két élet kell torolniink, hogy tobb
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komponensre essen szét, ezért korok élosszefiiggbségi szdma 2. A teljes graf él-
Osszefliggbségi szdma megegyezik csticsainak fokszamaval, hiszen legkevesebb
él torlésével akkor jutunk tobb komponensbdl all6 grathoz, ha toroljiikk az egy
csucsba vezet6 sszes élet. k' (K,) =n — 1.

Frtelmes-e itt sz{ikithetetlen halmazokrél beszélniink? Azt gy kéne elkép-
zelni, hogy a sztikithetetlen szétvag6 ponthalmazunkat torolve a graf tobb kom-
ponensre esne szét, de a pontok barmelyikét meghagyva a graf osszefiiggé ma-
radna. A legkisebb ilyen ponthalmaz mérete nyilvan k. A legnagyobb sziikithe-
tetlen szétvagd ponthalmaz mérete azonban (a teljes graf esetét kivéve) mindig
n — 2 volna, amennyiben van a grafban feszitett részgrafként 2-hosszu ut. Ekkor
az uton kiviili 0sszes csticsot, valamint az Gt kozéps6 cstcsat torolve a graf leg-
alabb két komponensre esik szét, és a halmaz sz{ikithetetlen, mert nem igaz az,
hogy a pontok barmelyikét visszavéve a graf 0sszefiiggd maradna.

Az sem teljesiil, hogy barmely olyan halmaz, amelynek a szétvagéd ponthal-
maz részhalmaza, szintén szétvagé volna, ahogy ezt kordbban lattuk a lefogé
ponthalmaznal és lefed6 élhalmaznal (illetve b&vithetetlen fliggetlen halmazok
esetében is a fliggetlen halmaz minden részhalmaza is fiiggetlen volt). Kénnyen
elképzelhetd, hogy egy szétvdagd ponthalmazhoz hozzavéve a grafbol még egy
csticsot, éppen olyan cstcsot vélasztunk, amely elvételével a graf ismét Ossze-
tiggo.

A pontdsszefiiggdségi szambol ezzel a moédszerrel tehat nem sikeriilt egy 1j,
érdekes grafparamétert létrehoznunk. Mi a helyzet az élosszefligg6ségi szam-
mal? Itt mar allithatjuk, hogy ha egy élhalmaz elvagd, akkor minden olyan
élhalmaz is szeparédlja a gréafot, amely ezt tartalmazza.

5.18. Definici6 (Sziikithetetlen szétvagé élhalmaz). A G = (V,E) graf Y C E(G)
részhalmaza sziikithetetlen szétvdgo élhalmaz, ha

o Y-t torolve a graf tobb komponensre esik szét; de

e Y elemeinek barmelyikét meghagyva a graf 0sszefiiggd marad.

Nyilvan a legkisebb ilyen szfikithetetlen szeparédl6é élhalmaz mérete a mar

tanult élosszefiiggGségi szam: k' = «’.

5.19. Definicié (/). A legnagyobb szfikithetetlen szétvag6 élhalmaz méretét je-
16lje «’.

A legnagyobb sziikithetetlen szétvdgd ponthalmaz természetesen legaldbb
akkora, mint a legkisebb méret(i szétvagé ponthalmaz, azaz «’ < «’.
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Emellett igaz az is, hogy ha a G graf k-szorosan 0szefiiggd, akkor k-szorosan
élosszefiiggd is, igy x < «’. Ennek beldtdsdhoz vegyiink egy szeparalé élhal-
mazt. Ezek eltavolitdsaval grafunk két komponensre esik szét, minden élnek
egyik végpontja az egyik, mdsik végpontja a masik komponensbe tartozik. Ha
élek helyett az élek egy-egy végpontjat tavolitanank el, tigyelve arra, hogy ne
mind szdrmazzon ugyanabbdl a komponensbdl, akkor az eredeti szeparal6 élek
végpont hijan torlédnének a grafbol, a graf két komponensre esne szét, és ter-
mészetesen mindkét komponensben maradna is cstcs.

Tehat a most bevezetett paraméterek kozott fenndll a kovetkezé egyenlétlen-

ség.

5.20. Allitas. Minden G véges, egyszerii grdfra x(G) < x'(G) < ¥'(G).
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Grafparaméterek értékei néhany konkrét grafon

Alljanak itt taglalt moh6 paramétereink értékei néhany ismert specialis grafra
és azok komplementereire. Ezen eredmények beldtasdhoz konnyti okoskoddson
kiviil nincs sziikség masra, mint Gallai a szakdolgozatban 4.3. és 4.4. szdmmal
ellatott két tételére (egytttal el6bbi ugyanott kozolt dltalanositdsdra); HERMANN

4.5. tételére, és a kovetkez6 lemmara.
0.21. Lemma. Sziikithetetlen lefedd élhalmaz mindig diszjunkt csillagok unidja.

Bizonyitds: Ha nem igy lenne, azaz a lefed6 élhalmaz nem csillagokbdl allna,
szerepelne benne legalabb 3 hosszu tt. Ekkor az at egy kozépso6 élével sziikit-
hetnénk a halmazt, és tovabbra is lefedé maradna. O

0.22. Megjegyzés. A diszjunkt csillagok &ltal feszitett részgraf élszdma n minusz
a csillagok szdma. (Minden csillag élszdma a benne szerepld csticsok szdmanal
eggyel kevesebb.) Legtobb éle igy a lehet6 legkevesebb csillagbdl allo részgraf-

nak van.

« « T T v v 1Y P Y v
Ky 1 1 n—-1 n-1 %] [ [4 n-1 1 1
Co 18] 41 41 n—T81 &) 141 [41 n—T141 T4 (%)
P (51 T3] 13 »—121 13 [%2] 181 »—=T%1 [41 [4]

K, n n 0 0 0 0 n n
Cn 2 2 n-=2 n=2 |3 3] [4] n-2 2 2

1 2 2 n-2 n-2 [& |2 [4 n-2 2 2
Sn 2 2 n-2 n-2 |4 [%] 2 2

Ahol K;; az n cstcsu teljes gréaf, C, az n cstcsa kor, P, az n — 1 hossza (n

csticst) Ut és S, az n csticst (n — 1 él4) csillag.
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