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Kapitola 1

Uvod

Predkladany studijni materidl kurzu Mechanika je urcen pro bakalaiské kombinované
studium Pocitacové modelovani ve védé a technice na katedie fyziky Pedagogické fakulty
Univerzity J. E. Purkyné. Tato forma studia klade zvysené naroky na samostatnou praci
a tomu odpovida i zpracovani skripta, které mate pred sebou. Vzhledem k existenci ces-
kého vydani moderni vysokoskolské ucebnice zékladniho kurzu fyziky (jehoz je tento pred-
mét soucasti), upustil jsem od psani kompletniho vykladového textu. Namisto toho byla
zvolena ,odkazovaci“ forma textu, ktery vas bude pfi studiu mechaniky provazet. Onou
moderné zpracovanou udéebnici je Fyzika od D. Hallidaye, R. Resnicka a J. Walkera [1].!
Diskuse ke knize lze nalézt na http://www.vutbr.cz/nakl/fyzika a aktualni opravenku na
http://utf.mff.cuni.cz/~jobdr. Tato kniha (resp. soubor knih) obsahuje jak srozumitelny
vyklad, tak modelova cviceni s feSenimi a kontrolni otazky. Navic disponuje dostatecné
velkym mnozstvim cviceni a tloh k samostatné praci. Vzhledem k velmi tizké provazanosti
predkladaného skripta s uvedenou ucebnici, je vice nez doporuceno vypujcit si Fyziku v
Obsah Fyziky pokryva cely zékladni vysokoskolsky kurz, takze je pouzitelna i v dalsich
partiich fyziky. Nadto kniha obsahuje fyzikalni vyklad velkého mnozstvi veskrze zajimavych
jevu ,ze zivota“, ¢imz priblizuje tradi¢né casto vzdéalené studium fyziky a jeji jednoduché
aplikace ve skutecném svété. Fyzika pro vas bude zakladnim studijnim materidlem a prave
procitané skriptum si klade za kol vas provést po ¢astech tykajicich se mechaniky.

P1i studiu jednotlivych kapitol tohoto kurzu se nejprve seznamte s prislusnymi stu-
dijnimi cili. Studijni cile specifikuji, co byste méli po prostudovani dané kapitoly umét.
Zvl1ast dulezita je ovsem schopnost feseni tloh. Cestu k vytycenym ciliim vam ukazi po-
kyny, ve kterych se dovite, které odstavce by bylo dobré si procist dikladnéji. Nicméné pro
konkrétni pokyny, na které partie je vhodné se specialné zamérit a které které si miizete
precist tfeba jen z vlastniho zajmu, se musite vracet vzdy k cilim. K vétsiné partii byly
mérou jde ovsem pouze o zalezitosti formalniho charakteru, uréené az k , druhému ¢teni“.
Dodatky je vhodné studovat s intenzitou odpovidajici ciliim stanovenym pro danou oblast

INa tuto knihu bude odkazovano vzdy tuénym zvyraznénim derivatd slova , Fyzika“.
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mechaniky. Jsou pievazné zaméfeny na matematictéji orientovaného studenta?, ktery jiz
ma vybudovanou predstavu o derivovani a integrovani, alespon na nejzakladnéjsi arovni.
Zmnalost matematickych odvozeni vyskytujicich se v dodatcich, jsou u zkousky vyhodou,
ovSsem nikoli nezbytnosti. Budiz na tomto misté zdtraznéno, ze pii kontrolach studia je
daleko vice kladen dtraz na fyzikalni pochopeni problému nez na znalost formalné mate-
matickych operaci.

Dilezitou soucasti uceni se fyzice je feSeni piikladi. Pti feseni ptikladd na dané téma
se nejen overuje, jak hluboce bylo porozumeéno vykladu, ale rovnéz se ziskava i jista ,zruc-
nost“ — zcela v duchu praxi ovéreného prohlaseni ,Moudrost prichazi do hlavy rukou.“
Kompletné tesené priklady jsou soucasti vykladu hlavniho textu, je vSak nutné naucit se
resit priklady samostatné. Nekteri lidé s jistou davkou skodolibosti tvrdi, Ze nejhorsi je spo-
¢itani ,,jen* prvniho tisice prikladi, ze pak uz je to vSechno nastejno — osobné si myslim, ze
na tom néco pravdy je. Abyste vSak nebyli hned ze za¢atku odrazeni tim ohromnym mnoz-
stvim raznych cviceni a tloh, které Fyzika nabizi, byl pro vas v ¢asti kontroly vybran
jejich redukovany pocet. Zvladnuti prikladi tam vypsanych bude jisté silné korespondo-
vat s vysokou uspésnosti pti zdolavani zapoctu i zkousky. Hvézdicka u oznaceni prikladu
upozortiuje na ulohu, kterd je dle mého nazoru zajimava bud informativné nebo stylem ¢i
obtiznosti feseni — znalost feSeni tohoto pfikladu vsak neni bezpodmine¢né nutna k ziskani
zapoctu.

Pokud si nebudete jisti vami ziskanym vysledkem néjakého cviceni & tlohy® a na konci
ucebnice nebude uvedeno feseni (ve Fyzice jsou uvedeny jen vysledky tloh s lichym po-
fadovym ¢islem.), zkuste spocitat podobné piiklady z okoli uvedeného, to by vam mélo
dat jistotu v postupu. Pokud si nebudete védét rady vibec, je na Case si znovu zopakovat
prislusné partie ¢i pozadat svou kolegyni ¢i svého kolegu o radu. Pokud ani to neuspéje,
jsou tu konzultace. Pokud vSak nezaberou ani ty, je kazda rada draha :-) U vSech kontrol
budete vzdy zvlast upozornéni na nevynechani poctivého odpovidéani na otézky pokladané
za kazdou kapitolou — nejen, ze pripadné odpovédi budou slouzit k vasi zpétné vazbé a od-
hadu tspésnosti u ustni zkousky, ale ovéri i vasi schopnost formulovat smysluplné odpovédi
(nejen fyzikélné, ale i gramaticky a slohové). Idedlni je zkouSet se v nejméné dvouclenném
kolektivu.4

P1i studiu mechaniky se pfedpoklada, ze jiz znate zaklady vektorového poc¢tu. V pri-
padé, Ze si jesté nejste touto partii matematiky zcela jisti, ozivte si ji studiem kapitoly
3 (zvlast doporucuji odstavce 3.3, 3.4, 3.6 a 3.7.). VaSe znalosti budou déle prohloubeny
ve cvicenich Matematického proseminate. V dodatcich, na rozdil od Fyziky, uvazujeme
pouze v jednotkach soustavy SI, jejiz zakladni fakta byste méli znat jiz ze stfedni skoly.
Jistym shrnutim a doplnénim latky ze stfedni $koly by mél byt kurz Uvod do fyziky.

21 kdyz si viibec nekladou naroky na exaktnost a mnoho pojmti je tieba na tomto stupni znalosti uzivat
jen intuitivné. Dilezité je si uvédomit, Zze naznacené operace lze logicky korektné provést.

3Reseni cviceni zpravidla vyzaduje pouhé dosazeni do vztahu vyskytujiciho se ve vykladové éasti ¢i
jen jednoduché zkombinovéani jiz znamych vzorcti. Naproti tomu nad feSenim tlohy je nutné se obcas i
zamyslet :-)

4Vyzkumy ukazuji, Ze nejvice se naucite, kdyz budete nékoho uéit ;-)



Jak jiz bylo uvedeno, v dodatcich se dale predpoklada, ze béhem prvniho semestru ziskate
nazornou predstavu a alespon malou zbéhlost v diferencidlnim a integralnim poctu.

Aby bylo jasné, které rovnitko definuje novou veli¢inu, které pouze zjednodusuje zapis

a které dava do souvislosti jiz ne tak ziejmé vztahy, uchylil jsem se v dodatcich k zavedeni

vz o , def ye , - , . , .
tfi druhii rovnosti — =, = a =. Pfi prvnim c¢teni ale neni nutné tato rovnitka

rozliSovat. V textu jsou u oznaceni veli¢in ¢asto uzivany indexy ¢ pro oznaceni poc¢atecnich
hodnot (z anglického ,initial“) a f pro oznaceni kone¢nych hodnot (z anglického ,final“).

Pokud se vam budou zdat nékteré partie hlavniho textu ¢i dodatk nesrozumitelné
nebo nedostatecné vysvétlené, na konci tohoto skripta je uveden seznam vhodné doplikové
literatury, ktera ve svém souhrnu je, jak doufam, schopna tyto mezery doplnit. Nicméné ne-
zapominejte, Ze vam jsou k dispozici jesté konzultace. Za zvlast nepochopitelné ¢i dokonce
nepfesnd vyjadieni se omlouvam a budu vdéény kazdému, kdo mé na né upozorni.®> Pieji
vam hodné tspéchu pfi zdolavani prvni (mechanické) bariéry na cesté k vysokoskolskému
vzdélani vami vybraného sméru.

5Samoziejmé budu vdéény také kazdému, kdo mé upozorni i na nedostatky méné zévazné.



Kapitola 2

Popis pohybu mrnavych predmeéta

Cile

1. Védét ¢im se zabyva mechanika, kinematika a ¢im dynamika a umeét formulovat
rozdily mezi nimi.

2. Umét vysvétlit pojmy: skalarni veli¢ina, vektorova veli¢ina, mechanicky pohyb, hmotny
bod, vztazna soustava, polohovy vektor, vektor posunuti, trajektorie a draha.

3. Znat podobnosti a rozdily mezi stfedni a okamzitou rychlosti a mezi stiednim a
okamzitym zrychlenim (graficky, formalné matematicky i na nazornych piikladech).

4. Umeét na prikladech objasnit rozdil mezi pouzivanim slov rychlost a zrychleni v bézné
mluvé a ve fyzice.

5. Umét ze zadaného grafu zavislosti polohy, rychlosti ¢i zrychleni na case ziskat grafy
zbylych dvou veli¢in a okomentovat z nich priibéh pohybu slovné.

6. Dokazat uvést rozdily mezi pfimocarym pohybem, rovnomérnym pohybem, pohybem
rovnomérné zrychlenym a rovnomérné zpomalenym a pohybem po kruznici.

7. Detailné znét zakonitosti Sikmého vrhu (tj. véetné specialnich ptipadt — vodorovného
a svislého vrhu a volného padu) a pohybu po kruznici (teéné a normalové zrychleni,
oskula¢ni kruznice).

8. Umét vysvétlit tabulku uvedenou v Dodatcich v odstavci Klasifikace pohybi.

Pokyny
1. Prostudujte kapitolu 2 Pfimoc¢ary pohyb.
2. Prostudujte kapitolu 4 Dvojrozmérny a trojrozmérny pohyb.

3. Prostudujte dodatky k tomuto tématu.
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Kontroly

1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

2. Reste dlohy: k odst. 2.3 — 1C, 4C, 11U, 120, 15U*: k odst. 2.4 — 16C, 18C;
k odst. 2.5 — 20C, 22C, 25C, 26C, 31U, 32U; k odst. 2.6 — 33C*, 36C, 37C*,
39C, 41C*, 42C, 44C*, 470, 51U, 56U, 57U; k odst. 2.8 — 61C, 62C*, 65C, 66C,
68U, 700, 71U*, 750, 76U*, 80U, 89U; k odst. 4.2 — 1C, 4C; k odst. 4.3 — 5C,
9C; k odst. 4.4 — 12C, 14U, 170*; k odst. 4.6 — 19C, 21C, 28C, 31C, 330, 34U*,
38U, 40U, 430, 49U, 54U; k odst. 4.7 — 59C, 61C, 64C*, 65C*, 67U, 71U; k odst.
4.8 — 72C, 75C; k odst. 4.9 — 77C, 78C, 85U, 87U; k odst. 4.10 — 89C, 91U.

3. Reste tlohy pro pocitac*.
Dodatky

2.1 Pomocné pojmy

Kinematika hmotného bodu se podobné jako botanika zabyva pouze popisem objekti
svého zajmu. Konkrétné kinematika zkouma ,,geometrii“ mechanickyjch pohybi, bez ohledu
na jejich priciny. Pfi¢inami pohybu se zabyva az dalsi ¢ast mechaniky — dynamika. Pohyb
popisujeme vzdy vUCi tzv. vztazZné soustavé, coz je néjaké (tuhé) téleso a s nim spojena
soustava soufadnic s urenym zptusobem meétfeni casu. Pro popis pohybu uzivame rtznych
idealizaci, nejjednodussi popis pohybu realnych téles zavadime pojmem hmotny bod. Abs-
traktné chapeme tento pojem jako bezrozmérné (nuladimenziondlni) téleso uréené pouze
svou hmotnosti m a polohovym vektorem r. Misto pojmu hmotny bod se nékdy (ve Fyzice
témér vzdy) uzivd pojmu cdstice, ktery je prece jen o néco blizsi bézné mluve.

Méni-li se poloha ¢astice viici uréité vztazné soustavé spojité s casem (to budeme pied-
pokladat i nadéle), oznac¢ujeme soubor téchto poloh jako trajektorii ¢astice. Pohybovala-li
se Castice v Casovém intervalu (t;;tf), bude kazdému bodu (okamziku) tohoto intervalu
ptisluset néjaké misto (bod) v prostoru [z; y; z]. Dostavame tak uspotfddanou trojici spo-
jitych funkei x(¢), y(t) a z(t), které jednoznacné urcéuji kde a kdy se ¢astice pii svém pohybu
nachazela. Vektorovou funkeci

r(t) =x(t)e +y(t)g + z(t)k. (2.1)

povazujeme za matematické (parametrické) vyjadieni trajektorie. Vektoru r(t) fikame po-
lohovy vektor. 1

1Uvédomte si, ze konkrétni vyjadfeni polohového vektoru 2.1 zavisi na zvolené soufadnicové soustavé
— v jiné soustavé by mél jiné vyjadfeni. Rovnéz trajektorie vypada v riznych soustavach souradnic rtzné.
Protoze polohovy vektor a tvar trajektorie zavisi na ,;ahlu pohledu®, fikdme o nich, Ze jsou relativni.



Funkce r(t) vSak poskytuje vice informaci neZ jen urceni mnoziny poloh, ve kterych
se Castice pfi svém pohybu mohla nachézet (trajektorii). Protoze kazdému okamziku, ve
kterém ¢astici sledujeme, pfifazuje pravé jeden bod v prostoru,? mizeme pomoci ni zkou-
mat prubéh pohybu c¢astice daleko detailnéji. Nez zacneme s dikladnéjsim ,,vyzkumem®,
zavedeme si nejprve vhodné pojmy.

Trajektorii jako geometrickou kiivku v prostoru miizeme, podobné jako realnou osu,
opatfit ¢isly s, které ve zvolenych jednotkach udavaji vzdalenost (méfenou podél trajek-
torie) od néjakého zvoleného bodu O, zvaného pocéatek. Podobné jako kdybychom podél
koleji zeleznic¢ni trati umistili dlouhy krejcovsky metr, pomoci néhoz bychom jednoznac¢né
mohli ur¢it polohu kazdého mista na trati jako vzdalenost od poc¢atku 0.2 Vzdalenost na
trajektorii pokryté takovymito souradnicemi pak miizeme vypocitat jako absolutni hod-
notu jejich rozdilu, tj. vzdélenost z mista oznaceného jako s; do mista se soufadnici sy
bude rovna |s; — s;| = |s; — s¢|. Pohybovala-li se ¢astice po trajektorii pouze jednim smé-
rem (kladnym ¢i zdpornym) a v Case t; se nachdzela na misté o soufadnici s(¢;) a v Case
ty = t; + At* se nachdzela na misté s(t;), ikame, Ze urazila drdhu

As| % s(ty) — s(t)| = |s(ts + At) — s(t)]- (2.2)

Ze zptsobu zavedeni drahy vidime, Ze méii délku trajektorie,® jde tedy o nezdpornou
skalarni veli¢cinu mérenou v metrech.

Zkoumame-li délku vektoru posunuti definovaného jako zménu polohového vektoru v ¢a-
sovém intervalu (t;,ts), tj.

Ar E r(ty) —r(t) = vt + At) — r(4). (2.3)

je patrné, Ze |Ar| je pro kiivocary pohyb a koneény ¢asovy interval vzdy mensi neZ piislusna
délka trajektorie |As|. Se zmensujicim se ¢asovym intervalem At ovsem |Ar| se k |As| stale
vice blizi, tj.:

pro At—0 je |Ar|— |As|® (2.4)

V této souvislosti se ve strucnosti zminme o jednom velmi uzitecném pojmu — o di-
ferencidlu. Diferencial df funkce f(x) jedné proménné v bodé x, je definovan jako souéin
derivace funkce f(x) v tomto bodé, tj. %, a prirastku Az nezavisle proménné x, plati

d
tedy:

df (zo) o (}lgl(l) f(wo + h})L — f(x0)> Ax = % Azx. (2.5)

2Chapéno obracené by se mohlo tvrdit, Ze funkce r opatiuje kazdj bod trajektorie jednou nebo vice
visaCkami s okamzikem priichodu Castice.

3Samoziejmé, Ze na opacnou stranu od O bychom museli polozit metr oznadeny zédpornymi znaménky.

4Ackoliv bychom ve vétsiné tivah mohli povazovat At také za zaporné, méjme na paméti, Ze v dalsim
textu bude vzdy At > 0.

5Takze rovnéz musi zaviset na vztazné soustavé — je to opét veli¢ina relativni.

6Snad nebude hrozit nedorzouméni, kdyz budeme nadale ,,absolutni hodnotu“ v oznaéeni drahy vyne-
chavat. Ostatné se to tak bézné déla ;-)



Diferencial charakterizuje linearni zmény funkce f v zavislosti na zménach Az proménné
x, pritom zmény Ax mohou byt v principu libovolné velké. Skuteéna zména

Af = f(z+ Az) — f(a).

funkce f(z) vSak obecné neni rovna jejimu diferencidlu df. OvSem pii zmensujici se zméné
proménné Az, bude diferencial df skutecnou zménu A f funkce f(z) stéle lépe aproximovat,
tj. pti Az — 0 se také Af — df. Zaména zmény funkce jejim diferencidlem (tj. linearni
zménou jeji nezavislé proménné) se ve fyzice velmi ¢asto vyuziva a takova dostate¢né mald
Az, pro kterd je zaména Af za df dostatecné presna (pro dany feSeny problém), obvykle
znac¢ime dx. Samotné znaceni a chapani derivace % jako podilu dvou zlomki — diferenciali
— je pri formalnich upravach ve fyzice opét hojné uzivano, pii aplikacich na ,nezlobivé“
zavislosti (a ty vét§inou mtzeme predpoklddat) totiz nevede k rozportm.

Vratme se nyni k vektoru posunuti a jeho souvislosti s drahou. Z uvedeného je vidét, ze
pri dostatecné malych casovych zménach dt je velikost diferencidlu dr rovna diferencialu
ds.”

Pti pohybu ¢éstice béhem ¢asového intervalu (¢;;tf) po trajektorii dané funkei r(¢),
bude jeji celkova urazena draha dana formalné vztahem

s(ty) r(ty)
Asif:/ ds:/ dr| (2.6)
S(ti) 'I”(ti)

Tento vyraz je vhodné chapat jako soucet mnoha velmi malych tseki drahy v souladu s
bé&znym (,fyzikdlnim“) chapanim integralu (nakreslete si obrazek).

Zajimame-li se o smér vektoru posunuti, je vidét, ze pii zmensovani At, miii Ar stéle
vice ve smeéru tecny k trajektorii. Oznacme jednotkovy vektor ve sméru tec¢ny k trajektorii
¢astice a s orientaci ve sméru jejiho pohybu, tzv. tecny jednotkovy vektor, vyrazem 7° =
7°(t) (plati tedy 7° - 7° = 1, resp. |[7°| = 1). Protoze kazdy vektor mizeme vyjadiit
jako soucin jeho velikosti a sméru reprezentovaného jeho jednotkovym vektorem, muzeme
malinkatou (diferencidlni) zménu polohového vektoru pak zapisovat jako

dr = 7°ds (2.7)

Tento vztah bude vyuzit v dalSim.

Jak jiz vime, kinematika slouzi predevsim k popisu pohybu. Nyni jsme pripraveni
ze zadané nebo zméfené Casové zavislosti r(t) urcovat dalsi (kinematické) veliciny, které
predstavu pohybu déle ,dokresluji“. Podivejme se nyni na nejdtlezitéjsi z nich — rychlost
a zrychlent.

70 diferencialu vektorové funkce 7 (¢) bude zminka v souvislosti s okamzitou rychlosti. Na tomto misté
jen pro uplnost uvedeme definici diferencidlu vektorové funkce jedné proménné (pro konkrétnost jde o
funkci r(t)):

kde veli¢ina v zavorce je derivaci funkce = podle ¢t a dt¢ je v principu libovolnd ¢asovd zména (v praxi je
v8ak tato zména velmi ¢asto bréana jako ,dostateéné mala“).
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2.2 Rychlost

Rychlost ve fyzice zavadime na n€kolik navzajem souvisejicich zptisobti: skalarné i vektorove
a jako stfedni (prumérnou) i jako okamzitou. Seznamme se s nimi postupné (podrobné&jsi
fyzikalni rozbor je uveden napt. ve skriptu [9]):

e Pro hmotny bod, ktery za ¢as At urazi drahu As, definujeme tzv. stredni drdhovou

rychlost:®
of S(t; + At) — s(t; A
(vq) o st + A) — s(t) Sl (2.8)
At At
e Zkracujeme-li ¢asovy interval nade vSechny meze, pfichazime k definici tzv. okamzité
drdhové rychlosti (nékdy jen drahova rychlost) v case t;:°

dif % _ 1 S(ti + At) — S(tl) 1 AS

Wl TG S AT A S AN A 29
e Vektorové zavadime tzv. stredni rychlost vztahem:
def T(t; + At) —7(t;)  Ar
= = —. 2.10
(v) A A7 (2.10)
e (OkamZitou) rychlost v Case t; pak zavadime jako
der dr B r(t; + At) —r(t;) .. Ar
v(t;) = E(tl) = lim A7 = Allltr—l}o A (2.11)

Rychlost castice v case t; je tedy vektorova velicina, kterd charakterizuje ¢asovou
zménu polohového vektoru r(t) v tomto ¢ase. Matematicky je definovana jako deri-
vace vektorové funkce r(t) podle ¢asu v okamziku ¢; (tj. nejprve se provede derivace
funkce r(t) a konkrétni hodnota ¢; se dosadi az do argumentu této derivace. Fyzikalné
rychlost ¢astice v v Case t; vyjadiuje, kolik metrt (jednotek délky) by ¢astice urazila
béhem jedné sekundy (jednotky c¢asu) a jakym smérem, kdyby se od okamziku ¢;
nadale pohybovala rovnomérné piimocare.

Stejné jako smér diferencidlu vektoru posunuti, je smér vektoru rychlosti v(¢;) te¢ny
k trajektorii v bodé r(¢;) a jeho orientace je ddna smérem pohybu ¢astice. V diisledku
toho muzeme rychlost vyjadiit pomoci jiz zavedeného jednotkového vektoru 7°(¢)

_dr_ds
QA

8Vsimnéte si, Ze stiedni drdhova rychlost je veli¢ina, ktera zavisi nejen na poéateénim, ale i na koncovém
okamziku pohybu. MuZeme také fici, Ze zavisi na t i na At. Z kontextu by vzdy mélo byt zfejmé, o
ktery okamzik ¢t a o ktery Casovy interval At jde — misto zapisu (vg)(t, At) se tedy obvykle piSe pouze
(vq). Obdobné se postupuje i v dalsich veli¢inich jako napfiklad u vektoru posunuti a stfedni (okamzité)
rychlosti (viz déle).

9Na rozdil od své ,stfedni“ sestry, piislusi okamzitd drahova rychlost jedinému okamziku ¢;. Obdobné
i dale.

v °=w1°, (2.12)
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kde v = |v| = |dr/dt| = ds/dt je velikost rychlosti. Tento vztah ziskdme formalné
podélenim vztahu 2.7 malou (diferencialni) ¢asovou zménou. Pomoci rychlosti tak
mizeme (pomoci véty o substituci v integrélu) pfepsat vyjadfeni pro drahu urazenou
¢astic od okamziku t; do okamziku ¢; na (viz vztah 2.6):

tfd
Asif:/ —Sdt /\v|dt /vdt (2.13)
t;

Na stredni skole se obvykle stredni rychlost nazyva rychlosti primeérnou. Divod, proc¢
neni uzivan tento nazev i zde je v tom, ze stfedoskolsky nazev silné navozuje predstavu, ze
se tato rychlost pocita jako aritemticky primeér, coz obecné neni pravda. Naproti tomu se
v celé fyzice pro urcovani stredni hodnoty néjaké veliciny f(t) v casovém intervalu (t;;t)

standardné uziva definice .
1 f
! / F(t)dt
tf - tl tz‘

(f) <

V pripadé rychlosti pak vzhledem platnosti 2.13 bude

vy = —* /t.ffu(t)dt:w’

tr—t;

coz se shoduje s 2.8
V soustavé SI je jakykoliv druh rychlosti obvykle méfen v jednotkach

2.3 Zrychleni

Obdobné k zavedeni rychlosti, kterd nam slouzi k postizeni zmén polohového vektoru
v Case, zavadime dalsi veli¢inu, ktera ndm ,,naoplatku® umoznuje popsat zmény rychlosti
v Case. Takovouto veli¢inu nazyvame zrychleni. K rtzné zavedenym rychlostem existuji
i odpovidajici zrychleni. My se na tomto misté budeme zabyvat pouze zrychlenim odpovi-
dajicimu vektoru okamzité rychlosti.

Zrychleni a je vektorova veli¢ina charakterizujici zménu rychlosti céastice v jednom
konkrétnim okamziku (v nekonecné malém ¢asovém intervalu). Je definovana jako derivace
vektoru rychlosti podle ¢asu, tj.

detdv, o w(t+AL)—v(t) _ . Awv
alt) = ) = fim, At = A A (2.14)
Z vyrazu 2.12 ziskame jeho ¢asovou derivaci vztah
d(vr®) dv dr°
= = — 2.1
L T (2.15)

12



jehoz prvni séitanec budeme interpretovat jako tecné zrychleni a druhy jako zrychleni
normdlové (Castéji oviem jako zrychlent dostredivé). K tomu nés vedou nésledujici divody.

Je ihned vidét, ze prvni ¢len je souCinem derivace jez mé rozmér zrychleni a teéného
jednotkového vektoru — nazev tecné zrychleni pro vektor

a: & (dv/dt)r°

je tedy priléhavy. Velikost tohoto vektoru je urcena zménou velikosti rychlosti. Pohybuje-
li se tedy castice po trajektorii nerovnomeérné, tj. méni-li se velikost jeji rychlosti, je a; # O.
predpokladu, ze jednotkovy teény vektor 7° je funkci drdhové soutadnice,!® tj. ze 7° =
7°(s(t)) a pomoci véty o derivaci sloZené funkce:
dr° dr°ds ,d7°

= _—

at ds dt ° ds

v
pfitom uvazme, ze vyraz d7°/ds vyjadfuje limitni zménu tecného vektoru v zavislosti na
zméné drahové souradnice s. Derivujeme-li nyni rovnost 7° - 7° = 1 podle s, ziskdme

dr°

ds

O .

2T =0 (2.16)
z ¢ehoz po kraceni dvojkou plyne, Ze vektory 7° a d7°/ds jsou na sebe v kazdém okamziku
kolmé. Jednotkovy vektor majici smér a orientaci vektoru d7°/ds ozna¢ime n° a budeme
mu fikat normdalovy jednotkovy vektor (odtud nézev ,normdlové zrychleni). Orientaci
urc¢ime touto tvahou: Protoze pro velmi kratky tisek ds je diferencial tecného jednotkového
vektoru roven rozdilu teénych vektori v jednotlivych tsecich trajektorie, tj. d7° = 7°(s; +
ds) — 7°(s;), je z obr. 2.1 vidét, ze vektor d7°, a tedy i vektor n°, mifi na tu stranu, na
kterou se trajektorie zaktivuje. Miizeme tedy psat

dr°
ds

an = v?

n°. (2.17)

Nyni zjistime ¢emu je rovno |dr°/ds|.
Z obrazkd 2.1 a 2.2 je rovnéz patrné, ze pro infinitezimalni zmény plati
dr° ds
o] _ o ds
|7°] R

(2.18)

kde R je polomér tzv. oskulacni kruznice, coz je nejlépe priléhajici kruznice v daném misté
trajektorie.!! Stied této kruznice samozfejmé lezi na norméle (kolmici) k tecné trajektorie

10Pozor, neplést si drahovou soufadnici s, kterd z definice mtize byt kladnd i zdporna a drahu As resp.
jeji diferencial ds, coZ je veli¢ina vzdy kladna.
1 Prohlaseni, ze R j lomé jlé filéhajici kruzni dané isté trajektorie“ ma svij presny
, je polomér ,nejlépe ptiléhajici kruznice v daném misté trajektorie“ ma svij presny
matematicky vyznam, my se vSak pro jednoduchost smifime s jeho intuitivnim chapanim. Samoziejmé,
pokud se ¢astice pohybuje po kruznici, je tato zaroven kruznici oskulacni.

13



>
Obrazek 2.2: Tecna, normaéla a oskulacni kruznice.
Castice a jednotkovy normélovy vektor tak mifi do stiedu této kruznice (odtud nézev

,dostfedivé“ zrychleni). Protoze vSak plati ds = |ds|, mame koneéné (ztotoziujeme-li
podil diferenciali s derivaci)

dr° 1
= —. 2.19
ds R ( )
Celkem pro dostiedivé zrychleni tak dostavame
2
v
n = —nC. 2.20
a 7" (2.20)

Uvédomme si, Ze zatimco pro vektor tecného zrychleni je diilezita zména velikosti rych-
losti, zrychleni dostiedivé vzniké v disledku zmén sméru rychlosti (tj. zmén jednotkového
vektoru 7°).

V kazdém okamziku pohybu castice tedy miizeme vektor zrychleni a rozlozit na navza-
jem kolmé vektory a; a a,,, pfi¢emz obecné plati

dv v2(t)

a(t) = ay(t) + an(t) = E(t)7'°(t) +

n°(t). (2.21)
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V soustavé SI je jednotkou uzivanou pii méfeni zrychleni

a] = 5.

2.3.1 Pohyb s konstantnim zrychlenim

Pohyby s konstantnim zrychlenim se nékdy nazyvaji rovnomerne promenné pohyby. Pokud

je zrychleni konstantni, budou konstantni i vSechny jeho kartézské soutadnice, tj. je-li

a = azt + a,j + ak, bude
_ do,

A, =

dv, dv,
=Ry, Qy=—F"=~Ky, Q5=

dt S T dt
kde vyrazem r; oznacujeme (a i nadale budeme oznacovat) blize neurcenou konstantu.
Integrujeme-li kazdou slozku zvI4st, méme

— K., (2.22)

tr
Uy = /axdt =a,(t; —t;) aobdobnésy a z. (2.23)
t

Nékdy je vyhodné ,integrovat neurcité“ a vyznam integraéni konstanty (ozn. ') zjistit
z pocatecnich podminek
v;(t) = /ajdt = K} + at, (2.24)

kde index j je roven po fadé z,y a z. Mérime-li od nulového pocatecniho c¢asu, bude
v;(t = 0) = vjo = K. M&-li tedy ¢astice na pocatku méfeni rychlost vo = v, %+ vo,J + ok,
miizeme pro jednotlivé souradnice rychlosti rovnomérné proménného pohybu s konstantnim
zrychlenim psat

Ue(t) = g0+ agt,
’Uy() + (lyt7
v,(t) = v+ ast,

i~
<
—~

~+
~—

nebo kompaktnéji téz
v(t) = vo + at. (2.25)

Casovou zavislost kartézskych soufadnic polohového vektoru r(t) = x(t)i + y(t)j +
z(t)k muzeme obdobné (neuréitou integraci) vypocitat z jiz urcenych slozek rychlosti,
predpokladame-li opét, ze meéreni zacalo v case t = 0, kdy cCéstice méla polohu ry =
Zot + YoJ + 2ok a rychlost v = vo,2 + voyJ + vo.k, tj.

1
I(t) = /(UmO + amt)dt =9+ UmOt + 5%152,

1
y(t) = /(vyo + ay,t)dt = yo + vyt + §ayt2, (2.26)

1
2(t) = / (V20 + a.t)dt = 2o + vaot + §azt2.
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V seviené vektorové formé muzeme psat

1
r(t) = ro + vot + §at2. (2.27)
Podobnym zptisobem lze odvodit analogické rovnice pro drahovou soufadnici a draho-
vou rychlost, a to v pripadé, kdy je konstantni pouze velikost tecného zrychleni:

v(t) = v + ayt, (2.28)

1
s(t) = so + vot + §att2. (2.29)

Znaménko ,+“ nebo ,,—“ zavadime v zavislosti na tom, jestli ¢astice zvysuje nebo snizuje

svoji velikost rychlosti, tj. je-li dv/dt vétsi nebo mensi nez nula. Platnost téchto rovnic
muzeme rozsirit i na samotnou drahu a velikost rychlosti, musime vSak potom mit na
paméti, ze pak jsou uvedené rovnice omezeny nezapornosti drahy a velikosti rychlosti.

Velmi nézornou aplikaci maji vyse uvedené vztahy pii popisu pohybu ¢astic v homo-
gennim tihovém poli ve vakuu (vrhy). Experimentalné se totiz ukazalo (G. Galilei a nasle-
dovnici), Ze miuZeme-li zanedbat odpor vzduchu, padaji vSechna télesa v blizkosti zemského
povrchu s konstantnim zrychlenim g (g ~ 9,8 m/s?).!? ProtoZe trajektorie padajiciho t&-
lesa lezi v jedné roviné, ziskame z 2.27 casové zavislosti soutfadnic polohy a rychlosti pro
obecny piipad sikmého vrhu (viz obr 2.3):

'Uz(t) Vz0,
Uy(t) = Vyo — gl,
z(t) = xo+ vsot,
1
y(t) = yo+ vt — =gt>.

2

Pri vyjadieni velikosti rychlosti a urazené drahy si musime uvédomit, ze i kdyz se
Castice v tthovém poli pohybuje s konstantnim zrychlenim, teénd (a tedy i normadlova)
slozka zrychleni se v jednotlivych bodech jeji trajektorie obecné méni. Nemtzeme proto
v tomto piipadé pouzit rovnice 2.29 a 2.28. Tyto veliciny musime pocitat jako

t

o(t) = Jo2(t) + 2(t), As(t) = /v(t’)dt’. (2.30)
0
2.4 Cyklicky pohyb v roviné (obihani)
Nyni z formalniho hlediska prostudujeme popis cyklickych pohybti v roviné, jejichz speci-

alnim pfipadem je pohyb ¢astice po kruznici (timto typem pohybi se Fyzika zabyva az v
kapitole 11 Rotace). Nejprve se budeme zabyvat vektorovou veli¢inou pfifazenou plose.

12Toto tvrzeni samoziejmé neni pFesné, uz jen proto, ze Zemsé je kulaté a méa-li vektor tihového zrychleni
mifit kamsi ke stfedu Zemé, bude se smér tohoto vektoru misto od mista ménit. Pfesnéjsi by bylo tvrzeni,
7e v dostatetné malém okoli néjakého mista na Zemi (~ 1 km?) se tihové zrychleni téméf nemén.
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V(1) = v ()i +v,(0)]

r(t) = x(0)i + y(t)

Y

Obrézek 2.3: K vrham

A

r(t) x r(t; + dr)

/

Obrazek 2.4: K vektorovému soucinu.

7 vektorového poctu vime, ze umistime-li dva vektory do spolecného pocatku, bude
obsah trojihelniku daného pocatkem a koncovymi body téchto vektorti dan polovinou
velikosti jejich vektorového soucinu. Protoze zkoumanou ¢astici pii jejim pohybu doprovazi
polohovy vektor 7(t),'3 mtzeme pro plochu AP trojihelniku sevieného vektory r(t;) do
r(ty) psat (viz obr. 2.4)

1 1 1
AP = §|r(tz) xr(ty)| = §|r(tl) x r(t; + At)| = §|r(t1) X (r(t; + At) —r(t;))], (2.31)
kde pro zatim vyznamové neprilis ziejmou posledni rovnost byla uzita znama vlastnost
vektorového soucinu — r X r = 0. Pro dostatecné kratké casy dt se bude skutec¢néa plocha
opsana pruvodi¢em stale méné lisit od trojuhelniku vymezeného pocatecnim a koncovym
polohovym vektorem. Zménu vektorové funkce v posledni zavorce pak mtzeme nahradit

137 tohoto diivodu se mu také nékdy Fik4 pravodié.
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diferencialni zménou dr a vztah 2.31 pak muzeme prepsat na

dP(t,) = %’r(ti) X (r(t: + dt) — v(t)) = % r(t;) x dr. (2.32)

Vsimnéme si, ze nyni byly vynechany absolutni hodnoty a prvni uvedend rovnost se
tak vlastné stala definici diferencidlu jisté vektorové veli¢iny. Velikost tohoto diferencialu
souhlasi s (infinitezimalni) velikosti plochy, jeho smér je na tuto plosku kolmy a jeho orien-
tace je dana poloprostorem, ze kterého se tendence obéhu c¢astice kolem pocatku soustavy
soufadnic jevi jako kladn4, tj. mifici proti sméru hodinovych rucicek.

Zajimejme se nyni o stale se opakujici, tzv. cyklicky, pohyb v roviné (napiiklad elektron
pohybujici se po kruznici v magnetickém poli). Céstice samoziejmé miize obihat nerov-
nomeérné a stejné tak nerovnomérné bude nartstat i piislusnd opsané plocha. K postizeni
takovychto zmén zavedeme vektor plosné rychlosti w jako ¢asovou derivaci vektoru plochy
v okamziku ¢;, tj.

dt

1 1
=5 r(t;) x = §r(ti) x v(t;). (2.33)

dt

Tuto veli¢inu si dobfe zapamatujte, protoze vynasobime-li ji dvojnasobkem hmotnosti ¢as-
Plosna rychlost je tedy, aZ na konstantu, rovna momentu hybnosti.!> Nyni se koneénd
vrhnéme na studium pohybu po kruznici.

Existuje spousta fyzikalné vyznamnych tloh, u kterych se pti popisu cyklického pohybu
Castice po uzaviené (rovinné) kiivce viibec nemusime starat o vzdalenost R ¢astice od
jakéhosi stfedu (napf. osy otaceni). Obvykle néas pouze zajima, jakou ¢ast ,,obézného cyklu*
uz méa castice za sebou nebo jak rychle se tento cyklus snazi dokoncit. Déje-1i se pohyb
¢astice napiiklad v roviné xy, jde ndm o thel (a o zmény tohoto tthlu), ktery svird polohovy
vektor ¢astice napf. s osou z. Je-li pohyb cyklicky, ukon¢i ¢astice ,,obéh® pocatku za néjakou
dobu T, tj. za tuto dobu se onen thel zméni o 27. Zajimame-li se pouze o pohyb po
kruznici, je to jednoduché — jeji polomér R se neméni a tak velicinu w charakterizujici
rychlost obih4ani mtiZzeme definovat jako'6

R or
(w) = % == (2.34)

Této velicin€ ze ziejmych divodu fikdme stredni whlovd rychlost a je pouzitelna i v pripadé

1Diivod, pro¢ je definovan pouze diferencial plochy a nikoli vektor plochy jako takovy je v tom, Ze
obecné (nerovinné) ploSe nelze jediny vektor pfitadit. Pokud se ovSem zajiméme pouze o plochy rovinné,
jez jsou ohrani¢ené (rovinnymi) pohyby ¢astic, pfifazujeme jim vektor jehoz velikost bude souhlasit s jejich
velikosti, jeho smér bude k témto plochdm kolmy a orientaci bude mit opét do toho poloprostoru, ze kterého
se bude smér jejitho obihani ¢astici jevit kladnym. Takovy vektor mtzeme nazvat vektor plochy.

5Toto prohlaseni je vSak ponékud zavadéjici, podobné jako prohldseni, ze hybnost je aZ na konstantu
rovna rychlosti. Na druhou stranu je pravda, ze vyznam oné konstanty (hmotnosti) v této definici ocenime
az pri studiu srézek — pfi popisu prostého pohybu nas prakticky nezajima.

16Ptesné v ramci hesla: ,,Chces-li se nééeho ve fyzice & v matematice zbavit, zkus tim podélit.*
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,nekruznicovych® pohybii.!” Z jeji jednotky [w] = s™! je zfejmé, Ze jsme se zavislosti na
jakékoliv vzdalenosti opravdu zbavili. Jenze s timto vysledkem se nemtizeme spokojit —
zaprvé, ve fyzice ve velké vétsiné pripadi davame prednost veli¢indm uréenym v jediném
okamziku, chtéli bychom tedy k definici nové veli¢iny uzit okamzité rychlosti, a zadruhé,
rychlost je obecné vektor, nedala by se tedy tthlova rychlost rovnéz definovat jako vektorova
velicina? Ukazuje se, ze takovou veli¢inu zavést miizeme.

Protoze stfedni tthlova rychlost byla ve svém dtsledku definovana jako podil thlu A
urazeného béhem néjakého casového intervalu o velikosti At, tj.

dof D9
) & 22, (235)

bude se jisté logickou definici velikosti okamzité whlove rychlosti w jevit vztah

def . A‘P _ ng

AN A T (2:30)
Nyni pristupme k tplné definici. Jiz na zacatku tohoto ¢lanku jsme si ukazali, ze Castici
obihajici v roviné kolem pocatku soutadnicové soustavy lze priradit vektor — konkrétné
vektor kolmy na plochu, kterou opsal jeji polohovy vektor. Rychlost s jakou se méni opsana
plocha byla rovnéz charakterizovana vektorem — plosnou rychlosti w. Snad lze alespon
matné vytusit, ze by mohla existovat néjaka souvislost mezi definici tthlové rychlosti a w.
Pokusme se takovou souvislost najit. Jak lze vidét z obr. 2.5, thel dp mezi r(t) a r(t + dt)
lze nalézt takto:

r(t +dr)

r(1)

Obrazek 2.5: K souvislosti plosné a tihlové rychlosti.

Cdsfr(t+d) - o)
do=7 (0]

(2.37)

1"Pokud vam ony ,ziejmé divody“ nepiipadaji zase az tak ziejmé, vézte, Ze veli¢ina 27 R je celkova
drédha urazend za celkovy ¢as ob&hu T, tedy pomér 2rR/T je stfedni dradhové rychlost pfi jednom obg&hu.
Privlastek ,,ihlova“ pochézi z toho, Ze w je urcena tim, jaky thel za sekundu ¢astice ve svém priméru
kolem pocatku urazi — je to pravé tolik radiantd, aby za T sekund uskutecnila cely obéh, tj. 27 radianu.
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Protoze mtzeme psat » = rr° a v = vv°, bude

1 1 d 1 .,d
w=—rv(r®xv°) == T—S(’l"o X v°) = —r2£(r° x v°).18 (2.38)
2 2 dt
Vidime, %e plo$né rychlost mé aZ na r?/2 stejnou velikost jako tithlova rychlost. Budeme-li
tedy tthlovou rychlost definovat jako

. 2
W IXY _ 2, (2.39)

bude mit smér a orientaci stejnou jako jiz zavedena plosna rychlost a pozadovanou velikost
de/dt. Takto zavedena tihlova rychlost tedy spliiuje vSechny intuitivni pfedpoklady na ni
kladené. Prozkoumejme to na jednoduchém prikladé.

Zajimame-li se pouze o pohyb (ne nutné rovnomérny) ¢astice po kruznici, volime ob-
vykle pocatek O soufadnicové soustavy ve stfedu kruznice. Oznac¢ime-li polomér kruznice
R jak je obvyklé, oznacme R polohovy vektor castice pohybujici se po kruznici. Potom
thlova rychlost bude
_ Rxw

R2
a protoze pii tomto druhu obihani je vzdy rychlost v kolmé na polohovy vektor R (mé
vzdy smér teény k trajektorii), bude velikost thlové rychlosti se zbylymi veli¢inami svéazana
¢asto uzivanym vztahem

w (2.40)

w=z. (2.41)

Vektorovym vynasobenim rovnice 2.40 zprava vektorem R, uzitim dutlezité vektorové iden-
tity
ax(bxc)=bla-c)—cla-b)* (2.42)

a uvazenim, ze v naSem pripadé je v - R = 0, ziskdme prehledny vztah
v=wx R. (2.43)

Modifikace tohoto vztahu se casto uziva pri popisu pohybu tuhych téles ve tvaru

d
—R=wxR, 2.44
p” (2.44)
pri vysetfovani pohybu ¢astic v tzv. neinercialnich soustavach.

Vektor wuhloveho zrychleni € zavadime v iplné analogii s vektorem ,,obyc¢ejného® zrych-

leni — ¢asovou derivaci vztahu 2.39:
d_ef dw

= - (2.45)

18Bylo opét uzito zAmeény derivace a podilu diferenciald.
19Platnost této identity lze ovéfit napiiklad rozepsanim zadastnénych vektortt do kartézskych soufadnic.
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Pro pohyb po kruznici (R = RR° = Ryp) plati (viz 2.18)

d dds d d_go_Rd2<,0

—V=——=— —_— 2.4
at’ T ardt  ar dt de?’ (2.46)
coz vzhledem k tomu, ze R 1| n° dava (viz téz vztah 2.21)
d ([Rxwv Rxa dvRxTt° d%p
= — = = — = R° °). 2.47
€ dt( R ) R dt R apz B xT) (2.47)

Pfi pohybu po kruZnici mé tedy ihlové zrychleni stejny smér jako tithlova rychlost (kolmo
na rovinu kruznice), jeho velikost je v souladu s intuici rovna d%p/dt? a orientace je dana
tim, jestli ithlova rychlost roste (kladnd), nebo klesa (zaporn4).?°

Vsimnéme si na zavér, ze jak vektor plosné rychlosti, tak vektory thlové rychlosti a
thlového zrychleni zavisi, na rozdil od rychlosti ¢i zrychleni, na volbé pocatku soustavy
soufadnic. Nejsou to tedy vektory v pravém slova smyslu, tj. nejsou to objekty zcela neza-
vislé na souradnicové soustave.

2.5 Klasifikace pohybtu

Dobfe si promyslete nésledujici tabulku, kde index 0 zna¢i konstantnost (ale nenulovost)
dané veli¢iny, index ,i“ hodnotu na poc¢atku v ¢ase t = 0 (poc¢atecni hodnota) a vyraz (t)
obecnou zavislost veli¢iny u niz stoji na case. V nize uvedenych vztazich znac¢i s drahovou
soufadnici (tj. nikoli drahu) a v velikost rychlosti, tj. veli¢inu |v|.

H pohyb s | v [ ] a | an |
rovnomérny primocary s + vot Vo TS 0 0
rovnomeérny kiivocary S; & vot Vo T(t) | 0 | an(t)

rovnomérny po kruzZnici 85 &= vot Vo T°(t) 0 ano
rovnomérné proménny prim. | s; £ vt + % apt? | v £ ayt TS aso 0

rovnomérné proménny Kkriv. | s; vt + % al® | v apt | TO(t) | an | an(t)
nerovnomérny primocary s(t) v(t) s | at)| O
nerovnomérny k¥ivocary s(t) v(t) TO(t) | ag(t) | an(t)

20Pro thlovou rychlost ¢astice pohybujici se po kruznici lze ze vztahu 2.40 analogicky odvodit w =
(de/dt)(R° x T°).
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Kapitola 3

Predvidani budoucnosti aneb
Newtonovy zakony

Cile

1. Umét nazorné vysvétlit pojmy: interakce, volna ¢éastice, inercidlni vztazna soustava,
laboratorni a Galileiova vztazna soustava, setrvacnost.

2. Znat vztah setrvacnosti a hmotnosti.
3. Umét vysvétlit 1. Newtontiv zékon.
4. 7Znat vyznam zavedeni sily jako popisu interakce.
5. Zmat vyznam pojmi: tihova sila, normalova sila, tieci sila a tahova sila.
6. Umét formulovat 2. Newtontv zakon (obecné i na konkrétnich prikladech)
7. Umét 2. Newtoniv zadkon aplikovat v praxi (resp. pfi zadani skolskych tloh).
8. Znat fyzikalni vyznam 3. Newtonova zakona.
9. Znat vlastnosti sil tfeni a dalsich odporovych sil.
10. Védeét co je to tekutina a co mezni rychlost.
11. Umét vyuzivat vztahu pro dostiedivé zrychleni v pfipadech, kdy se té€leso pohybuje
po kruznici (pozor, nepouzivejte pojmu ,dostiediva sila“).
Pokyny
1. Prostudujte kapitolu 5 Sila a pohyb I.

2. Prostudujte kapitolu 6 Sila a pohyb II.
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3. Prostudujte dodatky k tomuto tématu.
Kontroly

1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

2. Reste tlohy: k odst. 5.3 — 3U; k odst. 5.5 — 6C, 8C, 10U; k odst. 5.6 — 14C,
18C; k odst. 5.8 — 23C, 27C, 29C, 33C, 39U, 41U, 420U, 43U, 470, 49U, 520%*,
530%*, 54U0*, 60U, 61U, 65U, 66U*, 67U, 70U*; k odst. 6.2 — 5C*, 6C*, 7C, 11C,
16U, 170, 19U0*, 25U, 270, 32U, 38U, 41U, 43U*; k odst. 6.3 — 46C; k odst. 6.4
— 49C, 53C, 55C, 56C*, 58C*, 59U, 63U, 65U, 68U, 71U, 72U*.

3. Reste tilohy pro pocitac*.

Dodatky

3.1 Poznamky k Newtonovym zakoniim

Pfi studiu dynamiky se zabyvame pri¢inami mechanického pohybu. Na rozdil od kinema-
tiky, kde jsme se snazili popsat, jak se néco hybe, dynamika poméaha popsat i to proc se
néco hybe.

Jak jiz bylo uvedeno v predchozich Dodatcich, musime popis pohybu ¢astic i téles vzdy
vztahovat vzhledem k jinym objektim, tzv. vztaZnym télesum. Piiradime-li ke vztaznému
télesu soustavu soufadnic a dohodneme-li se na zptsobu méfeni ¢asu, dostavame vztaznou
soustavu. Prvni Newtontv zakon tvrdi, Ze existuje tfida vztaznych soustav — tzv. inerci-
alnich vztaznijch soustav — ve kterych je popis pohybu volnych ¢astic zvlast jednoduchy:
Castice se vic¢i nim bud nachézeji v klidu nebo v rovnomérném pfimocarém pohybu. New-
ton timto zakonem sdéluje, pro jaké soufadnicové soustavy bude platit jeho druhy zakon
(zdkon pohybu). Druhy pohybovy zdkon tedy neplati ve vSech vztaznych soustavach, ale
jen v téch inercialnich. Tteti Newtontv zakon se jiz netyka samotného pohybu, ale popisuje
vlastnosti sil (interakce).

Pti vyslovovani druhého Newtonova zakona je vhodné popisovat vztah

a=_, (3.1)
a to napftiklad takto: Je-li ¢astice o konstantni hmotnosti m podrobena silam ptisobicich
téles a poli, jejichz vyslednice je F', bude se pohybovat se zrychlenim a ve sméru F'.
Vzhledem k tomu, ze je vzdy m > 0, maji tyto vektory stejny smér a jsou stejné orientovany.
Velikost zrychleni |a| je pfimo tmérné velikosti vyslednice sil | F|, pti konstantni sile bude
velikost zrychleni ¢astice tim vétsi, ¢im mensi bude jeji hmotnost.

Setrvacnost je vlastnost téles, ktera vyjadruje jejich odpor ke zméné své rychlosti —
pusobi-li na volné téleso v inercidlni vztazné soustavé konstantni sila, bude ,htfe” ménit
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velikost ¢i smér rychlosti to téleso, které ma vetsi setrvacnost nez téleso, které ji ma mensi.
Mirou setrvac¢nosti télesa je jeho hmotnost.! Cim ma téleso vétsi setrvacnost, tim ma i vétsi
hmotnost a naopak, télesa s malou hmotnosti maji malou setrvac¢nost, tj. snadnéji méni
svoji rychlost. Setrvacnost téles je tedy vlastnost, ktera rika, ze k tomu abychom zménili
rychlost né&jakého télesa byt jen o maly kousek, potiebujeme ptisobeni sily, kterd musi byt
tim vétsi, ¢im ma téleso vétsi setrvacnost a tedy i hmotnost. Nazorné lze vysSe uvedené
ilustrovat na takovémto prikladu: necht jsou do vesmirného prostoru stejnou rychlosti vr-
Zzeny tenisovy micek a medicinbal. Pokud na télesa nezac¢ne ptisobit néjaka sila, budou
se pohybovat dal po pfimce az do nekonecna (je-li vesmir nekonecny:-)). Tento stav se
zméni jediné tehdy, kdyz se dostanou do néjakého silového pole nebo kdyz na néco narazi.
Udefime-li stejnym zpusobem baseballovou palkou do micku i do medicinbalu, zméni se
rychlost mic¢ku daleko podstatnéji nez rychlost medicinbalu.?

3.2 Reseni pohybovych rovnic

Jedna z nejdtlezitéjsich tloh mechaniky vybudované na Newtonovych zakonech zni: Jaké
pohyby vykonavd mechanickd soustava (nebo jeji ¢ast), zndme-li hmotnosti pfislusnych
casti soustavy a vime-li jak na sebe tyto c¢asti ptisobi a jak na soustavu ptisobi okoli. Pri-
mocary postup je tento: Zvolime si vztaznou soustavu (s vhodnou volbou soufadnicového
systému) a v ni vyjadiime vSechny duleZité pusobici sily, pocateéni polohy a rychlosti ¢asti
soustavy. Ze znalosti sil a hmotnosti nam druhy Newtontv zakon umozni sestavit soustavu
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu (pohybové rovnice mechanické soustavy).
Vyresenim takovéto tlohy obvykle médme na mysli nalezeni feSeni téchto rovnic za danych
pocate¢nich podminek. V zasadé zndme dvé metody hledani feseni: bud pomoci exaktnich
metod matematické analyzy nebo pomoci numerické matematiky (nejcastéji za pomoci
pocitace)??

!Takto ,definovana® hmotnost byva pfesnéji nazyvana setrvacnou hmotnosti, na rozliseni od tzv. gra-
vitaéni hmotnosti, na které zavisi velikost gravitaéni sily na téleso ptisobici. Tyto hmotnosti si jsou z
neznamych dtivodi pfimo timérné, resp. ve vhodnych jednotkdch (kilogramech) jsou vyjadfeny stejnou
¢iselnou hodnotou. Hluboka souvislost mezi setrvacnosti a gravitaci, ktera se projevuje i v rovnosti setr-
vaéné a gravitaéni hmotnosti, poslouzila Albertu Einsteinovi k doposud nejlepsimu popisu gravita¢niho
pusobeni. Tento popis byl nazvan obecnd teorie relativity.

2Mov d/ ~ . b ~_ 7 1 . k /. h ’ hl d v . /. h“ ~ h 1 . 7 ..

uze se zdat, ze je zbytecne mluvit o takovych ,na prvni pohled zrejmych® vécech, ale je nutné si je
byt nemusi.

3Mezi témito obory oviem existuje silné prolnuti.
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Kapitola 4

Prace, vykon, energie

Cile

10.

11.

12.

13.

. Znat definici mechanické prace (obecnou i pro specidlni ptipady) a kinetické energie

(a jejiho omezeni).

. Umét uzivat vztahu mezi praci a kinetickou energii k feseni tloh.

Umét na konkrétnim piikladé vysvétlit pojem sila pruznosti a umeét spocitat praci
této sily.

Umeét definovat vykon jako fyzikalni veli¢inu.

Umét vysvétlit princip invariance.

. Védeét, jaky je rozdil mezi silami konzervativnimi a silami nekonzervativnimi.

Znét vlastnosti potencialni energie (zejména jeji souvislost s praci konzervativnich sil
a vyznam referen¢niho bodu) a nékteré jeji druhy.

. Védét co je to izolovana soustava.

Zmat vyznam zakona zachovani mechanické energie a jeho omezeni a umét jej vyuzivat
pri feSeni tuloh.

Znat vlastnosti kiivky potencialni energie (jeji ptivod, body obratu, souvislost s rov-
novaznymi polohami).

Znat vyznam pojmu redukovand hmotnost.

Umét uzivat zdkona zachovani celkové energie v izolovanych soustavach v konkrétnich
ulohéach.

Znat zobecnénou definici vykonu.
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14. Znat vyznam rovnice F = mc? a v&dét, co je to kvantovani energie.

Pokyny
1. Prostudujte kapitolu 7 Prace a kineticka energie.
2. Prostudujte kapitolu 8 Potencialni energie a zakon zachovani energie.

3. Prostudujte dodatky k tomuto tématu.

Kontroly

1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

2. Reste tlohy: k odst. 7.1 — 3C*, 4C*, 5C, 6U*, 70, 8U*; k odst. 7.3 — 9C, 12C,
15C, 17U; k odst. 7.4 — 20C*, 21C, 23C, 26U; k odst. 7.5 — 27C, 29U, 31U, 33U,
34U: k odst. 7.6 — 35C, 38U, 40U; k odst. 7.7 — 43C, 44C, 46U*, 470, 49U, 510U;
k odst. 7.8 — 52C, 53C; k odst. 8.3 — 3C, 5C, 6C, 7U, 10U, 11U; k odst. 8.4 —
12C, 14C, 15C, 16C, 21U, 23U, 26U, 33U, 36U, 370*, 38U, 39U, 40U, 410, 44U*,
45U%*; k odst. 8.5 — 47U, 48U, 49U; k odst. 8.6 — 51C, 55U; k odst. 8.7 — 58C,
62C*, 63C, 64C*, 67C, 71U, 740, 76U, 79U, 82U*, 85U; k odst. 8.8 — 90C*, 91C*,
93U, 95U; k odst. 8.9 — 97C.

3. Reste tlohy pro pocitac*.

Dodatky

4.1 K mechanické energii a jejim slozkam

Uvedeme si formalni odvozeni zdkona zachovani mechanické energie z druhého Newtonova
zédkona.! Pfedpokladejme, Ze na ¢astici o konstantni hmotnosti m ptisobi dva druhy sil —
konzervativni, jejichz vyslednici oznac¢ime F¥ a nekonzervativn, jejichz vyslednici ozna-
¢ime F'™. Prace konzervativnich sil po jakékoliv uzaviené ktivce je nulova, tj. pro vSechny
uzaviené kiivky I', po kterych se ¢astice mtze pohybovat, plati

%Fk ~dr = %F’“ cos pdr = ?{ (Frde + Ffdy + Fldz) = 0. (4.1)
r r r
Mutizeme si ovSem ovéfit, ze bude-li existovat skalarni funkce polohového vektoru E,(r) ta-
kova, ze jeji derivaci podle jednotlivych kartézskych souradnic ziskame piislusné soutradnice
vektoru F*, bude vzdy platit 4.1. Podivejme se na to proc.

'Pokud se vam bude zdat niZe uvedené odvozeni ponékud naroéné, zkuste si jej nejprve prepsat pro
pohyb ¢astice po pfimce (jedna soufadnice).
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Za predpokladu, ze je

OF OF OF
Fr=Ffi+F'j4+Frp=—-""24_ P25 _ " Pk 4.2
w4+ Eyg+ TR A (4.2)

tj. je

oF, OFE, OF
FkaFk — D. D, p 2
(s y? 2) (8x’8y’82>’

tak z 4.1 mame pro praci vyslednice konzervativnich sil po libovolné ktivce I'

0E, 0E, 0E, 7{
7{(83: dz + a9y dy + o dz) Fd » =0 (4.3)

Dokazali jsme tedy, ze jestlize plati 4.2, plati i pro vSechny trajektorie I' castice vztah 4.1.
Lze ukazat i obracené, je-li integral sily po kazdé uzaviené trajektorii roven nule, je sila
vyjadritelna pomoci parcidlnich derivaci typu 4.2 néjaké skalarni funkce. V piipadé kon-
zervativnich sil takovou skalarni funkei E,(r) nazyvame potencialni energii.

Zavedeme-li si pro uspotfadanou trojici prostorovych parcialnich derivaci oznaceni V,
miizeme pro konzervativni sily formalné psat

Fk = _VE, (4.4)

coZ pro nas zatim nebude nic jiného nez zjednodusujici formalni piepis vztahu 4.2.4 Dife-
rencialni zménu potencialni energie tak nakonec definujeme vztahem

dE, € —F* . dr. (4.5)

Je nutné zdaraznit, ze tato rovnice nedefinuje samotnou potencialni energii, ale pouze
jeji zménu. O samotné hodnoté potencidlni energie se jesté zminime.

Nasobime-li nyni druhy Newtoniv zakon skalarné malym vektorem posunuti (diferen-
cidlem) dr, ziskdme vztah

d
md—"t’ -dr = —VE,-dr + F™ - dr. (4.6)

2K na prvni{ pohled nepfirozenému zavedeni znaménka ,—“ v definici veli¢iny E,, se jesté vratime.

3V jednorozmérném piipadé je uréity integral z konstantni funkce rovné jedné je dan rozdilem krajnich

mezi, tj.
@y
/ dr =2y — x5,
.

k2

proto je integral z konstantni funkce po uzaviené kfivce vzdy roven nule.

4Ve skutecnosti je vyznam symbolu V, kterému fikdme nabla, hlubsi nez pouze jako oznaceni uspo-

w2 . . , . . 9.0. 0 .y . . . , .
fadané trojice prostorovych derivaci (%, By g). Lze totiz ukazat, ze V ma vektorovy charakter, tj.

zapusobime-li jim na skalarni funkci, ziskdme vektor a tedy vztahy zapsané pomoci V plati ve vSech sou-
stavach soufadnic (nejen kartézskych). Pfi studiu fyziky se s nim setkdvame velmi ¢asto a pfi popsaném
pusobeni V na skalarni funkci fikdme, Ze délame jeji gradient. Vice se o vyznamu této operace dovite
v druhém semestru v pfednésce o elektfiné a magnetismu.
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Uvazme nyni, ze plati vztah

d(v - v) dv
— Q% - — 4.
dt vt (4.7)
tj. mizeme psat
1 1
v-dv = éd(v V) = §d(02). (4.8)

Nachazi-li se ¢astice pti svém pohybu po trajektorii I' nejprve v misté urceném polo-
hovym vektorem r; s rychlosti v; a hodnotou potencialni energie E,(r1) = E,; a poté
dospéje do mista 7y, pricemz jeji rychlost je nyni v, a potencidlni energie E,, ziskdme
integraci vztahu 4.6 od r; do r3 po néjaké kiivce I'

rfdv vr 1 vf Tf Tf
m/ E-dfr = m v~dv—§m/ d(’l}2)——/ VEp-dr+/ F™ . dr =

Epe TF
- —/ dEp+/ F™ - dr. (4.9)

Ep
Definujeme-li nyni dalsi veli¢inu Ej(v) L /2, nazyvanou kineticka energie, bude
vt 1 1 e
m/ d(v?) = §mvf2 - émv? © B — B (4.10)
Oznac¢me W™ praci nekonzervativnich sil po tseku trajektorie I' od r; do 7¢, tj.
e
W = / F" . dr, (4.11)
pak, protoze pro veli¢inu £, plati
Epe
— / dE, = E,; — Ejy, (4.12)
Ep

dostavame z 4.9 po pferovnani hledany vztah
(Ekf + Epf) — (Eki + Epi) =Ww". (413)

Velicinu E,, ¥ B, + E, nazyvame (celkova) mechanicka energie a vyraz 4.13
muzeme piepsat na
B — Epi = AE,, = W™, (4.14)

Tento vztah nam f1ika, Ze zména mechanické energie c¢astice pohybujici se po kiivce I' je
rovna praci vykonané vyslednici nekonzervativnich sil (resp. souc¢tu praci kazdé nekonzer-
vativni sily zv1ast).

Nyni jiz koneéné muZeme piistoupit k zakonu zachovani mechanické energie.
Neptisobi-li na c¢astici zadné nekonzervativni sily, je zména jeji mechanické energie nu-
lova, coz miizeme vyjadrit i tak, ze soucet kinetické a potencialni energie ptirazené castici
v jednom okamziku ztustava béhem celého jejiho pohybu konstantni, tj.

Eyp+ E, = Epp. (4.15)
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Vratme se jesté k definici potencialni energie. Jak jiz bylo uvedeno, definiéni vztah 4.5
neurcuje potencialni energii jednoznacné, jenom jeji zménu. Svymi piistroji jsme ovSem
schopni zaregistrovat (méfit) pouze sily, a tedy jen zmény potencidlni energie. Ve vybéru
skaly potencialni energie tak existuje jista liboviile. P¥imé zavadéni hodnot potencidlni
energie (tedy nikoli jen jejich zmén) se obvykle déje nasledujicim zptsobem. Zvolime si
néjaké misto ¢ (Casto je to nekonecno, ale napiiklad v piipadé tihovych sil je obvyklejsi
volbou zemsky povrch) a tomu definitoricky ptifadime nulovou hodnotu potenciélni energie,
tj. E,(r¢) = Eys = 0. Protoze, jak jsme jiz ukazali, plati

rf
/ F¥.dr = B, — Ey (4.16)

je potencialni energie E,; = E,(r;) v libovolném misté r; rovna praci, kterou vykonaji
konzervativni sily pii pfesunu ¢astice z tohoto mista do mista r¢ nulového potencidlu. Za
tohoto predpokladu miizeme definovat potencialni energii ¢astice v misté rq, na niz puisobi
konzervativni sily F* jako

def 't k
Eyr) % [ F*.dr (4.17)

Dtvod, pro¢ se v defini¢nim vztahu pro zménu potencialni energie 4.5 zavadi ,—“ je
ziejmé v tom, abychom mohli zapisovat mechanickou energii jako soucet, nikoliv jako rozdil
kinetické a potencialni energie, tedy aby se nam v pripadé ptisobeni pouze konzervativnich
sil zachovédvala veli¢ina Fj, + E, a nikoliv veli¢ina Ej, — E,.5 Vybér znaménka neméa vliv na
fyzikalni predpovédi pribéhu prirodnich déja.

Vyse jsme z Newtonovy pohybové rovnice formalné odvodili, zZe pfi mechanickych pohy-
bech soustavy, ve které nepiisobi nekonzervativni sily, se soucet ,nové“ definovanych veli¢in
E) a E, zachovava. PlestozZe, jak je znamo, se mechanicka energie vzdy nezachovava (tato
moznost je zahrnuta v pusobeni nekonzervativnich sil), dalsi vyvoj fyzikalniho poznavani
ukazal, ze ve vSech dosud fyzikou zkoumanych procesech umime najit veli¢inu, jejiz roz-
mér je stejny jako rozmér Fj, a E, a kterou kdyz pfi¢teme k jiz znAmym formam energie,
bude se nam vysledek pfi vyvoji fyzikalnich soustav opét zachovavat. Zatimco tedy novo-
doba fyzika byla nucena pohybové rovnice prirodnich objektt znacné prehodnotit, zakon
zachovani energie tvori stale jeji pevny pilif.

Pokud jde o povahu této vpravdé zazracné veliciny, vlastné prakticky nevime co to
energie je. To ¢im jsme si zatim jisti je, Ze pokud se nam soucet jejich znamych druhi
nezachovava, musime najit bud jiny druh (coz je méné ¢asté) a nebo jsme néco prehlédli
(coz je Castéjsi :-)). Prikladem za vSechny je tento pfibéh: experimentalné bylo zjisténo, ze
neutron je mimo atomové jadro nestabilni ¢astici a rozpada se. Jenze at se mérilo jak se
méfilo, stale nebyl soucet znadmych druhti energie spojenych s neutronem pied rozpadem
roven souctu znamych druhi energie spojenych s produkty rozpadu. Vypadalo to, jako
kdyby se energie nékam pri rozpadu ztracela a tedy ze zakon zachovani energie v mikrosvété

STato veli¢ina m4 také sviij vyznam (a ne maly), setkime se s ni ve vyssich partiich mechaniky v sou-
vislosti s tzv. principem nejmensi akce a v kvantové mechanice formulované ptes svéto¢ary (prostoroc¢asové
trajektorie).
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je porusen. Znamy fyzik Wolfgang Pauli (vylucovaci princip) pfisel s tim, Ze by se celd
koncepce energie dala zachranit, pokud by k jiz znAmym rozpadovym produktiim neutronu
existoval jesté jeden, ktery by chybéjici energii (a hybnost) odnésel. Pritom by vSak tento
produkt musel byt natolik pronikavy, Ze by jej sebelepsi detekéni zarizeni té doby nemohlo
zaregistrovat. Tuto zprvu ponékud umélou ad hoc hypotézu se po vice nez dvaceti letech
podafrilo pfimo experimentalné ovérit — byla dokazana existence nesmirné malo interagujici
(ale pfesto velmi dulezité) castice, kterd byla nazvana neutrino (italsky maly neutronek).
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Kapitola 5

Soustava hmotnych bodi, tuhé téleso
a kontinuum

5.1 Tézisté a hybnost

Cile

2. Znat definici hybnosti ¢astice a hybnosti soustavy ¢astic (klasicky i relativisticky) a
umét zapsat 2. Newtonliv zakon pomoci zmény hybnosti.

3. Umét vysvétlit vyznam véty o hybnosti soustavy ¢astic (prvni impulzové véty).

4. Znéat formulaci zdkona zachovani hybnosti (+ podminky jeho platnosti) a umét s nim
zachazet pri reSeni tloh.

5. Umét popsat pohyb soustavy s proménnou hmotnosti.

6. Umét popsat pohyb konany v disledku zmén vnitini energie soustavy zavedenim
vnéjsich hybnych sil.

Pokyny

1. Prostudujte kapitolu 9 Soustavy c¢astic.

Kontroly

1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.
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2.

3.

Reste tlohy: k odst. 9.2 — 1C*, 2C*, 3C, 5C, 6U, 8U, 11U*; k odst. 9.3 — 15C,
16C*, 19U, 20U0*, 21U, 22U; k odst. 9.5 — 27C, 29U, 31U, 33U*; k odst. 9.6 —
36C, 39U, 40U*, 41C, 44U, 45U, 47U; k odst. 9.7 — 51C, 57U; k odst. 9.8 —59C*
63C, 66C*, 67C, 69C, 73U, 74U.

Reste tlohy pro poéitac*.

5.2 Srazky

Cile
1.

Znat vztah mezi zménou hybnosti a impulzem sily a umét jej aktivné pouzivat pri
feseni uloh.

2. Umét obecné matematicky popsat pruznou piimou srazku a z vyrazu takto ziskanych
umét odvodit specialni pripady.

3. Znat zakonitosti nepruznych srazek a umeét je vyuzivat v konkrétnich tlohach

4. Védét jak se pri srazkach pohybuje tézisté soustavy.

5. Umét vyse ziskané dovednosti aplikovat na sikmé srazky.

Pokyny

1. Prostudujte kapitolu 10 Srazky.

2. Prostudujte dodatky k témto tématim.

Kontroly

1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

2. Reste ulohy: k odst. 10.2 — 5C, 6C*, 7C, 10C*, 11C, 13U, 16U, 170, 19U, 23U,
26U, 270%; k odst. 10.3 — 31C, 32C*, 35U, 370, 39U; k odst. 10.4 — 40C*, 41C,
44C, 470, 49U, 51U, 570; k odst. 10.5 — 61C, 67U, 69U, 710, 72U*; k odst. 10.6
— 75C, 76U*, 770.

3. Reste ulohy pro poéitac*.
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5.3

Cile
1.

2.

10.
11.

12.
13.
14.

15.

Rotacni pohyb

Umét vysveétlit rozdil mezi posuvnym a otacivym pohybem.

Umét definovat veli¢iny: thlova draha (poloha), otoceni, thlova rychlost a thlové
zrychleni.

. Védét proc konecné velké otoceni nemtizeme popsat jako vektorovou veli¢inu.

Umét porovnat vztahy platné pro posuvny pohyb s konstantnim zrychlenim a pro
otacivy pohyb s konstantnim thlovym zrychlenim.

Ovladat vztahy mezi obvodovymi a thlovymi veli¢inami.
Znat vztah mezi te¢nym a normalovym zrychlenim.

Umét zavést kinetickou energii télesa pii otacivém pohybu.

. Umét vypocitat momenty setrvacnosti nejjednodussich téles (prstenec, vélec, ty¢,

deska) a umét uzivat Steinerovu vétu.
Zmnat vlastnosti momentu sily.
Umét vysvétlit vyznam véty o momentu hybnosti (2. impulzové véty).

Umét vyjadrit kinetickou energii, praci a vykon pii otac¢ivém pohybu pomoci thlovych
veli¢in.

Umeét fyzikalné popsat valeni téles po podlozce.
Umét zavést moment hybnosti a umét odvodit a aplikovat vétu o momentu hybnosti.
Umét odvodit zdkon zachovani momentu hybnosti a znat jeho disledky.

Védét co znamend, Ze je moment hybnosti kvantovany.

Pokyny

1.
2.

3.

Prostudujte kapitolu 11 Rotace.
Prostudujte kapitolu 12 Valeni, moment sily a moment hybnosti.

Prostudujte Dodatky k témto tématim.

Kontroly
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1.

3.

Poctivé projdéte vSechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

Reste tlohy: k odst. 11.2 — 1C, 3C*, 4C*, 5C, 7U, 10U; k odst. 11.4 — 15C,
17C, 210, 23U; k odst. 11.5 — 25C, 31C, 34C, 35U, 38U*, 39U, 40U*, 43U, 44U*;
k odst. 11.6 — 46U; k odst. 11.7 — 48C*, 51C, 52C*, 54U*, 55U, 570, 58U*,
59U*: k odst. 11.8 — 61C, 63U; k odst. 11.9 — 67C, 70U*, 74U, 75U, 76U:;
k odst. 11.10 — 77C, 79U, 81U*, 85U, 87U*, 89U; k odst. 12.1 — 5C, 7C, 12U,
130, 15U, 16U*; k odst. 12.2 — 17C; k odst. 12.3 — 19C*, 20C*, 23U; k odst.
12.4 — 29C, 31C, 32U*, 33U, 35U*; k odst. 12.5 — 36C, 37C, 41U; k odst. 12.7
— 43C, 45C, 48U*, 49U*: k odst. 12.8 — 50C*, 51C, 55C*, 57C, 59U, 61U, 65U,
68U*, 69U*: k odst. 12.9 — 71C, 78C.

Reste tlohy pro poéitac* a projdéte problémovou tlohu*.

5.4 Rovnovaha téles a zaklady mechaniky kontinua

Cile
1.

AT B

Védét za jakych okolnosti se téleso nachazi v rovnovaze, resp. statické rovnovaze.
Védeét co jsou netplné uréené soustavy.
Umét popsat a vysvétlit kiivku napéti-deformace.

Umét matematicky popsat linearni ¢ast vztahu napéti a deformace pro tah, tlak,
smyk a vSestranny tlak.

Pokyny

1.
2.

Prostudujte kapitolu 13 Rovnovaha a pruznost.

Prostudujte Dodatky k témto témattim.

Kontroly

1.

Poctivé projdéte vSechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

Reste tlohy: k odst. 13.4 — 1C, 2C*, 3C*, 5C, 6C, 9C, 13.C, 15C, 16C, 17C, 18C*,

190, 21U, 24U*, 250, 270, 290, 31U, 370, 39U*, 41U, 430, 45U%*; k odst. 13.6 —
49C, 51C, 52U*, 530, 54U, 55U, 56U*.

Dodatky
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5.4.1 Elementarni ivod k popisu mechaniky kontinua

Uéelem tohoto dodatku je zobecnéni tivah ze sekce 13.6 ve Fyzice a prvni seznameni s
tenzorovymi veli¢inami. Vyklad je veden pfevazné podle [2].

Uvod

Dnes jiz vime, Ze struktura hmoty je zrnitd (diskrétni), tj. zddnou latku nelze délit na
libovolné malé kousky tak, aby si zachovala své zdkladni vyznacné vlastnosti. Nicméné
se ukazuje, ze v jistém okruhu problému je vyhodnéjsi studovat latku bez ohledu na jeji
atomarni povahu. Casto totiZz pro makroskopicky popis pohybu plynfi, kapalin, ¢ pro popis
deformaci pevnych latek postaci uvazovat o latkach jako o spojitém prostiedi, tzv. kontinuu.
P1i zkoumani vlastnosti kontinua jako modelu télesa, latky ¢i plynu predpokladame, ze jej
muzeme rozdélit na soubor malych (infinitezimalnich) objemu (,¢astic*), které v daném
okamziku spojité vyplnuji oblast danou zkoumanou latkou. Rychlosti téchto ,,castic” se bod
od bodu spojité méni a nelze je ztotoznit s divoce vibrujicimi ¢i chaoticky se pohybujicimi
skuteénymi atomy ¢i molekulami zkoumané latky. Rychlost takovychto fiktivnich ,¢astic“
kontinua je dana stfedni rychlosti molekul v daném infinitezimalnim objemu.

Obor fyziky zabyvajici se mechanickymi vlastnostmi spojitych latkovych prostiedi se
nazyva mechanika kontinua, pficemz ta se jesté dale déli na mechaniku tekutin (kapaliny,
plyny) a reologii (mechanika deformovatelnych téles).

Deformace kontinua

Nyni se budeme snazit matematicky popsat zménu vzdalenosti ,Castic* kontinua pii pi-
sobeni vnéjsich sil — tzv. deformaci kontinua.

Nez postoupime dal, musime si nejprve zvyknout na nova oznaceni, ktera jsou pii popisu
kontinua bézna a v mnohém vyhodna. Predpokladejme, Ze mame zadanu vztaznou soustavu
s kartézskymi soutadnicemi — poloha kazdého bodu X v kontinuu je urc¢ena jeho polohovym
vektorem 7(x; y; z) = r(x1; x2; x3) (viz obr.5.1). Polohu tohoto bodu po deformaci tradiéné
oznacujeme Y a jeho polohovy vektor /(y;; ys; y3). Samoziejmé, Ze poloha bodu Y je zavisla
na volbé bodu X a na uplynulém c¢ase, coz pomoci vektorové symboliky zapisujeme jako

r'=r'(r,t), (5.1)
¢i po rozpisu do kartézskych slozek jako
y1 = y1(x1, T2, 73,1), Y2 = yo(21, T2, T3, 1), Y3 = y3(w1, 72, 73,1) (5.2)
Tyto tfi rovnice se ¢asto zhustuji do zapisu
yi = yi(@i, ) (5.3)
kde index i, j, pripadné dalsi uzité indexy nezavisle probihaji hodnoty 1, 2 a 3.
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Yy, y2',y3']

X'[xi1", %27, x37]

Y [y1, y2, y3l

Obrazek 5.1: K popisu deformace kontinua

Naptiklad skalarni soucin dvou vektort a(ai;aq;as) = a; a b(by;be;b3) = by, bude v
tomto zapise vypadat takto:

a-b= a1b1 + (lgbg + agbg = Z akbk (54)
k

Z uvedeného je snad zfejmé, ze pfi zahdjeni pozorovani v ¢ase t = 0 bude y;(x;,0) = z;.
Vektorem o soufadnicich y; pak sledujeme polohu ,¢astice piivodné se nachazejici v misté
o soufadnicich z;. Protoze nas nebude nadale zajimat (obecné dilezitd) zavislost pribéhu
deformace na ¢ase, budeme pro struénost psat y; = y,(z;). Dale, protoze bychom meéli znat
zavislosti typu 5.3 pro vSechny body kontinua, predstavuji tyto rovnice vlastné nekonecny
casti fyziky.

Vime-li jak se méni poloha kazdé ,castice“ X kontinua s Casem, muzeme deformaci
kontinua vySetfit pomoci popisu zmén v jejim blizkém okoli. Okoli vybrané ,castice” bu-
deme mapovat pomoci vektoru de = (dzy; dzy; drs) = dx; (viz obr. 5.1) a zaroveti budeme
sledovat, jak se tento vektor zméni pii deformaci, tj. pfi pfechodu X — Y. Z obrazku je
patrné, ze pri deformaci se d& zméni na vektor, ktery jsme oznacili dy. Pro dalsi postup
si zavedme tzv. vektor posunuti' , jehoz pocdatek je v misté, kde se sledovand ,¢astice”
nachazela na zacatku uvazovaného déje a jeho konec je v misté konecné polohy ,castice”.

Viz té2% obdobny vektor zavedeny v kinematice hmotného bodu (&astice).
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Plati tedy:
def

a muzeme tak psat rovnici

ktera pii znalosti zavislosti u;(z;) jednozna¢né urcuje, kam kazd4 ,castice” kontinua, pu-
vodné se nachazejici v misté x; nakonec dostane.

Lze ukézat, Ze pohyb kontinua v okoli urc¢itého bodu lze rozlozit na pohyb posuvny
(transla¢ni), pohyb ota¢ivy (rota¢ni) a na pohyb deformac¢ni,? pfitom deforma¢ni pohyb
zévisi pouze na zméné vzdalenosti ,¢astic” kontinua. Souradnice libovolného mista X’ v
okoli bodu X budeme zapisovat jako x; + dz; a piislusny vektor posunuti jako wu; + du;
(viz obr. 5.1). Zménu vektoru dz; na vektor dy; tak mtzeme psat

s Ou; Ou; du;
dy; = d; + duy = day + Y (TZLJ) dw; = (a—zi) dzy + (8—2) dwy + (TZ) dwy (5.7)

Posledni rovnosti jsme se omezili pouze na popis velmi malého (diferencidlniho) okolicka
bodu X. 3
Vzdalenost bodli X a X', a tedy i velikost vektoru z;, na poc¢atku je rovna

XX'| = |da| = /() — 21)? + (2 — 22)? + (¢ — 23)* = \/dﬁ +dof + dag =

Na konci deformace je vzdalenost téchto bodi Y a Y’ rovna

YY'| = [dy;| =

Rozdil |dy;| — |dz;| velikosti vektort tak popisuje deformace kontinua. Vzhledem ke snad-
néjsi manipulaci se vsak pfi zkoumani deformaci dava prednost vyrazu

J J

2Toto tvrzeni je obsahem tzv. Helmholtzovy véty .

3To znamena, ze dosud jsme predpokladali, ze maly, ale koneéné velky vektor Az = m’j — x; se obecné
deformuje na néjaky konecné velky vektor Ay; = ¢} —y; = (@ + uj(zi + Az;)) — (2 + uj(w;)), tedy
celkem bude Ay; = Az; + (uj(x; + Ax;) —u;(x;)). Pro dosud pfesné rovnosti vSak mtizeme zavést linearni
pfiblizeni dané rozvinutim zavislosti u,;(x; + Az;) do Taylorovy fady ukonéené linedrnim ¢lenem. Ziskame
tak vztah:

o
wj (i + Az) —u(as) =Y (af;? ) i

i
Velikost okoli bodu X, pro niz je aproximace linedrniho priblizeni jesté tinosnd samoziejmé zavisi na
samotné deformaci.
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Na tomto misté bude vhodné zavést tzv. (Finsteinovu) sumacni konvenci, kterd ika, ze
vyskytne-li se ve vyrazu index dvakrat, rozumi se automaticky, ze je pfes né€j s¢itano aniz
by byl explicitné vypsan znak sumace ) . Tato konvence velmi zptehlediiuje a zjednodu-
Suje zapisy v mnoha odvétvich fyziky. Napriklad vyse uvedeny vyraz 5.8 lze pomoci této
konvence pfepsat na

dy;dy; — dz;d;

Dalsim prikladem mitize byt, pfi zadani ,,dvouindexové veli¢iny*

Ty T Tis
Tij= | To1 Te 1o
T3 T30 Ti3

jeji soucin s ,, jednoindexovou veli¢inou v; = (vy; v2; v3). Zapisem T;;v; mame na mysli sou-
cet Ti1v1 +Tiova+Ti3v3, naproti tomu zapisem T;;v; soucet Ty v +T5;v2+T5;v3. Konkrétnim
prikladem takové ,dvouindexové veli¢iny* miize byt jiz uvedeny vyraz:

Our  dur  du

ox ox ox

Oup, _ [ bus Sus Bus
- ox ox ox.
Oy Quz  Ouz Ous

o0x1 0o Oxs

Vyraz (Ou;j/0x;)dz; pak bude znamenat

Ou; Ou; ou;
—)d —2)d —2)d
(8:1:1> o1t (81‘2) T2t (8:)33) s
Zavedme si jesté jeden dilezity pojem, tzv. Kroneckeriv symbol (delta) 6, (téz Kronecke-
rovo delta) definovany takto:
djr=0 pro j#k a dp=1 pro j=k (5.9)

Je zfejmé, ze Kroneckerovo delta miize byt reprezentovano jednotkovou matici

011 012 013 1 00
021 022 023 = 010
031 032 Os3 0 01

Takze napiiklad §;,dz;dz; bude (s vyuzitim sumacni konvence) rovno

511d[[‘1dl‘1 + 512dl’1dl‘2 + (513(311]1(1%3 + (521d])2d$1 + 522dl’2dl’2 + 623d1‘2dl’3 + (Sgldl‘gdl’l +
+ (532d$3d$2 + (533d$3d$3 = d.’L’ldl'l + dxgdili'g + dCngl’g

Obecné pro slozky jakéhokoli vektoru v; pak miizeme celkem psat d;,v;v, = vt Tato
rovnost se pouziva ¢asto i z druhé strany. Intenzivné je vyuzivana také rovnost (dokazte si
sami)

5klvl = VUL (510)

4Komu déla problémy st¥idani oznaceni indext pfipomindm, %e na oznadeni indexu, pfes ktery se s¢ita
vibec nezélezi (jenom nesmi kolidovat s jiz zavedenym oznacenim indexu, pfes ktery s¢itdno neni).
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Pri sc¢itani pres jeden index Kroneckerova delta, je v celém vyrazu scitaci index nahrazen
druhym indexem Kroneckerova delta, tj. napiiklad pro Ag;viu;0,m, je vysledek po secteni
pres index k roven A,,;v,,u; (opét rozepsanim souc¢tu mizete overit).

Z matematiky pro fyziky byste jiz méli védét, ze devitice (matice) ¢lent du;/0x; jsou
kartézské soutadnice (slozky) tzv. tenzoru,” podobné jako (dzy;dzs;dxs) jsou kartézské
soufadnice vektoru dr; = dx. Na tomto misté pouze upozornéme, ze stejné jako ne kazda
usporadana trojice tvori vektor, tak také ne kazda usporadana devitice tvofi tenzor. Obecna
veli¢ina, jejiz kartézské vyjadieni muzeme zapsat do trojice usporadanych slozek, se od
vektorové veli¢iny muze odliSovat v tom, jak se tyto slozky chovaji pii pfechodu od jedné
soustavy soufadnic k jiné — to znamena, jak se chovaji pii tzv. transformaci souradnic).
Podobné i u tenzori, tenzorova veli¢ina se od obecné usporadané devitice muze lisit v
chovani pii transformacich soufadnic.5

Vratme se opét k vyrazu 5.8. S omezenim se na linearni deformace mtZzeme, pti znalosti
funkce u;(x;) pro vsechny body kontinua, tento rozdil najit takto:

Vysetfeme nejprve vyraz

O
Z dy;dy; = dy;dy; = (dz; + du;)(dz; + du;) = |:d$j + %dxk} {dx]— +
k

Oy

e dxl} (5.11)

ktery s pomoci vztahu 5.10 miizeme prepsat na
ou,; ou,;
dy;dy; = <5j + 8_@2) dzy (5jl + 8_335) dr, =
ou,; ou,; ou,; ou,;
S 4 80 [ ==L Z IS+ =) =) | depdr =
[]k AR (&Ul) " (&ck) e (&ck) (3331)] e
. 8uk aUl an 8Uj
= dz;dz; + [83:1 + By + (&m) ((9331 dxdx;

Nakonec tedy mtzeme pro zménu vzdalenosti zkoumaného bodu X a bodu X’ z jeho okoli
pred a po deformaci psat

8Uk aUl 8'Ll,j an
dv: — dr.dr, = A2
dy,;dy; — dz;dz; [axl + 1 + <8xk> (89{:1 dziday (5.12)

SPfesnéji tenzoru druhého fadu.

SExistuji i veli¢iny ,trojindexové“, které tvoii usporadané dvacetisedmice, veli¢iny ,étyFindexové, které
tvori usporadané jedenaosmdesatnice atd. Pokud se tyto veli¢iny pti prechodech mezi riiznymi soustavami
soutadnic ,spravné“ chovaji, fikdme jim po fadé tenzory tfetiho fadu, tenzory ¢tvrtého fadu atd. Z tohoto
hlediska jsou vektory tenzory prvniho fadu a skalary tenzory nultého fadu. Dulezitost zavedeni tenzoru tkvi
v tom, ze fyzikalni zakony formulované pomoci veli¢in tenzorového charakteru mizeme vyjadfovat nezavisle
na zvolené soustavé soutadnic. Napriklad Newtonovy pohybové rovnice zapsany ve tvaru ma = F' plati
nezavisle na tom, jestli souradnice pfislusnych vektord nakonec budeme vyjadiovat v jedné kartézské sou-
stavé soufadnic nebo v pootodené kartézské soustavé soufadnic (ve skutecnosti fyzikalni obsah samoziejmé
nezavisi ani na tom, zda ji vyjddfime v cylindrickych, sférickych ¢ jinych (statickych) soufadnicovych
soustavach.

39



Zavedeme-li . dvouindexovou veli¢inu®, o niz lze ukazat, ze ma tenzorovy charakter, vzta-
” ) ) )

hem 1[0 0 0 0
' d;f 1 Uk Uup U U e
ext () 5 [axl +ome (8%) (8501)} (5.13)

Tuto veli¢inu nazyvame tenzorem velké deformace. Deformaci tak mtzeme charakterizovat
vyrazem

dy;dy; — dz;dz; = 2epdagde,® (5.14)

ktery fikd, Zze ze znalosti tenzoru velké deformace (6 ¢isel) v kazdém bodé X kontinua,
umime pro libovolné vybrany maly vektor dx; vedeny z tohoto bodu do néjakého blizkého
bodu X’ urcit, jak se tyto body po deformaci oddali ¢i priblizi.

Dosud jsme byli omezeni pouze volbou dostatec¢né malého vektoru dz; mapujiciho okoli
bodu X. Pfi vhodné volbé dz; je mozno pomoci znalosti vektoru posunuti u;(x;) a vztaht
5.14 a 5.13 postihnout libovolné velkou deformaci. Zajimavé vysledky lze ovsem ziskat i
tehdy, omezime-li se na studium tzv. malych deformaci nebo také linearnich deformaci.
Budou-li malé deformace, budou malé i zmény vektoru posunuti, tj. vyrazy typu (Ou;/0uy)
budou pro kazdy bod kontinua mala ¢isla. Za téchto okolnosti mizeme ve vyrazu v hrana-
tych zavorkach vztahu 5.12 zanedbat posledni ¢len, viic¢i obéma predchozim. To nas privadi
k definici tzv. tenzoru malych deformaci:

ef 1 (0 0
en & 3 ( L ul) (5.15)

O Oy
a nasledné k popisu deformace v tomto ptiblizeni, t;.
dy;dy; — dz;dz; = 2epde,dyy (5.16)

Podivejme se nyni ve strucnosti, jaky vyznam maji slozky takto nadefinovaného tenzoru.
Nejprve rozepisme rovnici 5.16:

(dyf +dys +dy3) — (daf+daj +dag) =
= 2epdxide; + 2e9dxday + 2e13dzdas +
+  2e91dxadzy + 2e99dxradzy + 2e93dwedxs +
+  2e31dxsdry + 2e39drsdry + 2e33drsdas

Budeme-li se zajimat o deformaci podél jedné ze soutadnicovych os, zvolime mapovaci
vektor v jejim sméru. Vyberme pro urc¢itost napiiklad osu y = x5 a zvolme dz; = (0; dxo; 0).
Zména ctverce jeho délky pak vychazi jednoduse:

(dy? + dy2 + dy?) — da? = 2eqpda? (5.17)

TViimnéte si, ze tato veli¢ina je symetrickd vii¢i zdAméné obou indexti, tj. nezavislych je pouze jejich
Sest slozek (£11,€22, 33,612 = €21,€13 = €31 & £23 = €32) a nezapomeiite, Ze pres zdvojeny index se séita.

8Na prvni pohled nadbyteéné zavedeni ¢isla 2 do definice tenzoru velké deformace, bude vysvétleno
pozdéji.
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Oznacime-li velikost vektoru dz; na zacatku deformace stejnym vyrazem jako ve Fyzice
na strané 343, tj. d a velikost vektoru dy; na konci deformace vyrazem d+ Ad (prodlouzeni
o Ad), dostavame vyjadieni diagonalni slozky tenzoru malé deformace (s uvazenim, ze pro
malé deformace je Ad < d):

. @+ AdP - (d+Ad—d)(d+Ad+d) Ad2d Ad
2 22 B 22 T2 d

(5.18)

Z uvedeného je patrné, ze diagonalni slozky tenzoru malych deformaci maji (v tomto pii-
blizeni) vyznam relativni zmény délky elementu ptivodné rovnobézného s jednotlivymi
soufadnicovymi osami. VysSetfeni vyznamu nediagonalnich slozek tenzoru malych defor-
sledovat dva mapujici vektirky dz; a dz; z okoli bodu X a mifFici ve sméru os z; a x; (viz
obr. 5.2), budou se oba obecné vi¢i puvodnim smérim stacet. Oznacime-li thly otoceni
po fadé ¥; a ¥, bude ve stejném priblizeni pro ¢ # j slozka e;; rovna poloviné souctu obou
s1 10 4t 1

uhlu, t]. €ij = 5(191 + 19])

Xi

Obréazek 5.2: K nediagonalnim elementtim tenzoru deformace.

Napéti jako tenzor

V tomto paragrafu se budeme snazit obecnéji popsat sily ptisobici na pevné kontinuum
(vysledky lze uplatnit i pfi studiu tekutych prostiedi). Sily ptisobici na télesa délime z
hlediska ptisobisté na dvé skupiny:

1. Sily prostupujici celym télesem (napi. tihova sila nebo setrvacéné sily). Tyto sily jsou
umérné velikosti objemu télesa na néjz pisobi, nazyvame je tedy sily objemové a
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definujeme je vztahem
F(V)
G(r) = lim —=
(r) = lim v
kde sila F'(V') pusobi na stale se zmensujici objem V', obklopujici bod o polohovém
vektoru r. Nejobvyklejsi objemova sila souvisi se silou tihovou Fy, = Vpg a lze ji
vyjadiit vztahem Gr(r) = p(r)g

2. Pusobi-li vnégjsi sily pouze na povrch télesa (napiiklad vztlakové (archimedovské) sily
v tekutinach), pfenaseji se silova ptisobeni i dovnitf télesa prostfednictvim mezimole-
kulérnich sil. Tato ptisobeni Ize pak zjistit i na libovolné myslené plose uvnitt télesa.
Témto silam tikame sily plosné. Plosné sily charakterizujeme tzv. vektorem napéti
definovanym vztahem

ve kterém S, je stale se zmensujici rovinna ploska s normalovym vektorem n a index
(n) signalizuje piislusnost vektoru napéti k této plosce’ — napéti sice nezdvisi na
obsahu plochy (sila na jednotkovou plochu), ale na jeji orientaci ano!

Je-1i téleso (kontinuum) v rovnovéaze je silové ptsobeni T z jedné strany plosky vyrov-
navano ptisobenim —7 z druhé strany plosky (tomu pak piislusi vektor napéti —o (™).
Vektor napéti miuzeme rozlozit (viz obr. 5.3) na normélovou slozku (normalové napéti) a
te¢nou slozku (tecné napéti). Je-li teénd slozka napéti nulova, ika se tomuto napéti cisty
tah (o™ 11 n) nebo disty tlak (6™ 1| n), je-li naopak nulové pouze normalové slozka,
hovofime o cistém smyku (™ L n).

Obrazek 5.3: Normalova a tecna slozka napéti.

Jak jiz bylo uvedeno, uvnitf kontinua miizeme volit plosky, na nichz napéti zkoumame,
libovolné. Potiebovali bychom tedy takovy popis napéti v daném misté kontinua, ktery

9Limitni proces neni nutny v piipadé, ze sila ptisobi na rovinnou plochu o obsahu S rovnomérné, pak
je prosté o™ = F /Sn. V opaéném piipadé musime plochu zmensovat dokud tento pfedpoklad nebude
splnén.
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by uréoval napéti na vSech myslitelnych (infinitezimalnich) ploskach, prochazejicich zkou-
manym mistem. Ukazuje se, ze takovyto tplny popis je urcen zadanim tii vektorti napéti
oM o®@ o3 pisobicich v daném misté na plosky kolmé k jednotlivym soufadnicovym
osam x1, To, x3. Slozky téchto vektort

0'(1) = (01170127013)

0'(2) = (O’21,0'22,0'23) (519)

o® = (031,032, 033)
tvori symetricky tenzor (druhého fadu)

011 012 013
Ok = 021 O22 023
031 032 033

Tento tenzor nazyvame tenzorem napéti. Ze znalosti tenzoru napéti pak mizeme vypocitat
slozky vektoru napéti o(™ = (On1, On2, 0n3) pusobiciho na libovolnou plosku kolmou na
jednotkovy (normdlovy) vektor n® = (n$,ng,n3) pomoci vztahi'

(o]
On1 = 01Ny
o
On2 = Oy
(o]
On3 = O3k

Ze zpisobu zavedeni sloZek tenzoru o;; je zifejmé, Ze slozky se stejnymi indexy znaci
Gisté tahové (o, > 0) nebo éisté tlakové (o4, < 0) slozky vektort napéti o(®) a slozky
smisené tvori projekce tecnych slozek vektort napéti do jednotlivych souradnicovych os.

Vybereme-li z kontinua, na né&jz pisobi vyslednice objemovych sil G(r,t), libovolny
(maly) kvadiik, pak z uvahy o jeho dynamice lze sestavit pohybovou rovnici kontinua ve
(slozkovém) tvaru (podrobné si rozepiste):

8aik + . d2ui

(5.20)

kde u; = y; — x; je posunuti (viz. 5.6. Je-li kontinuum v rovnovéaze, redukuje se uvedena

rovnice na
80 ik

(91'@-

Tato rovnice!! je nazyvana rovnici rovnovdhy kontinua.

+GL=0 (5.21)

10Vgimnéte si, ze jde vlastné o skalarni souciny o(®) - n°.
1 Ptesnéji se jedna o tii rovnice, z nichZ k-t4 vypadé rozepsana

aUlk 50’2k 803k
8$1 + 81‘2 + 8.1'3

+GL=0
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Co z toho?

V pfedchozim jsme se naucili popisovat deformace pomoci vektoru posunuti u; a z néj
odvozenych tenzortt malych e;; a velkych ¢;; deformaci. Také jsme se naucili popisovat
sily pisobici v kontinuu, konkrétné jsme zavedli objemovou silu G; a tenzor napéti o;.
Zakladni tlohou teorie pruznosti je najit napéti a deformaci v kazdém bodé télesa-kontinua,
zname-li rozloZeni objemovych sil a napéti nebo deformaci na povrchu télesa (tzv. okrajové
podminky). Piitom predpokladame, Ze téleso je po deformaci v rovnovaze.

Z matematického hlediska hleddme devét funkei w; = wu;(xy, z2,x3) (tFi, pro kazdou
slozku jedna) a 0;; = 0y(21, 22, z3) (Sest, tenzor je symetricky) pii zadanych okrajovych
podminkéch. Vztah u; a o0;; je vSak zatim urcen pouze tfemi obecnymi rovnicemi 5.21
rovnovahy kontinua. K jednozna¢nému urceni hledanych funkei tak chybi Sest rovnic. Tyto
rovnice v sobé samozfejmé musi zahrnovat i informaci o zkoumané latce (rovnice rovnovahy
kontinua plati pro kazdé kontinuum).

V obecném piipadé potfebujeme Sest nezavislych vztahti pro Sest nezavislych slozek o;;
a e;;. Takovéto vztahy vSak musime najit bud z ,hlubsi teorie (napf. z kvantové teorie)
nebo ziskat méfenim. Provazanost slozek o;; a e;; miZe byt i znacné sloZita, ale méfeni
ukazuji, Ze mnoho latek spliiuje v prvnim piiblizeni jednoduchou, linearni zavislost o;; na
ei;12

0ij = Cijrier (5.22)

Tento vztah je zobecnénim piimé umérnosti mezi napétim a deformaci, se kterou jste
se setkali ve Fyzice na str. 343 a fikd se mu (zobecnény) Hookeiv zdkon (rozepiste si
napiiklad rovnici pro o1, ma devét s¢itanct). Lze ukazat, ze 81 ¢isel Cjjiy tvoii slozky ten-
zoru ¢tvrtého fadu, fikdme jim elastickeé koeficienty. Tyto konstanty urcuji materialovou
charakteristiku obecné anizotropni latky spliiujici Hooketiv zakon. Ukazuje se, Ze pocet
nezavislych slozek tenzoru Cjjy; zavisi na stupni anizotropie (symetrii) dané latky. To zna-
koeficientt nizsi. Napiiklad, pro nejméné symetrické krystaly (trojklonné soustava) jich je
21, kdezto pro pro popis uplné izotropni latky stac¢i pouze dva koeficienty.

Pro zajimavost uvedeme zapis zobecnéného Hookeova zakona pro izotropni téleso po-
moci dvou materidlovych konstant modulu pruznosti v tahu E a modulu pruznosti ve smyku
G zavedenych ve Fyzice na strané 344

E-2G

=36k

(611 + €929 + 633)52']' + 2G6ij (523)
Modul objemové roztaznosti K, zavedeny na té samé strané jiz tedy nemiize byt nezavislou
materidlovou konstantou. Skutecné lze ukazat, ze plati

EG

K=3E+q

(5.24)

12Gamoziejms, Ze existuje daleko vice latek, které tuto zavislost nesplituji ani p¥iblizné. Zde bude zminén
pouze nejjednodussi model.
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Rovnice 5.21 a 5.23 spolu s okrajovymi podminkami dohromady jednoznac¢né urcuji
tenzor napéti o;; a vektor posunuti uv;'* v kazdém bodé kontinua. Znalosti téchto veli¢in
jsou velmi dilezité napriklad ve stavebnictvi, pfi konstrukci velkych primyslovych strojt ¢i
v letectvi. Hooketiv zakon je nejjednodussim moznym vztahem mezi napétim a deformaci.
Podrobnéji se nejen s Hookeovym, ale i s jinymi modely chovani latek za ptisobeni riiznych
sil seznamite ve specialnich partiich fyziky nebo ve specialni literature.

13Ptipomindme, Ze mezi tenzorem deformace a vektorem posunuti plati vztah 5.15.
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Kapitola 6

Zaklady specialni teorie relativity

Cile

10.
11.

. Védét ¢im se zabyva specidlni teorie relativity a umét vysvétlit postulaty, ze kterych

vychazi.
Umét zavést prostorocasové souradnice (mfiz z tuhych méficich ty¢i a synchronizace).
Umét vysvétlit problematiku relativity soucasnosti.

Umeét odvodit vztah pro dilataci ¢asového intervalu méreného ,klidnym*“ pozorova-
telem na pohybujicich se hodinach.

. Umét odvodit vztah pro kontrakci délky pohybujici se tuhé tyce méfené ,klidnym*

pozorovatelem.

. Zmat fyzikalni obsah Lorentzovych transformacnich rovnic.

Umét z Lorentzovych transformaci odvodit vztahy pro relativitu soucasnosti, dilataci
casu, kontrakci délek a relativistické skladani rychlosti.

. Védét co maji spolecného a jaky je rozdil v Dopplerové jevu uplatiiujicimu se u zvu-

kovych a u svételnych vin.
Umét zavést relativistickou hybnost a kinetickou energii.
Umét formulovat zédkon zachovani relativistické energie soustavy.

Veédeét jak v relativistické fyzice souvisi hybnost a kinetickd energie a jak hybnost a
celkova energie Castice.

Pokyny

1.

Prostudujte kapitolu 38 Relativita.

46



2.

Prostudujte dodatky k tomuto tématu.

Kontroly

1.

Poctivé projdéte vSechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

Reste tlohy: k odst. 38.2 — 1C*, 2C*, 3U: k odst. 38.5 — 5C, 7U, 8U*: k odst.
38.6 — 11C, 13C*, 15U, 16U, 170*; k odst. 38.8 — 19C, 21C, 22C*, 23U, 25U: k
odst. 38.9 — 27C, 29C, 31U, 33U, 34U; k odst. 38.10 — 35C, 36C*, 37C, 39U; k
odst. 38.12 — 41C, 43C, 46C*, 47C*, 48U, 50U, 51U, 54U, 55U0*, 570, 59U.

Reste tlohy pro pocitac* a obé problémové tlohy™.

47



Kapitola 7

Gravitacni a tihové pole

Cile

1. Umét vysvétlit a ve vektorovém tvaru zapsat Newtontv gravitacni zékon.

2. Umét vysvétlit, pro¢ i v blizkosti povrchu Zemé mtizeme jeji gravita¢ni plisobeni
nahradit gravitacnim ptisobenim ¢éstice o stejné hmotnosti a nachazejici se v jejim
stfedu.

3. Umét vysvétlit princip superpozice (dilezité).

4. Védét proc¢ rozliSujeme mezi tthovym a gravitacnim zrychlenim.

5. Umét vysvétlit gravita¢ni chovani homogenni kulové slupky.

6. Znat vztah gravita¢ni potencialni energie a gravitacni sily.

7. Umét urcit potencidlni energii gravitacné vazaného systému.

8. Umét vysvétlit pojem tnikova rychlost.

9. Umét podrobné objasnit obsah a vyznam vsech tii Keplerovych zakont.

10. Znat pojmy: perihélium, afélium, perigeum a apogeum.
11. Umét vysvétlit vztahy mezi potencialni, kinetickou a celkovou mechanickou energii
druzic tézkych téles.

Pokyny

1. Prostudujte kapitolu 14 Gravitace.

2. Prostudujte dodatky k tomuto tématu.
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Kontroly

1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

2. Reste tlohy: k odst. 14.2 — 2C*, 5U; k odst. 14.3 — 7C, 8U, 110U, 14U*, 15U*;
k odst. 14.4 — 19C, 20C*, 21C*, 22U*, 23U, 24U*, 25U, 27U; k odst. 14.5 —
29C, 31U, 330%; k odst. 14.6 — 34C, 35C, 36C, 37C*, 38C*, 40C*, 42C*, 430,
46U, 470* 49U, 510, 52U0%*, 53U0%*; k odst. 14.7 — 55C, 57C*, 61C, 63C, 64C, 67U,
68U*, 69U, 710, 72U* 73U* 74U*; k odst. 14.8 — 76C*, 77U, 78U, 79U, 81U,
82U, 85U; k odst. 14.9 — 86C, 87U, 88U*.

3. Reste tlohy pro pocitac*.
Dodatky

7.1 Newtoniv gravitacni zakon

Zakon univerzalni gravitace — kazda Castice hmoty ve vesmiru je pfitahovéana jinou
castici silou jez je pfimo tmeérna soucinu jejich hmotnosti m;ms a nepfimo tmeérna druhé
mocniné jejich vzdalenosti r2. Vektorovy zapis tohoto zékona (viz obr. 7.1)

— = -G—5—T17, (7.1)

vyjadiuje gravitacni silové plisobeni Castice o hmotnosti m; na ¢astici o hmotnosti ms.
Konstanta tmérnosti G = 6,67 - 10~ N.m% kg2 je podle souc¢asnych poznatki stejna ve
vsech mistech ve Vesmiru.

m
ri2

r

r

Obrazek 7.1: K Newtonovu gravita¢nimu zakonu.
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Pomoci tohoto vektorového tvaru, lze snadno odvodit i druhy Kepleriv zakon. Predpokladame-
li, ze pocatek soutadnicové soustavy umistime do castice o hmotnosti M, miizeme pro
gravitacni silu, jiz ptisobi na ¢astici o hmotnosti m nachazejici se ve vzdalenosti r psat
Mm
F=-G r° (7.2)

r2

Nyni zkoumejme ¢asovou zménu momentu hybnosti L = r X p:

dL d dr dp dp,
— = — = — — = — 7.3
@ T aTP) T g AT Ty (7.3)
Uzijeme-li druhého Newtonova zadkona a dosadime-li 7.2, mame
dL Mm
E — T2 'ro Xr= 0 (74)

Protoze se (vektor) momentu hybnosti zachovava, bude se zachovavat i plosna rychlost

viz 2.33, protoze plati

of AP 1 L

Plocha opsana polohovym vektorem r castice m za sekundu je tedy stale taz.

7.2 Gravitacni pole a jeho popis

Jaky mechanismus se skryva za tim, ze se kazda dvé télesa, a to i na znacné vzdalenosti,
pritahuji gravitacni silou? Tato sila pfitom podle Newtonova zédkona zavisi pouze na hmot-
nostech obou téles a na jejich vzajemné vzdalenosti.? Z toho by ale vyplyvalo, Ze pohne-li
se jedno té€leso, druhé téleso okamzité, tieba i pres cely vesmir, pociti zménu gravitacniho
ptisobeni prvniho télesa. Takto by se ovSem dalo komunikovat (pfenéSet informace) neko-
necnou rychlosti, a to odporuje zavérim speciéalni teorie relativity. Tento rozpor (a mnohé
dalsi) vyfesil Albert Einstein v roce 1915 svou tzv. obecnou teorii relativity, kterd nahra-
dila do té doby pfes 200 let bezchybné vladnouci Newtonovu teorii gravitace. Newtonovo
pusobeni na dalku bylo tak nahrazeno deformacemi prostorocasu,® sificimi se konec¢nou
rychlosti.

Tyto deformace se jevi jako jakési pole, které je rozprostieno kolem kazdého hmotného
télesa a svym pusobenim ovliviiuje pohyb téles v jeho okoli. V pfipadé gravitace toto pole
nazyvame gravitacni. Ukazuje se, zZe vSechny zakladni druhy sil — gravitac¢ni, elektromag-
netické i oba druhy jadernych sil — jsou pfendSeny ptislusnymi poli (kone¢nou rychlosti).
Pole ma nékteré vlastnosti, které prisuzujeme ,norméalni“ latce — zejména prenasi energii

1Zkuste sami pfijit na to, pro¢ je dr/dt x p = 0.

2Konstanta imérnosti neni materidlova charakteristika, jako je tomu napi¥iklad u elektrickych sil, jeji
velikost je dana volbou jednotek.

3Ve Fyzice se na str. 372 pise o zakfiveni, je to jedno.
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a hybnost. To, ze pole nemiizeme vidét jako argument samoziejmé neobstoji, protoze na-
priklad stfed Zemé také nemtizeme vidét a presto mame dobré divody se domnivat, ze
existuje. Navic, jisty druh elektromagnetického pole prece jen vidét miuzeme — jde o svétlo!

Zakon gravitacniho ptisobeni dvou téles byl sice obecnou relativitou dalekosahle zobec-
Newtontv gravitacni zakon plati pro pomalé rychlosti (viéi rychlosti svétla) a malé hmot-
nosti (jako je napf. i hmotnost Zemé&) velmi presné, proto je dobré se o ném stéle ucit.
To, ze se gravitac¢ni sily prenaseji polem tedy miizeme na konci této kapitoly na néjakou
dobu zastrc¢it nékam hloubéji do své dlouhodobé paméti. S polni koncepci sil se podrobnéji
seznamime az pii studiu elektromagnetismu.

Na tomto misté pouze uvedme, Ze pole prislusné néjakému objektu se snazime popsat
veli¢inami, které zaviseji jen na vlastnostech onoho objektu (hmotnosti, ndboji, ... ) a na
stavu tohoto objektu (poloze, rychlosti, ...), tj. nebudou zaviset na vlastnostech objekti,
které se v ném budou nachéazet. Vyvolava-li ¢astice o hmotnosti M gravitacni pole v misté
uréenym polohovym vektorem r,* bude v tomto misté ptisobit na ¢astici o hmotnosti m
silou o velikosti I = GMm/r?. Chceme-li charakterizovat ,silu“ tohoto pole bez ohledu
co do néj je ¢i bude vlozeno, zbavime se jediné primé charakteristiky ,vlozené® castice —
hmotnosti — jejim podélenim. Veli¢ina, zavedend vztahem

F, M
=S —_g=r° (7.6)

m r2

8(;(’!“)

a nazyvana intenzita gravitacniho pole, nam tak charakterizuje silu, jiz by ptisobilo gravi-
tac¢ni pole vyvolané hmotnosti M ve vzdalenosti r od jejiho stfedu na jednotkovou hmotnost
(1 kg). Dovoluje ndm tedy porovnavat ,vydatnost® gravitacniho pisobeni rtznych téles.

Podobné pres potencialni energii gravitacniho ptisobeni se dostavame ke skalarni veli-
¢iné charakterizujici pole buzené hmotnosti M, k tzv. potencidlu gravitacniho pole:

polr) = wolr) = £ = G &

Zkuste sami pfijit na to, zdali, pfipadné pro¢, plati vztah®

O Opg 8@0)

ox’ Oy 0z (7.8)

5G==—VW%:='—(

7.3 Poznamky k souvislosti pohybti v radialnim a ho-
mogennim gravitaénim poli
Radidlnim je nazyvano takové pole, ve kterém vektor intenzity tohoto pole mifi z nebo do

jednoho bodu. Homogennim se nazyva takové pole, ve kterém je prislusny vektor intenzity
v kazdém bodé prostoru tyz, tj. neméni se z mista na misto. Podivame-li se na vektory

4Pocatek soufadnicové soustavy tedy opét klademe do Eastice M.

5Jen pro pfipomenuti: r = /22 + y2 + 22.
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intenzity gravitacniho pole Zemé z dalky, vidime, Ze je celkem jasné radidlni. OvSem v
malé oblasti blizko pii Zemském povrchu (zhruba v 1 km®) nejsou zmény intenzity pole
prakticky patrné, a tudiz zde gravitacni pole mizeme povazovat za homogenni.

Nasim tikolem je nyni zjistit, jakou souvislost ma gravitacni sila Zemé ptisobici na ¢astici
o hmotnosti m, tj. (=GMzm/r?)r°, s tihovou silou mg. Abychom se vyhnuli zbyte¢njm
komplikacim, budeme do konce kapitoly predpokladat, ze Zemé je stejnorodou nerotujici
kouli.

V malé vysce h nad Zemi pilisobi na nasi ¢astici sila o velikosti

GMy

m-——— 7.9
(Rz + h)? (7.9)
Protoze vsak pfedpoklddame Ry > h, mtizeme s klidnym srdcem uvazovat
GM GM
z z (7.10)

"

Ry+h2 "R

kde konstanta GMy/R% slusné aproximuje tihové zrychleni. Oznacime-li ¢ = GMy/R%,
ziskdme vztah pro tihovou silu.®

| 4 | Exh)
g g
r
h
S y Er(0=0

Obrazek 7.2: K homogennimu tihovému poli Zemé.

Souvislost potencialnich energii dokdzeme takto: Potencialni energie E,(r) ¢astice na-
chazejici se v poli na misté o polohovém vektoru r je definovana jako prace, kterou pole
vykona pii pfesunu z tohoto mista na misto, kde je dohodou stanoveno, ze E, = 0 (viz
kapitola 4. Prace, vykon, energie).

Uvazujme nejprve potenciadlni energii v homogennim tihovém poli Zemé. Zvolme si pro
jednoduchost pocatek soustavy souradnic na zemském povrchu a pocitejme praci, kterou
vykonaji tihové sily pfi prechodu c¢astice z mista s polohovym vektorem r; do mista s
polohovym vektorem 7 (viz obr. 7.3).

Prace je dle definice dana integralem

T
W= / mg - dl, (7.11)

6Zopakujte si ve Fyzice co ke skuteéné tihové sile dale piispiva.
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YA

i dy
(]
dy

Obrazek 7.3: K tihové energii.

kde dl je vektor infinitezimalniho posunuti’ a integrujeme po (v principu libovolné) tra-
jektorii z mista ur¢eného polohovym vektorem 7; do mista r¢. Skaladrni souc¢in nam vsak
jakoukoliv zménu polohového vektoru dl = r(t + dt) — r(t) ¢astice ,,promitne” do sméru
kolmého na povrch. Plyne to z toho, Ze pro vSechny polohové vektory = je g - r = —|gly,
kde y je soutradnice ¢astice na ose y. Proto i

g-dl=g-r(t+dt)—g-r(t) = |gll—y(t+dt) = (=y(t))] = —lgldy .

Vidime tedy, Ze integral 7.12 se redukuje na

Ys
Wi — / mlgldy = mlgly, — mlgly; (7.12)

Yi
Coz ndm umoznuje pritfazeni
Wiee =m|glys — m|glys = Eg — Eyt . (7.13)

Abychom dokon¢ili jednoznac¢né prifazeni tthové potencialni energie tthovému ptisobeni
(viz definice 4.17, musime si zvolit nulovy bod potencialni energie. Vzhledem k tomu, Ze
prace tihové sily zavisi pouze na vysce nad povrchem, nebude se jednat jen o bod, ale o celou
rovinu — mluvime pak o hladiné potencialni energie. Nejcastéjsi volbou pro feseni skolskych
ptikladti je vodorovny zemsky povrch.® Tihova potencidlni energie ¢astice o hmotnosti m
v misté, jehoz polohovy vektor r se nachéazi ve vysce h nad povrchem, je tedy definovana
vztahem

Ey(y) = mgy , (7.14)

kde jsme oznadili |g| = ¢. Oznac¢ime-li jesté vysku nad nulovou hladinou jako h, ziskdme pro
tihovou energii zndmy vyraz F, = mgh. Vidime tak znovu, Ze tihové pole je konzervativni

"Diivod, pro¢ zna¢ime zménu polohového vektoru (vektor posunuti) dI misto tradiéniho dr je, ze v
pristim se budeme zabyvat velikosti vektoru posunuti |[dr| a zaroveri zménou vzdélenosti r od centra — ta
se ov8em pfirozené oznacuje dr. Mohlo by tak dochédzet k zdméné |dr| a dr.

8Ale to neni nutné, je mozno volit i nap¥. povrch stolu & (vodorovnou) podlahu letadla.
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— lze v ném zavést potencialni energii (nezavisle na trajektorii) a hlavné, plati v ném zakon
zachovani mechanické energie.

O radidlnim gravita¢nim poli lze dokézat totéz. My se nyni budeme zajimat pouze
o souvislost vyse uvedené potencialni energie tithového pole a gravitacni potencialni energie
zavedené ve Fyzice na str. 363 ¢i vztahem 7.7. Podle 4.17 je gravitacni potencialni energie
rovna (soustava soufadnic opét v centru Zemg)

% M
Ep(’ri):/ G mTZZ'r"-dl (7.15)

kde r; znac¢i pocatecni polohu c¢astice. Skalarni soucin opét promita zmény dl polohového
vektoru do sméru rovnobézného se smérem pole (viz obr. 7.4)

r°-dl =dlcosp =dr (7.16)
Méame tedy celkem
o M My M
By(r;) = / e mrz Z dr = [G mr Z} -G mr. z (7.17)

Ty

Obrazek 7.4: Primét elementu trajektorie do radialniho pole.

Polozime-li nulovou hladinu potencialni energie znova na povrch Zemé, mizeme pfi-
slusnou potencialni energii spocitat takto:

B, = /RZ G m]\jz dr — {G mMz]RZ _ GTZMZ B gmMZ (7.18)
Rg-+h r " Iryen z z+h
Uvazime-li znova Rz > h, mizeme psat
E,(h) = m%h ~ mGR—A;Zh (7.19)
coz s dosazenim g = GMy/R% dava opét
E, = mgh. (7.20)
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Kapitola 8

Mechanika tekutin

Cile
1.
2.
3.

4.

10.

11.

Védeét co jsou to tekutiny.

Umét zavést hustotu a tlak jako fyzikalni veli¢iny.

Znat fyzikalni vlastnosti hydrostatického tlaku.

Znét princip rtutového barometru a otevieného kapalinového manometru.
Umét vysvétlit Pascaltiv zdkon a princip hydraulického zvedaku.

Umét odvodit a na piikladech vysvétlit Archimédiv zakon.

. Védét co je to idealni kapalina.

Umét popsat jednotlivé druhy proudéni.

. Védét co je to proudnice a co objemovy a hmotnostni tok.

Umét odvodit rovnici kontinuity a umeét ji uzivat pri feseni konkrétnich tloh.

Umét odvodit Bernoulliovu rovnici a umét ji uzivat pfi feSeni konkrétnich tloh.

Pokyny

1.

2.

Prostudujte kapitolu 15 Tekutiny.

Prostudujte dodatky k tomuto tématu.

Kontroly
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1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

2. Reste tlohy: k odst. 15.3 — 1C, 5C, 6C*, 7U, 8U; k odst. 15.4 — 9C*, 11C, 12C*,
13C*, 14C, 15C, 17C, 18C, 22U, 23U, 25U; k odst. 15.5 — 27C, 28U*; k odst.
15.6 — 30C; k odst. 15.7 — 31C, 33C, 35C, 38C*, 39C, 41U, 43U*, 46U*, 47U,
49U, 51U, 520%; k odst. 15.9 — 53C, 55C*, 56U, 57U; k odst. 15.10 — 59C, 61C,
65C, 67C, 68C*, 70U*, 71U, 74U, 75U, 76U, 770, 78U, 79U*, 80U*.

Dodatky

8.1 K rovnovaze kapalin

V paragrafu 5.4.1 jsme se seznamili se zaklady popisu kontinua. Na tomto misté si udélame
jednoduchou ilustraci toho, jak se tento aparat uplatnuje v popisu kapalin.

7 mechanického hlediska je chovani kapalin a plyni znac¢né podobné, proto je oznacu-
jeme spole¢nym nazvem tekutiny. Stejné jako ve Fyzice v kapitole 15 se budeme zabyvat
pouze idedlnimi tekutinami. Z hlediska napéti lze idealni tekutinu definovat tak, Ze v ni
neexistuje smykové napéti, tj. zadné pisobeni na povrch tekutiny v ni nedokéaze vyvolat
sily, které by mély nenulovy teény primeét na libovolné zvolenou plosku. Nékdy se téz 1ika,
Ze idealni tekutiny neprojevuji odpor pfi stfihu. Navic v takovéto tekutiné nelze uplatnit
sily tahové — realizuji se pouze sily tlakové. Celkem tedy, uvnitt idealni tekutiny ptisobi na
kteroukoli plosku pouze kolmé (tzv. tlakové) sily, snazici se tuto plosku stlacit.

Z matematického hlediska takovymto pfedpokladiim odpovida pouze tenzor napéti ve
tvaru (viz vztahy 5.20 a 5.4.1)

-p 0 0
Oij = —P 51']' = 0 —p 0
0O 0 —p

nebot tento tenzor si sviij tvar zachovava vzhledem ke vSem navzajem pootocenym kartéz-
skym soustavam soufadnic. Cislo p > 0, obecné zavislé na soufadnicich mista, ve kterém
jej urc¢ujeme, nazyvame tlak.

Podivejme se nyni na rovnovahu tekutin z hlediska naseho formalismu. Ptlsobi-li na
tekutinu objemova sila G (budeme v souladu s pfedchozim oznacovat téz jako G;), musi
podle rovnice 5.21 po dosazeni za o;; z 8.1 platit

8IZ‘

+G; =0t (8.1)

!Tuto rovnici miZeme piepsat i vektorové: —Vp + G = 0. O v§razu

v (2.2 2)

0z’ Oza’ Oxs

viz poznamka na str. 26.
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Obrazek 8.1: K hydrostatickému tlaku.

Nadale se budeme zabyvat dokonalou kapalinou, coz je dokonala tekutina, pro kterou
navic plati, Ze jeji hustota je v celém jejim objemu konstantni, tj. p # p(7) (tj. je nestlaci-
telnd). V tomto pripadé rovnici 8.1 nazyvame rovnice hydrostatické rovnovihy. V piipadé,
Ze objemovou silou je sila tithova G; = (0, pg, 0), budou rovnice 8.1 v soufadnicové soustavé
s osami © = x1,y = 9, 2 = x3 vyjadFeny vztahy (viz obr. 8.1)

Ip(z,y,z) Ip(z,y,z)
=0 = — =~ = 8.2

: 9 09, P (8.2)
Prvni a tfeti vyraz maji za nasledek, ze p(z,y,z) = p(y), tj. Ze p se kolmo k tihové sile
neméni. PrepiSeme-li prostfedni vztah na obycejnou diferencialni rovnici

dp(y)

aty) _ _ 8.3
dy Py (8.3)

ap(x7 y’ Z)
ox

je ihned vidét, ze pro dokonalou kapalinu (p = konst.) mtizeme jeji feSeni zapsat ve tvaru

p(y) = —pgy + K (8.4)

kde k je jedina neznama konstanta, kterou musime urcit z okrajovych podminek. K tomu
nam postaci znalost tlaku v jediném vybraném bodé kapaliny. Zména tlaku v tomto bodé
zpusobi zménu konstanty k o stejnou hodnotu, a tedy se o stejnou hodnotu zméni i tlak v
celé kapaliné (viz 8.4). Posledni tvrzeni je tak vlastné formulaci Pascalova zdkona, uvede-
ného ve Fyzice na strané 391.

Zvolime-li v rovnici 8.4 referen¢ni bod na hladiné kapaliny, které prifadime soufadnici
y = 0, bude soufadnice —y udavat hloubku h pod hladinou. Po pieznaceni tak mutizeme
pro ptislusny tlak psat

p(h) = pgh + po (8.5)

kde py je tlak piisobici na hladinu kapaliny. Ze zptsobu odvozeni tohoto vztahu, urcujicimu
tzv. hydrostaticky tlak, je ztejmé, Ze nezavisi na tvaru trubice ¢i nadoby, ve které se kapalina
nachazi — zavisi pouze na hloubce vysetrovaného bodu pod hladinou.
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S dalsimi postupy a vysledky aplikace popisu kontinua na tekutiny se seznamite ve
specialnich prednaskach.
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Kapitola 9

Kmitani

Cile

Zmat definici frekvence, periody, amplitudy, ihlové frekvence, faze a pocatecni faze
kmitavého pohybu.

Znat souvislost vychylky, rychlosti a zrychleni harmonického pohybu c¢astice a umét
je odvodit z pohybové rovnice pro harmonicky oscilator.

Zmat vztahy mezi kinetickou, potencialni a celkovou mechanickou energii harmonic-
kého oscilatoru.

4. Umét matematicky popsat kmity torzniho, matematického a fyzického kyvadla.
5. Védét jak lze pomoci reverzniho kyvadla métit tihové zrychleni.

6. Znat souvislosti kmitavého pohybu a rovnomérného pohybu po kruznici.

7. Umét slovné i matematicky popsat tlumené a nucené kmity oscilatoru.

8. Umét charakterizovat rezonanci a jeji projevy.

9. Védét co je to parametricka rezonance.

Pokyny

1. Prostudujte kapitolu 16 Kmity.

2. Prostudujte dodatky k tomuto tématu.

Kontroly

1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky

za jednotlivymi kapitolami.
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2. Reste tlohy: k odst. 16.3 — 1C, 3C, 5C, 7C*, 13C, 15C, 19U, 21U, 230, 24U*,
25U, 270, 310, 330, 34U, 35U, 370, 39U; k odst. 16.4 — 41C, 44C, 470, 49U,
50U, 51U%; k odst. 16.5 — 53U, 54U; k odst. 16.6 — 59C, 60C*, 63C, 65C, 67C,
68C, 69C, 72U0*, 730, 74U*, 770, 79U*, 82U, 83U*: k odst. 16.8 — 85C, 87U, 88U,
89U*: k odst. 16.9 — 90c, 91U.

3. Reste tlohy pro pocitac*.

Dodatky

9.1 K tlumenému oscilatoru

Naznacime postup feseni diferencialni rovnice tlumeného kmitani oscilatoru pohybujiciho
se po ose = (viz. Fyzika, strana 424), tj. budeme Fesit rovnici

d%z dx
m—s = —kr — b— 9.1
dt? dt (0-1)
Tato rovnice vznikla dosazenim tzv. harmonické sily F} = —kx = —mwzx, kde k je tuhost
pruziny! a sily vyvolavajici tlumeni F, = —bv, kde b je soucinitel titlumu, do Newtonovy

pohybové rovnice (II. Newtoniv zakon).

Z matematického hlediska je tato rovnice obyc¢ejnou homogenni diferencialni rovnici
druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Tento hrozivé znéjici ndzev matematikiim mimo
jiné 1ika, ze vSechna Teseni takovychto rovnic 1ze slozit libovolnou linearni kombinaci dvou
nezavislych feseni. Pfitom dvé funkce jsou povazovany za nezavislé tehdy, kdyz jedna neni
nasobkem druhé. Navic je obecné znamo, ze feSeni takovychto rovnic je vzdy vhodné zkusit
ve tvaru ¢ = ke, kde zatim neznamé konstanty x a A jesté musi byt urceny. Podivejme
se na to jak to udélat.

Ptepisme si nejprve 9.1 na tvar

dx  bdr
_ =0 9.2
E Tma " (9:2)
Pro zkréceni zépisu by bylo vhodné zavést nové oznaceni vyrazu b/m, ale my budeme z

estetickych divod, které vyplynou na povrch az pozdéji, psat

b
— =28 9.3
- (9-3)
Tedy, dosadime-li vyraz x = ke do rovnice
d? d
2 1 9BS Wt =0 (9.4)

dt? dt

Lw je tihlova frekvence kmitani netlumeného oscilatoru, plati w? = k/m.
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bude
kA2eM + 2Br N + kw?eM =0 .

Protoze ke™ # 0, mizeme kratit a ziskdme tak rovnici, které se iiké charakteristickd rovnice

M4 2BA+w? =0. (9.5)

Resenim této kvadratické rovnice je
)\172 =-—-B+ \/BQ—(.U2 .
A protoze v pripadé, ze B # w, jsou Teseni

A1t — 1€th+\/B2fw2t

Ir1 = R1€ K a T = Rao€

Aot — 52673157\/32714)215 (96)

nezavisla a obecné reseni rovnice 9.4, bude

x(t) _ Hle—Bt+\/B2—w2t + K26—Bt—\/B2—w2t _ e—Bt(meJm/B?—w?t + K2€—\/32—w2t) (9‘7)

Prozkoumejme nyni rtizné poméry soucinitele atlumu b = 2mB a uhlové frekvence
netlumenych kmita w
b B
® = > w
m
V tomto pfipadé ma feSeni tvar funkce

—aqt

Kie” " 4 koe (9.8)

kde a2 = B + v B? —w? > 0 a je patrné, ze tento pohyb je s nartistajicim casem
silné tlumen — nazyvame jej tlumeny aperiodicky pohyb. Pii tomto druhu pohybu se
oscilator nedostane pies rovnovaznou polohu, nejde tedy o kmity.

° % =B <w

V tomto piipadé se pod odmocninou v/ B? — w? nachazi zaporné ¢islo. Mizeme ovsem

psat
V=1(w? = B2) = V=1Vw? — B? = iV? — B
kdei = v/—1 je imaginarni jednotka. Pro jednoduchost ozna¢me kladné ¢islo vw? — B?

vyrazem wy
Wl = \/w2 — B2 (99)

Celkem tak mame
$(t) _ I{le(_B—le)t + ng(_B_iwl)t

Tento vyraz vsak jesté mtizeme upravit vzhledem k platnosti velmi dilezitych rovnosti
(tzv. Eulerovy vztahy)

e¥ =cosp+ising a e ¥ =cosp—isiny
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na
w(t) = e Bl(kieTr 4 goe 1) = e i(k) — ko) sinwit + (k1 + ko) cos wt]
coZ po substituci i(k] — kg) = Acosgg a K1 + ca = Asin gy dava
x(t) = e B[ Acos g sinw;t + Asin g cos wit]
Pouzitim souc¢tového vzorce
sin(a + 3) = sin acos 3 + cos asin 3
nakonec dostavame

z(t) = Ae Bl sin(wit + o) (9.10)

Tento vyraz je obecnym FesSenim diferencidlni rovnice 9.4 s libovolnymi (tzv. integrac-
nimi) konstantami A a g, které se uréuji az z pocatecnich podminek — f¥ikdme jim
amplituda a pocatecni faze. Posuneme-li tedy pocatecni fazi ¢y o —% (coz ndm ne-
zméni obecnost FeSeni) a preznacime-li A = z,,, dostaneme vyraz shodny s vyrazem
(16.40) na strané 424 ve Fyzice.

Na zaveér si miizeme vSimnout, Ze kdyby nebylo tlumeni, élen e=?* by byl roven jedné
a frekvence kmitani tlumeného oscilatoru w; = vw? — B? by byla rovna frekvenci
kmitani netlumeného oscilatoru w.

QL = B = W
m
V tomto pripadé z feseni kvadratické rovnice 9.5 ziskdme pouze jeden koren A = —B.

Abychom ziskali iiplné feSeni diferencialni rovnice 9.4, musime tedy najit jesté jedno
nezavislé feseni. Muzete si sami ovérit, ze vyraz
ﬁgte_B t
je fesenim rovnice 9.4 a je fesenim nez4vislym na e~ P!, Obecné feeni je pak dano
vztahem

2(t) = kie B 4 kote ™ Pt = e P (k) + Kot) (9.11)

O pohybu oscilatoru popsaném touto rovnici lze ukazat, Ze miize rovnovaznou polo-
hou probéhnout nanejvys jednou a ze se za jinak stejnych podminek blizi k rovno-
vazné poloze rychleji nez jakykoli z aperiodicky se pohybujicich oscilatori — fikame,
Ze takovy oscilator vykonava mezni aperiodicky pohyb.
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Kapitola 10

Vinéni

Cile

10.
11.
12.
13.

14.

. Zmat zakladni rozdily mezi ¢astici a vlnou.

. Védét ¢im se lisi a co maji spolecného mechanické, elektromagnetické a de Broglieho

viny.
Umét popsat charakteristické vlastnosti ptri¢nych a podélnych vin.

Umét matematicky popsat postupnou vlnu a znat vyznam amplitudy, vinové délky,
thlového vinoctu, periody, frekvence a thlové frekvence viny.

Znét obecnou definici (fdzové) rychlosti postupné viny.

Umeét pomoci rozmérové analyzy i uzitim 2. Newtonova zdkona urcit rychlost viny
na strune.

Umeét vysvétlit jakym zplisobem se vinadm prifazuje energie a jak s pocita vykon
prenaseny vinou.

Zmat aplikaci principu superpozice a jeho souvislost s Fourierovou analyzou.
Umét vysvétlit podstatu interference vin.

Ovladat popis vin pomoci fazort.

Zmat vlastnosti stojatych vin a umét je matematicky popsat.

Védét jak se méni faze vin na riznych rozhranich.

Zmat vlnové délky vlastnich kmit upevnéné struny.

Umeét vysvétlit pojmy paprsek a vinoplocha.

63



15. Umét odvodit vztah pro rychlost a tlakové zmény zvuku ve vzduchu z druhého New-
tonova zakona.

16. Znat podminky pro fazi a drahovy rozdil konstruktivné a destruktivné interferujicich
vin.

17. Umeét definovat intenzitu zvuku a jeji hladinu.

18. Védeét jak vznikaji zdznéje a umeét své iivahy matematicky podlozit.

19. Umét odvodit matematicky vztah pro popis Dopplerova jevu.

20. Znat alespon nékolik pfikladi Zivocisné ¢innosti (¢lovek je téz zivocich:-)), pfi nichz
se Dopplerova jevu uziva.

21. Védét jak vznikd Machtv kuzel.

Pokyny

1. Prostudujte kapitolu 17 Vlny I

2. Prostudujte kapitolu 18 Viny II.

3. Prostudujte dodatky k tomuto tématu.

Kontroly

1. Poctivé projdéte vsechny kontroly v doporucenych kapitolach a odpovézte na otazky
za jednotlivymi kapitolami.

2. Reste tlohy: k odst. 17.5 — 3C, 5C, 6C, 7C, 11C, 14U*, 15U, 16U; k odst. 17.6 —
18C*, 21C*, 23C, 24C*, 25U, 270, 29U, 31U*; k odst. 17.7 — 33C, 35C; k odst.
17.9 — 37C, 38U:; k odst. 17.10 — 39C, 43U, 44U*; k odst. 17.12 — 45C, 47U,
48C*, 53C, 570, 59U, 60U*, 63U, 65U*; k odst. 18.2 — 1C*, 2C*, 3C*, 5C*, 70,
9U, 10U*, 11U; k odst. 18.3 — 12C*, 15C*, 16C*, 19U, 20U; k odst. 18.4 — 21U,
22U*, 230, 240, 25U, 26U*; k odst. 18.5 — 29C, 32C*, 35C, 38U, 39U, 40U*, 410,
43U, 45U; k odst. 18.6 — 51C, 53U, 55U, 57U0%*, 59U; k odst. 18.7 — 61C, 63U;
k odst. 18.8 — 65C, 67C, 70C, 71C, 74U, 75U, 770, 79U, 81U, 83U, 84U*, 87U,
89U: k odst. 18.9 — 90C, 91C, 93C*, 94U, 95U*.

Dodatky
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10.1 Vlnova rovnice

Z ptredchoziho studia fyziky jiz vite, Ze matematicky popis pohybi ziskdavame obvykle fese-
nim diferencidlnich rovnic, které sestavujeme na zakladé nejriznéjsich tvah (zatim obvykle
pomoci Newtonovych pohybovych rovnic). Podivejme se nyni, jaka diferencialni rovnice od-
povida popisu pohybu vin. Najdeme-li takovou, budeme naptisté hned po sestaveni rovnic
pohybu védét, zZe popisovany systém je schopen vlnového pohybu.

Ve Fyzice na stran€ 443 se tvrdi, ze kazdou vlnu postupujici ve sméru x a kmitajici
pricné ve sméru y, lze popsat rovnici ve tvaru

y(x,t) = h(x — vt) (10.1)

kde h je libovolna funkce argumentu z— ot a v je (fazova) rychlost pohybu vilny, povazované

N/

y'(z,t) = g(x + vt) (10.2)

Nasim tkolem je nyni najit takovou diferencialni rovnici, jejimz fesenim bychom ziskali
vySe uvedené vztahy. Zkusme derivovat rovnici pro y(z,t) jako slozenou funkci y(x,t) =
h(f(z,t)), kde f(z,t) = x — vt, podle x i podle t. Nejprve tedy budeme derivovat funkci h
podle argumentu f a vynasobime to derivaci f podle x nebo t. Ziskame tak

dy dhdf 9y dnof

=24 = 7 10.
or  dfor ot df ot (10:3)
ale protoze je
af 0 of 0
— = —(z — =1 — = —(x— = — 10.4
=5 (z — vt) a S =5 (x —vt) v (10.4)
mame tak 9 dh 9 dh
Y Y
-7 7 — = 10.5
or _df * o df (105)
Derivujeme-li jesté jednou, bude
Py 0dn_ehos
ox2  Qxdf df2ox  df?
2 2 2
oy _ _ 0dh_  dhOf (_U)2M
ot? otdf df? ot df?
Srovname-li oba vyrazy, ziskdme rovnici
Py 1 0%
7 _ 27 _) 10.6
ox? 2 Ot? (106)

///////

tj. y'(z,t), ziskdme obdobnym postupem stejnou rovnici (odpovida to zdméné v — —v).
Zpétneé lze samoziejmé overit, ze kazda funkce typu 10.1 ¢i 10.2 je feSenim rovnice 10.6 —
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této rovnici fikame vlnovd rovnice. Tato rovnice ma neékteré zajimavé vlastnosti, podivejme
se na neé.
Predné, kazdé Teseni této rovnice lze ziskat linearni kombinaci funkei typu 10.1 a 10.2.
Déle, je-li néjaka funkce p(z,t) FeSenim této rovnice, tj. plati-li
0? 1 9?
7 __%¥ (10.7)
ox? 02 Ot?
je timto TeSeni i kazda funkce, kterd je nasobkem ¢, tj. funkce kp je také TeSenim této
rovnice pro libovolnou konstantu x (zkuste si sami dosazenim ovéfit). Této vyznamné
vlastnosti se ¥ikd homogenita rovnice. Kone¢né, jsou-li ¢q(z,t) a wa(z,t) libovolna dvé
feSeni rovnice 10.7, tj. plati-li
01 1 0%, —0 93 1 0%,

— = — 10.
0x? v2 Ot? a 0x? v2 Ot? 0 (10.8)

je Tesenim i libovolné linearni kombinace k11 + kos. Ovérte, ze skutecné plati

0? 1 0
2 (F191 T R2p2) — 5 og (Rapr + rzs) =0 (10.9)

Tato vlastnost se nazyva linearita rovnice a je velmi vyznamna, protoze déje, které jsou
takovymi rovnicemi popsany spliiuji princip superpozice.
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pohyby rovnomérné proménné, 15
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