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En este trabajo se apl ica l a  teorfa tie 1as zauas 

alcanznbles formulada por Emilio 0. Boxin en su tes i s  "Pun- 

t os  y zonas alcanzables en sisternos perturbados en forma ar- 

bitrariafl (Abr i l  1958), al caso de sistemas &e ecuaciones di-  

ferenciales ordinarias de primer orden, de l a  forma 

d a d 4  l a s  funciones f t  y f, sa suponen f i j a s  e invariables, 

mientras quo l a s  w l  y L32 son arb i t rar ias,  con c ie tas  con- 

diciones res t r i c t i vas  que dependen del  problema en part icular 

de que se t ra teo  

bl variar l a s  f'unciones wl y u 2, se puede con- 

s i d e r ~  e l  campo vector ial  definido por e l  sistema (1) coma 

resul tante de l a  suparposicidn de un vector f f i j o  en cada 

punto x y un vector a rb i t ra r io  W (t). Dado e l  punto i n i c i a l  - 
(?,x20), a cada e lmc iQ  del  vector (t) , correspander& 

m a  c ie r ta  trayector ia x l( t ) ,  x2(t), solucidn del  s i s t e m  (1). 

E l  problema que se encara es  e l  estudio de l a  total idad de 

l a s  curvas trayectorias obtenidas al variar e l  vector W ( t ) ,  

esto  es, ma l i zar  qu6 regiones del  p lmo quedan cubiertas 

por las soluciones de l  sistema (1) aJ. variar en forma arbi- 

t r a r i a  e l  vector u ( t ) ,  sujeto a c ie r tas  restricciones. 

Para Pna l i za  este  problem, se u t i l i za  l a  defini- 

cidn de &unto alcanzable dbsde un punto ( x , ~ , x ~ ~ ) ,  que e s  

aquel punto (xdl  ,xz4) para e l  que existen dos funciones W,,w,,  
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y un valor t l>  0 tal que e l  sistema (1) posee l a  so- 

luci6n xl(t), x2(t) que sat is face a l a s  ecuaciones 

La zona alcanzable desde e l  punto -6 el conjunto 

de puntos alcanzablesdesde dicho punto, 

Las condiciones res t r i c t l vas  que se  imponen al wee- 

t o r  W (t) son de l  t i po  

01, *2) = 0 6 bien F ( d !  , U W Z ) > 0 ,  

o alguna combinacidn de ambas, donde F es una funci6n dada, 

que puede eventualmente depender d e l  punto x, pero no del  pa- 

r h t r o  t, 

La primera condicidn res t r i c t i va  considerada para 

e l  vector Cc) (t) e s  l a  acotaci&l euclidiana 

En es te  caso, se demuestra, anaogamente al caso n-dimensio- 

nal ,  que dado un dorninio D donde se cumple que ( f(x)) < k, 
todas las curvas contenidas e n D  son posibles t rayeutor ias 

d e l  sistema (1). Para aquellos puntos de un dominie Dt en 

10s cuales ( f (XI \ > k, se da una condicidn ana l f t i ca  para 

que una curva perteneciente a Dl sea t r w e a t o r i a  de l  sistema 

(1). 

Otro t lpo  de res t r icc idn estudiada e s  la acotacidn 

por componentes, e s  decir  



Las posibles trayecltorias de l  sistema (1) e s t h  ahora con- 

tenidas en un hgu lo  de v6rt ice (xiO ,x2,) y abertura dis- 

t i n t a  para cada punto de l  plaao. Gste t ipo de acotaci6n e s  

ut i l ixada en trabajos relatives a optimizacibn de controles, 

por ejemplo, e l  conocido problema de l  control ebang-bang", 
(1) 

estudiado por Bellnum,~Glicksberg y Gross en sistemas 

de ecuaciones diferencialas l ineales con coeficientes cons- 

tantes Y generallzado por &.O.Roxin en colaboracidn con l a  

autora para sistemas de ecuaciones diferenciales con coefi- 

cientes variables 
(2) 

Por su aplicacidn a numerosos campos de l a  t6cni- 

ca, se estudia luego e l  caso de restring* 10s veetores per- 

turbadores a una variedad unidimensianal, en especial, e l  ca- 

so en que dicha variedad sea Uneal, esto es, que e l  sistema 

sea de l a  forma 

Segdn l a  posici6n re la t i va  de 10s vectores F = (f, , f2) y P= 

- ( q4, (Pz), se establece l a  siguiente clasif icaci6n de puntos - 
de l  planor a) punto ~ e v u l a r  s i  10s vectores F y P no se anu- 

lan  y forman entre sf un 6ngulo no nulo; b) gunto de cegtacto 

s i  e l  vector F se anula o bien su direcci6n coincide con l a  

de P; c) punto J ,greeuU s i  e l  vector P = 0; d) gunto crf- 

t i co  esencia3, si F = P = O .  ~demas, se llama curva fundamen- 

ta l  a las soluciones del sistema no perturbado 



y curva perturbatr iz a las de l  sistema perturbador 

Con es tas  definiciones, se demuestra que, dado e l  sistema (21, 

una zona alcanzable k y un punto regular P de l a  f rontera 

de , ex is te  un entorno de P t a l  que en 61 l a  f rontera de 

e s  l a  curva per turbatr iz  que pasa por Po 

A fin de establecer algunos c r i t e r i o s  de alcanza- 

bi l idad, se  introduce l a  definicidn de punto cuasi-alcanzable, 

que es  aquel punto P tal que en todo entorno de l  mismo e d s -  

ten puntos alcanzables desde P. Dado un punto P, se dan l a s  

condiciones necesarias psura determinar qu8 otros puntos de l  

plano son alcanzables o cuasi-alcanzables respecto a l  dado, 

A continuaci6n se investigan l a s  propiedades de 

curvas y campos vector ia les con e l  objeto de formular algu-  

nos c r i t e r i o s  que permitan del imitar zonas alcanzables, Se 

introduce l a  noci6n de "trampan, que e s  aquel la regidn de l  

plano cuya frontera t i m e  l a  propiedad que una solucidn que 

par te  de un punto de dicha regidn, no puede salir de l a  mis- 

ma, Con e s t a  nomenclatura, e l  problem de delimitacidn de zo- 

nas alcanzables equivale a1 de hallar trampas, 

Los c r i t e r i os  de delimitacidn de zonas alcanzables 

admiten una formulacidn anal f t ica,  que se apl ica entonces a 

sistemas de ecuaciones di ferenciales con perturbotr ices rec- 

t i b e a s ,  radia les p circulares. Tambi6n se  estudia e l  caso 

de l a  ecuacidn d i f e ~ e n c i a l  de segundo orden, reducible a un 

sistema de dos acuaciones de p r i m r  orden, como asimismo e l  

caso en que e l  sistema no perturbado sea homog6neo. 



IC9 un caaftulo posterior, see investigan l as  pro- 

piedades de sistemas perturbados con perturbacidn mientala 

o acotada, es decir, sistemas del  tipo (21, con 

siendo k = const, Se demuestra que cudste una relaciQ a- 
recta a t r e  10s casos de perturbatriees orientadas y acota- 

das, de mado que uno es reducible al otro y viceversa, p se 

dan algunos ejemplos err 10s cuales l a  del imi tacih de zonae 

alcanzables es particulosmente interesante por su interpra- 

taciQ, a s i  como por s u  aplicacidn a muchos problemas -4- 

nicos y el4etsicos, 

La autara desea agradecer a Emilio 0. Boxin su 

constante cr i t ica,  vallosos cornentarios y lectura detallada 

del  nanuscrito, as$ como interesantes discusiones que permi- 
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ef icaz ayuda del Dr. Plberto Gonaez  ~ o d n g u e z  por habes en- 

caminado este estudio en l h e a s  gencrrales. Finalmente, debe 

mencionar en forma especial l a  colabaraci6n del Ing. ~ o s 6  L. 

Massera, de l a  Facultad de ~ngenierfa de Montevideo, Uruguay, 

quien no $610 sigui6 paso a peso e l  desarrollo de este estu- 

dio en un intercambio epistolar, sino tambi6n leg6 en forma 

exhaustiva e l  rnanuscrito, en ocasi6n de su reciante visits a 

Buenos Aires, sugiriendo &t i les  variaciones que f ac i l i ta r  on 

l a  redaccibn def initiva. 

Buenos bires, mayo de 1958. 



Introd- general 

En e l  aiio 1676, Gottfried Wilhelm Leibnitz intro- 

dujo por primera vez e l  concepto de ecuaci6n ddierencial, 

Fniciando asf una nueva era en e l  campo de l a s  matem8ticas. 

Durante 10s siguientes 50 aiios, se desarrol1.6 ma escuela de 

matemdticos dedicados a obtener expresiones anal i t icas de 

l a s  soluciones de ecuaciones diferenciales l ineales y no li- 

neales (ambos Bernoulli, Euler, Riccati ,  Clairaut, etc.). 

~ e c i 6 n  en 1739, Euler comenz6 un estudio sisternil- 

t i c0  de l a s  ecuaciones l ineales v en 1760, Lagrange formu16 

e l  teorema general de superposicidn para sistemas l ineales, 

estableciendo con 61 una verdadera escisidn entre las mate- 

m6ticas l ineales y l a s  no l ineales. Este concepto produjo un 

impact0 tan fuerte en l a s  investigaciones que 10s prdximos 

l.25 aiios fueron dedicados casi  exclusivamente a l  desarrollo 

de l a  teor ia de acuaciones diferenciales l ineales, culminan- 

do con 10s conceptos de transformadas de Fourier y Laplaca 

y e l  estudio de 10s sistemas de funciones ortogonales. A e- 

110 se debid que reci6n en 1881, H. ~o inca r6  
(3) , inspirado 

en 10s problemas de l a  mechica celeste, publicara e l  primer 

trabajo fundamental sobre l a s  propiedades de las curvas solu- 

ci6n de un sistema de ecuaciones di ferenciales no lineales. 
(4) 

Poco despuds, A. Liapounoff , en una memoria clQsica, expu- 

so su teorfa de l a  estabi l idad de l  Dpovimiento, poniendo h s  

bases sobre 19s cuales se construY6 posteriormente la escuola 

rusa de investigaci6n en este dominio, 

~ontempor&eaunente, I. Bendixsan 
(5) 

aplicd l a  teorfa 
(6) 

a1 campo rea l  y G.D. Birkhoff , con sus e s t u d i ~ c l 8 s i c o s  

sobre problems de d inh ica ,  introdujo e l  a d s i s  funcional 

en l a  teor fa de 10s sistemas dinbmicos. Entre los  trabajos 



(7) 
cl&sicos, es  precis0 tambien mancionar 10s de 0. Perron , 
dedicados a1 estudio de l  comportamiento asintdtico de l as  

soluciones y andl is is  de 10s puntos singulares. 

En e l  campo de l a  electr6nica, e l  c i rcui to oscilan- 

t e  es  e l  ejemplo mds importante de un dispositivo no l ineal. 

Y como t a l ,  su estudio ha sido objeto de numerosos e intere- 

santes trabajos por su aplicaci6n en d is t in tas  ranas de l a  

tdcnica. La ecuacidn di ferencial  no l inea l  de l  c i rcu i to  

fu6 estudiada por primera vez por E.V.Appleton y B. van der 
(8) . ~ 6 s  tarde, van der Pol 

( 9 )  
Pol u t i l i zd  e l  metodo de l as  

isocl inas para resolverla en e l  caso @n que 

f(y) = -E (1 - 3.2) con ~ ~ 0 , 1 ; 1 , 0 ; 1 0 ,  

y hal l6 que, bajo c ie r tas  condiciones, un ci rcui to osci lante 

efectfia oscilaciones de relajacibn, sue son e l  caso lfmite 
(10) 

cuando e l  pardmetro es  grande , Por o t ra  parte, tam- 

bidn demoetr6 que 10s fen6menos de r e l a j a c i h  aparecen en mu- 

chas ramas de l a  ciencia, por ejemplo, f is iologia, siendo 10s 

la t idos de l  corazbn una oscilaci6n de relajacibn. 

E l  problema de 1as oscilaciones en sistemas que po- 

seen elementos no l ineales, ha sido estudiado por A, bndronow 
(U) (12) 

y C.E.Chaikin , J.J.Stoker y muchos otros. Varioe d- 

todos que permiten resolver ecuaciones no l inea les de esta  ti- 
(1-4) . <-  

po, fueron desarrollados por N, Uylof f  y N, Bogoliuboff 0 

~ambi6n se apI.ic6 (con limitaciones) e l  d t o d o  de perturbacio- 

nes de ~ d n c a r 6 ,  desarrollado originalmente para problemas as- 

trondmicos. 



La b6squeda de soluciones peri6dicas y ciclos U- 

mites de ~0inca.1-6, de tan gran inter6s en las aplicaciones, 

ha sido estudioda modernmente utiUzando ln6todos de an - 
(lkl 

sis funcional, por S. Lofschetz , M.L.Cortrpright 
f" (15 

(16) 
¶ 

(17) 
R. Levinson , J.L.hssera , etco 

Les  ecuaciones diferenciales to ta les  de l  t i p 0  

donde f(x) es una funcidn f i ja  y W (t) una funci6n arbi tre- 

ria, con c ier tas  restricciones, son de gran importancia en 

l a s  aplicaciones, debido a la  existencia de nwarosos pro- 

b lems f fs icos cuyo comportamiento queda descrlpto por una 

ecuacidn como l a  precedente. Es por e l l o  que existe gran in- 

te r& en e l  estudio de las curvas soluciones de ta l  ecuacidn, 

cuando se var fa l a  funcidn ld (t) , que representa en general, 

ma mcidn variable exterior aplicada a l  s i s t e m  ffsico. En 

part icular, es importante investigar cu&es son 10s posibles 

estados de l  sistema f fs ico que pueden alcanzarse, partiendo de un 

estado i n i c i a l  dado, eligiendo adecuadamente e l  tdrmino de con- 

t r o l  Ld(t). Este es, justamente, e l  problema a que da respues- 

ta l a  teor fa de las zonas alcanaables, formulada por E.O.RoA 
(181 

en espacios n-dimensionales. 

g i te  trabajo apl ica dicha teorfa al caso plano, en 

donde 10s razonamientos resultan m8s in tu i t ivos por su corres- 

pondiente representacidn geomdtrica, y estudia l a s  zonas al- 

canzables en numerosos casos de inmediata a ~ ~ c a c i b n  en ramas 

de l a  tecnologfa y l a  f fs ica* 





~ormulacidn de l  woblema. 

Considexaremos un sistema de dos ecuaciones difwen- 

c ia les  de primer orden de l a  f o r m  

- 
donde interpretamos l a s  q como coordenadas c a r W a n a s  (rea- 

0 -  
- 

l e s )  en e l  plano euclideo, xi = dxi/dt y t es una variable 
("1 

real. Supondremos que e l  (1.1) es un sistema de Caratheodory . 

por ejemplo, que fi(xl,x2), Id i ( x l t x2 , t )  son l ipschi tz ianas 

respecto a x1,x2, mientras que Wi(xl,x2,t) es  medible con 

respecto a t en e l  intervalo considerado. Con esto queda ase- 
('n 

gurado - que 10s sistemas 

que llamaremos nsistema fundamentalw, y 
. . . ~ . .  ~ . . . . . . . . . . .  

e - 
( n )  Se dice que e l  sistema x i  = fi(xl,..., +,t), con i= 1,2,.*. 

n e s  un "sistema de Caratheodoryn en l a  regidn a < t < b, 

a x i  para todo t de (a,b) y medible respecto a t para ca- 

da punto q,...,xni b) existen 2n funciones i(t) 

sumables en todo intervalo ( d  , ) (a,b) ta les  que 

- - 
I, 2 . V(K;-%J "-t- . . . t (dm - F ~  ) 4 4 ~ ;  f ;<  K;; I xi I I  < 

( n t )  Sansone y Conti, op. c i t .  (191, p. 20. 
"21 



que llamaremos "sistema perturbadorn, poseen soluci6n h i c a  

en l a  regidn considerada, y Qsta depende en forma continua 

de l a s  condiciones in ic ia les  y eventuales ~ a r h e t r o s  que f i -  

guren en l as  funciones. 

Llamaremos ncurvas fundamentalegn a l a s  solucio- 

nes de l  sistema (1.21, "~p rvas  ~ e r t u r b a t r i c e s ~  a las d a  sis- 

tema (1.3); a l  sistema (1.1), wgistema com~J,&~ o "pertux- 

y a sus soluciones no l e s  pondremes nombre especial, 

c i t h d o l a s  generalmente como l as  "traveetorias del  sistemg 

completon, o simplemente las " t r a x a c t o r i ~ ~ .  

A& cuando no sea esencial para e l  problema que 

veremos, supondremos en general (para faci l idad de l a  expo- 

sici6n1, que l a s  soluc$ones x i ( t )  existen para todo valor de 

t (o sea - - dt 4 ) DO 1. sera en general muy importante dis-  

t i n g ~ i r  l a  parte de trayectoria (curva fundamental, perturba- 

t r i a )  recorrida desde un punto i n i c ia l  en una direcci6n para 

valores positivos de t ( t >  0) y qua llamaremos "semi-traveq- 

un (semi-fundamental, semi-perturbatriz) positivq, de l a  
pa-rte recorr;de en senhdo opoesbo para t 10, q we d esipamos 
m - t r a v e c t o r i a  (semi-fundamental, semi-perturbatriz) ge_g- 

&. ~ o d a  sol ici6n sera siempre considerada como curva -- 
&Q, o sea provista de l  sentido en que es  recorrida al var iar  

t de manera creciente. 

E l  presente trabajo vem sobre e l  siguiente proble- 

mar  

Dadas l a s  funciones f i(xl ,x2) de l  sistema (1.1) y 10s valores 

in ic ia les  xl(0) =x10, x2(0) = XX), asf como c ier tas  condicio- 

nes res t r i c t i vas  impuestas a l a s  funciones Wi(xl,x2,t), Can- 



sideremos e l  conjanto de todas l a s  posibles trayector ias so- 

luci6n de (1.1) al variar las Wi(q ,x2 , t )  de manera arbitra- 

r ia (cupl iendo siempre con l a s  condiciones impuestas) y de- 

terminemos, especialmente, qu6 regi6n de l  plano queda cubierta 

por ta les  tr ayectcurios. 

dl considmar l a  total ldad de h s  t rayeetor ias solu- 

ci6n de 1 . 1  cuando las O l (q ,x2, t )  v d a n  en forma arbi- 

traria, se puede prescindir de l a  dependencia explfc i ta de G, 

de las coordenadas q,x2, ya que para cada soluci6n en parti- 

l a  total idad de l a s  posibles funciones arbilmarias U i  es la 
* 

misma que e l  conjunto de las W1. Escribiremos por e l lo ,  en 
.. 

1.0 que sigue, simplemente w %( t ) ,  salvo que por alguna razdn 

especial convenga expl ic i tar  l a s  coordenadas en l a  expresiih 
- 

de l as  W 

E l  hecho de imponer condiciones rest r ic t ivas a l;as 

funciones u i ( t )  es esencial para que e l  problem tenga inte- 

rds, ya que en caso contrario cualquier curva del plano (de 

l a  regi6n en que es ta  definido e l  sistema (1.1)) e s  posible 

trayectoria. MAS exactamente , vale e l  siguientet 

Teorema lJ, • 
4. 

Sea e l  sistema (1.1), donde fi(xl,x2) son funciones dadas, y 
("1 

una curva . definida pop l a s  ecuaciones 

~ ~ . , . , . . .  . . . . .  . . .  

(n) En todo l o  que sigue, cuando hablemos de una curva cuaquie- 

ra,  se sobreentendera qua se t r a ta  de un arco de curva de 

Jordan qua cumpla l a s  condiciones de continuidad y diferen- 

ciabi l idad necesarias para poder ser eoluci6n de un siste- 

ma de ecuaciones diferenciales como e l  (1.1). 



EntonceB existen dos f'unciones l(t), 2( t ) ,  definidas en 

0 < t 6 ti, t a les  que e l  sistema 

i1 = ffi(x1,x2) 4-(Jl(t) 
- 

con l a s  condiciones inleiales 

x1(0) = $1(0)  

xz(0 = $ *(O) , 
t iene por soluci ih la curva dada por l a s  ecuaciones 

pemostraci&t Para demostrar este teorema, basta pone  
. . ,  . 

Por e l lo ,  toda curva resu l ta  solucidn posible Etel 

sistema de ecuaciones di ferenciales (1.1). Para que e l  pro- 

b lem tenga inter&, ser6 necesario por l o  tanto, imponer 

restr icciones adicionales a las funclones l ( t  1, 2( t ). 
- 

Condiciones rest r ic t ivas Dara l a  ~ e r t u r b a c i b  arbitraria 

E l  problema planteado en e l  p h r a f o  anterior se 

puede interpret- geodtricamente de manera ntds intu i t iva* 

Representarnos, como es usual en e l  estudio de 10s sistemas 
- 

de dos ecuaciones diferenciales de primer orden, a q como 

coordenadas cartesianas de l  plano euclideo, t comm tiempo 



y gi como gomponentes de l  vector velocidad, que forma un cam- 

po vector ia l  en toda l a  regiQ de l  p b o  en que l a  ecuacidn 
0 rn b 

(1.1) es t6  definida. En nuestro caso, eL vector x =(x1,x2) 

se compone de dos pa tes .  La primera, f i j a  para cada problem 

part icular,  es e l  vector f = ( f i , f2) que llamamos vector fun- 

damental, y a Qste se suma e l  vector perturbador a rb i t ra r io  

W = ( u l ,  d2) .  E l  teorema 1.1 asf interpretado, por ejemplo, 

dice que con una perturbacidn adecuada, e l  punto (x1,x2) de l  

sistema de ecuaciones (1.1), puede der~cr ibir  cualtjuier t ra -  

yeetoria. 

Veamos ahora c6mo rest r ing i r  10s valores que pueden 

t omar l( t) , d 2 (  t 1. S6lo consideraremos condiciones def in i -  
("1 

das punto a punto - , Es decir, f i jado e l  punto (x1,x2), e l  

plano u1,u2 queda dividido en dos conjuntos de puntos, se- 

que e l  par de valores u1(q,x2, t ) ,a2(q,+, t )  sea admi- 

t ido o no como componentes de l  vector perturbador. Tal condi- 

cidn res t r i c t i va  estar6 representada a n a l l t i c a n t e  por rela- 

clones d e l  t ipo 

o bien 

o combinaci6n de ambas. 

La ( O  las) ( Id 0 2 )  puede eventualmente depder  
( ~ 1 3 '  

de x1,x2, perono de t - . 
. . .  

("1 Esto equlvale a descartar condiciones de l  t ipo 5 (Wl,W2, 

q r x 2 , t )  = 0, d condiciones impuestas a a i ( t )  como funcianes, 

por ejemplo, l a  de tener derivada acotada. 

(ma) S i  dependiese de t no se cumpllrfa, por ejemplo, l a  propie- 

dad t rans i t iva  que se verd mds adelante (capftulo 1). 



Algunos casos t ipicos son: 

a )  La acotacidn del vectar perturbador 

b) La restr iec idn de 10s vectores a una variedad uni- 

dimensional 

.- 

ha,  tpQ2 = 0 ,  

que equivale a f i jar l a  direccidn de W . 
c)  La combinacidn de ambas re str iccione s. 

d) La condicidn que W sea in ter ior  a c ie r ta  r e g i h  angular 

en especial, que a pertenezca a c ier to  semiplano 

~ ~ 6 s  es ta  hacer notar que estas condiciones ss 

han escr i to  en forma implfcita, pero pue&en darse igualmen- 

t e  en forma param6trica, por ejemplo 

l a  que con r -9 h f i j o s  (funciones a lo sumo de x l , ~ )  y 

d ( t )  arb i t rar io,  equivale a l a  6). 

~ e f i n i c i d n  de punto Y zona alcanzable 

pefinici6n 1.A. 

Dado - e l  sistema de ecuaciones diferenciales (1.1), donde fl, 

f 2  son f i j a s  y O1,W2 arb i t rar ias  sujetas a c ier tas con- 



diciones de l  t ipo (1.5) 6 (1.61, e l  punto (xll,x21) se dice 

~ l canzab le  desde e l  ( x ~ ~ , x ~ ~ )  , s i  existen dos f unciones (J 1' ( t )  , 
- 

htl ( t )  (que cumplen l a s  condiciones generales dadas), y un' - 
valor tl > 0 t a l  que e l  sistema 

con las condiciones in ic ia les  

posee l a  s o i u c i h  

que sat is face a 

Con otras palabras, e l  punto (xll,x21) sed alcan- 

zable cuando estd sobre l a  semi-trayectoria positiva &el  sis- 

tema (1.7) que cumple l a s  condiciones (1.8). 

Definicibn 1.2. 

Bajo l a s  mismas h i ~ d t e s i s  de l a  definici6n anterior, llamamos 

zona alcanzable desde e l  uuntp (x10,x20 ) a1 conjunto de pun- 
.. 

tos alcanzables desde 

D e f i n i c i o o  . . 
Bajo l a s  mismas hipdtesis de l a  definicidn (1.11, llamaremos 

r 
zona alcanzable aeneralizada a todo conjunto dY; de puntos 

que cumpla l a  siguiente condicibnr 



Si e l  punto ( ~ ~ ~ , x ~ ~ )  E & , y es  alcanzable des- 

de ( ~ ~ ~ , x ~ ~ )  , tanbisn (x11,x21) 15 

Como veremos, toda zona alcanzable desde un punto 

e s  tambi6n zona alcanzable generalizada, peso l a  

inversa no es  cierta. ~aab idn  diremos "zona alcanzabletf, s i n  

especificar s i  l o  es  desde a l g h  pputo o en sentido generali- 

zado, cuando de l  context0 resul te s in  ambigttedad de cual t ipo 

se t ra ta ,  

Ero~iedad tr ansit iva 

Corolario 1.1. 
. . - 
si e l  punto ( ~ 1 1 , ~ ~ ~ )  es  alcanzable desde (x10,x20) Y 

-- - .. 
alcanzable desde (xll,xa), entonces (xl2,x& es aU!anzable 

desde ( X ~ O , X ~ ~ ) .  

pemostraci6q: 6n efecto, existen por hipdtesis las funciones 

uit(t) y m i n ( t )  ta les  que 10s sistemas 

con las condiciones in ic ia les  

- 
tienen sendas soluciones que, para c ie r tos  valores t l ,t2>0, 

cumplen 



respectivamente. Basta entonces def in i r  uua funci6n 

'4' ( t )  para t ti 
~ I n t  ( t )  = - 

w;ll(t. - t,) - i -  Para t > tl, 

para que l a  solucidn del sistema de ecuaciones di ferenciales 

Veremos ahora algunos de las propiedades elementa- 

l e s  de l a s  zonas alcanzables. 

. . .  . .  
~1 conjunto vacio 'Ir y e l  plan0 tot, $ son mnas alcanza- 

bles generalizadas. 

pemostracidn: Bn efecto, l a  condici6n (xlo,x20) 6 y , (x11,x21) 
- 

$ Y , siendoclll,xa) alcanzable desde (xlO,xa) no pue- 
A 

de sat isfacerse nunca. Por o t ra  parte, s i  (xlO9xz0) € % Y 81 
. .- - 

punto es alcanzable desde ( x ~ ~ , x ~ ~ ) ,  folrzosamente 
- - 

debe ser (xll,x21) e 2 . 
Teorema 1.3. 

La unidn de un n h e r o  cualquiera de zonas alcanzables en senti- 

do generalizado tambi6n es zona alcanzable. 

pemostraci6n: Sea [Ad 1 e l  conjunto de zmas alcanvlbles y 
,.. 

& A  A, si (xu , X ~ ~ I  e dL , debe necesar iamente 
o( - 

pertenecer a algQ . S i  ( ~ ~ ~ , x ~ ~ )  es alcanzable desde 



(xu,xa)  tambidn pertenecerb a ese , &uego t a n b i b  per- 

tenece a & . 
Teorema 1.4. 

La intersecci6n de un n h e r o  cualquiera de zonas alcanzables 

generalizadas, tambien es  zona alcanzable. 

Demostraci6n: Sean (7% ' l a s  zonas alcanzables y d!= n 
4 

4 interseccidn de l a s  mismas. Sea (xllrx21) alcanzable desde 
- 

( x p ~ ) .  S i  (alo,x20) e oit deberb ser (xlo,x,) E para 
- 

%OLIO .i ,lueso tambien (x11,x21) t para todo o( y por e- 

110 ( x ~ l , x * ~ )  E A . 
reorema 1.5. 

Dado un conjunto de puntos do , existe una zona alcanzable 

generalizada minima dt, que 10s contiene. 

pemostracidni Consideremos todas l a s  zonas alcanzables gene- 

r alizadas Ad que contienen conjunto . , conjmto 

[A) no es  vacio, pues contiene por l o  menos d plano t o t d  

%. Evidentemente, l a  interseccidn de todos 10s conjuntos o f  
es l a  zona alcanzable minima que contiene a1  conjunto A*. 

La intersecci6n.de todas las  zonas alcanzables que contiene 

un punto Po dado, o sea l a  zona alcanzable mhima que contie- 

ne a Po, necesariamente coincide con l a  zona alcanzable 

desde Po. ~ e g d n  l a  definicidn 1.1, es ta  dltima no necesita 
- 

contener al punto Po. 

Asimismo, l a  unidn de todas l a s  zonas alcanzables 

desde 10s puntos de un conjunto 4, estb contenida en l a  zo- 

na alcanzable minima que contiene dichos puntos, pero no ne- 

cesariamente coincide con el la. 



CAPITULO 2 



~co tac i dn  euclideana 

En e l  capftulo anterior hemos v is to  que, para que 

e l  problema de hal lar  l a  zona alcanzable desde un punto sea 

interesante, es preciso imponer a 1  vector perturbador ~ ( t )  

c ie r tas  restr icciones, por ejemplo, d e l  t i p 0  (l.5), (1.6), 

La restr icci6n que parece mefs natural imponer a~. 

vector W (t) en e l  sistema completo (1.1) e s  l a  acotacion 

euclideana 

donde k e s  una constante dada. s e g h  l a  ecuacidn (i.6), e s  e- 

vidente que l a  constante k podref eventualmente depender de l  

punto x per0 no del p a r k t r o  t. 

A continuaci6n veremos que e l  comportamiento de 16s 

curvas trayeetorias soluciones del sistema (1.11, a1 variar en 

forma arb i t ra r ia  e l  vector u ( t ) ,  depende que se cumpla 

o bien 

Teorema 2.4. 
, . .  . . .  . . 

Sea e l  sistema de ecuaciones di ferencialer (1.1) con l a  con- 

dici6n res t r i c t i va  (2.1) para l a s  funciones a l ( t ) ,  u 2 ( t ) .  

Sea ademas un dominio D donde se cumple que 

Entonces, e l  vector x ( t )  puede tener, dentro del dominio D y 

para valores adecuados de Ld l(t), Q2(t) ,  cualquier direcci&l, 

0 l o  que es  equivalente, toda curva totalmente contenida en D 

es  solucidn del sistema (1.1). 



Demostraci6n: Sea un arc0 de curva de ecuacidn 

perteneciente a D. Queremos ballar una relacidn 

de mod0 de sat isfacer a 1  sistema (1.1) con una conveniente e- 

leccidn de las funciones W l ( t ) ,  OJ 2( t )  sujetas a la condici6n 

(2.1). Segtin e l  tteorena 1.1, sienpre podremos sat isfacer e l  

sistema (1.11, poniendo 

Fal ta ver que es posible elegir  la funcidn T ( t )  que cumpla 

l a  ecuacidn (2.1) y sea t d  que d-qat > 0, para que la curva 

(2.3) sea recorrida conservando e l  sentido de l  novimiento. De 

(2.5) resu l ta  (en notaci6n vector ial)  

S i  ponemos 

tendremos 

Por e l l o  



como debe ser por l a  condici6n impuesta a1  vector CI) ( t ) ,  Para 

aGe se sat isfaga l a  desigualdad (2.6) con dZ/dt > 0 ,  es nece- 
- I 7  

sar io que 

l o  que vale por hip6tesis. 

Teorema 7.2, 

Sea e l  sistema (1.1) con l a  condicidn res t r i c t i va  (2.1) para 

l a s  funciones Wl(t), a2 ( t ) .  Sea e l  arco de cvrva (2-3) con- 

tenida en un dominio D cuyos puntos cumplen l a  condici6n 

Entonces e l  sistema (1.1) admite como soluci6n aquellas curvas 

contenidas en D que satisfacen l a  cond ic ib  

pemostracibns Evidentemente, l a s  posibles direcciones de l  vec- 

to r  $(t) cubren un dngulo t a l  como e l  de l a  f igura 1, 

- 
(*) Con l a  notaci6n (a.b) ioaicsnos e l  produeto escalar I 3 ;. aibi. 



Para que una curva como l a  dada por Las ecuaciones (2.3) sea 

posible trayectoria soluci6n del sistema (1,1), e s  necesario 

que sus tangentes Sean in ter iores a l a s  a r is tas  del  dngulo co- 

rrespondiente a ese punto. Vamos a ver que l a  expresidn analf- 
( 9 ) .  

t i c a  de esta condicidn es  justamente l a  inecuacidn (2.7) - 
Dada l a  curva (2.3), l a  parametrizacibn (2.4) debera 

ser de l a  forma (2.5) y se t r a ta  de hal lar  l as  curvas C para 

l a s  cuales es  posible e legi r  X ( t )  con dT/dt>O, tal que 

Para e l l o ,  buscamos e l  valor de dc/dt que haga dnima l a  expres- 

si6n 

Dicho valor es 

= &,/dz f, -I- d g d d ~  f2 . (2.10) 
d t  , , (@,/a 8 (a$/& z)% . - 

Desarrollando (2.9) resu l ta  

y reemplazando e l  valor de d v d t  dado por (2.10) 

("1 LH demostracibn de este teorema, as$ como del preeedente, 

sigue l as  l ineas de 10s teoremas anfiogos v6lidos en espa- 

cios n-dimensionales, que f igwan en e l  c a p i t d o  11 de (18). 



Para que se cumpla la condici6n (2.1), el segundo miembro 

de (2.11) debe ser 

con lo que queda demostrado el teorema. 

~cotacibn aor comuonentes 

Vamos ahora a considerar el caso importante en que 

las componentes l(t), W *(t) del vector perturbador estdn 

acotadas independientemente unas de otras, es decir, que las 

condiciones restrictivas (1.5) Sean de la forma 

2 2 Entonces, la circunferencia (O = k se transforma en un - 
recthgulo, y si el punto es exterior al mismo, las 

direcclones posibles del vector k t )  = f(x) +a (t) es th  con- 

tenidas en un 6ngulo de vertice xo y abertura distinta para 

cada punto del plano (figura 2). 

I 

Fig. 2 



Evidentemente, s i  e l  punto es  in ter ior  a1  rec thgu lo ,  las 

posibles direcciones del  vector x cubren todos 10s 3 6 ~ .  En 

cambio, s i  xo es exter ior al rect&guJ.o, 10s posibles e s t k  

contenidos en e l  bgu lo  delimitado por dicho recthgulo,  

dcotaciones de este t ipo han dado origen a intern- 

santes trabajos relatives a optimizaci6n de controles. Por e- 

jemplo, dado e l  sistema (1.1) g e l  (1.2) P*a e l  cual (x109x20) 

es un punto crftiu, es decir . 
. , . . , .  

( l o  que equivale a un posible estado de reposo de l  s i s t e m  f i -  

sico no perturbado), se demuest~a que, en determinadas condi- 

ciones, e l  vector perturbador (control) 6ptimo, o sea e l  que 

l l eva  e l  sistema f fs ico a1 estado de reposo en tiempo &lmo) 

sat is face a l a s  condiciones 
(1) (2) 

La teor ia de l a s  zonas alcanzables complements este 

t ipo de resultados ya qua permite del imitar l a  regiba desdie 

l a  cual e s  posible alcanzar dicho punto de reposo. En efecto, 

para determinar desde qu6 puntos (x1,x2) es alcanzable e l  

(x10,x20) = 0, basta considerar e l  sistema 

y hal lar  l a  zona alcanzable desde e l  punto ( X ~ ~ , X ~ ~ ) .  ES evi- 

dente que considerar e l  sistema (2.12) en lugar de l  (1.1) e- 



quivale a haber invertido e l  sentido de l  parhe t ro  t, l o  que 

inv ier te e l  orden de alcanzabilidad de 10s puntos. 

Sea e l  sistema de ecuaciones di ferenciales 

9 4-u~  
con a 7 0, 0, to2$ 

x2 = ax2 + 0 2  

E l  centro es  un nodo estrel lado repulsive. Dentro de l a  c i r -  
2 2 2 cunferencia x l  + xP2 = k /a , todas l a s  curvas son posibles 

trayectorias (teorema 2.1). Fa un punto P fuera de dicha c i r -  

cunferencia, l a s  posibles direcciones de l  vector x son l a s  

que caen en un hgu lo  de semi-abertura o( t a l  que sen a( = 

= V a  1 x 1, como s e en l a  I igura 3, de donde tambi+esul- 

t a  que OQ = I x 1 sen d = k/a. Por l o  tanto, l a  zona alcansable 

desde e l  punto P e s  todo e l  dngulo marcado, desde P hasta e l  

infinite. S i  P cae sobre l a  circunferencia lfmite, e l  dngulo 

se convierte en un semiplano. Desde un punto in ter ior  a l a  

circunferencia lfmite, es  alcanzable todo e l  plan 



Ejem~l0 P . 9  

Sea e l  si  sterna de ecuaciones diferenciale s 

= ax1 + 0, 
2 2 

con a 4 0, d, + W 2 6  
X2 = a 2  + 13% 

E l  origen es un nodo estrel lado atractivo. Con l as  mismas con- 

sideraciones de l  ejemplo anterior, resul ta que dssde un punto 

in te r io r  a l a  circunferencia lfmite, as alcanzabla todo e l  in- 

te r io r  de e l la .  Desde un punto exter ior,  e s  alcanzable una zo- 

na como l a  indicada en l a  f igura 4. 

I 
Fig. 4 

E.iem~10 3.3 
. . . . . . . . . . . 

Sea e l  sistema de ecuaciones di ferenciales 

= 9 x 1  &Ld, 
.- 2 2 2  

iJ 
con ?,a2 >o, ~ , + % s R .  

X 2  = 82x2 + 2 

E l  origen es un nodo repulsivo. Dentro de l a  el ipse de ecua- 



todas l a s  curvas son trayeetorias. Desde puntos interiores 

a esa e l ipse,  e s  alcanzable todo e l  plano. Z o n u  alcanzables 

desde puntos fuera de l a  e l ipse,  se ven en l a  figura Se 

E.lem~lo 2.4 
, . 

Sea e l  sistema de ecuaciones diferenciales 

-' 

. - 
xl = a lx l  +LOI 

con al,a2 40;  IJ:+ 4 c k! 
G2 = a p 2 +  

E l  origen e s  un nodo atractivo. La el ipse l imite e s  * P 



Dasde un p d t o  de e l la ,  todo su interior es alcanzable. Desde 
I 

un punto ,exderior, l o  es una regidn como l a  indicada en l a  f i -  

gura 6 .  

- I 
1 1 3 .  6. 

El em~lo 

Sea e l  sistema de ecuaciones diferenciaies 

-- - { 4 = 1 x 1  +.*4 
- 

con a,.> O,$+@:< b! 
x, = '"2 

La hanja \xi\ < I & (  reemplaza ahora a la  elipse del ejemplo 
a4 

2.3 (figura 7). 



pl.iem~lo 2.6 
, .  . .  

Sea e l  sistema de ecuaciones diferenciales 

con al< 0. 

Es ad logo  a1 ejemplo 2.4, como se puede ver en l a  f igura 8. 

. . 
Sea e l  sistema de ecuaciones di ferenciales 

E l  origen es  un punto de ensilladura. Eh l a  el ipse de ecuacibn 

toda curva es  posible trayectoria. Del in ter tor  de dicha el ip- 

se, es  alcanzable toda l a  fmja \ x+ l  <(w+ I . Otros t ipos de 

zonas alcanzables t ip icas  e s t k  indicadas en l a  figma 9. 



Eiemwlo 3-8 
, . . . .  . . 
Sea e l  sistema de ecuaciones diferenciales 

sl origen es on centro. Dentro del cfrculo de ecuacidn G2+ 
2 2 + xZ2 = k /a , todas l a s  trayectorias son posibles, fuera de 

61 no; s in embargo, es  alcanzable. todo e l  plano desde cud -  , 

quier punto (figura 10). 



. . . . . . . . , 

Sea e l  sistema de ecuaciones d i ferenc ia les 

E l  origen e s  un foco a t rac t ivo  ( l as  soluciones son, en coor- 

denadas polares, = 90 e - * ). ~ e n t r o  de l a  circunieren- 
2 c i a  de ecuaci6n x l  + x22= k2/a2& b2, todas l a s  trayecto- 

r i a s  son posibles, per0 l a  zona alcanzable desde e l  centro 

2 2 e s  e l  c i rcu lo  cuya ecuaci6n es  x l  -t x2 = k2/a2 ( f igura  11). 

E jem~ lo  2.10 
. . . . . , . . . . . . . 
Sea e l  sistema de ecuaciones d i fe renc ia les  

E l  origen e s  u n  foco repulsivo. Desde e l  i n t e r i o r  d e l  circu- 
- 2 2 2 10 de ecuaci6n xl xP2 = k /a , todo e l  plano es  dlcanza- 

b le ,  desde e l  ex te r io r ,  no. La zona exter ior  G2 4 x22>k2/a2 

e s  l a  alcanzable desde todo punto de dicha c i rcunferencia 

(ver f i gu ra  12)*  



Ejem~lo 7 4  

Sea e l  sistema de ecuaciones di ferenciales 

"1 = a lx l  + 0, 
- 

- con ax 4 0, u;+ a : ~  I;. 
x2 = a2x1 4- axx2 t dZ 

E l  origen es  un nodo a una tangente, atractivo. FA e l  in ter ior  

de l a  e l ipse de ecuaci6n 

todas l a s  curvas son posibles trayactor ias. Una zona a l c a  za- 
- 

ble t ip ica ,  desde un punto Po exterior, se puede ver en la f i -  

gura 13. 

EJem~lo 2.12 
. . 

Sea e l  sistema de ecuaciones di ferenciales 

- con al> 0, 1 k2 = a,xl t a1x2 + u, 



E l  origen e s  un nodo repulsivo, a una tangente. Este ejemplo es  

e n t e r m a t e  analog0 al anterior, como puede verse facilmente en 

l a  f igura 14* 

Ecuacidn de senundo orden a coef ic ientes constantes 

Sea l a  ecuacidn di ferencial  de segundo orden 

donde a y b son constantes. Esta ecuacidn equivale a1 s i s t e m  

de dos ecuaciones diferenciales de primer orden 

~gregiindole 10s tdrminos de control CI) , resul ta 

Interesa ver qu6 representan estos t6rminos en l a  ecuacidn de 

segundo orden (2.131, para l o  cual despejamos 



y sustitufmos en l a  segunda de las ecuaciones (2.14) 

o sea 

.- 
Se ve qua cualquier perturbacidn arb i t ra r ia  id 3 de l a  ecua- 

ci6n di ferencial  de segundo orden (2.13) es representable co- 

mo una de l  sistema equivdlente (2.14) (poniendo por e jemplo, - 
d3 = d*, ci,l " 0 )  e inversamente, cualquier perturbaci6n al, 

- 
u 2  de l  sistema repercute en xl como una c ie r ta  perturbacidn - . 

a3 de l a  ecuaci6n de seguado orden a que xl satisface. D e  es- 

t o  se deduce l a  importante conclusi6n: 

Dada l a  ecuacibn di ferencial  de segundo or&= e coe- 

f ic ientes constantes (2.13) con determinadas condiciones in i -  

c iales, toda abscisa x e s  alcanzable mediante e l  agregado de - 
un tdrmino U3 de perturbaci6n adecuado. En efecto, e l  s is te-  

ma de ecuaciones diferenciales (2.14) admite alguna perturba- 
- 

ci6n ul, a2 tal que sea alcanzable cualquier punto (xl,x2), 

(teorema 1.1). Luego, en (2.15) existe un d3 ta l  que l a  abs- 

c isa  x = xl antes mencionada, sea alcanzada por l a  solucidn de 

l a  ecuacidn. 

En cambio, es f a c i l  ver que no se mantienen l a s  rela- 

ciones de acotacidn entre l a s  perturbaciones ( ul,d 2) del 

sistema de ecuaciones y ld 3 de l a  ecuacidn de segundo orden. 



PESTRICCION DE IGOS VECTORES PERTURBADORES 

4 u U NSIOI? 
. .  .~ . 



Condicianes restr ic t ivag 

En aplicaciones a muchos campos de l a  tecnica y 

l a  f fs ica,  aparecen sistemas de ecuaciones diferenciales 

ordinarias de l a  forma 

Vamos entoncas a estudiar sistemas de l  t ipo (3.11, en 10s 

que supondremos que f l,f2, o1 Y (P2 son funciones dadas f i -  

jas y d ( t )  es una funci6n arb i t rar ia ,  con l a  candici6n que 

todas estas funciones satisfacen 10s requisites exigidos en 

e l  Capftulo 1, Este caso queda, pues, inclufdo en e l  caso 

general considerado hasta ahora 

De acuerdo a nuestra terminologia, e l  sistema fundamentes 

mientras que e l  sistema gerturbador toma l a  forma 

con o((t) arb i t rar ia  (medible). 

Noa interesa coi~siderar separadamente l as  curvas 

integrales solccidil ( la  10s sisteuas (3.3) y (3.%:. Zn c:;~;e 

dltimo sistema, nos podemos independizar de la funci6n arbi- 

txar ia o( ( t )  consider ando simplemente e l  



A 10s sistemas (3.3) y (3.5) 10s llamaremos sis- 

tema fundamental y perturbador, respectivamente, y de mane- 

ra anhoga vector fundambntal y perturbador a 10s vectores 

por 8110s definidos, o sea F=. (f1,f2) Y T= ( (P i ,  q2) .  
Evidentemente, esto involucra una c ie r ta  discrepancia con 

l a  nomenclatura genaral de l  Capftulo 1, pero este desacuer- 

do no puede conducir a error,  ya que l a  diferencia entre 

10s sistemas (3.4) y (3.5) reside en l a  supresi6n del fac- 

to r  comb d ( t )  y como es f d c i l  ver, l a s  trayectorias de 

ambos sistemas son lab mismas (siempre que &(t) no se a- 

nule n i  cambie Be signo). Al vector definido por e l  sistema 

(3.11, es decir,  a1 vector f =  +d (k) , l o  llamaremos vec- 

to r  (o campo) resultante o perturbado. 

c-a t 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

sag& l a  posicidn re lat iva de 10s vectores y 3> 
distinguiremos l a s  siguientes clases de puntos: 

a )  pmto  r e n u ,  es aquel para e l  cual 10s vectores yy 
,.. 

no se anulan y forman entre sf un dngulo d is t in to  de cero; 

b) punto de  contact^, en e l  que e l  v e c t o ~  se anula o bien 

t iene direcci6n coincidente con l a  de ?; 
c) punto b r e a u l g ,  en e l  que e l  vector 7 se anula; 

. . . . . . . . .  . . 
d) gunto cr f t i co  esencial, en e l  que se cumple que T= ?= 0. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Eurva fundament& v sw-fundaments . .  . .  
Dado e l  sistema completo (3.11, llamaremos curva fundamental 

a toda trayectoria solucidn de l  sistema no perturbado (3.3). 

Andlogamente , llamaremos curva semi-f undamental 

posterior (anterior) a un punto Po = (XLO,xa), a aquella 



parte de l a  curva que sat is face a1  sistsma (3.3) con l a  cnn- 

dici6n 

recorrida en e l  sentido de valores cmcientes positivos (ne- 

gativos) de l  parametro to 

Eurva ~ e r t u r b a t r i z  Y 'emi-~erturbatr& 
,~ . . . .  . .~ . . . . . . . .  .~ . , . . .  

Dado e l  sistema completo (3.1), llamaremos curva perturbatr ia 

a toda trayectoria solucidn del sistema perturbador (3.5). 

Del mismo modo que para l a s  fundamentales, llamaremos curva 

semi-perturbatriz posterior (anter ior)  a un punto Po= (xlO, 

xZ0) a aquella parte de l a  curva, recorrida para sentido 

creciente positivo (negative) del pa rhe t ro  t, tal  que sa- 

t is face a1 sistema perturbador (3.5) con l a  condici6n 

Por filtimo, convendremos en llamar a l as  curvas soluciones 

de l  sistema completo (3.1), simplemente curvas trayectorias. 

zeorena 3.1 

Dado e l  sistema completo (3.1), una zona alcanzable genara- 
- 

l izada y un punto regular Po = ( ~ ~ ~ , x ~ ~  ) de l a  f rontwa 
4 

de 2 ,  existe un entorno U de Po tal que en 61 l a  frontera 

de l a  zona alcanzable generalizada, es  l a  curva perturbatr iz 

que pasa por Po. 

pemostracibn: Por ser Po regular, de acuerdo a l a  definici6n, 

en 6 1  10s veetores cf y 53 forman entre sf un dngulo no nu- 



" 
lo. Por continuidad, e x i s t i r Q  un entorno U de Po t a l  que todos 

sus puntos Sean regulares y ta l  que en 61, l a  direccidn de 10s 

vectores jr ? varfe menos que un c i e r t o  arbi t l rar ia-  

mente pref i jado, Esto s i gn i f i ca  que en  U quedarh  determinadas 

dos familias de curvas, las curpas fundamentales de ecuacidn 

u2 = u 2 ( x l t 5 )  = const., 

y las curvas per turbat r ices de ecuaci6n 

t a l e s  que forman ma red t0pol6~icament.a equivalente a un re- 

t icu lado euclideo. Hagamos ahora a l  transformacidn de coorde- 

nadas de jacobiano no nulor 

.. 

que l l eva  e l  sistema (xl,x2) 61 (ul,u2) 0 

Como las ecuaciones de las curvas fundamentales y 

per tusbat r ices,  en e l  pr imit ivo sistema de coordenadas,, son, 

respectivamente 

en e l  nuevo sistema de coordenadas serh 

puesto que es  u2 = const. a l o  largo de una curva fundamental, 



- 
y a  que antilogamente e s  ul=: const. a la  l a r g o  de una per tur -  

ba t r i x *  Entonces, e l  s istema completo t e n d r i a  l a  forma 

donde 

- 

y ( t )  e s  una funcidn a r b i t r a r i a .  Hemos tomado gl> 0, pues- 
- 

t o  que siendo regu lares todos 10s puntos, l a  funcidn g l  debe 

tener  s igno constante* - 
Evidentemente, en e l  s is tema (3.6), todo punto P1- 

- 

= ( u ~ ~ ~ u ~ ~ )  ( f i gu ra  1.5) con ull> u10 e s  alcanzable desde - 
P o ( x l ~  ~ ~ 2 0 )  . Si ,  en cambio, Po pertenece a l a  f r on te ra  de l a  

zona alcanzable general izada , como e s  e l  caso por hip& 

t e s i s ,  un punto t a l  como e l  P2(ul2,uZ2) con u12 > U ~ O  no 



puede se r  alcanzable, pues s i  l o  fuera,  tambi6n Lo s e r f a  todo 
,- -k - 

P con u10 7 %3 > u12 y Po no s e r f a  entonces de l a  f ronte-  3 
ra de . En consecuencia, llegamos a l a  conclusidn que l a  

pos ib le  f r o n t e r a  de l a  zona alcanzable general izada por un 
- d 

punto Po e s  justaaente l a  curva pe r tu rba t r i z  que pasa por Po, 

que es l o  que querfamos demostrar. 

~ e f i n i c i d n  de aunto cuasi-alcanzable 

Dado e l  s istema de ecuaciones (3.1), diremos que e l  punt0 P1 

e s  cuasi-alcanzable desde Po, s i  en todo entorno de P1 ex is-  

t en  puntos alcanzables desde Po. Respecto de l a  zona alcanza- 

b le  general izada 2 , diremos que P l  e s  cuasi-alcanzable desde 

, si en todo entorno de P1 ex is ten  puntos de 2 a 

w t e r i o s  de alcanzabi l idad v cuasi-alcanzabi l idad 
. . . . . . . . . . . . . . 

Veremos a continuacidn algunos c r i t e r i o s  que nos per- 

m i t i r a n ,  dado un punto, determinar qu6 o t ros  puntos d e l  plano 

son alcanzables o cuasi-alcanzables respecto al dado. 

Teorema 1.2 
,, . .  . - - 
Dado un punto Po, todo punto P1 de l a  curva pe r tu rba t r i z  que 

- 
pasa por Po, e s  cuasi-alcanzable desde Po. 

Demostracih: Sea 
, . 

l a  soluci6n d e l  s istema pertubbador (3.5). Por h ip6 tes is ,  si 
.- - 

(x10 , x ~ ~ )  son las coordenadas d e l  punto Po y ( x ~ ~ ~ x ~ ~ )  las 

de P1, s e  v e r i f i c a  que 



para c i e r t o  va lor  tl &el parametro t. Supongamos que tl> O D  

S e g h  las condiciones impuestas a las soluciones d e l  sistema 

perturbador en e l  ~ a p f t u l o  1, las funciones x l ( t ) ,  x2 ( t )  de- 

penden en forma continua de ql(x1,x2), 2 ( ~ 1 , ~ 2 ) .  Escriba- 

mos ahora e l  sistema (3.1) re fe r ido  al nuevo parametro 

donde d e s  una constante posit iva, Con es te  cambio de varia- 

b les,  e l  sistema de ecuaciones (3.1) queda 

Las soluciones d e l  sistema de ecuaciones (3.9) son, ev idenb-  

mente 

que, por l a s  mismas razones invocadas p a r a  las funciones x l ( t ) ,  

x2 ( t ) ,  dadas por (3.7), son funciones continuas de l /d.  Por 

l o  tanto,  como para e l  va lor  l /o( = 0 ,  l a s  ecuaciones 

- 
nos dan las coordenadas d e l  punto PI, dado cualquier entorno 

- 
U de P1, e x i s t i r a  un valor 0( > 0 t a l  que pra todo 0( con 

I d \  7 4, , correspondientemente I I/ d ) < l/go, l a s  e- 

cuaciones 



definan un p h t o  P2 perteneciente a l  entorno U. Como para ese 

valor da (que suponemos positive), l a  transformacidn (3.8) 

es reversible, e l  punto P2 estar6 sobre l a  txayectoria de l  sis- 

tema de ecuaciones 

- - 
que pasa por e l  punto po= ( x ~ ~ , x ~ ~ ) .  Como l a  transformci6n 

(3.8) conserva, para d )  0, e l  sentido en que son recorriaas 

l a s  trayectorias, resu l ta  que P2 es posterior a Po. Coma con- 

secuencia de el lo ,  tendremos que, siendo U un entorno cualquie- 
- - 

ra,  habr6 puntos P2 alcanzables desde Po tan cercanos a PI co- 

mo se quiera, con l o  que queda demostrado e l  teorema. 

g& 

Si,  en cambio, fuera T < 0, habr6 que tomar para l a  demostra- 

c i h  ~4 < 0, l~ l>d,.  Entonces, en l a s  ecuaciones (3.10) J 

(3.11) ser fa  T -  G - T < 0, con l o  que, a1 pas= a1  sistema 

(3.12) s e g b  l a  transformacih (3.8), obtenddnos l a s  ecuacio- 

ne s 

como coordenadas del 'punto Pa. Per0 como T < 0 y o( < 0, re- 

s u l t a  P2 posterior a Po. 

Teorema 3,.1 
. . .  . . .  



- 
S i  Qo es cuasi-alcanzable (desde un punto Po o respecto a una 

zona alcanzable generalizada), cualquier punto % que perte- - 
nezca a l a  perturbatr iz que pasa aor Qo, es tambidn cuasi-dl- 

canzable. 

pemostracib~: La  demostraci6n de este teorema se basa en la 
. , 

&pendencia continua de l a  soluci6n (3.7) del  sistema pertur- 

bador respecto a l a s  condiciones in ic ia les  x 1 ~ , x ~ .  En efeeto, - 
dado un entorno arb i t rar io  V de 4, demostxaremos que en 61 

hay un punto alcanzable Q2. Para el lo,  consideremos que exis- 
- 

t e  un entorno U del punto Qo tal que toda curva perturbatr iz 

solucidn del sistema (3.5) que pasa por U, pasa tambien pop 

V. Como Qo e s  cuasi-alcanzable por hip6tesis, exist ir i? en U 
" 

un punto Po alcanzable. Evidentemente, l a  curva perturbatr iz - - 
que pasa por Po atraviesa e l  entorno V y llamemos Q3 a un 

- - 
punto de dicha perturbatr iz en V. Por ser P: alcanzable, Q3 

ser6 cuasi-alcanzable g entonces exiat ir i? un entorno W de 4 
i n te r io r  a V tat que en 61 hay un  punto Q2 alcanzable, con l o  

que hemos demostrado e l  teorema. 

C o r o l a r i ~  
< 

S i  Po es un punto alcanzable (desde otro punto cualquiera o 

respecto a una zona alcanzable generalizada), que no est6  so- 

bre l a  frontera de l a  zona alcanzable, cualquier otro pUnt0 
- - 

PI sobre l a  perturbatr iz que pasa por Po, es alcanzable. 

pemostraci6q: Demostraremos esto, suponiendo que sobre la 
. . , . - 4 

perturbatr iz correspondiente, e l  punto P1 es posterior a Po, 

81 igual qua en e l  teorema 3.2, se ve que esta  hip6tesis no 

es rest r ic t iva ,  Razonando de l  mismo modo que para l a  demos- 

tracidn de dicho teorema, escribimos e l  sistema (3.1) en l a  - 
forma (3.9). Dado un entorno U de l  punto Po, t a l  que todos 



sus puntos Sean alcanzables, podremos h a l l a r  un o( en (3.8) 

y (3.9) de modo que sea pos i t i vo  y tan grande como para que la 

curva t r a y e c t o r i a  solucidn d e l  sistema (3.91 que pasa por P1 

tambien pase por un punto P2 deL entorno U. Como toda trayec- 

t o r i a  solucidn d e l  s istema de ecuaciones (3.91, l o  e s  t a m b i k  
- 

d e l  (3.11, y ademLs, siendo d > 0 ,  e l  punto P1 es pos te r io r  

a P2, r e s u l t a  PI alcanzable desde P2 (que era alcanzable). 

C o r o l a r i ~  3.2 
. , w .  

S i  Po no e s  cuasi-alcanzable (desde o t r o  punto o respecto a 

una zona alcanzable generalizada, tampoco l o  e s  cualquier  
- 

punto P1 de l a  per tu rba t r i z  que pasa por Po. 

pemostracidnt La demostracidn e s  inmediata por e l  absurdo, 

aplicando e l  teorema 3.3. En efecto,  supongamos que P1 fuera 

cuasi-alcanzable. En ese caso, todo o t r o  punto per tenec iente  

a l a  per tu rba t r i z  que pasa por PI, s e r f a  cuasi-alcanzable, 

en cont ra  de l a  h ipdtesis.  



CURVAS FRANQUEBLES E INFRBNQUEABLES 



En e l  capftulo anter ior hemos dado algunas propie- 

dades generales referentes a l a s  curvas fundamentales y per- 

turbatr ices,  llegando a establecer c r i t e r i os  que en c ier tos  

casos permiten determinar posibles f ronteras de zonas alcan- 

zables. En este  capftulo estudiaremos m8s en deta l le  las re- 

laciones entre un campo vector ia l  y una curva, estableciendo 

m8s condiciones para delimitar zonas alcanzables. 

pef in ic i6n de w t r a a a ~ "  
(211, 

En numerosos trabajos (Levinson y Smith Lan- 
(22) (23) 

genhop y Farnel l  , Friedrichs , Rauch 
(24) 

y otros),  

que estudian ecuaciones de l a  forma 

aparece l a  idea de determinar regiones de l  espacio cuya fron- 

t e r a  Cenga l a  propiedad que una solucidn cudquiera Be un sis- 

tema de ecuaciones di ferenciales tota les,  que parte de un pun- 

t o  de dicha regidn, no puede salir de l a  misma. Dicho de ot ro 
("1 

modo, l a  f rontera de t a l  regi6n act6a como "trampall Par& 

l a s  curvas integrales de l  sistema dado. 

Entre les c r i t e r i os  que vamos a ver a continuacidn 

sobre delimitaci6n de fronteras de zonas alcanzables, se in- 

cluyen algunos que establecten condiciones e s ~ e e f f i c a s  para 

hal la r  una trampa. Es por eso que damos l a  siguiente defini- 

cidnt 

Dado un sistema de ecuaciones di ferenciales to ta les  

( 1 1 )  Sansone y Conti, op. c i t .  ( l g ) ,  p. 444. 



y un dominio A con l a  propiedad que s i  xl(t), x z ( t )  e s  

una soluci6n d e l  s istema dado que para t =. to par te  de  

un punto ( ~ 1 ~ , x 2 - j )  de l a  f r o n t e r a  de A , l a  solucidn x l ( t )  

x2( t )  queda en A p a r a  todo t , , ~ ~ ~ , x ~ ~ ,  l lmaremos t t t ram- 

pat* a l a  f r o n t e r a  de A . 
En e l  caso en que e l  dominio A sea tal que su  

("1 5 
c lausura e s  homeomorfa a una es fe ra ,  se  puede a p l i -  

ca r  a l a  trampa e l  teorema de Brouwer 
(25) 

&el  punto f i j o  

que dice: 
(I" 1 

Toda transformacidn continua de un elemento de l  espacio 

eucl ideo de n dimensiones en sf mismo o en una de s u s  par- 

t e s ,  admite a1 menos un punto f i j o  (unido). 

Entonces e x i s t e  en l a  trampa, por l o  menos un 

punto f i j o ,  o l o  que e s  equivalente, una soluci6n d e l  sis- 

tema de ecuaciones d i f e r e n c i a l e s  considerado. 

S i  fl y f 2  son funciones ~ e r i d d i c a s  de ~ e r f o d o  

bJ > 0 ,  e s  dec i r ,  

d icha solucidn e s  per idd ica con e l  mismo periddo 

(I;) Dado un conjunto A C B  y un punto x E B, diremos que e l  

punto x pertenece a l a  clausur9 o a l a  adherencia de A,  

s i  toda e s f e r a  E(x , r ) ,  r 7 0  cont iene por l o  menos u n  

punto de A. La c lausura de A e s  e l  conjunto formado por 

todos 10s puntos x de adherencia de A y l o  indicamos xJi. 
-. 

( t l l )  Se llama elemento d e l  espacio eucl ideo n-dimensional En 

a todo conjunto de puntos de En homeomorfo a una e s f e r a  

S de En (con su  contorno inc lu fdo) ,  e s t o  es ,  todo conjun- 

t o  de En que puede ponerse en correspgndencia biunivoca 

y cont inua con e l  conjunto de puntos de S. 



Regiones % v Ri determinadas Dor un arco de curva 

Un arco de curva simple de Jordan e s  l a  imagen 

homeomorf a de un segment0 

siendo l a s  f i( t) cont inuas y l a  correspondencia en t re  10s 

puntos d e l  a rco  y 10s va lores de Z, biunfvoca. Considerare- 

mos tambien arcos ab ie r tos  f i n i t o s ,  que se obtienen el imi-  

nando 10s extremos de un arco como e l  (4.1). La formulaci6n 

incluye tambisn e l  caso de que e l  arco se  ext ienda h a s t a  e l  

infinite, per0 transformando topoldgicamente e l  plano en l a  

e s f e r a  de Gauss (por agregado d e l  punto impropio); e s t e  ca- 

s o  no n e c e s i t a  s e r  t ra tado  especialmente en l o  que sigue. 

Un arco de  curva de Jordan d = &, def in ido por 

(4.11, t i ene ,  en t re  o t ras ,  l a s  s igu ien tes  propiedades cuya 
(20) 

demostraci6n puede verse en 10s l i b r o s  de topologfa 8 

1) e s  pos ib le  encontrar o t r o  a rco  de Jordan \dl de extremos 

A,B, t a l  que e l  conjunto y+YI forme una curva cerrada 

de Jordan, o sea, l a  imgen  homeomorfa de l a  ci rcunferen- 

c i a ;  

2) t a l  curva cerrada de Jordan 4 div ide a1 plano en dos 

regiones conexas & , R2 , una acotada y l a  o t r a  no, 

s iendo l a  curva l a  f r o n t e r a  comh a ambas4 

3) todo punto P i n t e r i o r  d e l  arco posee alg& entorno & 
dac 

t a l  que dados puntos P1,P2 de 'd , sue pertenezcan a 



dicho entorno, pueden unirse por dos arcos simples de 

Jordan quet 

a )  e s t h  totalmente contenidos en e l  entorno & , 
b) t ienen comh con 'd hicamente 10s puntos PI y P2, 

c )  uno de ambos arcos es  i n te r i o r  a l a  regidn al y 

e l  o t ro  a l a  1R2 definidas en e l  punto anter ior .  

En general, consideraremos 10s arcos de curva (4.11, 

(4.2) como orientados, vale dec i r ,  recorr idos en e l  sent ido 

de valores crec ientes de Z . En ese caso, l a s  dos regiones 

T1,%2 obtenidas completando con o t ro  arco 3 I una c u n a  

cerrada (como a r r iba  se ha explicado), pueden individual izar- 

se  como regiones que quedan a derecha e izquierda, resgect i -  

vamente, d e l  arco . De acuerdo con esto,  usaremos l a  no- 

tac i6n Rd,a i para dichas regiones. 

Furvas de tanzente continua. construcci6n elemental de 1- 
. . .  

' %,a;- regiones 

En muchos casos, l a s  curvas a considerar no s e r h  

t an  generales como l a s  definidas precedentemente. En cada 

punto e x i s t i r a  un vector tangente de componentes 5 l1 ( E ) , 
4 2t ( 2 1, siendo Qstas funciones continuas que no se anulan 

simultheamente, De e s t a  manera, l a  tangente a l a  curva va- 

r i a r a  con continuidad. 

Como veremos, de l a s  regiones a;,$& i n te resa  a- 

quel la par te que es t6  en l a  inmediata vecindad de l  arc0 3 
(de ahf que e l  arco )I- I, imprescindible para de f in i r  ambas 

regiones, pueda adoptarse arbitrariamente). Con l a  siguien- 

t e  construcct6n elemental podemos obtener o t ras  dos regiones 

Ril ,Rdt que para nuestras consideraciones s e r h  de igual  
- - 

ut i l idad,  



Tomemos en cada punto P d e l  a rco  ab ie r to  (4.2) un 

entorno c i r c u l a r  C(P, r )  de cent ro  P y rad io  r suficientemen- 

t e  pequeiio como para que d co r te  a l a  c i rcunferenc ia  de 

C(P,r) en  dos puntos h icamente,  l o  que siempre s e r s  pos ib le  

por l a  cont inuidad d e l  vector  tangente a en P, que e s  pun- 

t o  i n t e r i o r  de > . E l  a rco  % div ide a C(P,r) en dos regio- 

nes. La uni6n de 10s entornos 

e s  una f r a n j a  que cont iene al  arc0 , que l a  div ide en las 

regiones a i l , % ~ t ,  cuya f ron te ra  comiin e s  61. Por l a  forma 

en que han s ido  co is t ru idas  a 1' y a d r ,  e s  imposible que - 
a l g h  punto d e l  plano pertenezca a ambas. S i  b ien e s t a s  re -  

giones 2 it , 2 no son iddn t i cas  con las % ;,P d a r r i b a  - 
def in idas,  s e r h  equivalentes para nues t ras  demostraciones 

pef inic iejn de arco fransueable - 
s e a  un arco de curva de ~ o r d &  = AB dado por (4.2) y un 

sistema de ecuaciones d i f e renc ia les  aut6nomo 



def in ido en una regi6n d e l  plano que cont iene al arc0  . 
Supongamos que dicho s is tema s a t i s f a c e  las condiciones ge- 

ne ra les  enunciadas al comienzo d e l  Capftulo l, y cuya solucidn 

esta'dada por 

Tracemos o t r o  arco y '  de extremos AyB que def ina 

junto con % l a s  regiones 2 i,ad, como hemos v i s t o  ante- 

riormente. 

Diremos que e l  arc0 e s  franaueable de i zau ie rdq  

a derecha por las soluciones d e l  s istema de acuaciones (4.3) 

s i  e x i s t e  un par de puntos P1(x l l ,x~)  y P2(xf2,xz2) tales 

que : 

- 
F2(xll,xa,t2-tl) = x22, para c i e r t o s  va lo res  tl,t2 con 

i i i )  e l  arco PIP2 de l a  t r ayec to r i a  soluci6n de (4.4) no cor- 

t a  a l  arc0 7' ( inc lufdos 10s extremos), cortando por 

l o  t an to  al arc0 ( a x c l d d o s  10s extremos). 

Se ve que l a  def in ic i6n  e s  indpendiente d e l  a rc0  3' 
- 

eleg ido para d e f i n i r  l a s  regiones 2 9 d. Para demostrar 

es to ,  supongarnos que se  ve r i f i ca ran  todas e s t a s  condiciones 

u t i l i zando  e l  arco aux i l i a r .  ' y tomemos ahora o t r o  d"  
Sobre l a  t r ayec to r i a  (or ientada) PIP2 definimos dos c l a s e s  

de puntos: 

a) puntos P ( Z )  t a l e s  que e x i s t e  a l g h  P1 (t ) an te r i o r  (cl 4 - - - 
(T) que perteneeca a 2 d. Es te  conjunto no e s  vacio,  

pues por l o  menos P2 pertenece a 61. Por o t r a  par te ,  por 



l o  menos e l  PI no pertenece a 61. E l  extremo i n fe r i o r  de 

10s valores de T que corresponden a 10s puntos de este 

conjunto determina un punto Q2 que pertenece necesaria- 
- 

mente a l a  f rontera de a d ( o  sea a % + X I  que e s  un con- 

junto cerrado en sent ido topolbgico), y como no puede ser  

de , pertenece a ?f a 

b) La c lase  de 10s puntos P ( T )  anter io res  a Q2, t a l e s  que e- 

x i s t e  alg& punto P1 ( . Z 1 )  poster ior  perteneciente a JfZ I. 
- - 

P1 pertenece a e s t a  c lase,  y todo punto de l a  c lase  a) no 

pertenece a e l la .  ~nafogamente a1 caso an ter io r ,  el. primer 

punto Q1 que sigue a todos 10s de l a  c lase b) pertenece a 

Q1 puede co inc id i r  con Q2 o no hacerlo, en es te  &- 

- t h o  caso, todo punto intermedio tambien pertenece a 'd a 

Consideremos ahora e l  arco %"  que une 10s extre-  
- 

mos de . Siendo e l  arco Q1Q2 de un conjunto cerrado, l o  

mismo que e l  arco X n  , ambos d i s tan  ent re  s f  una magnitud 
- 

E > 0. Tomamos entonces sobre l a  t rayec tor ia  PIP2 un punto 
- 

P l l  de a ,  dentro d e l  entorno de radio & d e l  punto Q1, y 

o t ro  Pzl de 12 a dest ro  de l  entorno de rad io  & d e l  punto 

Q2. La t rayec tor ia  PltPZ1 cumple las condiciones exigidas, .. - 
pues pasa de 2 i a ,-sin cor ta r  a a'" a 

Por l o  tanto, e l  arc0 tambien e s  franqueable 

de izquierda a derecha con respecto a1 arco d "  
S i  u n  arco ab ie r to  de curva de Jordan no es  fran- 

queable de izquierda a derecha, l o  llamaremos S f r a n a u e a b l ~  

ge  izau ierda a dereck .  
. , 

Teniendo en cuenta l a  def in ic i6n anter ior ,  queda 

c la ro  e l  s igni f icado de las siguientes expresiones: e l  arco 

P1P2 e s  franqueable en ambas sentidos; e l  arco PIP2 e s  fran- 



aueable en un so lo  sent ido;  e l  arco PIP2 es S f r a n a u e a b l e  eq 
. . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  . . . ,  

s b o s  sentidoq. 
. . . .  . . . . .  

Entorno as0c ia .d~ 
. . . . . . . . . . . . . . .  

Daremos a continuaci6n e l  concept0 de entorno aso- 
("1 

c iado int roducido por Sansone . . Comenzaremos por d e f i n i r  

e l  punto regu la r  d e l  s is tema de ecuaciones (4.4) como aquel  

punto que no e s  c r f t i c o ,  o l o  que e s  l o  mismo, aquel punto 
2 2 

(x1,x2) para e l  cua l  e s  f i  ( ~ 1 ~ x 2 )  + f2 (xl,x2) > 0 .  

Por l a  cont inuidad de l a s  funciones fl(xl,x2), f 2  

( x l x 2  e l  conjunto de 10s puntos regu lares d e l  s istema 

(4.4) e s  ab ie r to ,  siendo posib le por e l l o  determinar en ca- 

d a  punto regu lar  P un y7 0 tal  que todo punto Q d e l  c f rcu lo  

C(P, ) de cen t ro  P y rad io  sea  regular .  Ut i l izando nueva- 

mente l a  h i p 6 t e s i s  de cont inuidad de f l  y f2, e s  pos ib le  de- 

terminar de modo que 10s vectores 3- correspondientes a 

dos puntos cualesquiera Q 1  y 92 de C ( P , ~ )  formen un h g u l o  

& En t a l  caso, diremos que C(P , T ) e s  un c f rcu lo  aso- 
. . . . . . . . .  

&& a1 punto regu lar  Pe 
. . . . .  I 

Evidentemente, s i  0 L P1< , tambi6n C(P,y ) se- 

r6 u n  c i r c u l o  asoc iado 'a l  punto Po 

En un c f rcu lo  asociado, llamaremos d i h e t r o  normal. 

a 1  d i h e t r o  normal a1 vector  T (P) = (f  (P) ,fZ(p)) en Po (4: 
~ i c h o  d i h e t r o  e s  un s i n  con- - , s e g h  l a  defi- 

, . 

. . . . .  . . . . . . . . . . .  

( I 1 )  Sansone y Conti,  op. cit. (191, p. 176. 

(It1) Un arco de curva C s e  d ice  sin contact0 respecto  a 1  sis- - 
tema (4.4) s i  sobre C no ex i s ten  puntos c r f t i c o s  y si la 

t r ayec to r i a  d e l  s istema (4.4) que pasa por un punto cual- 

qu ie ra  de C no e s  tangante a C ( ~ o i n c a r 6 ,  op. c i t .  ( 3 ) ) .  



n ic idn  de ~ o i n c a r 6 ,  y todas las curvas t rayec to r i as  solucio- 

nes d e l  s istema de ecuaciones (4.4) que pasan por puntosdel 

mismo deben a t ravesar lo  en e l  mismo sen t ido  que e l  vector  

T ( P ) .  Entonces podemos d i s t i n g u i r  en c ( P , ~  ) un semi-circu- 

l o  wnegat ivol~ (pos i t i vo )  respecto  a l  d i b e t r o  normal: aquel  

que cont iene l a s  t rayec to r i as  d e l  s istema (4.4) que l l e g a n  

(sa len  de)  a 10s puntos d e l  d i h e t r o ,  

Como ya hemos observado, para cada punto regu la r  

P ex i s ten  i n f i n i t o s  c f rcu los  asociados. Sea pp e l  extremo 

super ior  de 10s 9 para 10s cua les  e s  c ( P , ~  ) c f r cu lo  aso- 

ciado a P. Evidentemente caben dos posib i l idades:  

i) f p  =+a para un P dado y todos 10s puntos son regu lares,  

s iendo bztm para todos; 

i i )  Y p  e s  f i n i t o  para todos 10s puntos regulares. 

Sea x l ( t ) ,  x2( t )  una t rayec to r i a  regu lar  d e l  siste- 

m a  de ecuaciones (4.4) y sea BB u n  arco de l a  misma ( incluyen- 

do 10s extsemos). Para cada punto P d e l  arco AB tomaremos 7.p 

d e l  modo especi f icado y supondremos que pp e s  f i n i t o  ( e l  ca- 

so  yp =+& carece de i n te fes ) .  SB ve fdci lmente que pp e r  

funci6n cont inua d e l  punto P va r i ab le  en BB. En efec to ,  si en - 
un punto Po E 88, l a  Yp no fuese continua, e x i s t i r f a n  n6- 

meros E >  o y puntos P E BB prdximos tan to  como s e  qu ie ra  

a Po, para 10s cualeo r e r f a  f p  - YP, > E ( o bien rp O - 
-yp >& ). Tomemos uno de t a l e s  puntos P de modo que sea l a  - 
d i s t a n c i a  d(P,Po) e n t r e  P y Po, d(P,Po)< E . En ese caso, 

d(P,PO) yP- 9yo ( O  bien ~ ( P , P o )  d yK - Yp ) cuando e l  

c f r cu lo  c ( P ~ , ~ ~ J , ( c ( P , ~ ) )  e s  i n t e r i o r  al c f r cu lo  c ( P , ? ~ )  

((C(PO,?% I ) ,  y e s t o  e s t 6  en  contradicc i& con l a  de f i n i c i dn  

d e l  ndmero 
Yb 

( 1  ndmero y p  1. 

Siendo AB un conJunto cerrado, Y P  t i ene  en 88 un 

h i m 0  absoluto que M ica remos  con 9, j puesto q m  pp> O 



cualqu iera  sea e l  punto P, s e r a  9, 7 Oo 

Con e s t a s  consideraciones, llamaremos ahora entorng 
, . (g) _asociado a1 arco AB de l a  t r ayec to r i a  regu la r  d e l  s is tema 

de ecuaciones (4.41, a1 conjunto de puntos Q d e l  plano para 

10s cuales es  

~ ( Q , U )  L ? p a r a  0 4  Qc. yo. 
Lema 4.1 (Sansone y Conti) 

S i  Q e s  un punto de un c f rcu lo  C(P, 9 ) asociado a un c i e r t o  P 

regu la r ,  podr ia suceder que l a  curva xl(t) ,x2( t ) ,  t r ayec to r i a  

d e l  s is tema (4.k) que pasa por Q no co r ta ra  al di&netmnormal 

de C(P, 9 ). Veremos entonces e l  s igu ien te  lema debido a Sanso- 

ne y Conti  (10% c i t , ) :  

Sea C(P, 9 ) un c i r cu lo  asociado dl punto regu lar  P. 

si e l  punto Q pertenece d. c f rcu lo  C(P, 7' ) con 0 5 f" < ~/f i  
entonces l a  t rayec to r i a  d e l  s istema (4.4) que pasa por Q con- 

t i e n e  un arc0 yacente totalmente en C(P,f ) que c o r t a  a1 di6- 

metro normal de C(P, ! l o  
pemostraci6n: Por e l  punto Q trazamos l a  p a r d e l a  a 1  vector  
. . .  , , 

Y(P) y consideramos 10s dos d g u l o s  rec tos  de v e r t i c e  Q bisec- 

t r i c e s  de t a l  rec ta .  Como l a  curva x l ( t ) , x 2 ( t )  t r w e c t o r i a  d e l  

s is tema (4.4) que pasa por Q permaoece dentro de C(P, 7 ) , tam- 

bidn yace dent ro  de dichos d g u l o s  rec tos  (ver f i gu ra  17$. 



Por o t r a  par te ,  como Q E C(P, YE), l a  a r i s t a  de uno 

de 10s 6ngulos rec tos  considerados c o r t a  a 1  d i b e t r o  normal 

de C(P, 9 ). Por e l l o ,  l a  soluci6n que pasa por Q co r ta rQ  a 

t a l  d i h e t r o  en un punto Q1 (que, s i  no coincide con Q,  per- 

tenece a l a  semi-trayector ia pos i t i va  gue pasa por Q s i  Q 

e s t 6  en e l  semi-cfrculo Cnegativo"; pertenece a l a  semi-tra- 
- 

yec to r i a  negat iva que pasa por Q s i  Q e s t g  en e l  semi -c~ fcu lo  

"posit ivo"). 

Teorema 4.1 

Sea un arco d ,- def in ido por (4.2), 6 un arco que con 
4 

determina 'I? i ,ad; ~ ~ ( x ~ ~  , X Z ~ )  un punto d; 

un punto de -6 . Sea ademgs 

F1(x10 , ~ ~ ~ , t - t ~ )  = ~11. 

- .  
F 2 ( x ~  x20, t l - to )  = ~ 2 1  con tl-to> 0, 

donde las Fi son l a  soluci6n de las ecuaciones (4,4). Enton- 

ces  e l  arc0 e s  franqueable de izqu ierda a derecha. 

pemostraci6n: Para demostrar e s t e  teorema, comenzaremos por 

determinar un entorno asociado a l a  t rayec to r i a  PoPl aoluc i6n 

d e l  s is tema (4.4) que no co r te  a Y (es to  e s  posib le,  pues 
- - 

t a n t o  v t  como POPl son conjuntos cerrados, disyuntos, luego - 
e s t h  a d i s t a n c i a  f i n i t a ) .  S e g h  e l  lema 4.1, podemos ahora 

determinar un entorno c i r c u l a r  C(Po,ro) de Po, cuyo rad io  ro 

l o  elegimos i g u a l  a1 rad io  d e l  entorno asociado a la t rayec-  

t o r i a .  Determinamos luego un entorno d e l  punto P1 tal que 

toda t r a y e c t o r i a  que pasa por C(Pl,rl> tambien pase por C 
-- 

(Po,ro) ( f i g u r a  18). Como e l  entorno C(Pl,rl) t i ene  comh 

con ad una c i e r t a  regibn, bas ta  tomar un punto PIt de e l l a  - 
para obtener una t r a y e c t o r i a  que ha pasado an tes  por a l g h  



punto Pot de C(Po,ro), y que por l o  tanto pasa de 2 i a 

ad s in  Eortar a 61. Con esto, queda demostrado que e l  ar- 

c o 5 es franqueable-de izquierda a derecha. 

Teorema 4& 
. , 

Sea e l  arc0 -61 2 definido por (4.2) y un c a p o  vector ia l  

(4.4) que cumple l a s  condiciones de l a s  definiciones arr iba 

establecidas, Sea P un punto de -b y llamemos 1- AP, 76*=  
IPB a l os  arcos de curva abiertos (s in  extremes) que P deter- 

mina sobre . S i  alguno de 10s arcos 6 r2 es fran- 

queable de izquierda a derecha, tambien l o  ser6 e l  arco t o t a l  

d. Inversamentet s i  es frangueable de izquierda a derecha, 

tambien l o  es uno de 10s -6 1,y2. 



Demostracidn: La primera par te  de l a  t e s i s  e s  inmediata, pues 

s; supanemos, por ejemplo, que % 1 e s  franqueable de iaqu ie rda  

a derecha, tomaremos pa ra  d e f i n i r  a ; y ad e l  arco 1 2 m6s un 

arco  x t  de extremos B,A que junto con forme una curva de  - 
Jordan,, Ex i s te ,  por h ipb tes i s ,  una t rayec to r i a  d e l  s istema (4.4) 

que va d e p 1 c R i  a P 2  gPd sin c o r t a r  a x 2  + x l .  Enton--  - 
ces,  para probar l a  primera par te  de l a  t e s i s ,  basta  u t i l i z a r  

e l  a rc0  % t p a r a  d e f i n i r  10s y ad respecto de % y l a  - 
m i s m a  t r a y e c t o r i a  P1P2 cumple las condiciones exig idas p a r a  

poder afirmar que \6 e s  franqueable de izquierda a derecha. 

Para demostrar l a  segunda par te  de l a  t e s i s ,  consi- 

deremos o t r a  vez 10s arcos , que determinan IS 

r e g i o n e s 2  is% dr POP h ip6 tes i s ,  e x i s t s  ahora una t rayecto-  

r ia  d e l  s is tema (4.4) que va de P1 6 i a P2 G 2 s i n  pa- 

sar por e l  arco % ( inc lufdos sus extremos). Tal txayeeto- - 
r ia  c o s t a  por l o  t an to  al arc0 d . S i  t i ene  a l g h  punto co- 

mbn con 51 o con y 2, l a  t e s i s  es  inmediata. En caso que 

e s t o  no suceda, deberg pasar por P. Pero entonces bas ta  tomar 
4 

un entorno asociado ;il arc0 PIP* que no a x '  Y dos en- 
- - 

tornos C(Pl,rl), C(P2,r2) de P1 y P2, t a l e s  que dado cualquier  
- - - 

punto PI1 de C(Pl,rl), l a  t rayec to r i a  por PI1 pasa por C(p2,r2) - - 
sin salir d e l  entorno asociado. Como tal t r ayec to r i a  por Lo 



t an to  no c o r t a  a 'd , co r ta rg  a $ en un punto que no puede - 
s e r  e l  P, pues por l a  unicidad de l a s  soluciones de (4.4), 

t a l  curva deber fa  co inc id i r  totalmente con l a  P1P2 y e s t o  

siempre puede e v i t a r s e  a1 e l e g i r  e l  punto PI1. Hemos, pues, 
* 

encontrado una t rayec to r i a  que para de 2 a E  pasando por 

algdn punto p de Y 1 6 '1 2- Para completar l a  demostracfon, 

supongarnos que Q E 1; habr6 que ver  s i  l a  t r ayee to r i a  en 

cuast i6n no c o r t a  a $2 (que ahora hace tarnbien Be arco com- 

plementario). Per0 e l l o  n i  e s  necesar io,  pues imaginando por 

ejemplo, que Q sea e l  primer punto de l a  t r ayec to r i a  de  P i1  

en que Q s t a  c o r t a  a 'd (y por 10 tan to  a jl: como supone&s), 

e l  teorema 4.1 ya nos bas ta  para af i rmar que e l  arco d l  e s  

franqueable de izquierda a derecha. 

~ b s & r v e s e  que en e l  enunciado d e l  temema 4.2 no s e  hacen hi- 

~ 6 t e s i s  espec ia les  sobre e l  campo v e c t o r i a l  (4.4).  AS^, por 

ejemplo, e l  punto P (u o t r o  cualquiera)  puede s e r  c r f t i co .  Es 

i n te resan te ,  en ta l  sent ido,  e l  ejemplo d e l  s istema de ecuacio- 

nas  



- 
2 

- 
Las t rayec to r i as  son c l r cu los  de ecuaci6n xp2+ x2 4 exp= o 
( c  c const.), excluido e l  or igen, que e s  un punto c r f t i c o  ( f i -  

g u r a  2 l 3 ,  ~amb i6n  son t rayec to r i as  10s semi-ejes xl = 0,x2> 0 
- - 4 

y XI = O r  x2 4 0' Las semirrectas x2 = 0, xl> 0 y x2 = 0, xl( 

'CO son franqueables de a r r i b a  hac ia  abajo, per0 no en sent ido 

cont rar io ,  y l o  mismo sucede con l a  r e c t a  completa x2 = 0. 

Coro lar io  4.1 

Sea una curva (cerrada) de Jordan or ientada '6 , compuesta por 

d 10s arcos 1, 2,. .., 6, sue, recor r idos todos en sen t ido  con- 

cordante, son infranqueables de izqu ierda a derecha por U s  

t r ayec to r i as  d e l  campo v e c t o r i a l  (4.4), Entonces, e l  plano 

queda a i r i d i d 0  por l a  curva 3 en ~ O S  regiones,  r 2 6, 

t a l e s  que no e x i s t e  t rayec to r i a  de (4.4) que vaya desde un punte 

Corolar io 4.7 

Sea una curva a b i e r t a  or ientada cuyos extremos e s t h  en e l  

infinite, t a l  que todo t rozo f i n i t o  de e l l a  sea un arco de 

Jordan, y supongarnos que e s t e  compuesta por 10s arcos  

x1,6 2,.., 8, que, recor r idos  en sent ido concordante, son 

inf ranqueables de izqu ierda a derecha por e l  campo v e c t o r i a l  

(4.4). Entonces 5 div ide a1 plano en d m  regiones 9 i ja d 

y no e x i s t e  ninguna t rayec to r i a  d e l  campo (4.4) que vaya de un  

punto de a uno de 2;. 
Es evidente que e s t e  co ro la r i o  coinc ide con e l  ante- 

r i o r ,  s i  s e  considera en lugar  d e l  plano, l a  es fe ra  de Gauss. 

En l o  que s igue,  consideraremos arcos de curvas 

de Jordan suficientemente regu lares cmmo para que e x i s t a  vec- 

t o r  tangente y ds te  var fe  con continuidad en c a d  todos 10s 

puntos. Hablaremos entonces d e l  L g u l o  que forma e l  vec to r  

tangente a (4.2), dado por $ i f ( C )  con o t ros  vectores,  por 



ejemplo, e l  vector  def in ido por e l  campo v e c t o r i a l  (4.4). Ad- 

mitiendo discont inuidades d e l  vector  tangente, va le  d e c i r ,  

puntos angulosos, las condiciones necesar ias  o s u f i c i e n t e s  

en que intervengan 10s vectores tangentes a l o  l a r g o  d e l  ar- 

co , d e b e r h  cumplirse a l a  vez con 10s dos vectores tan- 

gente d e l  punto anguloso. 

Teorema 4.3 

Sea e l  arco AB dado por las ecuaciones (4.2) y e l  campo vec- 

t o r i a l  (4.4). S i  e x i s t e  un  punto P de AB t a l  qua en 61 e l  h- 

gulo que va d e l  vector  tangente a1 arco AB, a1 vector  de 

campo, e s  pos i t i vo  y < T I  , entoncas e l  arc0 BB e s  f'ranquea- 

b le  de derecha a izqu ie rda  (figma 22). 

Demostracidn: En un c i e r t o  entorno d e l  punto P, l a  d i recc idn  

d e l  vector  de campo var fa  en menos que /2. Entonces, e s  e- P 
vidente que l a  curva t rayec to r i a  que pasa por e l  punto P atra- 

v i e s a  e l  arc0 AB de derecha a izqu ierda,  con l o  que queda de- 

mostrado e l  teorema. 

Coro lar io  4.3 
, . . . . .  
S i  e l  a rco  AB e s  infranqueable de derecha a izquierda,  enton- 

ces  e s  0 2 3 - 1  a l o  la rgo  de AB. 

pemostracidnr L a  demostraci6n e s  inmediata por e l  absurdo, %- 
. . . . .  . . 
pl icando e l  teorema 4.3. 



Teorema 4.k 

S i  e l  arco AB es  franqueable de derecha a izquierda por las  

t rayeetor ias  d e l  campo vec to r ia l  (4.41, entonces existe al- 

g h  punto de AB t a l  que en 61 es  0 < p < 
ggmostracibn: Para l a  demostr aci6n, consideremos que ex is te  

. . 
l a  t rayec tor ia  PQ que co r t a  a1  arco JIB en un c i e r t o  n h e r o  

de puntos. Sea R e l  primer punto c o n k  a PQ y AB, movi&ndose 

desde P a 4 ( f igura 23). S i  en ese punto R fuese O <  TI) 

ya se ve r i f i ca r f a  l a  tes i s .  Evidentemente, no puede se r  0> 

> > -7 en R,  puesto que 10s puntos an ter io res  a1  R sobre 

PQ estfin a l a  derecha de R. Queda pues, por considerar e l  

caso P. 0 6 bien 1; ?if . Supongamos que sea = 0. Dado B 
un n h e r o  €7 0 y 10s entornos U y V de 10s puntos P y 4 

respectivamente, podemos determbar  un entorno W de R ta l  

que toda t rayec tor ia  que pasa por W tambi6n pasa por U y V, 

s i n  apar tarse de l  arco PQ en m&s de . E l  conjunto de 

puntos comunes a PQ y JIB e s  cerrado, par continuidad, y co- 

mo R e s t a  sobre l a  f ron te ra  de dicho conjunto (pues 10s pun- 

tos  de PQ anter io res  a R no pertenecen a AB), e x i s t e  en e l  

entorno W un arco parc ia l  de l a  curva 88 que no pertene- 

ce a PQ. Las t rayector ias que pasan por l&s puntos de e s e  



arc0 X de AB, provienen d e l  entorno U y van hac ia  e l  V, 

atravesando l a  curva BB de derecha a izquierda. Es impo- 

s i b l e  que todas esas t rayec to r i as  transpongan l a  curva 

AB eon un dngulo z O (6 = X 1, pues s i  asi fuera,  

e l  arco d mismo s e r f a  una t rayec to r i a  soluci6n d e l  sis- 

tema de ecuaciones (4.4). Dicha t rayec to r i a  se  pro longar ia 

despuks de R ,  en l a  par te  de l a  t r ayec to r i a  PQ, l o  que re -  

s u l t a  inadmis ib le por l a  unicidad de l a s  solwciones d e l  

s istema (4.4). Tampoco puede se r  1 4 0 en t a l e s  puntos, 

pues entonces e l  t r i6ngulo  m i x t i l h e o  CRD ( f i gu ra  2b) for-  

mado por l a  par te  d e l  entorno W que queda en t re  l a s  curvas 

AR y PQ s e r f a  t a l  que a l o  la rgo  de DR e l  vector  (4.4) re- 

s u l t a r f a  tangente a DR, a l o  l a rgo  de CD e l  vector  (4.4) 

e n t r a r i a  al t r i6ngulo  (por continuidad respecto  a l  vector  

en D). Luegorp e l  vector  (4.4) no puede se r  solamente en- 

t m t e  en CX, como debiera  se r  s i  f u e r a  - l i k < 0. Que- 

da entonces demostrado que, por l o  menos en algunos puntos, 



Coro lar io  4.4 

S i  a l o  l a rgo  d e l  arco AB, e s  tal. que 0 $ si r ,  entonces 

AB e s  infranqueable de izquierda a derecha (coro la r io  r e d -  

proco d e l  4.2). 

~emost rac i6n :  La demostr aci6n es-  inmediata por e l  absurdo* 

Vamos a ver ahora, apl icado a nuest ro  p rob lem un 
(26) 

teorema debido a J.L.Massera y formulado or iginalmente 

en espacios de H i lber t  rea les  de n dimensiones. 

Teorema 4.5 (Massera) 

Sea un r e c i n t o  ab ie r to  R cuya f ron te ra  C e s  una supe r f i c i e  

localmente l i s a  en e l  s igu iente  sent ido: dado un punto cual- 

qu iera  de  C e x i s t e  un sistema l o c a l  de coordenadas t a l  que 

10s puntos de R pr6ximos a xo pueden representarse mediante 

una funci6n u = q ( z ) ,  donde u e s  l a  componente de x a l o  

l a rgo  de un c i e r t o  sub-espacio unidimensional y z l a  pro- 

yecci6n de x sobre e l  sub-espacio ortogonal;  se  supone que 

10s puntos de R corresponden localmente a 1  rec in to  U L ~ ( I ) .  

Sea f ( x )  e l  campo v e c t o r i a l  def in ido por e l  s istema 

donde x y f son vectores n-dimensionales. Sea p(z,u) l a  pro- 

yecci6n de f en e l  espacio z y q(z,u) l a  componente (esca la r )  



a l o  largo del e je  u, ( f igura 25). S i  en cualquier punto de 

C se cumple l a  desigualdad 

( es decir ,  s i  f forma un hgu lo  agudo o recto con l a  normal 

in ter ior  a C) toda soluci6n del sistema. (4.5) que parte de 

un punto de R, permanece en e l  futuro en l a  clausura de R. 

0 dicho de otro modo, l a  curva C es una tttrampatt 

para e l  sistema de ecuaciones diferenciales ( 4 4 ) .  

pemostraci6n: Sea x ( t )  una soluci6n del sistema (4.5) y sea 
A 

xo = x( to)  un punto de l a  curva C. Tomemos xo como e l  o r i g e n  

del s is tena de coordenadas locales. Para demostrar e l  teore- 

ma, bastars ver que existe un intervalo to 4 t t l  ta que 

en ese intervalo, x(t) pertenece a l a  clausura de R. 

En efecto, siendo z ( t )  y u ( t )  l as  componentes de 

x ( t ) ,  sea 

l a  soluci6n de l a  ecuacidn di ferencial  

Debido a l a s  hip6tesis hechas sobre f y 9 , Q satisface una 

condici6n de Lipschitz respeato a v, de modo que 

- 
ya que supusimos Q(0,t) 5 0. Entonces, s i  t 2 to, v ( t )  

e s  menor o a l o  sumo igual que l a  soluci6n de l a  ecuacidn 
b 

- 
v = K \ w \  con l a  condici6n in i c ia l  w(to) = 0. Pero como 

es ta  solucidn es precisamente w(t) = O,  tenemos 

("1 Esta expresidn indica l a  di ferencial  de respecto al 

increment o b z = p. 



con l o  que queda demostrado e l  teorema. 

Teorema 4.6 
. .  . 

Sea BB e l  arco de curva dado por l a s  ecuaciones (4.2) y dos 

campos vec tor ia les  

definidos en una regiQ de l  plano que cumpla l a s  condiciones 

enunciadas al comienzo de es te  capftulo. Sea e l  c a p o  vecto- 

r ia l  combinaci6n de (4.6) y (4.7) 

donde , 0. Entonces, s i  e l  arco 88 es infrmqueable 

de izquiarda a derecha por l a s  t rayector ias de 10s campos 

vec tor ia les  (4.6) y (4.7), tambien 10 es por l a s  de cualquier 

combinaci6n l i n e a l  (4.8) con \h, y- 3 0. 

Demostracibn: vamos a ver que e l  teorema es  c ie r to  para e l  

caso general en que A y r- son funciones de t y de l a s  

coordenadas xl,x2. En ese caso, no es aplicable e l  teorema 

4.5 antes enunciado, puss se re f i e re  a campos estacionar ios 

(sistemas aut6nomos). Pero como e l  toorema de Massera es  v l -  

l i d o  en espacios n-dirnensionales, podemos hacer e l  a r t i f i c i o  

de considerar e l  par&etro t como una dimensi6n d s  y estu- 



diar e l  s is tema de ecuaciones 

Entonces l a  curva C se transforma en un c i l i nd ro  ( f igu ra  26) 

y l a  condici6n que debe cumplirse para que dicha s u p e r f i c i e  

sea una "trampa", e s  que e l  vector  f de  conponentes (f1,f2,1) 

no sa lga de e l l a .  

La demostraci6n e s  ahora inmediata, puss como por 

h ipb tes i s ,  e l  arc0 AB e s  una "trampa" para 10s campos vecto- 

r i a l e s  (4.6) y (4.71, e l l o  s i g n i f i c a  que e l  vector  f forma 

con l a  normal i n t e r i o r  a 1  arco AB un Bnaulo 0 p 6 ~ j - 2  

para e l  s istema (4.6); 0 d P, d ~ ( 2  par. e l  (4.7). Para 

l a  combinacidn (4.8) de ambos, P e s t a r a  comprendido e n t r e  
J 

y PZ , con l o  que queda demostrada l a  t es i s .  

Teorema 4.2 
. , 

Si e l  a rc0  AB e s  infranqueable de i zqu ie rda  a derecha por 

las t r ayec to r i as  d e l  c a p o  v e c t o r i a l  (6.81, combinacidn 



de 10s (4.6) y (4.7). con , /L a rb i t r a r i os  posi t ivos 

(d i s t i n t os  de cero),  tambien l o  e s  por l a s  de cada uno de 

es tos  6ltimos. 

~emostrac ibn:  Haciendo tendsr e l  ~ a r h e t r o  A - c  0 ,  e l  siste- 

m a  (4.8) t iende a1  (4.7) y l o  mismo sucede con l a s  solucio- 

nes de ambos sistemas. De l a  demostracidn d e l  teorema de 

Massera resu l t a  que toda t rayec tor ia  que penetra en l a  re- 

g& % , at rav iesa  & l a  f rontera de 2 cumpliendo l a  des- 

igualdad 

o sea, en lenguaje mds geom6trico, forma con l a  normal (in- 

t e r i o r )  al plan0 tangente a dicha f ron tera  un h g u l o  \ 11 $ $ 0  

Como en nuestro caso e s  FIE$ ( 
), se  v e r i f i c a r s  que e l  &- 

gulo P O  de l a  t rayec tor ia  d e l  sistema (4.7) con l a  normal 

i n t e r i o r  

en todos 10s puntos de l a  f rontera,  y e l l o  permite af irmar, 

de acuerdo a 1  teorema de Massera, que esa super f i c ie  e s  u- 

na  trampa para e l  sistema (4.7). 

Teorema 4.8 
' A  

S i  e l  arco AB =$ es  franqueable de izquierda a derecha por 

las t rayec tor ias  d e l  campo vec tor ia l  (4.6), tambien l o  es  

por l a s  d e l  campo (4.8), p a r a  valores posi t ivos de 10s coe- 
("1 

f i c i en tes  A y p . 
(.) ~ 6 t e s e  que, de ex ig i r  dnicamente que < y ,b Sean no ne- 

gat ivos,  e l  teorema ser fa  t r i v i a l ,  pues por h ip6 tes is  e- 

n i s t e  un par de valores ( = l; 0 que cumple l a  con- 

d ic idn exigida. 



~emostrac i6n:  Tracemos un arco de Jordan aux i l ia r  $ 1  que 

def ina con 3 l a s  regiones i y R d. Por h ip6tes is ;  exis- 

t e  una t rayec tor ia  de l  sistema (4.6) que pasa de un punto 

P & pi a un Q G q d .  S i  en e l  sistema (4.8) hacemos A =  
=1; /u --r 0 ,  l a  dependencia continua de l a s  soluciones 

con respecto a1  segundo miembro de l a  ecuacidn di ferencid.,  

nos dice que ex is te  un valor de > 0 suficientemente pe- /" 
queiio como para que l a  t rayector ia  que sa le  de P € pi 
pase por un punto 41 que d i s t a  de Q en menos que un c i e r t o  

> 0, o sea t a l  que Q l  E 2 d. Con l o  que queda demostrado 

que ex is ten  algunos valores posi t ivos de 10s par&netros A 

y Y -  a r a  10s cuales e l  arco AB e s  franqueable de izqu ier -  

da a derecha por l a s  t rayector ias de l  campo (4.81, 

Veamos allora l a  apl icaci6n a sistemas de ecuacio- 

nes d i fe renc ia les  d e l  t i p 0  (3.1). Para t a l e s  sistemas, e l  

teorema que sigue da e l  c r i t e r i o  fundamental para h a l l a r  

zonas alcanzables. 

Teorema 4.9 

'A* 'curva or ientada de Jordan (cerrada) o bien una 

curva cuyos extremos es ten  en e l  infinite, per0 tal que to- 

do arc0 acotado sea de Jordan. S i  \d e s t a  compuesta por a- 

cos 1 1 9 1 2 , .  .. (6 n, cada uno de 10s m a l e s  sat is face:  

a)  a1  sistema de ccuaciones (3.5'1, o sea, es  un arc0 de 

per tu rba t r i z ;  

o bien 

b) a l a  c o n d i c i h  que sobre 61 sea 91(11x2)= 9 2(x1,x2)= 

= 0 ( l i n e a  c r f t i c a  d e l  aampo vec to r ia l  (3.5)) ; 

y s i  ademas todos 10s arcos , recorr idos en sent ido con- 



cordante, son infranqueables por l as  trayectorias del  

sistema fundamental (3.3) de izquierda a derecha, enton- 

ces l a  curva % determina en e l  plan0 dos regiones 2 
- 

y 2 a, de l a s  cuales i e s  m a  zona alcanzable en sen- 

t ido generalizado para e l  sistema perturbado (3e1). 

pemostraci6n: ~a curva 3 es infranqueable de izquierda 

a derecha por e l  campo vector ial  del  sistema perturbador 

d (3.51, cuyas trayectorias son tangentes a . Como, por 

hipdtesis, es infranqueable por l as  trayectorias de l  cam- 

po fundamental (3.3), resu l ta  que 10s sistemas de ecuacio- 

nes di ferenciales 

con d >/ 0,  definen trayectorias para l a s  cuales l a  curva 

es tambien infracqueable de isquierda a derecha. Con 

esto, queda demostnado que l a  curva f sepasa e l  plano 

en dos regiones, 2 i,%fia, de l as  cuales 2 i es una zo- 

na alcanzable en sentido generalizado para e l  sistema com- 

pleto (3.1), con d de signo constants. 

 altarf fa a h  considerar aquellos sistemas en 10s 

que d ( t )  cambia de signo. Paro como en l a  aplicaci6n de l  

teorema de Massera, l o  que interesa es  que sobre 'X e l  

vector est6 dir igido hacia e l  in ter ior  de 2 y esto 

sucede para -c= < d & D  y para 0 &g<f@, dicha aplica- 



c i h  es  vs l ida  para cualquier. d , Entonces, e l  presente 

teorema vale tambikn para funciones d ( t )  de signo varia- 

ble. 





En e l  cap i tu lo  an ter io r ,  hemos v i s t o  algunos c r i -  

t e r i o s  para del imi tar  zonas alcanzables. En este  capf tu lo ,  

daremos l a  expresi6n ana l f t i ca  de 10s mismos. Para e l l o ,  

comenzaremos por forrnular anallt icamente l a  condicidn OAF 
4 impuesta a1  h g u l o  P def in ido en e l  teorema 4.3. 

Sean (4.4) las ecuaciones de un sistema fundamen- 

t a l  y (4.2) l a s  ecuaciones de una curva per turbat r iz  que 

sa t i s face  a1  sistema perturbador 

E l  h g u l o  formado por 10s vectores de ambos campos vec- 

t o r i a l es  (medido desde e l  vector perturbador (5.1) a1 funda- 
- 

mental (4.4)), que puede observarse en l a  f igura 27, estg  

dado por La expresi6n 

sen /3 = cP, f, - % f4 



E s  evidente que l a  condici6n 0 < f$ $ il' se esc r i -  

be ahora 

donde s e  supone excluido e l  caso q ;  = (P 2 = 0. Aplicando 

l a  condicidn (5.2) a 10s teoremas y coro la r ios  subsiguien- 

t e s  a 1  teorema 4.3, resu l tan  inmediatamente 10s s igu ientesr  

Coro lar io  5.a ( d e l  teorema 4.3) 
. . . .  

Sea e l  arco de curva AB dado por l a s  ecuaciones (4.2), clue 

s a t i s f a c e  a 1  sistema de ecuaciones d i f e renc ia les  (5.1) y 

s e a  e l  campo vec to r i a l  (4.4). S i  e x i s t e  sobre AB un punto 

para e l  cua l  

entonces e l  arc0 AB e s  franqueable de derecha a izqu ierda 

por l a s  t rayec to r i as  d e l  s istema 4.4. 

C-2 

S i  con las condiciones d e l  co ro la r io  an te r i o r ,  e l  a rco  de 

c$rva AB e s  infranqueable de derecha a izquierda por las 

t r ayec to r i as  d e l  s istema (b.4), r e s u l t a  

a l o  l a rgo  de todo e l  arc0 AB. 

Corolar io 5.3 (de l  teorema 4.4) 
.~ ~ 

S i  con l a s  condiciones d e l  co ro la r io  5.1, e l  arco de curva 

A3 e s  franqueable de derecha a izqu ierda por l a s  t rayecto-  

rias d e l  s is tema (4.4), entonces e x i s t e  alg& punto d e l  ar- 

co A8 en e l  que se  cumple l a  condicibn (5.3). 

Coro lar io  5.k 
. . .  
S i  con las condiciones precedentes, s e  cumple l a  condicidn 



(5.4) a l o  la rgo  d e l  arc0 de curva AB, e l  arco &3 es  infran- 

queable de derecha a izquierda. 

. , , .  
Estos teoremas presuponen l a  ausencia de puntos c r f t i c o s  d e l  . 

sistema (5.11, como corresponde a l a  h ip6 tes is  que BB sea un 

arco ab ie r to  de perturbatr iz .  

Corolar io 5.5 (de l  teorema 4.9) 
. , .  . . . .  
Sea una curva or ientada de Jordan (cerrada) o bien una 

curva cuyos extremos estgn en e l  infinite, pero tal que to- 

do arco acotado sea de Jordan. S i  y esta formada por arcos 

6 3 2,. . . , xn, cada uno de 10s cuales sa t is face  a1  sistema 

de ecuaciones (3.5) (es  u n  arco de per tu rba t r i z ) ,  o bien, 

cumple l a  condici6n que sobre 81  sea [Q 1(x1,~2)= (f' 2(x1,x2)= 

= 0 (es una l fnea c r f t i c a  d e l  c a p o  (5.l)), y s i  ademss: 

a) sobre cada % i no c r i t i c o ,  l a  forma (V4 F;(P,{ t i ene  

signo constante o se anula, siendo e l  signo de dicha for -  

ma t a l  que recorr iendo l a  curva en un c i e r t o  sent ido re- 

s u l t a  se r  

sen p >, 0 ;  

b) en LOS $I que s e w  l h e a s  c r f t i c a s  (o sea Ipl d"f' 0) 

e l  vector  (fl,f2) e s  tal que tambien a l l f  e s  

sen 3 0, 

entonces l a  curva 3 e s  f ron tera  de una zona alcanzable ge- 

neral izada, siendo tal zona l a  que queda a l a  izquierda de 

- 6 .  
&& 

S i  sobre l a  curva 'd , ex is te  un punto c r f t i c o  a is lado P,  

l a  continuidad d e l  campo vec to r ia l  fundamental (4.4) y l a  



d e l  perturbador (5.11, a ambos lados d e l  punto c r i t i c 0  (que 

podrfa inc luso  se r  un punto anguloso de  l a  curva d ), ase- 

guran l a  continuidad d e l  & d o  en e l  sen t ido  que s i  

e l  vector  (fl,f2) pasa por P cortando a , tambikn l o  ha- 

r d  en puntos inf in i tamente pr6ximos a1 P, por l o  menos a un 

l ado  de P sobre l a  curva I ,  
& i L m g  
. . , . ,  

Supongamos que el sistema (5.1) sea de l a  forma simple 

donde /l 1 Y )L 2 son constantes. En ese caso, e l  s istema com- 

p l e t o  (perturbado) ser6 

donde d ( t )  es ,  como de costumbre, l a  perturbaci6n a r b i t r a -  

r i a .  Evidentemente, las curvas per tu rba t r i ces ,  soluc iones 

dB1 s is tema (5.5), son las r e c t a s  de ecuacidn 

Dichas r e c t a s  d iv iden a1 plano en dos regiones. Entonces, l a  

condicidn necesar ia  y su f i c i en te  para que una t a l  r e c t a  sea  

f r o n t e r a  de una zona alcanzable general izada, e s  que se sa- 

t i s f a g a  l a  condicidn (5.2), o b ien l a  opuesta (5.4). 

En e l  4 6 n d i c e  se  puede ver  e s t e  caso anal izado con 

todo d e t a l l e  para 10s d i s t i n t o s  t i p o s  de puntos c r f t i c o s  d e l  

s istema fundamental, incluyendo per tu rba t r i ces  acotadas (Ca- 



gas0 de una ecuacidn d i ferencia l  de sepundo orden 
. . , , , , . , , . . 
Sea l a  ecuacidn 

donde f(x,g) es una funci6n dada y o((t) es, arbi t rar ia.  

~1 sistema equivalente a l a  ecuacidn (5.8) es 

Las perturbatrices de este sistema son l a s  rectas de ecua- 

x1 = const., 

y l a  forma F definida por l a  ecuacidn ( 5 . 2 )  es 

Como a l o  largo de l a  recta perturbatr iz xl = const., l a  for- 

ma F = -x2 toma ambos signos, dicha rec ta  no puede ser fron- 

te ra  de zona alcanzable generalizada alguna, siendo por con- 

siguiente alcanzable todo e l  p lao .  

Consideremos ahora una ecuaci6n del t ipo 

E n  este caso, e l  sistema equivalente es 

y l a s  perturbatrices son rectas de ecuaci6n x l  = const. La 

forma F resul ta 



y no cambia de s igno a l o  la rgo  de l a  r e c t a  q = const. ~ o d r f a  

pensarse que aquf son pos ib les  f ron te ras  las r e c t a s  de ecuacidn 

X I =  const. Per0 e s t o  e s  fa lso .  En efecto ,  l a  r e c t a  X I =  const. 

e s  en rea l i dad  l a  combinacidn de &,g per tu rba t r i ces ,  que son 
, , 

las semirrectas correspondientes a x2 > 0 y x2 < 0, recor r i -  

das en sen t ido  con t ra r io  (de x2 = 0 a x2 = f - ), m6s e l  pun- 

t o  x* = 0, que e s  punto c r f t i c o  d e l  s istema par-turbador. Por 

l o  tanto ,  hay que cons idwar  que e l  vector  perturbador cam- 

b i a  da sen t ido  a l o  l m g o  de l a  r e c t a  xl= const, Concordante- 

mente , l a  forma F debiera  cambiar de signo pa ra  que e l  t b g u ~ o  

P sea constantemente d i r i g i do  hac ia  e l  mismo lado, cosa que)co- 

mo s e  ve faci lmente, no sucede, 

pistemas con ve r tu rba t r i ces  c i r cu la re  s v r a d i a l e s  

Sea e l  s is tema perturbador de l a  forma 

donde if 1 y , son funciones ( rea les )  def i n i das  en todo el 

plano eucl ideo,  x l ,x2 simult6neamente nulas s61.o en e l  punts 
- XI -0 ,  x2 = 0, En e s t e  caso, e l  s istema completo e s  

Pasando a coordenadas po lares XI = p c o s  0 ;  x = I sen 9, e l  

s is tema (5.11) s e  transforma en 

( pp = ~ ( 7  cos a, y sen 9 )  

I f 7 i i = n ( p c o s  9, sen 01, 



donde 

Evidentemente 

y como hemos supuesto que e l  origen 0 es  un punto c r i t i c0  ais- 

lado para e l  sistema (5.11), resul ta 

Consideremos, para e l  sistema (5.13), las dos siguien- 

tes  posibilidades: 
- .- 

a) Z(xl,x2) 0 ( i f ( ~ ~ , ~ ~ )  = 0 sdlo para (xl,x2) = (0,O)). 

De acuerdo a l a  definici6n (5.141, esto signi f ica 

de donde se deduce 

con l o  que las  curvas perturbatrices, soluci6n &el sistema de 

ecuaciones (5.11), resultan circunferenclas de centro 0 de e- 

cuaci6n 

Como en e l  caso de perturbatrices rect i l fneas,  l a  condici6n 

necesaria y suficiente para que una circunferencia C sea fron- 

tera  de una zona alcanzable generalizada, e s  que se cumpla l a  

condici6n (5.21, 6 bien l a  (5.4). 



- - 
b) N(xl,x2) z 0 (Z(xl,x2)= 0 s61.o en e l  punto xl= 0, x2 = 0). 

Segiin l a  ecuacidn (5,141, es ta  condici6n equivale a 

o sea, 

Entonces, las curvas perturbatrices, soluci6n del sistema (5.11) 

son rectas pue pasan par e l  origen. 

Caso en aue e l  sistena fundamental sea homo~enep 

Un caso especialmente interesante es aquel en que e l  

sistema fundamental 

es homogeneo de grado m, vale decir, cuando l a s  funciones fl 

y f 2  son funciones homog6neas de igual grado m entero, m ), 1, 

o sea 

- 
EL origen xl = x2= 0 e s  un punto c r f t i co  para e l  sis,t,ema 

("1 
(5.15) , exceptuando e l  caso t r i v i a l  en que fl y f2 Sean 

constantes. Supondremos ademas que fl y f2 no se anulan s imul -  

theamente (a distancia f ia i ta) ,  salvo en 0, esto es, 

. . , . . . . . , . . , . . .  . .  . ~. . . . . 

(*) Sansone y Conti, op. c i t ,  (191, p. 61. 



con l o  que e l  or igen r e s u l t a  UJ punto c r f t i c o  aislado. 

gjemulo: 

Sea e l  s is tema perturbador 

Como e l  s istema fundamental (5.15)es homog6neo, poniendo 

obtenemos 

de modo que e l  s istema completo queda 

Por l o  v i s t o  precedentemente, l a s  i h i c a s  f ron te ras  pos ib les  

de zonas a lcanzables general izadas son las r e c t a s  de ecuacidn 

(5.7). Comencemos por es tud ia r  aquel la  que pasa por e l  or igen, 

e s  dec i r ,  aquel la  para l a  cual  k = 0. E n  ese caso, 

La  forma F def in ida  por (5.2) r e s u l t a  entonces 



o sea 

E s t a  d l t ima expresi6n a h  se puede e s c r i b i r  de dos maneras 

d i s t i n t a s ,  usando l a  propiedad de homogeneidad de l a s  fun- 

ciones f l  y f 2 t  

F =  X I  " L p  $Ap q2) - p2 -P b4,r2,1 
&"' (5.19) 

L(pJr,,-p24 ( ~ L ~ ~ P . ) ] ,  F =  - 
yzrn 

de mod0 de i n c l u f r  simktricamente 10s casos en que una de 

ambas constantes PI, ).l2 s e  mule .  En l o  que sigue, exc lu i -  

remos l a  pos ib i l idad que 6 b ien 2 m a n  ambos i gua les  r 
a cero,  y seguiremos usando l a  expresidn (5.181, ya  que las 

modif icaciones qlue i n t roduc i r f a  e l  caso 2 -0, son obvias. /" - 
De 10s teoremas y coro la r ios  precedentes r e s u l t a  

as f  en forma inmediata e l  

Teorema 5.1 
- 

Dado e l  s is tema perturbado (5.6) con f l,f2 funciones homog&- 

neas de grado m, l a  r e c t a  de ecuacidn 

l i m i t a  una zona alcanzable general izada, s i  m e s  par. 

~emostraci6n':' En e fecto ,  como e l  corchete de l a  expresi6n 

(5.18) e s  una constante, l a  condici6n necesar ia  y suf ic ien-  

t e  p a r a  que l a  forma F no cambie de signo, e s  que e l  grado 

m sea  par, 



Veamos ahora e l  caso de una r e c t a  (5.7) que 

pasa por e l  origen. Para es tud ia r  si  t a l  r e c t a  puede s e r  

f r o n t e r a  de una zona alcanzable general izada, hacemos una 

ro tac i6n  de e j e s  d e l  t i p 0  

que nos l l e v a  e l  s istema (5.6) a l a  forma 

E l  s is tema perturbador r e s u l t a  entonces 

cuya soluci6n son l a s  r e c t a s  de ecuaci6n 

L a  condici6n que debe cumplir una de t a l e s  r e c t a s  para s e r  

f r o n t e r a  de una zona alcanzabla genaral izada es,  como siem- 

pre,  que l a  forma 

no cambie de signo sobre e l l a .  Llamando Y a l a  re lac i6n  

~ ~ 1 x 1 ,  e s t a  expresi6n se  transforma en 

- 
donde ahora, sobre l a  r e c t a  pe r tu rba t r i z ,  e s  xl= const. So- 



bre t a l  recta, j* varfa de - a 00 , resultando en de- 

f i n i t i va  e l  

Teorema 5.2 

E l  sistema de ecuaciones (5.21) admite h s  rsc tas ver t ica les 

como frontera de zona alcanzable generalizada, s i  l a  funcidn 

gl( l ,U ) no cambia de signo para - @ -d )-L d f W .  
J 



S I S T E W  PERTURBBDOS COX PH1TURSACION O R I E I W A  

0 ACOTADA 



munciado de 10s d i s t i n t o s  nroblemag 

Los problemas que vamos a considerax en e s t e  cap$- 

t u l o  son 10s siguientes:  

Problerna 8: Dado e l  s istema perturbado 
. . .  

que cumple todas l a s  condiciones enunciadas en e l  c a p f t u l o  

1, pero donde ahora d ( t )  e s  una funci6n a r b i t r a r i a  s u j e t a  

hallar las zonas a lcanzables generalizadaa. 

Problerna B: Dado e l  s is tema perturbado (6.1) m n  l a  condici6n 
. .  ~ 

que 

I d ( t )  ) <  k = const., (6,3) 

ha l lax  las zonas a1canzable.s general izadas. 

per turbac i6n or ientada 

E l  problema A corresponde a 1  caso de pe r tu rba t r i ces  

or ientadas,  e s  dec i r ,  que pueden se r  recor r idas  en un so lo  

sent ido,  l o  cua l  res t r i nge  notablemente las zonas alcanza- 

b les*  Como e s  f 6 c i l  ver ,  10s sistemas fundamental 

y per turbador 



t i enen  ahora papeles s imi lares,  ya que l a  b i c a  d i f e renc ia  

en t re  ambos e s t r i b a  en que, mientras (6.4) e s  un caso p a r t i -  

cu la r  de (6.1) para d = 0 ,  e l  s istema (6.5) e s  un caso lid- 

t e  de (6 , l )  para d 4 -. 

Valen, para e s t e  caso, corno e s  f a c i l  cornprobar, to- 

das l a s  propiedades generales de las zonas a lcanzables,  a sa- 

ber : 

La unibn e in te rsecc idn  ( ~ b g i c a )  de un nllmero ar- 

b i t r a r i o  de zonas alcanzables en sent ido general izado, e s  o- 

t r a  zona alcanzable en sent ido generalizado. 

L a  propiedad t r a n s i t i v a :  s i  Q e s  alcanzable desde 

p y R alcanzable  d e d e  Q ,  entonces R e s  alcanzable desde Po 

E l  teorema 3.2 queda aquf en l a  s igu iente  format 

Dado un punto P, todo o t r o  punto Q perteneciente a l a  semi- 

p e r t u r b a t r i z  pos te r io r  a P e s  cuasi-alcanzable desde P. 

En cambio, r e s u l t a  evidente La conclusibn: 

Dado un punto P,  todo o t r o  punto Q de l a  semi-fundamental 

pos te r io r  a P e s  alcanzable desde P. 

~dem&s,  resu l tan  ap l icab les  10s teoremas genera- 

l e s  de curvas franqueables e infranqueables ( ~ a ~ f t u l o s  4 y 

5 ) .  
Teorema 6.A 

Sea R una regidn simplemente conexa en l a  c u d  las curvas 

fundamentales y las per tu rba t r i ces  se  cor tan bajo h g u l o  db 

signo constante. Entonces, l a  curva formada por un pun- 

t o  P, l a  serai-fundamental pos te r i o r  a P y l a  semi-per turbatr iz  

pos te r io r  a P, en esa  reg idn R ,  e s  franqueable en un so lo  sen- 

t i d o  por e l  s istema perturbado, 

~ e m o s t r a c i 6 ~ :  En e fecto ,  e x i s t i r d  un homeomorfismo de R en - . , 
una regidn R'  t a l  que l a s  per tu rba t r i ces  y fundamentales - 



s e  transforman en las r e c t a s  x l  a const., x2 --const. de un 

sistema de coordenadas r e c t i h e a s  (per  f i gu ra  28). 

'Fig. 28 . 

Teorema fundamental. 6.7 

Sea una curva C or ientada qua d iv ide a1 plano en dos regio- 

nes,  curva que t i ene  un vector  tangente qua va r fa  con cont i -  

nuidad en todo punto salvo un n h e r o  f i n i t o  de  e l los .  Dado e l  

s is tema perturbado (6.1) au je to  a l a  condicidn (6.2), llama- 

remos ? al 6ngulo que va d e l  vector  tangente a C hanta e l  

vector  fundamental corraspondientea (6.11, y a l  6ngulo 

que va &el  vector  tangente a C hasta e l  vector  perturbador. 

Para que l a  curva C sea i n f m q u e a b l e  de izqu ierda a darecha, 

rfi o l o  que e s  l o  mismo, para que l a  semi-franja i sea una 

zona alcanzable general izada, e s  condici6n necesar ia  y s u f i -  

c i en te  que en  todo punto no anguloso de C se cunpla: 

4 ' La en todo punto regu la r ,  a ) O  ; O  - 
b) 0 d -ii en todo punto en que sea fi = f2 = 0, 

c )  0 4 p d 7f eh todo punto en que sea Ct' 1 = ‘f 2 " 0. 

Demostraci6n: L a  demostraci6n se  basa en 10s teoremas 4.3 y 

subsiguientes,  apl icados una oez a 1  campo v e c t o r i a l  ( f l r f2)  

y o t r a  a1 ( yl,v 2). Teniendo luego en cuenta e l  teorema 

4.6, r e s u l t a  evidente que l a s  condiciones a),b)  y c )  son 

su f i c ien tes .  



-. 
En aquel los  puntos en que fl = f2 = (4' 1 = y 2 = 0, l a  curva C 

e s  infranqueable de hecho, pues dichos puntos son t rayecto-  

r i a s  degeneradas a un punto. En 10s puntos angulosos de l a  

curva C ,  bas ta  considerar e l  comportamiento en puntos i n f i -  

nitamente pr6ximos. 

P- 
Vamos a es tud ia r  e l  problema B, que corresponde 61 caso de 

~ e r t u r b a c i 6 n  acotada, e s  dec i r ,  e l  s istema de ecuaciones (6.1) 

con l a  condici6n 

Formemos ahora e l  s is tema 

c o n . l a  condici6n N l ( t )  r/ 0 ,  que llamaremos sistema a o c i a -  

do a1 (6.1). E l  s istema (6.6) t i ene  l a s  mismas posib les tra- 

yec to r i as  que e l  (6.1) con l a  condici6n (6.3). e fec to ,  la; 

casos l fm i tes  son 

d(t)  = - k corresponde d l ( t )  = 0 

d (t) = 4 k corresponde d l ( t )  --c 00. 

Vemos adem& que l a  t rayec to r i a  d e l  s istema (6.1) para d =  k 
r e s u l t a  en (6.6) como caso l fm i te  b icamente,  e s t o  es,  que 

s i  partimos de un punto P, l a  semi-per turbatr iz  pos te r io r  a 

p, que e s  cuasi-dlcanzable para e l  s istema (6.61, e s  alcan- 

zable para (6.1). 



S i ,  en cambio, en lugar  de imponer l a  condicidn 

(6.31, exigimos que 

e l  s istema (6.6) tambiEn r e s u l t a  equivalente a1 (6.11, en e l  

sent ido de tener  l a s  mismas t rayec to r ias ,  La d i fe renc ia  es- 

t r iba en que l a  curva fundamental de (6.6) r e s u l t a  como ca- 

s o  l fm i te  de (6.1) para d(t) -+ -k, ya  que no e s  admi- 

s i b l e  por (6.7) que d =  -k. Por l o  tanto ,  en e s t e  caso, la .  

semi-fundamental d e l  s is tema (6.6) pos te r io r  a un punto P, 

s e r 6  cuasi-alcanzable en e l  s is tema (5.1) con l a  condici6n 

(6.7) e 

E s  evidente que 10s teoremas demostrados para e l  

caso de pe r tu rba t r i ces  or ientadas pueden t raduc i rse  a e s t e  

caso. En e l  ~ g Q n d i c e ,  e s t h  anal izados con todo d e t a l l e  nu- 

merosos ejemplos de sistemas con per tu rba t r i ces  acotadas. 

~ e l a c i 6 n  en t re  ambos casog 

Para ana l izar  l a  re lac i6n  ex i s ten te  en t re  e l  caso 

de perturbaci6n or ientada (problema A)  y acotada (problema 

B), vamos a demostrar que s i  C e s  un arco de curva de Jordan 

franqueable ( infranqueable) de dwecha a izqu ierda por e l  

campo v e c t o r i a l  (6.1) con l a  condici6n (6.71, tambidn l o  e s  

por e l  campo (6.6)' y viceversa. En efecto ,  vemos en l a  f igu-  - 
r a  29 que l a s  posib les d i recciones de 10s vectores pertene- 

c ien tes  a 1  campo (6.1) cubren e l  mismo h g u l o  que l a s  posi- 

b les  d i recc iones de 10s d e l  campo (6.6). Como hemos supuesto 

que e l  arco C e s  franqueable ( infranqueable),  en v i r t ud  d e l  

teorema 4.4, e x i s t i r 6  un punto de C en e l  que e l  h g u l o  /a 
formado por un vector  d e l  campo (6.1) con e l  arco C s e a  



0 /3 4 -IT ( no e x i s t i r g  ningQ punto de c en que se  cum- 

p l a  ta l  condicidn). Lo mismo sucedera con 10s vectores d e l  

campo (6.6) y viceverse, 

Con es to ,  queda reducido e l  problema de perturba- 

ciones acotadas a1  de perturbaciones or ientadas. 

E l  emclos de perturbacidn mono-narametrica acotada 

Vamos a ve r  sistemas de ecuaciones d i f e r e n c i a l e s  d e l  t i p o  

donde I d ( t )  \ 4 k > 0, Por simpl ic idad, estudiaremos e l  

caso en que IP1 y (Q 2 son constantes. 

Ejemalo a: Sea e l  s i s t e n a  de ecuaciones d i fe renc ia les  

con a >  0. 

% *  

Evidentemente, x2 = xzO eat. Las curvas l fm i tes  s e r h  so- 

luc idn de l a s  ecuaciones 

< = a x l - k  

{ 4;; a x ,  + k, 



o sea, en forma paramdtrica 

que, en forma exp l fc i ta ,  es  

E lem~ lo  2: Cualquier sistema de ecuaciones d i fe renc ia les  

de l a  forma 



con ql ,  v2 constantes, se l l eva  a l a  forma de l  ejemplo 1 

por una simple rotaci6n de e jes  ( f iguras 31 y 321, 

E.ieLU~l0 2: Sea e l  sistema de ecuaciones d i ferencia les de l a  

f orma 

con a 4 O. 

E l  desar ro l lo  de l  ejemplo 1 vale tambidn en es te  caso, cam- 
- 

biando t por -t. De e s t a  manera, xl- +k/a, x2 -- 0 para 

Tiq .33. 



Ejemulo 4: E l  sistema de ecuaciones d i f e renc ia les  

s e  l l e v a  dL caso an te r io r ,  por ro tac idn  de e j e s  ( f i g u r a  34). 

Elemulo 5: Sea e l  s istema de ecuaciones d i f e renc ia les  

I.c(t)l r k, 

al ) a2 1 0. 

Las soluciones extremas se obt ienen con o( = kk, y ponien- 



o sea 

Se ve directamente de la ecuaci6n d i ferencia l  que para 

o sea 

hay paralelisrno de todos 10s posibles vectores (rec- 

t a  isocl ina).  De. ahi se deducen 10s siguientes tipos de zDnas 

alcanzables: 

I 

- - f - -  - - - -  - - - - - -  
' i  

2$Y$O I 

I 

\pa* , I F ig  35 - 
I 

A@@ 



En l a  f i g u r a  37 se ve que desde e l  punto P, es a lcanzab le  

todo e l  plano. 
I 

I I 
I I 

/ 
I 
I 1 / 
I / 
I 

- - - - I - - - -  
I 
I 

I 

I 
-- t---  - - - -  

t I 
/ I I 

/ I I 



En l a  I'igura 38 vemos que desde un punto Q de l  segment0 AB, 

r e s u l t a  alcanzable todo e l  plano. 

En l a  f i gu ra  39, es  e,vidente que e l  caso l fmi te  e s  l a  par&- 

bola que desde A, pasa por P y B. 



Xjemvlo 6: Sea e l  sistema de ecuaciones diferenciales 
. . .  

.- 
donde (Pi, 9 2  son constantes, 1 d 1 < k, al < a t  < 0, 

"1, k2 > 0 y ifi k = k l ,  q2  k = kt. En l a s  f iguras 41, 42, 

45, 46 y 47 se ven d is t in tas  zonas alcanzable 
0 

I 

- - + - - - - -  - 

I. 









Edemplo 7: Sea e l  s istema de ecuaciones d i f e renc ia les  

donde (d l  $ k, k l= (P l  k, k a = y t  k, k l  y k2 son>O y - 
a1 4 0 4 a2. 1% f i gu ra  48, 49, 50, 51 y 52, pueden 



Ti3 . si. 



Como puede verse en l a  f i gu ra  52, s i  e l  punto P es i n t e r i o r  

a 1  r e c t h g u l o  fundamental, e s  alcanzable to?? la f ran ja .  

Nota - 
Por ro tac i6n  de e j e s  (transformacibn a f i n ) ,  e l  s istema con- 

siderado puede l l eva rse  a l a  forma 

donde 1 a I k; $. q i  , 4 pos i t ivos;  al.a2 > 0. Las 

soluciones d e l  s istema fundamental pueden verse  en la f igu-  

r a  53. 



. - 
S i  al = , = 0, e l  s istema de ecuaciones d i f e renc ia les  

queda 

o, l o  que e s  l o  mismo, l a  ecuaci6n equivalente de segundo 

Es f s c i l  ver  que en e s t e  caso, se  obt ienen las mismas zonas. 

a lcanzables que antes,  pero con todo e l  sistbma girado. 

E l e m ~ l o  8: Sea e l  s istema de ecuaciones d i f e renc ia les  

. - 
= a 1 4- 4 04 

0 

x 2 =  b x 1 + a x 2 +  & $  con a < 0. 

En las f i g a r a s  54, 55 y 56, pueden verse d i s t i n t o s  t i p o s  de 

zonas a lcanzables correspondientes a e s t e  caso. 





&iemnlo 2: Sea e l  sistema de ecuaciones d i ferenc ia les 

con a > 0 ;  14 1 4 k; \ k = k l ;  \ k y21 k2. Evidentemen- 

t e ,  e l  origen e s  un nodo a una tangente. Los casos extremos 

son: 

Los puntos c r i t i c o s  posibles e s t h  sobre e l  segment0 AB (ver 

f i gu ra  571, donde A = (k I t ,kzr ) ;  B(-kll,-k2!). La r e c t a  A3 - - 
e s  l a  de contact0 (donde 10s vectores (xl,x2) son parale los,  

independientemente de d ). De dicha f i gu ra  se deduce que, 

desde e l  punto P, es  alcanzable e l  sector  rayado; desde Q es 

alcanzable 



En l a  f i gu ra  58 puede verse que desde un punto t a l  como e l  

R,  e s  alcanzable l a  zona que queda a l a  izquierda de l  mismo 

y desde un punto como e l  S, es  alcanzable e l  sector  rayado. 

I 

I 

g j e m ~ l o  10: Sea e l  sistema de ecuaciones d i ferenc ia les:  
. . . . . .  

con al> 0, a2< 0, Igldk. En es te  caso, e l  origen e s  un 

centro. LOS capos extremos son (con IMLP~I = k l ;  1 4 9 2  1 = 

= k2) : 

Como puede verse en l a  f igura  59, resu l ta  alcanzable todo 

e l  plano, 



Eiem~lo  11: Sea e l  sistema de ecuaciojles d i ferencia les 
. .  . .  . 

E l  origen es  un foco repulsivo. Los casos extremos son 

con a1 kll a2 k2t = k l ;  -a2 klt + a1  k21 =: k2. La rec ta  
,. - - - 

de contact0 t iene por ecuacidn 

-. 

Llamando ?- a1 cociente x2/x1 resu l ta  

de donde 



Como puede verse en l a  f i g u r a  60, l a  zona alcanzable e s  l a  

ex te r i o r  a l a  curva indicada. 

Edem~lo 12: S i  consideramos e l  sistema de ecuaciones d i f e -  

r e n c i a l e s  

con ax< 0 ,  vemos que e l  origen e s  un foco a t rac t ivo .  "wste 

caso es  a n a o g o  a 1  an te r i o r ,  per@ ahora r e s u l t a  alcanzable 

e l  i n t e r i o r  d e l  dvalo de l a  f i g u r a  60. 

Sasos de yl, ( P 2  var iab les  funciones de xl,x2 

Estos casos se t r a t a n  con e l  mismo metodo u t i l i z a -  

do en Los ejemplos precedentes, analizando 10s sistemas ex- 

tremos obtenidos con l a s  d i s t i n t a s  combinacionbs = &  k: 

I g = f 2 +  k q ,  
con \ .  

"2= f 2  - kT2 .  



En par t i cu la r ,  sera  de in terdo hacer e l  estudio de aquel los 

puntos que Sean c r f t i cos  para ambos sistemas, o sea, aquellos 

para 10s cuales f l  = f p  = (P1 = T 2 = 0. 

E.1 e m ~ l o  
. . . . 

Sea e l  sistema de ecuaciones d i fe renc ia les  

Supongmos que sea a1>0, a2>0, b1>0, b2>0. Los casos ex- 

tremos son aqui: 

S i  kb14 a l ;  kb;! a2, se t ienen zonas alcanzables como las 

de las f iguras  61 y 62. 



En cambio, s i  es kbl > a l ;  kb2G a2, en e l  sistema I1 re- 
b 

su l ta  xl/xl > o2)x2/x2 < Q y l a  zona alcanzable es  como 

l a  de l a  f igura 63. 

r. a 
S i  kbl > ax; kb2>a2, en e l  sistema I1 es xl/xl y x2/x2> 

>O.  La zona alcanzable puede verse en l a  f igura 64. 



Sea e l  sistema de ecuaciones d i fe renc ia les  l i n e a l e s  . 

("1 
donde a,b,c y d son constantes r e a l e s  . En forma ma t r i c i a l ,  

e l  s istema (1)  s e  escr ibe  

a 
( 2) x ,  A x ,  x(O)= x(,, 

donde A e s  una matr iz constante y x un vector  d e l  plano eu- 

cl ideo. Para l l e v a r  e l  s istema (2) a l a  forma canpdnica, es- 

t o  e s  

- , . , ,  
(Ir) Dado e l  s istema de ecuaciones 

donde P y Q son polinomios, podemos desa r ro l l a r l os  en po- 

t enc ias  de xl,x2, con l o  que nos queda 

= a XI + b x2 + p(x1,x2) - {&= c XI 4 d ~2 + 9(x1,x2) , 
siendo p y q polinomios de grado super ior  a 1  primero. Pa- 

r a  es tud ia r  e l  comportamiento de l a s  t rayec to r ias  d e l  sis- 

tema dado, en e l  entorno de un punto c r f t i c o ,  bas ta  hacer 

l a  aproximaci6n l b e a l  y quedarse con 10s terminos Be p r i -  

mer orden, con l o  que se  obt iene un sistema tal como e l  (1). 



- 

donde S1 y S2 son l a s  r a i c e s  de l a  ecuaci6n c a r a c t e r i s t i c a  

d e t  ) A - S Z \ = O ,  E: matr iz unidad. 

hacemos l a  transformaci6ii v e c t o r i a l  

y = . P x ,  

donde P e s  una matriz constante no-sinsular (con determinan- 

t e  no nulo) .  "wntonces, l a  ecuaci6n v e c t o r i a l  ( 2 )  se  t rans fo r -  

ma en 

-1 . P G  = P A P  P x ,  

o, l o  que e s  equivalente, 

donde 3 = 7A?-lo 

Sea ahora e l  s i s tena  perturbado -. 

donde suponemos que e l  sistema fundar:~ental correspondiente 

(3) e s t s  en forma can6nica y O ( y , t )  e s  ua vector  de d i rec-  

c i6n prer ' i jada, p r o  valor  a r b i t r a r i o ,  es  dec i r ,  

s iendo 9, y Ip 2 corstantes. E l  or ipen e s  e l  h i o o  pu,ito 

c r f t i c o  d e l  sistema fundamental (3) y vamos a es tud ia r  l a s  

zonas a lcanzables desde e l  or igen para sistemas de l a  forma 

s igu ien t  e 



donde 

( K constante para 0 < t & T 

( 5 )  
0 para t > T. 

i31 vector  d ( t )  2ertenece a un sub-es:?acio de l a  forma 

es  d e c i r ,  l a s  curvas 2er tu rba t r i ces  son rectas.  A2licmtlo 

l a  condici6n (51, 12 ecuaci6n (7)  se  trailsforma en 

donde kl y k2 son l a s  componen-Les fLel  vector  K, 

Debe tenerse presente que e s t a s  zonas alcanzables, 

que vanos a estud iar  por su im lo r tmc ia  en l a s  apl icaciones,  

no coinciden enteraniente con l a s  def in idas en 10s c:apftulos 

precedentes, dado que e l  s istema considerado aquf es  s6 lo  un 

csso muy par t i cu la r .  

I )  Las r a i c e s  c a r a c t e r f s t i c a s  S1 y S2 son rea les  v d l s t i n t a s  

pntre si. 
En ese czso, L~odamos e leg i r  l a  matr iz P de modo t a l  

que e l  s is tema ($1 r e s u l t e  de l a  forma 

con l a s  condiciones i n i c i a l e s  yl(0) = 0; y2(0)=0. Como ss f6- 

c i l  com,jrobar, l a  soluci6n d e l  sistema ( 8 )  con l a s  condiciones 

para 0 t ,( T 

para t > T ,  i = 1,2* 



a )  S2> 81) 0 
. . . .  . 

.Para O & t  & T, l a  ecuacidn de las t r ayec to r i as  se  h a l l a  des- 

pe j ando t de las ecuaciones 

con l o  que r e s u l t a  

(10) [T + I ) = (  

que es  l a  ecuaci6n de una familia de curvas de t i p 0  parabdl ico 

que pasan por e l  origen, con pendiente 

~i j a d a  k2/k1 = - q/Y2 para d i s t i n t o s  va lo res  

d e l  vector  K, obtenemos t rayac to r i as  domo las de l a  f i gu ra  65. 

Supongamos que e l  sent ido en que son recor r idas  d ichas t rayec-  

t o r i a s  sea  e l  de l a  f igura.  S i  ahora acotamos e l  vector  O 

m e d i a t e  l a  condicidn 



obtenemos. una t rayector ia  l f n i t e  que del imita l a  zona que in- 

cluye las soluciones de l  sistema (&) con l a s  condiciones (5), 

Para t > T, l a  ecuaci6n de l a s  t rayector ias resu l ta  

- SiT 
donde k i t  =. ki/Si (e - I ) ,  que. corresponde a una fami l ia de - 
curvas de t i p 0  parab6lic0, con ver t ice  en e l  origen y tangente 

horizontal. E l  origen es un nodo a dos tangentes para e l  sis- 
("1 

tema fundamental . S i  representamos a h o r a l a  famil ia de cur- 

vas t rayector ias,  es f & i l  ver que l a  zona alcanzable desde 

e l  origen es l a  rayada en l a  f igura 66, s i  se impone l a  con- 

b) s;! < sl< 0 

Rn es te  caso, l a  ecuacidn de l a s  t rayector ias p a r a  0 st < T 

es nuevamente l a  (10). La di ferencia con e l  caso anter io r  con- 

s i s t e  en que l a  soluci6n dada por ( 9 )  t iende asint6ticamente 

61 valor 



e s  d e c i r ,  tomando una condicidn de acotacidn t a l  cono l a  ( l l ) ,  

l a  solucidn r e s u l t a  acotada ( f i g u r a  67). 

Para t > T, l a  ecuacidn de l a s  t rayec to r i as  e s  l a  (12) ,  con 

l a  d i f e renc ia  que l a s  curvas son recor r idas ,  para va lo res  

c rec ien tes  de t, en sent ido inverso a 1  d e l  caso a). En l a  

f i g u r a  68, se  ve fdci lmente que l a  zona alcanzable del imi ta-  

da por dos t rayec to r i as  l im i tes  cuando se  impone l a  condicidn 

( l l ) ,  e s  l a  rayada. 



E l  origen e s  nuevamente un nodo a dos tangentes para e l  sistema 

fundamental (3). S i  no se  acota e l  vector W (t),  l a  zona a l -  

canzable s e r i a  e l  i n te r i o r  de l  h g u l o  cuyas a r i s tas  son l a  semi- 

r ec ta  OP y e l  e je  y l  y su sim8trico. 
- 

c )  s 2  > 0 > S1 

La ecuacidn de l a s  t rayector ias para 0 4 td  T es l a  ( l o ) ,  pero 

en es te  caso, representa una famil ia de curvas de t i p 0  hiperb6- 

l i co ,  puesto que S1/S2 0 ( f igura 69). b&ogamente, l a s  t ra -  

yector ias para t > T resul tan hiperbolas con vdr t ice en e l  o r i -  

gen, cuyas as ,h to tas  son 10s e j e s  coordenadoso 

Como e s  f d c i l  ver,  l a  zona alcanzable desde e l  origen e s  l a  

rayada en l a  f igura  70, s i  se impone l a  condicidn (11). 'En 

ca.so contrar io,  ser fa  e l  i n te r i o r  d e l  gngulo l imitado por l a  

semi-recta OP y e l  e je  y2 y su simetrico. E l  arigen es un 

gunto de ensi l ladura para e l  sistema fundamntal. 

. . . . . . . . . , . . . , . 

En es te  caso, e l  sistema (47 se reduce a l a  f o r m  - 



cuyas soluciones son 

Para 0 st ,< T, l a  ecuacidn de l a s  t rayec to r i as  e s  

que represen ta  una fam i l i a  de curvas de t i po  exponential, con 

pendiente i n i c s a l  

Para t > T, l a s  fundamentales son r e c t a s  para le las  a1 e j e  y2. 

S i  s e  aco ta  e l  vector  m e d i a t e  l a  ( l l ) ,  l a  eona alcanza- 

b le  e s  l a  rayada en l a  f i g u r a  71. En caso cont rar io ,  s e r i a  e l  

h g u l o  comprendido en t re  l a  r e c t a  Of! y e l  e j e  y2. 



La ecuaci6n de l a s  t rayec to r i as  e s  l a  m i s m a  que para e l  caso 

d) para 0 5 t ST. L a  d i f e renc ia  e s t r i b a  en que l a  solucidn 

t iende asint6t icamente a 1  va lor  y2 = k2/S2. Para t )  T,  , l a s  

fdndamentales son r e c t a s  recor r idas  en aent ido inverso aL ca- 

so  an te r io r .  En l a  f i gu ra  72 vemos l a  zona alcanzable s i  se 

acota  e l  vector  W . Sin acotar ,  s e r f a  e l  i n t e r i o r  d e l  h g u -  
- 

l o  P0y1. 

11) Las ra f ces  c a r a c t e r f s t i c a s  son r e a l e s  e iguales. 

f )  S 1 =  S2 # 0. 

En e s t e  caso, e l  s istema (4) queda reducido a l a  forma 



donde e l  vector  W e s t g  def in ido como en I), por las ecuacio- 

nes (51, ('6) Y (7). 
S i  en (13) es  ademss c = 0, e l  s istema queda 

cuya soluc i6n e s  

Para todo va lor  de t, l a  ecuaci6n de l a s  t rayec to r i as  r e s u l t a  

ecuaci6n de ma Paq i l ia  de r e c t a s  que pasan por e l  origsn. E l  

or igen e s  un nodo e s t r e l l a d o  . La zona alcanzable se  reduce a 

r e c t a s  r a d i a l e s ,  s i n  acotar  e l  vector y l a  r e c t a  R ,  impo- 

niendo l a  condicign (11) ( f i g u r a  79). 



S i  fuera c # 0,  l a  solucidn de l  sistema (13) se ha l la  reem- 

plazando 

en l a  expresi6n de x2 e integrando, con l o  que se obgiene: 

La constante D l a  determinamos considerando que x2(0) = 0, 

y asf resul tan l a s  soluciones de l  sistema (13) para O & t  ,C T: 

La ecuacidn de l a s  t rayector ias para 0 & t < T es 

Haciendo e l  cambio de var iables 

l a  ecuaci6n queda 

que representa una f a i l i a  de curvas de t ipo  logarftmico con 

sus centros alineados y tangente comiin a todas ( f igura 74). 

Las coordenadas de 10s centros son 



Para t > T, l a  soluci6n d e l  s istema fundamental e s  

donde la constante D se  determina teniendo en cuenta que pa- 

Despejando t de (15), obtenemos como ecuaci6n de las curuas 

f undanent a l e  s 

que represen ta  una fami l ia  de curvas de t i p 0  logarftmico. En 

l a  f igma 74 vemos l a  zona alcanzable rayada, s i  s e  impone l a  

acotaci6n (11). En caso cont rar io ,  la zona alcanzable s e r f a  

e l  i n t e r i o r  d e l  &gulo POP1 y su sime'trico. - 



E l  or igen e s  un podo a una t a n ~ e n t e  para e l  s i s t e n a  fundamen- 
, . . , . . . . .  . . . . , ,  

tal. 

? , ,  . 
En e s t b  caso &v ia l ,  con0 l a  ecuaci6n (4) s e  reduce a1 sis- 

tema 

= ~4 [ t) 

i2= w2[t )  > 

as evidente que las t rayec to r ias ,  para todo valor  de t, son 

. r e c t a s  que pasan por e l  or igen, E l  a n g l i s i s  e s  andlogo a 1  d e l  

caso f )  para c = 0. 

111) &as r a i c e s  de l a  ecuaci6n c a r a c t e r f s t i c a  son com~ le ias .  
. . , .  , * ,  

h) S1 S2 comaleias coniu~adaq.  
* .  , . ,  

En e s t e  caso, l a  ecuaci6n (4) se  transforma en 

Para h a l l a r  l a  ecuaci6n de l a s  t rayec to r i as  para 0 5 t ,( T, 

hacemos e l  canbio de var iab les  

donde kl,.k2 son complejos conjugados. Las ecuaciones (16) en 

e l  nuevo sistema son 

Si hacemos ahora l a  sus t i t uc i6n  F , = u t i v ;  $ = u - i~ 
("1 

. , ,  
("1 Es inmediato comprobar que e s t a  transformacidn e s  r e a l ,  li- 

nea l ,  homog6nea, con determinante no nulo. 



obtenemos 

que taiibikn s e  pueden e s c r i b i r  

En e l  plano (u,v) ,  l a  ecuaci6n de l a s  t rayec to r i as  es  

Para es tud ia r  mejor e s t a  ecuaci6n d i f e renc ia l ,  pasamos a coor- 

denadas po lares u = r cos 8 ;  v = r sen 8 

e integrando 

familia de esp i ra les  logar i tmicas a s i n t d t i c a s  en e l  origen, 

E l  sen t ido  en que son recor r idas ,  se  determina s e g h  e l  s ig -  
6 

no de c4=Re(S1) = Re(S2). En efecto ,  como q r =Nr, si 

4 0, e l  punto representat ivo  t iende dl origen y s i  M)O,  

s e  a l e j a  d e l  mismo. A 1  pasar d e l  plano (u,v) ( $ 1  las  
- 

e s p i r a l e s  se deforman hicamente.  En e l  plano (y1,y2), e l  o- 

r igen  e s t a r $  desplazado, segQ e l  cambio de var iab les  (17). 

para  t > T , las fundamentales resu l tan  an610gamente esp i ra le  s 

logar i tmicas a s i n t 6 t i c a s  en el origen, que r e s u l t a  un focgo 



En l a  f igura 75, vemos rayada l a  zona alcanzable, s i  se im- 

pone l a  acotaci6n (11). En caso contrario, es dcanzable to- 

do e l  plano. 

i )  S1 S2 bag inar ias  ouras. 
. . . . . . . . . , . . . . . 

Este resu l ta  un caso part icular de h) para d=O. Para 0 ,( t 

< T l a  ecuaci6n de l a s  t rayector ias e s  

2 2 que integrada da v /2 $ u /2 = C,  famil ia de circunferen- 

cias. Las  fundamentales tambiQn resul tan circunferencias con 

eentro en e l  origen, que e s  un c e n t x ~ ,  La zona alcanzable es 
. , . ,  

l a  rayada en l a  f igura 76, s i  se impone l a  acotaci6n de CI) y 

todo e l  plano, en caso contrario. 



E, ieU l~ l~  
. . . . . . , 
Sea l a  ecuaci6n d i ferencia l  de segundo orden 

que describe e l  movimiento de una par t fcu la sujeta a res t i t u -  

cidn e lgs t i ca  y amortiguamiento. 

EI sistema equivalente a l a  ecuacidn (18) es  

y sus rafces carac ter is t icas  son Sl = -1; S2 = -2* 

Sea ahora una transforrnaci6n l i nea l  

t a l  que en l a s  nuevas coordenadas, e l  sistema (19) quede en 

es  deci r ,  

Tomemos 10s coeficientes d =  2; p= 1; .(= 1; $ =  1, de modo 

que e l  determinante de (20) sea no nulo. Entonces 



E l  sistema perturbado que vamos a es tud ia r  e s  

donde ( t )  cumple las condiciones (61, ( 6 )  y (3). En e l  es- 

pacio transformado, e l  s is tema (21) se  esc r i be  

de donde deducimos k l  = k2 = k. L a  solucidn d e l  s istema ( 2 2 )  

e s 

L a  ecuacidn d e ' l a s t r a y e c t o r i a s  para 0 ,( t ,C T e s  

ecuacidn de uila fami l ia  de eurvas de t i p 0  parab61ico que pa- 

san por e l  or igeno 

Para t > T ,  l a  ecuacidn de l a s  t rayec to r i as  

tambi6n representa una fami l ia  de curvas de t i p o  ~ a r a b b l i c o  

con v e r t i c e  en e l  or igen y tangente hor izonta l .  E l  or igen e s  

un nodo a dos tangentes para e l  s'istema fundamental. En l a  

f i gu ra  77 a p a e c e  rayada l a  zona alcanzable en e l  caso de 



e s t a r  su je to  a una acotacidn tal como l a  (11). S in  aco- 

t a r  e l  vector  CI) , l a  zona alcanzable e s  el i n t e r i o r  d e l  &I- 

gulo PO 5 y su sim6trico. 

Para h a l l a r  l a  posici6n de 10s e j e s  x l ,x2  respecto a 10s ( f  , 
veremos qu6 r e c t a s  corresponden a X I =  0 y x2 = 0. Como 

XI = 0 equivale a $=q ( r e c t a  pendiente 45Q). 

~ n a l o ~ a m e i i t e ,  -2 = -x2, de donde x2 = 0 equiva- "1 
l e  a q=5/2,0 s e a  r e c t a  de pendiente 0,5. La zona alcanzable, 

imponiendo la condici6n (ll), e s  l a  zona rayada en l a  i ' i gwa 
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