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Prefaţă

În cei 20 de ani scurşi de la descoperirea, în oxizii de cupru, a supraconduc-
tibilităţii la temperaturi înalte, a fost realizat un număr enorm de investigaţii a
proprietăţilor fizice ale acestor materiale, atât sub aspect teoretic, cât şi experi-
mental. În ciuda tuturor eforturilor, natura noului tip de supraconductibilitate nu
a fost elucidată, ea rămânând unul dintre cele mai enigmatice mecanisme ale fizicii
corpului solid.

Dificultatea soluţrionării acestei probleme se explică prin caracterul complicat al
materialelor ce devin supraconductoare la temperaturi înalte şi a structurii lor cris-
taline, prezenţei unei anizotropii puternice, existenţei efectelor neadiabatice şi dea-
semenea prezenţei unor corelaţii electronice puternice şi a unei interacţii electron-
fononice intense.

În aceste materiale atât de complicate au loc diferite tranziţii de fază (struc-
turale, magnetice, supraconductoare şi altele), şi sunt posibile stările mixte, ca de
exemlu coexistenţa supraconductibilităţii şi a antiferomagnetismului sau a stării de
spin-vitroase.

După părerea noastră, un progres în determinarea mecanismului apariţiei su-
praconductibilităţii la temperaturi înalte poate fi obţinut luând în consideraţie în
mod sistematic şi succesiv particularităţile fizice ale oxizilor metalici şi în special
ale spectrului energetic al electronilor sau golurilor ce participă în procesul de su-
praconducţie.

Astfel de particularităţi, ce joacă un rol fundamental în aceste materiale, sunt
suprapunerea benzilor energetice la suprafaţa Fermi, existenţa proprieuaţii de nes-
ting a spectrului energetic, ce duce la apariţia fazelor undelor de densitate de sar-
cină (CDW-Charge Density Wave) şi undelor de densitate de spin (Spin Density
Wave-SDW) şi în special posibilităţii coexistenţei lor cu supraconductibilitatea. De
asemenea trebuie luate în consideraţie existenţa impurităţilor, inclusiv a celor loca-
lizate, singularităţilor Van Hove şi ale altor particularităţi.

Noi sperăm că această monografie prezintă un interes special deoarece conţine un
spectru larg de investigaţii consacrate influenţei particularităţilor spectrului ener-
getic asupra supraconductibilităţii la temperaturi înalte (în sensul folosit astăzi).

Prima parte a cărţii prezintă elementele principale ale teoriei bi-bandă şi multi-
bandă creată de V. Moskalenko în 1959. Această teorie este prima încercare de
generalizare a teoriei supraconductibilităţii (la temperaturi joase) BCS-Bogoliubov
pentru metale reale. În capitolele 1-3 sunt expuse ideile de bază ale teoriei bi-şi
multi-bandă, necesare descrierii proprietăţilor sistemelor ce conţin două sau mai
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multe grupuri de electroni ce formează perechi Cooper în cadrul fiecărei benzi şi
tunelarea lor dintr-o bandă în alta.

În această primă parte a cărţii este formulată teoria termodinamică a supra-
conductorilor bi-bandă, sunt descrise metodele teoretice de investigaţie bazate pe
teoria funcţiilor Green cuantice şi sunt indicate rezultatele fundamentale pentru
cazul materialelor pure şi al celor cu impurităţi nemagnetice şi magnetice.

Deoarece una din particularităţile de bază ale supraconductorilor la temperaturi
înalte este suprapunerea de benzi energetice la suprafaţa Fermi, autorii au urmă-
rit sistematic şi au realizat programul de studiu al proprietăţilor termodinamice şi
magnetice ale acestor materiale, în cadrul teoriei bi-bandă. Un articol de sinteză
cuprinzător a fost publicat în 1991 [V.A. Moskalenko, M.E. Palistrant and V.M. Va-
kaliuk, "High-temperature supraconductivity and the characteristic of the electronic
energy spectrum", Sov. Phys.Usp. 34, 717 (1991)].

După cum am avut ocazia să ne convingem, rezultatele acestor investigaţii sunt
deseori în conformitate cu experienţa. Prezenţa a două benzi electronice, caracte-
ristica pentru aceste materiale, nu poate fi, în multe cazuri, depistată experimental
prin determinarea a două gap-uri energetice ce aparţin electronilor de lângă sfera
Fermi. Cauza acestei dificultăţi constă în prezenţa unor mari cantităţi de impuri-
tăţi, sau deficienţei de oxigen, ce duce la medierea acestor gap-uri şi restructurarea
densităţii stărilor electronice. Într-adevăr, teoria demonstrează că, în rezenţa impu-
rităţilor, în loc de două gap-uri electronice în starea supraconductoare apare una,
iar în loc de doi parametri de ordine ale acestei stări, apare un parametru de ordine
dat de medierea celor doi existenţi în lipsa impurităţilor. Ca urmare, manifestă-
rile experimentale ale acestor materiale puternic dopate nu se disting de ceea a
materialelor cu o singură bandă, însă parametrii de bază, ca de exemplu tempera-
tura critică a supraconductibilităţii, densitatea stărilor elerctronice, şi parametrul
Ginzburg-Landau, se determină pe baza teoriei cu două benzi.

Aşadar teoria benzilor suprapuse demonstrează eficienţa mecanismului inter-
bandă de tunelare a electronilor şi în cazul materialelor pure şi a celor cu impurităţi,
cu toate că probele experimentale şi ultimul caz sunt mai puţin evidente şi necesită
o analiză mai amănunţită.

O investigaţie experimentală minuţioasă este necesară şi în cazul sistemelor cu
o densitate scăzută a purtătorilor de sarcină. În aceste sisteme dezordinea indusă
de impurităţi este mai scăzută şi de aceea conservarea a două gap-uri a stării su-
praconductoare este favorizată.

Teoria ce determină proprietăţile termodinamice a materialelor supraconduc-
toare cu două benzi în cazul unei densităţi arbitrare a purtătorilor de sarcină (in-
clusiv cazul celei scăzute) a fost expusă recent într-o lucrare de sinteză [M.E. Palis-
trant, Supraconductivity in Two - Band System with Low Carrier Density, Int. J.
Mod. Phys. B19, 929-970 (2005)]. Această investigaţie este efectuată pe baza unui
model generalizat cu două benzi, în care se iau în consideraţie nu numai perechile
electronice intra-, ci şi cele inter-bandă.

Menţionăm de asemeneaun un succes remarcabil obţinut în explicarea proprie-
tăţilor cinetice a sistemelor bi-bandă. Aceste materiale conţin un şir de abateri de
la comportarea prezisă de teoria supraconductorilor uni-bandă. Un exemplu remar-
cabil îl demonstrează teoria ultrasunetului în supraconductorii bi-bandă elaborată
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de L.Z. Kon et. al. [Physica C 349 p. 211 (2001)]. În această teorie s-a obţinut
dependenţa de temperatură şi concentraţia impurităţilor nemagnetice a coeficien-
tului de absorbţie şi a vitezii sunetului longitudinal în sistemele bi-bandă. A fost
demonstrat că starea supraconductoare schimbă esenţial dependenţa vitezei sune-
tului de aceşti factori. Influenţa supraconductibilităţii în cazul materialelor pure
este condiţionată de două procese interconectate şi anume de fluctuaţiile densităţii
electronilor şi fluctuaţiile parametrilor de ordine a supraconductibilităţii. Prezenţa
impurităţilor schimbă radical ambele procese.

Cu mare interes a fost primită descoperirea în 2001 a supraconductibilităţii în
borura de magneziu (MgB2). Acest material atrage atenţia specialiştilor prin fap-
tul că este mult mai simplu decât oxizii de cupru, având cu toate acestea valori
mari pentru temperatura critică a tranziţiei supraconductoare (Tc ' 40 K), câm-
pului magnetic critic de gradul doi (Hc2 ' 18 T) şi a curentului electric critic.
Acest material a insuflat din nou speranţa de a ajunge la înţelegerea mecanismului
supraconductibilităţii la temperaturi înalte şi înmateriale mai complicate de tipul
ceramicelor oxizilor de cupru.

Investigaţiile experimentale ale acestui nou material au demonstrat că proprietă-
ţile lui fizice nu pot fi explicate de teoria BCS-Eliashberg, deoarece există un număr
mare de devieri clare de la predicţiile acesteia [vezi F. Bouquet et. al., Physica C
385, 192 (2003); P. C. Confield et al., Physica C 385, 1 (2003)].

Într-o serie de lucrări (vezi de exemplu S.V. Shulga et al., cond-mat/0103154) a
fost emisă ideea de a folosi modelul Moskalenko bi-bandă pentru a descrie proprie-
tăţile fizice ale acestor compuşi. S-a dovedit că acest model este capabil să explice
toate proprietăţile acestor materiale.

Într-adevăr, teoria permite obţinerea unei temperaturi critice Tc înalte, explica-
rea valorilor experimentale ale gap-urilor energetice (ce au proprietăţile 2∆l/Tc >
3, 5 şi 2∆c/Tc < 3, 5), valoarea scăzută a saltului relativ a căldurii specifice în
punctul critic (0,8 pentru MgB2), dependenţa anomală de temperatură a căldurii
specifice în faza supraconductoare, curbura anomală în dependenţa de temperatură
a câmpului magnetic critic Hc2 şi altele.

Aceste rezultate sunt enumerate în prezenţa monografie. Din această perspec-
tivă, considerăm că există un interes major faţă de ideile şi concepţiile noi conţinute
în lucrarea de faţă, ceea ce justifică traducerea ei ca fiind necesară şi actuală.

Această carte împreună cu articolele menţionate mai sus ce trec în revistă rezul-
tatele din ultima vreme, conţine rezultatele şi metodele devenite clasice în domeniul
investigaţiilor proprietăţilor termodinamice, magnetice şi cinetice ale materialelor
bi-bandă şi multi-bandă, ca şi a celor cu alte particularităţi ale spectrului energe-
tic (cum ar fi stările localizate, anizotropia puternică, existenţa nesting-ului sau a
singularităţii Van-Hove şi altele).

Vrem să menţionăm de asemenea că unele aspecte ale investigaţiilor proprietă-
ţilor termodinamice a materialelor multi-bandă bazate pe mecanismele fononice şi
cele nefononice, admiţând un spectru al valorilor densităţii purtătorilor de sarcină
(se are în vedere scenariul supraconductibilităţii BCS şi deasemenea cel al conden-
sării Bose a perechilor localizate propus de Schffrot) au fost recent prezentate în
monografia "Teoria supraconductibilităţii la temperaturi înalte în supraconductorii
multi-bandă", Chişinău, Ştiinţa, 2007 -redactată în limba engleză de către M.E.
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Palistrant şi M. Calalb.
În această carte au fost efectuate unele realizări ale modelului Moskalenko bi-

bandă, care permit o tratare mai adecvată a sistemelor reale.
Menţionăm, ca exemplu, folosirea modelului bi-bandă pentru descrierea pro-

prietăţilor supraconductoare, ale compusului MgB2, a sistemelor neadiabatice şi
deasemenea în formularea teoriei oscilaţiilor colective datorate fluctuaţiilor de fază,
iar în cazul densităţiilor mici a purtătorilor de sarcină, datorate fluctuaţiilor ampli-
tudinilor parametrilor de ordine ai benzilor energetice.

Această carte este însoţită de câteva articole originale ce aparţin autorilor căr-
ţii şi colegilor lor, care demonstrează posibilităţile şi eficienţa teoriei multi-bandă
pentru a descrie multiplele proprietăţi fizice ale sistemelor supraconductoare. Ele
prezintă de asemenea starea actuală de înţelegere a problemelor abordate.

Menţionăm obţinerea unei concordanţe bune între teoria propusă şi datele ex-
perimentale, ceea ce, după părerea noastră, demonstrează eficienţa teoriei bi-bandă
şi a generalizărilor ei pentru descrierea proprietăţilor sistemelor reale.

Autorii
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1

PROPRIETĂŢILE SUPRACONDUCTORILOR
CU MAI MULTE BENZI

1.1 Introducere

Descoperirea în 1986 de către Bednorz şi Müller [9]-[12] a supraconductorilor de
temperatură înaltă în oxizii ceramici de cupru a dat naştere la o activitate deosebită
pentru descoperirea unor noi materiale cu temperaturi critice (Tc) record ale tran-
ziţiei supraconductoare şi a dus la necesitatea explicării naturii acestei tranziţii şi
a mecanismului realizării ei. În prezent nu există o explicaţie clară privind cauzele
apariţiei unor supracoductori cu temperaturi critice Tc atât de înalte (de ordinul a
100 K şi mai mari). De aceea nu există o înţelegere clară a problemei până unde
este posibil să ridicăm limita superioară a parametrilor critici ai supraconductorilor
şi ce cale trebuie să urmăm în acest scop.

Datorită instabilităţilor de fază, temperaturi critice Tc care ajung la 150 K nu
sunt total reproductibile. Lipsa unei cunoaşteri apriorice a lui Tc face necesară
o cercetare cât mai intensă a unor noi materiale. Până acum aceste încercări s-
au îndreptat în principal spre compuşii ceramici La-M-Cu-O şi Y-M-Cu-O, unde
M este un metal bivalent de tipul Ba, Ca şi Sr. În aceşti compuşi se observă în
principal suprapunerea funcţiilor de undă unielectronice de tipul 3d − (x2 − y2) şi
2p−(x, y) ale ionilor de cupru şi respectiv de oxigen. În consecinţă apare o structură
de benzi suficient de complexă a spectrului unielectronic în jurul nivelului Fermi.
La suprafaţa Fermi a acestor substanţe se observă suprapunerea diferitelor benzi
de energie, şi, prin urmare, supraconductorul trebuie să se caracterizeze printr-un
număr corespunzător de benzi de energie interzisă ("gap"-ul supraconductor). În
experienţele efectate de B. I. Verkin şi colab. [13] folosind microscopia de contact, cu
supraconductorul ceramic La0,18Sr0,2CuO4, s-au observat două gap-uri energetice,
a căror valoare relativă 2∆/kBTc este de 3,3 şi 8,0.

Toate acestea au dat naştere acum mai bine de 30 de ani la un interes deosebit
pentru studiul supraconductorilor multibandă, cunoscută în forma sa cea mai simplă
ca teoria bibandă.

În anii premergători descoperirii supraconductivităţii de temperatură înaltă, s-
a studiat de asemenea teoria supraconductivităţii cu benzi suprapuse în scopul
elucidării proprietăţilor fizice observate în sistemele supraconductoare cu fermioni
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grei [14].
De aceea, această trecerea în revistă a problemelor fundamentale legate de teoria

multibandă răspunde unui interes fizic mai larg.
Teoria multibandă presupune existenţa mai multor grupuri de electroni din apro-

pierea suprafeţei Fermi, care interacţionează între ei prin intermediul diferitelor
mecanisme, cum ar fi mecanismul interacţiei electron-fonon, care duce la o interacţie
efectivă electron-electron intra- şi interbandă.

În modelul cu două benzi al supraconductorului se examinează formarea de
perechi electronice singlet legate din cadrul unei benzi de energie şi se consideră
şi posibilitatea tranziţiei perechilor între cele două benzi. Interacţia interbandă
electron-electron duce la o atracţie suplimentară dintre electroni, independent de
semnul interacţiei electronilor din cadrul aceleaşi benzi. Aceasta din urmă poate
să fie şi repulsivă, dar datorită interacţiei electronice interbandă, este posibilă for-
marea de perechi electronice legate. În acest fel, canalele de difuzie interbandă ale
electronilor pot duce la creşterea energiei de legătură a perechilor electronice şi deci
la creşterea temperaturii critice Tc.

Tocmai din acest motiv modelul multibandă al supraconductivităţii se exami-
nează pentru a aduce clarificări în fizica supraconductorilor de temperatură înaltă.
În afară de interacţia electron-fonon şi cea coulombiană, în acest caz există de
asemenea canale suplimentare interbandă, de difuzie a electronilor pe impurităţi,
plasmoni, magnoni, excitoni şi pe alte excitaţii elementare. În particular, în supra-
conductorii de temperatură înaltă există un astfel de canal multibandă de interacţie
al electronilor de conducţie cu oscilaţiile de deformare şi înclinare ale octaedrului
format din ionii de cupru şi oxigen în oxizii ceramici de dioxid de cupru. Aceste
deformări joacă un rol foarte important în apariţia supraconductivităţii de tempe-
ratură înaltă.

O altă particularitate foarte importantă a modelului multibandă constă în aceea
că, datorită diferenţei în lărgimea suprapunerii benzilor şi a maselor efective ale elec-
tronilor, teoria ne dă posibilitatea să elucidăm modul cum contribuie aceste grupe
diferite de electroni la efectele termodinamice şi cinetice. Se ştie că în benzile de
conducţie înguste şi largi, densităţile electronice de stări diferă foarte mult. Din
acest motiv, proprietăţile termodinamice ale metalelor cu benzi de energie supra-
puse sunt determinate în principal de grupul electronilor grei, în timp ce fermionii
uşori din benzile largi, datorită mobilităţii lor mai mari, sunt mai efectivi în fe-
nomenele cinetice. Tocmai acest rezultat bine cunoscut este foarte util în teoria
supraconductorilor cu fermioni grei.

Modelul cu două benzi a reprezentat prima încercare de a transpune ideile teoriei
microscopice ale supraconductivităţii crată de Bardeen, Cooper şi Schrieffer (BCS)
[6]-[8], N. N. Bogoliubov şi colab. [1]-[5], la metalele reale, care au o structură de
bandă a spectrului electronic. În metalele reale, o astfel de suprapunere de benzi în
apropierea nivelului Fermi este destul de răspândită.

O serie de relaţii universale ale teoriei microscopice, ca, de exemplu, saltul relativ
al căldurii specifice ∆C/Cn = 1, 43 şi altele, nu mai sunt valabile în acest model. Mai
mult, pe măsura analizării mai amănunţite a acestui model al supraconductivităţii,
au apărut noi particularităţi, cum ar fi contribuţia difuziei interbandă pe impurităţi
nemagnetice la termodinamica supraconductorilor precum şi altele. Unele dintre
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aceste aspecte vor fi discutate în prezenta lucrare.
Prima încercare de a studia proprietăţile metalelor reale pe baza modelului cu

două benzi de energie care se suprapun în apropierea nivelului Fermi a fost făcută
de V. A. Moskalenko [15, 16]. Elementele de matrice ale interacţiei dintre electroni
în acest model s-au presupus a fi izotrope şi de aceea acest model poate fi numit
modelul izotrop cu două benzi. Mai târziu modelul bibandă al supraconductorului
(pentru T = Tc) a fost dezvoltat în lucrarea [17].

Ideea modelului bibandă a fost folosită într-un mare număr de cercetări teore-
tice. O bibliografie amănunţită, care să reflecte acestă problemă, se poate găsi în
lucrarea [18]. Au fost făcute şi experienţe care să pună în evidenţă apariţia supra-
cunductivităţii în sisteme cu două benzi suprapuse. Multe din acestea au fost ne
concludente. Prima folosire a modelului multibandă pentru interpretarea proprie-
tăţilor supraconductoare ale staniului a fost făcută de N. V. Zavariţki [19].

Totuşi cea mai clară confirmare experimentală a modelului bibandă, în perioada
până la descoperirea supraconductivităţii de temperatură înaltă, a fost prezentată în
lucrarea [20], în care s-a studiat caracteristica de tunelare a contactului SrTiO3:NbIn
şi s-au observat doi parametri de ordine ai acestei substanţe. Situaţia pare, la o
primă examinare, destul de ciudată pentru folosirea modelului bibandă în acest
caz deoarece, datorită constantei dielectrice foarte mari a titanatului de stronţiu,
mecanismul de tunelare interbandă este slab, şi de aceea chiar o concentraţie mare
nu duce la apariţia supraconductivităţii unibandă. Prin creşterea concentraţiei de
purtători, ceea ce se realizează adăugând indiu, se umple mai întâi prima bandă
de conducţie apoi cea de a doua. Acest lucru are loc pentru o concentraţie a
purtătorilor de ordinul 1019 . . . 1020 cm−3, pentru care SrTiO3 este supraconductor.
În experienţă se observă parametrii de ordine ai celor două benzi.

1.2 Proprietăţile termodinamice ale supraconduc-
torilor puri cu benzi de energie suprapuse

După cum s-a reamintit mai sus, într-o serie de supraconductori, benzile de
energie din apropierea suprafeţei Fermi se suprapun, şi, în acest fel, la fenomenul
de supraconductivitate participă electroni din două sau mai multe benzi de energie
permisă ale metalului. Astfel, de exemplu, în supraconductorii puri, care aparţin
grupei principale a sistemului periodic al elementelor al lui Mendeleev, au loc su-
prapuneri între benzile de tip s şi cele de tip p, la metalele grupului de tranziţie
apar suprapuneri ale benzilor de tip s şi d sau a benzilor de tip s şi f . În compuşii
supraconductori şi în aliaje suprapunerea benzilor de energie este şi mai accentuată.
În continuare se va presupune că datorită câmpului cristalin toate benzile care se
suprapun nu sunt degenerate şi fiecare dintre ele se caracterizează printr-o densi-
tate de stări electronice efectivă în apropierea nivelului Fermi. De asemenea, se
introduc elementele de matrice efective ale interacţiei directe a electronilor prin in-
termediul fononilor. Aceşti parametri efectivi ai teoriei nu se calculează în cadrul
acestei lucrări şi valoarea lor trebuie luată din experienţă.

Mai departe vom presupune că perechile Cooper legate se formează numai în
cadrul aceleiaşi benzi de energie şi electronii perechii au impulsurile şi spinii opuşi.



6 PROPRIETĂŢILE SUPRACONDUCTORILOR

Pe baza ipotezelor făcute mai sus privind proprietăţile benzilor de energie ale
electronilor şi caracteristicile de formare ale perechilor Cooper, putem scrie hamil-
tonianul model corespunzător al teoriei multi-bandă [15]

H =
∑

n,k,σ

εn(k)a+
nk,σankσ − 1

V

∑
n,m

∑

kk′
Vnm(k, k′)a+

nk↑a
+
n−k↓am−k′↓amk′↑, (1.1)

unde n, m sunt indicii de bandă; k este cvazi-impulsul; εn(k) este energia electro-
nului din banda n; σ este indicele de spin al electronului, care ia valorile ↑ sau ↓;
a+

nkσ, ankσ sunt operatorii de creare şi anihilare a electronilor de bandă; V este
volumul sistemului. Mărimile Vnm(k,k′) determină interacţia efectivă directă a
acestor electroni.

În aproximaţia legăturii slabe, examinată mai departe, neglijăm efectele de re-
tardare determinate de schimbul de cuante ale câmpului fononic de către electroni.
Următoarea simplificare consistă în neglijarea dependenţei de cvazi-impuls a mări-
milor Vnm. Din acest motiv va fi necesar să limităm sumarea după k în formula
(1.1) mărginindu-ne numai la un strat energetic din jurul suprafeţei Fermi a benzii
respective. Lărgimea acestui strat este determinată de valorile 2~ωn pentru fiecare
dintre benzi. În cazul cel mai simplu al mecanismului fononic al supraconducti-
vităţii, intervalele de frecvenţă se consideră identice şi având ordinul de mărime
al frecvenţei Debye ωD. Mărimile Vnm, ωn şi densitatea electronică de stări la
suprafaţa Fermi

Nn =
1
~3

1
(2π)3

∫

Sn

dSn

|∇εn| , (1.2)

unde Sn este aria suprafeţei Fermi a benzii n – se consideră constante fenomenologice
ale teoriei. Ele pot fi determinate din comparaţia teoriei cu experimentul.

Pentru o suprafaţă Fermi sferică avem

Nn =
mnpF

n

2π2~3
=

3
4

nn

EF
; nn =

(pF
n )3

3π2~3
. (1.3)

Aici pF
n este raza sferei Fermi pentru banda n; nn este densitatea numărului de

electroni din banda n; EF fiind energia Fermi.
În modelul anizotrop cu mai multe benzi, studiat de M.E. Palistrant şi V. I.

Dediu [21, 22], mărimile Vnm au o slabă dependenţă de direcţia cvazi-impulsurilor:

Vn,m(k, k′) = Vnm(1 + an(Ω̂))(1 + am(Ω̂′)),

unde Ω̂ şi Ω̂′ sunt unghiurile care determină direcţiile lui k şi k′ respectiv. Mărimile
an(Ω̂) satisfac condiţia

∫
dΩ̂an(Ω̂) = 0. Hamiltonianul (1.1) în cazul a două benzi

îl scriem sub forma (a1kσ = akσ; a2kσ = bkσ)

H =
∑

kσ

ε1(k)a+
kσakσ +

∑

k,σ

ε2(k)b+
kσbkσ−

− V11

V

∑

k,k′
a+

k↑a
+
−k↓a−k′↓ak′↑ − V22

V

∑

k,k′
b+
k↑b

+
−k↓b−k′↓bk′↑−

− V12

V

∑

k,k′
(a+

k↑a
+
−k↓b−k′↓bk′↑ + b+

k↑b
+
−k↓a−k′↓ak′↑).

(1.4)
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Pentru studiul proprietăţilor stării supraconductoare trecem în (1.4) la noi am-
plitudini Fermi, care constă din suprapunerea electronilor şi golurilor din apropierea
suprafeţei Fermi. Această trecere se realizează cu ajutorul formulelor transformării
unitare a lui N.N. Bogoliubov [1]

ak↑ = ukαk1 + vkα+
k0; bk↑ = xkβk1 + ykβ+

k0;

ak↓ = ukαk0 − vkα+
−k1; bk↓ = xkβk0 − ykβ+

k1;

v2
k + u2

k = 1; x2
k + y2

k = 1.

(1.5)

Mai departe introducem hamiltonianul liber al noilor cvazi-particule

H0 =
∑

k

[E1(k)(α+
k1αk1 + α+

k0αk0) + E2(k)(β+
k0βk0 + β+

k1βk1)], (1.6)

unde Ei(k) este energia renormată a cvazi-particulelor, care va fi determinată mai
jos împreună cu coeficienţii transformării canonice (1.5). Potenţialul termodinamic
al sistemului poate fi uşor obţinut în ordinul doi al teoriei perturbaţiilor în raport
cu perturbaţia mică H −H0:

Ψ = Ψ0 + 2
∑

k

[ε1(k)(u2
k − v2

k)− E1(k)]f1(k)

+ 2
∑

k

[ε2(k)(x2
k − y2

k)− E2(k)]f2(k)

− V 2
11

V

[∑

k

ukvk(1− 2f1(k))

]2

− V 2
22

V

[∑

k

xkyk(1− 2f2(k))

]2

− 2
V12V21

V
×

×
[∑

k

ukvk(1− 2f1(k))

] ∑

k

xkyk(1− 2f2(k)).

(1.7)

Aici

Ψ0 = − 2
β

∑

ik

ln(1 + e−βEi(k)) (1.8)

fi(k) = (eβEi(k) + 1)−1; β = (kBT )−1; (1.9)

Ψ0 este energia liberă a cvazi-particulelor fără interacţie; fi funcţia lor de distribuţie
Fermi. Mărimile (u, v) (x, y) şi Ei se calculeză din minimul energiei libere (1.7)

δΨ
δuk

=
δΨ
δxk

=
δΨ
δEi

= 0 (1.10)
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Ca rezultat al calculului obţinem

u2
k =

1
2

(
1 +

ε1(k)
E1(k)

)
v2

k =
1
2

(
1− ε1(k)

E1(k)

)

x2
k =

1
2

(
1 +

ε2(k)
E2(k)

)
y2

k =
1
2

(
1− ε2(k)

E2(k)

)

Ei(k) =
√

ε2
i (k) + ∆2

i .

(1.11)

Aici ∆i este gap-ul de energie în spectrul noilor cvaziparticule. Gap-ul de energie sau
banda de energie interzisă supraconductoare, se detrmină din ecuaţiile (V12 = V21)

∆1 =
V11

2V
∆1

∑

k

1
E1 (k)

th
(

βE1 (k)
2

)
+

V12

2V
∆2

∑

k

1
E2 (k)

th
(

βE2 (k)
2

)
;

∆2 =
V12

2V
∆1

∑

k

1
E1 (k)

th
(

βE1 (k)
2

)
+

V22

2V
∆2

∑

k

1
E2 (k)

th
(

βE2 (k)
2

)
.

(1.12)

Cu ajutorul expresiilor deduse, potenţialul termodinamic capătă forma

Ψ =
2∑

i=1

∑

k

[εi(k)− Ei(k)]− 2
β

2∑

i=1

∑

k

ln[1 + e−βEi(k)] + V (∆̂+V −1∆̂) (1.13)

unde matricea de interacţie V̂ şi inversa ei V̂ −1 au, pentru V11V22 6= V12V21, forma

V̂ =
(

V11 V12

V21 V22

)
; V̂ −1 =

1
(V11V22 − V12V21)

(
V22, −V12

−V21, V11

)

∆̂, ∆̂+ sunt mărimi cu două componente:

∆̂ =
(

∆1

∆2

)
; ∆̂+ = (∆1, ∆2).

Soluţii nebanale pentru gap-ul ∆i există numai pentru temperaturi sub tempera-
tura critică (T < Tc). Este important să observăm că pentru o interacţie interbenzi
diferită de zero (V12 6= 0) aceste benzi interzise (gap-uri) apar simultan în ambele
benzi electronice.

Imediat sub Tc (T . Tc) valoarea lui ∆i poate fi dezvoltată în serie după puterile
parametrului mic t = 1− (T/Tc): ∆i = Cit

1/2 +C
(1)
i t3/2 + . . .. În acest caz ecuaţiile

liniarizate (1.12) capătă forma

C1 =
V11

2V
C1

∑

k

th

(
βc

2
ε1 (k)

)

ε1 (k)
+

V12

2V
C2

∑

k

th

(
βc

2
ε2 (k)

)

ε2 (k)
;

C2 =
V12

2V
C1

∑

k

th

(
βc

2
ε1 (k)

)

ε1 (k)
+

V22

2V
C2

∑

k

th

(
βc

2
ε2 (k)

)

ε2 (k)
.

(1.14)
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După efectuarea integrării obţinem

Cn =
2∑

m=1

VnmNmCm ln
(

2VEβc~ωm

π

)
. (1.15)

Aceste ecuaţii determină temperatura critică Tc şi raportul C1/C2. Pentru simpli-
ficarea calculelor înlocuim frecvenţele ω1 şi ω2 cu frecvenţa Debye ωD. Atunci, pe
baza formulei (1.14) în aproximaţia legăturii slabe βc~ωD À 1, obţinem următoarea
ecuaţie pentru determinarea lui Tc:

1− bς + aς2 = 0;

ς =

~ωD∫

0

dε

ε
th

(
βcε

2

)
≈ ln

(
2γE~ωD

π

)
.

Aici am folosit notaţiile: γE = eC ; C = 0, 5772 . . . care este numărul lui Euler, şi

a = N1N2(V11V22 − V12V21); b = N1V11 + N2V22. (1.16)

Pe baza acestor formule obţinem

kBTc ' 2γE

π
~ωDe−ζ± ' 1, 13~ωDe−ζ± , (1.17)

unde

ζ± =
1
2a

[
(N1V11 + N2V22)±

√
(N1V11 −N2V22)2 + 4N1N2V12V21

]
. (1.18)

Deoarece expresia de sub radical din (1.18) este pozitivă pentru orice valori ale
constantelor Vnm, atunci singura restricţie pentru aceste mărimi este condiţia ca ζ±
să fie pozitivă. Acesta este criteriul de supraconductivitate în modelul considerat.
Observăm că Tc este diferit de zero în lipsa interacţiei intrabandă (Vnn = 0)

kBTc ' 1, 13 exp(−1/
√

N1N2V12V21)

şi nu depinde de semnul interacţiei interbandă. Pentru b > 0 şi a < 0 trebuie să
luăm pentru ζ semnul inferior, în timp ce pentru b > 0 şi a > 0 ambele semne la ζ
sunt posibile şi trebuie să luăm pe acela dintre ele care duce la valoarea cea mai mare
a lui Tc. Pentru interacţia interbandă egală cu zero (V12 = 0), când NmVmm > 0
există două temperaturi critice diferite pentru tranziţia în fiecare dintre benzi:

kBT1c = 1, 13 exp[−1/(N1V11)]; kBT2c = 1, 13 exp[−1/(N2V22)].

Prezenţa chiar a unei slabe interacţii dintre benzi duce la apariţia sau dispariţia
simultană a supraconductivităţii în ambele benzi. Pentru o interacţie repulsivă
dintre benzi (b < 0) criteriul de apariţie a superconductivităţii poate fi îndeplinit
mai mult sau mai puţin, dacă a < 0, adică pentru V 2

12 > V11V22.
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Să deducem de asemenea raportul mărimilor ∆i în punctul critic:

zc =
(

∆1

∆2

)

c

=
C1

C2
=

1−N2V22ζ

N1V12ζ

N2V21ζ

1−N1V11ζ
. (1.19)

Valoarea derivatelor d∆i/dβ în punctul critic are forma

(
d∆2

1

dβ

)

c

=
F

β3
c

(b− 2aς) (1− aς/N1V11)

N1V11

(
1− aς

N1V11

)2

+
N2V

2
22

V11

(
1− aς

N2V22

)2;

(
d∆2

2

dβ

)

c

=
F

β3
c

(b− 2aς) (1− aς/N2V22)

N2V22

(
1− aς

N2V22

)2

+
N1V

2
11

V22

(
1− aς

N1V11

)2;

F =
8π2

7ζ (3)
∼= 9, 39.

(1.20)

Benzile de energie interzise supraconductoare ∆i în acest domeniu de temperatură
sunt egale cu

∆2
i '

(
d∆2

i

dβ

)

c

(β − βc) + . . . (1.21)

Să trecem acum la calculul căldurii specifice electronice. În acest scop să cal-
culăm entropia sistemului S. Pe baza relaţiei (1.7) şi a ecuaţiilor (1.10) obţinem
expresia

S = −
(

∂Ψ
∂T

)

∆i

= 2kB

2∑

i=1

ln
(
1 + e−βEi(k)

)
+ 2βkB

2∑

i=1

∑

k

Ei (k) fi (k), (1.22)

care are forma entropiei cvaziparticuleor Fermi libere cu energiile Ei(k)

S = −2kB

2∑

i=1

∑

k

[
fi(k) ln fi(k) +

(
1− fi(k)

)
ln

(
1− fi(k)

)]
,

unde factorul 2 rezultă din sumarea după indicele de spin. Evident, în punctul critic
entropia nu are salt

[S − Sn]Tc = 0,

ceea ce evidenţiază lipsa unei tranziţii de fază de ordinul unu. Căldura specifică
electronică C a supraconductorului are forma

V C = T
dS

dT
= β2

2∑

i=1

∑

k

[
2E2

i (k) + β
d∆2

i

dβ

]
fi (k) (1− fi (k)). (1.23)
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Aceeaşi mărime pentru starea normală a unui metal cu două benzi este egală cu

Cn =
2β2

V

2∑

i=1

∑

k

ε2
i (k)

eβ|εi(k)|
(
1 + e

β|εi(k)|)2 = γeT ;

γe =
2π2

3
k2

B

2∑

i=1

Ni.

(1.24)

În punctul critic are loc saltul căldurii specifice

[C − Cn]c = β2
c

2∑

i=1

Ni

(
d∆2

i

dβ

)

c

=

=
8π2

7ζ (3)
1
βc

[
N1V

2
12 + N2 (V22 − aς/N2)

2
]2

[
N1V 4

12 + N2 (V22 − (a/N2) ς)4
] ,

(1.25)

ceea ce evidenţiază existenţa unei tranziţii de fază de speţa doua în punctul critic.
Pe baza ecuaţiilor (1.24) şi (1.25) obţinem pentru saltul relativ al căldurii specifice

[
C − Cn

Cn

]
=

12
7ζ (3)

A1

(
z2
c

)
= 1, 43A1

(
z2
c

)
, (1.26)

unde

A1

(
z2
c

)
=

(
N1 + N2/z2

c

)2

(N1 + N2/z4
c )

6 1; zc =
(

∆1

∆2

)

c

. (1.27)

Întrucât A1(z2
c ) este mai mic decât unu, rezultă că în sistemele cu două benzi

saltul relativ al căldurii specifice în punctul critic trebuie să fie mai mic decât în
supraconductorii izotropi cu o singură bandă, în care acest salt este egal cu constanta
specifică 1,43 a teoriei BCS .

Să deducem de asemenea valoarea câmpului magnetic critic, necesar pentru
distrugerea stării supraconductoare în apropierea temperaturii critice:

H2
c

8π
=

Ψn −Ψ
V

=
(C − Cn)c

2
kBTct

2; t = 1− T

Tc
. (1.28)

Să examinăm acum cazul limită al temperaturii nule. În acest caz potenţialul
termodinamic trece în energia stării fundamentale E0:

E0 =
2∑

i=1

∑

k

[εi (k)− Ei (k)]+

+ V
V11∆2

2 (0) + V22∆2
1 (0)− 2V12∆1 (0)∆2 (0)

V11V22 − V 2
12

.

(1.29)
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Aici ∆i(0) sunt valorile gap-urilor la temperatură nulă. Aceste valori se determină
din ecuaţiile (1.12), în care se consideră că T = 0:

∆1 (0) =
V11

2V
∆1 (0)

∑

k

1√
ε2
1 (k) + ∆2

1 (0)
+

V12

2V
∆2 (0)

∑

k

1√
ε2
2 (k) + ∆2

2 (0)
,

∆2 (0) =
V22

2V
∆2 (0)

∑

k

1√
ε2
2 (k) + ∆2

2 (0)
+

V12

2V
∆1 (0)

∑

k

1√
ε2
1 (k) + ∆2

1 (0)
.

(1.30)
Efectuând integrarea în spaţiul k şi considerând că ∆i(0) ¿ ~ωD, obţinem ecuaţiile
simplificate

∆1 (0) = N1V11∆1 (0) ln
(

2~ωD

∆1 (0)

)
+ N2V12∆2 (0) ln

(
2~ωD

∆2 (0)

)
;

∆2 (0) = N1V12∆1 (0) ln
(

2~ωD

∆1 (0)

)
+ N2V22∆2 (0) ln

(
2~ωD

∆2 (0)

)
.

(1.31)

Notăm cu z(0) raportul gap-urilor ∆1(0)/∆2(0). Atunci pe baza formulelor (1.31)
avem

∆1(0) = 2~ωDe−ξ(0); ∆2(0) = ∆1(0)/z(0), (1.32)

unde
ξ (0) =

V22N2 − V12N2/z (0)
a

;

a ln z (0) = N1V11 −N2V22 +
V12N2

z (0)
−N1V12z (0) .

(1.33)

Ultima ecuaţie se rezolvă uşor dacă ne situăm în aproximaţia legăturii slabe. În
acest caz aproximaţia de zero pentru z(0) rezultă din egalitatea cu zero a membrului
drept al primei ecuaţii (1.33). Totuşi, având în vedere că ξ(0) se află la exponent,
z(0) trebuie determinat considerând corecţiile liniare, astfel că acestea pot modifica
factorul preexponenţial din (1.32). Obţinem fără dificultate z(0) ' zc + z′:

z′ ' − a ln zc

V12(N1 + N2/z2
c )

. (1.34)

Prin urmare,

ξ(0) = ξc +
V12N2

az2
c

z′, (1.35)

de unde rezultă formulele finale pentru gap-uri:

∆1 (0) = 2~ωD (zc)
N2

N2+N1z2
c e−ξc ;

∆2 (0) = 2~ωD (zc)
N1z2

c
N2+N1z2

c e−ξc .

(1.36)

Trecerea metalului în stare supraconductoare la T = 0 se face cu descreşterea ener-
giei:

E0 − En(0) = −V

2

∑
n

Nn∆2
n(0). (1.37)
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De aici obţinem pentru câmpul magnetic critic la T = 0 următoarea expresie

H2
c (0) = 4π

∑
n

Nn∆2
n(0). (1.38)

Pe baza ecuaţiei (1.36) avem

E0 − En (0)
V

= −1
2

(
2~ωDe−ξc

)2
zc

(
N1 + N2/z2

c

)
z

N2−N1/z2
c

N2+N1/z2
c

c .

Studiul proprietăţilor sistemului care se va face în secţiunea următoare se bazează
pe metoda funcţiilor Green de temperatură.

1.3 Metoda funcţiilor Green de temperatură
Ca funcţii de bază în metoda celei de a doua cuantificări vom lua funcţiile Bloch

ψnk(x) şi scriem operatorii electronici de câmp ψ̂(x) şi ψ+(x) sub forma

ψ̂σ (x) =
∑

n,k

ψnk (x) ânkσ =
∑

n

ψ̂n (x, σ);

ψnk (x) = eikxunk (x) .

(1.39)

Cu ajutorul amplitudinilor ψ̂nσ (x), ψ̂+
nσ (x) introducem funcţiile Green de tem-

peratură [23]
Gnm (xσ, x′σ′) = −

〈
Tψ̂n (x, σ) ˆ̄ψm (x′, σ′)

〉
;

Fnm (xσ, x′σ′) = −
〈
Tψ̂n (x, σ) ψ̂m (x′, σ′)

〉
;

F̃nm (xσ, x′σ′) = −
〈
T ˆ̄ψn (x, σ) ˆ̄ψm (x′, σ′)

〉
,

(1.40)

unde ψ̂(x) şi ˆ̄ψ(x) sunt operatori în reprezentarea Heisenberg:

ψ̂(x) = eτH ψ̂(x)e−τH ; ˆ̄ψ(x) = eτH ˆ̄ψ+(x)e−τH ; (1.41)

x = (x, τ); 0 ≤ τ ≤ β; τ = (kBT )−1; H este hamiltonianul total al sistemului.
Medierea ststistică în (1.40), notată prin parantezele unghiulare, se face cu ajutorul
distribuţiei macrocanonice a lui Gibbs cu hamiltonianul total; T este operatorul
ordonării cronologice în raport cu variabila τ .

În lipsa interacţiilor de spin funcţiile Green au structura:

Gnm (xσ, x′σ′) = δσ,σ′Gnm (x, x′) ;
Fnm (xσ, x′σ′) = gσ,σ′Fnm (x, x′) ;

F̃nm (xσ, x′σ′) = −gσ,σ′ F̃nm (x, x′) ;
gσ,σ′ = δσ,−σ′ (δσ↑ − δσ↓) = i (τ2)σ,σ′ = −gσ′,σ,

(1.42)

unde τ2 este matricea Pauli. Dependenţa de spin a funcţiilor F şi F̃ reflectă carac-
terul de singlet al perechilor electronice.
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Să exprimăm acum hamiltonianul total (1.1) al sistemului prin operatorii

ψ̂n(x, σ), ψ̂+
n (x, σ)

H = H0 + Hint; H0 =
∑
nσ

∫
dxψ̂+

n (x, σ)H0 (−i~∇) ψ̂n (x, σ) ;

Hint = −1
2

∑

σσ′

∑
nm

Vnm

∫
dxψ̂+

n (x, σ) ψ̂+
n (x, σ′) ψ̂m (x, σ′) ψ̂m (x, σ) .

(1.43)

Aici H0 este hamiltonianul unielectronic al electronilor de bandă, luat relativ la
energia Fermi.

Să scriem ecuaţiile de mişcare pentru operatorii ψ̂n şi ψ+
m:

∂ψ̂n (x, σ)
∂τ

=
[
H, ψ̂n (x, σ)

]
= − (H0 (x)− µ) ψ̂n (x, σ)+

+
∫

dx1δ (x,x1)
∑

n1,σ1

Vnn1
ˆ̄ψn (x1, σ1) ψ̂n1 (x1, σ1) ψn1 (x1, σ)

∂ ˆ̄ψn (x, σ)
∂τ

=
[
H, ˆ̄ψn (x, σ)

]
= − (H0 (x)− µ) ˆ̄ψn (x, σ)−

−
∫

dx1δ (x,x1)
∑

n1,σ1

Vnn1
ˆ̄ψn (x1, σ1) ˆ̄ψn1 (x1, σ1) ψn1 (x1, σ)

(1.44)

unde

x1 = (x1, τ);

δn(x, x′) =
∑

k

ψ∗nk(x)ψnk(x1) (1.45)

iar funcţia δn(x, x′) este partea funcţiei δ-Dirac referitoare la banda n şi are pro-
prietatea

∑
n

δn(x, x1) = δ(x− x1);
∫

dx1δn(x,x1)ψmk(x1) = δnmψnk(x),

care rezultă din ortogonalitatea şi completitudinea funcţiilor Bloch ψnk(x). În cele
ce urmează funcţia δn se va referi la funcţia δ-Dirac care aparţine benzii electronice
n. Pe baza celor de mai sus obţinem următoarea ecuaţie de mişcare pentru funcţiile
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Green:

[
∂

∂τ
+ H0 (−i~∇)− µ

]
Gnm (xσ, x′σ′) +

∫
dx1δn (x,x1)×

×
∑

n1,σ1

Vnn1

〈
T ˆ̄ψn (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ) ˆ̄ψm (x′σ′)

〉
=

= −δnmδσσ′δn (x,x′) δ (τ − τ ′) ;[
∂

∂τ
+ H0 (−i~∇)− µ

]
Fnm (xσ, x′σ′) +

∫
dx1δn (x,x1)×

×
∑

n1,σ1

Vnn1

〈
T ˆ̄ψn (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ) ψ̂m (x′σ′)

〉
= 0;

[
∂

∂τ
−H0 (−i~∇) + µ

]
F̃nm (xσ, x′σ′) +

∫
dx1δn (x,x1)×

×
∑

n1,σ1

Vnn1

〈
T ˆ̄ψn1 (x1σ1) ˆ̄ψn1 (x1σ1) ψ̂n (x1σ1) ˆ̄ψm (x′σ′)

〉
= 0.

(1.46)

În aproximaţia câmpului self-consistent funcţiile Green biparticulă se factori-
zează. În aceşti termeni, renormarea potenţialului chimic se omite. Mai departe se
vor folosi aproximaţiile:

〈
T ˆ̄ψn (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ) ˆ̄ψm (x′σ′)

〉 ∼=
∼= −

〈
ψ̂n1 (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ)

〉
F̃nm (x1σ1, x

′σ′) ;
〈
T ˆ̄ψn (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ) ψ̂m (x′σ′)

〉 ∼=
∼=

〈
ψ̂n1 (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ)

〉
Gnm (x′σ′, x1σ1) ;

〈
T ˆ̄ψn1 (x1σ) ˆ̄ψn1 (x1σ1) ψ̂n (x1σ1) ˆ̄ψm (x′σ′)

〉 ∼=
∼= −

〈
ˆ̄ψn1 (x1σ) ˆ̄ψn1 (x1σ1)

〉
Gmn (x1σ1, x

′σ′) .

(1.47)

Funcţiile Green introduse depind de diferenţa variabilelor τ , şi, prin urmare,
după prelungirea periodică G(τ) = −G(τ + β) [23] ele pot fi dezvoltate în serie
Fourier:

Gnm(xσ, x′σ′) =
1
β

∑
ωl

Gnm(xσ,x′σ′|ωl) exp[−iωl(τ − τ ′)];

ωl =
π

β
(2l + 1).

(1.48)



16 PROPRIETĂŢILE SUPRACONDUCTORILOR

Cu ajutorul celor discutate mai sus, ecuaţiile (1.46) pot fi reperezentate sub forma

[−iωr + H0(−i~∇)− µ]Gnm(xσ, x′σ′|ωr)−
∫

dx1δn(x, x′)×

×
∑
n1σ1

Vnn1〈ψ̂n1(x1σ1)ψ̂n1(x1σ)〉F̃nm(x1σ1, x
′σ′|ωr) =

= −δnmδσσ′δn(x, x′);

[−iωr + H0(−i~∇)− µ]Fnm(xσ,x′σ′|ωr) +
∫

dx1δn(x,x′)×

×
∑
n1σ1

Vnn1〈ψ̂n1(x1σ1)ψ̂n1(x1σ)〉Gmn(x′σ′, x1σ1| − ωr) = 0;

[−iωr −H0(−i~∇) + µ]F̃nm(xσ, x′σ′|ωr) +
∫

dx1δn(x1, x)×

×
∑
n1σ1

Vnn1〈 ˆ̄ψn1(x, σ) ˆ̄ψn1(x1σ1)〉Gmn(x1σ1, x
′σ′|ωr) = 0.

(1.49)

Să introducem notaţiile

∆nσ1σ (x1) =
∑
n1

V nn1

〈
ψ̂n1 (x1σ1) ψ̂n1 (x1σ)

〉
=

=
∑
n1

Vnn1Fn1n1 (x1σ, x1 + 0, σ1) =

=
∑
n1

Vnn1

β

∑
ωr

Fn1n1 (x1σ,x1σ1|ωr)eiωr0+
;

∆∗
nσ1σ (x1) =

∑
n1

V nn1

〈
ˆ̄ψn1 (x1σ) ˆ̄ψn1 (x1σ1)

〉
=

=
∑
n1

Vnn1 F̃nn1 (x1σ1, x1 + 0, σ) =

=
∑
n1

Vnn1

β

∑
ωr

F̃n1n1 (x1σ1,x1σ|ωr)eiωr0+
.

(1.50)

Ecuaţiile (1.50) sunt ecuaţiile de selfconsistenţă, care determină parametrii de
ordine ∆n(x) ai sistemului împreună cu funcţiile Green ale supraconductorului.

Datorită funcţiilor Bloch aceste mărimi au, pe lângă dependenţa spaţială lent
variabilă, determinată de câmpurile externe, care pot fi conţinute în H0, şi oscilaţii
rapide la scară atomică dar care nu prezintă interes pentru descrierea unui feno-
men cuantic macroscopic, cum este supraconductivitatea. De aceea aceste oscilaţii
trebuie excluse din studiu, făcând o netezire a variabilelor dinamice. Deoarece în
lipsa câmpului extern, examinat aici, parametrii de ordine ∆n(x) au numai variaţii
atomice, îi vom înlocui cu mărimile mediate spaţial:

∆nσσ′ =
∫

dx

V
∆nσσ′(x). (1.51)
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În afară de aceasta, vom considera că, alături de δn(x1, x), funcţia Green de forma
Gnm(x1, x

′) poate fi înlocuită cu Gnm(x, x′). Luând de asemenea în considerare
dependenţa de spin (1.42), vom putea scrie egalităţile

∆nσ1σ = ∆ngσσ1 ; ∆∗
nσ1σ = ∆∗

ngσσ1 . (1.52)

Ca rezultat al aproximaţiilor făcute sistemul de ecuaţii (1.49) capătă forma mult
mai simplă:

[−iωr + H0 (−i~∇)− µ] Gnm (x,x′|ωr)−
−∆nF̃nm (x,x′|ωr) = −δnmδn (x,x′) ;
[−iωr + H0 (−i~∇)− µ] Fnm (x,x′|ωr) + ∆nGnm (x′,x| − ωr) = 0;

[−iωr −H0 (−i~∇) + µ] F̃nm (x,x′|ωr)−∆∗
nGnm (x,x′|ωr) = 0.

(1.53)

Reamintim că dependenţa de coordonate a funcţiei Green (1.40) are forma

Gnm (xσ,x′σ′|ωl) =
∑

k,k′
ψnk (x) ψ∗mk′ (x

′)Gnm (kσ,k′σ′|ωl) ;

Fnm (xσ,x′σ′|ωl) =
∑

k,k′
ψnk (x)ψmk′ (x′)Fnm (kσ,k′σ′|ωl) ;

F̃nm (xσ,x′σ′|ωl) =
∑

k,k′
ψ∗nk (x)ψ∗mk′ (x

′) F̃nm (kσ,k′σ′|ωl) .

(1.54)

Trecând în (1.53) la reprezentarea cvazi-impulsului, obţinem

[−iωl + εn (k)] Gnm (k,k′|ωl)−∆nF̃nm (−k,k′|ωl) = −δnmδk,k′ ;
[−iωl + εn (k)] Fnm (k,k′|ωl) + ∆nGnm (k,−k′|ωl) = 0;

[−iωl − εn (k)] F̃nm (k,k′|ωl)−∆∗
nGnm (−k,k′|ωl) = 0.

(1.55)

Aceste ecuaţii pot fi obţinute direct din hamiltonianul (1.1) fără folosirea reprezen-
tării de configuraţii şi dezvoltarea ulterioară a funcţiei Green după funcţiile Bloch.
Acest procedeu este necesar pentru examinarea influenţei impurităţilor asupra pro-
prietăţilor supraconductorilor. Problema respectivă va fi examinată în capitolul
următor. Pe baza ecuaţiilor (1.55) rezultă proprietăţile

Gnm (k,k′|ωl) = δnmδk,k′Gn (k|ωl) ;
Fnm (k,k′|ωl) = δnmδk,−k′Fn (k|ωl) ;

F̃nm (k,k′|ωl) = δnmδk,−k′ F̃n (k|ωl) .

(1.56)

Pentru ultimele funcţii scriem sistemul de ecuaţii pentru ω = ωl:

[−iω + εn (k)] Gn (k|ω)−∆nF̃n (k|ω) = −1;
[−iω + εn (k)] Fn (k|ω) + ∆nGn (−k| − ω) = 0;

[−iω − εn (k)] F̃n (k|ω)−∆∗
nGn (k|ω) = 0,

(1.57)
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a cărui soluţie are forma

Gn (k|ω) = − (iω + ε (k))
ω2 + E2

n (k)
;

Fn (k|ω) =
∆n

ω2 + E2
n (k)

;

F̃n (k|ω) =
∆∗

n

ω2 + E2
n (k)

.

(1.58)

Aceste ecuaţii trebuie completate cu ecuaţiile de selfconsistenţă. Efectuând în (1.50)
simplificările indicate, obţinem ecuaţiile de selfconsistenţă

∆n =
∑
n1

Vnn1

1
βV

∑

kω

∆n1

ω2 + E2
n1

(k)
. (1.59)

Dacă în expresia (1.59) facem sumarea după ω, atunci obţinem sistemul de ecuaţii
cunoscut deja din (1.12) pentru gap-urile energetice ∆1 şi ∆2.

Totuşi pentru calculele următoare este mai comod să facem mai întâi sumarea
după k. Pentru aceasta vom transforma suma după k în limitele benzii n în integrală
conform formulei

1
V

∑

k

fn(ε(k)) = Nn

∫ ~ωn

−~ωn

fn(ε)dεn. (1.60)

Deoarece convergenţa integralei respective după energie este suficient de bună şi
contribuţia termenilor de ordinul ∆/~ωn este neimportantă în aproximaţia legăturii
slabe, limitele de integrare în (1.60) pot fi extinse la infinit. În acest caz avem

∆n =
∑
n1

Vnn1Nn1

∑
ωr

∆n1√
∆2

n1
+ ω2

r

. (1.61)

Sumarea după ωr în (1.61) trebuie limitată la o mărime de ordinul ωn1 ' ωD,
deoarece tocmai în acest interval s-a neglijat dependenţa de frecvenţă a interacţiei
efective Vnm. În afară de aceasta pentru calculul sumei din partea dreaptă a expre-
siei (1.61) se foloseşte metoda lui A. A. Abrikosov şi L. P. Gorkov [23], care constă
în adăugarea şi scăderea termenului ∆n1/|ωr|:

∆n =
∑
m

VnmNm
π

β

|ωr|≤ωm∑
ωr

[
∆m

|ωr|
]
+

+
∑
m

VnmNm
π

β

∑
r

[
∆m√

∆2
m + ω2

r

− ∆m

|ωr|

]
.

(1.62)

În prima sumă există limitare în sumarea după frecvenţele ωr, în timp ce în a doua,
datorită convergenţei rapide, nu este nevoie de o astfel de limitare. Efectuând
sumarea după ωr, găsim

∆n =
∑
m

VnmNm∆m

[
ln

(
2~ωm

∆m

)
− 2

∫ ∞

0

dx√
x2 + ∆2

m

f(
√

x2 + ∆2
m)

]
. (1.63)
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Aici f este funcţia de distributie Fermi.
Pentru a studia proprietăţile de temperatură joasă ale sistemului dezvoltăm

funcţia f în serie după parametrul mic exp(−β
√

x2 + ∆2
m) şi luând în considerare

definiţia funcţiei Bessel de argument imaginar K0:

K0(α) =
∫ ∞

0

dx√
1 + x2

exp[−α
√

1 + x2]. (1.64)

Scriem (1.63) sub forma

∆n =
∑

n

VnmNm∆m

[
ln

(
2~ωm

∆m

)
+ 2

∞∑

l=1

(−1)lK0(βl∆m)

]
(1.65)

Pentru T = 0 al doilea termen din (1.65) este egal cu zero şi expresia care rămâne
pentru ωm = ωD trece în formula (1.31) obţinută mai sus.

Să folosim definiţia matricii de interacţie V −1, introdusă în secţiunea precedentă.
Atunci pentru diferenţa potenţialelor termodinamice ale stării supraconductoare şi
a celei normale se poate obţine expresia

Ψ−Ψn

V
=

∑
r

∑
m,p

∫ ∆p

0

∆n∆m
δ(V −1)nm

δ∆r
δ∆r. (1.66)

Pe baza lui (1.65) avem

∑
n,m

∆n∆m
δ(V −1)nm

δ∆p
= Np∆p

[
−1 + 2

∞∑

l=1

(−1)l+1βl∆pK1(βl∆p)

]
. (1.67)

Substituind această expresie în (1.66), obţinem

Ψ−Ψn

V
= −

∑
p

Np

{
∆2

p

2
− 2

∞∑

l=1

(−1)l+1(βl)−2

[
2−

∫ ∞

βl∆p

K1(x)x2dx

]}
. (1.68)

Ecuaţia (1.68) este utilă pentru studiul domeniului temperaturilor joase.
În apropierea temperaturii de zero absolut, păstrând numai termenii principali,

avem

Ψ−Ψn

V
' π2

3β2

∑
p

Np −
∑

p

Np





∆2
p

2
+

√
2π∆3

p

β

(
1 +

15
8β∆p

)
e−β∆p



 . (1.69)

Această expresie ne arată că diferitele benzi de energie uniparticulă contribuie aditiv
la potenţialul termodinamic al sistemului. În această ecuaţie trebuie să înlocuim
ecuaţia pentru gap, ∆p(T ). Pentru obţinerea acestei dependenţe ne întoarcem la
ecuaţiile (1.65) şi (1.31). Făcând acest lucru, obţinem cu precizie suficientă

ln
(

∆m (T )
∆m (0)

)
+

1
Nm

∑

n6=m

(
V −1

)
nm

[
∆n (0)
∆m (0)

− ∆n (T )
∆m (T )

]
=

=
√

2π

β∆m

(
1− 1

8β∆m

)
e−β∆m .

(1.70)
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Presupunând corecţiile de temperatură mici în apropierea lui T ' 0, scriem soluţia
(1.70) sub forma

∆n(T ) ' ∆n(0) + ∆′
n(T ) (1.71)

şi obţinem expresia pentru una din aceste corecţii

∆′
1 = −∆1 (0) [ag1 + V12N1z (0) g1 + V21N2g2/z (0)]

[a + N1V12z (0) + N2V21/z (0)]
;

gi =

√
2π

β∆i (0)

(
1− 1

8β∆i (0)

)
e−β∆i(0); z(0) =

∆1(0)
∆2(0)

.

(1.72)

Corecţia referitoare la banda a doua, ∆′
2(T ), se obţine din cea de mai sus schimbând

între ei indicii de bandă. Substituind (1.71) şi (1.72) în (1.69), cu precizia până la
termenii principali avem

Ψ−Ψn

V
= −

∑
n

Nn∆2
n (0)

2
+

π2

3β2

∑
n

Nn−2
∑

n

Nn

β∆n (0)

√
2π∆3

n (0)
β

exp [−β∆n (0)]

(1.73)
De aici obţinem dependenţa de temperatură a câmpului magnetic critic Hc(T ) în
domeniul temperaturilor mici

H2
c (T )
8π

'
∑

n

Nn∆2
n(0)

2
− π2

3β2

∑
n

Nn. (1.74)

Această expresie poate fi prezentată sub forma

H2
c (T )
8π

' 1− 2χ
T 2

T 2
c

, (1.75)

unde

χ =
π2

3
(kbTc)2

∑
n Nn∑

n Nn∆2
n(0)

. (1.76)

Mărimea Hc(0) se determină din formula (1.38). Folosind expresia (1.76) obţinem
pentru χ:

χ = χisA2 (zc) ; χis =
γ2

E

3
= 1, 06;

A2 (zc) =
zc (N1 + N2)
N1z2

c + N2

(
1
zc

)N2−N1z2
c

N2+N1z2
c > 1.

(1.77)

În acest fel, prezenţa factorului A2, care depinde esenţial de proprietăţile sistemului,
strică încă odată relaţia universală, care este caracteristică teoriei BCS [6].

Derivând expresia (1.73) în raport cu temperatura, obţinem entropia electronică
a sistemului la temperaturi joase:

S ' 2kB

∑
n

Nn

√
2π∆3

n(0)
kBT

exp[−β∆n(0)]
(

1 +
3
2

kBT

∆n(0)

)
;

Sn ' 2
3
π2

∑
n

Nnk2
BT.

(1.78)
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De aici pentru căldura specifică la temperaturi joase găsim

C ' 2kB

∑
n

Nn

√
2π∆3

n(0)
(kBT )3

exp[−β∆n(0)]. (1.79)

Căldura specifică este o mărime aditivă de la contribuţia fiecărei benzi de energie
unielectronice. Aceste contribuţii sunt determinate în principal de factorii de acti-
vare exp[−β∆n(0)]. Prin urmare, în determinarea contribuţiei unei benzi date la
căldura specifică, un rol esenţial îl joacă densitatea electronică de stări Nn şi mări-
mea gap-ului energetic ∆n(0). Această ultimă mărime determină viteza de scădere
cu temperatura a căldurii specifice.

Să trecem acum la determinarea potenţialului termodinamic în apropierea tem-
peraturii critice. În acest scop să examinăm mai întâi ecuaţia (1.61) pentru gap-ul
energetic al supraconductorului în apropierea lui Tc. În acest domeniu de tempera-
turi facem dezvoltarea în serie după puterile lui ∆n(T ):

∆n(T ) =
∑
m

VnmVm∆M

[
ln

(
2βγE~ωD

π

)
− 7ζ(3)

8π2
(β∆m(T ))2+

+
93
128

ζ(5)
π4

(β∆m)4 + . . .

]
.

(1.80)

Aici s-a folosit valoarea sumelor

π

β

|ωr|6ωD∑
ωr

1
|ωr| = ln

(
2γEβ~ωD

π

)
;

π

β

|ωr|6ωD∑
ωr

1
|ωr|3

=
7β2ζ (3)

4π2
;

π

β

|ωr|6ωD∑
ωr

1
|ωr|5

=
31
16

β4ζ (5)
π4

,

(1.81)

ζ(n) fiind funcţia lui Riemann. Dezvoltăm acum mărimea ∆n(T ) în serie după
parametrul mic

∆n(T ) = t1/2Cn + t3/2C ′n + t5/2C ′′n + . . . , (1.82)

unde coeficienţii Cn satisfac sistemul liniarizat de ecuaţii (1.15). Mărimea C ′n se
determină din ecuaţia

C ′n −
∑
m

VnmNmC ′m ln
(

2βcγE~ωD

π

)
=

∑
m

VnmNmCm

[
1− 7ζ(3)

8π2
(βcCm)2

]
.

(1.83)
Cum Tc se determină din egalitatea cu zero a determinantului sistemului (1.15),
determinantul format din coeficienţii membrului drept al sistemului (1.83), trebuie
de asemenea să fie egal cu zero. Ca rezultat, sistemul de ecuaţii (1.83) determină
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încă unul din coeficienţi pe baza egalităţii

1− V22N2ξ

V12N2ξ

2∑
m=1

V1mNmCmdm +
2∑

m=1

V2mNmCmdm = 0;

dm = 1− 7ζ(3)
8π2

(βcCm)2.

(1.84)

Ecuaţiile pentru coeficienţii C ′′n ne permit să găsim pe C ′n ş.a.m.d. Pe baza lui (1.84)
obţinem

C2
1 =

8π2

7β2
c ζ(3)

N2 + N1z
2
c

N2/z2
c + N1z2

c

, (1.85)

unde zc este definit în formula (1.19).
Mai departe folosim formula (1.66) pentru diferenţa potenţialelor termodina-

mice. Pentru vecinătatea temperaturii critice Tc, avem pe baza formulei (1.80)

∑
n,m

δ(V −1)nm

δ∆r
∆n∆m ' −2Nr∆3

r

7β2
c ζ(3)
8π2

(1.86)

şi, prin urmare, pentru T → Tc

Ψ−Ψn

V
= −H2

c (T )
8π

' 7β2
c ζ(3)

16π2

∑
n

Nn∆4
n '

' −7ζ(3)t2

16π2
β2

c

∑
n

NnC4
n; t = 1− T

Tc
,

(1.87)

de aici rezultă
S − Sn

V
' −7ζ(3)

8π2
β3

c kBt
∑

n

NnC4
n; (1.88)

C − Cn

V
' 7

8π2
ζ(3)kBβ3

c

∑
n

NnC4
n. (1.89)

Pe baza formulei (1.86) obţinem uşor

2∑
n=1

NnC4
n =

(
8π2

7β2
c ζ(3)

)2 (N1 + N2/z2
c )2

(N1 + N2/z4
c )

. (1.90)

În forma finală în apropierea lui Tc, pentru căldura specifică obţinem formula (1.25),
care poate fi pusă sub forma

C − Cn

V
' 8π2kB

7ζ(3βc)
(N1 + N2/z2

c )2

(N1 + N2/z4
c )

. (1.91)

Să deducem de asemenea formulele pentru potenţialul termodinamic şi câmpul
magnetic critic pentru t = 1− T/Tc:

Ψ−Ψn

V
= −H2

c (T )
8π

' − 4π2t2

7ζ(3β2
c kB)

(N1 + N2/z2
c )2

(N1 + N2/z4
c )

; (1.92)
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Hc (T → Tc)
Hc (0)

∼= βct

2π


7ζ (3)

2

∑
n

NnC4
n

∑
n

Nn∆2
n (0)




1/2

∼=

∼= 2γEt (zc)
− N2

N2+N1z2
c

[
2

7ζ (3)

(
N1 + N2/z2

c

)

(N1 + N2/z4
c )

]1/2

.

(1.93)

Rescriem ultima expresie sub forma

Hc(T → Tc)
Hc(0)

' 2γEt

√
2

7ζ(3)
A3(zc), (1.94)

unde

A3(zc) =
(

N1 + N2/z2
c

N1 + N2/z4
c

)1/2

z

N2
N2+N1z2

c
c ≤ 1. (1.95)

Formula (1.94) este al treilea exemplu de distrugere a relaţiei de universalitate a
teoriei BCS [6].

Toate rezultatele deduse mai sus se bazează pe ipoteza legăturii slabe, pentru
care

kBTc

~ωD
¿ 1;

∆(0)
~ωD

¿ 1; NnVnm ¿ 1.

Aceste inegalităţi sunt îndeplinite în supraconductori de tipul In, Al, Sn şi a
altora, şi în mai mică măsură la Pb şi Hg.

Posibilitatea descrierii supraconductorilor de temperatură înaltă pe baza teoriei
bi-bandă necesită analize mai amănunţite.
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2

TEMPERATURA CRITICĂ A ALIAJELOR
SUPRACONDUCTOARE CU DOUĂ BENZI

2.1 Introducere
Teoria aliajelor supraconductoare prezentată în lucrările lui A.A. Abrikosov şi

L.P. Gorkov [23]-[27], Edwards [28], Skalski şi at.[29], Ambegaokar şi al.[30] şi Maki
[31] permite aplicarea acesteia la studiul aliajelor supraconductoare cu două benzi.

În lucrările lui V.A. Moskalenko, M.E. Palistrant şi L.Z. Kon [32]-[40] s-a de-
terminat temperatura critică a aliajelor cu două benzi ca tempertura de generare
a perechilor legate în procesul de răcire al substanţei. Această temperatură este
valoarea proprie a unei ecuaţii integrale omogene pentru funcţia de undă a perechii
de electroni legaţi. Deoarece în acest punct lipsesc cvazimediile de tip Bogoliubov
[4], şi prin urmare şi funcţiile Green anomale, introduse de Gorkov [42], calculul
lui Tc se poate face folosind numai una din funcţiile Green şi nume cea a metalului
normal.

2.2 Funcţiile Green uni-particulă

Notăm cu V̂ (x) energia potenţială de interacţie a electronilor cu atomii impuri-
tăţilor paramagnetice, situate în noduri

V̂ (x) =
∑

j

U1(x− xj) +
1
2
(sσ)

∑

j

U2(x− xj), (2.1)

unde s este vectorul spin al atomului de impuritate; σ este operatorul Pauli al spi-
nului electronic. În acest caz hamiltonianul de interacţie al electronilor de conducţie
cu impurităţile distribuite haotic are forma

Himp =
∑

σσ′

∫
ψ̂+(xσ)

∑

j

Vσσ′(x)ψ̂(xσ′)dx, (2.2)

unde amplitudinile electronice ψ̂+ şi ψ̂ sunt definite prin formulele (1.39). Deoarece
în această secţiune se va discuta numai influenţa impurităţilor asupra funcţiei Green
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uniparticulă a sistemelor normale, hamiltonianul total al sistemului va fi

H = H0 + Himp, (2.3)

unde H0 este determinat de primul termen din (1.1).
Să examinăm influenţa impurităţilor asupra proprietăţilor funcţiei Green unie-

lectronice:

G (xσ, x′σ′) = −
〈
Tψ̂ (xσ) ˆ̄ψ (x′σ′)

〉
=

= −

〈
Tψint (xσ) ˆ̄ψint (x′σ′) U (β)

〉
0

〈U (β)〉0
=

=
∑
n,m

Gnm (xσ, x′σ′).

(2.4)

Aici x = (x, τ), ψ̂(x, σ) este operatorul în imaginea Heisenberg (1.41), iar ψint este
acelaşi operator în imaginea de interacţie:

ψ̂int(xσ) = eτH0 ψ̂(xσ)e−τH0 ; ˆ̄ψint(xσ) = eτH0 ψ̂+(xσ)e−τH0 (2.5)

U(β) fiind operatorul de evoluţie al sistemului:

U(β) = T exp

[
−

∫ β

0

Hint(τ)dτ

]
. (2.6)

Funcţia Gnm din partea dreaptă a lui (2.4) a fost definită în (1.40). Prin 〈. . .〉0 se
înţelege media statistică cu hamiltonianul neperturbat H0.

Să calculăm operatorul de masă M al funcţiei Green uniparticulă în aproximaţia
Born şi să efectuăm medierea tuturor mărimilor pe distribuţia haotică a poziţiilor
atomilor de impuritate şi pe orientările arbitrare ale spinilor s ale acestor atomi.

Medierea produsului potenţialelor U1, U2 pe poziţia impurităţilor este mai co-
mod să se facă pe transformatele lor Fourier:

Ui(x) =
∑

j

Ui(x− xj) =
1
V

∑
q

Ui(q)e−iqx%q; i = 1, 2;

%q =
Ni∑

j=1

eiqxj ; q 6= 0.

(2.7)

Aici Ni este numărul atomilor de impuritate în volumul V al sistemului; c = Ni/N
este concentraţia de impurităţi. În dezvoltarea Fourier (2.7) s-a presupus q 6= 0,
deoarece termenul cu q = 0 poate fi inclus în hamiltonianul neperturbat. Distribuţia
aleatoare este conţiută numai în mărimea %q. Poziţia impurităţilor este distribuită
egal probabil pe întreg volumul, cu densitatea de probabilitate 1/V . De aceea
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medierea se face după regulile

〈
eiqxj

〉
c

=
∫

V

dxj

V
eiqxj = δq,0;

〈ρq〉c = 0, q 6= 0; 〈ρq1ρq2〉c = Niδq1+q2,0;
〈ρq1ρq2ρq3〉c = Niδq1+q2+q3,0;
〈ρq1ρq2ρq3ρq4〉c = Niδq1+q2+q3+q4,0+
+Ni (Ni − 1) [δq1+q2,0δq3+q4,0 + δq1+q3,0δq2+q4,0 + δq1+q4,0δq2+q3,0] .

(2.8)

Medierea pe orientarea spinului s al impurităţii se face în ipoteza distribuţiei egal
probabile a direcţiilor sale:

〈sα〉0 = 0, 〈sαsβ〉c = δαβ〈(sα)2〉c =
1
3
s(s + 1)δαβ . (2.9)

De aceea pentru cele mai simple medii au loc egalităţile

〈Vσ1σ2 (x)〉c = 0;

〈Vσ1σ2 (x1) Vσ3σ4 (x2)〉c =
c

V

∑
q

e−iq(x1−x2)×

×
[
|U1 (q)|2 δσ1σ2δσ3σ4 +

1
12

s (s + 1) |U2 (q)|2
∑
α

(σα)σ1σ2
(σα)σ3σ4

]
.

(2.10)

Deoarece (σα)2 = 1, rezultă:
∑
σ1

〈Vσσ1 (x1) Vσ1σ′ (x2)〉c =
c

V
δσσ′

∑
q

e−iq(x1−x2)×

×
[
|U1 (q)|2 +

1
4
s (s + 1) |U2 (q)|2

]
.

(2.11)

Considerând că media pe configuraţii a funcţiei Green este diagonală în indicii de
spin, avem

〈G (xσ, x′σ′)〉c = δσσ′Ḡ (x, x′) , (2.12)

şi obţinem pentru ecuaţia Dyson mediată

Ḡ (x, x′) = G0 (x, x′) +

β∫

0

β∫

0

G0 (x, x1) M (x1, x2) Ḡ (x2, x
′) dx1dx2;

x1 = (x1, τ1) ; x2 = (x2, τ2) .

(2.13)

Aici şi în cele ce urmează prin integrarea cvadridimensională vom înţelege integrarea
pe volumul V al sistemului şi integrarea după τ pe intervalul (0, β).

Calculul operatorului de masă şi toate calculele următoare vor fi făcute în apro-
ximaţia concentraţiei mici a atomilor de impuritate în sensul îndeplinirii inegalităţii

~
lpF

' ~
τimpEF

¿ 1; l = vF τ, (2.14)
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adică în ipoteza că valoarea medie a drumului liber mijlociu l al electronilor este
mult mai mare decât constanta reţelei. Mărimea τimp este timpul de relaxare al
difuziei electronilor pe atomii de impuritate. În cazul a două benzi apar mărimile
corespunzătoare pentru procesele de difuzie inter- şi intra-bandă. Acestea vor fi
determinate mai jos.

În ipoteza îndeplinirii inegalităţii (2.14), în lucrările [23]-[28] s-a arătat că putem
să ne limităm la aproximaţia Born pentru operatorul de masă. În acest caz avem

M (x1, x2) =
c

V

∑
q

e−iq(x1−x2)

[
|U1 (q)|2 +

1
4
s (s + 1) |U2 (q)|2

]
G0 (x1, x2) .

(2.15)
Să trecem în ecuaţia Dyson la transformate Fourier după variabila τ conform

formulei (1.48) şi la reprezentarea n, k după formula (1.54):

Ḡ (x, x′) =
1
β

∑
ωr

∑

n′k′
G (nk, n′k′|ωr)ψnk (x)ψn′k′ (x′) exp [−iωr (τ − τ ′)] . (2.16)

O dezvoltare analoagă în serie are loc pentru operatorul de masă M , pentru aceasta
M(nk, n′k′|ω) este transformata respectivă. Substituind dezvoltarea în serie de ti-
pul (2.16) pentru G0, G şi M în (2.13), obţinem ecuaţia Dyson în reprezentarea
nkω. Considerând conservarea cvazi-impulsului (neglijând deci procesele de um-
klapp) avem pentru mărimile mediate

M(nk, n′k′|ω) = δk,k′Mnn′(k|ω);
G(nk, n′k′|ω) = δkk′Gnn′(k|ω).

(2.17)

Atunci în cazul a două benzi (n = 1, 2) care se suprapun obţinem

G11 (k|ω) =
1

A (k|ω)

[(
G0

2 (k|ω)
)−1 −M22 (k|ω)

]
;

G12 (k|ω) =
M12 (k|ω)
A (k|ω)

;

A (k|ω) =
[(

G0
1 (k|ω)

)−1 −M11 (k|ω)
] [(

G0
2 (k|ω)

)−1 −M22 (k|ω)
]
−

−M12 (k|ω) M21 (k|ω) .

(2.18)

Funcţiile G22 şi G21 se obţin din expresiile de mai sus prin schimbarea indicilor de
bandă; funcţia G0(k|ω) din sistemul (1.57) pentru ∆ = 0 este

G0
n(k|ω) =

1
iω − εn(k)

. (2.19)

Pe baza lui (2.15) operatorii de masă Mnn′(k|ω) devin:

Mnm (k|ω) =
c

V

∑

n′

∑

k′

[
|U1 (k− k′)|2 +

1
4
s (s + 1) |U2 (k− k′)|2

]
×

×G0
n′ (k

′|ω)χ (nk, n′k′)χ∗ (mk, n′k′) ,

(2.20)
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unde

χ(nk, n′k′) =
∫

V0

U∗
nk(r)Un′k′(r)dr, (2.21)

V0 fiind volumul celulei elementare a cristalului. În cazul benzilor de energie care
se suprapun, suprafaţa Fermi constă din pânze sau porţiuni de astfel de pânze care
provin de la diferite benzi. Vom considera aproximativ că în cazul nostru a două
benzi de energie aceste pânze au forma apropiată de cea sferică, cu două raze kF

1

şi kF
2 , şi deci legea de dispersie în ambele benzi este apropiată de cea a electronilor

liberi cu mase efective diferite mn (Wn este fundul benzii):

−Wn + εn(k) =
~2k2

2mn
− EF ; EF =

~2

2m1
(kF

1 )2 =
~2(kF

2 )2

2m2
+ W2.

Să facem acum sumarea după cvazi-impulsul k′ în formula (2.20). Această
sumare se face în apropierea pânzei n′ a suprafeţei Fermi. Printre factorii din
partea dreaptă a formulei (2.20) se află funcţia G0

n′ care scade repede cu energia
pe măsură ce ne îndepărtăm de suprafaţa Fermi şi din acest motiv putem folosi
următoarea formă integrală a formulei de sumare

1
V

∑

k′
fn

(
ε,

k′

|k′|

)
=

1
2π~3

∫
dεn

∫
dsn

|∇εn|fn

(
ε,

k′

|k′|

)
=

= Nn

∫
dΩ′n
4π

∫
dεnfn

(
ε,

k′

|k′|

)
.

(2.22)

Densitatea de stări Nn este determinaă de formula (1.2), sn este aria pânzei n a
suprafeţei Fermi. Cu ajutorul egalităţii

∫ ∞

−∞
dεnG0

n(k|ω) = −iπ
ω

|ω| ,

pentru elementele operatorului de masă obţinem

M11

(
kF
1 |ω

)
= −i

ω

|ω|
~

2τ1
; M22

(
kF
2 |ω

)
= −i

ω

|ω|
~

2τ2
;

M12

(
kF
1 |ω

)
= −i

ω

|ω|
~

2θ12
; M21

(
kF
2 |ω

)
= −i

ω

|ω|
~

2θ21
.

(2.23)

Aici s-a presupus posibilitatea calcului elementelor operatorului de masă numai
pentru foile suprafeţei Fermi deoarece aceste elemente se află ca factori pe lângă
funcţia Green care scade puternic pe măsură ce ne îndepărtăm de această suprafaţă.
Timpul de relaxare τn se determină în felul următor:

1
τ1

=
1

τ11
+

1
τ12

;
1
τ2

=
1

τ21
+

1
τ22

. (2.24)



30 TEMPERATURA CRITICĂ A ALIAJELOR

Aici

~
2τnm

=
c

8π2

∫
ds′m
|∇ε|

[
|U1(kF

n − k′Fm )|2+

+
1
4
s(s + 1)|U2(kF

n − k′Fm )|2
]
|χ(nkF

n ,mk′Fm )|2 =

=
Nm

4

∫
dΩ̂′mW+(kF

n − k′Fm )|χ(nkF
n ,mk′Fm )|2;

W+(q) = c

[
|U1(q)|2 +

1
4
s(s + 1)|U2(q)|2

]
.

(2.25)

Timpul de relaxare θ12 se calculează cu ajutorul egalităţii

~
2θ12

=
∑

n

Nn

∫
dΩ̂n

4
W+(kF

1 − kF
n )χ(1kF

1 , nkF
n )χ∗(2kF

1 , nkF
n ). (2.26)

În mod analog se calculează şi mărimea θ21. Folosind (2.23) funcţia A(k|ω) dată de
(2.18) capătă forma

A(k|ω) =
(

iω − ε1(k)− i
ω

|ω|
~

2τ1

) (
iω − ε2(k)− i

ω

|ω|
~

2τ2

)
+

~
2θ12

~
2θ21

. (2.27)

În cazul în care masele efective şi razele foilor suprafeţelor Fermi diferă mult una
de alta în sensul îndeplinirii inegalităţilor

ε1(kF
2 ), ε2(kF

1 ) À ~
2τn

, kBTc, (2.28)

fără a pierde din precizia calculelor, putem omite componentele interbandă ale ope-
ratorului de masă, şi de asemenea funcţiile Green uniparticulă interbandă. Păstra-
rea acestor componente interbenzi este necesară numai dacă mărimile care intră în
inegalităţile (2.28) sunt de acelaşi ordin de mărime.

Mai departe vom presupune că sunt îndeplinite inegalităţile (2.28) şi, prin ur-
mare, aproximaţiile

Ḡnm(k|ω) ' δnmḠn(k|ω); Mnm(k|ω) ' δnmMn(k, ω). (2.29)

Cu ajutorul lui (2.29) avem

Ḡn(k|ω) = [iω − ε(k)−Mn(k|ω)]−1 (2.30)

O determinare mult mai exactă a operatorului de masă se poate obţine, dacă în
(2.20) substituim funcţia Green totală (2.30) în locul lui G0

n(k|ω). În acest caz
avem

Mn(k|ω) =
1
V

∑

k1

∑
n1

W+(k − k1)|χ(nk, n1k1)|2
[iω − εn1(k1)−Mn1(k1|ω)]

. (2.31)
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Partea imaginară a operatorului de masă, obţinută din această ecuaţie mai exactă,
are aceeaşi formă ca şi (2.23). În acest fel, obţinem în final

Mn(kF
n |ω) = − iω

|ω|
~

2τn
. (2.32)

Prin urmare, funcţia Green uniparticulă a stării normale a modelului bibandă este

Ḡn(k|ω) = (iωηn(ω)− εn(k))−1 ; ηn(ω) = 1 +
~

2τn|ω| . (2.33)

2.3 Funcţia de undă a perechii Cooper
În această secţiune, spre deosebire de cap.1, vom pleca de la hamiltonianul

mult mai realist a lui Fröhlich, care consideră efectele de retardare al interacţiei
electronilor prin intermediul fononilor. Hamiltonianul total al interacţiei electronilor
şi fononilor în metalul cu mai multe benzi are forma

H =
∑

σ

∫
ψ̂+(xσ)H0(−i~∇)ψ̂(xσ)dx +

∑
q

ωqb+
q bq+

+
∑

σ

∫
dxψ̂+(xσ)ψ̂(xσ)ϕ(x) + Himp,

(2.34)

unde
ϕ(x) =

∑
q

αqe−iqx
(
bq + b+

−q

)
,

ψ̂(xσ) este amplitudinea cuantică a electronului (1.39); bq, b+
q sunt amplitudinile

cuantice ale fononilor; ωq frecvenţa acestora.
Această metodă mai generală permite înţelegerea mai profundă a anumitor mă-

rimi care apar în hamiltonianul model (1.1). Reamintim că în (2.34) s-a luat în
consideraţie parţial interacţia coulombiană a electronilor, care ducea la renormarea
lui ωq şi αq.

Ca şi în secţiunea precedentă, se presupune că în metal există o cantitate de-
terminată de impurităţi, cu care interacţionează electronii (Himp). Să examinăm
funcţia Green biparticulă a sistemului

G(xσ, x′σ′; yγ, y′γ′) =
〈Tψ(xσ)ψ(x′σ′)ψ̄(yγ)ψ̄(y′γ′)U(β)〉0

〈U(β)〉0 ;

x = (x, τ), x′ = (x′, τ ′).
(2.35)

Aici se presupune că hamiltonianul aproximaţiei de zero conţine termenii electronilor
şi fononilor liberi, şi de asemenea interacţia cu impurităţile. Operatorul de evoluţie
include numai interacţia electron-fonon He−ph (2.34):

U(β) = T exp

[
−

∫ β

0

He−ph(τ)dτ

]
. (2.36)
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Ecuaţia Dyson pentru funcţia Green biparticulă are forma

G(xσ, x′σ′; yγ, y′γ′) = G(xσ, y′γ′)G(x′σ′, yγ)−
−G(xσ, yγ)G(x′σ′, y′γ′) +

∫
. . .

∫
dx1 . . . dx4G(xσ, x1σ1)×

×G(x′σ′, x2σ2)Σ(x1σ1, x2σ2; x3σ3, x4σ4)G(x3σ3, x4σ4; yγ, y′γ′),

(2.37)

unde Σ este operatorul de masă ireductibil al funcţiei Green biparticulă; G este func-
ţia Green uniparticulă exactă a electronilor (2.4), care include nu numai interacţia
electronilor cu impurităţile, dar şi interacţia cu fononii.

Să facem acum medierea pe configuraţii a ecuaţiei (2.37), unde vom nota prin
K media din produsul a două funcţii Green:

〈G(xσ, x1σ1)G(x′σ′, x2σ2)〉c = K(xσ, x′σ′;x1σ1, x2σ2). (2.38)

Medierea (2.37) duce la ecuaţia

〈G(xσ, x′σ′; yγ, y′γ′)〉c = K(xσ, x′σ′; y′γ′, yγ)−
−K(xσ, x′σ′; yγ, y′γ′) +

∫
dx1 . . . dx4K(xσ, x′σ′; x1σ1, x2σ2)×

×M(x1σ1, x2σ2; x3σ3, x4σ4)〈G(x3σ3, x4σ4; yγ, y′γ′)〉c,
(2.39)

unde noul operator de masă M conţine diagrame cu liniile fononice şi cu impurită-
ţile.

Pentru obţinerea ecuaţiei Bethe-Salpeter [43], care determină starea legată a pe-
rechilor electronice, omitem termenii neomogeni (2.39), care nu pot descrie această
stare legată. Ecuaţia Bethe-Salpeter are forma

Ψ(xσ;x′σ′) =
∫

dx1 . . . dx4

∑
σ1...σ4

K(xσ, x′σ′; x1σ1, x2σ2)×

×M(x1σ1, x2σ2;x3σ3, x4σ4)Ψ(x3σ3; x4σ4).

(2.40)

Funcţia de undă Ψ care descrie generarea perechii legate are proprietatea de antisi-
metrie

Ψ(xσ; x′σ′) = −Ψ(x′σ′; xσ). (2.41)

Mai departe să examinăm numai starea de singlet a acestei perechi. În acest caz
funcţia de undă are proprietăţile

Ψ(xσ; x′σ′) = gσσ′Ψ(x, x′); Ψ(x, x′) = Ψ(x′, x). (2.42)

Aici mărimea g este definită prin formula (1.42). Pentru funcţia Ψ(x1, x2) obţinem
ecuaţia mai simplă

Ψ(x, x′) =
∫

dx1 . . . dx4K(x, x′; x1, x2)M(x1, x2; x3, x4)Ψ(x3, x4), (2.43)
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unde s-au introdus notaţiile
∑

σ1,σ2

K(xσ, x′σ′; x1σ1, x2σ2)gσ1σ2 = K(x, x′; x1, x2)gσσ′ ;

M(x1, x2; x3, x4) =
1
2

∑
σ1,...,σ4

gσ1σ2M(x1σ1, x2σ2; x3σ3, x4σ4)gσ3σ4 .
(2.44)

În modelul Fröhlich o aproximaţie suficient de bună pentru operatorul de masă
ireductibil este contribuţia

M(x1, x2; x3, x4) = −B(x1 − x2)δ(x1 − x3)δ(x2 − x4), (2.45)

unde B(x) este funcţia Green fononică:

B(x1 − x2) = −〈Tϕ(x1)ϕ(x2)U(β)〉0
〈U(β)〉0 . (2.46)

În acest fel, în această aproximaţie obţinem

Ψ(x, x′) = −
∫ β

0

∫ β

0

dx1dx2K(x, x′;x1, x2)B(x1 − x2)Ψ(x1, x2). (2.47)

Aici, ca şi mai sus, fiecare integrală este cuadridimensională.
Să trecem în (2.47) la reprezentarea (nkω):

K(x, x′;x1, x2) =
1
β3

∑
ω1,ω2,ω3

∑

n1k1

. . .
∑

n4k4

K(n1k1, n2k2; n3k3, n4k4|ω1ω2ω3)×

× ψn1k1(x)ψn2k2(x
′)ψ∗n3k3

(x1)ψ∗n4k4
(x2)×

× exp
[
− iω1(τ − τ1)− iω2(τ ′ − τ2)− iω3(τ1 − τ2)

]
;

F (x, x′) =
1
β

∑
ω

∑

n1k1

∑

n2k2

F (n1k1, n2k2|ω)ψn1k1(x)ψn2k2(x
′) exp

[
− iω(τ − τ ′)

]
.

(2.48)

Mai departe, în baza legii consrvării cvazi-impulsului, care trebuie să aibă loc după
medierea pe impurităţi, putem scrie

F (n1k1, n2k2|ω) = δk1,−k2Fn1n2(k1|ω). (2.49)

Considerăm de asemenea că funcţia K de patru cvazi-impulsuri este proporţională
cu δk1+k2,k3+k4 . Atunci pentru noua funcţie Fn1n2(k|ω) obţinem

Fn1n2(k|ω) = − 1
β2V

∑

ω′ω′′

∑
n3,...,n6

∑

k′,k′′
B(k′ − k′′|ω′ − ω′′)×

K(n1k1, n2 − k2;n3,k
′, n4 − k′|ω1 − ω, ω − ω′)×

× χ(n3k
′, n5k

′′)χ(n4 − k′, n6 − k′′)Fn5n6(k′′|ω′′).

(2.50)
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Transformarea mai departe a ecuaţiei (2.50) este posibilă folosind proprietăţile nu-
cleului K al acestei ecuaţii integrale.

Se poate arăta că dacă se ia în consideraţie medierea pe configuraţii (2.38), toate
părţile de energie proprie care provin de la impurităţi şi de asemenea diagramele
de tip scară (ledder diagrams) caracteristice pentru produsul a două funcţii Green,
atunci se poate stabili ecuaţia de forma [18], [34]-[36]

K(x, y; x′, y′) = Ḡ(x, x′)Ḡ(y, y′) +
∫ β

0

∫ β

0

dx1dx′1Ḡ(x, x1)Ḡ(y, x′1)×

× 1
V

∑
q

exp
[
− iq(x1 − x′1)

]
W−(q)K(x1, x

′
1; x

′, y′),
(2.51)

unde

W−(q) = c

[
|U1(q)|2 − 1

4
s(s + 1)|U2(q)|2

]
. (2.52)

De aici pentru reprezentarea (nkω) a funcţiei respective obţinem

K(n1k, n2 − k; n3k
′, n4 − k′|ω1 − ω, ω − ω′) = Ḡn1(k|ω)Ḡn2(−k| − ω)×

×
{

βδω,ω′δn1,n3δn2,n4δk,k′ +
1
V

∑

k1

W−(k − k1)χ(n1k; n5k1)×

× χ(n2 − k, n6 − k)K(n5k1, n6 − k1; n3k
′, n4 − k′1|ω1 − ω, ω − ω′)

}
.

(2.53)

Această formulă ne arată că putem separa în funcţiile F şi K factorii Ḡn(k|ω), care
conţin cea mai importantă dependenţă de energie:

K(n1k, n2 − k; n3k
′, n4 − k′|ω1 − ω, ω − ω′) =

= βδω,ω′Gn1(k|ω)Gn2(−k| − ω)Hn1n2n3n4(k,k′|ω);
Fn1n2(k|ω) = Gn1(k|ω)Gn2(−k| − ω)fn1n2(k|ω).

(2.54)

Atunci pe baza formulelor (2.50) şi (2.53) avem sistemul de ecuaţii

fn1n2(k|ω) = − 1
βV

∑

ω′

∑

k′,k′′

∑
n3,...,n6

B(k′ − k′′|ω − ω′)×

×Hn1n2n3n4(k,k′|ω)χ(n3k
′, n6k

′′)χ(n4 − k′, n6 − k′′)×
×Gn5(k

′′|ω)Gn6(−k′′| − ω)fn5n6(k
′′|ω′)

(2.55)

şi

Hn1n2n3n4(k,k′|ω) = δn1n3δn2n4δkk′+

+
1
V

∑
n5n6

∑

k1

W−(k − k1)χ(n1k, n5k1)χ(n2 − k, n6 − k1)×

×Gn5(k1|ω)Gn6(−k1| − ω)Hn5n6n3n4(k1,k
′|ω).

(2.56)
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Soluţia ecuaţiilor (2.55) şi (2.56) şi expresiile pentru funcţiile Green uniparticulă
ale electronilor G şi ale fononilor B dau posibilitatea de a găsi temperatura critică
Tc a aliajului. Această mărime este valoarea proprie a sistemului de ecuaţii liniare
în raport cu fnn′ (2.55).

Cu toate aproximaţiile făcute pentru deducerea ultimelor ecuaţii, pentru rezolva-
rea lor sunt necesare noi aproximaţii. În acest scop observăm că produsul funcţiilor
Green Gn1(k|ω)Gn2(−k| − ω) are cea mai mare valoare pentru n1 = n2, care este
de βEF À 1 ori mai mare decât acelaşi produs pentru n1 6= n2, în domeniul in-
teresant al spaţiului k. Această evaluare ar putea fi incorectă în anumite cazuri
speciale, pe care nu le vom discuta aici. Din acest motiv vom discuta în conti-
nuare numai termenii cu n1 = n2 în produsul Gn1Gn2 . Aceasta înseamnă că mai
departe urmează să examinăm funcţia de undă a perechii în limitele unei singure
benzi fnn = fn, adică numai cazul în care perechea se generează în cadrul aceleeaşi
benzi de energie, electronii perechii având impulsurile şi spinii opuşi cu acelaşi in-
dice de bandă n. Funcţia de undă a perechii formate din electronii aparţinând la
două benzi (n1 6= n2) deşi nenulă, este considerată mai puţin importantă în cadrul
ipotezelor făcute mai sus. Analiza care urmează confirmă ipoteza făcută în cap.1
privind starea legată a doi electroni în cadrul unei singure benzi.

Funcţia de undă a perechii care este diagonală în indicii de bandă satisface un
sistem de ecuaţii mult mai simplificat

fn(k|ω) = − 1
βV

∑

ω′

∑

k′k′′

∑

n′n′′
B(k′ − k′′|ω − ω′)Hnn′(k, k′|ω)×

×|χ(n′k′, n′′k′′)|2Gn′′(k′′|ω′)Gn′′(−k′′| − ω′)fn′′(k′′|ω′),
(2.57)

unde funcţia
Hnn′(k,k′|ω) = Hnnn′n′;(k,k′|ω) (2.58)

satisface ecuaţia

Hnn′(k,k′|ω) = δnn′δkk′+

+
1
V

∑
n1

∑

k1

W−(k − k1)Gn1(k1|ω)Gn1(−k1| − ω)Hn1n′(k1,k
′). (2.59)

Mai departe să introducem funcţia

Lnm(k, k′|ω, ω′) = −
∑

n1k1

Hnn1(k,k1|ω)×

×|χ(n1k1,mk′)|2B(k1 − k′|ω − ω′),
(2.60)

care satisface ecuaţia

Lnn′(k, k′|ω, ω′) = −B(k − k′|ω − ω′)|χ(nk, n′k′)|2+
+

1
V

∑

n1k1

W−(k − k1)|χ(nk, n1k1)|2Gn1(k1|ω)Gn1(−k1| − ω)×

×Ln1n′(k1, k
′|ω, ω′).

(2.61)
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Trecând de la sumă la integrală în spaţiul k, vom folosi faptul că produsul de
funcţii Green Gn(k|ω)Gn(−k| − ω) scade rapid cu depărtarea de foaia suprafeţei
Fermi care corespunde benzii n şi astfel vom putea înlocui toate mărimile care va-
riază lent cu valorile lor la suprafaţa Fermi ca de exemplu |k| = |kF

n |, etc. Deoarece
funcţiile fn şi Lnn conţin şi ele produsul funcţiilor Green, mai departe este suficient
să examinăm numai funcţia

fn(ω) = fn(kF
n |ω). (2.62)

Introducem notaţiiile

Λm(ω) =
1
π

∫ ∞

−∞
dεmGm(k|ω)Gm(−k| − ω) =

1
|ω|ηm(ω)

;

Vnm(ω)Nm = − 1
(2π)3

∫

sm

dsm

|∇εm
B(|kF

n | − |kF
m||ω)|χ(nkF

n ,mkF
m)|2;

Lnm(ω, ω′)Nm =
1

2π2

∫

sm

dsm

|∇εm|Lnm(kF
n , kF

m|ω, ω′).

(2.63)

În prima ecuaţie a lui (2.63) se presupune că în funcţiile Green se ia numai
interacţia cu impurităţile. În operatorul de masă însă este luată în consideraţie şi
interacţia electron-fonon, ca şi interacţia electron-electron.

Definiţia lui Vnm din (2.65) reprezintă deducerea microscopică a constantelor
fenomenologice Vnm care sunt conţinute în hamiltonianul model (1.1).

Observăm că în esenţă funcţia Green B(k|ω) trebuie inţeleasă într-un sens mult
mai general decât funcţia Green bosonică al câmpului bosonic efectiv, descriind
atât interacţia electronilor cu fononii, cât şi interacţia coulombiană. Într-adevăr,
în lucrările lui V. A. Moskalenko [32, 33] s-a arătat că în calculele termodinamice
nerelativiste interacţia coulombiană a electronilor putem înlocui interacţia lor cu
un câmp bosonic auxiliar, a cărui amplitudine o notăm cu Φc(x). În acest fel, în
locul interacţiei instantanee He−e putem examina interacţia electronilor cu câmpul
auxiliar Φc(x)

He−c =
∑

σ

∫
dxψ+(xσ)ψ(xσΦc(x)), (2.64)

care satisface condiţia

B0
c (x− x′) = −〈TΦc(x)Φc(x′)〉 = V (x− x′)δ(τ − τ ′), (2.65)

unde V (x) = e2/|x| este energia potenţială coulombiană a electronilor. La tempe-
ratură nulă o astfel de înlocuire s-a presupus în lucrările [40, 44].

La scrierea hamiltonianului total, evident, trebuie adăugat termenul H0
c care

corespunde câmpului bosonic auxiliar liber. Introducerea câmpului Φc este comodă
pentru tratarea simultană a celor două interacţii He−ph şi He−e. În total cele două
interacţii pot fi reprezentate sub forma

Hint =
∑

σ

∫
dxψ̂+(xσ)ψ̂(xσ)Φ(x), (2.66)
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unde
Φ(x) = Φph(x) + Φc(x). (2.67)

În acest fel, apare necesitatea introducerii unei funcţii Green libere bosonice unice
de forma

B0(x− x′) = −〈TΦ(x)Φ(x′)〉 = B0
ph(x− x′) + B0

c (x− x′). (2.68)

Acelaşi lucru se poate spune despre funcţia Green bosonică totală

B(x− x′) = −〈TΦ(x)Φ(x′)U(β)〉
〈U(β)〉 . (2.69)

care în lipsa impurităţilor şi trecerea la reprezentarea impulsului duce la o formă
destul de simplă a interacţiei simultane electron-fonon şi coulombiană. Astfel, de
exemplu, pe baza ecuaţiei Dyson avem

B(k|ωn) =
B0(k|ωn)

1−B0(k|ωn)Π(k|ωn)
, (2.70)

unde
B0(k|ωn) = B0

ph(k|ωn) + B0
c (k|ωn); (2.71)

B0
ph(k|ωn) = − α2

k

ω2
n + ω2

k

; B0
c (k|ωn) = −4πe2

k2
, (2.72)

ωn =
2πn

β
; Π(k|ωn) fiind operatorul de polarizare al sistemului. În prezenţa impu-

rităţilor apare necesitatea luării în considerare a acestora pe toate liniile electronice
ale diagramelor şi ca rezultat se modifică şi operatorul de polarizare. După cum
se ştie, considerarea lui Π(k|ωn) duce la ecranarea potenţialului coulombian, care
devine cu rază scurtă de acţiune.

După cum s-a specificat mai sus, trebuie să ţinem cont de faptul că renormarea
mărimilor fononice nu trebuie să se facă de două ori deoarece în mărimile αk şi ωk

acest lucru deja s-a făcut. Întorcându-ne acum la definiţia (2.63) a lui Vnm, trebuie
să considerăm că această expresie reprezintă o aproximaţie, care ia în consideraţie
atât interacţia electron-fonon cât şi cea coulombiană. În hamiltonianul model (1.1)
interacţia Vnm s-a înlocuit cu o constantă într-un interval de frecvenţe de ordinul
lui ωD din jurul suprafeţei Fermi. Vorbind mai precis, în acel caz, când se iau
în consideraţie ambele interacţii, trebuie introduse două intervale diferite, din care
unul se referă la interacţia coulombiană şi nu are lărgimea ωD, ci este de ordinul
energiei Fermi EF .

Hamiltonianul Bardeen-Pines, spre deosebire de cel a lui Feshbach, nu conţine
acestă problemă a calculului dublu.

Totuşi până acum, deşi s-a păstrat dependenţa coeficienţilor interacţiei efective
interelectronice Vnm, nu s-a limitat domeniul de sumare după frecvenţele ωr, astfel
că convergenţa sumelor se realizează de către funcţia renormată B(k|ωn).

Aici au fost omise câteva modificări posibile ale lui Vnm, care ar fi putut să
apară în mediile anizotrope şi ar fi putut duce la dependenţe suplimentare a acestor
mărimi de direcţie, caracteristice pentru modelul bibandă anizotrop.
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Mai departe presupunem izotropia mărimilor Vnm. În acest caz funcţiile intro-
duse mai sus satisfac ecuaţiile

fn(ω) =
1
4β

∑

ω′

∑
m

Lnm(ω, ω′)NmΛm(ω′)fm(ω′); (2.73)

L(ω,ω′)
nm = 4πVnm(ω − ω′) +

∑
n1

~
2κnn1

Λn1(Ω)Ln,m(ω, ω′), (2.74)

unde
~

2κnm
=

c

8π2~3

∫
dsm

|∇εm
|χ(nkF

n ,mkF
m)|2W−(kF

n − kF
m). (2.75)

Rezolvând ecuaţia (2.73) în cazul a două benzi (n = 1, 2), obţinem

Lnm(ω, ω′) =
Dnm(ω, ω′)

D(ω)
, (2.76)

unde

D1m(ω, ω′) = 4π

[
V1m(ω − ω′)

(
1− ~

2κ22|ω|η2(ω)

)
+ V2m(ω − ω′)

~
2κ12|ω|η2(ω)

]
;

D2m(ω, ω′) = 4π

[
V2m(ω − ω′)

(
1− ~

2κ11|ω|η1(ω)

)
+ V1m(ω − ω′)

~
2κ21|ω|η1(ω)

]
;

D(ω) =
(

1− ~
2κ11|ω|η1(ω)

)(
1− ~

2κ22|ω|η2(ω)

)
−

− ~
2κ12|ω|η1(ω)

~
2κ21|ω|η2(ω)

.

(2.77)
Substituind valorile lui Λm din (2.63) şi ale lui Lnm din (2.76) în ecuaţia (2.73),
obţinem

fn(ω) =
1
4β

∑

ω′

∑
m

Dnm(ω, ω′)
D(ω)

Nmfm(ω′)
|ω′|ηm(ω′)

. (2.78)

Să introducem în locul mărimilor fn(ω) noi funcţii χn(ω) conform formulei

χn(ω) =
π

β

∑

ω′

1
|ω′|

∑
m

NmVnm(ω − ω′)fM (ω′)
ηm(ω′)

. (2.79)

Atunci conform cu (2.78) obţinem

f1(ω) =
1

D(ω)

[(
1− ~

2κ22|ω|η2(ω)

)
χ1(ω) +

~χ2(ω)
2κ12|ω|η2

(ω)
]
;

f2(ω) =
1

D(ω)

[
~χ1(ω)

2κ21|ω|η1(ω)
+ χ2(ω)

(
1− ~

2κ11|ω|η1(ω)

)]
.

(2.80)
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Substituind aceste expresii în (2.79), deducem

χn(ω) =
π

β

∑

ω′

{ ∑
m

Vnm(ω − ω′)Nmχm(ω′)+

+
1

(ω′)2 + |ω′|(R1 + R2) + R

[
Vn1(ω − ω′)N1

(
− χ1(ω′)(R + R1|ω′|)+

+|ω′|χ1(ω′)
~

2κ12

)
+ Vn2(ω − ω′)N2

(
− χ2(ω′)(R + R2|ω′|)+

+|ω′|χ1(ω′)
~

2κ21

)]}
,

(2.81)

unde

Rn =
~

2τn
− ~

2κnn
; R = R1R2 − ~2

2χ12χ21
;

D(ω) =
|ω|2 + |ω|(R1 + R2) + R(
|ω|+ ~

2τ1

)(
|ω|+ ~

2τ2

) (2.82)

Suma după ω′ în (2.81) converge suficient de repede pentru |ω′| → ∞, totuşi pentru
|ω′| mic, ceeace corespunde temperaturilor mici, această sumă are o singularitate
logaritmică. În acest fel pentru βc mare, dar finit, contribuţia principală la sumă
se va datora termenilor cu ω′ mic, adică va fi o contribuţie proporţională cu ln βc.
Pentru o soluţie aproximativă a problemei de determinare a lui Tc, când constanta
de cuplaj şi Tc sunt mici, va fi suficient să ne limităm la singularitatea logaritmică.

Cu precizia logaritmică indicată, sistemul (2.81), în care punem

χ11 = χ11(ω = 0); Vnm = Vnm(ω = 0), (2.83)

după o serie de transformări capătă forma [17, 33]

χn =
∑
m

VnmNmχm ln
[
2γE

βc~ωnm

π

]
+

∑
m

VnmNmχm

√
s1I(βc

√
s2)−√s2I(βc

√
s1)√

s2 −√s1
+

+
R1 + R2

s1 − s2

[
Vn1N1

(
~

2κ12
χ2 −R1χ1

)
+ Vn2N2×

×
(
~

2κ21
χ−R2χ2

)][
I(β2

√
s2)− I(βc

√
s1)

]
.

(2.84)

Aici s-au introdus constantele

s1,2 =
1
2

{[
(R1 + R2)2 − 2R

]
∓

√[
(R1 + R2)2 − 2R

]2

− 4R2

}
=

=
1
2
(R1 + R2)2

[
1− 2α∓√1− 4α

]
;

α =
R1R2

(R1 + R2)2

[
1− ~2

2κ122κ21R1R2

]
(2.85)
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şi frecvenţele efective ωnm. Aceste ultime mărimi sunt determinate de formula
∑
m

ln(~ωnm)VnmNmχm =

=
∫ ∞

0

(ln y)d
[ ∑

m

Vnm(−iy + 0+)
Nm

2

(
χm(iy + 0+) + χm(iy − 0+)

)]
.

(2.86)

În acest fel, deducerea frecvenţelor relative ωnm cere cunoaşterea dependenţei totale
de frecvenţă a funcţiilor Vnm(ω) şi χnm(ω). În sfârşit, integrala I(x) se determină
din formula

I(x) =
∫ ∞

0

dt

t

th
xt

2
1 + t2

= ψ

(
1 + x/π

2

)
− ψ(1/2), (2.87)

unde ψ este derivata logaritmului funcţiei Γ.
Egalând cu zero determinantul sistemului de ecuaţii (2.84), obţinem valoarea

temperaturii critice de generare a perechii electronice legate în aliajele supracon-
ductoare. Această ecuaţie are forma

aζ2 − bζ + c = 0 (2.88)

cu expresiile ceva mai complicate pentru coeficienţi

ζ = ln
(

2γEβc~ω
π

)
; b = b0 + b1; c = 1 + c1 + c2;

b0 = N1V11 + N2N22; a = N1N2(V11V22 − V12V21);
b1 = −N1N2V11V22(η11 + η21 + ζ11 + ζ12) + +N1N2V12V21(η12 + η21+
+ζ11 + ζ22); c1 = −V11N1(η11 + ζ11)− V12N2ζ12−
−V22N2(η22 + ζ22)− V21N1ζ21;

c2 =
[
N1V11(η11 + ζ11) + V12N2ζ12

][
V22N2(η22 + ζ22)+

+V21N1ζ21

]
−

[
V12N2(η12 + ζ22) + V11N1ζ21

]
×

×
[
V21N1(η21 + ζ11) + V22N2ζ21

]
;

ζ11 =
1√

s2 −√s1

[√
s1I(βc

√
s2)−√s2I(βc

√
s1)

]
−

−R1(R1 + R2)
s2 − s1

[
I(βc

√
s2)− I(βc

√
s1)

]

ζ12 =
~

2κ21

R1 + R2

s2 − s1

[
I(βc

√
s2)− I(βc

√
s1)

]
; ηnm = ln

ωnm

ω
.

(2.89)

Mărimile ζ22 şi ζ21 se deduc din formulele de mai sus prin schimbarea indicilor de
bandă; ω este o constantă arbitrară, care poate fi luată egală cu frecvenţa Debye.
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Soluţia ecuaţiei (2.88) are forma

ζ± =
b

2a

[
1±

√
1− 4ac

b2

]
. (2.90)

Observăm că în limita legăturii slabe, pe care o presupunem, aceste formule pot
fi simplificate, dacă păstrăm numai termenii principali proporţionali cu constanta
de cuplaj la puterea minus unu şi zero. Termenii la puterea zero al constantei
de cuplaj modifică numai factorul preexponenţial din expresia pentru temperatura
critică a supraconductorului. Deosebirea dintre (2.90) şi (1.16) este legată de doi
factori. Prima deosebire apare deja la supraconductorii puri cu două benzi, trataţi
în cadrul modelului Fröhlich. Calculele, făcute pe baza modelului Fröhlich sau
Bardeen-Pines, conţin iniţial frecvenţele ωnm şi, prin urmare, în mărimile ηnm, ca
şi în modelul BCS figurează o singură frecvenţă ω ' ωD şi toate constantele ηnm se
iau egale cu zero.

Diferenţa în determinarea lui Tc0, adică temperatura de tranziţie a metalului
bibandă pur pentru modelele BCS şi Fröhlich, este următoarea:

kB(Tc0)BCS =
2γE

π
~ωDe−ζ

(0)
± ;

kB(Tc0)Fr =
2γE

~
ω̃±e−ζ

(0)
± ,

(2.91)

unde

ω̃± = ω exp
[
− b10

b0
ζ
(0)
± ±

c10 −
2b10

b0√
b2
0 − 4a

]
;

b10 = −N1N2V11V21(η11 + η22) + N1N2V12V21(η12 + η21);
c10 = −V11N1η11 − V22N2η22.

(2.92)

A doua deosebire a lui (2.90) faţă de (1.16) este condiţionată de prezenţa impu-
rităţilor. Abaterea temperaturii critice Tc a aliajului de temperatura critică Tc0 a
metalului pur se determină din formula

ln
Tc0

Tc
=

b′1
b0

ζ
(0)
± ∓

c′1 − 2
b′1
b0√

b2
0 − 4a

, (2.93)

unde

b′1 = −a(ζ11 + ζ22);
c′1 = −V11N1ζ11 − V22N2ζ22 − V12N2ζ12 − V21N1ζ21.

(2.94)

Folosind definiţia lui ζnm din (2.89), rescriem formula (2.93) sub forma

ln
[
Tc0

Tc

]
= κ±

(R1 + R2)2

s2 − s1

[
I(βc

√
s2)− I(βc

√
s1)

]
−

−
√

s1 I(βc
√

s2)−√s1 I(βc
√

s1)√
s2 −√s1

,

(2.95)
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unde
κ± =

1
(R1 + R2)

√
b2
0 − 4a

{
V11N1R1 + V22N2R2−

−V12

(
~N1

2κ12
+
~N2

2κ21

)
− R1 + R2

2

[
b0 ±

√
b2
0 − 4a

]}
.

(2.96)

Acest coeficient satisface condiţia 0 ≤ κ± ≤ 1.

2.4 Discuţia rezultatelor
Să analizăm cea mai simplă situaţie, când impuritatea nu are spin şi, prin ur-

mare, difuzia pe impurităţi nu duce la răsturnarea spinului electronului (U2 = 0).
În acest caz în modelul unibandă izotrop al supraconductorului, în conformitate cu
teorema Anderson şi rezultatele lui A. A. Abrikosov şi L. P. Gorkov [27], impuri-
tăţile nemagnetice nu influenţează în mod esenţial proprietăţile termodinamice ale
supraconductorului, şi în particular nu modifică temperatura critică Tc.

Totuşi, datorită canalului interbandă de difuzie a electronilor pe impurităţi, im-
purităţile nemagnetice influenţează în mod esenţial temperatura critică şi în general
proprietăţile termodinamice ale aliajelor multibandă. Să examinăm mai în detaliu
această influenţă asupra temperaturii critice Tc. În acest caz

1
κnm

=
1

τnm
; R1 =

~
2τ12

; R2 =
~

2τ21
; R = 0; s1 = 0; s2 = (R1 + R2)2

şi formula (2.95) capătă forma mult mai simplă:

ln
Tc0

Tc
= κ±I

[
βc

(
~

2τ12
+

~
2τ21

)]
; (2.97)

κ± = ∓ 1(
1 +

τ12

τ21

)√
b2
0 − 4a

{
V11N1 + V22N2

τ12

τ21
−

−N1V12

(
1 +

N2

N1

τ12

τ21

)
− ξ

(0)
± a

(
1 +

τ12

τ21

)}
.

(2.98)

Particularitatea caracteristică a expresiei (2.98) este prezenţa în ea numai a timpi-
lor de relaxare intrabandă pe impurităţile nemagnetice. Indiferent de dependenţa
funcţiei Green uniparticulă de difuzia interbandă, mărimea Tc nu depinde de tim-
pii de relaxare respectivi. Această proprietate a supraconductorilor bibandă a fost
stabilită în lucrările lui V. A. Moskalenko şi M. E. Palistrant [35, 36].

Pe baza determinării timpului de relaxare τnm (2.25) pentru foile izotrope ale
suprafeţei Fermi, are loc egalitatea

τ12

τ21
=

N1

N2
, (2.99)

care duce la o simplificare şi mai mare a formulei pentru κ±:

κ± = ∓N1N2(V11 + V22 − 2V12)− a(N1 + N2)ξ
(0)
±

(N1 + N2)
√

B2
0 − 4a

. (2.100)
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În legătură cu cazul concentraţiei mici de impurităţi (lkF À 1), trebuie să deo-
sebim două limite ale concentraţiilor "mici" şi "mari" ale impurităţilor nemagnetice
în sensul îndeplinirii inegalităţilor

~βc

τnm
¿ 1 şi

~βc

τnm
À 1. (2.101)

La concentraţii mici argumentul funcţiei I(x) este mic, şi această funcţie poate fi
aproximată prin expresia

I(x)
∣∣∣
x→0

' π

4
x. (2.102)

În acest caz avem

kBTc ' kBTc0 − π

8
κ±

(
~

τ12
+
~

τ21

)
, (2.103)

adică apare o scădere liniară a temperaturii critice cu creşterea concentraţiei de
impurităţi, aşa cum s-a spus, şi asta datorită tranziţiilor interbenzi a electronilor în
procesul de difuzie pe atomii de impuritate. În al doilea caz limită al concentraţiei
"mari", argumentul funcţiei I(x) este mare şi putem folosi aproximaţia

I(x) ' ln
[
2γE

π
x

]
+

π2

6x2
. (2.104)

Pentru κ± 6= 1 este suficient să ne limităm la primul termen al acestei ecuaţii şi
avem

βc

βc0
=

[
βc0γE

π

(
~

τ12
+
~

τ21

)] κ±

1− κ±
. (2.105)

Expresia (2.105) indică scăderea după o lege de putere a temperaturii critice cu creş-
terea concentraţiei de impurităţi. La o concentraţie suficient de mare a impurităţilor
nemagnetice, mărginită superior de condiţia lkF À 1, mărimea lui Tc rămâne dife-
rită de zero. Prin urmare, impurităţile nemagnetice (în limitele valabilităţii acestei
teorii şi a condiţiei κ± 6= 1) nu poate duce la dispariţia supraconductivităţii meta-
lului.

Pentru κ± = 1 expresia (2.97), în limita concentraţiilor mari a impurităţilor,
capătă forma (Tc/Tc0 ¿ 1)

2
3
π2

[
βc~

(
1

τ12
+

1
τ21

)]−2

' − ln
[
~βc0γE

π

(
1

τ12
+

1
τ21

)]
. (2.106)

Această limită presupune existenţa unei concentraţii limită a impurităţilor, deter-
minată de formula

~
(

1
τ12

+
1

τ21

)

c

=
π

γE
kBTc0, (2.107)

pentru care temperatura critică Tc tinde la zero şi ca urmare starea supraconduc-
toare a metalului dispare.
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Din cele două valori ale constantei κ±, trebuie să luăm pe κ− pentru a fi în
concordanţă cu valoarea temperaturii critice a metalului pur care a fost discutat în
capitolul precedent.

În acest fel, cu excluderea cazului particular κ = 1, în aliajele supraconductoare
creşterea concentraţiei impurităţilor nemagnetice, face mai întâi ca temperatura
critică să scadă, apoi duce la o saturare fără a exista o concentraţie critică, pentru
care Tc tinde către zero.

Să trecem acum la examinarea influenţei impurităţilor paramagnetice asupra
temperaturii critice Tc a supraconductorului bibandă. Pe lângă procesele inter-
bandă care influenţează în mod esenţial pe Tc, apar şi procesele intrabandă care
influenţează această mărime datorită răsturnării spinului electronic.

În cazul limită al concentraţiei mici a impurităţilor paramagnetice când este
îndeplinită condiţia βc

√
sn ¿ 1, n = 1, 2, obţinem expresia pentru temperatura

critică
kBTc ' kBTc0 − π

8
(κ−)~

(
1

τ12
+

1
τ21

+
1

τs
11

+
1

τs
22

)
, (2.108)

unde timpul de relaxare de schimb se determină din formula

1
τ s
nn

=
1

τnn
− 1

κnn
. (2.109)

În acest fel, scăderea lui Tc este legată atât de procesele de difuzie interbandă, cât
şi de procesele de schimb intrabandă.

Cu creşterea concentraţiei este posibil al doilea caz limită când βc
√

s2 À 1,
βc
√

s1 ¿ 1. Ambele inegalităţi pot fi satisfăcute simultan, astfel că parametrul
s1 este proporţional cu partea mai slabă a interacţiei de schimb U2, în timp ce
parametrul s2 este proporţional cu partea care nu este de schimb a interacţiei, U1.
În acest caz pe baza lui (2.95) avem

(κ− − 1) ln
Tc0

Tc
' π

4
βc(R1 + R2)α(κ− − 1)−

− (κ− − α)
[
ln

(
2γE

π
βc0(R1 + R2)

)
+

π2

6βc(R1 + R2)2

]
.

(2.110)

În sfârşit, în cazul limită al concentraţiei mari de impurităţi paramagnetice când
avem βc

√
s2 > βc

√
s1 À 1 obţinem (κ− 6= 1)

(kBTc)2 ' 6α2

π2
(R1 + R2)2

[
ln

(
1
α

)
− 1

1− κ−
ln

(
2γE

π
βc0(R1 + R2)

)]
.

Pentru o anumită concentraţie critică a impurităţilor, determinată de condiţia

2γE

π
βc0(R1 + R2) =

(
1
α

)1−κ−

,

temperatura critică a supraconductorului tinde la zero şi, prin urmare, starea su-
praconductoare a metalului dispare. Aceste rezultate au fost obţinute de V.A.
Moskalenko şi L.Z. Kon în lucrările [36, 37].
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În încheiere reamintim că evaluarea de către M.E. Palistrant şi V.A. Moskalenko
[39] a caracterului retardat al interacţiei B(k|ω) al electronilor prin fononi, duce la
apariţia unor termeni suplimentari care duc la o dependenţă şi mai complicată a lui
Tc de concentraţia de impurităţi. Totuşi raportul contribuţiilor suplimentare faţă
de cele de mai sus nu este esenţial în cazul supraconductorilor cu temperaturi critice
joase.
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3

TERMODINAMICA ALIAJELOR
SUPRACONDUCTOARE CU DOUĂ BENZI

3.1 Ecuaţiile fundamentale

După ce s-a arătat clar care este rolul proceselor interbandă asupra temperaturii
critice Tc, în teoria supraconductorilor multibandă a apărut necesitatea studiului
detaliat al influenţei acestora asupra proprietăţilor termodinamice, electromagnetice
şi cinetice.

Termodinamica superconductorilor bibandă cu impurităţi a fost dezvoltată în
lucrările lui V.A. Moskalenko, L.Z. Kon, M.E. Palistrant şi alţii [45]-[49]. O sinteză
privind proprietăţile electromagnetice şi cinetice ale supraconductorilor bibandă se
găseşte în cartea [18]. Tot acolo se găseşte o bibliografie amănunţită asupra acestei
probleme.

Să trecem la discuţia rezultatelor fundamentale privind termodinamica supra-
conductorilor bibandă care conţin atât impurităţi nemagnetice cât şi impurităţi
magnetice. Să examinăm funcţiile Green de temperatură ale metalului supracon-
ductor cu impurităţi. Hamiltonianul sistemului se compune din hamiltonianul (1.1)
al supraconductorului multibandă şi termenul (2.2) al interacţiei cu impurităţile.

Prin analogie cu (1.40), să introducem funcţiile Green de temperatură

G(xσ, x′σ′) = −〈Tψ̂(xσ) ˆ̄ψ(x′σ′)〉;
F (xσ, x′σ′) = −〈Tψ̂(xσ)ψ̂(x′σ′)〉;
F̃ (xσ, x′σ′) = −〈T ˆ̄ψ(xσ) ˆ̄ψ(x′σ′)〉; x = (x, τ),

(3.1)

unde amplitudinile electronice cuantice ψ̂ şi ˆ̄ψ se presupune că sunt scrise în imagi-
nea Heisenberg. Media statistică 〈. . .〉 se face cu operatorul statistic total.

După medierea pe impurităţi a funcţiilor respective, mediere care a fost discutată
în capitolul precedent, se restabileşte omogenitatea lor spaţială iar dependenţa lor
de spin capătă o formă simplă, determinată de formulele (1.42). Ca urmare putem

47
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scrie

〈G(xσ, x′σ′)〉c = δσσ′Ḡ(x, x′|τ − τ ′);
〈F (xσ, x′σ′)〉c = gσσ′ F̄ (x, x′|τ − τ ′);

〈F̃ (xσ, x′σ′)〉c = −gσσ′
¯̃F (x, x′|τ − τ ′),

(3.2)

unde factorul spinorial gσσ′ , se determină din formula (1.42). Bara de deasupra
funcţiilor indică faptul că ele conţin dependenţa de impurităţi spre deosebire de
funcţiile fără bară care se referă la metalul pur. Efectuarea medierii pe configura-
ţii se referă atât la distribuţia spaţială aleatoare a ionilor de impuritate cât şi la
orientarea aleatoare a spinilor acestora.

Pe baza tehnicii de mediere, folosită în cap.2, se obţin uşor următoarele ecuaţii
fundamentale ale sistemului:

Ḡ(x, x′|ωn) = G(x,x′|ωn) +
∫ ∫

dx1dx2
1
V

∑
q

e−iq(x1−x2)W+(q)×

×
[
G(x, x1|ω)Ḡ(x1,x2|ω)Ḡ(x2,x

′|ω)− F (x,x1|ω)F̄ (x2,x1| − ω) ¯̃F (x2,x
′|ω)

]
−

−
∫ ∫

dx1dx2
1
V

∑
q

e−iq(x1−x2)W−(q)
[
G(x,x1|ω)F̄ (x1,x2|ω) ¯̃F (x2,x

′|ω)+

+F (x,x1|ω) ¯̃F (x1,x2|ω)Ḡ(x2,x
′|ω)

]
;

¯̃F (x, x′|ω) = F̃ (x,x′|ω) +
∫ ∫

dx1dx2
1
V

∑
q

e−iq(x1−x2)W+(q)×

×
[
F̃ (x, x1|ω)Ḡ(x1, x2|ω)Ḡ(x2, x

′|ω) + G(x1, x| − ω)Ḡ(x2, x1| − ω) ¯̃F (x2, x
′|ω)

]
+

+
∫ ∫

dx1dx2
1
V

∑
qe−iq(x1−x2)W−(q)

[
G(x1, x| − ω) ¯̃F (x1,x2|ω)Ḡ(x2, x

′|ω)−

−F̃ (x,x1|ω)F̄ (x1,x2|ω) ¯̃F (x2, x
′|ω)

]
.

(3.3)
O ecuaţie analoagă poate fi obţinută pentru funcţia F̄ .

În aceste ecuaţii s-a făcut trecerea la componentele Fourier după variabila τ şi,

prin urmare, ωn sunt frecvenţele impare
π

β
(2n+1). Mărimile W+(q) şi W−(q) sunt

determinate de formulele (2.25) şi (2.52).
Introducem trei operatori de masă care descriu interacţia cu impurităţile:

M(x1, x2|ω) =
1
V

∑
q

e−iq(x1−x2)W+(q)Ḡ(x1, x2|ω);

Σ(x1, x2|ω) =
∑

q

e−iq(x1−x2)W−(q)F̄ (x1,x2|ω);

Σ̃(x1, x2|ω) =
1
V

∑
q

e−iq(x1−x2)W−(q) ¯̃F (x1, x2|ω).

(3.4)
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Toate funcţiile Green introduse şi operatorii lor de masă pot fi dezvoltate în serie
după funcţiile Bloch (vezi (2.16)). Cu luarea în consideraţie a conservării cvazi-
impulsului în aproximaţia diagonalizării după indicii de bandă, ecuaţiile (3.3) capătă
forma

Ḡn(k) = Gn(k) + Gn(k)
[
Mn(k)Ḡn(k)− Σn(k) ¯̃Fn(k)

]
−

− Fn(k)
[
Mn(−k) ¯̃Fn(k) + Σ̃n(kḠn(k))

]
;

¯̃Fn(k) = F̃n(k) + F̃n(k)
[
Mn(k)Ḡn(k)− Σn(k) ¯̃F (k)

]
+

+ Gn(−k)
[
Σ̃n(k)Ḡn(k) + Mn(−k) ¯̃F (k)

]
,

(3.5)

unde prin k se înţelege vectorul cuadridimensional (k, ωn).
Pentru operatorii de masă avem

Mn(k|ω) =
1
V

∑

k′

∑
m

W+(k − k′)Ḡm(k′|ω)|χ(nk,mk′)|2;

Σn(k|ω) =
1
V

∑

k′

∑
m

W−(k − k′)F̄m(k′|ω)|χ(nk,mk′)|2.
(3.6)

Deoarece difuzia pe impurităţi este instantanee, frecvenţa ωn nu se modifică în
procesul de difuzie. Această particularitate se reflectă în formulele de mai sus.
Expresia pentru Σ̃n se deosebeşte de Σn prin schimbarea lui F̄n cu ¯̃Fn. Funcţiile
Gn, Fn şi F̃n corespund supraconductorului pur şi se determină din formulele (1.58).
Trebuie să spunem că acum parametrii de ordine ∆n nu mai corespund matalului pur
ci aliajului real. De aceea mai jos vom folosi formulele (1.58) cu transformarea lui
∆n în ∆̄n, subliniind prin aceasta că parametrii de ordine ∆̄n depind de impurităţi.

Pe baza proprietăţilor fundamentale a acestor funcţii avem

Gn(−k) = G∗n(k); Fn(−k) = F̃ (k) = F ∗n(k); k = (k, ω) (3.7)

din care rezultă că trebuie să avem

Σ̃n(k) = Σn(−k) = Σ∗n(k);

Mn(−k) = M∗
n(k); ¯̃Fn(k) = F̄n(−k) = F̄ ∗n(k).

(3.8)

Pe baza lui (3.5) rezultă

Ḡn(k) = − iω + εn(k) + Mn(−k)
A(k)

;

¯̃Fn(k) =
∆̄∗

n + Σ̃n(k)
A(k)

; F̄n(k) =
∆̄n + Σn(k)

A(k)
;

A(k) = |iω + εn(k) + Mn(−k)|2 + |∆̄n + Σn(k)|2.

(3.9)

Aceste expresii trebuie înlocuite în (3.6) pentru a determina operatorii de masă.
Pentru efectuarea integrării după k′ trebuie să facem anumite aproximaţii şi anume
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scoaterea de sub semnul integrală a funcţiilor care variază lent cu energia şi luarea
valorilor lor la suprafaţa Fermi. Cu aceste aproximaţii făcute, operatorii de masă
vor depinde numai de ωn:

Mn(ω) = Mn(kF
n |ω); Σn(ω) = Σn(kF

n |ω).

Pe baza acestor calcule obţinem

Mn(ω) = −i
∑
m

~
2τnm

ω∗m(ω)√
|ω∗m(ω)|2 + |∆̃m(ω)|2

;

Σnω =
∑
m

~
2κnm

∆m(ω)√
|ω∗m(ω)|2 + |∆̃m(ω)|2

;

ω̃m(ω) = ω + iMm(ω); ∆̃m(ω) = ∆̄m + Σm(ω),

(3.10)

unde timpii de relaxare au fost determinaţi în capitolul precedent. Soluţia acestor
ecuaţii o căutăm sub forma

Mn(ω) = −iωtn(ω), Σn(ω) = ∆̄nχn(ω),

unde mărimile tn(ω) şi χn(ω) sunt reale şi funcţii pare de ωn.
Pe baza lui (3.10) rezultă formulele

tn(ωl) =
∑
m

~
2τnmωl

ūm(ωl)√
1 + ū2

m(ωl)
;

χn(ωl) =
1

|∆̄n|
∑
m

~
2κnm

1√
1 + ū2

m(ωl)
;

ūn(ωl) =
ω

|∆̄n|
1 + tn(ωl)
1 + χn(ωl)

=
ω̃n(ωl)
|∆̃n(ωl)|

.

(3.11)

Funcţia ūn(ω) satisface ecuaţia

ūn(ωl) =
ωl

|∆̄n|
+

1
∆̄n

∑
m

[
~

2τnm
ūm(ωl)− ~

2κnm
ūn(ωl)

]
×

×
(
1 + ū2

m(ωl)
)−2/2

.

(3.12)

În sfârşit, este necesar să găsim parametrii de ordine ai aliajului supraconductor
∆̄n. Aceste mărimi satisfac ecuaţiile de self-consistenţă date de formulele (1.50) cu
luarea în consideraţie a funcţiei de impurităţi ¯̃F :

∆̄∗
n =

1
βV

∑

kω

∑
m

Vnm
¯̃Fm(k|ω). (3.13)

După integrarea în raport cu k obţinem

∆̄∗
n =

∑
m

VnmNm
π

β

∑
ω

1√
1 + ū2

m(ω)
. (3.14)
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Ecuaţiile (3.12) şi (3.14) trebuie rezolvate împreună. Ele determină complet depen-
denţa parametrilor de ordine de concentraţia de impurităţi, constantele de interacţie
şi caracterul tranziţiilor inter- şi intrabandă. În lipsa impurităţilor ūn = ω/|∆̄n| şi
în acest caz ecuaţia (3.14) trece în formula (1.61) pentru supraconductorul pur.

În limita unei singure benzi, pe baza lui (3.12) avem

ū =
ω

|∆̄| +
ū√

1 + ū2

~
|∆̄|τs

;
1
τs

=
1

2τ11
− 1

2χ11
, (3.15)

ceea ce coincide cu ecuaţia corespunzătoare a lui Abrikosov şi Gorkov [27]. Forma
cea mai simplă a ecuaţiei (3.12) se obţine în cazul difuziei pe impurităţi nemagnetice
(τnm = κnm). În acest caz mărimile ūn ale sistemului cu două benzi se determină
din ecuaţiile

ū1 + α1
ū1 − ū2√

1 + ū2
2

=
ω

∆̄1
; α1 =

~
2∆̄1τ12

;

ū2 + α2
ū2 − ū1√

1 + ū2
1

=
ω

∆̄2
; α2 =

~
2∆̄2τ21

.

(3.16)

Aici s-a presupus că ambii parametri de ordine ∆̄n sunt pozitivi. În cazul impuri-
tăţilor paramagnetice modelul bibandă este caracterizat prin ecuaţiile

ū1(ω) =
ω

∆̄1
+

β11ū1(ω)√
1 + ū2

1(ω)
+

β12ū1√
1 + ū2

2

+
α1(ū2 − ū1)√

1 + ū2
2

;

ū2(ω) =
ω

∆̄2
+

β22ū2(ω)√
1 + ū2

2(ω)
+

β21ū2√
1 + ū2

1

+
α2(ū1 − ū2)√

1 + ū2
1

;

βnm =
1

∆̄n

(
~

2τnm
− ~

2κnm

)
.

(3.17)

Să scriem acum formulele aproximative care sunt necesare pentru cele ce urmează
în cazul valorilor mici ale lui αn (αn ¿ 1):

ū1 ' ω

∆̄1




1− α1(1− z̄)√
1 +

ω2

∆̄2
2




, z̄ =
∆̄1

∆̄2
. (3.18)

Pentru valori mari ale lui αn (αn À 1) avem

ū1 ' ũ1 =
ω

∆̄1

|ω|
∆̄2

+ α1z̄ + α2

|ω|
∆̄2

+ α1 + α2

; (3.19)

ū2 se obţine din ū1 prin schimbarea indicilor de bandă.
Să discutăm mai în detaliu proprietăţile termodinamice ale aliajelor cu impuri-

tăţi nemagnetice. Calculele analitice sunt posibile numai la temperaturi joase şi în
apropierea temperaturii critice.
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3.2 Parametrii de ordine ∆̄n la T = 0

Să examinăm la început cazul temperaturii nule. În acest caz suma după frec-
venţele ωl din formula (3.14) se transformă în integrală între limitele −ωm până
la +ωm. După cum s-a menţionat de mai multe ori, aceste limite sunt introduse
deoarece interacţia directă a electronilor Vnm, care nu depinde de frecvenţe, este
dată în vecinătatea foii m a suprafeţei Fermi cu o lărgime de 2ωD. Într-o serie de
cazuri ale teoriei aliajelor ωm trebuie ales sub forma [49]

ωm =
√

ω2
D − ∆̄2

m, (3.20)

ceea ce permite să se obţină rezultate corecte în limita substanţelor pure.

La concentraţii mici ale impurităţilor, pe baza formulei (3.18), după câteva trans-
formări avem (∆̄n(0) = ∆̄n(T = 0))

∆̄n(0) =
∑
m

VnmNm∆̄m(0) ln
(

2~ωm

∆̄m(0)

)
+

+V1nN1
~

2τ12

{
2∆̄2(0)

∆̄1(0) + ∆̄2(0)
K

[ |∆̄1(0)− ∆̄2(0)|
∆̄1(0) + ∆̄2(0)

]
− E

[ |∆̄1(0)− ∆̄2(0)|
∆̄1(0) + ∆̄2(0)

]}
+

+V2nN2
~

2τ21

{
2∆̄1(0)

∆̄1(0) + ∆̄2(0)
K

[ |∆̄1(0)− ∆̄2(0)|
∆̄1(0) + ∆̄2(0)

]
− E

[ |∆̄1(0)− ∆̄2(0)|
∆̄1(0) + ∆̄2(0)

]}
.

(3.21)
Mărimile K(x) şi E(x) sunt integralele eliptice complete.

În cazul limită al concentraţiei mici de impurităţi, pe care o examinăm aici,
alături de mărimile ~/2τnm, parametrii de ordine ∆̄n se înlocuiesc cu valorile lor
pentru substanţa pură ∆̄n(0). Soluţia sistemului de ecuaţii (3.21) o căutăm sub
forma

∆̄n(0) = ∆n(0) + ∆′
n. (3.22)

Pe baza ecuaţiilor (1.31) pentru ∆n(0) şi (3.21), pentru termenii de corecţie obţinem
următoarea ecuaţie:

∆′
n −

∑
m

VnmNm∆′
m ln

(
2~ωm

e∆m(0)

)
=

∑

m 6=n

VnmNm
~

2τnm
×

×
{

2∆n(0)
∆n(0) + ∆̄m(0)

K

[ |∆m(0)−∆n(0)|
∆m(0) + ∆n(0)

]
− E

[ |∆m(0)−∆n(0)|
∆m(0) + ∆n(0)

]} (3.23)
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e fiind baza logaritmilor naturali. Soluţia acestui sistem are forma

∆′
1 =

~
2τ12

(
1− V21N2

dz(0)

)
×

×
{

2∆2(0)
∆1(0) + ∆2(0)

K

[ |∆1(0)−∆2(0)|
∆1(0) + ∆2(0)

]
− E

[ |∆1(0)−∆2(0)|
∆1(0) + ∆2(0)

]}
+

+
V21N2

d

~
2τ21

{
2∆1(0)

∆1(0) + ∆2(0)
K

[ |∆1(0)−∆2(0)|
∆1(0) + ∆2(0)

]
− E

[ |∆1(0)−∆2(0)|
∆1(0) + ∆2(0)

]}
;

d = a + N1V12z(0) +
N2V21

z(0)
; z(0) =

∆1(0)
∆2(0)

.

(3.24)
Mărimea ∆′

2 se obţine din ∆′
1 prin schimbarea indicilor de bandă. Expresiile găsite

pentru ∆′
n sunt negative, ceea ce pune în evidenţă faptul că parametrii de ordine

∆̄n se micşorează atunci când adăugăm impurităţi în concentraţie mică.

Să trecem acum la cazul concentraţiilor mari ale impurităţilor nemagnetice
(αn À 1). Pe baza formulei (3.19) în această limită obţinem

∫ ∞

0

dω√
1 + ũ2

1(ω)
−

∫ ∞

0

dω√
1 +

ω2

∆̄2
1(0)

= ∆̄1(0)
{

α1(1− z̄)
α2 + α1z̄

×

× ln
[
2
(

α1 +
α2

z̄

)]
+

α2 + α1

α2 + z̄α1
ln

(
α2 + α1z̄

α2 + α1

)}
.

(3.25)

Rescriem pentru T = 0 ecuaţia (3.14) sub forma

∆̄n(0)−
∑
m

VnmNm∆̄m(0) ln
(

2~ωm

∆̄m(0)

)
=

=
∑
m

VnmNm

∫ ∞

0

dω

[
1√

1 + ū2
m(ω)

− ∆̄m(0)√
ω2 + ∆̄2

m(0)

] (3.26)

şi substituim aici (3.25). Să transformăm acum partea stângă a acestei ecuaţii. În
acest scop introducem mărimile ∆m(0) cu luarea în consideraţie a ecuaţiei (1.31):

ln
(

2~ω1

∆1(0)

)
=

N2

a

(
V22 − V21

z(0)

)
, a 6= 0;

ln
(

2~ω2

∆2(0)

)
=

N1

a

(
V11 − V12z(0)

)
.
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Ca rezultat al transformărilor, pentru una din benzi avem

V11N1 ln
(

∆1(0)
∆̄1(0)

)
+

V21N2

z̄(0)
ln

(
∆2(0)
∆̄2(0)

)
+

+
N1N2V21

a

(
V11 − V12z(0)

)[
1

z̄(0)
− 1

z(0)

]
= −V11N1

{
α1(1− z̄(0))
α2 + α1z̄(0)

×

× ln
[
2
(

α1 +
α2

z̄(0)

)]
+

α2 + α1

α2 + α1z̄(0)
ln

[
α2 + α1z̄(0)

α1 + α2

]}
−

−V21N2

z̄(0)

{α2

(
1− 1/z̄(0)

)

α1 + α2/z̄(0)
ln

[
2
(
α2 + α1z̄(0)

)]
+

α1 + α2

α1 + α2/z̄(0)
ln

[
α1 + α2/z̄(0)

α1 + α2

]}

Ecuaţii analoage se obţin pentru a doua bandă prin schimbarea indicilor de bandă.
Soluţia ultimelor două ecuaţii în aproximaţia legăturii slabe duce la egalităţile

z̄(0) = z(0 + o(Vnm));

ln
[
∆(0)

√
z(0)(N1 + N2)

∆̄(0)(N2 + N1z(0))

]
=

N1N2(1− z(0))2

(N2 + N1z(0))2
×

× ln
[
2
√

z(0)ᾱ1

(
1 +

N1

N2

)]
− (N1 + N2)(N2 −N1z

2(0))
2(N2 + N1z(0))2

ln z(0),

(3.27)

unde
ᾱ1 =

~
2τ12∆1(0)

; ᾱ2 =
~

2τ21∆2(0)
.

Din (3.27) rezultă că raportul ∆1(0)/∆̄1(0) creşte cu creşterea concentraţiei de im-
purităţi după o lege de putere. Chiar în domeniul examinat al concentraţiei mari
de impurităţi, parametrii de ordine ∆̄n(0), în general, nu tind la zero şi, prin ur-
mare starea supraconductoare a aliajelor cu impurităţi nemagnetice se păstrează.
La concentraţii şi mai mari decât cele examinate, aproximaţia făcută nu mai este
corectă. Este vorba de faptul că la concentraţii şi mai mari însăşi structura de
bandă a aliajului se modifică şi avem de a face cu aşa numitul efect de valenţă când
mărimi fundamentale cum ar fi Nn, Vnm ş. a., depind de concentraţia de impurităţi.
În încheiere subliniem că datorită formulelor (3.16), dependenţa parametrilor un şi
a tuturor mărimilor termodinamice de concentraţia impurităţilor nemagnetice, se
produce prin intermediul timpilor de relaxare interbandă τ12 şi τ21. În lipsa tranzi-
ţiilor între benzi a electronilor sub acţiunea atomilor de impuritate nemagnetici nu
se modifică în mod esenţial proprietăţile termodinamice ale substanţei.

Pe baza expresiilor obţinute pentru parametrii de ordine la temperatură nulă,
este uşor de calculat câştigul de energie în starea fundamentală a supraconductorului
şi valoarea câmpului magnetic critic. Pe baza lucrării [29] prezentăm energia medie
a sistemului cu două benzi examinat care conţine şi impurităţi, sub forma [49]

E

V
=

∑
nm

∆̄n

(
V̂ −1

)
nm

∆̄m +
∑

n

2π

β
Nn

∑
ωl

ωlūn(ωl)√
1 + ū2

n(ωl)
eiωl0

+
. (3.28)
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Aici frecvenţele ωl se află în intervalul limitat (−ωn, ωn), unde ωn este determinată
din formula (3.20).

La temperatură nulă avem

E

V
=

∆̄2
1V22 − 2∆̄1∆̄2V12 + ∆̄2

2V11

V11V22 − V12V21
+

+
∑

n

Nn

∫ ωn

−ωn

ωūn(ω)√
1 + ū2

n(ω)
dω.

(3.29)

Pe baza rezultatelor de mai sus al calculelor aproximative a parametrilor ūn(ω)
la concentraţii mari de impurităţi nemagnetice V.A. Moskalenko, A.A. Golub, V.S.
Driuma [49] au obţinut (αn À 1)

E − En

V
= −H2

c (0)
8π

= −1
2
E2

g(N1 + N2); Eg =
N1∆̄1 + N2∆̄2

N1 + N2
. (3.30)

Sensul mărimii Eg va deveni clar în cele ce urmează. Substituind în (3.29) expre-
sia aproximativă pentru ūn, în cazul concentraţiei mici de impurităţi nemagnetice
(αn ¿ 1) pentru ∆̄2 < ∆̄1, avem

En − E

V
=

H2
c (T = 0)

8π
=
~N1

τ12

[
∆̄2K(q)− ∆̄1E(q)

]
;

q =

√
∆̄2

1 − ∆̄2
2

∆̄1
.

(3.31)

În limita concentraţiei mici de impurităţi paramagnetice pentru care are loc
dezvoltarea (3.22), găsim

∆′
1 =

1− V21N2

dz(0)
1− 1

z(0)

(
~

2τ12
− ~

2κ12z(0)

)
×

×
{

2∆2(0)
∆1(0) + ∆2(0)

K

[ |∆1(0)−∆2(0)|
∆1(0) + ∆2(0)

]
− E

[ |∆1(0)−∆2(0)|
∆1(0) + ∆2(0)

]}

+
V21N2

d(1− z(0))

(
~

2τ12
− ~z(0)

2κ21

)
×

×
{

2∆1(0)
∆1(0) + ∆2(0)

K

[ |∆1(0)−∆2(0)|
∆1(0) + ∆2(0)

]
− E

[ |∆1(0)−∆2(0)|
∆1(0) + ∆2(0)

]}
−

−π

4
~

2τs
11

+
π

4
N2V21

a

[
~

2τs
11z(0)

− ~
2τs

22

]
,

unde 1/τs
nn = 1/τnn − 1/χnn; ∆′

2 se obţine din formula de mai sus prin schimbarea
indicilor de bandă; ∆′

n sunt mărimi negative, ceea ce înseamnă că impurităţile
micşorează parametrii de ordine.

În cazul concentraţiei mari de impurităţi paramagnetice, soluţia ecuaţiei (3.14)
este mult mai complicată. Dăm aici rezultatul obţinut de L.Z. Kon şi V.A. Moska-
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lenko [48] pentru τ12; τ21 À τs
nn. Se obţine formula

∆̄2
1(0) =

[
N1

12∆1(0)∆2(0)(bs
1)2

+
N2∆2(0)

12(∆1(0))3(bs
2)2

]−1

×

×
{

N1z(0) ln
(

1
2bs

1

)
+

N2

z(0)
ln

(
1

2bs
2

)}
,

unde bs
n = ~/[1τs

nn∆n(0)]. În acest caz se păstrează relaţia legăturii slabe conform
căreia avem z̄(0) = z(0).

Să trecem la determinarea gap-ului de energie a supraconductorilor cu impu-
rităţi. Indiferent de existenţa a doi parametri de ordine, în supraconductorii cu
două benzi există doar o singură bandă interzisă (gap). Acest lucru este urmare a
faptului că avem procese interbenzi. Pentru stabilirea acestei proprietăţi şi pentru
studiul dependenţei gap-ului de parametrii de difuzie trebuie să analizăm densitatea
de stări electronice în aliajele bibandă.

3.3 Densitatea de stări electronice a supraconduc-
torilor cu două benzi

Densitatea stărilor electronice pe foaia n a suprafeţei Fermi în spaţiul ω se
determină din formula

Ñn(E) = NnRe
un(E)√

u2
n(E)− 1

. (3.32)

Mărimea un(E) este strâns legată de funcţia introdusă mai sus ūn(ωl). Prima dintre
ele se obţine din ultima prin următoarea prelungire analitică. Să examinăm şirul de
frecvenţe discrete iωl pentru ωl > 0, adică în semiplanul superior, şi să prelungim
această funcţie în întreg semiplanul superior, schimbând pe iω în z. Mai departe
facem să tindă variabila z către axa reală E de sus, adică punem z = E + i0+. La
fel înlocuim pe iωl cu E + i0+. În acest fel, noua funcţie u(E) devine:

ū(ωl = −iz) = −iun(z), ωl > 0, Im z > 0;

un(E) = un(z = E + i0+).
(3.33)

Această transformare corespunde trecerii de la funcţiile Green de temperatură la
funcţiile Green retardate. O transformare analoagă pentru ωl < 0, adică înlocuirea
lui ωl cu −iE − 0+, corespunde trecerii la funcţiile Green avansate. Importanţa
acestei treceri la funcţiile Green retardate şi avansate în cadrul fizicii statistice a fost
relevată pentru prima dată de N.N. Bogoliubov şi S.V. Tiablikov [50]. Aceşti autori
au scos în evidenţă posibilitatea folosirii proprietăţilor analitice ale funcţiilor Green
retardate şi avansate pentru a fi folosite drept condiţii la limită pentru rezolvarea
ecuaţiilor pentru funcţiile Green cuantice ale mecanicii statistice. Mai târziu această
metodă a fost dezvoltată şi folosită în lucrările lui S.V. Tiablikov [51] şi D.N.Zubarev
[52].
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Funcţia un(z) are proprietăţile

un(z) = −u(z); u(z∗) = u∗(z). (3.34)

Să introducem funcţia

nn(E) =
Nn(E)

Nn
; nn(E) = ±Re

[
un(z)√

u2
n(z)− 1

]

z=E±i0+

=

= ±Im
[

un(z)√
1− u2

n(z)

]

z=E±i0+

(3.35)

şi funcţia asemănătoare

n̄(E) = ±Re
[

1√
u2

n(z)− 1

]

z=E±i0+

= ±Im
[

1√
1− u2

n(z)

]

z=E±i0+

. (3.36)

Funcţiile nn şi n̄n se determină cu ajutorul funcţiilor Green uniparticulă totale
retardate, respectiv avansate,

nn(E) = ∓ 1
π

∫ +∞

−∞
dεnIm

[
GR,A

n (k|z)
]

z=E±i0+

;

n̄n(E) = ∓
∫ +∞

−∞
dεnIm

[
FR,A

n (k|z)
]

z=E±i0+

şi descriu modificarea distribuţiei densităţii de stări electronice ca urmare a restruc-
turării spaţiului fazelor în vecinătatea energiei Fermi a supraconductorilor. Apariţia
gap-ului energetic la suprafaţa Fermi a metalelor supraconductoare duce la repulsia
stărilor electronice din acest domeniu şi îngrămădirea lor deasupra gap-ului energe-
tic. Pentru un supraconductor unibandă pur, densitatea de stări electronice are o
singularitate de tip rădăcină pătrată pentru E = ∆:

n(E) =





E√
E2 −∆2

, E ≥ ∆,

0 , E < ∆.

A.A. Abrikosov şi L.P. Gorkov [27] au arătat că impurităţile magnetice distrug
această limită netă E = ∆ şi ca rezultat apare o altă energie caracteristică. Mărimea
Eg care este noul gap energetic mai mic decât parametrul de ordine ∆, şi densitatea
de stări n(ω) începe de la zero, şi nu cu o singularitate. În imediata vecinătate a lui
Eg avem o densitate de stări n(E) de tip rădăcină pătrată. Conform cu lucrarea[27],
avem

Eg

∆
=

(
1− σ2/3

)3/2

; σ =
~

τs∆
;

n(E) ' 1
σ2/3

√
2
3

E − Eg

∆
; E & Eg.

(3.37)

Pentru calculul unei serii de coeficienţi cinetici este necesar să cunoaştem comporta-
rea lui n(E) pe întreg domeniul din jurul marginii spectrului energetic şi nu numai
la limita acestuia.
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În lucrările lui V.A. Moskalenko şi A.M. Ursu [53, 54] s-a arătat că dacă trecem
de la energia E printr-o transformare de scală a acesteia la mărimea x conform
formulei

E = ∆
(
1− σ2/3x

)3/2

, x ≤ 1, (3.38)

atunci comportarea lui n(E) şi n̄(E) în apropierea lui Eg este următoarea

n(E) =
n0(x)
σ1/3

+ n1(x)σ1/3 + . . . ;

n̄(E) =
n0(x)
σ1/3

+ n̄1(x)σ1/3 + . . . ;
(3.39)

n0(x) =
√

3
4

(
V 2(x)− u2(x)

)
, x ≤ 1;

u(x) =
(
− 1 +

√
1− x3

)1/3

,

V (x) =
[
− 1−

√
1− x3

]1/3

.

(3.40)

Pentru x, apropiat de unitate, funcţia n0(x) are forma n0(0) ' √
1− x. Înlocuind

pe (1 − x) cu
2
3

(E − Eg)
∆σ2/3

, obţinem formula (3.37) în imediata vecinătate a lui Eg.
Totuşi formula (3.39) este aplicabilă într-un interval mult mai larg de energii, decât
(3.37). Deşi lărgimea intervalului nu este mare şi are ordinul de mărime ∆σ2/3

(pentru σ ¿ 1), contribuţia integrală a funcţiei de forma n2(E) în acest domeniu
va fi de ordinul unităţii fiind de acelaşi ordin de mărime ca şi restul intervalului.
Descrierea detaliată a comportării funcţiilor n(E), n̄(E) şi a altora pe întregul
interval energetic, atât pentru supraconductorii unibandă cât şi cei bibandă poate
fi găsită în lucrarea [55]. După aceste observaţii să ne întoarcem la supraconductorii
bibandă.

Continuarea analitică a formulelor (3.16) şi (3.17) are forma

u1 + α1
u1 − u2√

1− u2
2

=
E

∆1
; u2 + α2

u2 − u1√
1− u2

1

=
E

∆2
, (3.41)

şi

u1(E) =
E

∆1
+

β11u1√
1− u2

1

+
β12u1√
1− u2

2

+
α1(u1 − u2)√

1− u2
2

;

u2(E) =
E

∆2
+

β22u2√
1− u2

2

+
β21u2√
1− u2

1

+
α2(u1 − u2)√

1− u2
1

.

(3.42)

Să studiem mai întâi cazul impurităţilor nemagnetice. Să facem în (3.41) schim-
barea de variabilă

un = ch (zn) = ch (xn + iyn). (3.43)

Atunci densitatea de stări electronice va fi

nn(E) =
sh (2xn)

ch (2xn)− cos(2yn)
. (3.44)
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Mărimile xn şi yn satisfac ecuaţiile

E

∆1
= cos y1chx1 +

α1

ch (2x2)− cos(2y2)

[
2 sin y2 cos y1chx2chx1−

−2 cos y2 sin y1shx1shx2 − sin(2y2)
]
;

sin y1shx1 +
α1

ch (2x2)− cos(2y2)

[
2 cos y2 cos y1shx2chx1+

+2 sin y1 sin y2chx2shx1 − sh (2x2)
]

= 0.

(3.45)

La aceste două ecuaţii trebuie să adăugăm încă două care se obţin din acestea
prin schimbarea indicilor de bandă. Densitatea de stări este diferită de zero numai
pentru xn 6= 0. Se vede uşor că pentru αn 6= 0 tinderea la zero a lui x1 pentru una
din benzi duce la anularea lui x2 pentru a doua bandă. În acest fel, chiar pentru o
difuzie oricât de slabă interbandă, în ambele benzi apar în acelaşi timp densităţi de
stări diferite de zero, şi cu toate că banda interzisă supraconductoare este aceeaşi
pentru ambele benzi, parametrii de ordine ∆n sunt diferiţi. După cum se va vedea
în cele ce urmează, la concentraţii mici ale impurităţilor gap-ul supraconductor
Eg este apropiat de cel mai mic dintre cele două gap-uri ∆n a celor două benzi.
Densitatea de stări electronice, deşi începe la aceeaşi energie pentru ambele benzi,
ea urmează variaţii diferite în fiecare bandă. Definim gap-ul energetic ca energia
maximă pentru care densitatea de stări Ñn(E) este încă nulă. Prin urmare, punând
în (3.45) E = Eg şi xn = 0, obţinem ecuaţia necesară pentru determinarea lui Eg:

Eg

∆1
= cos y1 +

α1(cos y1 − cos y2)
sin y2

;

Eg

∆2
= cos y2 +

α2(cos y2 − cos y1)
sin y1

.

(3.46)

La acestea trebuie adăugată condiţia de maxim a lui Eg:

dEg

dy1
= 0. (3.47)

Această condiţie are forma

(α1 + sin y2)(α2 + sin y1) = α1α2
(1− cos y1 cos y2)2

sin2 y1 sin2 y2

. (3.48)

Din cele trei ecuaţii (3.46) şi (3.48) se determină trei mărimi Eg, y1 şi y2. So-
luţia analitică este posibilă numai în cazurile limită al valorilor mici şi mari ale
parametrilor interbandă αn. Pentru αn mic obţinem

Eg ' ∆̄2 +
~

2τ21

√
z̄ − 1
z̄ + 1

, z̄ =
∆̄1

∆̄2
> 1;

Eg ' ∆̄1 +
~

2τ12

√
1− z̄

1 + z̄
, z̄ > 1.

(3.49)
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În acest fel, la concentraţii mici de impurităţi gap-ul energetic este ceva mai mare
decât cel mai mic dintre cei doi parametri de ordine ∆̄1 şi ∆̄2; dependenţa pa-
rametrilor de ordine de concentraţia de impurităţi a fost examinată în secţiunea
precedentă. Pentru valori mari ale lui αn (αn À 1), parametrii yn devin cantităţi
mici de ordinul lui α

−1/3
n şi se deosebesc unul de altul printr-o mărime de ordinul

lui α−1
n . În acest caz avem

Eg = E0

(
1− σ2/3 − . . .

)3/2

, (3.50)

unde

E0 = ∆̄1∆̄2
α1 + α2

∆̄1α1 + ∆̄2
=

N1∆̄1 + N2∆̄2

N1 + N2
;

σ =
α1α2(1− z̄)2

(α1 + α2)(α2 + α1z̄)2
¿ 1.

(3.51)

Ultima egalitate s-a obţinut pe baza proprietăţii τ12/τ21 = N1/N2. Din (3.50)
rezultă că, în limita concentraţiei mari de impurităţi gap-ul energetic este egal cu
valoarea medie a parametrilor de ordine. În afară de cele două cazuri discutate există
şi o situaţie intermediară când α1 ' 1, α2 ¿ 1. Într-adevăr, dacă suprapunerea
benzilor în metalele de tranziţie se datoreşte unei acoperiri dintre o bandă s largă şi
una d îngustă, atunci densitatea de stări a benzii înguste (n = 2) N2 este mult mai
mare decât densitatea de stări a benzii largi N1. În acest caz parametrul de ordine
∆̄2 este mult mai mare decât parametrul de ordine ∆̄1, iar raportul parametrilor
α1 şi α2 poate fi mult mai mare decât unitatea:

α1

α2
=

∆̄2τ21

∆̄1τ12
=

N2

N1

∆̄2

∆̄1
À 1. (3.52)

Să examinăm calculul gap-ului energetic pentru α2 ¿ 1, α1 ∼ 1 şi z̄ < 1. În
acest caz obţinem [55]

Eg = ∆̄1W0 + O(α2/3
2 ), (3.53)

unde W0 se determină din ecuaţia

W0 = 1 + α1

√
1− z̄W0

1 + z̄W0
. (3.54)

Să trecem acum la calculul densităţii electronice de stări pe baza definiţiilor
(3.36) şi (3.41). Pentru αn ¿ 1 şi z̄ < 1 gap-ul energetic este dat de a doua din
expresiile (3.49). Trecând la altă variabilă energetică x prin transformarea de scală
dată de formula

E = ∆̄1

[
1 + α1

√
1− z̄

1 + z̄
− 3

2
x(α1α2)2/3 (1− z̄)1/3

1 + z̄
+ . . .

]
(3.55)
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ne permite, după cum s-a arătat în lucrările [55]-[57], să obţinem în vecinătatea lui
Eg următoarele expresii:

n1(E) =
n0(x)
σ1/3

+ O

(
1

σ1/6

)
;

n2(E) =
α2n0(x)

σ1/3(1− z̄)1/2(1 + z̄)3/2
;

σ =
α1α2(1− z̄)1/2

(1 + z̄)3/2
¿ 1.

(3.56)

Aici n0(x) este determinat din formula (3.40).
Aceasta înseamnă că, în scara obişnuită de energie în apropierea lui Eg avem

n1(E) ' 1
σ2/3

√
2
3

(E − E0)
∆̄1

;

n2(E) ' α2

σ2/3(1− z̄)1/2(1 + z̄)3/2

√
2
3

(E − E0)
∆̄1

.

(3.57)

Ambele densităţi de stări încep să crescă de la E = Eg, dar variaţia lor este diferită,
deoarece n1(E) în apropierea lui Eg creşte puternic, atingând un maxim în domeniul
de margine a spectrului, după care scade spre energii mari, în timp ce n2(E) rămâne
o cantitate mică (α2 ¿ 1). În schimb, în vecinătatea lui E ∼ ∆̄2 cea mai mare
valoare o are funcţia n2(E), în timp ce n1(E) este apropiată de valoarea care s-
ar obţine din formula E/

√
E2 − ∆̄2

1. Calculele făcute în lucrările [55]-[57] dau
următoarele valori în acest domeniu E ∼ ∆̄2:

n1(ω) =
1√

1− z̄2

[
1 + O

(
α1√
α2

)]

n2(ω) =
(

1 + z̄

1− z̄

)1/4 1

2α
1/2
2

√
x +

√
1 + x2

√
1 + x2

+ O

(
α1√
α2

)
.

(3.58)

Pentru aceasta x se determină din relaţia

E ' ∆̄2

[
1 + α2

√
1− z̄

1 + z̄
x

]
(3.59)

În acest fel, la concentraţii mici de impurităţi densitatăţile de stări deşi încep de la
E = Eg, totuşi comportarea lor este diferită în întregul domeniu de energii. Fiecare
densitate îşi atinge maximul în apropierea parametrului de ordine corespunzător.
La energii mari aceste densităţi se apropie de valorile E/

√
E2 − ∆̄2

n.
Cu totul altfel se comportă densităţile de stări la concentraţii mari de impurităţi

când αn À 1. În acest caz calculele se bazează pe introducerea unei noi scări pentru
energie x, conform formulei

E = E0

[
1− 3

2
xσ2/3 + . . .

]
,
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unde E0 şi parametrul mic σ sunt daţi de formulele (3.51). În vecinătatea examinată
a lui Eg densitatea de stări are forma

nn(E) =
n0(x)
σ1/3

+ O(σ1/3). (3.60)

În vecinătatea imediată a lui Eg această formulă dă

nn(E) ' 1
σ2/3

√
2
3

E − E0

E0
. (3.61)

Deosebirea diferitelor densităţi nn(E) între ele se manifestă numai la termeni mici
de ordinul σ1/3.

În acest fel, la concentraţii mari ale impurităţilor nemagnetice, funcţiile densi-
tate de stări încep simultan să crească de la energia Eg şi cresc rapid până la o
valoare maximă, atinsă în apropierea lui Eg. Pentru valori ale energiei, suficient de
depărtate de Eg, ambele funcţii nn(E) se pot aproxima prin formula

nn(E) ' E√
E2

1 − E2
0

. (3.62)

Detalii privind aceste calcule pot fi găsite în lucrările [55]-[57].
Particularitatea generală a comportării densităţilor de stări în apropierea lui Eg

constă în aceea că, contribuţia principală la aceste mărimi o dă funcţia de forma
n0(x)/σ1/3, unde n0(x) este determinat din formula (3.40). Introducerea energiei
adimensionale x şi a parametrului adimensional mic σ depinde de particularitatea
concretă a problemei. Metoda de calcul a funcţiilor nn(E) la începutul spectrului
constă, în acest fel, în separarea comportării singulare a lui n0(x)σ−1/3 pentru σ ≥ 0
şi apoi dezvoltarea în serie în raport cu parametrul mic σ.

Să trecem la cazul impurităţilor paramagnetice [48, 58]. În acest caz, gap-ul
energetic Eg se obţine din soluţia următorului sistem de trei ecuaţii (un = cos yn):

Eg

∆̄1
= u1 − u1β11√

1− u2
1

+
α1(u1 − u2)√

1− u2
2

− β12u1√
1− u2

2

;

Eg

∆̄2
= u2 − u2β22√

1− u2
2

− α2(u2 − u1)√
1− u2

1

− β21u2√
1− u2

1

;

[
1− β11

(1− u2
1)3/2

+
α1 − β12√

1− u2
2

][
1− β22

(1− u2
2)3/2

+
α2 − β21√

1− u2
1

]
;

= [α1(1− u1u2) + β12u1u2][α2(1− u1u2)+

+β21u1u2](1− u2
1)
−3/2(1− u2

2)(1− u2
2)
−3/2.

(3.63)

Particularitatea impurităţilor magnetice atât în cazul bibandă cât şi unibandă con-
stă în aceea că ele pot anula gap-ul energetic, şi mai departe cu creşterea concen-
traţiei chiar starea supraconductoare, adică să anuleze chiar parametrii de ordine şi
temperatura critică.
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Prima concentraţie critică, pentru care se anulează gap-ul Eg şi apare starea
supraconductoare fără gap (gapless superconductivity), se determină din condiţia

(1− β11 − β12 + α1)(1− β22 − β21 + α2) = α1α2, (3.64)

care rezultă din sistemul (3.62), dacă punem în el Eg = 0 şi un = 0. Condiţia de
dispariţie a gap-ului energetic a fost obţinută de L. Z. Kon şi V.M. Moskalenko în
lucrările [48, 55], iar condiţia de dispariţie a stării supraconductoare în lucrarea [37].
La concentraţii mici ale impurităţilor paramagnetice în sensul îndeplinirii inegalită-
ţilor βnm ¿ 1, αn ¿ 1 şi presupunând că ∆̄1 < ∆̄2 pentru gap-ul supraconductor
obţinem [48, 55]

Eg = ∆̄1

{
1− 3

2
σ2/3 + ᾱ1

√
1− z̄

1 + z̄
+ . . .

}
, (3.65)

unde

σ = β11 +
(1− z̄)2

(1− z̄)2

3/2

α̃1ᾱ2; ᾱ1 = α1 − β12

1− z̄
;

ᾱ2 = α2 +
β[21]z̄
1− z̄

; α̃1 = α1 +
β12z̄

1− z̄
; α̃2 = α2 − β21

1− z̄
.

(3.66)

Pentru determinarea densităţii de stări electronice în vecinătatea lui Eg intro-
ducem energia adimensională x conform formulei

E ' ∆̄1

[
1− 3

2
σ2/3x + ᾱ1

√
1− z̄

1 + z̄

]
. (3.67)

Atunci pentru n1(E) rezultă

n1(E) ' n0(E)
σ1/3

+ O(σ−1/6). (3.68)

Mărimea n2(E) în acest domeniu de energii are forma

n2(E) ' ᾱ2(1− z̄)
σ1/3(1− z̄2)3/2

n0(x). (3.69)

Să examinăm acum domeniul supraconductorului fără gap. În acest caz densi-
tatea de stări devine

nn(E) ' 1 +
1
2
Re

(
1

u
(0)
n

)2

, (3.70)

unde

u
(0)
1 (E) =

E2

∆̄1∆̄2
+ i

E

∆̄2
δ1 − δ

E

∆2 + iψ1

ψ1 = α1 + α2 + β22 − β12; δ1 = α1 + β11 +
α2 + β22

z̄
;

δ = β11β22 − β12β21 + α1(β22 + β21) + α2(β11 + β12).

(3.71)
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Schimbarea indicilor de bandă ne permite ca din u
(0)
1 să obţinem expresia lui u

(0)
2 .

De aici [52]

n1(E) ' 1 +
1
2

[
E4

∆̄2
1∆̄

2
2

+ 4
E2

∆̄1∆̄2
+ δ2

]−2

×

×
[

E6
1

∆̄2
1∆̄

4
2

+
E4

∆̄2
1∆̄

2
2

ϕ1 +
E2

∆̄1∆̄2
χ1 − ϕ2

1δ
2

]
,

(3.72)

unde

ϕ = z̄δ2
1 − 2δ; ϕ1 = 2z̄(δ1ψ1 − δ)− (ψ1 − z̄δ1)2;

χ1 = 2(ψ1 − z̄δ1)δψ1 + z̄(δ1ψ1 − δ)2.

În particular, avem

n1(0) ' 1− 1
2

(
ψ1

δ

)2

. (3.73)

La energii mari

n1(E) ' 1 +
1
2

(
∆̄1

E

)2

. (3.74)

Mărimea n2(E) se obţine din formulele de mai sus prin schimbarea obişnuită a
indicilor de bandă.

Să trecem acum la calculul căldurii specifice electronice la temperaturi joase. În
acest scop vom pleca de la reprezentarea gazului de cvaziparticule independente.
Pentru aceasta vom folosi expresia entropiei electronilor din metal dată de formula
(1.22)

S = −2kB

∑
m

∑

k

{
fm(k) ln fm(k) +

(
1− fm(k)

)
ln

(
1− fm(k)

)}
,

unde fm(k) este funcţia de distribuţie Fermi a electronilor din banda m cu impulsul
k. În locul acestei expresii putem folosi expresia dată în lucrarea [29],

S = −2kB

∫ ∞

−∞
dE

∑
m

Ñm(E)
[
f(E) ln f(E) +

(
1− f(E)

)
ln

(
1− f(E)

)]
(3.75)

unde f(E) este aceeaşi funcţie de distribuţie Fermi; Ñn(E) este densitatea stărilor
electronice determinată de formula (3.32).

La temperaturi, apropiate de zero, formula (3.75) poate fi simplificată. Păstrând
contribuţiile principale şi considerând că densitatea de stări este diferită de zero
pentru energii E > Eg, obţinem

S ' 4kB

∑
m

∫ ∞

Eg

Nm(E)e−βE(1 + βE)dE. (3.76)

Expresia (3.76) este aplicabilă la supraconductorii cu gap în domeniul tempera-
turilor în care βEg À 1. Substituim în această expresie valoarea aproximativă a
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densităţii electronice de stări, obţinută mai sus în cazurile limită a concentraţiilor
mari şi mici de impurităţi nemagnetice. În primul caz (αn À 1) pe baza formulei
(3.61) avem

S ' 2

√
2π

3
kB

N1 + N2

β1/2E
5/6
g

e−βEg

(
∆̄1∆̄2

∆̄1 − ∆̄2

)4/3

×

× (α1 + α2)2

(α1α2)2/3

(
1 +

5
)
2βEg

) (3.77)

de aici se obţine căldura specifică electronică pentru T → 0

C ' 2

√
2πkB

3T
(N1 + N2)E1/6

g e−βEg

(
∆̄1∆̄2

∆̄1 − ∆̄2

)4/3 (α1 + α2)2

α1α2
)2/3. (3.78)

Aici Eg se determină din formula (3.50).
În cazul concentraţiei mici de impurităţi nemagnetice în expresia (3.76) este

necesar să substituim (3.55) şi (3.56). Pentru ∆̄1 < ∆̄2 pe baza formulei (3.57)
avem (αn ¿ 1)

S ' 2
√

2π

3β
kBEge

−βEg
N1(1 + z̄)√

∆̄1 (α1α2)2/3(1− z̄)1/3
, (3.79)

de unde

C ' 2

√
2π

3
kB

E2
gβ1/2e−βEgN1(1 + z̄)

(α1α2)2/3
√

∆̄1(1− z̄)1/3
. (3.80)

Expresii analoage se obţin fără dificultate pentru concentraţii mici ale impuri-
tăţilor magnetice. Totuşi aici vom da numai un exemplu de influenţa impurităţilor
paramagnetice asupra căldurii specifice electronice în cazul în care se realizează su-
praconductivitatea fără bandă interzisă (gapless superconductivity). În acest caz nu
există un mecanism de activare pentru excitarea cvaziparticulelor şi, de aceea, căl-
dura specifică este asemănătoare cu cea a unui metal normal. Într-adevăr, obţinem
în acest caz [48]

C =
2π2

3
T

{
N1

[
1− 1

2

(
a1 + b1

b1b2 − a1a2

)2
]

+

+ N2

[
1− 1

2

(
a2 + b2

b1b2 − a1a2

)2
] }

,

(3.81)

unde

a1 =
~

2χ12∆̄1
= α1 − β12; bn = αn + βnn;

a2 =
~

2χ21∆̄2
= α2 − β21.

În cazul unei singure benzi, acest rezultat este în concordanţă cu cel din lucrarea
[27].

Să trecem la cercetarea proprietăţilor termodinamice ale sistemului în vecinăta-
tea temperaturii critice Tc.
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3.4 Termodinamica aliajelor bibandă în apropierea
lui Tc

Pentru cercetarea proprietăţilor termodinamice ale supraconductorilor bibandă
cu impurităţi nemagnetice în apropierea lui Tc folosim expresia pentru diferenţa
potenţialelor termodinamice în acest domeniu de temperaturi, obţinută de V.A.
Moskalenko, L.Z. Kon şi M.K. Kolpajiu [59]-[61],

Ψ−Ψn

V
= − 1

2

∑
m,n

m1,n1

B(mm1|nn1)∆̄m∆̄m1∆̄n∆̄n1 . (3.82)

Aici, ca şi mai sus, parametrii de ordine se consideră reali. Coeficienţii B au pro-
prietăţile de simetrie următoare:

B(mm1|nn1) = B(n1n|mm1) = B(nn1|m1m.)

Aceasta înseamnă că din cei 16 coeficienţi B trebuie să calculăm numai şase mărimi:
B(11|11), B(11|12), B(11|22), B(12|12), B(12|22), B(22|22). De fapt este suficient
să calculăm patru coeficienţi (de exemplu, primii patru) şi apoi ultimii doi pot fi
obţinuţi prin permutatrea indicilor de bandă. În (3.82) trebuie să substituim valorile
parametrilor de ordine ∆̄n, determinaţi în apropierea temperaturii critice Tc.

Pentru efectuarea acestor calcule să ne întoarcem la ecuaţiile (3.14) şi (3.16)
şi să considerăm că în apropierea lui Tc mărimile ∆̄n sunt mici, iar parametrii
ūn(ωl) sunt mari. Ca aproximaţie de zero pentru mărimile ūn în cazul impurităţilor
nemagnetice poate servi formula (3.19) pentru ū1 şi expresia analoagă pentru ū2.
Atunci soluţia ecuaţiei (3.16) poate fi scrisă sub forma

ūn(ωl) = ũn(ωl) + u′n.

Pe baza acestor ecuaţii obţinem pentru u′n

u′1 =
α1

2ũ2
2

|ũ1|+ α2

(
1− ũ2

ũ1

)

|ũ2|+ α1 + +α2

ũ2

ũ1

(
1− ũ2

ũ1

)
(3.83)

şi o expresie analoagă pentru u′2, care se deduce din cea de mai sus prin schimbarea
indicilor de bandă.

Pe baza acestor aproximaţii ecuaţia (3.14) capătă forma

∆̄n =
∑
m

VnmNm∆̄m
π

β

∑
ωl

1
|ωl| +

∑
m

VnmNm
π

β

∑
ωl

[
1
|ũm|−

− ∆̄m

|ωl| −
1
|ũm|

(
u′m
|ũm| +

1
2ũ2

m

)]
,

(3.84)

unde, ca şi în cap.1, trebuie să folosim relaţia

π

β

∑
ωl

1
|ωl| = ln

(
2γE

π
β~ωm

)
= ξm.
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Pe baza lui (3.19) avem

π

β

∑
ωl

[
1

|ũ1(ωl)| −
∆̄1

|ωl|
]

=
~

2τ12

β(∆̄2 − ∆̄1)
%π

[
ψ

(
1 + %

2

)
− ψ

(
1
2

)]
, (3.85)

unde
% = %1 + %2; %1 =

~β
2πτ12

; %2 =
~β

2πτ21
. (3.86)

Calculul termenilor următori din partea dreaptă a lui (3.84) dă

β

π

∑
ωl

1
2 |ũ1 (ωl)|3

=
β2

π2
∆̄3

{
7ζ (3)

8

[
1 +

%1

%

(
1
z̄
− 1

)]3

−3π2

8
%1

%2

(
1
z̄
− 1

)[
1 +

%1

%

(
1
z̄
− 1

)]2

+
3
2

%1

%3

(
1
z̄
− 1

)
×

×
[
1 +

%1

%

(
1
z̄
− 1

)] [
1 +

2%1

%

(
1
z̄
− 1

)][
ψ

(
1 + %

2

)
− ψ

(
1
2

)]
−

−3
2

%2
1

%3

(
1
z̄
− 1

)2 [
1 +

%1

%

(
1
z̄
− 1

)]
d

d%
ψ

(
1 + %

2

)
+

+
%3
1

4%3

(
1
z̄
− 1

)3
d2

d%2
ψ

(
1 + %

2

)}
,

(3.87)

şi de asemenea

π

β

∑
ωl

u′1
ũ2

1

= ∆̄2
2

(
∆̄2 − ∆̄1

)
%1

β2

π2

{
π2

8%2
− 1

%3

[
ψ

(
1 + %

2

)
− ψ

(
1
2

)]
+

+
1

2%2

d

d%
ψ

(
1 + %

2

)
− %2

%
(1− z̄)2

[
π2

8%
− 3

2%2

(
ψ

(
1 + %

2

)
− ψ

(
1
2

))
+

+
1
%

d

d%
ψ

(
1 + %

2

)
− 1

4
d2

d%2
ψ

(
1 + %

2

) ]
+ %1%2 (1− z̄)2

[
π2

8%4
−

− 2
%5

(
ψ

(
1 + %

2

)
− ψ

(
1
2

))
+

3
2%4

d

d%
ψ

(
1 + %

2

)
− 1

2%3

d2

d%2
ψ

(
1 + %

2

)
+

+
1

12%2

d3

d%3
ψ

(
1 + %

2

)]}
.

(3.88)

Expresiile de mai sus sunt destul de complicate pentru ca pe baza lor să putem
face calcule ulterioare. Să simplificăm aceste formule pentru cazurile limită ale
concentraţiilor de impurităţi nemagnetice mari (%n À 1) şi mici (%n ¿ 1). Înainte
de a trece la aceste simplificări, să reamintim egalităţile

%1

%
=

N2

N1 + N2
;

%2

%
=

N1

N1 + N2
;

∆̄1

[
1 +

%1

%

(
1
z̄

)]
=

N1∆̄1 + N2∆̄2

N1 + N2
≡ ∆̄.

(3.89)
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În limita concentraţiilor mari de impurităţi (%n À 1) ecuaţia (3.84) capătă forma

∆̄n −
∑
m

VnmNm∆̄m ln
(

2γE

π
β~ωm

)
=

= Vn1N1

[
N2

N1 + N2
(∆̄2 − ∆̄1) ln(2γE%)− 7ζ(3)

8
β2

π2
∆̄3

]
+

+ Vn2N2

[
N1

N1 + N2
(∆̄1 − ∆̄2) ln(2γE%)− 7ζ(3)

8
β2

π2
∆̄3

]
.

(3.90)

Particularitatea caracteristică a ecuaţiei (3.90) este prezenţa parametrului de ordine
mediu ∆̄.

În limita concentraţiilor mici de impurităţi nemagnetice (αn ¿ 1) sunt posibile
de asemenea simplificări importante:

∆̄n −
∑
m

VnmNm∆̄m ln
(

2γE

π
β~ωm

)
=

= VmN1

[
π2

4
%1

(
∆̄2 − ∆̄1

)− π2

96
β2%1∆̄2

2

(
∆̄2 − ∆̄1

)−

−7ζ (3)
8π2

β2∆̄3
1

(
1 +

π4%1

(
∆̄2 − ∆̄1

)

28ζ (3) ∆̄1

)]
+

+Vn2N2

[
π2

4
%2

(
∆̄1 − ∆̄2

)− π2

96
β2%2∆̄2

1

(
∆̄1 − ∆̄2

)−

−7ζ (3)
8π2

β2∆̄3
2

(
1 +

π4%2

(
∆̄1 − ∆̄2

)

28ζ (3) ∆̄2

)]
.

(3.91)

Pentru calculele următoare, bazate pe ecuaţiile (3.90) şi (3.91), facem dezvolta-
rea în serie a mărimii ∆̄ şi în vecinătatea temperaturii critice Tc vom scrie

∆̄n(T ) = C̄nt1/2 + C̄ ′nt3/2 + . . . , t = 1− T

Tc
.

În limita concentraţiilor mari de impurităţi funcţiile C̄n şi C̄ ′n se dtermină din apro-
ximaţia de zero

C̄n

[
1− V11N1ζ

c
1 +

N1N2

N1 + N2
(V11 − V21) ln(2γE%c)

]
−

−C̄2

[
V21N2ζ

c
2 +

N1N2

N1 + N2
(V11 − V21) ln(2γE%c)

]
= 0

(3.92)
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şi aproximaţia de ordinul întâi

C̄ ′1

[
1− V11N1ζ

c
1 +

N1N2

N1 + N2
(V11 − V21) ln(2γE%c)

]
−

−C̄ ′2

[
V21N2ζ

c
2 +

N1N2

N1 + N2
(V11 − V21) ln(2γE%c)

]
=

=
N1N2

N1 + N2
(V21 − V11)(C̄1 − C̄2) + V11N1C̄1 + V21N2C̄2−

−7ζ(3)
8

β2
c

π2
(V11N1 + V21N2)C̄3,

(3.93)

unde

%c = %(T = Tc), %c
n = %n(T = Tc); ζc

n = ln
[
2γE

π
βc~ωn

]
.

La aceste ecuaţii trebuie să adăugăm încă două cu schimbarea indicilor de bandă.
Mărimea C̄ din (3.93) se calculează din C̄n după regula prin care s-a calculat ∆̄ în
(3.89).

Se vede uşor că (3.92) este un caz particular al ecuaţiei de forma

C̄1

[
1− V11N1ζ

c
1 +

N1N2

N1 + N2
(V11 − V21)

(
ψ

(
1 + %c

2

)
− ψ

(
1
2

))]
−

−C̄2

[
V21N2ζ2 − N1N2

N1 + N2
(V11 − V21)

(
ψ

(
1 + %c

2

)
− ψ

(
1
2

))]
= 0,

(3.94)

în care mărimea %c se presupune mult mai mare decât unitatea (%c À 1). Ecuaţia
pentru C̄2 se obţine prin schimbarea indicilor de bandă. La rândul său ecuaţia (3.94)
este un caz particular al ecuaţiei (2.84), dedusă pentru cazul mai general al impu-
rităţilor paramagnetice. În acest fel, ecuaţia pentru C̄n determină (în concordanţă
cu rezultatele din capitolul precedent) temperatura critică a supraconductorului cu
impurităţi nemagnetice, şi de asemenea raportul z̄c = C̄1/C̄2:

1
z̄c

=
{

1− V11N1ζ1 +
N1N2

N1 + N2
(V11 − V21)

[
ψ

(
1 + %c

2

)
− ψ

(
1
2

)]}
×

×
{

V21N2ζ2 +
N1N2

N1 + N2
(V11 − V21)

[
ψ

(
1 + %c

2

)
− ψ

(
1
2

)]}−1

.

(3.95)

În limita legăturii slabe termenii care provin de la impurităţi pot fi omişi, şi în
acst caz raportul z̄c coincide cu relaţia corespunzătoare (1.19) pentru metalul pur.
Diferenţa constă numai în faptul că acum mărimea βc depinde de concentraţia de
impurităţi.

Pentru a determina complet mărimea C̄n, trebuie să ne întoarcem la sistemul
neomogen de ecuaţii (3.93). Din condţia de compatibilitate a sistemului găsim C̄n

(%n À 1):

C̄2
n =

8
7ζ(3)

π2

β2
c

, % À 1. (3.96)
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Formula (3.96) ca formă coincide cu expresia corespunzătoare pentru substanţa
unibandă pură. Totuşi în cazul de faţă mărimea Tc se referă la aliajul bibandă
"impur" cu impurităţi nemagnetice.

Rezultatul (3.96) are caracterul de teoremă de corespondenţă, deoarece ne arată
că pentru o concentraţie de impurităţi nemagnetice suficient de mare, când benzile
încă nu se suprapun, în sistemul bibandă apar trăsături unibandă caracteristice cu
o densitate de stări relativă nn(E) = [Ñn(E)]/Nn şi parametrul de ordine comun
∆̄, deşi temperatura critică Tc este determinată pe baza modelului bibandă.

Să trecem la determinarea parametrilor C̄n în cazul concentraţiei mici de impu-
rităţi. În acest caz sistemul de ecuaţii, obţinut din (3.91), determină Tc şi raportul
z̄ = C̄1/C̄2. Ambele mărimi au fost deja studiate în capitolul precedent, iar z̄c în
aproximaţia legăturii slabe este egal cu zc. Din acest motiv este necesar să exa-
minăm sistemul neomogen pentru coeficienţii C̄ ′n în această limită de concentraţii.
Una din ecuaţiile acestui sistem are forma

C̄ ′1

[
1− V11N1ζ1 +

π2

4
N1N2

N1 + N2
ρc (V11 − V21)

]
−

−C̄ ′2

[
V21N2ζ2 +

π2

4
N1N2

N1 + N2
(V11 − V21)

]
= V11N1C̄1 + V21N2C̄2−

−π2

4
ρc

N1N2

N1 + N2
(V11 − V21)

(
C̄1 − C̄2

)−
7ζ (3)

8
β2

c

π2

(
V11N1C̄

3
1 + V21N2C̄

3
2

)−

−π2

32
β2

c ρc
N1N2

N1 + N2

(
C̄2 − C̄1

) (
V11C̄

2
1 − V21C̄

2
2

)−

−π2

96
β2

c ρc
N1N2

N1 + N2

(
C̄2 − C̄1

) (
V11C̄

2
2 − V21C̄

2
1

)
.

(3.97)

A doua ecuaţie se obţine în mod asemănător.

Din condiţia de compatibilitate a acestui sistem liniar şi neomogen de ecuaţii
pentru parametrii C̄ ′n rezultă

{
C̄1

[
1− 7ζ (3)

8
β2

c

π2
C̄2

1

]
− π2

4
N2ρc

(
C̄1 − C̄2

)

N1 + N2

[
1− β2

c

24
(
3C̄2

1 + C̄2
2

)]
}
×

× (V11N1 − aρ2) + V21N2

{
C̄2

[
1− 7ζ (3)

8
β2

c

π2
C̄2

2

]
− π2

4
N2ρc

(
C̄2 − C̄1

)

N1 + N2
×

×
[
1− β2

c

24
(
3C̄2

2 + C̄2
1

)] }
= 0.

(3.98)

A doua ecuaţie cu indicii de bandă schimbaţi pentru determinarea lui Tc este echi-
valentă cu cea de mai sus.
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Folosind definiţia lui z̄c, obţinem

C̄2
1 =

(
π

βc

)2 8
7ζ (3)

N1 + N2/z̄2
c

N1 + N2/z̄4
c

[
1− π2ρc

4
N1N2 (1− 1/z̄c)

2

(N1 + N2) (N1 + N2/z̄2
c )

+

+
8

7ζ (3)
π4

96
ρc

N1N2 (1− 1/z̄c)
2 (

3 + 3/z̄2
c + 2/z̄c

)

(N1 + N2) (N1 + N2/z̄4
c )

]
.

(3.99)

Această egalitate împreună cu cu definiţia lui z̄c rezolvă problema calculului lui C̄n

în aproximaţia concentraţiei mici de impurităţi nemagnetice.
După aceste calcule să ne întoarcem la determinarea potenţialului termodinamic

al supraconductorului cu impurităţi nemagnetice. Substituind în (3.82) dezvoltarea
în serie a lui ∆̄n după t, avem

Ψ−Ψn

V
= − t2

2

∑
n,m

n1,m1

B(mm1|nn1)C̄mC̄m1C̄nC̄n1 . (3.100)

Pe baza proprietăţilor coeficienţilor B putem scrie

Ψ−Ψn

V
= − t2

2

[
B(11|11)C̄4

1 + B(22|22)C̄4
2+

+ 4B(11|12)C̄3
1 C̄2 + 4B(12|22)C̄1C̄

3
2+

+ 2
(
2B(12|12) + B(11|22)

)
C̄2

1 C̄2
2

]
.

(3.101)

Calculul detaliat al coeficienţilor B pentru un sistem cu impurităţi nemagnetice au
fost făcute de L.Z. Kon şi M.K. Kolpajiu [60, 61].

La concentraţii mari de impurităţi (%n À 1) aceşti coeficienţi sunt egali cu

B(mm1|nn1) =
7ζ(3)
16

(
β

π

)2
NmNm1NnNn1

(N1 + N2)3
. (3.102)

La concentraţii mici sunt valabile aproximaţiile (%n ¿ 1)

B(11|11) =
7ζ(3)

8

(
β

π

)2

N1 − π2

32
N1N2

N1 + N2
β2% + O(%2);

B(11|12) =
π2

96
N1N2

N1 + N2
β2% + O(%2);

B(12|12) ' − π

192
N1N2

N1 + N2
β2% + O(%2);

B(11|22) ' O(%2).

(3.103)

Pe baza ecuaţiilor (3.101) şi (3.102) în cazul concentraţiei mari de impurităţi nemag-
netice obţinem următoarea expresie pentru diferenţa potenţialelor termodinamice
în apropierea lui Tc:

Ψ−Ψn

V
' −7ζ(3)

16

(
β

π

)2

t2(N1 + N2)C̄n. (3.104)
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Substituind aici valoarea găsită pentru C̄, avem

Ψ−Ψn

V
= −H2

c (T )
8π

= − 4
7ζ(3)

(
β

π

)2

(N1 + N2)t2. (3.105)

De aici găsim pentru saltul căldurii specifice în punctul critic

(C − Cn)c =
8π2

7βc

N1 + N2

ζ(3)
. (3.106)

Expresia obţinută coincide ca formă cu formula corespunzătoare pentru substan-
ţele pure unibandă cu diferenţa că mărimea βc se determină în cadrul sistemului
bibandă (vezi Cap.2), iar în locul densităţii de stări pentru o singură bandă intră
densitatea de stări totală a ambelor benzi.

În sfârşit, să examinăm determinarea potenţialului termodinamic în vecinătatea
lui Tc în cazul concentraţiei mici de impurităţi. Calculele se fac în aproximaţia
liniară în raport cu concentraţia de impurităţi. Pentru aceasta substituim formulele
(3.103) şi (3.99) în (3.101). Ca rezultat obţinem

Ψ−Ψn

V
= −t2[Λ0 − Λ1], (3.107)

unde

Λ0 =
4

7ζ(3)

(
π

βc

)2
N1 + N2/z̄2

c

N1 + N2/z̄4
c

;

Λ1 =
2π4

7β2
c ζ(3)

N1N2

N1 + N2
%c

(
1− 1

z̄c

)2(
N1 +

N2

z̄2
c

)
×

×
(

N1 +
N2

z̄4
c

)−1[(
N1 +

N2

z̄4
c

)
+

π2

2

(
4

7ζ(3)
− 1

)
×

×
(

3 +
3
z̄2
c

+
2
z̄c

)(
N1 + N2/z̄2

c

)]
.

(3.108)

Mărimea Λ0 a fost obţinută în cap.1 (vezi (1.92)). Mărimile Λ0 şi Λ1 determină
saltul căldurii specifice în punctul critic

(C − Cn)c = 2βc(Λ0 + Λ1).

Observăm că pentru z̄ = 1 mărimea Λ1 = 0, ceea ce corespunde independenţei
mărimilor termodinamice de concentraţia de impurităţi nemagnetice la egalitatea
parametrilor de ordine din cele două benzi.
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4

TERMODINAMICA ŞI CINETICA
SUPRACONDUCTORILOR CU STĂRI LOCALE

În acest capitol va fi studiată influenţa impurităţilor, descrise de modelul An-
derson, asupra unor proprietăţi termodinamice şi cinetice ale aliajelor supraconduc-
toare.

În sec.4.1 se trece în revistă literatura în domeniu şi se introduc noţiunile fun-
damentale.

În sec.4.2 se calculează temperatura critică a supraconductorului. Introducerea
noilor operatori de cvaziparticule a creat posibilitatea luării în considerare la calculul
temperaturii critice a tuturor componentelor momentului magnetic al atomului de
impuritate.

Hamiltonianul Anderson permite în acelaşi timp să examinăm stările din inte-
riorul gap-ului energetic al supraconductorului şi difuzia rezonantă a electronilor pe
impurităţi. În sec.4.3 acest lucru s-a făcut prin calculul saltului căldurii specifice a
aliajelor supraconductoare.

Pe baza metodei lui V.A. Moskalenko în sec.4.4 se cercetează densitatea electro-
nică de stări. Se examinează limita nemagnetică a modelului Anderson. Rezultatele
acestei secţiuni se folosesc şi în următoarele două secţiuni. Se calculează conducţia
termică electronică în aliajele supraconductoare cu stări nemagnetice localizate şi
se studiază absorbţia ultrasunetelor în astfel de aliaje.

4.1 Introducere
Chiar o cantitate nu prea mare de atomi ai metalelor de tranziţie sau de ele-

mente ale pământurilor rare, dizolvate într-un metal nemagnetic, modifică esenţial
proprietăţile sale. Apare o corecţie dependentă de temperatură a susceptibilităţii
Pauli a electronilor de conducţie, în care se observă un minim al curbei rezistivităţii
specifice ca funcţie de temperatură, iar forţa termoelectrică creşte cu câteva ordine
de mărime. Acestor probleme îi este consacrată lucrarea lui A.A. Abrikosov [1].
Se modifică esenţial şi proprietăţile supraconductoare ale metalelor [2, 3]. Atomul
metalelor de tranziţie sau a pământurilor rare are, în stare izolată, pături electro-
nice d sau f parţial ocupate şi un spin electronic diferit de zero. În atomul izolat
din cauza repulsiei coulombiene a electronilor se realizează o stare în care pătura
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incompletă are spinul maxim. În metale posibilitatea formării a unui spin localizat
este determinată de relaţia între repulsia coulombiană a electronilor păturilor d sau
f şi interacţia lor cu electronii de conducţie ai metalului. Impurităţile de acest tip
într-un metal sunt descrise de hamiltonianul Anderson [4]

H = H0 + H1 + H2, (4.1)

unde
H0 =

∑

k,σ

ξka+
kσakσ + εd

∑
σ

ϕ+
σ ϕσ; (4.2)

H1 =
∑

k,σ

(
Vkda

+
kσϕσ + V +

kdϕ
+
σ akσ

)
; (4.3)

H2 = Uϕ+
↑ ϕ↑ϕ+

↓ ϕ↓. (4.4)

Aici primul termen din (4.2) reprezintă energia electronilor de conducţie, al doi-
lea termen descrie contribuţia stării de impuritate. Energia de excitare uniparticulă
pentru elctronii liberi ξk şi energia atomului de impuritate izolat εd se măsoară de la
nivelul Fermi. Nivelul de energie al atomului de impuritate se consideră nedegenerat
şi situat sub nivelul Fermi (εd < 0). Termenul H1 descrie interacţia electronilor de
conducţie (îi vom numi electroni s) cu atomii de impuritate. Ca rezultat al acestei
interacţii, electronul din starea localizată (o vom numi stare d) poate trece în banda
de conducţie şi invers. Hamiltonianul H2 corespunde repulsiei coulombiene interne
a electronilor cu spini opuşi din starea localizată.

Pentru analiza hamiltonianului (4.1) Anderson a folosit aproximaţia Hartree-
Fock. Această aproximaţie constă în înlocuirea termenului Uϕ+

↑ ϕ↑ϕ+
↓ ϕ↓ cu

Und↑ϕ+
↓ ϕ↓ + Und↓ϕ+

↑ ϕ↑, (4.5)

unde
nd↑ = 〈ϕ+

↑ ϕ↑〉; nd↓ = 〈ϕ+
↓ ϕ↓〉; (4.6)

nd↑ + nd↓ = 1. (4.7)

Expresia (4.5) renormează hamiltonianul liber al atomilor de impuritate:

Ed↓ = εd + Und↑; Ed↑ = εd + Und↓. (4.8)

În aproximaţia de zero interacţia H1 se neglijează. Atunci dacă pe nivelul εd este
un electron cu spinul sus, un al doilea electron cu spinul jos va avea energia εd +U .
Dacă εd + U > εF (εF fiind energia Fermi), starea nu va fi ocupată. În acest fel,
repulsia coulombiană U duce la faptul că nivelul εd corespunde unui spin localizat.

Aplicând metoda funcţiei Green, Anderson a calculat densitatea de stări a im-
purităţii. Rezultatul său are forma unei lorenţiene

Ndσ(ε) =
1
π

Γ
(ε− εd − Und,−σ)2 + Γ2

, (4.9)

unde lărgimea maximului este dat de expresia

Γ = πN(εF )|Vdk|2. (4.10)
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În funcţie de relaţia dintre Γ, εd şi U putem avea atât o soluţie magnetică, cât
şi una nemagnetică. Criteriul lui Anderson de formare a unui moment magnetic
local are forma

UNdσ(εF ) > 1. (4.11)

Teoria Anderson clarifică diferitele proprietăţi observate ale aliajelor diluate,
care conţin elemente ale metalelor de tranziţie sau ale pământurilor rare. De exem-
plu, prin introducerea în aluminiu a unor impurităţi din grupa fierului de la vanadiu
până la cobalt, acestea nu se comportă ca impurităţi magnetice, în timp ce aceste
impurităţi devin magnetice prin introducerea lor în cupru, argint şi aur. Condiţia
de apariţie a unui moment magnetic (4.11) în aluminiu nu este îndeplinită din cauza
marii concentraţii a electronilor de conducţie, care duce la o lărgire mare a nivelului
d şi coborârea maximului lui Ndσ din (4.9).

Pe baza hamiltonianului Anderson pot fi descrise proprietăţile unei clase largi de
materiale cu valenţă intermediară [5]. Pentru prelucrarea datelor experimentale pe
baza modelului Anderson este necesar să luăm în consideraţie interacţia spin-orbită,
influenţa câmpului cristalin şi degenerarea nivelului d.

Momentele magnetice locale cel mai adesea apar numai peste o anumită tempe-
ratură. Teoria Anderson nu poate explica acest lucru. Dificultatea este legată de
folosirea aproximaţiei Hartree-Fock, care nu ia în consideraţie efectele de corelaţie
din apropierea temperaturii de tranziţie de la starea magnetică la cea nemagnetică.

S-au făcut eforturi mari pentru a studia proprietăţile hamiltonianului Anderson
în afara domeniului acestei aproximaţii. S-a studiat separat domeniul nemagnetic
(U mic) şi cel magnetic (U mare). Studiul domeniului magnetic s-a făcut atât pe
baza modelului Anderson (4.1) cât şi pe baza interacţiei s− d:

Hsd =
∑

k,k′
Ikk′ψ

+
k′Sψkϕ+Sϕ. (4.12)

Aici

ψk =
[
ak↑
ak↓

]
; ϕ =

[
ϕ↑
ϕ↓

]
. (4.13)

S = iσx + jσy + kσz, σx, σy, σz fiind matricile Pauli.
Schrieffer şi Wolf au arătat [6] că hamiltonianul (4.12) poate fi obţinut pe baza

unei transformări canonice a hamiltonianului Anderson, când Γ/U ¿ 1 şi |εd| À Γ.
Pentru vectorii de undă care se află pe suprafaţa Fermi, parametrul de interacţie

IkF kF = 2|VkF d|2 U

εd(εd + U)
. (4.14)

Aici εd se măsoară de la energia Fermi (εd < 0), astfel că pentru εd < U parametrul
IkF kF devine negativ şi corespunde interacţiei antiferomagnetice a electronilor cu
impuritatea.

În ordinul trei al teoriei perturbaţiilor în raport cu interacţia (4.12), Kondo [7] a
fost primul care a calculat contribuţia la rezistenţa electrică, legată de procesele de
difuzie de schimb pe impurităţi, şi a găsit că această contribuţie diverge ca I3 ln T .
Acest lucru a explicat şi rezultatele experimentale obţinute mai înainte de N.E.
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Alexeevski şi Iu.P. Gaidukov [8, 9] privind creşterea rezistenţei electrice după o lege
logaritmică la adăugarea unei mici cantităţi de fier în aur.

După lucrarea lui Kondo mulţi autori au studiat interacţia electronilor cu im-
purităţile, care au un moment magnetic localizat.

Nagaoka [10], folosind metoda funcţiilor Green retardate de timp-temperatură,
introduse de N.N. Bogoliubov şi S.V. Tiablikov Zubarev [11] şi dezvoltate de D.N.
Zubarev [13], a obţinut ecuaţiile de mişcare pentru funcţiile Green pe baza hamil-
tonianului (4.12). Pentru a tăia acest lanţ de ecuaţii, el a înlocuit anumite produse
de operatori cu valoarea lor medie, medii care descriau corelaţia dintre electronii de
conducţie şi impuritate.

A.A. Abrikosov [13] a reprezentat operatorii de spin cu ajutorul operatorilor de
creare şi anihilare a unor fermioni fictivi (slave fermions), lucru care a dat posibi-
litatea să se aplice tehnica de diagrame din teoria câmpului. S-a determinat astfel
amplitudinea totală de difuzie a electronilor pe impuritate. S-a arătat că în cazul
unui semn antiferomagnetic al interacţiei de schimb, amplitudinea efectivă creşte cu
scăderea temperaturii şi are un pol la temperatura Kondo.

Problema impurităţilor în metale a fost rezolvată de asemenea prin metoda
integralei pe traiectorii [14, 15] şi cu ajutorul grupului de renormare [16]-[18]. Wilson
şi colaboratorii [18], bazaţi pe lucrările lor de studiu al hamiltonianului (4.12) cu
ajutorul grupului de renormare [17], au calculat numeric susceptibilitatea magnetică
a impurităţii în modelul Anderson pe întreg domeniul de valori ale parametrilor
modelului.

În ultimii ani problema impurităţilor magnetice în metale a fost rezolvată anali-
tic. V.B. Wiegmann [19] a arătat că hamiltonianul Anderson (4.1) şi hamiltonianul
s− d (4.12) se diagonalizează exact.

În studiul supraconductivităţii una dintre cele mai importante probleme este
influenţa impurităţilor asupra temperaturii critice Tc. În această problemă există
două cazuri limită:

- cazul impurităţilor magnetice; acestea distrug supraconductivitatea chiar la
concentraţii nu prea mari [2];

- cazul impurităţilor metalelor care nu sunt de tranziţie; acţiunea lor asupra
stării supraconductoare este condiţionată de tranziţiile interbenzi [20] sau dis-
trugerea anizotropiei gap-ului [21].

Cazul intermediar este cel al impurităţilor metalelor de tranziţie, de exemplu
grupa fierului în aluminiu. Acestea nu au un moment magnetic, dar micşorează
substanţial temperatura critică Tc. Zukermann [22] pe baza hamiltonianului An-
derson a explicat această scădere prin difuzia rezonantă a electronilor pe atomii
de impuritate. Ratto şi Blandin [23] au arătat că scăderea importantă a lui Tc se
produce datorită repulsiei coulombiene a electronilor d. Efectul este deosebit de
puternic atunci când energia nivelului d este apropiată de energia Fermi.

Proprietăţile termodinamice ale aliajelor nemagnetice au fost studiate în lucra-
rea lui Kaiser [24]. El a obţinut formula pentru Tc pentru orice concentraţie de
impurităţi, care în limita concentraţiilor mici dă rezultatul din lucrările [22] şi [23].

În afară de aliajele magnetice şi nemagnetice există şi soluţii ale elementelor de
tranziţie în metalele simple, în care atomii de impuritate nu conservă momentul
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magnetic, dar proprietăţile soluţiei se deosebesc de cele ale aliajelor cu stări nemag-
netice localizate. Pentru descrierea proprietăţilor unor astfel de aliaje se introduc
fluctuaţiile locale de spin. La atomii de impuritate apare un moment magnetic loca-
lizat în timpul τsf , care după scurgerea acestui timp fluctuează atât ca direcţie cât
şi ca mărime. Influenţa acestor fluctuaţii asupra supraconductorului a fost studiată,
de exemplu, în lucrarea [35].

Supraconductivitatea în ceriu, care apare sub presiune, a fost explicată pe baza
modelului Anderson în lucrarea [26]. Corelaţia electronilor d a fost tratată exact, iar
hibridizarea aproximativ. În lucrarea [27] s-a studiat influenţa amestecării dinamice
a stărilor electronice colective şi localizate asupra temperaturii critice a supracon-
ductorului. S-au introdus medii nenule ale operatorilor electronici şi ale operatorilor
Hubbard. Într-o serie de experienţe s-a realizat tranziţia de la cazul impurităţilor
magnetice la cele nemagnetice.

În lucrarea [28] s-a studiat influenţa presiunii asupra variaţiei temperaturii critice
a tranziţiei supraconductoare a lantanului cu impurităţi de cadmiu sau ceriu. S-
a arătat că panta curbei dTc/dnk rămâne constantă cu variaţia presiunii pentru
aliajul La-Cd dar se modifică puternic în cazul aliajelor La-Ce. Dependenţa lui Tc

de presiune în aliajul La3−xCexIn are un minim pentru x ≥ 0, 241 [29]. În lucrarea
[30] s-a studiat aliajul ternar (La1−xThx)1−cCec. Cu variaţia concentraţiei de toriu
s-a observat tranziţia de la cazul magnetic la cel nemagnetic.

La presiune nulă (sau în lipsa toriului) ceriul în lantan are un moment magnetic.
Când presiunea creşte, nivelul 4f al ceriului se apropie de suprafaţa Fermi şi, după
cum rezultă din (4.14), creşte valoarea integralei I a schimbului s− d, ceea ce duce
la micşorarea lui Tc la concentraţie constantă [2]. Când, cu creşterea presiunii,
εd devine destul de mic, formula (4.14) devine inaplicabilă, iar pentru integrala
schimbului s− d trebuie folosită expresia

I =
2Γεd

πN(εF )(Γ2 + ε2
d)

. (4.15)

Dacă plecăm de la această formulă, atunci minimul lui Tc are loc când |εd| = Γ.
Cu creşterea mai departe a presiunii (sau a concentraţiei de toriu) se produce tranzi-
ţia la impuritatea nemagnetică. Temperatura critică a supraconductorului în acest
domeniu descreşte lent cu creşterea presiunii. Pentru descrierea acestor sisteme este
util să avem o teorie unică. Această teorie este posibilă pe baza hamiltonianului
Anderson.

În lucrarea [31] s-a folosit metoda integralei funcţionale pentru studiul influen-
ţei "tranziţiei magnetic-nemagnetic" asupra lui Tc. Astfel s-a determinat scăderea
temperaturii critice în funcţie de Γ/U . În limita Γ/U ¿ 1 din rezultatele obţinute
rezultă formula pentru Tc [2] cu precizia până la un factor numeric.

În limita opusă se obţine rezultatul lui Zuckermann [22]. Shiba [32], folosind
aproximaţia Hartree-Fock pentru termenul coulombian al hamiltonianului Ander-
son, a studiat proprietăţile termodinamice ale supraconductorilor cu impurităţi ale
metalelor de tranziţie.

În sec.4.2 a acestui capitol se studiază temperatura critică a supraconductorilor
cu concentraţie mică de impurităţi [33]. Hamiltonianul sistemului se exprimă prin
noii operatori de cvaziparticule, care sunt reprezentaţi ca o combinaţie liniară a
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operatorilor electronici cu spinul sus şi cu spinul jos. Numai după ce se face această
transformare se aplică aproximaţia Hartree-Fock pentru termenul coulombian al
hamiltonianului. Ca rezultat, în limita magnetică se obţine o expresie care coincide
exact cu rezultatul lui A.A. Abrikosov şi L.P. Gorkov [2], iar în limita nemagnetică
cu rezultatul din lucrarea [23].

Când raportul Γ/U nu este mic, "aproximaţia Born" este insuficientă şi trebuie
luată în considerare exact difuzia electronului pe atomii de impuritate [34, 35]. În
cazul supraconductorilor aceasta duce la apariţia stărilor localizate în interiorul gap-
ului energetic. Trebuie luată de asemenea în consideraţie difuzia rezonantă care este
proporţională cu Γ/U .

În sec.4.3 se calculează dependenţa saltului căldurii specifice de concentraţia de
impurităţi, când, alături de difuzia de schimb a electronilor pe impurităţi are loc şi
difuzia rezonantă [36].

În sec.4.4 se studiază densitatea electronică de stări a aliajelor cu stări locale
nemagnetice [37]. Pe baza acestor rezultate în următoarele două secţiuni se studiază
proprietăţile cinetice ale aliajelor.

4.2 Temperatura critică a supraconductorului cu
impurităţi ale metalelor de tranziţie

În această secţiune, pe baza hamiltonianului Anderson şi a interacţiei efective
Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) [38] se examinează influenţa impurităţilor meta-
lelor de tranziţie de mică concentraţie asupra temperaturii critice a tranziţiei su-
praconductoare fără nici o ipoteză privind raportul dintre Γ şi U . Pentru aceasta
termenul coulombian din hamiltonianul Anderson (formula (4.4)) va fi aproximat
astfel: mai întâi întregul hamiltonian se va exprima prin operatorii de cvaziparti-
cule [39], care diagonalizează interacţia de schimb s − d (4.12), iar apoi termenul
coulombian se aproximează prin metoda Hartree-Fock.

Pentru simplificarea calculelor considerăm că nivelul d al impurităţii este dege-
nerat numai după spin. Atunci hamiltonianul sistemului se scrie sub forma (4.1) la
care se adaugă interacţia BCS:

HBCS = − |g|
2

∑

k,k′

σ,σ′

a+
kσa+

−k,−σa−k′,−σ′ak′σ′ . (4.16)

Introducem noii operatori de cvaziparticule prin formulele [39]

ψ1(k) =
1√

C1 − C2

(
ak↑ + C1ak↓

)
; ψ+

1 (k) =
1√

C1 − C2

(
a+

k↓ − C2a
+
k↑

)
;

ψ2(k) =
1√

C2 − C1

(
ak↑ + C2ak↓

)
; ψ+

2 (k) =
1√

C2 − C1

(
a+

k↓ − C1a
+
k↑

)
.

(4.17)

unde
C1,2 = (−Sz ± S)(Sx + Sy)−1, S2 = S2

x + S2
y + S2

z , (4.18)
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S fiind momentul magnetic al atomului de impuritate care este considerat un vector
clasic [35]. Efectul Kondo nu este luat în consideraţie.

Introducem de asemenea operatorii de cvaziparticule pentru electronii d, ϕ1, ϕ2,
ϕ+

1 şi ϕ+
2 , care sunt legaţi de vechii operatori ϕ↑, ϕ↓, ϕ+

↑ şi ϕ+
↓ prin aceleaşi relaţii

(4.17). Hamiltonianul exprimat prin noii operatori are forma

H̃ = H̃0 + H̃1 + H̃2 + H̃BCS, (4.19)

unde

H̃0 =
∑

k,p=1,2

ξkψ+
p (k)ψp(k) + εd

∑
p=1,2

ϕ+
p ϕp;

H̃1 = V
∑

k,p=1,2

(
ψ+(k)ϕp + ϕ+

p ψp(k)
)
;

H̃2 ≈ U

[
ϕ+

1 ϕ1ϕ
+
2 ϕ2 − C1C2

(C1 − C2)2
∑

p=1,2

ϕ+
p ϕpϕ

+
p ϕp+

+
C1C2

(C1 − C2)2
∑

p=1,2

ϕ+
p ϕp

]
;

H̃BCS = −|g|
2

∑

k,k′

∑

p,p′
ψ+

p (k)ψ+
p′(−k)ψp′(−k′)ψp(k′),

(4.20)

p este noul indice de spin, care ia valorile 1 şi 2 iar V = Vkd = V +
kd. În expresia

pentru H̃2 nu au fost incluşi termeni de tipul ϕ+
1 ϕ1ϕ

+
1 ϕ2 şi ϕ+

2 ϕ1ϕ
+
2 ϕ1, deoarece în

aproximaţia Hartree-Fock, care se aplică mai departe, nu dau contribuţie.
În lucrarea [23] s-a arătat că repulsia coulombiană a electronilor d este cea

responsabilă de scăderea temperaturii critice a supraconductorului. Într-adevăr,
funcţia de undă a stării unielectronice este o combinaţie liniară a funcţiilor de undă a
electronilor de conducţie şi a stării localizate. Această hibridizare duce la micşorarea
atracţiei efective dintre electroni în prezenţa repulsiei coulombiene. În aproximaţia
câmpului mediu aceasta înseamnă că media 〈ϕ1ϕ1〉 pentru electronii d nu este zero
şi H̃2 este

H̃2 = Un1ϕ
+
2 ϕ2 + Un2ϕ

+
1 ϕ1 − 2C1C2U

(C1 − C2)2
∑

p=1,2

npϕ
+
p ϕp+

+
UC1C2

(C1 − C2)2
∑

p=1,2

ϕ+
p ϕp −

(
∆dϕ

+
2 ϕ+

1 + ∆+
d ϕ1ϕ2

)
,

(4.21)

unde
∆d = −U〈ϕ1ϕ2〉; ∆+

d = −U〈ϕ+
2 ϕ+

1 〉; (4.22)

n1 = 〈ϕ+
1 ϕ1〉; n2 = 〈ϕ+

2 ϕ2〉. (4.23)

Prin 〈. . .〉 în ultimele două formule se înţelege media statistică pe ansamblul ma-
crocanonic cu hamiltonianul H̃.
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Temperatura critică Tc a tranziţiei supraconductoare se va calcula aici pentru
cazul concentraţiei mici de impurităţi distribuite haotic. În acest scop se va folosi
metoda din lucrarea [2]. Ca rezultat, ecuaţia din care se determină Tc are forma

1
|g| = Tc

∑
ω

∑

k,k′

[
Sω(k, k′)− nc

UTc

∑
ω′ Sω(ik′)Sω′(ki)

1 + UTc

∑
ω,j Sω(i, j)

]
, (4.24)

unde Sω înseamnă media produsului a două funcţii Green pe distribuţia haotică a
atomilor de impuritate, de exemplu

Sω(k, k′) = G̃ω(k, k′)G̃−ω(−k,−k′),

ω = (2n+1)πkBTc. Indicii j şi i se referă la impurităţi, situate respectiv în nodurile
Rj şi Ri; nc este concentraţia atomilor de impuritate.

După calculul sumelor şi medierea pe impurităţi obţinem [33]

1
nc

ln
Tc

Tc0
=

Γ
N(εF )

∑
p=1,2

Ap

Ep
+

Γ2

N(εF )
(E2 − E1)
E1 + E2

×

×
(

B1 − L1

E1
− B2 − L2

E2

)
− U

1 + UD

Γ2

N(εF )
4(A1 + A2)2

(E1 + E2)2
.

(4.25)

Aici Γ = πN(εF )|V |2; N(εF ) este densitatea de stări electronice din banda de
conducţie la suprafaţa Fermi; Tc0 este temperatura critică a supraconductorului
pur:

Ap =
1
2π

Im
{

1
Γ + iEp

[
ψ

(
1
2

+
Γ + iEp

2πTc0kB

)
− ψ

(
1
2

)]}
; (4.26)

Bp =
Ep

8Tc0kB(Γ2 + E2
p)

; (4.27)

Lp =
1
2π

Im
{

1
(Γ + iEp)2

[
ψ

(
1
2

+
Γ + iEp

2πTc0kB

)
− ψ

(
1
2

)]}
; (4.28)

D =
1

π(E1 + E2)
Im

{ ∑
p=1,2

ψ

(
1
2

+
Γ + iEp

2πTc0kB

)}
; (4.29)

E1 = εd − U

6
+ n2U +

Un1

3
; E2 = εd − U

6
+ n1U +

Un2

3
. (4.30)

Mai departe să examinăm cazul în care Γ/(πTc0kB) À 1, când avem

Ap ≈ − Ep

2π2(Γ2 + E2
p)

(
ln

2γ

π

√
Γ2 + E2

p

Tc0kB
− Γ

Ep
arctg

Ep

Γ

)
; (4.31)

Lp ≈ − 2ΓEp

π(Γ2 + E2
p)2

ln
2γ

π

√
Γ2 + E2

p

Tc0kB
+

(Γ2 − E2
p)arctg

Ep

Γ
2π(Γ2 + E2

p)2
; (4.32)

D ≈ 1
π(Ep + E−p)

(
arctg

Ep

Γ
+ arctg

E−p

Γ

)
. (4.33)
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Dacă Γ À U , adică impuritatea este nemagnetică, atunci n1 = n2 = 1/2 şi
E1 = E2 = εd + U/2; al doilea termen din formula (4.25) este egal cu zero, primul
descriind micşorarea temperaturii critice datorită difuziei rezonante a electronilor
pe atomii de impuritate [22], al treile termen descrie micşorarea temperaturii critice
datorită renormării interacţiei coulombiene [23].

În cazul limită opus, când Γ ¿ U , cea mai mare contribuţie o dă al doilea termen
din formula (4.25):

1
nc

ln
Tc

Tc0
= −N(εF )π2|V |4

8kBTc0

(
1

E1
− 1

E2

)2

. (4.34)

Pentru a stabili legătura dintre constanta efectivă a interacţiei de schimb din
lucrarea [2] şi V 2(1/E1 − 1/E2) din formula (4.34), să examinăm diferenţa dintre
amplitudinea de difuzie a electronului cu spinii p = 1 şi p = 2 pe atomul de impuri-
tate folosind doi hamiltonieni, H̃ şi interacţia efectivă de schimb diagonalizată [2],
scrisă sub forma [39]

SI

2

∑

k,k′

(
ψ+

1 (k)ψ1(k′)− ψ+
2 (k)ψ2(k′)

)
. (4.35)

Rezultatul este
I
√

S(S + 1) = |V |2
(

1
E1

− 1
E2

)
. (4.36)

Substituind această expresie în formula (4.34), obţinem rezultatul din lucrarea
[2] pentru concentraţie mică de impurităţi.

0 2 4 6
0

20

40

60

(-1/nc) Tc /Tc0

U

Figura 4.1: Dependenţa temperaturii critice de raportul Γ/U .

În acest fel, am obţinut expresia pentru temperatura critică a supraconducto-
rului pentru Γ şi U arbitrari, care în cazurile limită (Γ À U şi Γ ¿ U) trece în
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formulele cunoscute [2, 22, 23]. Dacă nu trecem la noii operatori şi H̃2 se tratează
în aproximaţia Hartree-Fock, atunci în expresia pentru Tc, care coincide ca formă
cu formula (4.25), în locul lui E1 şi E2 intră energiile E↑ şi E↓, legate de constanta
I şi care sunt relaţii cunoscute din lucrarea [6]. Atunci pentru Γ ¿ U formula
din lucrarea [2] se obţine cu precizie până la un factor numeric.Aceasta corespunde
luării în consideraţie numai a componentei z a spinului atomului de impuritate.
Introducerea operatorilor de cvaziparticule, care diagonalizează interacţia efectivă
de schimb a electronului cu atomul de impuritate, duce la faptul că în cazul dat se
consideră toate componentele spinului atomului de impuritate.

Pentru a compara expresiile obţinute de noi pentru Tc cu datele experimentale
pentru aliajul La-Ce [28], luăm Γ = 0, 02 eV, N(εF ) = 2, 4 stări/(eV.atom), Tc0 =
9.45K, E1 = U/3 şi E2 = U/3. Rezultatul calculului numeric privind deplasarea
temperaturii critice ca funcţie de raportul Γ/U este prezentat în fig.4.1. Pentru
Γ/U ¿ 1 se observă scăderea temperaturii critice în principal datorită difuziei de
schimb a electronilor pe atomii de impuritate. Pentru Γ/U À 1 scăderea lui Tc se
produce ca urmare a difuziei rezonante a electronilor pe atomii de impuritate, cât
şi datorită renormării interacţiei coulombiene a electronilor d. Când Γ/U . 1, se
observă trecerea de la cazul magnetic la cel nemagnetic. Rezultatul obţinut de noi
descrie calitativ datele experimentale din lucrarea [28].

4.3 Saltul căldurii specifice a aliajelor supraconduc-
toare descrise de modelul Anderson

În elementele pământurilor rare momentul magnetic este condiţionat de elec-
tronii 4f , care se află adânc în interiorul atomului. Din acest motiv, intorducerea
într-un metal simplu a unor impurităţi din grupa pământurilor rare, interacţionează
slab cu electronii de conducţie ai matricii de bază. Influenţa unor astfel de impu-
rităţi asupra proprietăţilor supraconductoare este bine descrisă de teoria lui A.A.
Abrikosov şi L.P. Gorkov [2], care ia în consideraţie difuzia electronilor pe impurităţi
în "aproximaţia Born".

Prezenţa spinului la atomii elementelor de tranziţie este legată în principal de
electronii 3d localizaţi, care interacţionează puternic cu electronii de conducţie ai
metalului. Pentru descrierea unor astfel de impurităţi teoria din lucrarea [2] a
fost generalizată de A.I. Rusinov [35] şi Shiba [34]. Folosind hamiltonianul (4.12)
ei au arătat că tratarea exactă a difuziei electronilor pe o impuritate în ipoteza
că spinul impurităţii este un vector clasic, duce la apariţia unei stări localizate în
interorul gap-ului energetic. Acelaşi tip de stare apare şi în aproximaţia Hartree-
Fock a hamiltonianului Anderson în limita magnetică [32]. Poziţia nivelului local
este determinată de parametrul

γ =
Γ2 + ε2

d − U2

[
(Γ2 + ε2

d − U2)2 + 4Γ2U2
]1/2

. (4.37)

Dacă U À Γ, atunci γ2 = 1 şi nivelul local coincide cu parametrul de ordine al
supraconductorului. În acest caz impurităţile magnetice sunt descrise de teoria din



4.3 Saltul căldurii specifice în modelul Anderson 89

lucrarea [2]. Abaterea de la această teorie este caracterizată de parametrul 1− γ2,
care este proporţional cu Γ2/U2.

Dependenţa saltului căldurii specifice ∆C de concentraţia impurităţilor mag-
netice a fost studiată în lucrarea [32] cu luarea în considerare a sărilor locale din
interiorul gap-ului. S-a stabilit că, prin luarea în considerare a acestora, saltul căl-
durii specifice se micşorează şi dependenţa acestuia de temperatura critică Tc este
mai apropiată de datele experimentale pentru aliajele Zn-Mn, decât cea în cazul
γ2 = 1. În aceste calcule în lucrarea [32] nu s-a luat în considerare difuzia rezo-
nantă pe impurităţi, care, aşa cum se va vedea mai departe, în limita magnetică
pentru U À Γ este de ordinul Γ2/U2, ca şi 1− γ2.

În această secţiune, pe baza modelului Anderson se introduce expresia pentru pa-
rametrul de ordine şi saltul căldurii specifice a aliajelor supraconductoare magnetice
cu luarea în considerare a stărilor localizate din interiorul gap-ului supraconductor
şi difuzia rezonantă a electronilor pe impurităţi [36]. Se examinează cazul valorilor
mici ale lui ∆ (când temperatura este apropiată de Tc sau concentraţia de impu-
rităţi este apropiată de cea critică). În cazul unei concentraţii finite de impurităţi
drept operator de masă auxiliar Σaux putem lua expresia

Σaux = nct(ω).

Matricea t se determină din problema prezenţei unei singure impurităţi şi se exprimă
prin funcţia Ĝ0 a supraconductorului pur şi a interacţiei electronului cu impurităţile.
Mai exact, formula pentru Ĝ(ω) se poate obţine folosind în locul operatorului de
masă auxiliar Σau operatorul de masă

Σk = nct̃(ω), (4.38)

unde t̃(ω) se deosebeşte de t(ω) prin faptul că în locul funcţiei Green Ĝ0 se ia
funcţia Green exactă Ĝkk(ω). Funcţia Green în cazul unei concentraţii finite poate
fi reprezentată sub forma

Ĝkk(ω) =
[
(Ĝ0)−1(ω)− Σk(ω)

]−1

(4.39)

Introducând notaţia u = ω̃/∆̃, pentru frecvenţele renormate ω̃ şi parametrul de
ordine ∆̃, care intră în funcţia Green, găsim

ω̃ = ω +
ncΓ

2πN(εF )

{[
ω +

Γu√
1− u2

− Ũ

][
−

(
ω+

+
Γu√

1− u2
− Ũ

)2

+ E2
d +

(
∆d +

Γ√
1− u2

)2]−1

+

+
[
ω +

Γu√
1− u2

+ Ũ

][
−

(
ω +

Γu√
1− u2

+ Ũ

)2

+

+ E2
d +

(
∆d +

Γ√
1− u2

)2]−1}
;

(4.40)



90 STĂRI LOCALE ÎN SUPRACONDUCTORI

∆̃ = ∆− ncΓ
2πN(εF )

{
−

(
∆d +

Γ√
1− u2

)[
−

(
ω+

+
Γu√

1− u2

)2

+ Ũ2 + E2
d +

(
∆d +

Γ√
1− u2

)2]−1

−

−
(

∆d +
Γ√

1− u2

)[
−

(
−ω − Γu√

1− u2

)2

+ Ũ2 + E2
d+

+
(

∆d +
Γ√

1− u2

)2]−1}
,

(4.41)

unde ∆d este parametrul care descrie împerecherea electonilor d, indusă de conden-
sarea electronilor de conducţie. Difuzia pe impurităţi se consideră izotropă:

Ed = ε0
d +

U

2
(nd↑ + nd↓); Ũ = −U

2
(nd↑ − nd↓).

Observăm că ecuaţiile (4.40) şi (4.41) sunt aplicabile şi în cazul magnetic (Γ ¿
U) precum şi în limita nemagnetică (Γ À U).

Ecuaţiile corespunzătoare pentru ω̃ şi ∆̃ la temperaturi diferite de zero, se pot
obţine înlocuind ω, ω̃, ∆̃ şi u cu iωn = iπT (2n+1), iω̃, ∆̃ şi iun respectiv. Să găsim
expresia pentru ∆2 la temperaturi apropiate de Tc. Pentru aceasta se foloseşte
ecuaţia

1 =
π

β
|g|

∑
n

1√
∆2 + v2

n

, (4.42)

unde vn = un∆. Presupunând că mărimile Γ, U sunt mult mai mari decât mărimile
caracteristice ale supraconductorului, cu precizie până la termeni de ordinul lui ∆2

pentru vn obţinem

vn = v0
n −

1
4τs(v0

n)2
(2γ2 − 1)∆2

(
1− dc +

d

2τsΓ

)−1

, (4.43)

unde

v0
n =

ωn

(
1 +

1
2τrez(ω)Γ

)
+

1
2τs(ω)

1− d

2τrez(ω)Γ
+

d

2τs(ω)Γ

; (4.44)

1
2τs(ω)

=
2ncΓ2Ũ2

πN(εF )
[
(ε2

d + Γ2 + ω2
n − Ũ2 + 2ωnΓ)2 + 4Ũ2(Γ + ωn)2

](4.45)

1
2τrez(ω)

=
ncΓ2(ω2

n + Γ2 + ε2
d + Ũ2 + 2ωnΓ)

πN(εF )
[
(ω2

n + Γ2 + ε2
d + Ũ2 + 2ωnΓ)2 − 4ε2

dŨ
2
] ; (4.46)

c =
1

2τrez(ω)Γ
. (4.47)
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Mărimea d, care caracterizează diminuarea stării supraconductoare ca urmare a
repulsiei coulombiene a electronilor d, a fost determinată în lucrarea [40]:

d =
Nd(0)Uef

|g|
(

1− τrez
τs

)
. (4.48)

Aici Nd(0) este densitatea de stări localizate, iar repulsia coulombiană efectivă Uef
are forma [41]

Uef =
U

1 +
U

πεd
arctg

εd

Γ

,

U fiind interacţia coulombiană reziduală a electronilor localizaţi cu spini opuşi.
Substituind (4.43) în (4.42), găsim

∆2
g

[
2γ2 − 1

24τs(1 + c)

(
1

2πTc

)3
d3ψ(y)

dy3
+

1
4

(
1

2πTc

)2
d2ψ(y)

dy2

]
=

=
[

1
Tc

+
d

dTc
ψ

(
1
2

+
1

4πτs(1 + c)Tc

)]
(T − Tc),

(4.49)

unde

y =
1
2

+
1

4πτs(1 + c)Tc
; ∆2

g = ∆2f2; f =
1− d

2τrezΓ
+

d

2τsΓ
1 + c

.

Expresia (4.49) conţine atât limita magnetică cât şi cea nemagnetică. Ultima se
obţine dacă punem 1/τs = 0. Atunci ∆g coincide cu rezultatul din lucrarea [24].

Pentru o concentraţie de impurităţi apropiată de cea critică, ∆g se reduce la
expresia

∆2
g =

4π2T 2
c

5− 4γ2

(
1− T

Tc

)
. (4.50)

Pentru γ = 1 formula (4.50) trece în formula corespunzătoare din lucrarea [2].
Pentru calculul saltului căldurii specifice vom folosi relaţiile:

∆C = Cs − Cn =
Tc

4π

(
dHc

dT

)2

;
H2

c

8π
= Φn − Φs; (4.51)

Φs,n = Φ0 + 2T

∫ λ

0

dλ′

λ′
∑

k,ωn

Σs,n(k, ωn)Gs(k, ωn). (4.52)

Atunci, cu luarea în consideraţie a lui (4.49), avem

∆C = 16π2TcN(εF )

[
1 + Tc

d

dTc
ψ

(
1
2

+
1

4πTcτs(1 + c)

)]2

ψ′′(y) +
2γ2 − 1

6τs(1 + c)
ψ′′′(y)
2πTc

. (4.53)
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Figura 4.2: Dependenţa raportului ∆C/∆C0 de Tc/Tc0 pentru g = 0, 18 şi diferite
valori ale parametrilor γ şi q: 1 - γ = 0, q = 0; 2 - γ = 0, q = 0, 025; 3 - γ = 0,
q = 0, 125; 4 - γ = 1, q = 0.

Pentru o concentraţie a impurităţilor apropiată de cea critică, găsim

∆C =
16π4N(εF )T 3

c τ2
s (1 + c)2

3(5− 4γ2)
. (4.54)

Pe baza formulei (4.53) s-a calculat raportul ∆C/∆C0 (∆C0 fiind saltul căldurii
specifice în lipsa impurităţilor) pentru aliajele Zn-Mn. Pentru aceasta s-a folosit
formula 4.12 din lucrarea [40], care determină dependenţa lui Tc atât de timpul de
relaxare al difuziei rezonante τrez, cât şi de cel al difuziei de schimb τs. Rezultatele
calculului numeric sunt prezentate în fig.4.2. Pe parcursul calculelor s-a luat |g| =
0, 18 (pentru zinc) şi s-au dat diferite valori celor doi parametri adimensionali γ şi

q =
τsTc0

τrezΓ
. Din grafice se vede că luarea în considerare a difuziei rezonante duce

la creşterea saltului căldurii specifice în comparaţie cu valorile obţinute în lucrarea
[32] pentru q = 0. Cu creşterea valorilor parametrului q valoarea raportului celor
două salturi se apropie de curba corespunzătoare valorilor q = 0 şi γ = 1. Acest
lucru este legat de faptul că mărimea ∆C/∆C0 depinde de difuzia rezonantă numai
prin raportul Tc/Tc0. Pentru Tc/Tc0 fixat, considerarea difuziei rezonante duce la
micşorarea lui 1/[τs(1 + c)] şi, după cum rezultă din formula (4.53), la creşterea lui
∆C.
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4.4 Densitatea electronică de stări a aliajelor su-
praconductoare cu impurităţi nemagnetice ale
metalelor de tranziţie

În această secţiune [37] se studiază influenţa stărilor locale nemagnetice asupra
densităţii de stări a electronilor de conducţie din aliajele supraconductoare. Se pre-
supune că aliajul nemagnetic conţine impurităţi ale metalelor de tranziţie dizolvate
în metale obişnuite (de tipul aluminiului sau zincului). Metalul de bază se consideră
ca un supraconductor omogen şi izotrop. Proprietăţile impurităţilor sunt descrise
de hamiltonianul Anderson [4]. Interacţia electronilor de conducţie cu stările loca-
lizate are un caracter rezonant cu o lărgimea nivelului de impuritate egală cu Γ.
În lucrarea [24], în care se studiază influenţa stărilor localizate nemagnetice asupra
proprietăţilor termodinamice ale aliajelor, se presupune că lărgime a nivelului Γ
este de ordinul a 1 eV. Aceasta depăşeşte cu mult energiile caracteristice ale supra-
conductorului ∆, ωg care sunt de ordinul a 10−3 eV (∆ este parametrul de ordine
iar ωg este gap-ul supraconductor). Cu această ipoteză mărimile de ordinul lui ∆/Γ
şi ωg/Γ nu se iau în consideraţie în lucrarea [24]. Densitatea electonică de stări
care se obţine în această ipoteză pentru frecvenţe, nu prea apropiate de ωg, este
asemănătoare cu densitatea de stări electronice a supraconductorului pur.

După cum se ştie [2, 42], în apropierea gap-ului energetic, chiar o mică cantitate
de impurităţi influenţează esenţial densitatea de stări electronice, de aceea scopul
acestei discuţii este de a obţine o expresie pentru densitatea de stări electronice
pe întreg intervalul de frecvenţe ω > ωg cu luarea în consideraţie a termenilor de
ordinul (∆/Γ)2/3. Conform lucrării [30] pentru aliajul La-Ce lărgimea nivelului
Γ ≈ 0, 02 eV, şi deşi mărimile ∆/Γ şi ωg/Γ rămân mult mai mici decât unitatea,
contribuţia lor duce la o creşere cu două ordine de mărime faţă de evaluările lucrării
[24].

Studiul densităţii de stări a electronilor de conducţie n(ω) se face pe baza me-
todei dezvoltate în lucrarea [42]. Folosim definiţia

n(ω) =
N(ω)
N(εF )

= Im
u(ω)√

1− u2(ω)
, (4.55)

unde funcţia u(ω) = ω̃/∆̃ satisface ecuaţia

u = ω̄ +
c(ω̄ + du)

1− α(uω̄ + d)√
1− u2

+ ∆2
(d2 − ω̄2)
ε2

d + Γ2

, (4.56)

ω̄ =
ω

∆
; d = −∆d

∆
; α =

2Γ∆
ε2
d + Γ2

; c =
ncΓ

πN(εF )(Γ2 + ε2
d)

. (4.57)

Relaţia (4.56) se poate obţine din ecuaţiile (4.40) şi (4.41), dacă presupunem că
nd↑ = nd↓, Ũ = 0 şi εd = ε0

d + U/2. Studiul acesteia trebuie făcut separat în
vecinătatea lui ωg şi separat departe de acestă valoare.
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Conform cu lucrarea [2] mărimea ωg se determină ca cea mai mare frecvenţă
pentru care densitatea de stări este încă zero. În punctul ω = ωg apare o parte ima-
ginară diferită de zero a mărimii u(ω). Mărimea ωg se determinată selfconsistent.
Totuşi noi vom determina această mărime în acelaşi timp cu funcţia densitate de
stări n(ω). Iniţial am stabilit că ωg este apropiată de valoarea ∆(1 − cd)/(1 + c),
iar mărimea u este egală cu unitatea şi facem dezvoltarea după parametrul mic α:

ω̃ =
1− cd

1 + c

[
1− 3

2
α2/3xλ2/3 + α4/3λ1(x) + . . .

]
, (4.58)

|x|(αλ)2/3 ¿ 1;

u(ω) = 1− α2/3v − α4/3W + . . . .
(4.59)

Substituind (4.58) şi (4.59) în (4.56), obţinem

√
2v = t

[
c(1 + d)2

(1 + c)(1− cd)

]1/3

, (4.60)

unde mărimea t satisface ecuaţia

t3 − 3xt + 2 = 0. (4.61)

Pentru aceasta λ se alege sub forma

λ =
c(1 + d)2

(1 + c)2(1− cd)
. (4.62)

Pentru x ¿ 1 ecuaţia (4.61) are o rădăcină reală şi două complexe, în timp ce pentru
x > 1 are numai rădăcini reale. În acest fel, densităţi de stări nenule avem pentru
frecvenţele adimensionale x < 1. Punctului x = 1, t = 1 îi corespunde ecuaţia

ωg = ∆
1− cd

1 + c

[
1− 3

2
α2/3λ2/3 + α4/3λ1(1) + . . .

]
. (4.63)

Mărimea W se determină din ecuaţia

W

(
1
t3
− 1

)
= λ1(x) +

c1/3(1 + d)5/3

2t2(1 + c)5/3(1− cd)1/3

[
2− 6xtc

1 + c
− 3

4
t3c(1 + d)

(1 + c)(1− cd)

]
.

(4.64)
Funcţia care a rămas până acum nedeterminată λ1(x) o reprezentăm sub forma
λ1(x) = λ1ϕ(x); ϕ(1) = 1. Pentru x = t = 1 din anularea membrului stâng
al formulei (4.64) rezultă de asemenea egalitatea cu zero a membrului drept al
egalităţii, ceea ce duce la determinarea lui λ1:

λ1 = − c1/3(1 + d)5/3

2(1 + c)5/3(1 + cd)1/3

[
2− 6c

1 + c
− 3

4
c(1 + d)

(1 + c)(1− cd)

]
. (4.65)

Funcţia ϕ(x) poate fi aleasă din consideraţii de comoditate. Pentru ϕ(x) = x2

obţinem

W =
c1/3(1 + d)5/3t

2(1 + c)5/3(1− cd)1/3

[
2
3
(xt + 1)− 2cxt

1 + c
− c(1 + d)(xt− 2)

4(1 + c)(1− cd)

]
. (4.66)
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Substituind expresiile (4.62) şi (4.65) în (4.63), găsim

ωg = ∆
1− cd

1 + c

{
1− 3

2
α2/3

[
c(1 + d)2

(1 + c)2(1− cd)

]2/3

−

− α4/3c1/3(1 + d)5/3

2(1 + c)5/3(1− cd)1/3

[
2− 6c

1 + c
− 3

4
c(1 + d)

(1 + c)(1− cd)

]
+ . . .

}
.

(4.67)

Substituind (4.59) în (4.55) şi folosind definiţiile (4.60) şi (4.66), avem

n(ω) =
n0(x)

σ
1/3
p

+ σ1/3
p n1(x) + O(σ), σp = αλ, (4.68)

unde n0(x) este funcţia, definită în lucrarea [42]:

n0(x) = Im
1
t

=
√

3
4

(
v2(x)− u2(x)

)
. (4.69)

Pentru t se foloseşte următoarea soluţie a ecuaţiei (4.61) pentru x < 1:

t = −u + v

2
− i

√
3

2
(u− v);

u =
(
−1 +

√
1− x3

)1/3

;

v =
(
−1−

√
1− x3

)1/3

.

(4.70)

Funcţia n1(x) are forma

n1(x) = −Im
(

3t

8
+

W

t3λ4/3

)
. (4.71)

Pe baza lui (4.66) şi (4.71) obţinem

n1(x) =
3
√

3
16

(u− v) +
n0

8
(x− 4m0)−

− (1 + c)(1− cd)n0

c(1 + d)

(
x

3
+

2m0

3
− xc

1 + c

)
;

m0 = Re
(

1
t

)
.

(4.72)

Conform cu (4.68) funcţia n(ω) în vecinătatea lui ωg are un maxim ascuţit. Frec-
venţa adimensională corespunzătoare acestui maxim este

xm ' x0 − x2
0

22/3
;

x0 = −
(

σp

2

)2/3(
1 +

2
3

(1− cd)(2− c)
c(1 + d)

)
.

(4.73)
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Frecvenţa la maxim ωm cu luarea în considerare a dimensiunilor este

ωm ' ∆
1− cd

1 + c

(
1− 3

2
σ2/3

p x0

)
. (4.74)

Mărimea x0 determină direcţia deplasării maximului frecvenţei cu creşterea mărimii
σp. Densitatea de stări la maxim este

n(ωm) =
√

3

24/3σ
1/3
p

[
1 +

√
3 21/3

8
σ2/3

p

(
1− 2

3
1− 2

3
(1 + c)(1− cd)

c(1 + d)

)
+ . . .

]
. (4.75)

În apropierea frecvenţei, egală cu ωg, avem (x → 1)

n(ω) '
√

1− x

σ
1/3
p

[
1− 5

18
(1− x)− σ2/3(1− cd)

c(1 + d)

]
=

=
1

σ2/3

√
2(ω − ωg)

3ω0

{
1− 5

27
(ω − ωg)
σ2/3ω0

− σ2/3
p

(
1− cd

c(1 + d)
− 2

3
λ1λ

−4/3

)}
,

(4.76)

unde
∆g = ∆

1− cd

1 + c
. (4.77)

în acest fel, pentru frecvenţe, suficient de apropiate de ωg, când este satisfăcută
inegalitatea

ω − ωg

∆g
¿ 27

5
σ2/3

p , (4.78)

pentru densitatea de stări putem folosi aproximaţia

n(ω) ' 1

σ
2/3
p

√
2
3

ω − ωg

∆
. (4.79)

Pentru valori negative dar destul de mari în valoare absolută a frecvenţei adimen-
sionale x (x < 0)

1

σ
2/3
p

À |x| À 1 (4.80)

găsim

n(ω) ' 1

σ
1/3
p

√−3x

{
1− 5

54(−x)3
− xσ2/3

p

[
1 +

(1 + c(1− cd))
3c(1 + d)

+

+
1

54(−x)3

(
1− 17(1 + c)(1− cd)

c(1 + d)

)]
+ . . .

}
.

(4.81)

Departe de valoarea lui ωg, pentru calculul lui n(ω) putem folosi metoda itera-
ţiilor după puetrile lui α. În acest interval de frecvenţe soluţia ecuaţiei (4.56) are
forma

u = u0 + αu1 + α2u2, (4.82)
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unde pentru u0 À 1

u0 =
ω

∆g
; u1 =

ic(ω̄ + u0d)(ω̄u0 + d)
(1− cd)

√
u2

0 − 1
;

u2 =
c(ω̄ + u0d)

1− cd

{c(u0ω̄ + d)
[
ω̄2 + d2 + 3du0ω̄ − u3

0ω̄d
]

(1− cd)(u2
0 − 1)2

−

− (u0ω̄ + d)2

u2
0 − 1

− ∆(d2 − ω̄2)
2Γα

+ . . .

}
(4.83)

şi, prin urmare, densitatea de stări în acest domeniu de frecvenţe este

n(ω) =
1√

u2
0 − 1

[
u0 − α2

u2
0 − 1

(
u2 − 3

2
u0u

2
1

u2
0 − 1

)
. . .

]
. (4.84)

Această expresie este adevărată cu condiţia ca

(u2
0 − 1) À α2/3. (4.85)

Să găsim acum condiţia de continuitate a expresiilor pentru n(ω) obţinute pentru
cele două intervale de frecvenţe. În acest scop înlocuim în expresia (4.83) pentru u0

frecvenţa ω sub forma (4.58). Obţinem

u0 = 1− 3
2
α2/3λ2/3x + α4/3λ1x

2 + . . . (4.86)

Substituind această expresie în (4.85), ne convingem de faptul că ea este îndeplinită
pentru valori negative şi destul de mari în valoare absolută a lui x (x < 0, |x| À 1).
Substituind (4.86) (cu cele spuse despre mărimea x) în (4.84), găsim cu precizia ex-
presiei (4.81) că se poate realiza această continuitate a celor două soluţii. Frecvenţa
adimensională care realizează acest lucru poate fi aleasă sub forma

xc ' − x1

σ
2/3
p

; x1 ∼ 1; ωc = ω(xc) ≈ ∆g

(
1 +

3
2
σ2/3

p x

)
. (4.87)

În legătură cu faptul că pentru frecvenţe mari (ω/Γ > 1) dezvoltarea (4.82)
îşi pierde sensul, în aceste domeniu de frecvenţe calculele pot fi făcute pe baza
dezvoltătrii după puterile lui 1/u:

u = ū0 + ū1 + . . . ;
1√

u2 − 1
=

1
u

(
1 +

1
2u2

+
3

8u4
+ . . .

)
. (4.88)

Substituind aceste dezvoltări în (4.56), obţinem (ω/Γ À 1)

ū0 = ω̄; ū = −c(1 + d)(Γ2 + ε2
d)

∆2ω̄
. (4.89)

În acest caz densitatea de stări electronice va avea forma

n(ω) ≈ 1 +
1

2ω̄2
+

c(1 + d)(Γ2 + ε2
d)

∆2ω̄4
+

3
8ω̄4

+ . . . (4.90)
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Intervalul de frecvenţe în care este valabilă dezvoltarea (4.82), este determinat de
frecvenţa ω′c de ordinul lui Γ;

u′c = x2Γ. (4.91)

Pentru frecvenţe, mai mari decât ω′c, este adevărată dezvoltarea (4.88).

În acest fel, s-a stabilit că formula (4.84) pentru calculul densităţii de stări a
electronilor de conducţie în cazul difuziei rezonante pe atomii de impuritate ne-
magnetici este aplicabilă numai pentru domeniul de frecvenţe, nu prea apropiat de
frecvenţa ωg şi care satisfac inegalitatea (4.85). În afară de aceasta, aceste frecvenţe
nu trebuie să fie prea mari (ω ¿ Γ). Când aceste frecvenţe sunt apropiate de ωg,
atunci pentru calculul densităţii electronice de stări este aplicabilă formula (4.76)
din care se vede că n(ω) în acest domeniu se deosebeşte esenţial de de n(ω) pentru
supraconductorul pur.

Să dăm rezultatele numerice pentru aliajul La-Ce cu Γ = 0, 02 eV, Tc = 9, 4K,
N(εF ) = 2, 4 stări/(eV.atom) [28], ωD = 142 K [43]. Vom examina trei concentraţii
de impurităţi: 2; 1; 0,5%, presupunând d = 5 şi εd = 0. Valorile obţinute pentru
α, 3

2σ
2/3
p , ∆g, ωg şi ωm sunt prezentate în tabelul 4.1 În paranteze sunt date

Tabelul 4.1: Dependenţa mărimilor α, σp, ∆g, ωg şi ωm de concentraţia atomilor
de impuritate.

nc, % α 3
2σ

2/3
p ∆g · 103 eV ωg · 103eV ωm · 103eV

2,0 0, 9 · 10−3 0,06 0,0027 0,0025 0,0027
(0, 9 · 10−4) (0,013) - (0,0027) (0,0027)

1,0 0,04 0,34 0,262 0,172 0,30
(0,004) (0,07) - (0,240) (0,26)

0,5 0,1 0,39 0,82 0,50 1,1
(0,01) (0,08) - (0,75) (0,84)

aceleaşi mărimi când Γ = 0, 2 eV, N(εF ) = 0, 24 stări/(eV.atom), ωD = 142 K,
d = 5, εd = 0, Tc = 9, 4 K. După cum se vede din tabel, când σ

2/3
p nu este mult mai

mică decât unitatea, valorile lui ∆g, ωg şi ωm se deosebesc una de alta, şi pentru
calculul coeficienţilor cinetici (de exemplu, coeficientul de conducţie termică) trebuie
să luăm în considerare domeniul frecvenţelor apropiate de frecvenţa ωg, ceea ce duce
la o contribuţie suplimentară de ordinul lui σ

2/3
p .
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4.5 Conducţia termică a aliajelor supraconductoare
cu impurităţi ale metalelor de tranziţie (cazul
nemagnetic)

Transportul de căldură în metale se realizează de către electroni şi fononi. Ca-
racterul staţionar al procesului este asigurat de diferite mecanisme de relaxare.
Conducţia termică electronică este determinată de difuzia electronilor pe impuri-
tăţi, fononi şi a ciocnirilor dintre ei. Contribuţia fononică la conducţia termică se
caracterizează prin interacţia fononilor cu electronii, cu impurităţile şi interacţia
fonon-fonon. În metale rolul principal îl joacă conducţia termică electronică.

Toate mecanismele procesului de transport al căldurii sunt analizate în monogra-
fia [44]. Pentru prima dată transportul de căldură în supraconductori a fost studiat
de V.T. Gelikman [45]. El a studiat conducţia termică electronică, când procesul
principal de relaxare este difuzia electronilor pe impurităţi. Mecanismele electronic
şi fononic de conducţie termică pentru diferite mecanisme de relaxare sunt analizate
în lucrarea [46].

În toate aceste lucrări s-a arătat că raportul Ks/Kn a coeficienţilor de conducţie
termică în stare supraconductoare şi normală în cazul mecanismului de difuzie a
electronilor pe impurităţi este o funcţie universală de raportul T/Tc.

Influenţa impurităţilor paramagnetice asupra mărimii conducţiei termice elec-
tronice a fost studiată în lucrarea [47]. Coeficientul conducţiei termice electronice a
aliajelor supraconductoare uni- şi bibandă, când mecanismul principal de relaxare
este difuzia excitaţiilor pe impurităţi, a fost studiat în lucrările [48, 49].

Studiul experimental al conducţiei termice permite să determinăm parametrii
caracteristici ai supraconductorului (vezi, de exemplu, [50, 44]).

În această secţiune se studiază influenţa stărilor localizate nemagnetice asupra
conducţiei termice electronice în starea supraconductoare [51]-[53]. În acest scop se
foloseşte reprezentarea spinorială Gorkov-Nambu.

Expresia pentru coeficientul de conducţie termică are forma

K =
1

6T
lim
ω→0

P (q = 0, Om = ω + i0+)− P (q = 0, Om = ω − i0−)
ω

(4.92)

unde

P (q = 0, ϑm) =
i

4m2β

∑
n

∫
dk1dk2

(2π)6
k1k2(2zn + ϑm)2×

× Tr
{

τ3G(k1k2|zn)τ3G(k2k1|zn + ϑm)
}

;

τ3 =
(

1 0
0 −1

)
; ϑm =

2πmi

β
; zn =

iπ

β
(2n + 1); β =

1
kBT

.

(4.93)

Introducem notaţia

P (k1, k2, zn, zn + ϑm) = τ3G(k1k2|zn)τ3G(k2k1|zn + ϑm). (4.94)
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Linia de deasupra ultimei expresii înseamnă medierea pe poziţiile atomilor de im-
puritate care sunt distribuiţi haotic. Folosind metoda sumării diagramelor scară
(ladder diagrams) [54], pentru P obţinem ecuaţia

P (k1, k2, zn, zn + ϑm) = τ3G̃(k1|zn)τ3G̃(k2|zn + ϑm)δk1,k2+

+
nc

V

∑

k

|Vk1d|2|Vk2d|2τ3G̃(k1|zn)τ3G̃d((zn))×

×P (k3,k2, zn, zn + ϑm)τ3G̃d(zn + ϑm)τ3G̃(k2, zn + ϑm).

(4.95)

Funcţiile Green uniparticulă G̃(k|zn) şi G̃d(zn) sunt date de expresiile:

(
G̃(k|zn)

)−1

= z̃(zn)τ0 − εcτ3 − ∆̃(zn)τ1; (4.96)
(
G̃d(zn)

)−1

= z̃d(zn)τ0 − εdτ3 − ∆̃d(zn)τ1. (4.97)

Aici mărimile z̃ şi ∆̃ sunt date de relaţiile:

z̃d(zn) = zn +
πN(εF )|Vkd|2z̃(zn)
[
∆̃2(zn)− z̃(zn)

]1/2
; (4.98)

∆̃d(zn) = ∆d +
πN(εF )|Vkd|2∆̃(zn)
[
∆̃2(zn)− z̃(zn)

]1/2
. (4.99)

Din ecuaţia (4.95) se vede că de variabila k2 depinde numai funcţia P , de aceea
vom introduce o nouă mărime definită prin formula

∑

k2

k2P (k1,k2, zn, zn + ϑm) = k1P (k1, zn, zn + ϑm). (4.100)

Pentru cele ce urmează este indicat să înmulţim ecuaţia (4.95) cu vectorul k2 şi
apoi să sumă după acesta.

Introducem notaţia

nc|Vk1d|2
∑

k3

|Vk3d|2k3P (k3, zn, zn + ϑm) = k1λ(zn, zn + ϑm). (4.101)

Atunci ecuaţia matricială integrală (4.95) se poate reduce la sistemul de ecuaţii
algebrice

λ(zn, zn + ϑm) =
~

2πκ0

{∫ ∞

−∞
τ3G̃(ε, zn)τ3G̃(ε, zn + ϑm)dε+

+
∫ ∞

−∞
τ3G̃(ε, zn)τ3G̃d(zn)λ(zn, zn + ϑm)τ3×

× G̃d(zn + ϑm)τ3G̃(ε, zn + ϑm)dε

}
,

(4.102)
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unde

G̃(ε, zn) = G̃(|kv|, zn);

timpul de relaxare κ0 se determină în felul următor:

~
2κ0

=
ncπN(εF )

p2
F

∫
dΩp

4π

dΩk

4π
|Vkd|2|Vpd|2(kp). (4.103)

Mai departe vom considera că nivelul de energie al stării localizate se află pe
suprafaţa Fermi, adică vom lua εd = 0, ceea ce permite căutarea mărimii λ(zn, zn +
ϑm) sub forma unei dezvoltări numai după matricile τ0 şi τ1: λ = cτ0+Mτ1. Atunci
pe baza relaţiilor (4.92) şi (4.93) obţinem

K =
1

6T
N(εF )v2

F

(
2κ0

~

)
Re

π

β

∞∑
n=−∞

(2zn + ϑm)2C(zn, zn + ϑm). (4.104)

Substituind dezvoltarea pentru λ în (4.102) şi rezolvând sistemul de ecuaţii,
pentru mărimile C(zn, zn + ϑm) avem [52]

C(zn, zn + OM ) =
~

2κ0

1− α

(
Q1 + Q2)D−1(zn, zn + ϑm), (4.105)

unde

D = 1− ~
κ0

nll̃ − ~
κ0

baã; (4.106)

Q1 =
√

z̃2(zn) + ∆̃2(zn) ; Q2 =
√

z̃2(zn + ϑm) + ∆̃2(zn + ϑm) ;

α =
z̃(zn + ϑm)z̃(zn) + ∆̃(zn)∆̃(zn + ϑm)

Q1Q2
;

l =
z̃(zn + ϑm)∆̃(zn)− z̃(zn)∆̃(zn + ϑm)

Q1Q2
;

l̃ = ∆̃d(zn)z̃d(zn + ϑm)− ∆̃d(zn + ϑm)z̃d((zn)) ;

α̃ = z̃d(zn)z̃d(zn + ϑm) + ∆̃d(zn)∆̃d(zn + ϑm);

b =
1

Q1 + Q2

1
z̃2
d(zn) + ∆̃2

d(zn)
1

z̃2
d(zn + ϑm) + ∆̃2

d(zn + ϑm)
.

(4.107)

Sumarea după zn se face după metoda dezvoltată în lucrarea [54]. Obţinem
pentru coeficientul de conducţie termică K:

K =
nβ2kB

8m

∫ ∞

0

z2dz

ch 2 βz
2

(
1 + (|u|2 − 1)
|u2| − 1

)
1

Im
(
∆̃(z)

√
u2 − 1 D(z)

) . (4.108)
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Aici

n =
p3

F

3π2~3
; β =

1
kBT

; u =
z̃(z)
∆̃(z)

;

D = 1− ~
κ0

[
(u∗ − u)(∆̃d(z)z̃d(z)− ∆̃d(z)z̃∗d(z))− (1− uu∗)(|z̃d(z)|2−

−|∆̃d(z)|2)
][

2Im (∆̃(z)
√

u2 − 1
√

u2 − 1
√

u ∗2 −1AA∗)
]−1

;

A = ∆̃2
d(z)− z̃2

d(z).

Să găsim mai întâi conductibilitatea termică electronică Kn pentru un metal
normal. Pentru εd = 0 avem

1

2Im
[
∆̃(z)

√
u2 − 1

] =
Γ2 + z2

2Γ2

(
nc

πN(εF )
− ~

2κ0Γ2

) .

Să introducem un nou timp de relaxare

nc

π
N(εF )− ~

2κ0Γ2
=

~
2τ tr

.

Atunci obţinem

Kn =
b

m

τ tr

3
π2k2

BT

(
1 +

7
5

π2

β2Γ2

)
. (4.109)

Având în vedere că pentru z < ωg mărimea u este reală şi mai mică decât unu,
pentru calculul coeficientului de conducţie termică în starea supraconductoare Ks,
limita inferioară în integrala (4.108) trebuie înlocuită cu ωg. Calculul mărimilor ωg

şi u a fost făcut în secţiunea precedentă.
Folosind dezvoltarea în apropierea gap-ului energetic, în cazul temperaturilor

mici când este îndeplinită inegalitatea (β∆g)−1 ¿ σ
2/3
p ¿ 1, găsim

Ks

Kn
=

4∆gβ

π2σ
2/3
p

exp(−β∆g)
(

1 +
2τ tr

κ0)Γ2

)−1

. (4.110)

Când temperatura nu este prea joasă şi este îndeplinită inegalitatea următoare
σ

2/3
p ¿ (β∆p)−1 ¿ 1, în integrala (4.108) este important un interval de frecvenţe

mult mai larg şi este necesar să cunoaştem integrandul pe tot intervalul de frecvenţe.
Efectuând dezvoltarea în serie după parametrul mic σp, obţinem

Ks =
nkB

2mβ
τ tr

∫ ∞

∆gβ

x2dx

ch 2 x

2

+
π2nτ trkBσ

2/3
p (β∆g)3Λ

4mβch 2(β∆g/2)
, (4.111)

unde

Λ =
3
2

∫ 1

−∞

[
2
3

+
3
4
x(u(x) + v(x))

]
dx

1 +
τ tr

κ0Γ2

[
1
2
− 3

4
x(u(x) + v(x))

] − 3
∫ 0

−∞
dx. (4.112)
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Să evaluăm acum mărimea Λ. Pentru aceasta folosim expresiile lui u(x) şi v(x)
(formulele (4.70)). Pentru τ tr/κ0Γ2 = 1 avem Λ = 9/10. Pentru τ tr/κ0Γ2 ¿ 1

Λ =
9
10

(
1− 2

τ tr

κ0Γ2

)
.

Pentru temperaturi apropiate de temperatura critică Tc, când

α ∼ ∆(T )
Γ

¿
(

T

Γ

)3

,

pentru Ks/Kn găsim expresia

Ks

Kn
=

12
π2

∫ ∞

∆gβ/2

t2dt

ch 2t
+

48
π2β2(ε2

d + Γ2)

∫ ∞

∆gβ/2

t4dt

ch 2t
− 7π2

5β2(ε2
d + Γ2)

. (4.113)

Pentru Γ À ∆ şi Γβ À 1 rămâne numai primul termen în formulele (4.111)
şi (4.113). Aceasta este contribuţia principală la mărimea Ks/Kn, din care se
vede că raportul coeficienţilor de conducţie termică în starea supraconductoare şi
în cea normală în cazul difuziei rezonante a electronilor de conducţie pe atomii
de impuritate se exprimă prin aceeaşi formulă ca şi în cazul difuziei nerezonante
a electronilor, dar cu o valoare renormată a mărimii ∆g datorită impurităţilor.
Corecţia la această contribuţie principală pentru β∆g ∼ 1 este pozitivă. Pentru
temperaturi apropiate de Tc, mărimea Ks/Kn în cazul difuziei rezonante este ceva
mai mică decât cea din cazul difuziei nerezonante a electronilor de conducţie pe
atomii de impuritate.

Din rezultatele obţinute, se vede de asemenea că luarea în considerare a depen-
denţei elementelor de matrice ale interacţiei electronilor cu impurităţile de direcţia
impulsului electronului nu duce întotdeauna numai la înlocuirea timpului de rela-
xare cu timpul de transport, ci există şi alte modificări importante. Acest lucru
are loc atât pentru starea normală cât şi pentru cea supraconductoare. Corecţia la
contribuţia respectivă depinde de raportul τ tr/κ0Γ.

4.6 Atenuarea ultrasunetelor în supraconductorii
impurificaţi cu metale de tranziţie

Energia absorbită Q se calculează cu ajutorul operatorului care descrie interacţia
electronilor de conducţie cu câmpul sonor,

Ĥ ′(t) =
∫

dr
(
λij

r,r′

r′→r

ψ+(r′)τ3ψ(r)
)
Ûij(r, t). (4.114)

Aici λij
r,r′ este tensorul ale cărui componente în reprezentarea impulsului sunt funcţii

de impulsul electronilor; Ûij este tensorul deformaţiilor corpului. Operatorul Ĥ ′(t)
este scris în reprezentarea bidimensională Gorkov-Nambu.
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Folosirea matricii densităţii a sistemului în neechilibru [12], obţinută în apro-
ximaţia liniară în raport cu Ĥ ′(t), ne permite să scriem mărimea Q sub forma
[55, 56]

Q =
∫ t

−∞
dt′

∫
drdr′

(
λij

r,r′

r→r′
λi′j′

r′1,r1

r1→r′1

P (r′, r, r′1, r1, t− t′)
)∂Uij(r, t)

∂t
Ui′j′(r1t

′),

(4.115)
unde

P (r′, r, r′1, r1, t− t′) = −iθ(t− t′)
〈[

ψ+(r′t)τ3ψ(rt), ψ+(r′1t
′)τ3ψ(r1t

′)
]〉

H
,

[A,B] este comutatorul mărimilor A şi B.
Absorbţiei sunetului în supraconductori îi este consacrată o literatură bogată

(vezi, de exemplu, [44, 57, 58]). În această secţiune se studiază supraconductorii cu
stări nemagnetice localizate [59]. Se presupune că frecvenţa sunetului ω0 şi timpul
de relaxare sunt legate între ele prin inegalitatea ω0τ < 1. Hamiltonianul sistemului
are forma

H = HA + HBCS + H ′(t), (4.116)
unde HA este hamiltonianul Anderson (4.1) pentru U = 0; HBCS este dat de formula
(4.114).

Presupunem că perturbaţia externă este unda sonoră monocromatică cu vectorul
de undă q şi frecvenţa ω0. Atunci densitatea de energie absorbită va fi funcţie de
q, ω0. Dacă nu luăm în consideraţie dispersia undei sonore, calculul densităţii de
energie absorbită Q este analog cu calculul coeficientului de conducţie termică (vezi
sec.4.4).

Să prezentăm rezultatele obţinute. Mărimea Q în cazul metalului normal se
determină din expresia

Qn(ωn) = 4ω2
0〈|ϕ|2〉ungN(εF )τ tr

(
1 +

π2

3Γ2β2

)
, (4.117)

unde
ϕk = Uij(q)λij(k + q,k).

Prin 〈. . .〉ung s-a notat medierea pe unghiurile vectorului k.
În starea supraconductoare, când σ

2/3
p ¿ T/∆g ¿ 1, pentru Qs(ω0) găsim

Qs(ω0) = 4ω2
0〈|ϕ|2〉ungN(εF )τ tr

[
2

eβ∆g + 1
+

β∆gσ
2/3
p ∆

4ch 2 β∆g

2

]
. (4.118)

Pentru temperaturi apropiate de Tc, când α ∼ ∆T/T ¿ (T/Γ)3, obţinem

Qs(ω0) = 4ω2
0〈|ϕ|2〉ungN(εF )τ tr

[
2

eβ∆g + 1
+

T 2

Γ2

∫ ∞

β∆g

x2dx

ch 2(x/2)

]
. (4.119)

Prin σp, α, Γ, ∆g şi τ tr s-au notat aceleaşi mărimi ca şi în sec.4.3 şi 4.4.
Din rezultatele găsite se vede că raportul coeficienţilor de atenuare a ultrasu-

netelor în starea normală şi supraconductoare (αs/αn = Qs/Qn) nu este o funcţie
universală de raportul T/Tc.
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4.7 Discuţia rezultatelor
În secţiunile precedente am studiat analitic densitatea stărilor electronice în alia-

jele supraconductoare cu stări localizate nemagnetice ale impurităţilor şi pe baza
acestu studiu am calculat coeficienţii de conducţie termică electronică şi atenuarea
ultrasunetelor. S-a arătat că numai atunci când lărgimea nivelului impurităţii Γ
este mult mai mare decât parametrii caracteristici ai supraconductorului, raportul
coeficienţilor respectivi în starea supraconductoare şi normală în cazul difuziei re-
zonante a electronilor pe atomii de impuritate se determină prin aceeaşi formulă ca
şi în cazul difuziei nerezonante, dar cu renormarea temperaturii critice Tc datorită
prezenţei impurităţilor. Corecţia la acest termen pentru ∆/T ∼ 1 este pozitivă.

Din rezultatele obţinute rezultă că densitatea electronică de stări n(ω) în apro-
pierea gap-ului energetic are o structură complicată. În particular această structură
se manifestă la calculul unor coeficienţi cinetici, cum ar fi viteza de relaxare nucleară
Rs, care se determină din formula

Rs

Rn
=

∫ ∞

0

dω

2T ch 2(ω/2T )

{(
Im

u√
1− u2

)2

+
(
Im

1√
1− u2

)2}
, (4.120)

unde Rn = Rs(∆ = 0). Mărimea u pentru diferite intervale de temperaturi se
găseşte în sec.4.3. Substituind aceasta în (4.120), după o serie de calcule pentru
∆g/T . 1 avem

Rs

Rn
= 2f(∆g)

(
1 +

∆g

T

(
1− f(∆g)

)
ln

4
3
σ−2/3

p

)
, (4.121)

unde f(∆g) =
(
e∆g/T + 1

)−1

. Restul notaţiilor sunt luate din sec.4.4.
După lucrarea noastră [60], s-a calculat numeric densitatea electronică de stări

şi pe baza formulei (4.120) s-a dedus viteza de relaxare a spinului nuclear în alia-
jele supraconductoare cu stări de impuritate nemagnetice localizate. Trăsăturile
fundamentale, care rezultă din aceste calcule numerice, sunt în acord cu formu-
lele analitice pentru n(ω) (vezi sec.4.4). Cunoaşterea lui n(ω) permite să găsim
formula analitică (4.121) pentru raportul Rs/Rn. Dependenţa găsită a raportului
Ts/Tn = Rn/Rs de raportul Tc/T pentru diferite valori ale lui nc/ncr este prezen-
tată în fig.4.3. Prin ncr s-a notat ncr = πN(εF )(Γ2 + ε2

d)/Γd. Calculele sunt făcute
pentru d = 5, εd = 0, ∆(0)/Γ = 10−2, ∆(0) = ∆(T = 0).

Din grafic se vede că cu creşterea concentraţiei de impurităţi raportul Ts/Tn

creşte. Apariţia unui minim pronunţat în dependenţa de temperatură al raportului
Ts/Tn în apropierea temperaturii critice se explică prin factorii coerenţi de struc-
tură, care au semnul plus şi care, în acest fel, nu conţin singularităţi în densitatea
electronică de stări. Dependenţa găsită pentru Ts/Tn (fig.4.3) este în acord cu
datele experimentale [61] pentru aluminiu cu impurităţi de mangan.

4.8 Concluzii
1. S-a dezvoltat termodinamica aliajelor supraconductoare cu stări de impuri-

tate locale, care sunt descrise de modelul Anderson. S-a determinat dependenţa
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Figura 4.3: Dependenţa lui Rn/Rs de Tc/T pentru diferite valori ale concentraţiei
de impurităţi nc/ncr: 1 - 0,02; 2 - 0,04; 3 - 0,1.

temperaturii critice a tranziţiei supraconductoare Tc de concentraţia mică de impu-
rităţi pentru un raport arbitrar dintre lărgimea nivelului de impuritate Γ şi energia
repulsiei coulombiene a elctronilor cu spini opuşi U . Efectul Kondo nu a fost luat
în consideraţie. Termenul coulombian din hamiltonianul Anderson se exprimă prin
noii operatori de cvaziparticule, care diagonalizează în limita clasică interacţia de
schimb s − d efectivă. Dinamica noilor cvaziparticule fermionice este tratată în
aproximaţia Hartree-Fock.

Dependenţa stabilită de noi a lui Tc de concentraţia de impurităţi are un caracter
complex:

- în limita nemagnetică, când Γ À U , trece în rezultatele lui Zuckerman şi
Ratto şi Blandin;

- în limita magnetică Γ ¿ U aceasta trece complet în rezultatul cunoscut pentru
Tc, cu o dependenţă de concentraţia de impurităţi în deplin acord cu teoria
aliajelor supraconductoare, cu impurităţi paramagnetice, a lui Abrikosov şi
Gorkov. Acest lucru este determinat de faptul că introducerea noilor operatori
de cvaziparticule dă posibilitatea de a lua în consideraţie toate componentele
spinului atomului de impuritate în aproximaţia Hartree-Fock pentru termenul
coulombian din hamiltonianul Anderson;

- graficul dependenţei lui Tc de Γ/U descrie calitativ datele experimentale pen-
tru aliajele de La-Ce.

2. S-a calculat saltul căldurii specifice în aliajele supraconductoare descrise de
modelul Anderson, când are loc o interacţie puternică a electronilor cu atomii mag-
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netici de impuritate. Se arată că luarea în consideraţie a difuziei rezonante pentru
un raport Tc/Tc0 dat, duce la creşterea saltului căldurii specifice în comparaţie cu
valorile obţinute pe baza teoriei lui Shiba-Rusinov.

3. S-a studiat densitatea stărilor electronice pentru aliajele supraconductoare
cu stări de impuritate nemagnetice locale şi pe această bază s-au calculat o serie
de coeficienţi cinetici. Pentru aceasta s-a folosit metoda de calcul dezvoltată de
V.A. Moskalenko a densităţii stărilor electronice în aliaje. S-au stabilit următoarele
proprietăţi pentru densitatea electronică de stări n(ω):

- s-a arătat că funcţia n(ω) în domeniul de frecvenţe apropiat de gap-ul ener-
getic ωg, se deosebeşte esenţial de n(ω) pentru supraconductorii puri. În
vecinătatea lui ωg, pentru ω = ωm, funcţia n(ω) are un maxim;

- s-a calculat frecvenţa maximului ωm şi mărimea gap-ului ωg, şi de asemenea
diferitele caracteristici ale funcţiei n(ω) şi a funcţiilor înrudite cu ea.

4. S-a studiat coeficientul electronic al conducţiei termice şi atenuarea ultra-
sunetului în aliajele supraconductoare cu stări locale nemagnetice. S-a arătat că
legea stărilor corespondente, stabilită pentru aceste aliaje în lucrarea [24], are un
caracter aproximativ. Numai în acel caz, când lărgimea nivelului de impuritate
este mult mai mare decât parametrii caracteristici ai supraconductorului, raportul
coeficienţilor examinaţi în starea supraconductoare şi în cea normală este o funcţie
universală de T/Tc. S-a găsit abaterea de la curbele universale pentru diferitele
intervale de temperatură:

- în domeniul de temperaturi, unde ∆/T . 1, s-a obţinut un termen suplimentar
pozitiv, proporţional cu parametrul mic σ

2/3
p ;

- pentru temperaturi, apropiate de Tc, corecţia la termenul principal este nega-
tivă.
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5

FENOMENE DE NEECHILIBRU ÎN ALIAJELE
SUPRACONDUCTOARE

În acest capitol se obţin ecuaţiile cinetice pentru aliajele normale şi supracon-
ductoare, care sunt descrise de hamiltonianul Anderson.

Se calculează partea impară după energii a funcţiei de distribuţie a excitaţiilor
şi se studiază pătrunderea câmpului electromagnetic longitudinal în supraconduc-
tor, când mecanismul principal de relaxare este difuzia rezonantă pe impuritatea
nemagnetică.

5.1 Discuţia datelor din literatură şi noţiuni funda-
mentale

În ultimii ani s-au pus bazele teoriei proceselor de neechilibru şi nestaţionare în
supraconductori [62]-[76]. În consecinţă a devenit posibilă descrierea acestor procese
în limbajul parametrului de ordine al supraconductorului şi a funcţiei de distribuţie a
excitaţiilor, care sunt legate între ele printr-un sistem de ecuaţii integro-diferenţiale.
Într-o serie de cazuri acest sistem este rezolvabil, şi proprietăţile sale concrete pot
fi analizate în prezenţa câmpurilor externe.

Una din problemele principale ale cineticii supraconductorilor este interacţia
câmpurilor electrice longitudinale cu supraconductorul. În anii ′70 ai secolului trecut
se considera că câmpul electric nu poate pătrunde în supraconductor la distanţe de
suprafaţă care să întreacă adâncimea de pătrundere a câmpului magnetic λ(T ) şi
lungimea de coerenţă ξ(T ). Acest lucru se datora ideii că prezenţa câmpului electric
E ar duce la o accelerare continuă a perechilor Cooper din condensat conform cu
ecuaţia de mişcare a acestuia

dps

dt
= eE +∇Φ, (5.1)

dacă în aceasta renunţăm la termenul ∇Φ. Aici ps = 1
2∇χ − e

c
A este impul-

sul condensatului; Φ =
1
2

∂χ
∂t + eϕ este potenţialul gradient-invariant; χ este faza

109
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parametrului de ordine; ϕ este potenţialul electrostatic. Într-adevăr, când există
neomogenităţi (suprafaţa de separare a supraconductorului cu metalul normal, sau
cu un dielectric, sau cu alt supraconductor) în direcţia curgerii curentului, termenul
∇Φ este diferit de zero. În cazul staţionar aceasta duce la apariţia câmpului

E = −∇Φ
e

. (5.2)

Problema pătrunderii câmpului electric în supraconductor şi efectele legate de
acest lucru sunt discutate pe larg în lucrarea de sinteză a lui S.N. Artemenko şi A.F.
Volkov [63]. Pentru prima dată această problemă a fost discutată de Rieger şi Sca-
lapino [74], care au generalizat fenomenologic ecuaţiile Ginzburg-Landau la cazul
nestaţionar şi de neechilibru şi au arătat că în starea nestaţionară, când se produce
transformarea curentului de cvaziparticule în curent de perechi în supraconductor,
potenţialul de cvaziparticule se deosebeşte de potenţialul chimic al perechilor Coo-
per. Aceasta duce la apariţia câmpului electric longitudinal în supraconductor.

Încă până la apariţia lucrării [74], L.P. Gorkov şi G.M. Eliaşberg [64], pe baza
teoriei microscopice au obţinut ecuaţiile Ginzburg-Landau, care descriu procesele
nestaţionare şi de neechilibru în supraconductori cu concentraţie mare de impurităţi
paramagnetice (limita fără gap-gapless superconductivity). Lungimea caracteristică
de scădere a câmpului electric de la suprafaţă coincide în acest caz cu lungimea de
coerenţă ξ(T ) a supraconductorului cu precizie de până la un factor numeric.

Totuşi, după cum se arată în lucrările [62, 63, 75, 76], în supraconductorii cu
gap, adâncimea de pătrundere a câmpului în supraconductor (lE) poate fi mult
mai mare decât ξ(T ). Într-adevăr, lE este determinată de timpul de stabilire a
echilibrului între ramura electronică şi cea de goluri a spectrului de cvaziparticule
(τQ) prin relaţia

lE =
√

DτQ = lE

√
4T

π∆
. (5.3)

Aici D = v2
F τ/3 este coeficientul de difuzie; τQ = τε

4T

π∆
; lε =

√
Dτε, τε fiind,

respectiv, lungimea şi mărimea timpului de relaxare energetică. Mărimea 1/τε ∼
(kBT )/~(T/θD)2.

Să dăm câteva valori pentru τε. Pentru aluminiu τε = 10−8 s, pentru staniu -
3 · 10−10 s, pentru plumb - 10−11 s.

Din formula (5.3) se vede că pentru T > ∆, mărimea lE este mai mare decât
lε. Determinarea experimentală a acestuia s-a făcut în lucrările [76, 77]. În expe-
rienţe se măsoară diferenţa potenţialelor, care este proporţională cu lε, care apare
între domeniul supraconductorului, unde se află starea de neechilibru, şi domeniul
îndepărtat. Ecuaţia pentru potenţialul Φ pentru lE > ξ(t) are forma [63], [78]-[81]

l2E∇2Φ = Φ. (5.4)

Formula (5.3) pentru lE s-a obţinut în ipoteza că relaxarea diferenţei de populaţii
ale ramurii spectrului energetic al supraconductorului se datorează difuziei cvazi-
particulelor pe fononi.

Cauza acestei relaxări poate fi de asemenea şi ciocnirea inelastică a cvaziparticu-
lelor între ele [67], ciocnirea elastică cu centrii de impuritate nemagnetici atunci când
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viteza condensatului este diferită de zero [68, 69], difuzia pe impurităţi magnetice cu
răsturnarea spinului [78]-[80], [82, 83], şi de asemenea anizotropia supraconductoru-
lui [75, 79]. Apariţia potenţialului Φ este posibilă nu numai la trecerea curentului
printr-o suprafaţă N-S, dar şi din cauza altor efecte (acustoelectric şi electrolumi-
nos), care duc la apariţia unei divergenţe nenule a curentului de cvaziparticule jn,
care curge în direcţia de propagare a undei [84].

În lucrările [62, 63] s-a arătat pentru prima dată că gradientul de temperatură
∇T la suprafeţele N-S sau S-S’ produce un dezechilibru în populaţia ramurilor spec-
trului de cvaziparticule ale supracomductorului. Ca rezultat apare un potenţial Φ
diferit de zero şi un câmp termoelectric ET , care pătrunde în adâncimea supracon-
ductorului pe distanţa lE . În lucrările experimentale [85, 86] s-a măsurat diferenţa
de potenţial, care apare în structura S-N-S, în prezenţa gradientului de tempera-
tură. Folosind dependenţa de temperatură cunoscută pentru lE , şi de asemenea
măsurând rezistenţa electrică a sistemului, s-a obţinut valoarea coeficientului forţei
termoelectrice în starea supraconductoare în apropierea lui Tc. S-a arătat că acesta
aproape coincide cu valoarea din starea normală, aşa cum rezultă din consideraţii
teoretice.

Un efect termoelectric în supraconductori, efect care este diferit de cel din me-
talele normale, a fost prezis de Pethick şi Smith [87]. Acesta constă în aceea că în
prezenţa curentului supraconductor cu viteza vs şi a gradientului de temperatură
de-a lungul curentului, duce la popularea diferită a ramurilor spectrului electronic
şi la stabilirea potenţialului Φ care este invariant la transformarea de gradient şi
care este proporţional cu vs∇T .

5.2 Ecuaţia cinetică pentru metalele normale cu
stări locale nemagnetice

În cele ce urmează se studiază aliajele nemagnetice [88]-[90], care conţin impu-
rităţi ale metalelor de tranziţie sau ale elementelor pământurilor rare. Proprietăţile
impurităţilor sunt descrise de hamiltonianul Anderson, care, în reprezentarea coor-
donatelor se scrie sub forma

H =
∫

drψ+
α (r)

[
1

2m

(
−i~∇− e

c
A

)2

+ eϕ− µ

]
ψα(r)+

+
∑

i

εdϕ
+
α (Ri)ϕα(Ri) +

∑

i

∫
dr

[
V (r −Ri)ϕ+

α (Ri)ψα(Ri) + h.c.
] (5.5)

Primul şi al doilea termen din (5.5) este hamiltonianul pentru electronii s şi d
respectiv. Al treilea termen descrie interacţia electronului din punctul r cu cu
electronul impurităţii din punctul Ri.

Pentru a studia proprietăţile nestaţionare şi de neechilibru ale sistemului, se
introduc matricile lui Keldâş [91] ĝ şi D11 pentru electronii de conducţie şi respectiv
pentru cei ai imprităţilor:

ĝ(x, x′) =
(

gR g
0 gA

)
; (5.6)
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D̂11 =
(

DR
11 D11

0 DA
11

)
. (5.7)

Aici funcţiile Green sunt definite în felul următor:

gR(x, x′) = −iθ(t− t′)〈[ψ(x), ψ+(x′)]+〉; (5.8)
gA(x, x′) = iθ(t′ − t)〈[ψ(x), ψ+(x′)]+〉; (5.9)
g(x, x′) = −i〈[ψ(x), ψ+(x′)]〉, x = r, t. (5.10)

Notaţiile pentru DR
11, DA

11 şi D11 se deosebesc de definiţiile (5.8)-(5.10) prin înlo-
cuirea lui ψ cu ϕ şi a lui r cu Ri.

Folosind metoda diagramatică din lucrarea [91], pentru matricea ĝ putem obţine
ecuaţia integrală

ĝ(rt, r′t′) = ĝ0(rt, r′t′)+

+
∫

ĝ0(rt, r1t1)Σg(r1t1, r2t2)ĝ(r2t2, r
′t′)dr1dr2dt1dt2.

(5.11)

Operatorul de masă Σ̂g se exprimă prin funcţia matricială a impurităţilor D11:

Σg(r1t1, r2t2) =
∑

i,j

V ∗(r1 −Ri)V (r2 −Rj)D11(Rit1,Rjt2). (5.12)

Matricea (ĝ0)−1, inversa lui ĝ0, se defineşte astfel:

ĝ−1
0 = τ0g

−1
0 ; τ0 =

(
1 0
0 1

)
. (5.13)

Aici

g−1
0 = i

∂

∂t
− 1

2m

(
−i~∇− e

c
A

)2

− eϕ + µ. (5.14)

Ecuaţia care se obţine pentru funcţia Green D̂11 are forma

D̂11(Rit,Rjt
′) = D̂0

11(Rit,Rjt
′)+

+
∫

dt1dt2
∑

i′j′
D̂0

11(Rit,Ri′t1)Σ̂D11(Ri′t1,Rj′t2)D̂11(Rj′t2, Rjt
′), (5.15)

unde

Σ̂D11(Rit1, Rjt2) =
∫

ĝ(r1t1, r2t2)V (r1 −Ri)V ∗(r2 −Rj)dr1dr2; (5.16)

(D̂0
11)

−1 = τ0(D0
11)

−1; (5.17)

(D0
11)

−1 = i
∂

∂t
− εd. (5.18)
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În lipsa câmpurilor externe şi a interacţiei s − d a electronilor, pentru compo-
nentele Fourier ale funcţiilor Green neperturbate avem

gR
0 (p, ε) =

(
ε− ξp + iδ

)−1

; gA
0 (p, ε) =

(
ε− ξp − iδ

)−1

; (5.19)

g0(p, ε) = 2πi(2f0
p − 1)δ(ε− εp); (5.20)

D0R
11 (εd, ε) =

(
ε− εd + iδ

)−1

; D0A
11 (εd, ε) =

(
ε− εd − iδ

)−1

; (5.21)

D0
11(εd, ε) = 2πi(2f0

d − 1)δ(ε− εd). (5.22)

f0
p şi f0

d sunt funcţiile de distribuţie pentru electronii s, respectiv d, când nu avem
câmpuri externe şi nici interacţie dintre electroni şi impurităţi.

Ecuaţia pentru ĝ poate fi de asemenea scrisă sub forma

ĝ(rt, r′t′) = ĝ0(rt, r′t′) +
∫

ĝ(rt, r1t1)×

× Σ̂g(r1t1, r2t2)ĝ0(r2t2, r
′t′)dr1dr2dt1dt2.

(5.23)

Operatorul g−1
0 , care acţionează asupra celui de al doilea argument al funcţiei ĝ, se

deosebeşte de (5.14) prin schimbarea semnului derivate în raport cu variabila t.
Folosind proprietăţile operatorului g−1

0 , rescriem diferenţa ecuaţiilor (5.11) şi
(5.23) după medierea pe coordonatele atomilor de impuritate şi trecând la repre-
zentarea impulsului după diferenţa coordonatelor r − r′, obţinem:

p

m

∂ĝp(tt′)
∂R

+
∂ĝp(tt′)

∂t
+

∂ĝ(tt′)
∂t′

+ Ĥ(t)ĝp(tt′)−

−ĝp(tt′)Ĥ(t′) + inc

∫ ∞

−∞
dt1|Vpd|2

[
D̂11(tt1)ĝp(t1t′)−

−ĝp(tt1)D̂11(t1t′)
]

= 0.

(5.24)

În mod analog se poate obţine ecuaţia pentru funcţia Green a impurităţilor D̂11:

∂D̂11

∂t
+

∂D̂11

∂t′
+

N(εF )
4V

∫ ∞

−∞
dt1|Vpd|2dΩpdR×

[
ĝp(tt1)D̂11(t1t′)− D̂11(tt1)ĝp(t1t′)

]
= 0.

(5.25)

La mediere s-a folosit aproximaţia care constă în aceea că medierea funcţiilor
Green şi a operatorilor de masă se face independent. În afară de acesta, s-a ţinut
seama că

D̂0
11(RiRj) = D̂0

11(RiRi)δRiRj ; D̂0
11(RiRi) = D̂0

11. (5.26)

În (5.24) şi (5.25) nc este concentraţia atomilor de impuritate, Vpd este transformata
Fourier a interacţiei V (r−Ri), (V este volumul sistemului). Funcţia ĝp se integrează

după variabila ξ =
p2

2m
− εF (vezi, de exemplu, [92]):

ĝp(t, t′) =
i

π

∫
dξd3rĝ

(
t, t′;

R + r

2
;
R− r

2

)
e−ipr (5.27)
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şi depinde de vectorul r + r′ = R. Operatorul Ĥ(t) în (5.24) se determină în felul
următor:

Ĥ(t) = − ie

m
pA(t) + ieϕ(t). (5.28)

Să trecem în ecuaţiile (5.24) şi (5.25) la noile variabile t = t−t′ şi (t+t′)/2 = tR.
Pentru elementele nediagonale ale matricilor ĝ şi D̂11, după trecerea la imaginea
Fourier în raport cu variabila t, obţinem

[
p

m

∂

∂R
+

∂

∂tR
+

(
eE +

e

c
[v ×H]

)
∂

∂p

]
gp(ε) =

= −i|VpF d|2nc

[
D11(ε)

(
gA

p (ε)− gR
p (ε)

)
+ gp(ε)

(
DR

11(ε)−DA
11(ε)

)]
;

(5.29)

∂D11(ε)
∂tR

= −π
∣∣∣VpF d

∣∣∣
2

N(εF )
∫

dR

V

∫
dΩp

4π

[
D11(ε)×

×
(
gR

p (ε)− gA
p (ε)

)
+ gp(ε)

(
DA

11(ε)−DR
11(ε)

)]
.

(5.30)

Aici ĝp(ε) = ĝp(ε, R, tR); D̂(ε) = D̂(ε, tR) şi interacţia cu impurităţile se consideră
că nu depinde de unghiuri.

Ecuaţiile (5.29) şi (5.30) s-au obţinut în aproximaţia cvaziclasică, ceea ce în-
seamnă că valoarea expresiei ∇RG/p este mică, unde p = (p, ε) şi prin derivarea
în raport R vom înţelege ∇R = (∇R, ∂/∂tR).

În cele ce urmează se foloseşte aproximaţia locală pentru gR şi gA, adică vom
considera că aceste mărimi nu depind de R şi tR. În acest caz, funcţia necunoscută
D11(ε), care intră în (5.29), poate fi găsită din (5.30). După substituirea ei în (5.29)
avem

[
p

m

∂

∂R
+

∂

∂tR
+

(
eE +

e

c
[v ×H]

) ∂

∂p

]
gp(ε) =

= −i
∣∣∣VpF d

∣∣∣
2

nc

[
1
Γ

∂D11

∂tR
+

(
DR

11(ε)−DA
11(ε)

)
gp(ε)−

− 1
4π

∫
dΩp

dR

V
gp(ε)

]
.

(5.31)

Folosim acum reprezentarea

D11(ε) =
(
DR

11(ε)−DA
11(ε)

)
fd(ε); gp(ε) = 2fp(R, tR, ε), (5.32)

fd şi fp fiind funcţiile de distribuţie ale electronilor d şi s respectiv. Substituind
(5.32) în (5.30) şi (5.31) şi considerând că

DR(ε)−DA(ε) = − 2iΓ
(ε− εd)2 + Γ2

; (5.33)

gR
p (ε)− gA

p (ε) = 2, (5.34)
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obţinem sistemul de ecuaţii cinetice pentru funcţiile fd şi fp:

fd(ε) +
1
2Γ

∂fd(ε)
∂tR

=
1
4π

∫
fp(R, tR, ε)dΩpdR

V
; (5.35)

[
p

m

∂

∂R
+

∂

∂tR
+

(
eE +

e

c
[v ×H]

)
∂

∂p

]
fp(R, tR, ε) =

= − 2Γnc|VpF d|2
Γ2 + (ε− εd)2

[
fp −

∫
fp(R, tR, ε)dΩpdR

4πV
+

1
2Γ

∂fd(ε)
∂tR

]
.

(5.36)

Ecuaţiile (5.35) şi (5.36) sunt nelocale, deoarece integralele de ciocnire conţin
integrarea după variabila R, de care, în cazul neomogen depinde funcţia fp. Obţi-
nerea unor ecuaţii cinetice locale în modelul Anderson se poate face numai în cazul
în care presupunem că

D(RiRj) = D(RiRi)δRiRj , (5.37)

şi de asemenea dacă are loc o interacţie de contact a electronilor cu atomii de
impuritate, adică

V (r −Ri) = V δ(r −Ri). (5.38)

Presupunând îndeplinite egalităţile (5.37) şi (5.38), obţinem ecuaţii cinetice care
se deosebesc de (5.35) şi (5.36) prin faptul că în integralele de ciocnire lipseşte
integrarea după dR, iar funcţia fd depinde de R.

5.3 Ecuaţia cinetică pentru supraconductori cu
stări locale nemagnetice

Ecuaţiile (5.24) şi (5.25) pot fi generalizate la cazul supraconductor. Urmând
lucrarea lui A.I. Larkin şi Y. N. Ovcinikov [71], după o serie de transformări, avem

p

m

∂Ĝp

∂R
+ τ̂z

∂Ĝp

∂t
+

∂Ĝp

∂t′
τ̂z + Ĥ(t)Ĝp − ĜpĤ(t′)+

+ inc

∫ ∞

−∞
dt1|Vpd|2

[
D̂(tt1)Ĝp(t1t′)− Ĝp(tt1)D̂(t1t′)

]
= 0;

(5.39)

τ̂z
∂D̂

∂t
+

∂D̂

∂t′
τ̂z − i∆̌d(t)D̂ + iD̂∆̌d(t′)+

+
N(εF )

4

∫ ∞

−∞
dt1

∫
dRdΩp

V
|Vpd|2

[
Ĝp(tt1)D̂(t1t′)− D̂(tt1)Ĝp(t1t′)

]
= 0,

(5.40)

unde
Ĥ(t) = − ie

m
pA(t)τ̂z − i∆̌(t) + ieϕ(t).

Funcţiile matriciale Keldâş în acest caz se definesc ca

Ĝ =
(

GR G
0 GA

)
; D̂ =

(
DR D
0 DA

)
. (5.41)
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Aici funcţiile GR, GA, G şi DR, DA, D sunt matrici formate din funcţiile Green
obişnuite g, Dii şi funcţiile Gorkov F, Dij :

G =
(

g1 F1

−F2 g2

)
; D =

(
D11 D12

D21 D22

)
. (5.42)

Notaţiile τ̂z, ∆̌ şi ∆̂ sunt aceleaşi ca şi cele din lucrarea [71]:

τ̂z =
(

τz 0
0 τz

)
∆̌ =

(
∆̂ 0
0 ∆̂

)
; ∆̂ =

(
0 ∆1

−∆2 0

)
. (5.43)

În ecuaţiile (5.39) şi (5.40) funcţiile G şi D pentru fenomenele nestaţionare şi de
neechilibru sunt cunoscute. Vom considera că are loc aproximaţia locală. Atunci
pentru funcţiile de integrat în raport cu ξ, GR şi GA avem

GR,A =
(
± 1√

u2 − 1

(
u 1
−1 −u

))R,A

, (5.44)

unde mărimea u este dată în expresia (4.56). Funcţiile Green DR şi DA sunt date
de expresiile

DR,A(ω) =
1

ω̃2
d − ∆̃2 − ε2

d

(
ω̃d + εd ∆̃d

−∆̃d −ω̃d + εd

)
. (5.45)

Aici
ω̃d = ε +

iΓu√
u2 − 1

; ∆̃d = ∆d +
iΓ√

u2 − 1
. (5.46)

În formulele precedente se presupune că Imu > 0, Im
√

u2 − 1 > 0. Pentru
funcţii Green avansate (A) trebuie să schimbăm pe u, ω̃d, ∆̃d în u∗, ω̃∗d, ∆̃∗

d.
După trecerea la noi variabile t = t− t′ şi (t + t′)/2 = tR şi dezvoltarea în serie

după t, ecuaţia (5.40) pentru D se scrie sub forma

τ̂z

[
1
2

∂D̂(ε)
∂tR

− iεD̂(ε)
]

+
[
1
2

∂D̂(ε)
∂tR

+ iεD̂(ε)
]
τ̂z−

− i

[
∆̌dD̂(ε)− D̂(ε)∆̌d

]
=

= −N(εF )
4

∫
dΩp

dR

V
|Vpd|2

[
Ĝp(ε)D̂(ε)− D̂(ε)Ĝp(ε)

]
.

(5.47)

Funcţiile necunoscute G şi D le reprezentăm sub forma

Gp(εRtR) = 2fp(εRtR)δp + 2f1p(εRtR)αp−

− i
∂fp

∂ε

∂γp

∂t
+ i

∂fp

∂t

∂γp

∂ε
,

(5.48)

unde

2δp = GR −GA; 2αp = GRτz − τzG
A : 2γp = GR + GA;

D(εtR) = 2fd(εtR)δd + 2f1d(εtR)αd.
(5.49)
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Aici
2δd = DR −DA; 2αd = DRτz − τzD

A; 2γd = DR + DA.

Funcţia G în (5.48) este integrată după ξ.
Substituind (5.48) şi (5.49) în ecuaţia (5.47), după câteva transformări pentru

funcţiile fd şi f1d, care descriu impurităţile, obţinem

1
2
Sp

{
αd

∂fd

∂t
− i

∂fd

∂ε

∂Ĥd

∂t
δd +

1
2

∂γd

∂ε

∂

∂t

(
∂fd

∂ε

∂Ĥd

∂t

)
−

−1
2

∂γd

∂t

∂

∂ε

(
∂fd

∂ε

∂Ĥd

∂t

)
− i

∂Ĥd

∂t

∂

∂ε
(αdf1d)

}
=

= −N(εF )
4

∫
dΩp

dR

V
|Vpd|2 Sp

[
fdδdδp + f1dαdδp − fpδpδd − f1pαpδd

]
,

(5.50)

unde
Ĥd(t) = −i∆̌d(t); (5.51)

1
2

Sp
{

∂

∂t
(αdf1d) +

∂f1d

∂t
∆̂d

∂δd

∂ε
+ (−2i)∆̂dγdf1d−

−∂fd

∂ε

∂∆̂d

∂t
τzγd − i

2
∂fd

∂ε

∂2∆̂
∂t2

τz
∂δd

∂ε

}
=

=
N(εF )

4

∫
dΩp

dR

V
|Vpd|2 Sp

[
f1dτzαdδp+

+fdτzδdδp − f1pτzαpδd − fpτzδpδd

]
.

(5.52)

Partea stângă a ecuaţiiilor pentru funcţiile de distribuţie ale electronilor fp şi
f1p coincid cu expresiile corespunzătoare din lucrarea [71]. Părţile drepte ale acestor
ecuaţii se deosebesc de partea dreaptă a expresiilor (5.50) şi (5.52) prin lipsa inte-
gralelor după R, unghiurile vectorului p, şi de asemenea prin înlocuirea factorului
N(εF )/4 cu −inc.

Mai departe vom studia cazul staţionar. Vom pleca de la ecuaţia (5.47) pentru
D̂. Considerăm de asemenea că de unghiurile şi coordonatele vectorului R depinde
numai funcţia Gp. În acest caz pentru o difuzie izotropă pe impurităţi, din (5.47)
găsim

Sp
[
GR

p D −DGA
p

]
= Sp

∫
dΩp

4π

dR

V

[
DRGp(ε)−Gp(ε)DA

]
; (5.53)

Sp
[
τz

(
GR

p D −DGA
p

)]
= Sp

{
τz

∫
dΩp

4π

dR

V
×

×
[
DRGp(ε)−Gp(ε)DA

]}
− 2i

Γ
∆d(D12 + D21).

(5.54)

Rezolvând ecuaţia matricială (5.47) pentru ∂D̂/∂tR = 0, putem exprima funcţia
necunoscută D prin G, GR, GA şi DR, DA. În particular, suma funcţiilor nedia-
gonale care intră în (5.54) este determinată de formula

D12 + D21 =
4iΓ

Γ2 + ε2
d

∫
f1p

dΩp

4π

dR

V

[
γp12 + 2i

Γδp11

Γ2 + ε2
d

(εδp12 −∆dδp11)
]
. (5.55)
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Substituţia formulelor (5.53), (5.54) în partea dreaptă a ecuaţiei pentru G duce
la o ecuaţie pentru funcţia Ĝ. Folosind relaţia (5.48), se poate arăta că funcţiile de
distribuţie fp şi f1p în cazul staţionar satisfac sistemul de ecuaţii [90]

1
2
Sp

(
v

∂

∂R
αpf1p

)
+ iI1 + iI2 = 0; (5.56)

1
2

(
αpv

∂

∂R
fp

)
+ 2i∆γp12f1p + iA

∫
f1pdΩpdR

4πV
+ iI3 + iI4 = 0, (5.57)

unde
A = −2∆cdγp12 +

4icΓ∆dδp11

Γ2 + ε2
d

(εδp12 −∆dδp11); (5.58)

I2 şi I4 sunt integralele de ciocnire cu fononii; I1 şi I3 sunt integralele de ciocnire
cu impurităţile:

I1 = nc|VpF d|2
{
Sp (δpδd)

(
fp(ε)−

∫
fp1

dΩp1
dR

4πV

)
+

+ Sp (αpδd)
(

f1p(ε)−
∫

f1p1
dΩp1

dR

4πV

)}
;

(5.59)

I3 = nc|VpF d|2
{
Sp (δpτzαdτz)

(
fp(ε)−

∫
fp1

dΩp1
dR

4πV

)
+

+ Sp (αpτzαdτz)
(

f1p(ε)−
∫

f1p1
dΩp1

dR

4πV

)} (5.60)

Ecuaţiile (5.56) şi (5.57) sunt nelocale. Presupunând că au loc egalităţile (5.37)şi
(5.38), obţinem ecuaţiile cinetice, care se deosebesc de (5.56), (5.57) prin faptul că
în integralele de ciocnire lipseşte integrarea după R.

5.4 Pătrunderea câmpului electric în supraconduc-
tori cu stări locale nemagnetice

Una din cele mai interesante particularităţi ale cineticii supraconductorilor, le-
gată de dublul semn al excitaţiilor cvaziparticulelor în aceştia, este apariţia dife-
renţei de populaţie dintre ramura spectrului electronic şi de goluri ale excitaţiilor
elementare în condiţii de neechilibru [74]-[77]. Ca rezultat în prezenţa unui curent
prin suprafaţa N-S câmpul electric longitudinal din interiorul supraconductorului
este diferit de zero la distanţe care întrec cu mult lungimile caracteristice ale supra-
conductorului. Adâncimea de pătrundere a câmpului electric depinde de timpul de
relaxare a populaţiilor din cele două ramuri ale spectrului. Cauza acestei relaxări
poate fi datorată diferitelor procese de difuzie (v. sec.5.1).

În această secţiune vom arăta că difuzia rezonantă a excitaţiilor pe impurităţile
nemagnetice duce de asemenea la suprapunerea ramurilor electronice şi de goluri ale
spectrului. Se calculează mărimea câmpului electric şi se determină pătrunderea sa
în supraconductor [90].
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Presupunem existenţa interfeţei N-S: pentru x < 0 avem metalul normal, iar
pentru x > 0 supraconductorul. Câmpul electric se aplică de-a lungul axei x.
Pentru x → −∞ acest câmp este egal cu E0. Potenţialul electrostatic ϕ poate fi
reprezentat sub forma [79]

ϕ = −E0xθ(−x) + ϕ̃, (5.61)

unde ϕ̃ este diferenţa potenţialelor chimice ale electronilor normali şi supraconduc-
tori, determinată de relaţia

eϕ̃ = −1
4

∫ ∞

−∞
dεf̃1(ε)(GR

11 −GA
11). (5.62)

Aici f̃1(ε) este partea care nu depinde de unghiuri a funcţiei f̃1p. Aceasta din urmă
este legată de funcţia f1p prin formula

f1p = exE0θ(−x)
∂th (ε/2T )

∂ε
+ f̃1p. (5.63)

Pentru deducerea ecuaţiei pe care o satisface f̃1p vom folosi ecuaţiile cinetice
locale. Vom considera că timpul de relaxare a electronilor pe impurităţi τ este mult
mai mic decât cel corespunzător relaxării pe fononi τε. Atunci, neglijând în (5.56)
integrala de ciocnire cu fononii, funcţia fp poate fi exprimată prin derivata funcţiei
f1p. După substituţia lui fp în ecuaţia (5.57) şi medierea pe unghiurile vectorului
p, pentru f̃1, când ε À ∆ şi Γ À ε, obţinem ecuaţia

D
∂2

∂x2
f̃1 − 2iγp12∆f̃1 − i〈A〉f̃1 = DeE0

∂

∂ε

(
th

ε

2T

)
δ(x) + iI4, (5.64)

unde 〈. . .〉 înseamnă medierea pe unghiurile vectorului p; D este coeficientul de
difuzie, (D = v2

F τp/3, τp = [πN(ε)(Γ2 + ε2
d)]/(2ncΓ2)).

La distanţe mari de interfaţă, când x À ξ(T ), efectele de suprafaţă pot fi negli-
jate. Atunci ecuaţia (5.64) capătă forma

D
d2

dx2
f̃1 − 2σp∆g(1 + c)f̃1 − iI4 = 0, (5.65)

unde σp = λα. Mărimile α şi c, λ, ∆g sunt determinate de formulele (4.57), (4.62),
(4.77) respectiv.

Când ~/τε À 2∆gσp(1+c), rezultatul pentru adâncimea de pătrundere a câmpu-
lui electric în supraconductor are aceeaşi formă ca şi în lucrările [63, 79], cu singura
diferenţă că ∆ se înlocueşte cu parametrul renormat ∆g:

lE =
(

4DTτε

π∆g

)1/2

. (5.66)

Pentru valori nu prea mari ale lui Γ este posibilă inegalitatea inversă

~τ−1
ε ¿ 2σp∆g(1 + c) =

4ncΓ2∆2(1 + d)2

πN(εF )(Γ2 + ε2
d)2

(5.67)
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care, de exemplu, pentru Γ ∼ 10−1 eV, N(εF ) ∼ 5 stări/(eV.atom), ∆ = 10−3 eV
şi d = 5 se reduce la următoarea limitare pentru concentraţia de impurităţi:

nc > (τε)−1 · 10−12c.

Când are loc inegalitatea (5.67), integrala de ciocnire cu fononii poate fi neglijată
şi soluţia ecuaţiei (5.65) se caută sub forma

f̃1(x > 0) = C+ exp

(
− x√

DτQ

)
∂

∂ε

(
th

ε

2T

)
+ Z(x, ε); (5.68)

f̃1(x < 0) = C−
∂

∂ε

(
th

ε

2T

)
. (5.69)

Funcţia z(x, ε) în cazul de faţă este legată numai de variaţia gap-ului în apro-
pierea interfeţei S-N.

Pentru x À ξ(T ), Z(x, ε) = 0 şi din ecuaţia (5.65), când I4 = 0, obţinem

~τ−1
Q = 2σp∆g(1 + c). (5.70)

Constantele C+, C− se determină din condiţiile la limită, care conţin termeni ce
depind de variaţia lui ∆ în apropierea graniţei S-N.

Ecuaţiile pentru funcţiile FR
1 şi FA

1 , care determină pe γp12 se scriu sub urmă-
toarea formă:

p

m

(
∂

∂R
− 2ieA

)
FR

1 − 2iεFR
1 + 2i∆gR

1 = −2i|V |2nc

[
DR

11F
R
1 −DR

12g
R
1

]
;

p

m

(
∂

∂R
− 2ieA

)
FA

1 − 2iεFA
1 + 2i∆gA

1 = −2i|V |2nc

[
DA

11F
A
1 −DA

12g
A
1

]
.

(5.71)

Integrala de ciocnire cu fononii în (5.71) s-a neglijat.
Pentru ε À ∆ medierea pe unghiurile vectorului p a soluţiei ecuaţiei (5.71) are

forma [79]

〈FR
1 + FA

1 〉 =
Dd2∆/dx2

ε2(1 + 4τ2
p ε2)

+
i∆0αvF

4ε2

∫ 1

−1

|u|e
2ixε

vu du. (5.72)

Aici
∆(x) = ∆0th

x√
2 ξ(T )

; α = (
√

2 ξ(T ))−1. (5.73)

Expresia (5.72) este scrisă pentru o mărime arbitrară a lungimii drumului liber
mijlociu al electronilor. În limita supraconductorului pur primul termen din partea
dreaptă a ecuaţiei (5.72) tinde către zero şi rămâne numai al doilea, care este legat
de reflexia Andreev pe suprafaţa N-S [78, 93].

Pentru a determina constanta C+, trebuie să înmulţim expresia (5.72) cu −i∆(x)
şi să o substituim în (5.64). Integrând (5.64) de la −L la L, unde ξ(T ) < L < l,
obţinem pentru |ε| À ∆

C+ = C− = − eE0

(DτQ)−1/2 +
I0

ε2(1 + 4τ2
p ε2)

+
∆2

0α
2v3

F

32ε4D

, (5.74)
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unde

I0 =
∫ ∞

0

(
d∆(x)

dx

)2

dx.

Pentru determinarea lui C− şi C+ mărime z(x, ε) se neglijează, deoarece corecţia
care o aduce pentru energii mai mari decât ∆ este mică.

Pentru a determina câmpul E(x) pentru orice x, trebuie cunoscută derivata în
raport cu x a lui Z(x, ε). Substituind (5.68) în (5.64), după câteva transformări
avem

E(x)
E0

=
∫ ∞

0

dε
∂

∂ε

(
th

ε

2T

) 1

1 +
αv2

F

8ε2
+ bI0

×

×
[
e
−

x√
DtQ − a

∫ ∞

x

ydy

∫ 1

−1

|z|dze

2iεy

vz − bI

]
,

(5.75)

unde

a =
∆2

0vF

√
τQ

D
8ε2ξ2(T )

; b =
DτQ

ε2(1 + 4τ2
p ε2)

;

I =
∫ ∞

x

∆(x)
d2∆
dx2

dx

Pentru x À ξ(T )

E(x)
E0

= e
−

x√
DτQ

∫ ∞

0

dε
(
th

ε

2T

) [
1 +

αv2
F

8ε2
+ bI0

]−1

. (5.76)

Numitorul în (5.76) caracterizează ecranarea câmpului electric în supraconduc-
tor. Adâncimea de pătrundere a acestuia este lE =

√
DτQ, unde τQ este timpul

de relaxare a diferenţei de populaţii, condiţionată de difuzia rezonantă pe impuri-
tăţi. Aceasta este proporţională cu ∆2 şi depinde esenţial de lărgimea nivelului de
impuritate Γ.

Concluzii

1. S-a prezentat teoria proceselor de neechilibru şi nestaţionare în aliajele su-
praconductoare cu stări de impuritate locale nemagnetice. Pentru acesta s-a folosit
tehnica de diagrame a lui Keldâş. Pe baza acestei tehnici s-a obţinut sistemul de
ecuaţii integro-diferenţiale pentru funcţiile Green matriciale ale electronilor de con-
ducţie ĝ şi a impurităţilor localizate nemagnetice D̂, descrise de modelul Anderson.

S-a introdus funcţia de distribuţie pentru electroni fp şi pentru impurităţi fd. În
aproximaţia cvazi-clasică şi în cazul metalului normal s-a obţinut pentru funcţiile fp

şi fd sistemul de ecuaţii cinetice cu integralele de ciocnire, care iau în consideraţie
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difuzia rezonantă a electronilor pe atomii impurităţilor nemagnetice. S-a arătat că
numai în cazul staţionar sistemul de ecuaţii pentru fp şi fd se reduce la o singură
ecuaţie pentru fp. Aceste ecuaţii cinetice sunt nelocale: integralele de ciocnire
conţin o integrare după variabila R, de care depinde funcţia fp în cazul neomogen.
Ecuaţiile locale pentru modelul Anderson se pot obţine numai în acel caz, când
se presupune că interacţia electronilor cu atomii de impuritate este de contact şi
pentru funcţia Green a atomilor de impuritate D̂(RiRj) satisface relaţia

D̂(RiRj) = D̂(RiRi)δRiRj .

S-a stabilit că pentru difuzia rezonantă a electronilor pe impurităţi, timpul de
relaxare a electronilor depinde de energia lor.

2. Ecuaţiile respective pentru funcţiile Green matriciale ĝ şi D̂, şi de asemenea
şi ecuaţiile cinetice s-au generalizat pentru cazul stării supraconductoare.
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PROPRIETĂŢILE TERMODINAMICE ŞI
CINETICE ALE MATERIALELOR CU
POLARIZARE ELECTRICĂ TOTALĂ SAU
PARŢIALĂ A SPECTRULUI ELECTRONIC

Pe baza analogiei aparatului matematic care decrie starea de supraconductor şi
cea de izolator excitonic, se calculează coeficientul forţei termoelectrice a izolatorului
excitonic. Calculul se face pe baza modelului semimetalului a lui Keldâş şi Kopaev.
După tranziţia la starea dielectrică în acest model pe întreaga suprafaţă Fermi se
stabileşte gap-ul dielectric, care împiedică formarea perechilor Cooper.

În acelaşi timp există o serie de date experimentale, care pot fi explicate pre-
supunând că după tranziţia structurală gap-ul energetic apare numai pe porţiuni
ale suprafeţei Fermi. Temperatura de tranziţie în starea supraconductoare în acest
caz depinde esenţial de raportul densităţii de stări electronice de pe acea parte a
suprafeţei Fermi, unde se formează gap-ul dielectric, şi de restul acestei suprafeţe,
unde nu avem gap dielectric. Vom examina unele proprietăţi termodinamice ale
supraconductorului, când are loc o tranziţie dielectrică parţială.

6.1 Forţa termoelectrică diferenţială a izolatorului
excitonic

6.1.1 Introducere

În lucrarea lui Keldâş şi Kopaev [94] se arată că semimetalele cu forme care
coincid ale suprafeţei Fermi pentru electroni şi goluri sunt instabile în raport cu for-
marea de perechi electron-gol pentru o interacţie atractivă oricât de slabă. Aceasta
duce la faptul că pentru o anumită temperatură critică Tg se realizează tranziţia la
starea de izolator excitonic cu un gap în spectrul energetic [95]. Considerarea tran-
ziţiilor interbandă [96] fixează faza parametrului de ordine a izolatorului excitonic şi
face imposibilă starea cu flux omogen de particule. Se produce reconstrucţia stării
dar nu există suprafluiditate. Când atracţia electron-gol este mult mai mare de-
cât termenii interacţiei care corespund tranziţiei interbenzi, considerarea ultimilor

123
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duce la o mică corecţie la Tg şi la alte mărimi, care descriu această reconstrucţie a
stării [95].

Între proprietăţile supraconductorului şi ale izolatorului excitonic există o ana-
logie bine determinată. Prezenţa unei impurităţi încărcate, care interacţionează
puternic cu excitaţiile, duce, ca şi în cazul supraconductorului cu impurităţi mag-
netice, la un nivel energetic local în interiorul gap-ului izolatorului excitonic [97].
La o concentraţie finită a impurităţilor aceste nivele se lărgesc formând o bandă
de impurităţi. Analog cazului supraconductorului unde impurităţile magnetice pro-
duc distrugerea stării supraconductoare [2], o cantitate determinată de impurităţi
încărcate distrug starea de izolator excitonic [98, 99].

Impurităţile neutre cu masele egale ale electronilor me şi a golurilor mh nu in-
fluenţează proprietăţile termodinamice ale izolatorului excitonic. Dar când aceste
mase sunt diferite, impurităţile neutre influenţează esenţial mărimea gap-ului ener-
getic ∆, temperatura de tranziţie Tg şi alte mărimi [98]. În acest caz amplitudinea
de difuzie a cvaziparticulelor pe atomii de impuritate pentru me 6= mh sunt diferite
deja în aproximaţia Born, iar în aproximaţii superioare există un termen impar în
energie.

Deşi între spectrul excitaţiilor supraconductorului şi izolatorului excitonic există
analogii, proprietăţile lor cinetice într-o serie de cazuri sunt diferite. Astfel, absorb-
ţia ultrasunetului cu frecvenţe ω < 2∆ are, spre deosebire de supraconductor, un
maxim sub Tg [100]. Acest lucru este condiţionat de faptul că perturbaţia strică
simetria electron-gol, şi factorii de coerenţă intră cu semnul plus, forma lor fiind
aceeaşi ca şi pentru viteza de relaxare a spinului nuclear în supraconductor. Con-
ducţia electrică şi cea termică în izolatorul excitonic scade monoton cu scăderea
temperaturii [101], astfel că factorii de coerenţă intră cu semnul minus. În acest
caz expresia pentru conducţia termică este analoagă cu expresia corespunzătoare
pentru supraconductor [46, 47].

Din lucrarea [101] rezultă că factorii de coerenţă la calculul coeficientului forţei
termoelectrice au aceeaşi formă ca şi pentru conducţia termică şi cea electrică. De
aceea se poate spune că coeficientul termoelectric η în faza excitonică scade de
asemenea monoton sub Tg. În acestă secţiune se arată că există două cauze care
duc la creşterea lui η în izolatorul excitonic [102]-[104].

Când timpul de relaxare este par în raport cu energia, coeficientul termoelectric
al izolatorului excitonic η este de ordinul lui T/εF . Acelaşi ordin de mărime îl are η
şi în metalele normale şi în supraconductori cu impurităţi nemagnetice [105]. Ieşirea
din cadrul aproximaţiei Born pentru calculul amplitudinii de difuzie a electronilor
pe impurităţi magnetice în metalul normal, duce la o forţă termoelectrică diferen-
ţială diferită de zero deja în ordinul zero în T/εF . Acest lucru este condiţionat de
faptul că în timpul de relaxare apar termeni impari în energie. Prezenţa acestor ter-
meni în amplitudinea de difuzie a excitaţiilor normale ale supraconductorului duce
la creşterea coeficientului forţei termoelectrice faţă de starea normală [106]-[108].
Acest lucru se explică prin creşterea densităţii de stări din apropierea gap-ului şi
nu este legat de prezenţa curentului supraconductor omogen. De aceea un feno-
men analog este posibil şi în izolatorul excitonic şi este una din cauzele care duc la
creşterea lui η sub Tg.

În această secţiune se arată că termenul impar în energie din amplitudinea de



6.1 Forţa termoelectrică diferenţială 125

difuzie duce la faptul că forţa termoelectrică a izolatorului excitonic devine de or-
dinul zero în raport cu T/εF şi creşte pentru T < Tg, când numărul excitaţiilor
normale nu este exponenţial mic. Un astfel de termen impar în energie apare în
amplitudinea de difuzie a excitaţiilr normale pe impurităţi la luarea în consideraţie
a ordinelor superioare la interacţia cu impurităţile în comparaţie cu difuzia Born.

A doua cauză a creşterii mărimii η sub temperatura tranziţiei structurale este
legată de faptul că în expresia pentru η apar termeni suplimentari, a căror factori
de coerenţă au semnul plus, atunci când amplitudinile de difuzie ele electronilor şi
golurilor pe impurităţi sunt diferite. Aceasta corespunde creşterii lui η, chiar dacă
ne limităm la aproximaţia Born.

6.1.2 Funcţia Green a izolatorului excitonic cu impurităţi
Pentru izolatorul excitonic pur, hamiltonianul sistemului în reprezentarea elec-

tron şi gol are forma [95, 97]

H0 =
∑

k,α=e,h

εα(k)a+
α,kaα,k +

∑

k

(∆a+
h,ka+

e,−k + h.c.), (6.1)

unde
εα(k) = (k2 − k2

αF )/2mα, α = e, h.

Starea, descrisă de hamiltonianul (6.1), este degenerată în raport cu structura de
singlet sau de triplet a perechii electron-gol, de aceea indicii de spin în (6.1) au fost
omişi. Numărul electronilor şi a golurilor este egal, atunci keF = khF . Termenul
cu ∆ în (6.1) descrie formarea condensatului de perechi electron-gol. Introducem
vectorul linie ψ+

k şi vectorul coloană ψk, indicaţi pentru determinarea funcţiilor
Green ale izolatorului excitonic

ψ+
k =

(
a+

e,k, ah,−k

)
; ψk =

(
ae,k

a+
h,−k

)
. (6.2)

Introducem funcţia Green retardată

Ĝkk′(t, t′) = −iθ(t− t′)〈[{ψk(t), ψ+
k′(t

′)
}]〉. (6.3)

Zittarz [98] a găsit funcţiile Green ale izolatorului excitonic cu impurităţi, limitându-
se la aproximaţia Born. Spre deosebire de el, noi vom găsi funcţiile Green cu
ajutorul matricii t. În această metodă se iau în consideraţie automat aproximaţiile
superioare.

Începem cu funcţia Green Ĝkk′(ω) a izolatorului excitonic pur. După transfor-
marea Fourier găsim

Ĝkk′(ω) =
δkk′

ωτ0 − ε̂kτ3 + ∆τ1
= G0

k(ω)δkk′ , (6.4)

unde
ε̂k =

(
εe(k) 0

0 εh(k)

)
(6.5)
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Să examinăm cazul în care izolatorul electronic are o singură impuritate. Ha-
miltonianul de interacţie a impurităţii cu electronii şi golurile este

Hint =
∑

k

ψ+
k Îτ3ψk, (6.6)

unde

Î =
(

Ie 0
0 Ih

)
, (6.7)

Ie,h este elementul de matrice al difuziei pe impuritate, pe care o vom presupune
mai departe izotropă.

După efectuarea transformării Fourier, ecuaţia de mişcare pentru funcţia Green
are forma (

ω − ε̂kτ3 + ∆τ1

)
Ĝkk′(ω) = δkk′τ0 +

∑
p

Îτ3Ĝpk′(ω). (6.8)

Suma după p din partea dreaptă a ecuaţiei (6.8) se poate calcula după înmulţirea
ambilor membri ai acestei ecuaţii cu Îτ3Ĝ

0
k şi efectuarea sumei după k:

∑
p

Îτ3Ĝpk′(ω) =
[
1−

∑

k

Îτ3Ĝ
0
k

]−1

Îτ3.Ĝ
0
k′(ω) (6.9)

Substituind (6.9) în (6.8) şi înmulţind ambii membri ai ecuaţiei (6.8) cu Ĝ0
k(ω),

găsim

Ĝkk′(ω) = Ĝ0
k(ω)δkk′ + Ĝ0

k(ω)t(ω)Ĝ0
k′(ω) (6.10)

unde matricea t este dată de relaţia

t(ω) =
[
1−

∑

k

Îτ3Ĝ
0
k(ω)

]−1

Îτ3 (6.11)

Calculul acestei mărimi cu ajutorul relaţiei (6.5) ne dă

t(ω) =
R̂

α2(ω2 − γ2)
; γ2 = ∆̄2 1 + π2NeNhIeIh

α
; (6.12)

α = (1 + π2NeNhIeIh)2 + π2(NeIe −NhIh)2, (6.13)

Ne, Nh sunt densităţile de stări ale electronilor şi golurilor din semimetal la supra-
faţa Fermi pentru o direcţie a spinului electronului:

∆̄ = 2
√

memh

me + mh
∆.
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Elementele matricii R̂ sunt:

R11 =
√

∆̄2 − ω2 πωNeI
2
e (1 + π2N2

hI2
h)+

+ Ie(ω2 − ∆̄2)(1 + π2NeNhIeIh)− π2ω2NhIh(NeIe −NhIh);

R12 = R21 = πNeIe∆̄
√

mh

me

{
πω(NeIe −NhIh)−

−
√

∆̄2 − ω2(1 + π2NeNhIeIh)
}

;

R22 = πωNhI2
h

√
∆̄2 − ω2(1 + π2N2

e I2
e )− Ih(ω2 − ∆̄2)×

× (1 + π2NeNhIeIh)− π2ω2NeIe(NeIe −NhIh).

Din expresia pentru matricea t se vede că în prezenţa unei impurităţi în izolatorul
excitonic apare un nivel local cu energia ω = γ.

În cazul a mai multor impurităţi există mai multe nivele locale. Când concentra-
ţia de impurităţi este finită, aceste nivele se lărgesc, formând o bandă de impurităţi.

Funcţia Green a izolatorului excitonic cu concentraţie mică de impurităţi se
determină din relaţia

ˆ̄Gk(ω) =
1

(Ĝ0
k(ω))−1 − Σk(ω)

(6.14)

Bara înseamnă medierea pe poziţia impurităţilor. În cazul concentraţiei mici de
impurităţi, calculul operatorului de masă Σk(ω) se poate reduce la calculul matricii
t a sistemului, care conţine numai o singură impuritate. Calculul arată că soluţia
selfconsistentă a ecuaţiei (6.14) are forma

ˆ̄Gkk(ω) =
1

ˆ̃ω − ˆ̃ετ3 + ∆̃τ1

(6.15)

unde
ˆ̄ω =

(
ω̃e 0
0 ω̃h

)
; ˆ̄ε =

(
ε̃e 0
0 ε̃h

)
. (6.16)

Pe baza ecuaţiilor (6.14)-(6.16) pentru funcţia Green obţinem în final

Ḡkk′(ω) =
(

ω̃h(ω) + ε̃h(ω) −∆̃(ω)
−∆̃∗(ω) ω̃e(ω)− ε̃e(ω)

)
P1δkk′ ; (6.17)

ε̄e,h = εe,h(k)− χe,h(ω), (6.18)

unde
P1 =

1
(ω̃e − ε̃e)(ω̃h + ε̃h)− |∆̃|2 ; (6.19)

ω̃e,h = ω + inc

√
ω̃2 − |∆̃m|2 πω̃Ne,hI2

e,h(1 + π2N2
h,eI

2
h,e)

a(ω̃2 − γ2)
; (6.20)

∆̃∗(ω) = ∆∗ +
2ncNeIeIhmhπ∆̃∗

(me + mh)(ω̃2 − γ2)a
[πω̃(IeNe − IhNh)+

+ i(1 + π2NeNhIeIh)
√

ω̃2 − |∆̃m|2];
(6.21)
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χe,h(ω) = ±ncπ
2ω̃2IeIhNh,e(IeNe − IhNh)

(ω̃2 − γ2)a
−

− ncIe,h(ω̃2 − |∆̃m|2)1 + π2NeNhIeIh

a(ω̃2 − γ2)
;

(6.22)

ω̃ =
(ω̃e + χe)me + (ω̃h − χh)mh

(me + mh)
; (6.23)

∆̃m =
2∆̃(memh)1/2

(me + mh)
; ∆m ≡ ∆̄.

Pentru a obţine funcţiile Green de temperatură, trebuie ca în (6.17) să facem
transformarea ω → iω, ∆ → i∆n, ω̃ → iω̃n, ∆̃ → i∆̃n.

6.1.3 Coeficientul termoelectric al izolatorului excitonic
În izolatorul excitonic sub influenţa unui gradient de temperatură şi a unui câmp

electric apare un curent al excitaţiilor normale:

j = σeE − ηe∇T. (6.24)

La întreruperea circuitului j = 0, atunci câmpul termoelectric se determină din
formula

E = ηe∇T/σe. (6.25)

Conductivitatea σe a izolatorului excitonic este mai mică decât cea a semimetaluui
σn.

Să calculăm coeficientul termoelectric ηe. După cum s-a arătat în [106]-[109],
coeficientul termoelectric se exprimă prin transformata Fourier R(q, ω) a funcţiei
Green retardate, formată din operatorul densităţii de curent j(x) şi densitatea flu-
xului de energie jH(x). În cazul semimetalului, când avem două tipuri de purtători
(electroni şi goluri),

j(x) = − e

2i

{
ψ+

e (x)
∇
me

ψe(x)−
( ∇

me
ψ+

e (x)
)

ψe(x)−

− ψ+
h (x)

∇
mh

ψh(x) +
( ∇

mh
ψ+

h (x)
)

ψh(x)
}

;

jH(x) = −1
2

∑

α=e,h

1
mα

[(
d

dt
ψ+

α (x)
)
∇ψα(x)+

+
(
∇ψ+

α (x)
) d

dt

(
ψα(x))

)]
.

(6.26)

Să introducem funcţia Green de temperatură

R(x, x′) = −〈T(j(x, t)), jH(x′, t′))〉. (6.27)

Notăm prin R(q, ωn) transformata Fourier a funcţiei R(x, x′), ωn ia valorile 2πnT .
Funcţiile R(q, ωn) şi R(q, ω + iδ) sunt legate una de alata prin relaţia

R(q, ω + iδ) = R(q,−iω + δ) (6.28)



6.1 Forţa termoelectrică diferenţială 129

Folosind notaţia

ψ+(x) =
(
ψ+

e (x), ψh(x)); ψ(x) =
(
ψe(x), ψ+

h (x)
)

R(x, x′) poate fi reprezentat sub forma

R(1, 2) =
e

4
(∇1 −∇′1)

(
d

dτ ′2
∇2 +

d

dτ2
∇′2

)
×

× 〈T(ψi(1)ψk(2)ψ+
e (2′)ψ+

j (1′)〉
∣∣∣
1′=1+

2′=2+

(m̂τ3)ji(m̂τ3)kl;

m̂ =
(

me 0
0 mh

)
; 1 = (r1, t1)

În aproximaţia Hartree-Fock obţinem

R(1, 2) =
e

4
(∇1 −∇′1)

(
d

dτ ′2
∇2 +

d

dτ2
∇′2

)
SpR(1, 2′, 2, 1′)

∣∣∣
1′=1+

2=2+

;

R(1, 2′, 2, 1′) = m̂τ3g(1, 2′)m̂τ3g(2, 1′),

g(1, 2) este funcţia Green uniparticulă termodinamică. După medierea pe poziţiile
impurităţilor în ipoteza că difuzia pe impurităţi este izotropă, funcţia

R(q = 0, νm) =
e

4β

∑

ωn,k

(2iωn − iνm)k2 SpR(k, ωn, ωn − νm),

unde

R(k, ωn, ωn − νm) = m̂τ3g(k, ωn)m̂τ3g(k, ωn − νm). (6.29)

Folosind reprezentarea spectrală pentru g(q, ωn) [54]

g(q, ωn) =
1
π

∫ ∞

−∞
dω

Im â(q, ω)
ω − iωn

, â(q, ω) = Im g(q, ω + iδ)

şi formula de sumare a lui Poisson pentru frecvenţele fermionice ωn = (2n + 1)πT ,
putem efectua sumarea după ωn în expresia (6.29):

R(q = 0, νn) =
e

4

∫
d3k

(2π)3

∫
dω

2π

∫
dω′

2π

{
2ω′ − iνm

ω′ − iνm − ω
×

× 1
eβω′ + 1

+
2ω + iνm

(ω + iνm − ω′)(eβω + 1)

}
k2×

× Sp
{

m̂τ3â(k, ω)m̂τ3â(k, ω′)
}

.

(6.30)
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Pe baza relaţiilor (6.28) şi (6.30), după integrarea pe impulsuri gasim

ηe = − e

12T 2π

{
2me

me + mh

∫ ∞

−∞

ωv2
e(µe + ω)Ne(µe + ω)dω

ch 2 βω

2
Im εe1(ω)Im εe1(ω)Im εe2(ω)

×

×

Im

√
ω̃2 − |∆̃|2

(
1 +

ω̃2 − |∆̃m|2
|ω̃2 − |∆̃m|2

)
− 2Im d1(ω)Re

ω̃√
ω̃2 − |∆̃m|2


−

− 2mh

me + mh

∫ ∞

−∞

ωv2
h(µh + ω)Nn(µn + ω)dω

ch 2 βω

2
Im εh1(ω)Im εh2(ω)

×

×
[
Im

√
Ω̃2 − |∆̃m|2

(
1 +

|Ω̃|2 − |∆̃m|2
|Ω̃2 − |∆̃m|2|

)
−

− 2Im d2(ω)Re
Ω̃√

Ω̃2 − |∆̃m|2

]}
,

(6.31)

unde

µe,h =
k2

F

2me,h
;

Ω̃ =
me(ω̃e − χe) + mh(ω̃h + χh)

me + mh
;

d1 =
me(ω̃e + χe)−mh(ω̃h − χh)

me + mh
;

d2 =
mh(ω̃h + χh)−me(ω̃e − χe)

me + mh
;

εe1,2 = d1 ±
√

Ω̃2 − |∆̃m|2;

εh1,2 = d2 ±
√

Ω̃2 − |∆̃m|2.

În cazul semimetalului, când ∆ = 0 şi Imχe,h = 0, în modelul electronilor liberi
şi a golurilor libere obţinem expresia cunoscută

ηn =
2
9
eTπ2

[
∂

∂ω
(Ne(µe + ω)v2

e(µe + ω)τe(µe + ω))
∣∣∣
ω=0

−

− ∂

∂ω
(Nh(µh + ω)v2

h(µh + ω)τh(µh + ω)
∣∣∣
ω=0

]
,

unde
Im ω̃e,h =

1
2τe,h

= πncI
2
e,hNe,h.

Expresia (6.31) se deosebeşte ca formă de formula obţinută în lucrarea [101],
prin prezenţa termenilor proporţionali cu Im d1 şi Im d2. Tocmai de aceşti termeni
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este legată creşterea forţei termoelectrice în aproximaţia Born când

χe,h = 0, γ = ∆m, Ω̃ = ω̃ = z̃ =
ω̃eme + ω̃hmh

me + mh
,

Im d1,2 =
me,hω̃e,h −mh,eω̃h,e

me + mh
.

Ultima mărime nu este nulă când

Ie,hNe,hme,h 6= Ih,eNh,emh,e.

Din formula (6.31) se vede că prin egalitatea tuturor parametrilor e şi h, mărimea
ηe se anulează. De aceea când ηe este nenulă există întotdeauna perechi de parametri
care nu sunt egali, ceea ce duce la faptul că Im d1,2 6= 0. Pentru exemplificare luăm
m1 6= m2.

Calculul integralei după omega în (6.31) se face prin metoda dezvoltată în lu-
crarea [42]. Presupunem că

Neme −Nhmh

2Ne,hme,h

(
n(ω)− 1

)
¿ 1, (6.32)

unde

n(ω) = Re
u(ω)√

u2(ω)− 1
.

Ecuaţia pentru u(ω) este analoagă cu expresia obţinută în lucrarea [2], pentru su-
praconductorul cu impurităţi magnetice

u =
ω

∆̄m
+

iσnu√
u2 − 1

; u =
z̃(ω)

∆̃m(ω)
.

Parametrul distrugerii perechilor σn pentru impurităţi neutre (J = Ie = Ih) are
forma

σn =
ncπJ2(me −mh)(Ne −Nh)

∆m(me + mh)
.

Pentru impurităţi încărcate (J = Ie = −Ih), care pentru numere egale de elec-
troni şi goluri poate fi examinată numai în cazul impurităţilor compensate, mărimea
σn este dată de

σ̃n =
ncπJ2(Ne + Nh)

∆̄m
.

Cu luarea în consideraţie a inegalităţii (6.32), din (6.31) găsim

ηeb ' ηn +
e

3T 2
A

∫ ∞

0

ω2

ch 2 βω

2

(
n2(ω)− 1

)
dω, (6.33)
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unde

A =
Nhmh −Neme

2mhNh

∂

∂ω

[
Ne(µe + ω)v2

e(µe + ω)×

× τe(µe + ω)
]∣∣∣

ω=0+
+

Nhmh −Neme

2meNe

∂

∂ω

[
Nh(µh + ω)×

× v2
h(µh + ω)τh(µh + ω)

]∣∣∣
ω=0+

.

(6.34)

Domeniul de integrare în (6.33) îl separăm în două intervale şi în fiecare din ele sub-
stituim valorile corespunzătoare pentru n(ω) [42]. Ca rezultat pentru ∆mβσ

2/3
n ¿ 1

şi σn ¿ 1 obţinem

ηeb ' ηn +
e

6
Tk2

BA(∆mβ)3 ln
4σ
−2/3
n

3ch 2 β∆m

2

. (6.35)

Mărimea ηeb nu depinde de semnul interacţiei J . În modelul electronilor liberi
semnul lui ηn este determinat de factorul

(
1/me − 1/mh

)
şi coincide cu semnul

coeficientului A.

În acest fel, într-un interval determinat de temperatură coeficientul termoelec-
tric în izolatorul excitonic este mai mare decât în semimetal. Să evaluăm al doilea
termen din formula (6.35). Pentru me − mh ∼ me/100 şi ∆mβ ∼ 1, σn ∼ 10−5

obţinem că este cam de ordinul de mărime a lui ηn şi creşte, cu micşorarea conce-
traţiei de impurităţi, faţă de mărimea η. Pentru nc = 0 formulele (6.33) şi (6.35)
nu sunt aplicabile. Calculul mărimii ηeb − ηn în acest caz dă un termen de ordinul
σ2/3 ¿ 1, ceea ce este natural.

Expresia (6.35) nu are analog în cazul supraconductorului, deoarece, spre deo-
sebire de izolatorul excitonic, în supraconductor amplitudinea de difuzie a cvazi-
particulelor cu spini şi impulsuri opuse pe impurităţi magnetice, datorită medierii
pe spinii atomilor de impuritate, este aceeaşi. În izolatorul excitonic amplitudinile
de difuzie a cvaziparticulelor pe atomii de impuritate pentru me 6= mh sunt dife-
rite chiar în aproximaţia Born [97]. Acest lucru, împreună cu creşterea densităţii
de stări electronice din apropierea gap-ului duce la creşterea coeficientului forţei
termoelectrice.

Considerarea termenilor de ordin superior în raport cu interacţia cu impurităţile
dau o contribuţie suplimentară la coeficientul ηe. Această contribuţie ηeg, ca şi în
cazul supraconductorului [107], este diferită de zero în ordinul zero în T/µ şi este
legată de faptul că Imχe,h(ω) = −Imχe,h(ω) nu este zero când me 6= mh.

Aproximând în formula (6.31) toate funcţiile cu variaţie lentă (Ne, Nh, ve, vh), cu
valoarea lor la suprafaţa Fermi şi folosind proprietăţile ω̃(ω) = −Ω̃∗(−ω); d1(ω) =
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d∗2(−ω); ∆̃m(ω) = ∆̃∗
m(−ω), şi presupunând că Nev

2
em = Nhv2

hm, obţinem

ηeg = − eNev
2
eme

6T 2 (me + mh)

∞∫

0

ω Im

√
ω̃2 −

∣∣∣∆̃m

∣∣∣
2

dω

ch 2 βω

2
Im εe1 (ω) Im εe2 (ω)

×

×


1 +

|ω̃ (ω)|2 −
∣∣∣∆̃m

∣∣∣
2

∣∣∣∣ω̃2 (ω)−
∣∣∣∆̃m

∣∣∣
2
∣∣∣∣


 +

eNhv2
hmh

6T 2 (me + mh)
×

×
∞∫

0

ω Im

√
Ω̃2 −

∣∣∣∆̃m

∣∣∣
2

ch 2 βω

2
Im εh1 (ω) Im εh2 (ω)

×

×


1 +

∣∣∣Ω̃ (ω)
∣∣∣
2

−
∣∣∣∆̃m

∣∣∣
2

∣∣∣∣Ω̃2 (ω)−
∣∣∣∆̃m

∣∣∣
2
∣∣∣∣


 .

(6.36)

Din formula (6.36) se vede că pentru χe,h = 0 avem ηeg = 0. Pentru a evalua
integrala după ω în (6.36), presupunem că abaterea de la aproximaţia Born este
mică. Atunci formula pentru χe,h capătă forma

χe,h =
±ncπ

2z̃2J3Nh,e(Ne −Nh)− ncJ(z̃2 − |∆̃m|2)
z̃2 − |∆̃m|2

.

Dezvoltând toate mărimile din (6.36) după χe,h şi folosind inegalitatea (6.32),
găsim

ηeg = −4
3

eNev
2
eme

T 2(me + mh)2

∫ ∞

0

ωdω

ch 2 βω

2
Im

√
z̃2 − |∆̃m|2

×

× |∆̃m|2Im z̃

|z̃2 − |∆̃m|2|
Im

χeme − χhmh

z̃2 − |∆̃m|2
.

(6.37)

Calculul integralei după ω în (6.37) se face prin metoda dezvoltată în [42]. Rezul-
tatul este

ηe = ηeb + ηeg, (6.38)

unde

ηeg =
eN2

e v2
ememhπ2ncJ

3(Nh −Ne)τ3(∆mβ)2

(me + mh)2σnch 2

(
β∆m

2

) ; (6.39)

1
2τ

= πncJ
2 Neme + Nhmh

me + mh
.
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Semnul lui ηeg pentru J = Ie = Ih > 0 coincide cu semnul lui ηeb. Prin urmare, în
prezenţa impurităţilor neutre în expresia pentru coeficientul forţei termoelectrice ηe

apare un termen suplimentar şi acest coeficient creşte. Raportul lui ηeg la ηn este
de ordinul

µe,h

kBT
(∆mβ)2

Ne,hIe,h

σn

şi poate fi mult mai mare decât unitatea. În cazul impurităţilor încărcate semnul
lui ηeg se determină prin semnul lui J , de aceea în cazul examinat de noi, când
există compensare, ηeg = 0. Cazul opus (keF 6= khF ) este descris în lucrarea [110].

În acest fel am arătat că există două cauze, care duc la creşterea coeficientului
forţei termoelectrice în comparaţie cu valoarea acestuia la temperatura de tranziţie
dielectrică. La temperaturi joase coeficientul termoelectric scade exponenţial. Ca
rezultat dependenţa de temperatură a acestei mărimi pentru T < Tg prezintă un
maxim.

În afară de aceasta, într-un interval determinat, descreşterea concentraţiei de
impurităţi duce la creşterea coeficientului forţei termoelectrice. Acest lucru se vede
din formulele (6.35) şi (6.39).

În lucrarea [111] s-au făcut măsurători ale acestui coeficient pentru aliajele de
crom cu vanadiu sau mangan, a căror concentraţii se afla în intervalul 0, 1 . . . 0, 5%.
S-a găsit că dependenţa de temperatură a coeficientului respectiv în aceste aliaje,
sub temperatura Néel trece printr-un maxim.

În acest fel, rezultatele din această secţiune sunt în concordanţă calitativă cu
datele experimentale din lucrarea [111].

6.2 Influenţa impurităţilor nemagnetice asupra
tranziţiilor supraconductoare şi dielectrice

6.2.1 Trecerea în revistă a literaturii şi ecuaţiile fundamen-
tale

Dintr-o serie de date experimentale rezultă că în compuşii cu structura A15,
C15 [112]-[114], în sistemele în straturi [115], şi de asemenea în diferiţi compuşi
are loc o tranziţie structurală, rezultatul căreia este apariţia unui spectru dielectric
parţial. Aceasta are loc dacă pe o porţiune a suprafeţei Fermi pe ramurile electronică
şi de goluri a spectrului este îndeplinită condiţia ε(p) = −ε(p+q) [94], pentru orice
valori ale lui p şi pentru anumite valori ale vectorului q. Mulţi dintre compuşii
citaţi mai sus sunt supraconductori de temperatură înaltă.

Teoretic influenţa transformărilor structurale asupra temperaturii critice a tran-
ziţiei supraconductoare a fost studiată pentru diferite modele în lucrările [116]-[119].

În lucrarea lui Yu. B. Kopaev şi R.H. Timerov [116], pe baza modelului me-
talului cu benzi permise înguste s-a cercetat tranziţia în starea dielectrică datorită
modificării structurii cristaline ca urmare a interacţiei electron-fonon. S-a obţinut
relaţia pentru parametrii spectrului electronic, pentru care se realizează tranziţia
structurală cu formarea simultană la suprafaţa Fermi a gap-ului dielectric şi supra-
conductor.
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Influenţa reciprocă a perechilor Cooper şi dielectrice în modelul semimetalului
impurificat cu benzi de energie care se suprapun s-a studiat în lucrarea [117]. Astfel
s-a arătat că există posibilitatea existenţei simultane a perechilor Cooper şi a celor
electron-gol pe un domeniu larg de valori ale constantei de cuplaj electron-fonon.

Ideea lui L.P. Gorkov [120] despre cvaziunidimensionalitaea spectrului electronic
în compuşii A15 a fost folosită în lucrarea [119] pentru studiul influenţei tranziţiei
structurale privind supraconductibilitatea acestor compuşi. În modelul examinat,
ca rezultat al tranziţiei structurale pe o anumită parte a suprafeţei Fermi se formează
gap-ul dielectric. Pe restul suprafeţei acest gap este nul.

Densitatea de stări electronice pentru părţile I şi II ale suprafeţei Fermi se
notează cu N1(0) şi N2(0) respectiv. Densitatea totală de stări va fi N(0) =
N1(0) + N2(0).

În limita legăturii slabe s-a arătat că numai dacă are loc inegalitatea

1
N1(0)VP

<
1

N(0)VBCS
+ ln

EB

~ωD
,

în sistem au loc două tranziţii, una structurală, iar apoi cea supraconductoare (VBCS
şi VP sunt constantele interacţiei efective care duc la împerecherea Cooper şi cea
dielectrică: EB şi ωD sunt energiile de tăiere (cutoff) pentru aceste interacţii).
Temperatura de tranziţie supraconductoare este mai mică decât valoarea corespun-
zătoare în lipsa tranziţiei structurale.

Dielectrizarea influenţează în mod esenţial densitatea de stări electronice[121]
şi proprietăţile cinetice ale supraconductorilor [122, 123]. Studiul absorbţiei ultra-
sunetului de către supraconductori cu o dielectrizare parţială a spectrului electro-
nic [122] au clarificat apariţia maximului de absorbţie la temperatura de tranziţie
supraconductoare în compuşii supraconductori cu structura β−W [112].

Proprietăţile optice ale supraconductorilor de tip Pippard cu formare de perechi
de tip electron-gol se deosebesc prin multe particularităţi şi depind de relaţiile dintre
parametrii teoriei [123].

Conform teoremei lui Anderson [124], impurităţile nemagnetice nu influenţează
proprietăţile supraconductorilor izotropi cu o singură bandă. În supraconductorii
cu mai multe benzi [20] sau în cei anizotropi [21] difuzia electronilor pe impuri-
tăţile nemagnetice duce la micşorarea temperaturii de tranziţie supraconductoare.
Cu totul altfel stau lucrurile când avem şi perechi Cooper şi perechi electron-gol.
Impurităţile nemagnetice slăbesc, iar la o anumită concentraţie critică împiedică
formarea de perechi legate electron-gol. Micşorarea dielectrizării duce la creşterea
temperaturii critice a supraconductorului cu creşterea concentraţiei de impurităţi
nemagnetice [125].

În această secţiune se examinează influenţa impurităţilor nemagnetice asupra
parametrului ∆ şi a conducţiei termice electronice a supraconductorului cu dielec-
trizare parţială a spectrului electronic [126].

Se arată că ∆ la temperatură nulă creşte cu creşterea concentraţiei de impurităţi.
Totuşi o creştere continuă a lui ∆ nu are loc: la concentraţia critică de impurităţi,
care distruge împerecherea dielectrică, impurităţile nemagnetice nu influenţează
proprietăţile supraconductorului în concordanţă totală cu teorema Anderson.
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S-a obţinut că raportul coeficienţilor de conductibilitate termică în stare supra-
conductoare şi normală nu este o funcţie universală şi nu este descris de cunoscuta
formulă a lui Bardeen-Rickayzen-Twordt[46].

Hamiltonianul sistemului îl scriem sub forma

H = H0 + He-e + HBCS + He−imp,

unde
H0 =

∑
n,p,σ

ξn(p)a+
nσ(p)anσ(p) (6.40)

este hamiltonianul electronilor liberi; ξn(p) este energia electronilor din ramura n,
referitoare la suprafaţa Fermi; anσ(p), a+

nσ(p) sunt operatorii de anihilare şi creare
electronici în ramura n cu impulsul p şi cu proiecţia spinului σ = ±1/2;

He-e =
1
2

∑
q,p,p1

∑
n,m

∑
σ,σ1

V (q)a+
nσ(p + q)a+

mσ1
(p1 − q)amσ1(p1)anσ(p), (6.41)

este interacţia electron-electron, care duce la instabilitatea stării metalice şi la apa-
riţia gap-ului dielectric[94]; V (q) este interacţia coulombiană ecranată;

HBCS = −1
2

∑
q,p,p1

∑
n,m

∑
σ,σ1

gnma+
nσ(p + q)a+

nσ1
(p1 − q)amσ1(p1)amσ(p) (6.42)

este hamiltonianul care descrie tranziţia supraconductoare;

He-imp =
∑

p,p′

∑
n,m

∑

σ,i

σσ,iUnm(p− p′) exp[−iRi(p− p′)]a+
nσ(p)amσ(p′) (6.43)

este energia de interacţie a electronilor cu impurităţile nemagnetice.
Definim funcţiile Green de temperatură:

Gσσ′
nm(pτp′τ ′) = −〈Tãnσ(pτ)ã+

mσ′(p
′τ ′)〉;

F σσ′
nm (pτp′τ ′) = −〈Tãnσ(pτ)ãmσ′(p′τ ′)〉;

F̄ σσ
nm(pτp′τ ′) = −〈Tã+

nσ(pτ)ã+
mσ′(p

′τ ′)〉.
(6.44)

În acord cu hamiltonianul (6.40)-(6.43), ecuaţiile de mişcare pentru funcţiile
(6.44) vor avea forma

(iωn − ξn(p))Gσσ′
nm(pp′ωn)−

∑
n1,σ1

dσσ1
nn1

(p)×

Gσ1σ′
n1m(pp′ωn)−

∑
σ1

∆σσ1
n (p)Fσ1σ′

nm (−pp′ωn)−

−
∑

p1,n1

∑

i

Unn1(p− p1) exp[−iRi(p− p1)]×

×Gσσ′
n1m(p1p

′ωn) = δnmδpp′δσσ′ ;

(6.45)
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(iωn + ξn(p))F̄ σσ′
nm (pp′ωn) +

∑
n1,σ1

d∗σσ1
nn1

(p)×

× F̄ σ1σ′
n1m (pp′ωn) +

∑
σ1

∆∗σσ1(p)Gσ1σ′
nm (−pp′ωn)+

+
∑

p1,n1

∑

i

Unn1(p− p1) exp[−iRi(p− p1)]F̄
σσ′
n1m(p1p

′ωn) = 0;

(6.46)

ωn = (2n + 1)
π

β
; β = (kBT )−1,

unde

∆σσ′
n (p) =

∑
m

gnm〈amσ(p)amσ′(−p)〉 = −
∑
m

gnmFσσ′
mm(pτ,−pτ ′)

∣∣∣
τ ′=τ−0

;

∆+σσ′
n (p) =

∑
m

gnm〈a+
mσ(p)a+

mσ′(−p)〉 = −
∑
m

gnmF̄σσ′
mm(pτ,−pτ ′)

∣∣∣
τ ′=τ−0

(6.47)

sunt parametrii de ordine ai stării supraconductoare.
Parametrii de ordine dnm(p) corespunzători formării de perechi electron-gol, se

definesc cu ajutorul funcţiilor Green interbenzi prin relaţiile

dσ′σ
mn(p) = −

∑
p1

V (p1 − p)〈a+
nσ(p1)amσ′(p1)〉 =

= −
∑
p1

V (p1 − p)Gσ′σ
mn(p1τp1τ

′)
∣∣∣
τ ′=τ+0

.
(6.48)

Mărimea dmn(p) până acum a fost legată de formarea de perechi electron-
gol [94]. Mai departe nu ne va interesa natura acestei mărimi. Considerăm că
pe o parte a suprafeţei Fermi (o vom nota cu I) există două ramuri ale spectrului,
pentru care este satisfăcută condiţia de simetrie electron-gol

ε1(p) = −ε2(p) = ξ(p) (6.49)

şi apare gap-ul dielectric d12 diferit de zero. Pe celaltă parte a suprafeţei Fermi
(o vom nota cu II) egalitatea (6.49) nu are loc şi d12 = 0. Un astfel de model a
fost examinat în lucrările [119, 125]. Vom considera că mărimile gnm nu depind de
numărul ramurii şi sunt egale cu constanta |g|. În acest caz, după cum rezultă din
(6.47), pe întreaga suprafaţă Fermi se stabileşte un parametru de ordine unic egal
cu ∆. Să examinăm cazul în care mărimile ∆ şi d sunt reale şi descriu împerecherea
singlet a perechilor Cooper şi celor electron-gol. Atunci în cazul omogen spaţial,
când nu avem impurităţi, sistemul de ecuaţii (6.45) şi (6.46) este rezolvabil şi pentru
domeniul I obţinem

G0
11
22

(p, ωn) = −(ωn ± ξ(p))/P ; (6.50)

F 0
11(pωn) = F 0

22(pωn) = F̄ 0
11(p, ωn) = F̄ 0

22(p, ωn) = −∆/P ; (6.51)

G0
12(pωn) = G0

21(pωn) = −d/P. (6.52)
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Aici
d = d12 = d21; P = ω2

n + ξ2(p) + ∆2 + d2.

Pentru porţiunea suprafeţei Fermi II, G0
12 = G0

21 = d = 0, iar funcţiile G0
33 şi

F 0
33 se obţin din (6.50) şi (6.51) înlocuind ξ(p) cu ξ3(p) şi P cu ω2

n + ξ2
3(p) + ∆2.

6.2.2 Dependenţa parametrilor de ordine de impurităţi la
temperatură nulă

Introducem operatorul de masă Σ(p, ωn) mediat pe poziţia impurităţilor prin
relaţia obişnuită

ˆ̄g−1(p, ωn) = ĝ−1
0 (p, ωn)− Σ̂(p, ωn), (6.53)

unde

ĝ−1
0 (p, ωn) =




iωn − ξ −d −∆ 0 0 0
−d iωn + ξ 0 −∆ 0 0
−∆ 0 iωn + ξ d 0 0
0 −∆ d iωn − ξ 0 0
0 0 0 0 iωn − ξ3 −∆
0 0 0 0 −∆ iωn + ξ3




(6.54)
Limitându-ne la aproximaţia Born, după medierea pe poziţia atomilor de impu-

ritate pentru Σ(p, ωn) obţinem [2, 49]

ˆΣ(p, ωn) = nc

∫
dp1

(2π)3
∑

ll1

Û(p)ˆ̃gll1(p− p1, ωn)Û(p1). (6.55)

Pentru a găsi matricea ˆ̄g−1(p, ωn), o scriem sub forma (6.54), dar cu înlocuirea
mărimilor ωn, d, ∆ cu mărimile necunoscute ω̃j(ωn), ∆̃j(ωn) şi d̃j(ωn) respectiv.

Mai departe vom neglija difuzia electronului pe impuritate de la o ramură a
spectrului electronic la alta, considerând că această difuzie este mult mai puţin
probabilă decât difuzia electronilor în cadrul aceleaşi ramuri [127]. Presupunând de
asemenea că elementele de matrice ale difuziei intrabandă a excitaţiilor pe impurităţi
sunt egale între ele (U11 = U22 = U55 = U ; U33 = U44 = U66 = −U), rezultă

ω̃1(ωn) = ωn +
1

2τ1

ω̃1(ωn)
R1(ωn)

; (6.56)

d̃(ωn) = d− 1
2τ1

d̃(ωn)
R1(ωn)

; (6.57)

∆̃1(ωn) = ∆ +
1

2τ1

∆̃1(ωn)
R1(ωn)

, (6.58)

unde 1/2τ1 = ncπN1(0)|U |2; N1(0) este densitatea de stări electronice pe partea I
a suprafeţei Fermi;

R1(ωn) =
√

∆̃2
1(ωn) + d̃2

1(ωn) + ω̃2
n(ωn). (6.59)
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Pentru porţiunea nedegenerată II a suprafeţei Fermi d̃ = d = 0,

ω̃2(ωn) = ωn +
1

2τ2

ω̃2(ωn)
R2(ωn)

; (6.60)

∆̃2(ωn) = ∆ +
1

2τ2

∆̃2(ωn)
R2(ωn)

, (6.61)

unde

R2(ωn) =
√

∆̃2
2(ωn) + ω̃2

2(ωn);
1

2τ2
= ncπN2(0)|U |2, (6.62)

N2(0) este densitatea de stări electronice pe partea II a suprafeţei Fermi. Din
ecuaţiile (6.56)-(6.61) rezultă că

u(ωn) =
ω̃1(ωn)
∆̃1(ωn)

=
ω̃2(ωn)
∆̃2(ωn)

=
ωn

∆
. (6.63)

Notând cu vn(ωn) = d(ω̃n)/∆1(ω̃), obţinem pentru v(ωn) relaţia

v =
d

∆
− σ

d

∆
v√

1 + u2 + v2
; σ =

1
τ1d

. (6.64)

Parametrii de ordine ∆ şi d se găsesc din ecuaţiile

∆ =
π

β
|g|

∑
ωn

[
N1(0)

∆̃1(ωn)
R1(ωn)

+ N2(0)
∆̃2(ωn)
R2(ωn)

]
; (6.65)

d =
π

β
|V |

∑
ωn

N1(0)
d(ωn)

R1(ωn)
. (6.66)

Rezolvâd aceste ecuaţii, la temperatură nulă şi σ = 0 avem

1
N1|V | = ln

2EB√
d2
0 + ∆2

0

; (6.67)

1
N1|g| = ln

2ωD√
d2
0 + ∆2

0

+
N2

N1
ln

2ωD

∆0
, (6.68)

unde EB , ωD sunt energiile de tăiere pentru potenţialele |V | şi |g| respectiv; d0 =
d(σ = 0); ∆0 = ∆(σ = 0).

Din comparaţia ecuaţiei (6.67) şi expresia pentru temperatura tranziţiei struc-
turale Tm0 [119] găsim

Tm0 =
γ

πkB

√
d2
0 + ∆2

0. (6.69)

Mărimea
√

d2
0 + ∆2

0 joacă rolul gap-ului în spectrul energetic pentru partea I a
suprafeţei Fermi.



140 TERMODINAMICA ŞI CINETICA DIELECTRICILOR

Ecuaţiile (6.63) şi (6.64) pentru T = 0 şi concentraţie mică a impurităţilor, când
are loc inegalitatea σ ¿ 1, se rezolvă uşor. Rezultatul este

ln
√

d2 + ∆2

√
d2
0 + ∆2

0

= −σ

2
πd0

(∆2
0 + d2

0/2)
(d2

0 + ∆2
0)3/2

; (6.70)

N2(0)
N1(0)

ln
∆
∆0

=
σ

2
πd0

(d2
0 + ∆2

0)1/2
. (6.71)

Din ultimele formule se vede că pentru concentraţii mici, parametrul de ordine
supraconductor ∆ creşte liniar cu creşterea concentraţiei de impurităţi, ceea ce este
în concordanţă cu creşterea lui Tc discutată în lucrarea [125].

La concentraţii mai mari de impurităţi sistemul de ecuaţii pentru d şi ∆ poate
fi rezolvat analitic în două cazuri:

- când valoarea iniţială d0 este mult mai mare decât ∆, şi este posibilă satisfa-
cerea simultană a inegalităţilor τd ¿ 1 şi τ∆ ¿ 1;

- când mărimile d0 şi ∆0 nu se deosebesc mult una de alta, şi avem τd ¿ 1,
dar τ∆ À 1.

Aici şi mai departe τ = τ1.
În primul caz, rezolvând sistemul de ecuaţii, găsim, că ∆ creşte cu concentraţiei

de impurităţi:

∆ = ∆1/(1+ν)
0

(
2/τ

(2/τ∆)d2τ2/12

)ν/(1+ν)

. (6.72)

Aici ν = N1(0)/N2(0); d2τ2/12 = ln τ/τcr.
În al doilea caz creşterea lui ∆ cu concentraţia de impurităţi se determină din

formula

ln
∆
∆0

= πν
1

2τ∆

(
1− d2

∆2

)
;

d2

∆
= π

(
1
τcr

− 1
τ

)
. (6.73)

Totuşi o creştere continuă a lui ∆ nu are loc deoarece există o concentraţie
critică a impurităţilor pentru care dielectrizarea spectrului elctronic este distrusă.
În primul caz, când τd ¿ 1 şi τ∆ ¿ 1 această mărime se determină din relaţia

(∆BCS)2 =
2

(τcr)2

ln

(
πTm0τcr

2γ

)

ln(2/∆BCSτcr)
. (6.74)

În al doilea caz concentraţia critică se găseşte din relaţia

ln

√
d2
0 + ∆2

0

∆
=

π

τcr∆
. (6.75)

La concentraţia critică dispare influenţa impurităţilor magnetice asupra proprie-
tăţilor termodinamice ale aliajelor supraconductoare, ceea ce este în deplin acord
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Figura 6.1: Dependenţa parametrilor de ordine d şi ∆ de concentraţia de impurităţi.

cu teorema Anderson [124] privind rolul acestor impurităţi asupra stării supracon-
ductoare. De acest lucru ne convingem uşor, dacă în formulele (6.72) şi (6.73)
substituim valoarea concentraţiei critice. În acest caz pentru ∆ se obţine expresia
obişnuită din teoria microscopică în lipsa dielectrizării şi a lipsei impurităţilor.

Sistemul de ecuaţii pentru ∆ şi d a fost rezolvat numeric pentru diferite con-
centraţii de impurităţi. Rezultatele calculului sunt prezentate în fig.6.1. Curbele
1 şi 1′ reprezintă variaţia lui d/d0 şi ∆/∆0 cu concentraţia de impurităţi pentru
d0/∆0 = 0, 75, iar curbele 2 şi 2′ pentru d0/∆0 = 2.

Din datele obţinute rezultă că în supraconductorii foarte impurificaţi (1/τ À
1/τcr) dielectrizarea spectrului electronic nu influenţează parametrul de ordine ∆
la temperatură nulă, ceea ce face ca temperatura critică a supraconductorului să
nu se modifice. Acest lucru a fost confirmat experimental, de exemplu, la studiul
sistemului Nb3Sn1−xAlx [112]. S-a găsit că înlocuirea staniului cu aluminiu coboară
temperatura critică a tranziţiei structurale [112]. Temperatura maximă a tranzi-
ţiei supraconductoare s-a observat la compoziţia critică care corespunde tranziţiei
structurale.

Concluzii

1. S-a prezentat teoria privind efectul termoelectric în izolatorul excitonic în
cazul difuziei multiple a excitaţiilor pe impurităţi.

S-a obţinut formula pentru coeficientul termoelectric ηe a izolatorului excitonic
pentru o difuzie arbitrară a excitaţiilor pe impurităţi.

2. S-a arătat că dependenţa de temperatură a acestei mărimi în starea de izolator
excitonic trece printr-un maxim. Condiţia suficientă pentru aceasta este ca
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amplitudinile de difuzie ale electronilor şi golurilor pe impurităţi neutre să fie
diferite.

3. S-a studiat influenţa impurităţilor nemagnetice asupra proprietăţilor supra-
conductorului la dielectrizarea parţială a spectrului electronic. S-a arătat că
impurităţile nemagnetice duc la o creştere substanţială a parametrului de or-
dine supraconductor.

4. S-a calculat concentraţia critică de impurităţi pentru care se restabileşte sta-
rea supraconductoare în cazul unei dielectrizări parţial distruse a spectrului
electronic.
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Partea III

PROPRIETĂŢILE
TERMODINAMICE ŞI
MAGNETICE ALE

SISTEMELOR PUTERNIC
ANIZOTROPE.

SUPRACONDUCTIVITATEA
ALIAJELOR BINARE
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7

UNDE DE DENSITATE DE SPIN ŞI
SUPRACONDUCTIVITATEA ÎN SISTEMELE
CVAZIUNIDIMENSIONALE CU OCUPAREA
NESIMETRICĂ A BENZII DE ENERGIE

7.1 Introducere

În ultimele decade un interes special a fost acordat problemei coexistenţei de
fază dintre supraconductibilitate (SC) şi feromagnetism. Acest interes a apărut,
în particular, datorită observaţiilor experimentale privind supraconductivitatea sub
presiune în compuşii organici puternic anizotropi (vezi articolul de sinteză [1]), şi
de asemenea apariţia structurilor magnetice unidimensionale în calcogenide [2], în
care s-a observat coexistenţa supraconductibilităţii cu undele de densitate de spin
(SDW). Interesul privind această problemă a crescut odată cu descoperirea su-
praconductivităţii de temperatură înaltă în oxizii metalici ceramici [3, 4], unde cu
variaţia temperaturii s-a observat tranziţia în starea SDW şi tranziţia supraconduc-
toare [5].

Pe plan teoretic prezintă interes cunoaşterea mecanismelor care duc la starea
supraconductoare în astfel de sisteme. În lucrările [6, 7] s-a cercetat posibilitatea
coexistenţei SC şi a SDW pe baza unui model electronic tridimensional simplificat
în aproximaţia Hartree-Fock. În acestă teorie spaţiul impulsurilor se separă în două
domenii şi se presupune că într-unul din ele este îndeplinită relaţia

ε(k) = −ε(k + Q0), (7.1)

unde ε este energia electronului; 2Q0 = G, G fiind un vector al reţelei reciproce.
Se arată că datorită prezenţei domeniului care nu permite reconstrucţia pentru
tranziţia la undele de densitate de spin (nu toată suprafaţa Fermi este acoperită
de gap-ul dielectric), devine posibilă existenţa a două tipuri de ordine la distanţă -
supraconductivitatea şi undele de densitate de spin.

Observăm că această deducere este în acord cu rezultatele lui Bilboro şi McMi-
llan [8] privind posibilitatea coexistenţei de fază supraconductibilitate şi unde de
densitate de sarcină în supraconductorii de tip A15.
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În afară de aceasta, există o deosebire esenţială între stările cu unde de densi-
tate de sarcină şi cele cu densitate de spin, deoarece starea cu unde de densitate de
spin rupe simetria la inversarea timpului, iar starea cu unde de densitate de sarcină
conservă această simetrie. Această particularitate duce la rezultate diferite. În par-
ticular, studiul densităţii de stări electronice în modelul tridimensional [9] a arătat
că există o deosebire esenţială a densităţii de stări electronice în faza de coexistenţă
a undelor de densitate de sarcină şi supraconductibilitate faţă de cazul undelor de
densitate de spin şi supraconductibilitate. S-a observat de asemenea o mare deo-
sebire a dependenţei de temperatură a parametrilor de ordine a coexistenţelor de
fază specificate.

Particularitatea caracteristică a sistemelor în care există coexistenţă de fază a
undelor de densitate de spin şi supraconductibilitate, este prezenţa unei puternice
anizotropii. Acest lucru permite examinarea acestor sisteme ca sisteme cu dimen-
sionalitate joasă.

Astfel, de exemplu, în lucrările [10, 11] cercetarea proprietăţilor compuşilor or-
ganici (TMTSSF)2 (X=PF6, AsF6, ClO4) a fost făcută pe baza modelului Hubbard
bidimensional. În acestă teorie apariţia supraconductibilităţii este condiţionată de
prezenţa energiei transversale, a cărei mărime se modifică de la un sistem la altul,
şi de asemenea de mărimea presiunii, aplicată sistemului respectiv. Se presupune
că, banda de energie este umplută numai o pătrime.

Evident, proprietăţile sistemelor cvaziunidimensionale în starea de unde de den-
sitate de spin şi supraconductibilitate vor fi diferite de proprietăţile sistemelor în
starea de unde de densitate de sarcină şi supraconductibilitate. Avem în vedere
studiul sistemelor cvaziunidimensionale cu repulsie slabă cu ocupare pe jumătate a
benzii de energie (µ 6= 0). După cum se arată în [12], un rol esenţial în problema
coexistenţei de fază supraconductibilitate şi unde de densitate de sarcină în siste-
mele cvaziunidimensionale îl joacă prezenţa unei abateri de la umplerea pe jumătate
a ocupării benzii de energie. Mai târziu s-a arătat [13, 14] că, pe lângă condiţia
µ 6= 0 un rol esenţial în problema eoexistenţei supraconductibilităţii cu undele de
densitate de sarcină îl joacă suprapunerea benzilor de energie şi prezenţa benzilor
tridimensionale, care nu au fost supuse restructurării datorită efectului Peirles.

În sistemele cvaziunidimensionale cu ocuparea pe jumătate a benzii de energie
şi o interacţie coulombiană suficient de puternică dintre electroni, cu coborârea
temperaturii apare o undă de densitate de spin cu vectorul de undă Q0 = 2kF .
Această particularitate duce la apariţia unui gap dielectric la suprafaţa Fermi şi la
lipsa purtătorilor de sarcină liberi în acest domeniu. Prin urmare, într-un astfel de
sistem nu este posibilă apariţia supraconductibilităţii.

Vom examina sistemul cvaziunidimensional cu repulsie la umplerea pe jumătate
a benzii de energie electronice (µ 6= 0). Dacă într-un astfel de sistem luăm în
considerare procesele de umklapp, atunci pentru µ > µcr apare unda de densitate
de spin cu vectorul de undă Q 6= 2kF (Q = Q0 + q, q ¿ kF ). Aceasta duce la
apariţia gap-ului dielectric nu exact la nivelul Fermi, şi prin urmare, la apariţia
purtătorilor liberi la suprafaţa Fermi, capabili să formeze perechi Cooper.

În acest fel, în modelul nostru nu există un domeniu în spaţiul p care să nu fie
supus reconstrucţiei pentru tranziţia la starea de unde de densitate de spin, ca în
cazul modelulului din lucrarea [6], care descrie apariţia supraconductibilităţii şi se



7.2 Ecuaţiile fundamentale 153

examinează tranziţia sistemului în starea de conducţie din cauza modificării mărimii
µ.

Cauza abaterii ocupării de la jumătatea benzii poate fi prezenţa unei alte benzi,
care serveşte ca un rezervor de particule, şi de asemenea variaţia mărimii µ sub
influenţa presiunii sau a impurităţilor.

În sistemele reale complexe cu anizotropie puternică, pot acţiona diferite me-
canisme, care să ducă la apariţia supraconductibilităţii în sistemele magnetice,
şi anume dielectrizarea parţială a suprafeţei Fermi [6, 7], prezenţa abaterii um-
plerii benzii de la jumătate [15]-[17], prezenţa unei energii transversale de trans-
port [10, 11].

După cum se ştie, în cazul sistemelor riguros unidimensionale teoria câmpului
mediu nu este aplicabilă. Trebuie totuşi să subliniem că avem de a face cu un sistem
model, în care electronii se mişcă într-o singură direcţie, reţeaua fiind tridimensio-
nală, astfel că teoria câmpului mediu poate fi aplicată pentru studiul stării de unde
de densitate de spin şi supraconductibilitate.

În acest capitol, pe baza hamiltonianului Hubbard, cu adăugarea unui termen
responsabil de supraconductivitate, se studiază proprietăţile termodinamice ale sis-
temelor cvaziunidimensionale cu abatere de la ocuparea pe jumătate a benzii de
energie. Se iau în consideraţie şi procesele de umklapp.

Pentru faza mixtă SC+SDW se obţine un sistem de ecuaţii pentru parametrul de
ordine ∆ al stării supraconductoare şi cel al ordonării magnetice M . Se examinează
o serie de cazuri limită, care permit să tragem o serie de concluzii despre coexistenţa
acestor două faze cu ordine la distanţă în sistemul cvaziunidimensional studiat.
Pe baza metodelor numerice de calcul se face o analiză detaliată a proprietăţilor
sistemelor examinate pentru diferite valori ale parametrului µ şi a raportului t =
Tc0/Ts0. Aici Tc0 şi Ts0 sunt temperaturile critice respectiv supraconductoare (în
lipsa magnetismului) şi a tranziţiei magnetice (în lipsa supraconductivităţii pentru
µ = 0). Această analiză ne permite să afirmăm că comportarea sistemului depinde
esenţial de valorile mărimilor t şi µ. Sunt posibile următoarele situaţii: SC şi SDW
coexistă într-un interval larg de temperaturi 0 < T < Tc; SC şi SDW coexistă pe un
interval nu prea mare de temperaturi în apropierea lui T = 0; se observă apariţia
supraconductivităţii în punctul T = Tc2 şi dispariţia în punctul Tc1, adică revenirea
sistemului la starea normală cu scăderea temperaturii.

7.2 Ecuaţiile fundamentale

În aproximaţia câmpului mediu hamiltonianul sistemului examinat are forma

H = H0 + HSDW + HBCS, (7.2)
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unde

H0 =
∑

kσ

(ε(k)− µ)a+
kσakσ; (7.3)

HSDW = −
∑

kσ

[
σMa+

kσak−Q,σ + h.c
]
; (7.4)

HBCS = −
∑

k

[
∆a+

k↑a
+
−k↓ + h.c

]
. (7.5)

Aici a+
kσ, akσ sunt operatorii de creare şi anihilare respectiv ai electronilor cu impul-

sul k şi spinul σ; µ este abaterea faţă de umplerea pe jumătate a benzii de energie;
∆ şi M sunt parametrii de ordine supraconductor şi al ordonării magnetice. Al
doilea termen din formula (7.2) se referă la repulsia coulombiană a electronilor cu
spini opuşi, iar al treilea este interacţia efectivă dintre electroni, responsabilă de
supraconductivitate. Parametrii de ordine ai fazelor supraconductoare ∆ şi a celei
magnetice M , care intră în (7.4) şi (7.5), au forma

∆ = V T
∑

k

∑
ωn

F ↓↑−k,k(ωn); (7.6)

M =
I

2
T

∑

k

∑
ωn

∑
σ

Gσσ
k−Q,k(ωn), (7.7)

unde V şi I sunt constanta BCS şi respectiv a interacţiei de schimb; F şi Gσσ sunt
transformatele Fourier ale funcţiei Green de temperatură, definite prin relaţiile

F ↓↑−k,k(τ − τ ′) = −〈Tτa+
−k↓(τ)a+

k↑(τ
′)〉; (7.8)

Gσσ
k−Qk(τ − τ ′) = −〈Tτak−Q,σ(τ)a+

k,σ(τ ′)〉. (7.9)

După transformarea Fourier, ecuaţiile de mişcare pentru componentele funcţiei
Green electronice pot fi prezentate sub forma




iωn − ε1 ∆ M 0
∆ iωn + ε1 0 M
M 0 iωn − ε2 ∆
0 M∆ iωn + ε2







G↑↑k,k

F ↓↑−k,k

G↑↑k−Q,k

F ↓↑−k+Q,k


 =




1
0
0
0


 (7.10)

unde

ε1 = ε(k)− µ; ε2 = ε(k −Q)− µ; ωn = (2n + 1)πT. (7.11)
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Soluţia sistemului de ecuaţii (7.10) are forma:

G↑↑k,k(ωn) = − (iωn + ε1)(ω2
n + ε2

2 + ∆2) + M2(iωn − ε2)
D(ωn)

;

F ↓↑−k,k(ωn) =
∆(ω2

n + ε2
2 + ∆2 −M2)

D(ωn)
;

Gσσ
k−Q,k(ωn) = σ

M
[
M2 −∆2 − (iωn + ε1)(iωn + ε2)

]

D(ωn)
;

D(ωn) = ω4
n + ω2

n(ε2
1 + ε2

2 + 2M2 + 2∆2) + ε2
1ε

2
2−

− 2M2ε1ε2 + ∆2(ε2
1 + ε2

2) + (M −∆)2.

(7.12)

Substituind expresiile pentru funcţia Green (7.12) în (7.6) şi (7.7), obţinem

∆ = V
∑

k

T
∑
ωn

∆(ω2
n + ε2

2 + ∆2 −M2)
D(ωn)

;

M = I
∑

k

T
∑
ωn

M
[
M2 −∆2 − (iωn + ε1)(iωn + ε2)

]

D(ωn)
.

(7.13)

Fără considerarea proceselor de umklapp trebuie îndeplinite condiţiile |k| < Q0

şi |k − Q0| < Q0, ceea ce implică condiţia q < k < Q0 (Q = Q0 + q, Q0 =
2kF ). Considerarea proceselor de umklapp duce la faptul că trebuie ca acţiunea
operatorului HSDW să se extindă pe întreaga celulă elementară şi sumarea trebuie
făcută între limitele −Q0 < k < Q0 [12].

Luăm legea de dispersie de forma

ε(k) = −w cos kd, (7.14)

unde W este semilărgimea benzii; d este constanta reţelei.
În formula (7.13) trecem de la sumare la integrare conform reţetei:

∑

k

.... → 1
2π

∫ Q0

−Q0

....dk; Q0 =
π

d
.

Este indicat să despărţim domeniul de integrare −Q0 < k < Q0 în patru intervale:
−Q0 < k < −Q0 + q/2; −Q0 + q/2 < k < q/2; q/2 < k < q şi q < k < Q0. Ultimul
interval este legat de procesele normale, iar intervalul −Q0 < k < q de considerarea
proceselor de umklapp. Reprezentăm energiile ε1 şi ε2 sub forma

ε1 = εk±q/2 cos
qd

2
− µ±; ε2 = −

(
εk±q/2 cos

qd

2
+ µ±

)
;

µ± = µ±ηq; ηq = w sin
qd

2
.

Semnul "plus" se referă la al doilea interval de integrare, iar semnul "minus" la
celalte trei intervale.
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Să trecem la integrarea după mărimea ε = εk±q/2. Vom examina abaterile mici
ale vectorului de undă al undei de densitate de spin de la 2kF (q/2kF ¿ 1), şi
de aceea mai departe vom pune sin(qd/2) ≈ (qd/2); cos(qd/2) ≈ 1. Ca urmare a
acestor transformări sistemul de ecuaţii (7.13) se scrie sub forma

∆ =
V

2πwd
T

∑
ωn

∆
{∫ ωD

−ωD

dε
ω2

n + (ε + µ−)2 + ∆2 −M2

D(ε, µ−)
+

+
∫ ωD

−ωD

dε
ω2

n + (ε+)2 + ∆2 −M2

D(ε, µ)

}
;

M =
I

2πwd
T

∑
ωn

M

{∫ w

−w

dε
M2 −∆2 + ω2

n + ε2 − µ2
−

D(ε, µ−)
+

+
∫ w

−w

dε
M2 −∆2 + ω2

n + ε2 − µ2
−

D(ε, µ+)

}

(7.15)

unde

D(ε, µ±) =
[
−ε2

± + M2∆2 − µ2
±∆2

]
×

×
[
ε2 − µ2

± + M2 + ∆2 + ω2
n + 2

√
µ2±ω2

n + M2∆2 − µ2±∆2

]
.

(7.16)

Efectuând în formulele (7.15) integrarea după energie, obţinem sistemul de ecuaţii
pentru determinarea parametrilor de ordine ∆ şi M :

ln
T

Tc0
= 2πT

∑
ωn>0

[
Φ1(µ, ∆,M, ωn)− 1

ωn

]
; (7.17)

ln
T

Ts0
= 2πT

∑
ωn

[
Φ2(µ, ∆,M, ωn)− 1

ωn

]
; (7.18)

Φ1(µ,∆, M, ωn) =
1
2

[
I1(µ, ∆,M, ωn)θ(f1−)+

+ I1(µ+, ∆,M, ωn)θ(f1+) + I2(µ−,∆, M, ωn)θ(−f1−)

+ I2(µ+, ∆,M, ωn)θ(−f1+)
]
;

(7.19)

Φ2(µ, ∆,M, ωn) =
1
2

[
I1(µ−, ∆,M, ωn)θ(f1−)+

+ I1(µ+, ∆,M, ωn)θ(f1+) + I2(µ−, ∆,M, ωn)θ(−f1−)+

+ I2(µ+, ∆,M, ωn)θ(−f1+)
]
;

(7.20)

J1(µ, ∆,M, ωn) =
µ2 −M2 +

√
f1

2[f1(f2 − 2
√

f1)]1/2
θ(f2 − 2

√
f1)−

− µ2 −M2 −√f1

2[f1(f2 + 2
√

f1)]1/2
θ(f2 + 2

√
f1);

(7.21)
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J2(µ, ∆,M, ωn) =
−M2 + µ2

√−f1

Re
1√

−f2 + 2i
√−f1

−

− Im
1√

−f2 + 2i
√−f1

;
(7.22)

I1(µ, ∆,M, ωn) =
−∆2 +

√
f1

2[f1(f2 − 2
√

f1)]1/2
θ(f2 − 2

√
f1)+

+
∆2 +

√
f1

2[f1(f2 + 2
√

f1)]1/2
;

(7.23)

I2(µ,∆, M, ωn) = − ∆2

√−f1
Re

1√
−f2 + 2i

√−f1

− Im
1√

−f2 + 2i
√−f1

; (7.24)

f1± = M2∆2 − µ2
±(∆2 + ω2

n) f2± = ω2
n + ∆2 + M2 − µ2

±; (7.25)

µ± = µ± ηq; ηq = w sin
qd

2

θ(x) =
{

1, x > 0
0, x < 0

Pentru determinarea semnului rădăcinii pătrate în aceste expresii s-a ales ramura
cu partea imaginară pozitivă.

7.3 Valoarea temperaturii critice a ordonării mag-
netice şi supraconductoare

Soluţia sistemului de ecuaţii (7.17), (7.18) determină parametrii de ordine ai
stării supraconductoare ∆ şi ai stării de unde de densitate de spin M pentru T <
Tc, Ts (unde Tc este temperatura tranziţiei supraconductoare, iar Ts cea a ordonării
magnetice). Acest sistem de ecuaţii pentru valori arbitrare ale parametrilor teoriei
poate fi rezolvat numai numeric. Totuşi, în anumite cazuri limită este posibil să
obţinem expresii analitice pentru cei doi parametri de ordine. Să examinăm aceste
cazuri limită.

1. Pentru ∆ = 0 şi M → 0 (T = Ts), pe baza ecuaţiei (7.18) se poate obţine
ecuaţia pentru determinarea temperaturii de tranziţie a sistemului în starea de unde
de densitate de spin în absenţa supraconductivităţii. Această ecuaţie are forma

ln
Ts

Ts0
= −F (µ, ηq, Ts);

F (µ, ηq, Ts) =
1
2
Re

{
ψ

(
1
2
− iµ−

2πTs

)
+ ψ

(
1
2
− iµ+

2πTs

)}
− ψ

(
1
2

)
,

(7.26)

unde ψ este derivata logaritmului funcţiei Γ. Ecuaţia (7.26) coincide cu ecuaţia
corespunzătoare pentru determinarea temperaturii critice a tranziţiei Peierls în sis-
teme cvaziunidimensionale pentru µ = 0 din lucrarea [18]. Se vede uşor că F = 0
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pentru µ± = 0 şi F > 0 pentru µ± 6= 0. Prin urmare, minimul lui F corespunde
maximului lui Ts. Din acest motiv ecuaţia (7.26) împreună cu condiţia

∂F

∂ηq
= 0 (7.27)

ne dă sistemul de ecuaţii pentru determinarea lui Ts şi ηq pentru un µ dat. Re-
zultatele sunt prezentate în tabelul 7.1. Din acest tabel se vede imediat că pentru
µ̄ = µ/Ts0 = 1, 073 apare o undă de densitate de spin cu vectorul de undă Q 6= 2kF .
În acest caz valoarea ηq > 0 stabilizează starea magnetică în sistem.

Observăm că deoarece partea dreaptă a ecuaţiei (7.26) este funcţie pară de µ,
unui µ negativ îi vor corespunde aceleaşi valori ale lui Ts şi ηq, ca şi în cazul unui
µ > 0.

2. Să studiem acum apariţia supraconductivităţii pe fondul stării dielectrice,
adică în sistemul de ecuaţii (7.17), (7.18) punem T = Tc, ∆ = 0, M 6= 0. În această
limită sistemul respectiv de ecuaţii poate fi adus la forma

ln
Ts0

Tc0
= πT

∑
0<ωn<ωD

[−M2 + µ2
−

µ− ωn
Re

1√
f0
2 + 2iµ−ωn

+

+
−M2 + µ2

+

µ− ωn
Re

1√
f0
2 − 2iµ+ωn

,

(7.28)

unde
f0
2± = f2±

∣∣∣
∆=0

= ω2
n + M2 − µ2

±. (7.29)

Ecuaţia (7.28) determină temperatura critică de tranziţie a sistemului magnetic
(M 6= 0) în starea supraconductoare. Să studiem această posibilitate în două cazuri
limită: Tc ≈ Ts şi Tc ¿ Ts.

În cazul Tc ≈ Ts în partea dreaptă a lui (7.28) putem pune M = 0 şi să aducem
ecuaţia la forma

ln
Ts0

Tc0
= πTc

∑
0<ωn<ωD

1
ωn

{
µ2

+

ω2 + µ2
+

+
µ2
−

ω2
n + ω2−

}
. (7.30)

Din această ecuaţie rezultă că, pentru µ+ = µ− = 0 apariţia supraconductivităţii
este posibilă numai în cazul exotic Ts0 = Tc0, iar pentru µ± 6= 0 trebuie îndeplinită
condiţia Ts0 > Tc0.

Într-adevăr, pentru valori mici ale lui M , putem obţine o ecuaţie simplă pentru
determinarea lui Tc, punând în (7.17) T = Tc, ∆ = 0 şi efectuând dezvoltarea în
serie în raport cu mărimea (M/Tc)2. Cu precizia până la termeni de ordinul unu în
această mărime, găsim

ln
Tc

Tc0
= πTc

∑
0<ωn<ωD

M2

2ωn

[
3ω2

n + µ2
+

(ω2
n + µ2

+)2
+

3ω2
n + µ2

−
(ω2

n + µ2−)2

]
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htb

Tabelul 7.1: Relaţia dintre mărimile µ şi ηq.

µ/Ts0 ηq/Ts0 Ts/Ts0 µ/Ts0 ηq/Ts Ts/Ts0

1,072 0 0,564 1,13 0,77 0,465
1,073 0,059 0,561 1,14 0,81 0,456
1,08 0,35 0,541 1,15 0,844 0,447
1,09 0,51 0,52 1,16 0,875 0,438
1,1 0,601 0,5 1,17 0,904 0,431
1,12 0,724 0,476 1,18 0,93 0,42

sau

Tc

Tc0
= 1− M2

(2πTc)2
∑

n≥0

{ 3
(
n +

1
2

)2

+

(
µ+

2πTc

)2

(
n +

1
2

)2

+ (µ+/2πTc)2

+

+
3

(
n + 1

2

)2 + (µ−/2πTc)2[(
n + 1

2

)2

+ (µ−/2πTc)2
]2

}
1

4(n + 1/2)
.

(7.31)

Coeficientul dezvoltării raportului Tc/Tc0 în raport cu cantitatea mică M2/(2πTc)2

depinde de parametrul µ± şi scade cu creşterea acestui parametru.
În cazul Tc ¿ Ts comportarea membrului drept al ecuaţiei (7.28) depinde de

raportul dintre parametrul de ordine M şi µ±. Să studiem comportarea funcţiei

A(µ,M) = 2πTc

∑
0<ωn<ωD

−M2 + µ2

µωn
Re

1√
−f0

2 + 2iµωn

(7.32)

pentru diferite valori ale raportului dintre M şi µ.
Pentru M > µ acestă expresie nu are singularităţi logaritmice în raport cu

temperatura şi în limita examinată (Tc ¿ Ts) şi putem trece în ea de la sumarea
după ωn la integrare după ω(Tc → 0). Obţinem astfel

A(µ,M) = −
√

M2 − µ2

µ
arctg

µ√
M2 − µ2

. (7.33)

Pe baza ecuaţiilor (7.28) şi (7.33) avem pentru µ− < µ+ < M

ln
Ts0

Tc0
= −





√
M2 − µ2

µ−
arctg

µ−√
M2 − µ2

+

√
M2 − µ2

µ+
arctg

µ+√
M2 − µ2

+



 .

(7.34)
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Astfel că Ts0 > Tc0, nu poate fi satisfăcută pentru nici un M . Prin urmare, pentru
µ− < µ+ < M supraconductivitatea nu poate apărea pe fondul stării de unde
de densitate de spin. Acest rezultat este contrar cazului tranziţiei Peierls [12],
când pentru o relaţie analoagă dintre gap-ul dielectric şi mărimile µ± este posibilă
formarea de perechi Cooper.

Pentru M < µ expresia (7.32) are o divergenţă logaritmică în raport cu tempe-
ratura. Separăm această divergenţă şi scriem expresia (7.32) sub forma

A(µ,M) =

√
µ2 −M2

µ
ln

2ωDγ

πTc
+

µ2 −M2

µ
2πTc×

×
∑

0<ωn<ωD

[
Re

1√
−f0

2 + 2iµωn

− 1√
µ2 −M2

1
ωn

]
.

(7.35)

Mai departe, trecând în al doilea termen al acestei expresii de la sumare la integrare
(Tc → 0) şi efectuând integrarea după ω, găsim

A(µ,M) =

√
µ2 −M2

µ
ln

4(µ2 −M2)γ

[µ +
√

µ2 −M2]πTc

. (7.36)

Pe baza ecuaţiilor (7.28), (7.33) şi (7.35), pentru temperatura critică Tc în cazul
µ− < M < µ+, obţinem

Tc =
4(µ2

+ −M2)γ

π[µ+ +
√

µ2
+ −M2]

exp
{
− 2µ+√

µ2
+ −M2

[
ln

Ts0

Tc0
+

+

√
M2 − µ2−
2µ−

arctg
µ−√

M2 − µ2−

]}
.

(7.37)

Valoarea mică a temperaturii critice Tc este condiţionată de factorul exponenţial.
În cazul M < µ− < µ+, pe baza ecuaţiilor (7.28) şi (7.36) avem

Tc =
4γ

π

(
Tc0

Ts0

)d

 µ2

+ −M2

µ− +
√

µ2− + M2




k 
 µ2

+ −M2

µ+ +
√

µ2
+ −M2




l

, (7.38)

unde

d =




√
µ2− −M2

2µ−
+

√
µ2

+ −M2

2µ+



−1

;

k =




√
µ2

+ −M2

√
µ2− −M2

µ−
µ+

+ 1



−1

;

l =




√
µ2− −M2

√
µ2

+ −M2

µ+

µ−
+ 1



−1

.

(7.39)
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Expresiile obţinute (7.37) şi (7.38) pentru temperatura de tranziţie a sistemului
magnetic în starea supraconductoare se deosebesc de formulele corespunzătoare pen-
tru dielectricul Peierls. Pentru aceleaşi valori ale parametrilor care intră în aceste
formule, temperatura critică de tranziţie a sistemului magnetic în starea supracon-
ductoare este mai mică decât temperatura critică a tranziţiei supraconductoare a
dielectricului Peierls. Prin urmare, condiţia de apariţie a supraconductivităţii în
sistemele magnetice pentru M < µ− < µ+ este mult mai restrictivă decât în cazul
dielectricului Peierls.

3. Să examinăm cazul limită invers, şi anume Tc > Ts. Studiul ecuaţiei (7.18)
pentru T = Ts (M = 0, ∆ 6= 0) arată că membrul drept pentru ∆ 6= 0 nu are
singularitate logaritmică în raport cu temperatura, caracteristică pentru tranziţia
în starea SDW. Prin urmare, lipseşte tranziţia în starea magnetică şi sistemul poate
trece numai în starea SC.

Mai departe ne vom baza pe aceste rezultate şi vom examina cazul Ts > Tc.

7.4 Calculul energiei libere
Vom pleca de la identitatea matematică

F (∆,M)− F (0, 0) =
∫ ∆

0

∆′2d∆′ d

d∆′

(
1
V

)
+

∫ M

0

M ′2dM ′ d

dM ′

(
1
I

)

V =0

. (7.40)

Este indicat ca sistemul de ecuaţii (7.17), (7.18) să fie pus sub forma

1
V

= 2πTN0

∑
0<ωn<ωD

Φ1(µ, ∆,M, ωn); (7.41)

1
I

= 2πTN0

∑
0<ωn<ωD

Φ2(µ,∆, M, ωn). (7.42)

Integrând prin părţi formula (7.40), obţinem

F (∆,M)− F (0, 0) =
∆2

2
− 4πTN0

∑
0<ωn<ωD

∫ ∆

0

∆′d∆′Φ1(µ, ∆′, M, ωn)+

M2

I
− 4πTN0

∑
0<ωn<ωD

∫ M

0

M ′dM ′Φ2(µ, 0,M ′, ωn).

(7.43)

Substituind (7.41) şi (7.42) în expresia (7.43) şi efectuând integrările după ∆′ şi
M ′, obţinem

F (∆,M)− F (0, 0) =
∆2

V
+

M2

I
− 2πT

∑
0<ωn<ωD

[
φ(µ−,∆, M, ωn)+

+ φ(µ+, ∆,M, ωn)
]
− 2π2πTN0

∑
0<ωn<ωD

[
φ(µ−, ∆,M, ωn)+

+ ψ(µ+, ∆,M, ωn)
]

(7.44)



162 DENSITATEA DE SPIN ŞI SUPRACONDUCTIVITATEA

unde

φ(µ−,∆,M, ωn) = θ(f1)
1
2
(
√

f2 − 2
√

f1 +
√

f2 + 2
√

f1)+

+ θ(−f1)Im
√
−f2 + 2i

√
−f1 − Im

√
(iωn + µ)2 −M2 ;

(7.45)

ψ(µ, M, ωn) = Im
√

(iωn + µ)2 −M2 − ωnsignωn , (7.46)

f1 şi f2 se determină din formulele (7.25). Având expresia energiei libere (7.44),
putem deduce sistemul de ecuaţii pentru determinarea parametrilor de ordine ∆ şi
M folosind condiţia de minim a acestei mărimi:

∂F (∆,M)
∂∆2

= 0;
∂F (∆,M)

∂M2
= 0. (7.47)

Se verifică uşor că ecuaţiile (7.47) duc la sistemul de ecuaţii (7.41), (7.42). Deoa-
rece vrem să studiem apariţia supraconductibilităţii într-un sistem magnetic, mai
departe vom studia diferenţa energiilor libere

δF = F (∆,M)− F (0,M) = ∆2N0 ln
T

Tc0
− 2πTN0×

×
∑

ωn>0

[
φ(µ−, ∆,Mωn) + φ(µ+, ∆,M, ωn)−∆2/ωn

]
,

(7.48)

unde

F (0,M) = F (0, 0) + N0M
2 ln

T

Ts0
− 2πTN0×

×
∑

ωn>0

{
Im (

√
(iωn + µ+)2 −M2 +

√
(iωn + µ+)2 −M2)− 2ωn − M2

ωn

} (7.49)

7.5 Domeniul de temperaturi apropiate de tempe-
ratura de tranziţie supraconductoare

Pentru temperaturi T ≈ Tc în ecuaţia (7.17) facem dezvoltarea în raport cu ∆2

şi scriem rezultatul sub forma

ln
T

Tc0
= f0 − 1

2
f1∆2 +

3
8
∆4f2 + . . . , (7.50)

unde
f0 = 2πT

∑

ωn≥0

{
1
2

[φ(µ−, ωn, M) + ψ0(µ+, ωn,M)]− 1
ωn

}
; (7.51)

f1 = 2πT
∑

ωn≥0

[ψ1(µ−, ωn,M) + ψ1(µ+, ωn, M)] ; (7.52)

f2 = πT
∑

ωn≥0

[ψ2(µ−, ωn,M) + ψ2(µ+, ωn, M)] ; (7.53)
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ψ0(µ, ωn,M) = −Im
[(

ib

µωn
+ 1

)
1√

−M2 + (iωn + µ2)

]
(7.54)

ψ1(µ, ωn, M) = Im
{

ib2

(µωn)3
1√

−M2 + (iωn + µ)2
+

+
(

1 +
ib

µωn

)2 1√
[−M2 + (iωn + µ)2]3/2

} (7.55)

ψ2(µ, ωn, M) = Im
{

ib

(µωn)5
√
−M2 + (iωn + µ)2

+

+
ib2(1 + ib/µωn)

(µωn)3[−M2 + (iωn + µ)2]3/2
+

(1 + ib/µωn)3

[−M2 + (iωn + µ)2]5/2

} (7.56)

Aici b = M2 − µ2. Dezvoltând acum diferenţa energiilor libere (7.48) în raport cu
∆2 şi folosind ecuaţia (7.50), obţinem

δF =
N0∆4

4

[
−f1 + ∆2f2 + . . .

]
. (7.57)

Pentru f1 > 0 avem o tranziţie de fază de ordinul doi, iar pentru f1 < 0 tranziţia
este de ordinul unu. Ecuaţia f1 = 0 determină valoarea parametrului µ pentru care
se modifică tipul tranziţiei de fază. Dezvoltând mai departe relaţia (7.50) în raport
cu mărimea 1 − T/Tc şi limitându-ne la termenii pătratici în raport cu ∆, găsim
uşor expresia pentru parametrul de ordine

∆2 =
2
f1

(
1− T

Tc

)(
1− Tc

∂f0

∂T

∣∣∣
T=Tc

)
. (7.58)

Substituind (7.58) în (7.57), găsim pentru energia liberă

∂F

N0
= − 1

f1

(
1− T

Tc

)2 (
1− T

∂f0

∂T

∣∣∣
T=Tc

)2

. (7.59)

Ca urmare, pentru diferenţa entropiilor sistemului în starea supraconductoare şi
în cea normală, în apropierea lui Tc şi saltul căldurii specifice în punctul T = Tc

obţinem respectiv relaţiile:

SS − SN

N0
= − ∂

∂T

(
∂F

N0

)
= − 2

Tc

(
1− T

Tc

)(
1− T

∂f0

∂T

∣∣∣
T=Tc

)2

; (7.60)

CS − CN

N0
= T

∂

∂T

(
SS − SN

N

) ∣∣∣
T=Tc

=
2
Tc

1
f1

(
1− T

∂f0

∂T

∣∣∣
T=Tc

)
. (7.61)

Formula pentru saltul căldurii specifice se deosebeşte de expresia cunoscută pentru
acest salt din cadrul teoriei BCS:

(
CS − CN

N0

)

BCS
=

8π2Tc

7ζ(3)
. (7.62)
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7.6 Calcule numerice şi discuţia rezultatelor

Coexistenţa supraconductibilităţii şi a stării de unde de densitate de spin se
determină din condiţia ∆ 6= 0 şi M 6= 0, ceea ce corespunde soluţiei nebanale a
sistemului de ecuaţii (7.17), (7.18). Împreună cu acestea este necesar ca diferenţa
energiilor libere δF = F (∆, M)−F (0,M), calculată conform formulei (7.48), să fie
o mărime negativă, ceea ce corespunde generării fazei supraconductoare pe fondul
stării de unde de densitate de spin. În teoria prezentată avem de a face cu parametrii
t = Tc0/Ts0, µ̄ = µ/Ts0, ηq şi T . Măeimea Tc0 (Ts0) se determină prin constanta de
interacţie BCS (de schimb) şi frecvenţa Debye ωD (lărgimea benzii w). Abaterea
de la umplerea pe jumătate a benzii µ̄ şi mărimea ηq nu sunt independente. Relaţia
dintre ele, obţinută prin rezolvarea numerică a sistemului de ecuaţii (7.26) şi (7.27),
este prezentată în fig. 7.1.

Particularitatea caracteristică a sistemului examinat este dependenţa esenţială
de parametrii t şi µ̄.
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, 

0

T/T
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Figura 7.1: Dependenţa parametrilor de ordine M/M0 (1 şi 2) şi ∆/∆0 (1′ şi 2′) de
temperatură. Curbele 1 şi 1′ corespund cazului t = 0, 7, µ̄ = 1, 08, iar curbele 2 şi
2′ cazului t = 0, 5, µ̄ = 1, 17.

Pe fig.7.1 sunt prezentate rezultatele rezolvării numerice a sistemului de ecuaţii
(7.17), (7.18) pentru două cazuri: 1a) t = 0, 7, µ̄ = 1, 08 şi 1b) t = 0, 5, µ̄ = 1, 17 pe
tot intervalul de temperaturi. Aici curbele 1 şi 1′ (2 şi 2′) corespund dependenţei
lui M/M0 şi ∆/∆0 pentru cazul 1a (1b). În cazul 1a există un domeniu larg de
coexistenţă a SC şi SDW şi valori foarte apropiate a mărimilor Ts şi Tc. În cazul 1b
supraconductibilitatea apare pe fondul stării magnetice în punctul Tc1 = 0, 31Ts0 şi
distruge magnetismul în punctul Tc2 = 0, 2Ts0. Apare apoi efectul trecerii în starea
normală.

Pe fig.7.2 se prezintă dependenţa parametrilor de ordine M/M0 şi ∆/∆0 (curbele
1 şi 1′ respectiv) ca funcţii de temperatură pentru t = 0, 9 şi µ̄ = 1, 09 (numim
aceste valori cazul 2). Aici de asemenea, ca şi în cazul 1b, magnetismul distruge
supraconductivitate la temperaturi joase. Astfel în punctul T = Tc2 = 0, 2Ts0

parametrul M creşte brusc. Curba întreruptă de pe această figură corespunde
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Figura 7.2: Dependenţa parametrilor de ordine M/M0 şi ∆/∆0 (1 şi 1′ respectiv)
de temperatură pentru t = 0, 9, µ̄ = 1, 09.

valorilor mărimii M/M0 în lipsa supraconductibilităţii (∆ = 0).
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Figura 7.3: Dependenţa parametrilor de ordine M/M0 (1 şi 2) şi ∆/∆0 (1′ şi 2′) de
temperatură. Curbele 1 şi 1′ corespund cazului t = 0, 3, µ̄ = 1, 073, iar curbele 2 şi
2′ cazului t = 0, 3, µ̄ = 1, 079.

Pe fig.7.3 este dată dependenţa mărimilor M/M0 şi ∆/∆0 de temperatură pentru
două cazuri: 3a) t = 0, 3, µ̄ = 1, 073 (curbele 1 şi 1′ respectiv) şi 3b) t = 0, 3,
µ̄ = 1, 079 (curbele 2 şi 2′). În ambele cazuri există un domeniu redus de coexistenţă
SC şi SDW la temperaturi joase. În punctele T = Tc = 0, 158Ts0 (cazul 3a) şi
T = 0, 28Ts0 (cazul 3b) momentul magnetic al sistemului creşte brusc tocmai acolo
unde supraconductivitatea dispare.

Observăm că, pentru alegerea soluţiei pentru parametrul de ordine M în do-
meniul de valori T > Tc, am folosit condiţia de energie minimă a stării SDW
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Figura 7.4: Dependenţa de temperatură a diferenţei energiilor libere pentru diferite
valori ale parametrilor t şi µ̄. Numerotarea curbelor corespunde cazurilor analizate.

F (0,M)− F (0, 0) < 0 (vezi formula (7.49)).
Dependenţa corespunzătoare de temperatură a diferenţei energiilor libere δF =

F (∆,M)−F (0,M), calculată pe baza relaţiei (7.48) şi a sistemului de ecuaţii (7.17)
şi (7.18), pentru toate valorile parametrilor µ̄ şi t examinate mai sus, este redată
în fig.7.4. Aceste rezultate sunt în acord cu posibilitatea coexistenţei de fază SC şi
SDW în domeniul respectiv de temperaturi.

Domeniul de coexistenţă SC şi SDW depinde esenţial de parametrii teoriei t şi
µ̄. Astfel, SC şi SDW coexistă într-un domeniu larg de temperaturi în apropierea
lui T = 0, şi de asemenea, în domeniul temperaturilor joase. Pentru o anumită
temperatură T = Tc1 apare SC, iar pentru T = Tc2 magnetismul distruge starea
SC, adică are loc un fenomen de trecere a sistemului în stare normală.

După cum s-a menţionat mai sus, apariţia supraconductivităţii în sistemul exa-
minat este posibilă datorită faptului că gap-ul dielectric este deplasat faţă de su-
prafaţa Fermi, care la rândul său, duce la apariţia purtătorilor liberi, care formează
perechi Cooper.

Mai departe, prezintă interes să examinăm cum depinde de parametrul µ̄ tem-
peratura critică a tranziţiei supraconductoare Tc pentru diferite valori ale lui t.
Punând în ecuaţiile (7.17) şi (7.18) ∆ = 0, găsim sistemul de ecuaţii pentru deter-
minarea mărimilor Tc şi M(Tc). Soluţia numerică a acestui sistem ne permite să
reprezentăm dependenţa temperaturii critice Tc de parametrul µ̄ pentru valori date
ale lui t.

Pe fig.7.5 este reprezentată dependenţa lui Tc de µ̄ (curba 1 corespunde lui
t = 0, 9, curba 2 lui t = 0, 7 şi curba 3 lui t = 0, 5), şi de asemenea dependenţa
mărimii ∆/∆0 pentru T = 0 ca funcţie de µ̄ (curba 4 corespunde lui t = 0, 9 şi curba
5 lui t = 0, 7). De aici se vede că nu mai este îndeplinită condiţia care există pen-
tru supraconductorii izotropi şi anume că ∆(0)∆0 = Tc/Tc0. Pentru toate aceste
valori ale lui µ̄ are loc inegalitatea ∆(0)/∆0 < Tc/Tc0, şi de asemenea inegalita-
tea M(0)/M0 6= Ts/Ts0. Conform cu soluţiile ecuaţiei pentru Tc, reprezentate pe
fig.7.5, există un domeniu de valori ale lui µ̄, pentru care se observă o corespondenţă
neunivocă dintre mărimile Tc şi µ̄, ceea ce corespunde trecerii sistemului în stare
normală, despre care a fost vorba mai sus în legătură cu dependenţa parametrilor
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Figura 7.5: Dependenţa temperaturii de tranziţie supraconductoare Tc (1-3)şi a
parametrului de ordine ∆ (4,5) de µ̄.

de ordine de temperatură.
Observăm că, tranziţia de fază în starea supraconductoare pentru toate valorile

examinate ale lui µ̄ şi t este o tranziţie de fază de ordinul doi. Această concluzie
o facem pe baza calculului coeficientului f1 din dezvoltarea energiei libere (7.44).
Substituind în formula (7.52) valorile lui Tc şi M(Tc) pentru diferite valori date
ale lui t şi µ̄ şi efectuând sumarea după n, obţinem că f1 nu îşi schimbă semnul şi
rămâne pozitiv pentru toate valorile lui µ şi t.



168 DENSITATEA DE SPIN ŞI SUPRACONDUCTIVITATEA



8

PROPRIETĂŢILE TERMODINAMICE ALE
SUPRACONDUCTORilor PUTERNIC
ANIZOTROP ÎN CÂMP MAGNETIC

8.1 Introducere

După cum s-a specificat în cap.7, un interes deosebit îl prezintă problema coexis-
tenţei de fază supraconductivitate şi unde de densitate de spin în sistemele puternic
anizotrope. Pe plan teoretic, foarte fecundă a fost ideea de suprafaţă Fermi parţial
dielectrică [8]. Conform acestei idei spaţiul impulsurilor se separă în două domenii.
În primul domeniu cu densitatea de stări la suprafaţa Fermi egală cu N1 are loc
degenerarea energiei electronului (este îndeplinită relaţia (7.1)). Această degene-
rare duce la instabilitatea stării metalice a sistemului în raport cu apariţia SDW şi
formarea gap-ului dielectric pe porţiunea respectivă a suprafeţei Fermi.

Al doilea domeniu cu densitatea stărilor electronice egală cu N2 nu este supus
restructurării pentru tranziţia la starea cu unde de densitate de spin. Prezenţa
celui de al doilea domeniu, în care lipseşte gap-ul dielectric la suprafaţa Fermi,
dă posibilitatea apariţiei supraconductibilităţii în substanţele puternic anizotrope.
Într-un astfel de sistem devine posibilă coexistenţa SC şi SDW, dacă temperatura
de tranziţie în starea SDW, (Ts), este mai mare decât temperatura de tranziţie în
starea supraconductoare, (Tc) [6, 7]. În particular, rezultatul interesant al acestui
model este posibilitatea de apariţie a supraconductibilităţii magnetice, dacă aceasta
are loc la temperaturi suficient de înalte.

După cum s-a arătat în [6, 7], [15]-[17] (vezi cap.7), ordonarea magnetică coboară
temperatura de tranziţie supraconductoare. De asemenea, câmpul magnetic extern
distruge supraconductivitatea datorită proceselor de răsturnare ale spinului (spin
flip) electronilor, care formează perechile Cooper [20, 21].

În lucrările [22, 23] se introduce câmpul intern HQ, care nu depinde de câmpul
magnetic extern H0 şi de temperatură şi se studiază proprietăţile supraconduc-
toare ale modelului unidimensional cu banda umplută pe jumătate. S-a obţinut
rezultatul important conform căruia, când câmpul intern este mare şi ca valoare
este aproape de câmpul extern H0 ∼ HQ, este favorizată starea supraconductoare.
În acest capitol se va studia influenţa câmpului magnetic extern H0 asupra proprie-
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tăţilor termodinamice ale sistemelor magnetice puternic anizotrope, în care poate
coexista SC şi SDW. Pentru aceasta se foloseşte modelul descris mai sus cu supra-
faţă Fermi parţial dielectrică şi se aplică aproximaţia câmpului mediu, care descrie
bine sistemele tridimensionale.

Se obţine un sistem de ecuaţii pentru cei doi parametri de ordine, supraconductor
∆ şi magnetic M în câmp magnetic extern H0 (se examinează cazurile H0 ‖ M şi
H0 ⊥ M). Se calculează diferenţa energiilor libere ale fazei supraconductoare şi a
celei normale şi se analizează comportarea sistemului într-o serie de cazuri limită.
Se calculează de asemenea saltul căldurii specifice în punctul T = Tc şi se studiază
dependenţa de câmpul magnetic H0. Se arată că valorile mărimilor termodinamice
ale sistemului examinat depind de raportul dintre densităţile de stări N1 şi N2,
care corespund diferitelor domenii ale suprafeţei Fermi anizotrope, şi se deosebesc
esenţial de rezultatele modelului BCS.

Mai mult, metodele numerice permit o analiză detaliată a stării sistemului stu-
diat şi determină soluţiile care corespund stărilor favorabile energetic. Pe baza
acestor soluţii se construiesc diagramele de fază. S-a stabilit că, din punct de ve-
dere energetic mai favorabilă este starea sistemului cu H0 ⊥ M .

Deoarece supraconductivitatea este foarte sensibilă la câmpul magnetic extern,
acest capitol permite o înţelegere mai profundă a fenomenului care are loc în sis-
temele examinate în câmp magnetic, dar dă şi o justificare a acestui model. Acest
lucru se face pe baza lucrărilor [24, 25].

Hamiltonianul sistemului are forma

H = H0 + HBCS + HSDW + HH0 , (8.1)

unde

H0 =
∑

k,α

εka+
kαakα;

HBCS = −∆
∑

k

(a+
k↑a

+
−k↓ + h.c);

HSDW = −MQ

∑

k∈I,α,β

(σi)αβ(a+
kαak+Qβ + h.c.);

HH0 = −
∑

k,α,β

H0(σz)αβa+
kαakβ .

(8.2)

Aici H0 este energia cinetică a electronilor de conducţie; HBCS şi HSDW sunt
operatorii corespunzători supraconductibilităţii şi respectiv magnetismului; HH0

este interacţia electronilor cu câmpul magnetic extern; a+
kα, akα sunt operatorii de

creare şi anihilare a electronilor; σ̂ este matricea Pauli.
Aici s-a ales reprezentarea în care câmpul magnetic coincide cu axa z. În această

reprezentare indicii i = z corespund cazului câmpului paralel (H0 ‖ M) şi i =
x cazului câmpului perpendicular (H0 ⊥ M). Fiecare din aceste două cazuri
trebuie analizat separat. Conform cu (8.1) şi (8.2) există două domenii diferite
în spaţiul impulsurilor. În domeniul I, unde are loc degenerarea energiei (7.1), pe
lângă operatorii HBCS şi HH0 acţionează şi operatorul HSDW, care duce la apariţia
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SDW. În domeniul II acţionează operatorul care descrie supraconductorul în câmp
magnetic.

Introducem funcţiile Green

Gσσ
kk′(τ − τ ′) = −〈Takσ(τ)a+

k′σ′(τ
′)〉;

F ↓↑−k,k′(τ − τ ′) = −〈Ta+
−k↓(τ)a+

k′↑(τ
′)〉. (8.3)

8.2 Cazul câmpului magnetic paralel (H0 ‖ M)

8.2.1 Ecuaţiile fundamentale

În cazul H0 ‖ M în domeniul I este necesar să examinăm sistemul de ecuaţii
pentru funcţiile Green Gσσ

kk (ωn), F−σσ
−k,k(ωn), Gσσ

k+Q,k(ωn) şi F−σσ
−k−Q,k(ωn).

Pe baza hamiltonianului (8.1) în reprezentarea (k, ωn) pentru aceste funcţii ob-
ţinem sistemul de ecuaţii




Ω− ∆ M 0
∆ Ω+ 0 M
M 0 Ω+ ∆
0 M ∆ Ω−







G↑↑k,k(ωn)
F ↓↑−k,k(ωn)

G↑↑k+Q,k(ωn)
F ↓↑−k−Q,k(ωn)


 =




1
0
0
0


 (8.4)

unde Ω± = iωn + H0 ± εk. Parametrii de ordine ∆ şi M = MQ se determină din
relaţiile

∆ = g
∑

k

T
∑
ωn

F ↓↑−k,k(ωn);

M =
1
2
T

∑

k∈I

∑
ωn

(σz)ααGαα
k+Q,k(ωn),

(8.5)

unde g şi I sunt constantele de interacţie electron-electron supraconductoare şi
magnetice respectiv.

Soluţia sistemului de ecuaţii (8.4) are forma

F ↓↑−k,k(ωn) =
∆

[
−(iωn + H0)2 + ε2

k + ∆2 −M2
]

D(ωn)
;

Gαα
k+Q,k(ωn) = (σz)αα

M
[
−(iωn + H0)2 + ε2

k + M2 −∆2
]

D(ωn)
;

D(ωn) =
[
(iωn + H0)2 − ε2

k − (∆ + M)2
]
×

×
[
(iωn + H0)2 − ε2

k − (∆−M)2
]
.

(8.6)

Substituind aceste soluţii în ecuaţia (8.5) şi efectuând integrarea după energii, ob-
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ţinem

ln
T

Tc0
= 2π

TN1

N

∑
ωn>0

{
− 1

2∆
Im

[
∆ + M√

(iωn + H0)2 − (∆ + M)2
+

+
∆−M√

(iωn + H0)2 − (∆−M)2

]
− 1

ωn

}
− 2π

TN2

N

∑
ωn>0

{
1

ωn
+

+ Im
1√

(iωn + H0)2 −∆2

}
(8.7)

ln
T

Ts0
= 2πT

∑
ωn>0

{
− 1

2M
Im

[
∆ + M√

(iωn + H0)2 − (∆ + M)2
+

+
M −∆√

(iωn + H0)2 − (∆−M)2

]
− 1

ωn

} (8.8)

Aici Tc0 (Ts0) sunt temperaturile critice ale tranziţiei în starea supraconductoare
(magnetică) fără magnetism (supraconductivitate); N1 şi N2 sunt densităţile elec-
tronice de stări în domeniile I respectiv II; N = N1 + N2. Pentru H0 = 0 sistemul
de ecuaţii (8.7), (8.8) trece în sistemul de ecuaţii din lucrarea [6], iar pentru M = 0,
H0 6= 0 obţinem ecuaţia pentru parametrul de ordine supraconductor în câmp mag-
netic [21].

Sistemul de ecuaţii (8.7), (8.8) are trei soluţii banale: în starea normală şi în
lipsa magnetismului (M = 0 şi ∆ = 0); în prezenţa supraconductibilităţii şi a lipsei
magnetismului (∆ 6= 0 şi M = 0) şi în prezenţa magnetismului şi lipsa supracon-
ductibilităţii (∆ = 0 şi M 6= 0). Prezenţa unei soluţii nebanale ∆ 6= 0 şi M 6= 0
corespunde coexistenţei supraconductibilităţii şi magnetismului. Pentru ca acestă
soluţie să fie stabilă, este necesar să fie îndeplinită condiţia FS − FN < 0.

8.2.2 Energia liberă a sistemului
Pentru calculul diferenţei energiilor libere ale fazelor supraconductoare şi nor-

mală folosim formula

δF ′ = F (∆,M,H0)− F (0,M, H0) =
∫ ∆

0

∆′2 d

d∆′

(
1
g

)
d∆′ =

=
∆2

g
− 2

∫ ∆

0

∆′d∆′ 1
g(∆′)

.

(8.9)

Rescriem ecuaţia (8.7) sub forma

∆
g

= −N1πT Im
∑

ωn<ωD

[
∆ + M√

(iωn + H0)2 − (∆ + M)2
+

+
∆−M√

(iωn + H0)2 − (∆−M)2

]
−

−N22πT Im
∑

ωn<ωD

∆√
(iωn + H0)2 −∆2

.

(8.10)
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Substituind (8.10) în (8.9) şi efectuând integrarea după ∆′, obţinem

δF ′

N
= −N1

N
2πT Im





∆2

2

∑
ωn<ωD


 1 + M/∆√

(iωn + H0)
2 − (∆ + M)2

+

+
1−M/∆√

(iωn + H0)
2 − (∆−M)2


 +

∑
ωn<ωD

(√
(iωn + H0)

2 − (∆ + M)2 +

+
√

(iωn + H0)
2 − (∆−M)2 − 2

√
(iωn + H0)

2 −M2

)}
−

− N2

N
4πT Im





∆2

2

∑
ωn<ωD

1√
(iωn + H0)

2 −∆2

+

+
∑

ωn<ωD

[√
(iωn + H0)

2 −∆2 − (iωn + H0)
]}

.

(8.11)

Diferenţa energiilor libere δF = F (∆,M, H0)−F (0, 0,H0) se poate calcula folosind
identitatea matematică

∆F = F (∆,M, H0)− F (0, 0,H0) =
∫ ∆

0

d∆′∆′2 d

d∆′
1
g
−

−
∫ M

0

dM ′M ′2 d

M ′

(
1
I

)

g=0

(8.12)

şi ecuaţiile (8.7) şi (8.8). Avem

δF = F (∆,M,H0)− F (0, 0,H0)−N∆2 ln
T

Tc0
+

+ N1M
2 ln

T

Ts0
− 2πTN1

∑
n>0

{
Im

√
(iωn + H0)2 − (∆−M)2+

+
√

(iωn + H0)2 − (∆−M)2 − 2ωn − ∆2 + M2

ωn

}
−

− 4πTN2

∑
n>0

(Im
√

(iωn + H0)2 −∆2 − ωn − ∆2

2ωn

)

(8.13)

Pentru determinarea rădăcinilor în (8.7)-(8.13) s-a ales ramura cu parte imaginară
pozitivă, adică rădăcinile s-au determinat conform formulei

√
A + iB =

signB√
2

[
A +

√
A2 + B2

]1/2

+
1√
2

[√
A2 + B2 −A

]1/2

. (8.14)
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8.2.3 Starea fundamentală (T = 0)

Pentru T = 0 în expresiile (8.7), (8.8) şi (8.13) putem înlocui sumarea cu inte-
grarea conform formulei

T
∑
n>0

F (iωn) =
1

2πi

∫ ∞

0

dωF (ω + iδ). (8.15)

Efectuând această schimbare şi integrând după frecvenţe, obţinem sistemul de
ecuaţii algebrice pentru parametrii ∆ şi M , şi de asemenea o expresie simplificată
pentru diferenţa energiilor libere. Aceste rezultate au forma

2 ln
∆
∆0

= −N1

N

{(
1 +

M

∆

)
ln

φ(H0, ∆ + M)
∆

+
(

1− M

∆

)
×

× ln
φ(H0, ∆−M)

∆

}
− N2

N
ln

φ(H0, ∆)
∆

;

2 ln
M

M0
= −

{(
1 +

∆
M

)
ln

φ(H0, ∆ + M)
M

+
(

1− ∆
M

)
ln

φ(H0,∆−M)
M

}
;

(8.16)

δF ′

N
= −∆2

2
+

N1

N

{
H0

√
H2

0 −M2θ(H0 −M)− H0

2

√
H2

0 − (∆ + M)2+

+ θ
[
H0 − (∆ + M)

]
− H0

2

√
H2

0 − (∆−M)2θ(H0 − |∆−M |)+

+
∆M

2
ln

φ(H0,∆ + M)
φ(H0,∆−M)

+
M2

2
ln

φ(H0, ∆ + M)φ(H0, |∆−M |)
φ2(H0,M)

+

+
N2

2

{
H2

0 −H0

√
H2

0 −∆2θ(H0 −∆)
}

(8.17)

δF

N
= −∆2

2
− M2

2
N1

N
+

N1

N

{
H2

0 −
H2

2

√
H2

0 − (∆−M)2×

× θ[H0 − (∆ + M)]− H0

2

√
H2

0 − (∆−M)2θ[H0 − |∆−M ]+

+
∆M

2
ln

(H0,∆ + M)
φ(H0, |∆−M |) +

M2

2
ln

φ(H0,∆ + M)φ(H0, |∆−M |)
φ2(H0,M)

}

+
N2

N

{
H2

0 −H0

√
H2

0 −M2θ(H0 −∆)
}

,

(8.18)

unde

φ(x, y) =
{ |y|, x < |y|,

x +
√

x2 − y2, x > |y|.
Soluţia sistemului de ecuaţii (8.16) şi calculul energiei libere (8.17), (8.18) pentru

valori arbitrare ale parametrilor poate fi obţinută numai pe cale numerică.
Să analizăm cazul supraconductivităţii slabe, când este îndeplinită condiţia ∆ ¿

M . În acest caz putem pune M = M0 şi să analizăm prima dintre ecuaţiile (8.16).
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Efectuând acolo dezvoltarea după parametrul mic ∆/M ¿ 1 (considerând H0/∆ <
1), obţinem uşor soluţia sub forma

∆ ≈ ∆0

(
∆0

eM0

)N1/N2

. (8.19)

Pentru acest caz diferenţa energiilor libere (8.17) se simplifică considerabil:

δF ′ = −N2
∆2

2

(
1− 1

6
∆2

M2

N1

N2

)
+ N2H

2
0 . (8.20)

Pe baza acestei formule pentru câmpul critic paramagnetic obţinem expresia Hp =
∆/
√

2. Valoarea mărimii Hp se deosebeşte de cea pentru supraconductorii puri
(8.19). În acest caz, deoarece N1 6= 0 şi ∆0/M0 < 1, limita paramagnetică este
mai mică decât în cazul supraconductorilor izotropi. Micşorarea limitei paramag-
netice pentru ∆ ¿ M este legată de prezenţa gap-ului dielectric mare pe o parte a
suprafeţei Fermi.

8.2.4 Domeniul de temperaturi apriopiate de temperatura
critică supraconductoare

Pentru T ≈ Tc în ecuaţia (8.7) efectuăm dezvoltarea după mărimea ∆2. Cu
precizia până la termeni de ordinul ∆4 găsim

ln
T

Tc0
= f0(H0,M, T )− f1(H0,M, T )

∆2

2
+

3
8
∆4f2(H0,M, T ), (8.21)

unde

f0(H0,M, T ) = −2πT
N1

N

∑
ωn>0

{
Im

(iωn + H0)2

[(iωn + H0)2 −M2]3/2
+

1
ωn

+

+ 2πT
N2

N

∑
ωn>0

Re
(

1
ωn − iH0

− 1
ωn

)
;

(8.22)

f1(H0,M, T ) = 2πT
N1

N

∑
ωn>0

Im
(iωn + H0)2

[
(iωn + H2

0 )2 + 4M2
]

[
(iωn + H0)2 −M2

]7/2
+

+ 2πT
N2

N
Re

∑
ωn>0

1
(ωn − iH0)3

;

(8.23)

f2 (H0,M, T ) = −2πT
N1

N
×

× Im
∑

ωn≥0

(iωn + H0)
6 + 12 (iωn + H0)

4
M2 + 12 (iωn + H0)

2
M4

[
(iωn + H0)

2 −M2
]1/2

+

+ 2πT
N2

N
Re

∑

ωn≥0

1
(ωn − iH0)

5 .

(8.24)
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O dezvoltare analoagă face şi în cazul expresiei pentru diferenţa energiilor libere
(8.13). Pentru T ≈ Tc obţinem

δF ′

N
= ∆2

[
ln

T

Tc0
− f0(H0,M, T ) +

1
4
f1(H0,M, T )∆2+

+
∆4

8
f2(H0,M, T )

]
.

(8.25)

Substituind în (8.25) ecuaţia (8.21), aducem diferenţa energiilor libere la forma

δF ′

N
=

∆4

4

[
−f1(H0, M) + f2(H0,M)∆2

]
. (8.26)

După cum s-a observat în capitolul precedent, semnul coeficientului f1 determină
tipul tranziţiei de fază.

Condiţia
f1(H ′

0,M0, Tc) = 0 (8.27)

este expresia exactă pentru determinarea temperaturii critice supraconductoare,
pentru o valoare a câmpului magnetic pentru care tranziţia de fază devine o tran-
ziţie de ordinul doi. Pentru determinarea acestui punct este necesar să examinăm
sistemul de trei ecuaţii, şi anume (8.27) şi

ln
Tc

Tc0
= f0(H ′

0, Tc, Tc); (8.28)

ln
T

Ts0
= −2πTc

∑
ωn>0

[
−Im 1√

(iωn + H ′
0)2

+
1

ωn

]
. (8.29)

Aceste două ecuaţii se obţin din (8.21) şi (8.8) pentru T = Tc şi ∆ = 0. Observăm că
pentru studiul supraconductorului obişnuit în câmp magnetic [21], pentru obţinerea
punctului H ′

c s-a folosit sistemul format din cele două ecuaţii (8.27) şi (8.28) pentru
Mc = 0.

8.2.5 Temperatura critică a supraconductorului
Să examinăm acum valorile câmpului magnetic extern H0 < H ′

0, adică domeniul
unde are loc tranziţia de fază de speţa a doua. Să analizăm câteva cazuri limită.

Pentru Tc ¿ Mc în ecuaţia (8.29), care determină valoarea lui Tc, trecem de la
sumarea după n la integrare după ω conform formulei (8.15). Efectuând această
integrare, găsim

ln
Tc

Tc0
= −N1

N

{
(H0 +

√
H2

0 −M2
c )eγ

πTc
θ(H0 −Mc)+

+ ln
eMcγ

πTc
θ(Mc −H0)− H0√

H2
0 −M2

c

θ(H0 −Mc)
}

+

+
N2

N

[
ψ

(
1
2

)
− Reψ

(
1
2
− i%c

)]
,

(8.30)
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unde %c = H0/(2πTc); ψ este derivata logaritmului funcţiei Γ; γ este constanta lui
Euler; e este baza logaritmilor naturali. Această ecuaţie se poate simplifica foarte
mult pentru valori limită ale mărimii %. Pentru %c ¿ 1 (H0 . Tc) şi H0 < Mc

pentreu mărimea Tc obţinem

Tc

Tc0
=

(
Tc0

eTs0

)N1/N2(
1− 7ζ(3)%2

c

)
, (8.31)

unde ζ(3) este funcţia Riemann.
Valoarea lui Tc scade cu creşterea câmpului magnetic. În limita inversă %c À 1

ecuaţia pentru Tc are forma

N1

N2

{
ln

(H0 +
√

H2
0 −M2

c )eγ
πTc0

θ(H0 −Mc) + ln
eMcγ

πTc0
θ(Mc −H0)−

− H0θ(H0 −Mc)√
H2

0 −M2
c

}
+ ln

2γH0

πTc0
=

1
24%2

c

.

(8.32)

Pe baza ecuaţiei (8.32) putem determina valoarea câmpului paramagnetic H0
p , care

corespunde dispariţiei supraconductibilităţii. Pentru H0
p < Mc această formulă ne

dă

H0
p =

∆0

2

(
∆0

eMc

)N1/N2

. (8.33)

În cazul H0
p > Mc avem

H0
p =

∆0

2


 ∆0

e
[
H0

p +
√

H02
p −M2

c

]




N1/N2

exp
{

N1

N2

H0
p√

H02
p −M2

c

}
. (8.34)

Se vede uşor că valoarea mărimii H0
p depinde de raportul dintre parametrii teoriei.

Dacă în (8.33) punem N1 = 0 şi N2 = N , obţinem H0
p0∆0/2, care corespunde valori-

lor câmpului paramagnetic ale supraconductorului obişnuit (în ipoteza că tranziţia
de fază este de speţa a doua [20]). Pe baza lui (8.27) pentru celalt caz limită
(N1 = N , N2 = 0 H0

p = H0
p1) avem

e
(
H0

p1 +
√

H2
p1 −M2

c1

)
= ∆0 exp

{
H0√

H02
p1 −M2

c1

}
. (8.35)

Acest caz limită este echivalent cu cazul unidimensional examinat. Rădăcinile ecua-
ţiei (8.35) determină punctele de intersecţie ale curbelor punctate pe diagrama de
fază (T, H0) cu axa abscizelor de pe fig.6 din lucrarea [22].

Notăm că soluţia (8.33) există numai pentru N2 6= 0 şi lipseşte în cazul unidi-
mensional.

Pentru Tc0 ≈ TM0 pe baza ecuaţiei (8.28), neglijând termenii de ordinul lui M2,
obţinem

ln
T

Tc0

(
Ts0

Tc0

)N1/N2

= ψ

(
1
2

)
− Reψ

(
1
2
− i%c

)
. (8.36)
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Expresia (8.36) se poate simplifica pentru valori limită ale mărimii %c. Pentru
%c ¿ 1 aceasta poate fi pusă sub forma

Tc

Tc0
=

(
1− ζ(3)%2

c

)(
Tc0

Ts0

)N1/N2

. (8.37)

Pentru %c À 1 temperatura critică a supraconductorului magnetic se determină
din expresia

T 2
c =

6H2
0

π2
ln

[
2H0

∆0

(
Ts0

Tc0

)N1/N2
]
. (8.38)

Valoarea ei în cazurile examinate se deosebeşte de cazul supraconductorilor obiş-
nuiţi (N1 = 0, N2 = N). Deoarece Ts0/Tc0 > 1, cu creşterea raportului N1/N2

mărimea Tc creşte. Câmpul magnetic favorizează supraconductivitatea în domeniul
câmpurilor magnetice suficient de înalte.

8.2.6 Distrugerea supraconductivităţii de către magnetism
După cum s-a specificat, pentru apariţia supraconductivităţii în sistemul mag-

netic descris este necesar ca să fie îndeplinită inegalitatea Ts0 > Tc0. În faza de
coexistenţă a supraconductivităţii şi magnetismului parametrii de ordine ∆ şi M
se determină din sistemul de ecuaţii (8.7), (8.8). Să găsim acum ecuaţia pentru
temperatura critică, pentru care dispare magnetismul. Punând în sistemul de ecua-
ţii (8.7), (8.8) T = Ts1, M = 0, ∆ 6= 0 şi substituind (8.8) în (8.7), putem aduce
această ecuaţie la forma

ln
Ts0

Tc0
=

(
∆

2πTs1

)2 ∑

n≥0

Im
1

{[
i(n + 1/2) + %s1

]2

−
(

∆
2πTs1

)2}3/2
;

%s1 = H0/2πTs1.

(8.39)

Pentru valori apropiate ale lui Ts0 şi Ts1 ecuaţia (8.39) va avea soluţii în domeniul
valorilor mici ale mărimii (∆/(2πTs1)). În acest caz aceasta poate fi simplificată:

ln
Ts0

Tc0
=

(
∆

2πTs1

)2

Re
∑

n≥0

1(
n + 1

2 − i%s1

)3 =

=
(

∆
2πTs1

)2

Reψ′′
(

1
2
− i%s1

)
,

(8.40)

unde

ψ′′
(

1
2
− i%s1

)
=

d2

d%2
s1

[
ψ

(
1
2
− i%s1

)
− ψ

(
1
2

)]
, (8.41)

de unde rezultă

Ts1
∼= ∆

2π

[
Re

ψ′′
(

1
2 − i%s1

)

ln
(

Ts0

Tc0

)
]
. (8.42)
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Deoarece ∆ şi Reψ′′(1/2− i%s1) descresc cu creşterea câmpului magnetic, tempera-
tura critică Ts1 descreşte cu creşterea câmpului magnetic, adică în câmp magnetic
magnetismul suprimă supraconductivitatea la temperaturi mult mai joase, decât în
lipsa câmpului magnetic.

8.2.7 Tranziţia de fază de ordinul unu pentru Tc ¿ Mc

După cum s-a subliniat mai sus, tipul tranziţiei de fază este determinat de
semnul coeficientului f1(H0,Mc, Tc) (8.23): pentru f1 > 0 are loc tranziţia de fază
de ordinul doi, iar pentru f1 < 0 de ordinul unu. În domeniul temperaturilor
joase (Tc ¿ Mc) în primul termen al expresiei (8.23) putem face integrarea după ω
conform formulei (8.15), după care obţinem

f1(H0,Mc, Tc) =
N1

N

1
3M2

c

[
−1 +

H3
0 (H2

0 − 4M2
c )

(H2
0 −M2

c )5/2
θ(H0 −Mc)

]
+

+
1
2

1
2πTc)2

Reψ′′
(

1
2
− i%c

)
N2

N
.

(8.43)

Dacă câmpul magnetic este mic (%c ¿ 1 (H0 . Tc)), formula (8.43) se poate aduce
la forma

f1(H0,Mc, Tc) =
N2

N

7ζ(3)
(2πTc)2

[
1− N1

N2

(
Tc

Ts0

)2 4γ2

21ζ(3)
− 186ζ(5)

7ζ(3)
%2

c

]
. (8.44)

În funcţie de semnul parantezei pătrate tranziţia de fază poate fi atât de ordinul
doi, cât şi de ordinul unu.

Pentru %c À 1, ceea ce corespunde valorilor mici ale lui Tc, avem

f1(H0,Mc, Tc) = −N1

N

1
3M2

c

[
1 +

H3
0 (4M2

c −H2
0 )

(H2
0 −M2

c )5/2
θ(H0 −Mc)

]
− N2

N

1
2H2

0

(8.45)

Analiza acestei formule arată că, pentru orice relaţii rezonabile între parametrii
teoriei f1(H0,Mc, Tc) < 0, adică în domeniul temperaturilor mici, avem o tranziţie
de fază de ordinul doi.

8.2.8 Saltul căldurii specifice

Să examinăm proprietăţile termodinamice ale sistemului în domeniul câmpu-
rilor magnetice H0 < H ′

0, unde are loc tranziţia de fazăde ordinul doi din stare
supraconductoare în stare normală. Să determinăm valoarea lui ∆2 din apropierea
temperaturii critice (T ≈ Tc). Pe baza ecuaţiilor (8.21) şi (8.28) obţinem uşor

∆2 =
2

f1(H0,Mc, Tc)

(
1− T

Tc

)[
1− ∂f0

∂M̃
T

∂M̃

∂T

∣∣∣
T=T0

+

+ %
∂f0

∂%

∣∣∣
T=T0

]
,

(8.46)
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unde

M̃(T ) =
M(T )
2πT

; % =
H0

2πT
.

Substituind (8.46) în (8.26), pentru diferenţa energiilor libere din apropierea lui Tc

obţinem expresia

δF = −
N

(
1− T

T0

)2

f1(H0,Mc)

[
1− ∂f0(M̃, %)

∂M̃
T

∂M̃

∂T

∣∣∣
T=T0

+ %
∂f0

∂%

∣∣∣
T=Tc

]2

(8.47)

Folosind această formulă, obţinem pentru entropia sistemului şi saltul căldurii spe-
cifice relaţiile:

SS = SN +
2N

Tc

(
1− T

Tc

)
1

f1(H0,Mc)
×

×
[
1− ∂f0

∂M̃
T

∂M̃

∂T

∣∣∣
T=Tc

+ %
∂f0

∂%

∣∣∣
T=Tc

]2

;
(8.48)

∆C =
8π2TcN

f1(%, M̃c)

[
1− T

∂f0(%, M̃)
∂M̃

∂M̃

∂T

∣∣∣
T=Tc

− %
∂f0(%, M̃)

∂%

∣∣∣
T=Tc

]2

, (8.49)

unde f0(%, M̃c) şi f1(%, M̃c) sunt coeficienţii corespunzători din (8.22) şi (8.23),
scrişi cu ajutorul mărimilor fără dimensiuni, iar ultimul termen din formula (8.49)
are forma

%
∂f0

∂%
= −H0

{
N1

N
2πTc

∑
n>0

Im
[

iωn + H0

[(iωn + H0)2 −M2
c ]3/2

+

+
3M2(iωn + H0)[

(iωn + H0)2 −M2
c

]5/2

]
− N2

N
2πTc

∑
n>0

Im
1

(ωn − iH0)2

}
.

(8.50)

În acest fel, formula (8.49) determină saltul căldurii specifice la T = Tc pentru
apariţia supraconductivităţii în sistemele magnetice puternic anizotrope, situate
într-un câmp magnetic.

În cazul limită Tc ¿ Mc în primul termen al formulei (8.50) putem trece de la
sumarea în raport cu n la integrarea în raport cu ω conform formulei (8.15), după
care obţinem

%
∂f0

∂%

∣∣∣
T=Tc

=
N1

N

H3
0θ(H0 −Mc)

(H2
0 −M2

c )3/2
+ %c

N2

N
Reψ′

(
1
2
− i%c

)
. (8.51)

În domeniul temperaturilor joase (Tc ¿ Mc), derivate ∂M/∂T ¿ 1, de aceea saltul
căldurii specifice în punctul T = Tc se poate prezenta sub forma

∆C =
8π2TcN

f1(%, M̃c)

[
1− %

∂f0(%,M)
∂%

∣∣∣
T=Tc

]2

, (8.52)
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unde

f1(%, M̃c) = (2πTc)2f1(H0,Mc, Tc),

f1(H0, Mc, Tc) se determină din formula (8.43), iar al doilea termen din paranteza
pătrată din (8.51). Mărimea (8.52) se poate simplifica mult dacă examinăm cazul
câmpurilor magnetice mici (H0 . Tc). În acest caz putem face dezvoltarea după
mărimea % ¿ 1 în expresiile pentru f1 şi ∂f0/∂% şi să aducem pe ∆C la forma

∆C =
8π2TcN

f0
1 (0, M̃c)

[
1− N2

N
%2

(
28ζ(3)− 186ζ(5)

f0
1 (0, M̃c)

)]
, (8.53)

unde

f0
1 (0, M̃c) =

N2

N
7ζ(3)

[
1− N1

N2

(
2πTc

Mc

)2 1
21ζ(3)

]
. (8.54)

Deoarece studiem limita Tc/Mc ¿ 1, în coeficientul pentru %2 din formula (8.53)
putem pune f0

1 (0, M̃c ≈ N2/N)7ζ(3). Ca rezultat expresia pentru ∆C se simplifică:

∆C =
8π2TcN

f0
1 (0, M̃c)

[
1− N2

N
A%2 +

N1

N

186ζ(5)
7ζ(3)

%2

]
. (8.55)

Aici

A = 28ζ(3)− 186ζ(5)
7ζ(3)

.

Comportarea mărimii ∆C în câmp magnetic depinde de raportul între parametrii

N1 şi N2, şi anume pentru A− (N1/N2)
186ζ(5)
7ζ(3)

> 0 (N1/N2 < 0, 468) saltul căldu-

rii specifice scade cu creşterea câmpului magnetic, iar pentru inegalitatea inversă,
creşte.

Punând în (8.55) N1 = 0, N2 = N obţinem expresia pentru supraconductorul
izotrop

∆CBCS =
8π2TcN

7ζ(3)
(1−A%2). (8.56)

Saltul căldurii specifice scade cu creşterea mărimii %. Pe baza lui (8.55) şi (8.56)
avem

α(%) =

∆C

NTc(
∆C

NTc

)

BCS

=
N

N2

1 +
N1

N2
28ζ(3)%2

1− N1

N2

(
2πTc

Mc0

)2 1
21ζ(3)

(8.57)

Mărimea α(%) > 1 şi creşte cu creşterea câmpului magnetic.
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8.3 Cazul câmpului magnetic perpendicular (H0 ⊥
M )

Pentru H0 ⊥ M este necesar să calculăm următoarele funcţii Green:

Gσσ
kk′(τ − τ ′) = −〈Takσ(τ)a+

k′σ(τ ′)〉;
F σ′σ
−k,k′(τ − τ ′) = −〈Ta+

−kσ′(τ)a+
k′σ(τ ′)〉;

Gσ′σ
k+Q,k′(τ − τ ′) = −〈Ta+k+Q,σ′(τ)a+

k′σ′(τ
′)〉;

Fσσ′
−k−Q,k′(τ − τ ′) = −〈Ta+

−k−Q,σ(τ)a+
k′σ′(τ

′)〉.

(8.58)

Pe baza hamiltonianului (8.1), punând i = x (cazul H0 ⊥ M), obţinem uşor
sistemul de ecuaţii pentru funcţiile Green (8.58) în reprezentarea k, ω. Acest sistem
are forma




γ−σ σ∆ M 0
σ∆ γ−σ 0 −M
M 0 γ+

−σ −σ∆
0 −M −σ∆ γ−−σ







Gσ′σ
kk′ (ωn)

F σ′σ
−k,k′(ωn)

Gσ′σ
k+Q,k′(ωn)

F σ′σ
−k−Q,k′(ωn)


 =




1
0
0
0


 (8.59)

unde
γ±σ = iωn − σH0 ± εk.

Pentru deducerea sistemului (8.59) s-a folosit condiţia de degenerare (7.1). Para-
metrii de ordine ∆ şi M se determină din relaţiile:

∆ = gT
∑

k

∑
ωn

F ↓↑−k,k(ωn);

M =
1
2
T

∑

k∈I

∑
ωn

(σx)αβGαβ
k+Q,k.

(8.60)

Substituind soluţia sistemului de ecuaţii (8.59) în (8.60), găsim

∆ = gT
∑

k

∑
ωn

∆
[
ε2
k + ∆2 + (ωn − iH0)2 −M2

]

D(εk,H0)
;

M =
T

2
I

∑

k∈I

∑
ωn

M
[
M2 −∆2 + ω2

n + (εk + σH0)2
]

D(εk,H0)
,

(8.61)

unde

D(ε, H0) =
[
ε2
k + ξ2

1 + ξ2
2 + 2i

√
ω2

n∆2 − ξ2
1ξ2

2

]
×

×
[
ε2

k + ξ2
1 + ξ2

2 − 2i
√

ω2
n∆2 − ξ2

1ξ2
2

]
;

(8.62)

ξ2
1 = ω2

n + M2; ξ2
2 = ∆2 −M2.
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Efectuând în (8.61) integrarea după energii, prezentăm sistemul de ecuaţii pentru
∆ şi M sub forma

ln
T

Tc0
= 2πT

N1

N0

∑
n>0

[
1√
2

(
1 +

ξ2
1 + ξ2

2 − 2M2

f1 (ωn)

)
f2 (ωn)− 1

ωn

]
+

+2πT
N2

N0

∑

n≥0

[
1√
2

(
1 +

ω2
n + ξ2

2

f0
1 (ωn)

)
f0
2 (ωn)− 1

ωn

]
;

ln
T

Ts0
= 2πT

∑

n≥0

[
1√
2

(
1 +

ξ2
1 − ξ2

2

f1 (ωn)

)
f2 (ωn)− 1

ωn

]
,

(8.63)

unde

f1(ωn) =
√

(ξ2
1 − ξ2

2)2 + 4ω2
n∆2; f0

1 (ωn) = f1(ωn)
∣∣∣
M=0

;

f2(ωn) =
(
ξ2
1 + ξ2

2 + f1(ωn)
)−1/2

; f0
2 (ωn) = f2(ωn)

∣∣∣
M=0

.

(8.64)

Diferenţa energiilor libere δF = F (∆,M, H0)−F (0, 0,H0) o determinăm la fel cum
am făcut în cazul câmpului paralel (H ‖ M) pe baza identităţii matematice (8.12)
şi a sistemului de ecuaţii (8.63). Rezultatul este

δF

N
= ∆2 ln

T

Tc0
+ M2N1 ln

T

Ts0
− 2πT

N1

N

∑
n>0

[√
2(ξ2

1 + ξ2
2+

+
√

(ξ2
1 − ξ2

2)2 + 4ω2
nM2)1/2 − 2ωn − ∆2 + M2

ωn

]
− 2πT×

× N2

N

∑
n>0

[√
2
(
ω2

n + ξ2
2 +

√
(ω2

n − ξ2
2)2 + 4ω2

n∆2
)1/2

− 2ωn − ∆2

ωn

]
.

(8.65)

În starea fundamentală (T = 0) expresiile (8.63) şi (8.65) pot fi aduse la forma

1
g

=
1
2
N1

∫ ∞

0

dε

[
1

E+
+

1
E−

− 4(H2
0 + M2)

E+E−(E+ + E−)

]
+

+
1
2
N2

∫ ∞

0

dε

[
1

E′
+

+
1

E′−
− 4H2

0

E′
+E′−(E′

+ + E′−)

]
;

1
I

=
N1

2

∫ ∞

0

dε

[
1

E+
+

1
E−

− 4∆2

E+E−(E+ + E−)

]
(8.66)

unde

E2
± = ε2 + ∆2 + H2

0 + M2 ±
√

ε2H2
0 + ∆2(H2

0 + M2); E′ = E
∣∣∣
M=0

(8.67)

δF

N
= ∆2

(
ln

∆
∆0

− 1
2

)
+

N1

N
M2

(
ln

M

M0
− 1

2

)
−

− N1

M

∫ ∞

0

dε

[
E+ + E− + 2ε− 2

√
ε2 + ∆2 − 2

√
ε2 + M2

]
−

− N2

N

∫ ∞

0

dε

[
E′

+ + E′
− − 2

√
ε2 + ∆2

]
.

(8.68)
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8.4 Calcule numerice şi discuţia rezultatelor

În această secţiune atenţia principală va fi îndreptată asupra studiului diagra-
melor de fază, care determină starea sistemului în prezenţa câmpului magnetic.
Comportarea sistemului studiat în câmp magnetic depinde esenţial de valorile pa-
rametrilor N1, N2 şi t = Tc0/Ts0.

Pentru valori date ale acestor parametri şi temperatură T dată, sistemul de
ecuaţii pentru parametrii de ordine ∆ şi M (vezi (8.7) şi (8.8) pentru cazul H ‖ M
şi (8.63) pentru cazul H ⊥ M) a fost rezolvat numeric. Apoi a fost determinată
diferenţa energiilor libere (cu formulele (8.11) şi (8.65) pentru H ‖ M şi respectiv
pentru H ⊥ M). Sunt posibile soluţii ale sistemului de ecuaţii pentru ∆ şi M
(∆ 6= 0 şi M 6= 0), care determină coexistenţa SC şi SDW, şi de asemenea trei
soluţii nebanale: starea SDW M 6= 0, ∆ = 0; SC ∆ 6= 0, M = 0 şi starea metalică
normală M = ∆ = 0. Starea care există în realitate este cea care corespunde
minimului energiei libere. În continuare se prezintă diagramele de fază construite
pe baza acestui principiu din comparaţia energiilor libere, care corespund diferitelor
soluţii ale sistemului de ecuaţii pentru parametrii de ordine ∆ şi M .
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Figura 8.1: Diagrama de fază (H0/∆0, N1/N) pentru T = 0, t = Tc0/Ts0 = 0, 4
(a) şi pentru T = 0, t = 0, 6 (b).

Să prezentăm rezultatele calculelor numerice. Pe fig.8.1 se prezintă diagramele
de fază (H0/∆0, N1/N) la temperatură nulă pentru cazurile t = 0, 4 şi t = 0, 6.
Pentru t = 0, 4 şi H0/∆0 = 0 SC şi SDW coexistă pe tot intervalul 0 ≤ N1/N ≤ 1.
Cu creşterea câmpului magnetic domeniul de coexistenţă a acestor faze se micşo-
rează. Pentru t = 0, 6 şi H0/∆0 = 0 există domeniul de valori N1/N < 0, 36, în
care există numai starea supraconductoare. Pentru N1/N ≥ 0, 36 în sistem apare o
stare mixtă. Cu creşterea câmpului magnetic atât domeniul supraconductor cât şi
domeniul de coexistenţă a celor două faze se micşorează. Tranziţiile de fază pentru
T = 0 în câmp magnetic sunt tranziţii de fază de ordinul unu (aici şi în cele ce
urmează tranziţiile de ordinul unu vor fi reprezentate prin curbe întrerupte).
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Figura 8.2: Diagrama de fază (T/Ts0, N1/N) pentru t = 0, 5, H0/∆0 = 0, 4 (a) şi
pentru t = 0, 7 H0/∆0 = 0, 2 (b).

Pe fig.8.2 sunt reprezentate diagramele de fază (T/Ts0, N1/N) pentru cazurile
t = 0, 5, (H0/∆0 = 0, 4) şi t = 0, 7, (H0/∆0 = 0, 2). Pentru t = 0, 5 şi H0/∆0 = 0
are loc tranziţia de fază de speţa a doua din starea mixtă (SC+SDW) în starea
SDW în întreg domeniul de valori ale lui T/Ts0 şi N1/N . Pe fig.8.2(a) aceste stări
sunt separate de curba 1. Câmpul magnetic micşorează domeniul de coexistenţă
SC şi SDW (pentru H0/∆0 = 0, 4, t = 0, 5 aceasta este separată de starea SDW
prin curba 2). În afară de aceasta, în domeniul temperaturilor joase pentru pentru
o valoare determinată a lui N1/N (în cazul H0/∆0 = 0, 4 aceasta corespunde lui
N1/N ≥ 0, 2) se produce schimbarea tipului de tranziţie de fază (pe fig.8.2(a) por-
ţiunea continuă a curbei 2 este o tranziţie de fază de ordinul doi, iar cea întreruptă
este o tranziţie de ordinul unu). În cazul t = 0, 7 şi H0/∆0 = 0 (fig.8.2(b)) în
domeniul valorilor N1/N ≤ 0, 4 există o tranziţie de fază de ordinul unu din starea
supraconductoare în starea SDW (porţiune AB pe curba 1). Există de asemenea
un domeniu de coexistenţă SC şi SDW (pe figură acesta este cuprins între curbele
BD şi BC). Tranziţia din starea mixtă în starea SDW este o tranziţie de fază de
ordinul doi.

În prezenţa câmpului magnetic (H0/∆0 = 0, 2) tranziţia de ordinul unu din SC
în starea SDW este determinată de segmentul A’B’ de pe curba 2. Coexistenţa SC
şi SDW este determinată de domeniul cuprins între curbele B’D’ şi B’C’. În afară
de micşorarea atât a domeniului supraconductor cât şi a domeniului de coexistenţă
de fază, câmpul magnetic duce la o tranziţie de fază de ordinul unu în domeniul
valorilor 0, 2 < N1/N ≤ 0, 4 (porţiunea B’C’ a curbei respective).

Pe fig.8.3 se reprezintă diagrama de fază (T/Ts0, H0/∆0). Pentru N1/N =
0 avem dependenţa obişnuită a temperaturii critice supraconductoare de câmpul
magnetic [20]. Cu creşterea parametrului N1/N temperatura critică se micşorează.

Studiul făcut mai sus pentru cazul T = 0 ne permite să tragem următoarele
concluzii: forma diagramei de fază (H0/∆0, N1/N) este determinată de parame-
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Figura 8.3: Dependenţa de câmpul magnetic a teperaturii critice pentru supracon-
ductoare pentru N1/N : 1) - 0; 2) - 0,2; 3) - 0,4.

trul t = Tc0/Ts0, care, la rândul său, ne arată cu cât scade temperatura critică a
tranziţiei supraconductoare (în lipsa magnetismului) faţă de temperatura de tran-
ziţie în starea magnetică (în lipsa supraconductivităţii). Dacă acest parametru este
mic, atunci în domeniul valorilor nu prea mari ale lui N1/N şi H0/∆0 este po-
sibilă coexistenţa SC şi SDW (fig.8.1(a)). Cu creşterea parametrului t tabloul se
schimbă, şi anume: pentru valori mici ale lui N1 apare faza supraconductoare, care,
cu creşterea acestui parametru trece în starea "mixtă" (SC+SDW) în domeniul va-
lorilor nu prea mari ale lui H0 (fig.8.1(b)). Micşorarea parametrului t şi creşterea
raportului N1/N duce la apariţia fazei "mixte" (SDW+SC) şi a stării SDW (fără
supraconductivitate).

Influenţe similare are parametrul t asupra tranziţiei de fază (T/Ts0, N1/N),
adică pentru t mici în domeniul temperaturilor joase şi valori nu prea mari ale
lui N1/N se realizează starea "mixtă" (SC+SDW), iar cu creşterea lui t pentru
N1/N mic în domeniul temperaturilor joase apare starea supraconductoare, care,
cu creşterea lui N1/N , trece în starea "mixtă", iar apoi în starea SDW (fig.8.2).

În acest fel, în domeniul valorilor nu prea mari ale lui N1/N şi valori nu prea
mici ale lui t supraconductivitatea distruge magnetismul, ceea ce este legat de por-
ţiunea dielectrică mică a suprafeţi Fermi şi interacţia importantă electron-fonon,
răspunzătoare pentru supraconductivitate.

Pe figurile prezentate mai sus sunt reprezentate diagramele de fază obţinute pe
baza ecuaţiilor (8.7) - (8.18). Acestea descriu starea sistemului în câmp magnetic
paralel H0 ‖ M . În acest caz există un câmp paramagnetic critic Hp = M0/

√
2

(vezi fig.8.1) pentru care starea SDW este distrusă şi apare starea metalică (SM).
Calculele, făcute pe baza formulelor (8.66) - (8.68) pentru câmp magnetic per-
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pendicular (H0 ⊥ M), duc la rezultate numerice, care se deosebesc puţin de cazul
H0 ‖ M , cu excepţia părţii superioare a diagramelor de fază (vezi fig.8.1). În acest
caz câmpul magnetic nu distruge starea SDW, iar în domeniul câmpurilor magnetice
intense pentru toate valorile mărimii N1/N avem o stare SDW.

 

1 2

T/T
s0

-0.019
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-0.015
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F/(2 T
s0
)2 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 8.4: Dependenţa diferenţie energiilor libere δF‖ (1) şi δF⊥ (2) de temperatură
pentru cazul t = 0, 7, N1/N = 0, 1, H0/∆0 = 0, 2.

Există de asemenea o deosebire între valorile diferenţei energiilor libere δF =
F (∆,M,H0) − F (0, 0,H0) pentru H0 ‖ M şi H0 ⊥ M . S-a obţinut rezultatul
că mai favorabil energetic este cazul câmpului magnrtic perpendicular (H0 ⊥ M):
(FN − FS)⊥ > (FN − FS)‖. Ca exemplu în fig.8.4 se prezintă dependenţa de
temperatură a lui δF‖ şi δF⊥ pentru cazul t = 0, 7, N1/N = 0, 1 şi H0/∆0 = 0, 2.
Se vede imediat că pe întreg intervalul de temperaturi (FN − FS)⊥ > (FN − FS)‖.

În acest fel, rezultatele de mai sus descriu practic atât cazul câmpului magnetic
paralel cât şi a celui perpendicular în starea supraconductoare şi în starea mixtă.
Asemănarea celor două cazuri cu H0 ‖ M şi H0 ⊥ M se explică prin aceea
că, în domeniul temperaturilor joase, pentru care se realizează coexistenţa de fază
SC şi a fazei mixte, câmpul magnetic acţionează în principal asupra perechilor
supraconductoare, ducând la ruperea lor.

În starea SDW apare o altă situaţie, şi anume: în cazul H0 ‖ M câmpul
magnetic tinde să răstoarne spinul atomului în direcţia câmpului, ducând astfel la
distrugerea stării antiferomagnetice a sistemului şi apariţia fazei metalice. Starea
sistemului pentru H0 ⊥ M este, din punct de vedere energetic, mult mai favorabilă
(vezi fig.8.4), de aceea câmpul magnetic nu este în stare să modifice orientarea
spinilor atomilor şi, prin urmare, nu influenţează asupra stării SDW.

Trebuie să reamintim că, aplicarea câmpului magnetic duce la tranziţia de fază
de ordinul unu în domeniul temperaturilor joase din starea mixtă în starea SDW
(curbele întrerupte din fig.8.2 şi 8.3). Acest fenomen este legat de neunicitatea
soluţiilor ecuaţiilor pentru temperatura critică în starea supraconductoare şi din
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care rezultă instabilitatea acestei stări, dacă presupunem că, tranziţia de fază este
o tranziţie de ordinul doi (curbele continui pe fig.8.3).

Dacă în formulele (8.7) şi în (8.13) punem N2 = 0 (N1 = N), găsim o expresie
care coincide cu rezultatele lui Suzumura ş. a. [22], obţinute de aceşti autori pe baza
modelului unidimensional. Aceşti autori au introdus un anumit câmp magnetic
intern HQ, presupunând că acesta nu depinde de temperatură. Rezolvând numai
una din ecuaţiile pentru parametrul de ordine supraconductor ∆, ei au arătat că
în domeniul valorilor mari ale câmpului magnetic extern H0 ∼ HQ, este posibilă
apariţia supraconductivităţii fără gap (gapless superconductivity). Această situaţie
este posibilă în cazul prezenţei în sistem a două grupuri de electroni: electronii
atomilor magnetici dau câmpul magnetic care acţionează asupra electronilor de
conductivitate, adică cei ce pot forma perechi Cooper.

În această lucrare se descrie sistemul în care există numai un grup de electroni
şi anume cei de conducţie, care sunt magnetici. Prin urmare, noi examinăm două
tipuri de ordine la distanţă concurenţiale (SC şi SDW). Aici condiţia pentru apa-
riţia supraconductivităţii este mult mai restrictivă. În particular, se vede imediat
că pe baza analizei sistemului de ecuaţii pentru parametrii de ordine ∆ şi M pen-
tru T = 0 (8.16), că pentru valori ale câmpului extern H0 ≈ M acest sistem de
ecuaţii nu are soluţii. Prin urmare, pentru H0 ≈ M în sistem nu poate să apară
supraconductivitate.

Conform cu [6, 7] rezultatele obţinute de noi pot fi aplicate pentru descrierea
proprietăţilor sistemelor puternic anizotrope la temperaturi joase, sisteme cum ar
fi (TMTSF)2PF6 sub presiune în câmp magnetic.
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INFLUENŢA CÂMPULUI MAGNETIC ASUPRA
STĂRII DENSITĂŢII UNDEI DE SPIN ŞI A
IMPURITĂŢILOR ASUPRA STĂRII UNDEI DE
DENSITATE DE SARCINĂ

Tranziţia, atât în starea de SDW, cât şi în cea de unde de densitate de sar-
cină (CDW), are loc când se realizează condiţia de "nesting", adică atunci când
pe suprafaţa Fermi sunt domenii congruente, care pot fi făcute să coincidă intr-o
deplasare paralelă cu vectorul Q. Pentru Q = 2kF în sistemele unidimensionale
există întotdeauna astfel de domenii. De aceea în sistemele puternic anizotrope,
apropiate de cele unidimensionale, este posibilă tranziţia în starea CDW şi SDW.
Dacă interacţia electron-fonon este mai puternică, atunci apare CDW, adică apare
o deplasare periodică staţionară a electronilor cu vectorul de undă Q. În acest caz
pe porţiunile congruente ale suprafeţei Fermi se formează gap-ul dielectric. Dacă
însă este mai puternică interacţia repulsivă electron-electron, atunci sistemul trece
în stare de ordonare magnetică SDW. În acest caz asupra electronilor acţionează
un câmp magnetic periodic efectiv şi pe porţiunile congruente ale suprafeţei Fermi
apare de asemenea un gap dielectric.

În acest fel, tipul tranziţiei care va avea loc în sistemele puternic anizotrope
este dictat de relaţia dintre parametrii interacţiei electron-fonon λQ şi mărimea
repulsiei coulombiene gQ. Pentru λQ > gQ are loc tranziţia în starea CDW, iar
pentru inegalitatea inversă, tranziţia în starea SDW [26, 27].

În acest capitol vom analiza în detaliu influenţa câmpului magnetic extern asu-
pra proprietăţilor termodinamice şi magnetice ale stării de unde de densitate de
spin în sitemele cvaziunidimensionale (sec.9.1) şi influenţa impurităţilor nemagne-
tice asupra aceloraşi proprietăţi ale undelor de densitate de sarcină (sec.9.2). Studiul
se bazează pe modelul cvaziunidimensional cu repulsie şi cu banda de energie pe
jumătate ocupată µ 6= 0 şi cu luarea în consideraţie a proceselor de Umklapp (o
descriere mai detaliată a modelului este dată în cap.7).
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9.1 Răspunsul magnetic al SDW în modelul cvaziu-
nidimensional cu abatere slabă de la umplerea
pe jumătate a benzii de energie

În lucrările [28, 29] s-a studiat răspunsul magnetic al stării SDW în modelul
unidimensional Hubbard în ipoteza că banda de energie este pe jumătate plină, res-
pectiv pe un sfert. Ambele modele duc la aceleaşi rezultate pentru susceptibilitatea
magnetică, şi anume: în câmp magnetic longitudinal susceptibilitatea magnetică
creşte rapid cu creşterea temperaturii, iar în câmp transvesal nu depinde de tempe-
ratură. Aceste rezultate concordă calitativ cu datele experimentale existente [30].

După cum s-a specificat în cap.7, în sistemele reale sunt posibile abateri mici
de la umplerea pe jumătate a benzii de energie (µ 6= 0). În astfel de sisteme este
posibilă apariţia SDW cu vectorul de undă Q, incomensurabil cu vectorul reţelei
reciproce (Q = Q0 + q, Q0 = 2kF , q ¿ kF ). În acest caz, deşi se produce ordo-
narea de tip dielectric, totuşi gap-ul dielectric este deplasat în raport cu suprafaţa
Fermi, ceea ce duce la la apariţia purtătorilor liberi la această suprafaţă. Datorită
acestui mecanism este posibil, în particular, coexistenţa supraconductivitate SDW
în sistemele cvaziunidimensionale (vezi cap.7).

Câmpul magnetic interacţionează cu SDW prin spinii electronilor de conducţie
şi mişcarea lor orbitală. Aici vom examina numai efectul de spin. Pentru aceasta se
presupune că, câmpul magnetic poate fi în orice direcţie faţă de parametrul de mag-
netizare MQ, şi se cercetează dependenţa unghiulară a susceptibilităţii magnetice.
Se obţine sistemul de ecuaţii pentru parametrul de magnetizare MQ şi magnetizarea
spontană M . Se obţine sistemul de ecuaţii care permite determinarea temperaturii
critice a tranziţiei magnetice Ts, şi de asemenea relaţia între parametrii µ şi q. Se
examinează limita temperaturii nule (T = 0).

Se arată că anizotropia unghiulară apare cel mai clar la temperaturi joase, iar
prezenţa parametrului µ 6= 0 duce la micşorarea acesteia. Se obţine de asemenea
faptul că susceptibilitatea magnetică χ în câmp magnetic transversal nu depinde de
temperatură, iar în câmp magnetic longitudinal comportarea acestei mărimi este
condiţionată de valorile parametrului µ. În particular, este posibilă apariţia stării
SDW fără gap energetic, când pentru temperatură nulă apare o valoare nenulă a
mărimii χ. În apropierea tranziţiei comensurabil-incomensurabil în dependenţa de
temperatură a lui χ apare un maxim local.

Rezultatele acestei secţiuni au fost publicate în lucrările [31]-[34].

9.1.1 Hamiltonianul model şi ecuaţiile pentru funcţiile Green

Hamiltonianul model al sistemului cvaziunidimensional în câmp magnetic are
forma

H =
∑

k,α

(εk − µ)a+
kαakα −

∑

k,α,β

Hσαβa+
kαakβ+

+
U

N

∑

k,k′,q

a+
k↑ak+q↑a+

k′↓ak′−q↓.
(9.1)
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Primul şi al doilea termen descriu energia cinetică a electronilor şi respectiv in-
teracţia lor cu câmpul magnetic; a+

kα, akα sunt operatorii de creare şi anihilare a
electronilor (de impuls k şi spin α); σx, σy, σz sunt matricile Pauli. Ultimul termen
din această expresie descrie interacţia coulombiană a electronilor cu spini opuşi.

Luând în suma după q numai termenii cu q = 0;±Q şi folosind aproximaţia
câmpului mediu, rescriem hamiltonianul (9.1) sub forma

H =
∑

k,σ

εkσa+
kσakσ −

∑

k,σ

[
σMz

Qa+
k,σak+Qσ + h.c

]
−

−
∑

k,σ

[
Mσ

Qa+
k,−σak+Qσ + h.c

]
−

∑

k,σ

H̃σa+
k,−σakσ,

(9.2)

unde

σ = ±1(↑, ↓); εkσ = εk − µ− σH̃z; H̃z = Hz + Mz;

H̃σ = Hσ + Mσ; Mσ = Mx + iσMy;
Mσ

Q = Mx
Q + iσMy

Q; Hσ = Hx + iσHy,

(9.3)

µ este abaterea de la umplerea pe jumătate a benzii energetice; Hx, Hy, Hz sunt
componentele câmpului magnetic extern.

Aici s-a presupus că direcţia câmpului magnetic este arbitrară în raport cu
parametrul de magnetizare MQ.

Componentele parametrului de ordine MQ şi ale magnetizării spontane M se
determină din relaţiile:

Mz
Q =

1
2
g

∑
σ〈a+

kσak+Qσ〉 =
1
2
gT

∑

k,n,σ

σGσσ(k + Q, k, ωn); (9.4)

Mσ
Q = gT

∑

k

〈a+
kσak+Q,−σ〉 = gT

∑

k,n

G−σσ(k + Q, k, ωn); (9.5)

Mz = Mz
Q=0 =

1
2
gT

∑

k,n,σ

σGσσ(k, k, ωn); (9.6)

Mσ = Mσ
Q=0 = gT

∑

k,n

G−σσ(k, k, ωn), (9.7)

unde g = U/N ; N este numărul total de noduri ale reţelei; Gσσ′(k′, k, ωn) este
funcţia Green uniparticulă în reprezentarea (k, ω).

Pe baza hamiltonianului (9.2) şi a relaţiilor (9.4)-(9.7) obţinem sistemul de ecua-
ţii pentru determinarea funcţiilor Green:

(iωn − εkσ)Gσσ′(k, k′, ωn) + σMz
QGσσ′(k + Q, k′, ωn)+

+ σMz
QGσσ′(k −Q, k′, ωn) + M−σ

Q G−σσ′(k + Q, k′, ωn)+

+ M−σ
Q G−σσ′(k −Q, k′, ωn) + H̃−σG−σσ′(k, k′, ωn) = δkk′δσσ′ .

(9.8)

Din expresiile (9.8) putem deduce uşor lanţul infinit de ecuaţii care pot fi tăiate.
Dacă nu luăm în considerrare procesele Umklapp, electronii şi golurile împerecheate
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trebuie să se afle în interiorul unei celule elementare, adică trebuie să îndeplinească
condiţiile:

|k| < Q0, |k + Q| < Q0, (9.9)

unde Q0 = π/d; d fiind constanta reţelei. Cu ajutorul acestor condiţii, pentru func-
ţiile Green Gσσ(k, k, ωn), G−σσ(k, k, ωn), Gσσ(k + Q, k, ωn) şi G−σσ(k + Q, k, ωn)
obţinem sistemul de ecuaţii:




iωn − εk,σ σMz
Q H̃−σ M−σ

Q

σMz
Q iωn − εk+Qσ M−σ

Q H̃−σ

H̃σ Mσ
Q iωn − εk,−σ −σMz

Q

Mσ
Q H̃σ −σMz

Q iωn − εk+Q,−σ


 ·

·




Gσσ(k, k, ωn)
Gσσ(k + Q, k, ωn)

Gσσ(k, k, ωn)
G−σσ(k + Q, k, ωn)


 =




1
0
0
0


 .

(9.10)

Soluţia acestui sistem se poate prezenta sub forma

Gσσ(k, k, ωn) =
D1(ωn)
D(ωn)

; Gσσ(k + Q, k, ωn) =
D2(ωn)
D(ωn)

;

G−σσ(k, k, ωn) =
D3(ωn)
D(ωn)

; G−σσ(k + Q, k, ωn) =
D4(ωn)
D(ωn)

,

(9.11)

unde

D1(ωn) = (iωn − ε′k+Q)
[
(iωn − ε′k)(iωn − ε′k+Q)−M2

Q−

− σH̃z(iωn − ε′k+Q)
]
− (iωn − ε′n)H̃2 + σH̃z(H̃2

z −Mz
Q

2)+

+ σH̃z(|Mσ
Q|2 + |H̃σ|2)− σMz

Q

∑

σ′=σ,−σ

Mσ′
Q H̃−σ′ ;

(9.12)

D2(ωn) = −σMz
Q

{
(iωn − ε′k)(iωn − ε′k+Q)−M2

Q + H̃2
z−

− |H̃σ| − σHz

[
2iωn − (ε′k + ε′k+Q)

]}
+ M−σ

Q H̃σ(iωn − ε′k+Q)+

+ Mσ
QH̃−σ(iωn − ε′k)− σM−σ

Q H̃σH̃z − σMσ
QH̃−σH̃z;

(9.13)

D3(ωn) = H̃σ
[
−(iωn − ε′k+Q)2 + H̃2 + (Mz

Q)2
]−

−Mσ
Q

[
2Mz

QH̃z + H̃−σMσ
Q

]
;

(9.14)

D4 (ωn) = Mσ
Q

[
M2

Q − (iωn − ε′k)
(
iωn − ε′k+Q

)
+ σH̃z

(
ε′k − ε′k+Q

)
+

+H̃2
z

]
−

[
2H̃zH̃

σMQ
z + σMz

QH̃σ
(
ε′k − ε′k+Q

)
+

(
H̃σ

)2

M−σ
Q

]
;

(9.15)

D(ωn) = [(iωn − ε′k)(iωn − ε′k−Q)− (H̃2 + M2
Q)]2−

− 4H̃2M2
Q cos2 ψ − H̃2(ε′k − ε′k+Q)2.

(9.16)
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Aici

ε′k = εk − µ; ε′k+Q = εk+Q − µ; H̃2 = |H̃|2 = (H̃z)2 + |H̃σ|2;
M2

Q = |MQ|2 = (Mz
Q)2 + |Mσ

Q|2,
(9.17)

ψ este unghiul dintre H̃ şi MQ.

9.1.2 Sistemul de ecuaţii pentru parametrul de ordine MQ şi
magnetizarea spontană M

Substituind soluţia sistemului (9.11) în definiţiile (9.4)-(9.7) şi efectuând suma-
rea după frecvenţe, reprezentăm sistemul de ecuaţii, care determină componentele
parametrilor de ordine MQ şi M sub forma

Mz
Q = g

∑
k

Mz
QJ2

(
k,MQ, H̃

)
+ g

∑
k,σ

Mσ
QH̃zH̃

−σJ1

(
k, MQ, H̃

)
;

Mz = g
∑
k

H̃zJ3

(
k, MQ, H̃

)
+ g

∑
k,σ

Mz
QMσ

QH̃−σJ1

(
k, MQ, H̃

)
;

Mσ = g
∑
k

H̃σJ4

(
k,MQ, H̃

)
+ g

∑
k

Mσ
Q

[
2Mz

QH̃z+

+H̃−σMσ
Q

]
J1

(
k,MQ, H̃

)
;

Mσ
Q = g

∑
k

Mσ
QJ5

(
k, MQ, H̃

)
+ g

∑
k

H̃σ
[
2H̃zM

z
Q+

+σMz
Q

(
ε′k − ε′k+Q

)
+ M−σ

Q Hσ
]
J1

(
k,MQ, H̃

)
,

(9.18)

unde pentru prescurtare am introdus notaţiile

J1(k, MQ, H̃) =
1

4H̃Ak

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

1
εkσ′′

th
εkσ′σ′′

2T
;

J2(k, MQ, H̃) =
1

4H̃Ak

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

2H̃2
Z − σ′′AkH̃

δkσ′′
th

Ekσ′σ′′

2T
;

J3(k, Mq, H̃) =
1

4H̃Ak

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

φσ′σ′′

δkσ
th

Ekσ′σ′′

2T
;

J4(k, MQ, H̃) =
1

4H̃Ak

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

ψσ′σ′′

εkσ′′
th

Ekσ′σ′′

2T
;

J5(k, Mq, H̃) =
1

4H̃Ak

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

ησ′σ′′

εkσ′′
th

Ekσ′σ′′

2T
.

(9.19)
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Aici

Ak = [(ε′k − ε′k+Q)2 + 4M2
Q cos2 Ψ]1/2;

Ekσ′σ′′ =
1
2
[ε′k + ε′k+Q − σ′δkσ′′ ];

Ekσ′′ = [(Ak − 2σ′′H̃)2 + 4M2
Q sin2 ψ]1/2;

ϕσ′σ′′ =
1
4
(ε′k − ε′k+Q − σ′δkσ′′)2 − H̃ + (Mz

Q)2 − |Mσ
Q|2;

ϕσ′σ′′ =
1
4
(ε′k − ε′k+Q − σ′δkσ′′)2 − H̃2 − (Mz

Q)2;

ησ′σ =
1
4
[ε2

kσ′′ − (ε′k − ε′k+Q)2 − σH̃z(ε′k − ε′k+Q)−
− H̃2

z −M2
Q; σ′, σ′′ = ±1

(9.20)

Mai departe vom lua pentru legea de dispersie forma cosinusoidală (7.14) şi vom
trece de la sumarea după k la integrare după energie, analog cu modul în care am
procedat în cap.7. Ca rezultat al acestei operaţii sistemul de ecuaţii (9.18) poate fi
adus la forma

Mz
Q = gN0

∑
α

∫ W

−W

dε
[
Mz

QI1(ε, MQ, H̃, µα)+

+
∑

σ

Mσ
QH̃zH̃

−σJ1(ε,MQ, H̃, µα)
]
;

(9.21)

Mσ
Q = g

∑
α

∫ W

−W

dε
[
MQI2(ε,MQ, H̃, µα)+

+ H̃σ
[
2H̃zM

z
Q + M−σ

Q H̃σ
]
J1(ε,MQ, H̃, µα)

]
;

(9.22)

Mz = gN0

∑
α

∫ W

−W

dε
[
H̃zI3(ε,MQ, H̃, µα)+

+
∑

σ

Mz
QMσ

QH̃−σJ1(ε, MQ, H̃, µα)
]
;

(9.23)

Mσ = gN0

∑
α

∫ W

−W

dε
[
H̃σI4(ε,MQ, H̃, µα)+

+ Mσ
Q

[
2Mz

QH̃z + H̃σMσ
Q

]
J1(ε,MQ, H̃, µα)

] (9.24)
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unde N0 = (πdw)−1 este densitatea electronică de stări la suprafaţa Fermi;

I1(ε, MQ, H̃, µα) =
1

8H̃A(ε)

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

2H̃2
Z − σ′′H̃A(ε)

εσ′′(ε)
th

Eασ′σ′′

2T
;

J1(ε, MQ, H̃, µα) =
1

8H̃A(ε)

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

1
εσ′′(ε)

th
Eασ′σ′′

2T
;

I2(ε, MQ, H̃, µα) =
1

8H̃A(ε)

∑

σ′σ′′
σ′σ′′

ησ′σ′′(ε)
th

Eασ′σ′′

2T
;

I3(ε, MQ, H̃, µα) =
1

8H̃, A(ε)

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

φσ′σ′′(ε)
εσ′′(ε)

th
Eασ′σ′′

2T
;

I4(ε, MQ, H̃, µα) =
1

8H̃A(ε)

∑

σ′,σ′′
σ′σ′′

ψσ′σ′′(ε)
εσ′′(ε)

th
Eασ′σ′′

2T
;

ησ′σ′′(ε) =
1
4
[(εσ′′(ε))2 − 4ε2]−M2

Q − H̃2
z ;

(9.25)

φσ′σ′′(ε) =
1
4
[2ε− σ′εσ′′(ε)]2 − H̃2 + (Mz

Q)2 − |Mσ
Q|2; (9.26)

ψσ′σ′′(ε) =
1
4

[
2ε− σ′εσ′′

]2

− H̃2 − (Mz
Q)2;

A(ε) = 2[M2
Q cos2 ψ + ε2]1/2;

Eσ′′(ε) = [A(ε)− 2σ′′H̃]2 + 4M2
Q sin2 ψ2;

Eασ′σ′′ = −µα − 1
2
σ′Eσ′′(ε);

µα = µ + α
√

W 2 − ε2sh (dq/2); α = ±1.

(9.27)

Sumarea după α = ±1 condiţionează procesele normale şi procesele Umklapp.
Am obţinut un sistem destul de complicat de ecuaţii (9.21)-(9.24), care de-

termină componentele MZ
Q , Mσ

Q, Mz, Mσ pentru sistemul cvaziunidimensional cu
abatere de la umplerea pe jumătate a benzii de energie şi pentru o direcţie arbitrară
a câmpului magnetic. Să examină cazurile particulare, când câmpul magnetic de
mărime arbitrară este perpendicular sau paralel cu magnetizarea MQ, adică este
satisfăcută relaţia H̃zH̃

σ = 0. În acest caz ecuaţia (9.22) poate avea soluţia banală
Mσ

Q = 0.

9.1.3 Cazuri particulare
A. În cazul câmpului magnetic transversal (H̃z = Mz = Mσ

Q = 0, ψ = π/2)
parametrul de ordine Mz

Q şi magnetizarea spontană Mσ se determină din ecuaţiile:

1 = −1
4
gN0

∑

α,σ′,σ′′
σ′

∫ W

−W

dε

Eσ′′(ε)
th

Eασ′σ′′

2T
;

Mσ =
1
4
gN0

∑

α,σ′,σ′′
σ′σ′′

∫ W

−W

ε− σ′′H̃σ

Eσ′′(ε)
th

Eασ′σ′′

2T
dε.

(9.28)
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Ca urmare, susceptibilitatea magnetică transversală χσ poate fi scrisă sub forma

χσ =
1
4
gN0

∑

α,σ′,σ′′
σ′σ′′

∫ W

−W

ε− σ′′H̃σ

Eσ′′(ε)Hσ
th

Eασ′σ′′

2T
dε. (9.29)

Aici

Eασ′σ′′ = −µα − 1
2
σ′Eσ′′(ε);

Eσ′′(ε) = 2
[
(ε− σ′′H̃σ)2 + (Mz

Q)2
]1/2

.

(9.30)

B. În cazul limită al câmpului magnetic longitudinal (Hσ = Mσ = Mσ
Q = 0;

ψ = 0) avem

A(ε) = 2
[
ε2 + (Mz

Q)2
]1/2

; Eσ′′(ε) = |A(ε)− 2σ′′H̃z|;

Eασ′σ′′ = −µα − 1
2
σ′Eσ′′(ε).

(9.31)

Sistemul de ecuaţii (9.21)-(9.24) se aduce la forma

Mz =
1
2
gN0

∑

α,σ′σ′′
σ′σ′′

∫ W

−W

th
Eασ′σ′′

2T
dε;

1 = −1
4
gN0

∑

α,σ′,σ′′
σ′

∫ W

−W

dε

A(ε)
th

Eασ′σ′′

2T
.

(9.32)

Pe lângă cazurile A şi B referitoare la direcţia câmpului magnetic, este posibil de
asemenea să examinăm cazul câmpului magnetic slab pentru o direcţie arbitrară.

Luând soluţia banală a ecuaţiei (9.22) Mσ
Q = 0 şi efectuând dezvoltarea cu

precizie până la termenii liniari în H̃, putem prezenta sistemul de ecuaţii (9.21)-
(9.24) sub forma

Mz =
1
2
gN0

∑

ασ′σ′′

∫ W

0

H̃zdε

T ch 2 E0
ασ′
2T

;

1 = −1
2
gN0

∑

ασ′

∫ W

0

dε

E0
th

E0
ασ′

2T
;

Mσ = gN0

∑
(−σ′)H̃σ

∫ W

−W

dε

{[
Mz

Q

R0

]2 th
E0

ασ′

2T
E0

+

+
1
8

[
1− 4(Mz

Q)2

E2
0

]
1

T ch 2(E0
ασ′/2T )

}
,

(9.33)

unde
E0 = 2[ε2 + (Mz

Q)2]1/2; E0
ασ′ = −µα − 1

2
σ′E0. (9.34)
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Pe baza lui (9.33) pentru susceptibilitatea χz longitudinală şi cea transversală ob-
ţinem expresiile

χz =
{

1− 1
4
gN0

∑

ασ′

∫ W

0

dε

T ch 2 E0
ασ′

/2T

}−1

− 1; (9.35)

χσ =
{

1 + gN0

∑

α,σ′
σ′

∫ W

0

dε

{ (Mz
Q)2

E2
0

th
E0

ασ′

2T
+

+
[
1
8
− (Mz

Q)2

2E0

]
1

T ch (E0
ασ′/2T )

}}−1

− 1.

(9.36)

9.1.4 Temperatura critică a tranziţiei în starea SDW
Sistemul de ecuaţii (9.21)-(9.24) pentru determinarea componentelor magneti-

zărilor MQ şi M poate fi adus la o formă mai comodă. În acest scop substituim
expresia (9.26) în (9.21)-(9.24) şi folosim definiţia (9.3). După câteva operaţii alge-
brice nu prea complicate avem

~MQ =
1
4
gN0

∑

α,σ′,σ′′
σ′σ′′

W∫

0

2~̃H
(

~MQ
~̃H

)
− σ′′A (ε) H̃ ~MQ

Eσ′′ (ε)A (ε) H̃
th

Eασ′σ′′

2T
dε;

~M =
1
4
gN0

∑

α,σ′,σ′′
σ′σ′′

W∫

0

2 ~MQ

(
~MQ

~̃H
)

+
(
2ε2 − σ′′A (ε) H̃

)
~̃H

Eσ′′ (ε) A (ε) H̃
×

×th Eασ′σ′′

2T
dε.

(9.37)

Înmulţind prima din aceste ecuaţii cu MQ, iar pe a doua cu H̃ şi considerând că
M ‖ H̃, obţinem

1 =
1
4
gN0

∑

α,σ′σ′′
σ′σ′′

∫ W

0

2H̃ch 2ψ − σ′′A(ε)
Eσ′′(ε)A(ε)

th
Eασ′σ′′

d
ε;

M =
1
8
gN0

∑

α,σ′σ′′
σ′σ′′

∫ W

0

A(ε)− 2σ′′H̃
Eσ′′(ε)

th
Eασ′σ′′

2T
dε.

(9.38)

Pentru valori ale câmpurilor magnetice, pentru care tranziţia în starea SDW
este o tranziţie de fază de ordinul doi, punând în (9.38) MQ = 0, obţinem sistemul
de ecuaţii pentru determinarea temperaturii critice a tranziţiei în starea magnetică
Ts şi magnetizarea M0 în punctul critic (T = Ts):

1 =
1
8
gN0

∑

α,σ′σ′′
σ′

∫ W

0

ε− σ′′H̃ cos2 ψ

|ε− σ′′H̃|ε th
E

2Ts
dε; ; (9.39)

M0 =
1
8
gN0

∑

α,σ′,σ′′
σ′σ′′

∫ W

0

sign (σ′′H̃ − ε)th
ε

2Ts
dε = gN0H̃, (9.40)
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unde
E = µ + αηq + σ′|ε− σ′′H̃|. (9.41)

Pentru un H̃ şi µ date, definim parametrul ηq din condiţia de maxim a tempe-
raturii de tranziţie magnetice Ts. În acst scop scriem ecuaţia (9.39) sub forma

ln
Ts

Ts0
=

1
8

∑

α,σ′,σ′′
σ′

W∫

0

dε


ε− σ′′H̃ cos2 ψ∣∣∣ε− σ′′H̃

∣∣∣ ε
− σ′

ε


 th

E

2Ts
. (9.42)

Aici
Ts0 = 1, 134w exp

[
−1/gN0

]
. (9.43)

Atunci condiţia extremală pentru Ts se poate scrie sub forma

∑

α,σ′σ′′
ασ′

∫ W

0

ε− σ′′H̃ cos2 ψ

|ε− σ′′H̃|ε th 2 E

2TS
= 0. (9.44)

Rezolvând sistemul de ecuaţii (9.42) şi (9.43) la valori date ale lui µ, găsim valorile
lui Ts şi ηq. În lipsa câmpului magnetic (H̃ = 0) aceste soluţii sunt date în tabelul
7.1, din care rezultă că pentru µ > µcr ' 1, 073Ts0 apare o soluţie cu ηq 6= 0, ceea
ce corespunde tranziţiei de fază din starea izomerizată SDW (Q = 2kF ) în starea
neizomerizată (Q = 2kF + q).

În cazul câmpului magnetic longitudinal (ψ = 0) şi a celui transversal (ψ = π/2),
ecuaţiile pentru temperatura critică Ts pot fi aduse la forma

ln
Ts

Ts0
= −1

8

∑

α,σ′σ′′

∫ ∞

0

[
ln y

ch 2

(
y + σ′

µα + σ′′H̃
2Ts

) − ln y

ch 2y

]
dy; (9.45)

ln
Ts

Ts0
= −1

8

∑

α,σ′σ′′

∫ ∞

0

[
ln |y − σ′′H̃/2Ts|

ch 2

(
y + σ′

µα + σ′′H̃
2Ts

) − ln y

ch 2y

]
dy. (9.46)

Deoarece integrandul expresiei din (9.45) şi (9.46) converge rapid, este indicat a se
folosi expresiile de mai sus pentru calcule numerice.

Din soluţia ecuaţiilor (9.45) şi (9.46) rezultă că, câmpul magnetic longitudi-
nal coboară drastic temperatura critică a tranziţiei magnetice, iar cel transvesal
influenţează slab valoarea lui Ts.

9.1.5 Cazul limită al temperaturii nule

Pentru T = 0 ecuaţia (9.21) în cazul câmpului magnetic longitudinal poate fi
adusă la forma

(M0
Q)4 = F (µ̃+

+)F (µ̃−+)F (µ̃+
−)F (µ̃−−), (9.47)
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unde

µ̃σ
α = µ̃ + αηq + σH̃ α, σ = ±1;

F (µ̃σ
α) = MQθ(MQ − µ̃σ

α) + (µ̃σ
α +

√
(µ̃σ

α)2 −M2
Q)θ(µ̃σ

α −MQ);

M0
Q ' 1, 761Ts0 = MQ(µ = ηq = H̃ = 0);

(9.48)

θ(x) =
{

1, dacă x ≥ 0,
0, dacă x < 0.

Pe baza ecuaţiei (9.23) pentru magnetizarea spontană în câmp magnetic longitudi-
nal pentru H̃ < MQ avem

M = BH̃;

B =
1
2
gN0

∑
α

µα[
µ2

α −M2
Q

]1/2
θ(µα −MQ). (9.49)

Prin urmare, susceptibilitatea magnetică în câmp magnetic longitudinal poate fi
pusă sub forma

χ‖ =
B

1−B
. (9.50)

Pentru MQ = 0 obţinem formula bine cunoscută

χ0
‖ =

gN0

1− gN0
. (9.51)

Se vede uşor pe baza formulei (9.50) că, pentru µ = 0, adică atunci când banda
de energie este ocupată pe jumătate, susceptibilitatea magnetică este egală cu zero.
Soluţia ecuaţiei pentru parametrul de ordine MQ (9.47) arată că, în sistemul exa-
minat poate fi îndeplinită condiţia µ− < Mq < µ+. Ca urmare, pentru T = 0 există
valori ale parametrului µ, pentru care χ‖ 6= 0. Existenţa unui χ‖ 6= 0 corespunde
unei stări SDW fără gap.

În cazul câmpului magnetic transversal pentru T = 0, pe baza ecuaţiei (9.22)
pentru parametrul de ordine obţinem

(M0
Q)4 = M4

QF+
+ (µ, H̃)F−+ (µ, H̃)F+

− (µ, H̃)F−− (µ, H̃), (9.52)

F σ
α (µ, H̃) =

[
θ(MQ − µα) +

µα +
√

µ2
α −M2

Q√
H̃2 + M2

Q + σH̃
×

× θ(µα −MQ)θ(
√

µ2
α −M2

Q − σH̃)
]
.

(9.53)

Pentru µ = 0 expresia (9.52) dă MQ = M0
Q, adică câmpul magnetic transversal nu

influenţează parametrul ordonării magnetice în cazul umplerii pe jumătate a benzii
de energie. Pentru µ 6= 0 există o dependenţă complicată a parametrului MQ de
mărimile µ şi H̃, determinată de formulele (9.52) şi (9.53). Plecând de la ecuaţia
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(9.24) în limita ψ = π/2, putem efectua uşor integrarea după energie şi sumarea
după α, σ′, σ′′ pentru valori arbitrare ale temperaturii T . Ca rezultat al integrării
obţinem expresia pentru χ⊥, care coincide cu formula (9.51). Prin urmare, în cazul
câmpului magnetic transversal χ⊥ este o mărime constantă, care nu depinde de
temperatura T , câmpul magnetic H̃, parametrul µ şi se determină prin valorile lui
χ0
‖ în metale din formula (9.51).
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Figura 9.1: (a) Dependenţa parametrului de ordine MQ(0)/M0
Q; (b) a susceptibili-

tăţii magnetice longitudinale χ‖/χ0 de parametrul µ̄.

9.1.6 Calcule numerice şi analiza rezultatelor

După cum s-a specificat, parametrii µ şi ηq nu sunt independenţi, relaţia dintre
ei se determină din condiţia de maxim a temperaturii critice de tranziţie în starea
SDW. Dându-se mărimile µ şi H̃, am folosit metodele numerice pentru rezolvarea
sistemului de ecuaţii (9.42) şi (9.44). S-a obţinut că, câmpurile magnetice mici
(H̃ . 0, 2Ts0) practic nu influenţează asupra relaţiei dintre mărimile µ, Ts şi ηq.
Acest lucru ne permite să folosim relaţia dintre µ şi ηq, din tabelul 7.1 pentru
H̃ = 0, pentru determinarea parametrului de ordine MQ şi mărimea susceptibilităţii
χ (pentru câmpuri magnetice mici). Pentru calcule s-au ales valorile gN0 = 0, 16 şi
2w = 1 eV, ceea ce corespunde lui Ts0 ' 12 K.

Pe fig.9.1 se prezintă dependenţa parametrului de ordine MQ(0) şi a susceptibili-
tăţii magnetice longitudinale χ‖(0) pentru T = 0 de parametrul µ̄ = µ/Ts0. Pentru
µ+ > MQ parametrul MQ(0) descreşte abrupt, ceea ce duce la o creştere bruscă a
susceptibilităţii magnetice. În acest caz sistemul trece în starea fără gap. Aceste
calcule au fost făcute pe baza ecuaţiei (9.38) pentru T = 0.

În fig.9.2(a) se arată dependenţa raportului MQ(0)/Ts de parametrul µ̄. Se vede
uşor că valoarea acestui raport depinde de parametrul µ̄ şi poate să se deosebească
esenţial de valoarea 1,76, caracteristică pentru banda umplută pe jumătate.
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Figura 9.2: (a) Dependenţa raportului MQ(0)/Ts de parametrul µ̄; (b) Dependenţa
parametrului de ordine MQ/M0

Q de temperatură pentru valori mici ale câmpului
magnetic pentru valorile lui µ̄: 1) - 0; 2) - 0,838; 3) - 1,054; 4) - 1,089; 5) - 1,101;
6) - 1,202; 7) - 1,452.
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Figura 9.3: Dependenţa de tem-
peratură a susceptibilităţii mag-
netice longitudinale pentru valo-
rile lui µ̄: 1) - 0; 2) - 1,054; 3) -
1,202; 4) - 1,110; 5) - 1,089.

Pe fig.9.2(b) este prezentată dependenţa pa-
rametrului de ordine magnetic MQ de tempera-
tură pentru valori mici ale câmpului magnetic,
obţinută ca rezultat al rezolvării ecuaţiei (9.38)
pentru diferite valori ale parametrului µ̄. Pentru
un domeniu îngust de valori ale lui µ̄ în apro-
pierea valorii critice µcr ' 1, 073Ts0, pentru care
are loc tranziţia de fază în starea incomensura-
bilă SDW, în domeniul temperaturilor joase pa-
rametrul de ordine MQ creşte cu creşterea tem-
peraturii (curba 4). Are loc reconstrucţia re-
ţelei magnetice, care stabilizează starea SDW.
Această comportare neobişnuită a parametrului
de ordine MQ, şi de asemenea prezenţa parame-
trului ηq 6= 0 apare şi în comportarea anomală
a susceptibilităţii magnetice (cea longitudinală)
ca funcţie de temperatură.

Dependenţa de temperatură a susceptibilităţii magnetice longitudinale χ‖ este
reprezentată în fig.9.3. Susceptibilitatea magnetică transversală pentru toate valo-
rile lui µ̄ coincide cu χ0

⊥ şi, ca şi în cazul µ = 0, nu depinde de temperatură.
Mărimea χ‖ depinde foarte puternic de valorile parametrului µ. Cu creşte-

rea acestui parametru (cu excepţia curbei 5) se observă o dependenţă analoagă cu
cea din cazul prezenţei impurităţilor [35] în sistemele cvaziunidimensionale pentru
µ = 0. Curbele 1 şi 2 corespund stării SDW cu un gap la suprafaţa Fermi, curbele
3-5 corespund stării fără gap. În ultimul caz pentru T = 0 mărimea χ‖(0) 6= 0 se de-
termină din relaţia (9.50). După cum s-a mai menţionat, prezenţa unui maxim local
pe curba 5 este legată de faptul că apare o soluţie cu ηq 6= 0 a sistemului de ecuaţii
(9.42), (9.44) şi creşterii parametrului MQ cu creşterea temperaturii în apropierea
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Figura 9.4: Dependenţa unghiulară a susceptibilităţii magnetice χ(ψ)/χ0
‖ pentru

µ̄ = 0 (a) şi µ̄ = 1, 202 (b) pentru valorile lui T/Ts: 1) - 0; 2) - 0,5; 3) - 0,6; 4) -
0,7; 5) - 0,8; 6) - 0,9; 7) - 1,0.

tranziţiei comensurabil-incomensurabil. În acest fel, dacă valoarea parametrului µ
al sistemului este apropiată de valoarea lui critică µcr, pentru care are loc tranziţia
comensurabil-incomensurabil, atunci în dependenţa de temperatură a lui χ‖(T ) se
observă un maxim local. Această trăsătură a susceptibilităţii magnetice este legată
de faptul că se află în starea fără gap şi în acelaşi timp se stabilizează SDW datorită
apariţiei soluţiei ηq 6= 0.

Pe fig.9.4 se redă dependenţa unghiulară a susceptibilităţii magnetice χ(ψ)/χ0
‖

pentru diferite valori ale temperaturii T/Ts pentru µ = 0 şi 1,202. Din comparaţia
figurilor 9.4(a) şi 9.4(b) rezultă că anizotropia unghiulară a mărimii χ(ψ) apare
cel mai clar pentru temperaturi mici şi dispare la T = Ts. Analiza curbelor arată
că abaterea de la umplerea pe jumătate a benzii micşorează esenţial anizotropia
unghiulară a susceptibilităţii magnetice în comparaţie cu cazul µ = 0.

9.2 Influenţa impurităţilor asupra proprietăţilor
termodinamice ale stării CDW

După cum se ştie, compuşii anorganici liniari, la coborârea temperaturii suferă
o tranziţie de fază în starea de densitate de sarcină. Ca exemple de astfel de
compuşi putem cita NbSe3, TaS3, K0,3MoO3 şi (TaSn)2I. Studiul influenţei tranziţiei
Peierls asupra proprietăţilor termodinamice şi cinetice a acestor conductori este
foarte important, deoarece sub temperatura tranziţiei respective TP în spectrul
electronic apare un gap dielectric.

În lucrările [35]-[38] s-a arătat că impurificarea produce un efect de slăbire a
fenomenului de condensare de tip CDW, deoarece potenţialul impurităţii acţionează
cu semne contrare asupra celor doi termeni (electron şi gol) ai perechii.

Analiza detaliată a influenţei impurităţilor asupra proprietăţilor termodinamice
ale sistemului cu CDW îi este consacrată lucrarea [35], în care se examinează mode-
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lul cvaziunidimensional cu banda de energie umplută pe jumătate, ceea ce coincide
cu condiţia cerută de tranziţia Peierls. Se arată că impurităţile nemagnetice influen-
ţează asupra parametrului de ordine ∆ şi a gap-ului energetic Ωg a stării CDW la fel
ca impurităţile magnetice asupra mărimilor corespunzătoare în supraconductor [39].
S-a găsit o deosebire dintre parametrul deformării reţelei ∆ şi gap-ul energetic Ωg,
şi s-a observat starea fără gap CDW într-un domeniu determinat de concentraţie
a impurităţilor. În acelaşi timp s-a arătat că, în cazul CDW introducerea impu-
rităţilor duce la creşterea susceptibilităţii magnetice. Totuşi susceptibilitatea la
temperatură nulă rămâne zero pentru toate concentraţiile de impurităţi cu excepţia
domeniului fără gap. Acest rezultat este în contradicţie cu teoria [40], unde pentru
orice concentraţie finită a impurităţilor magnetice în supraconductor se obţine o
valoare nenulă a susceptibilităţii magnetice la T = 0.

În acestă secţiune se studiază influenţa impurităţilor asupra sistemului cvaziuni-
dimensional, în care există o abatere de la umplerea pe jumătate a benzii energetice
(µ 6= 0). Într-un astfel de sistem în lipsa impurităţilor pentru un anumit µ > µcr

este posibilă apariţia stării fără gap, dacă luăm în considerare structura de reţea
(procesele Umklapp) [12, 18]. Prin urmare, pentru µ 6= 0 influenţa impurităţilor
asupra proprietăţilor termodinamice a stării condensate CDW se va deosebi de cazul
teoriei Anderson-Gorkov [39] pentru supraconductor, şi de asemenea de rezultatele
lucrării [35] pentru CDW. Deoarece abaterea de la umplerea pe jumătate a benzii
în sistemele reale este foarte probabilă, prezintă interes să se construiască o teorie
a tranziţiei Peierls în lanţurile cvaziunidimensionale ale compuşilor cu µ 6= 0 în
prezenţa în sistem a unor impurităţi nemagnetice.

Calculele vor fi făcute în aproximaţia câmpului mediu, corectă în domeniul tem-
peraturilor joase (T < TP ), unde fluctuaţiile nu joacă un rol esenţial [35]. Se obţin
ecuaţiile care determină caracteristicile termodinamice ale stării condensate CDW
- parametrul de ordine, gap-ul energetic, temperatura critică a tranziţiei în starea
CDW, şi de asemenea expresia pentru susceptibilitatea magnetică. Aceste ecuaţii
se deosebesc de cazul umplerii pe jumătate a benzii, şi de asemenea de rezultatele
teoriei aliajelor supraconductoare cu impurităţi paramagnetice. Se arată că, cu
creşterea concentraţiei de impurităţi se produce o micşorare a temperaturii tranzi-
ţiei Peierls, care depinde puternic de de valoarea parametrului µ, care determină
abaterea de la umplerea pe jumătate a benzii.

Pentru T = 0 susceptibilitatea paramagnetică χ tinde către zero în domeniul
concentraţiei mici de impurităţi şi creşte cu creşterea temperaturii. Dependenţa de
temperatură a mărimii χ pentru µ 6= 0 se deosebeşte esenţial de cazul umplerii pe
jumătate a benzii, când µ = 0. Această secţiune se bazează pe lucrările [41, 42].

9.2.1 Hamiltonianul sistemului şi ecuaţiile fundamentale
pentru substanţa pură

Hamiltonianul sistemului examinat are forma

H = H0 + Himp (9.54)
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H0 =
∑

k,σ

(εkσ − µ)a+
kσakσ +

∑
q

ωq(b+
q bq + 1/2)+

+
∑

q

g(q)
∑

kσ

a+
k+q,σakσ(bq + b+

−q);
(9.55)

Himp =
1
L

∑

l,q

V (q) exp−iqRl

∑

k,σ

[
a+

kσak−qσ + a+
k+qσak+Q−qσ

]
, (9.56)

unde H0 este hamiltonianul de tip Fröhlich, care descrie electronii în interacţie cu
fononii. Acesta include în el şi interacţia cu un câmp magnetic extern (H0); Himp
este hamiltonianul de interacţie a electronilor cu impurităţile; εkσ = εk − σH0; a+

kσ

operatorul de creare al electronului cu energia εk şi spinul σ; b+
q operatorul de creare

a fononului cu energia ωq; energia electronului în acest hamiltonian se măsoară de
la jumătatea benzii; µ este abaterea faţă de umplerea pe jumătate a benzii; V (q)
este transformata Fourier a potenţialului impurităţilor; Rl este poziţia atomului de
impuritate în reţea. În aproximaţia câmpului mediu considerăm numai interacţia
electronilor cu fononii, cu vectorul de undă Q, pe care îl vom lua diferit de 2kF .

Introducem parametrul de distorsiune al reţelei

∆(Q) = g(Q)〈b−q + b+
Q〉 = −λ

2

∑

k,σ

〈a+
k−Qσakσ〉; λ =

4g2(Q)
ω(Q)

(9.57)

şi scriem hamiltonianul (9.55) sub forma

H0 =
∑

k,σ

(εkσ − µ)a+
kσakσ + ∆(Q)

∑

k,σ

[
a+

k−Qσakσ + h.c.
]
. (9.58)

Introducem funcţia Green electronică prin formula

G0
σ(k, k′, τ − τ ′) = −〈Ta+

kσ(τ)ak′σ(τ ′)〉 (9.59)

pentru electronii descrişi de hamiltonianul (9.58), fără luarea în considerare a im-
purităţilor. Pe baza lui (9.58) pentru aceste funcţii Green obţinem sistemul infint
de ecuaţii decuplate

[
iωn − (εkσ − µ)

]
G0

σ(k, k′, iωn)−∆G0
σ(k −Q, k′, iωn)

−∆G0
σ(k + Q, k′, iωn) = δkk′ .

(9.60)

Dacă nu luăm în considerare procesele Umklapp, atunci trebuie îndeplinite condiţiile
|k| < Q0 şi |k−Q| < Q0 (pentru k > 0), Q0 = 2kF , care ne permit să rupem lanţul de
ecuaţii şi să obţinem expresiile pentru funcţiile Green [12] fără a considera procesele
de Umklapp. În prezenţa câmpului magnetic expresiile respective au forma

G0
σ(k, k −Q, iωn) ≡ G011

σ (k, iωn) =
iωn − εk−Q + µ + σH0

D(iωn)
;

G0
σ(k, k −Q, iωn) ≡ G012

σ (k, iωn) = G021
σ (k, iωn) =

∆
D(iωn)

;

G0
σ(k −Q, k −Q, iωn) ≡ G022

σ (k, iωn) =
iωn − εk + µ + σH0

D(iωn)
;

(9.61)
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D(iωn) = (iωn − εk + µ + σH0)(iωn − εk−Q + µ + σH0)−∆2.

Pe baza relaţiei (9.57) pentru parametrul de ordine obţinem

∆ = −1
2
λT

∑

k,σ

∑
n

G012
σ (k, iωn). (9.62)

Legea de dispersie o luăm sub forma

εk = −W cos kd, (9.63)

2W fiind lărgimea benzii; d este constanta reţelei. Substituim în (9.62) expresia
pentru funcţia Green (9.61) şi efectuăm integrarea după k conform formulei (vezi
cap.7)

∑

k

Φ(iωn, εk, εk−Q,µ) =
1
2π

∫ Q0

−Q0

Φ(iωn, εk, εk−Q, µ)dk =

= N0

∑

j

∫ W

0

Φ(iωn, ε,−ε, µj)dε,

(9.64)

unde µj = µ + jηq; ηq ' wqd/2; j = ±1. Sumarea (9.64) ţine seama de procesele
Umklapp, deoarece ia în consideraţie întreaga primă zonă Brillouin [12, 18].

După integrarea după k obţinem pentru parametrul de ordine ecuaţia

ln
T

TP0
= −2πT

∑
n>0





1
4

∑

σ,j

Im
1

[
(iωn + iµj)2 −∆2

]1/2
+

1
ωn





, (9.65)

unde TP0 este temperatura tranziţiei Peierls pentru µ = 0. Aici pentru determinarea
rădăcinii s-a luat ramura cu partea reală pozitivă. Pentru T = 0 trecem în formula
(9.65) de la sumarea după n la integrarea după ω şi aducem ecuaţia (9.65) la forma

ln
∆
∆0

=
1
4

∑

σ,j

ln
∆√

µ2
j −∆2 + |µσ

j |
θ(|µσ

j | −∆), (9.66)

unde σ = ±1, µσ
j = µj + σH0; ∆0 ' 1, 76TP0. În apropierea temperaturii de

tranziţie Peierls T ≈ TP avem

ln
T

TP0
= f0 −

[
∆

2πT

]2

f1 +
3
8

[
∆

2πT

]4

f2 + . . . (9.67)

unde

f0 =
1
4

∑
n>0

∑

j,σ

{
Re

[
n +

1
2
− iµσ

j

2πT

]−1

− 1
n + 1/2

}
;

f1 =
1
4

∑
n>0

∑

j,σ

Re
[
n +

1
2
− iµσ

j

2πT

]−3

;

f2 =
1
4

∑
n>0

∑

j,σ

Re
[
n +

1
2
− iµσ

j

2πT

]−5

.

(9.68)
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Semnul coeficientului f1 determină tipul tranziţiei de fază. Pentru f1 < 0 are loc
tranziţia de fază de ordinul unu, iar pentru f1 > 0 această tranziţie este de ordinul
doi. Condiţia f1 = 0 determină punctul de ramificaţie a ecuaţiei (9.67) şi corespunde
schimbării tipului de tranziţie de fază.

Pentru tranziţia de fază de ordinul doi (∆ → 0) ecuaţia pentru temperatura
critică a tranziţiei Peierls are forma

ln
Tp

Tp0
= ψ(1/2)− 1

4
Re

∑

σ,j

ψ

(
1
2
− iµσ

j

2πTp

)
, (9.69)

ψ(z) este derivata logaritmului funcţiei Γ(z).
Câmpul magnetic extern modifică vizibil ecuaţia pentru temperatura de tranziţie

în starea CDW. Trebuie să stabilim cum influenţează acesta asupra vectorului de
undă al undei de densitate de sarcină Q = 2kF + q. Pentru a determina legătura
dintre (µ, H0) şi q, putem folosi condiţia de maxim a lui TP analog cu modul cum
am procedat în secţiunea precedentă.

Momentul magnetic de spin al sistemului îl găsim cu ajutorul funcţiei Green
uniparticulă a sistemului în câmp magnetic

M = T
∑

k,σ

∑
n

σG011
σ (k, iωn). (9.70)

În domeniul câmpurilor magnetice mici este indicat să scriem această expresie sub
forma

M = 2N0H0 + T
∑

n

∑

k,σ

σG011
σ (k, iωn). (9.71)

Substituind în (9.41) funcţia Green corespunzătoare (9.61) şi efectuând sumarea
după k, expresia pentru susceptibilitatea magnetică χ = M/H0 poate fi pusă sub
forma

χ

χ0
= 1 + iπT

1
2

∑

n,j

∆2

[
(iωn + µj)2 −∆2

]3/2
. (9.72)

Pentru T = 0 această expresie ne dă

χ

χ0
=

1
2

∑

j

µj√
µ2

j −∆2
θ(µj −∆), (9.73)

unde ∆ este parametrul de ordine, determinat de ecuaţia (9.66) pentru H0 = 0.
Analiza ecuaţiei (9.66) arată că ∆ ca funcţie de µ tinde către zero abrupt, fără a
atinge valorile ∆ > µ+. Prin urmare, pentru T = 0 şi ∆ < µ+, χ/χ0 6= 0. În acelaşi
timp formula (9.73) ne dă trecerea corectă la starea metalică (∆ = 0; χ/χ0 = 1).

9.2.2 Considerarea impurităţilor
Mai departe vom folosi pe H0 ca hamiltonianul neperturbat, care determină

funcţiile Green (9.61) ca aproximaţia de zero a sistemului cu impurităţi. Aplicând
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teoria perturbaţiilor în raport cu potenţialul impurităţilor, pentru operatorul de
masă în aproximaţia Born obţinem expresia

Σ̂σ(k, iωn) = ni

∑
p

|V (k − p)|2Ĝσ(p, iωn), (9.74)

unde ni este concentraţia de impurităţi; Ĝσ este funcţia Green matricială totală,
care ia în consideraţie difuzia electronilor pe impurităţi.

Pentru simplitate, mai departe vom considera că potenţialul V depinde slab de
impuls, astfel că vom lua V (k−p) ' V . Scriem ecuaţia Dyson pentru funcţia Green
electronică [

Ĝσ(k, iωn)
]−1

=
[
Ĝ0

σ(k, iωn)
]−1

− Σ̂σ(k, iωn). (9.75)

Din (9.74) şi (9.75) putem reprezenta funcţia Green a sistemului cu impurităţi sub
forma

Ĝσ(k, iωn) = D−1(iω̃nσ)
(

iω22
nσ − ε′2 ∆̃σ

12

∆̃σ
21 iω̃11

nσ − ε′1

)
, (9.76)

unde

ε′1 = εk − µ; ε′2 = εk+Q − µ; ∆̃σ
12 = ∆ + Σ12

σ ; ∆̃σ
21 = ∆ + Σ21

σ ;

iω̃11
nσ = iωn − Σ11

σ + σH0; iω̃22
nσ = iωn − Σ22

σ + σH0;

D(iω̃nσ) =
[
iω̃11

nσ − ε′1
][

iω̃22
nσ − ε′2

]
− ∆̃σ

12∆̃
σ
21.

(9.77)

Să trecem la calculul operatorilor de masă. Substituim în formula (9.74) expresia
(9.76) şi efectuăm sumarea după p conform formulei (9.64). Ca rezultat pentru
mărimile ω̃nσ şi ∆̃ obţinem sistemul de ecuaţii

ω̃nσ = ωn − iσH0 +
Γ
4

∑

j

[
ω̃nσ − iµj

][
(ω̃nσ − iµj)2 + ∆̃2

σ

]−1/2

;

∆̃σ = ∆− 1
4
Γ

∑

j

∆̃σ

[
(ω̃nσ − iµj)2 + ∆̃2

σ

]1/2

.

(9.78)

Parametrul ∆ se va determina din ecuaţia

∆ =
1
4
λN0πT

∑

σ,n,j

∆̃σ

[
∆̃2

σ + (ωnσ − iµj)2
]−1/2

, (9.79)

λ fiind constanta de interacţie electron-fonon; N0 - densitatea electronică de stări

la suprafaţa Fermi; Re [
[
∆̃2

σ + (ωnσ − iµj)2
]1/2

> 0; Γ este atenuarea datorită
difuziei electronilor pe atomii de impuritate. Este indicat să introducem mărimea
unσ = ω̃nσ/∆̃σ şi să aducem sistemul (9.78), (9.79) la forma

∆ =
1
4
λN0πT

∑

σ,n,j

[
(unσ − iµj/∆̃σ)2 + 1

]−1/2

;

∆unσ = ωn − iσH0 +
1
4
Γ

∑

j

[
2unσ − iµj/∆̃σ

][
(unσ − iµj/∆̃σ)2 + 1

]−1/2

;
(9.80)



208 INFLUENŢA CÂMPULUI MAGNETIC

∆̃σ/∆ = 1− 1
4
Γ/∆

∑

j

[
(unσ − iµj/∆̃σ)2 + 1

]−1/2

. (9.81)

Sistemul de ecuaţii (9.80), (9.81) nu coincide cu rezultatele lucrării [35], şi de ase-
menea cu expresiile corespunzătoare pentru supraconductor cu impurităţi paramag-
netice. Pentru µj = 0 împreună cu ecuaţiile pentru un în discuţie este inclusă şi
ecuaţia pentru ∆̃. Prin urmare, proprietăţile termodinamice ale sistemului descris
se deosebesc de cazul benzii umplute pe jumătate [35].

Să trecem acum la studiul caracteristicilor termodinamice pentru H0 = 0. În
acest caz ecuaţiile (9.80) şi (9.81) pot fi puse sub forma

ln
T

Tp0
=

πT

2∆

∑

n,j

{[
(un − iµj/∆̃)2 + 1

]−1/2

− 1
|ωn|

}
; (9.82)

∆un = ωn +
1
4
Γ

∑

j

[
2un − iµj/∆̃

][
(un − iµj/∆̃)2 + 1

]−1/2

;

∆̃
∆

= 1− 1
4

Γ
∆

∑

j

[
(un − iµj/∆̃)2 + 1

]−1/2

;
(9.83)

În apropierea temperaturii de tranziţie a condensării CDW în ecuaţiile (9.82) şi
(9.83) putem efectua dezvoltarea în serie în raport cu mărimea |(un−iµj/∆̃)2| ¿ 1.
Obţinem astfel pentru temperatura Peierls TP :

ln
TP

TP0
=

1
2
πTP

∑

nj

{[
AnjsignReAnj

]−1

− 1
|ωn|

}
; (9.84)

Anj = ∆un − iµj∆/∆̃;

∆un = ωn +
1
4
Γ

∑

j

(∆un + Anj)
[
AnjsignReAnj

]−1

;

∆̃
∆

= 1− 1
4
Γ

∑

j

[
AnjsignReAnj

]−1

.

(9.85)

Sistemul de ecuaţii (9.84), (9.85) trebuie rezolvat selfconsistent [ωn = 2πTP (n+
1/2)]. Pentru valori arbitrare ale parametrilor teoriei această soluţie poate fi obţi-
nută numai pe cale numerică.

Să examinăm cazul concentraţiei mici de impurităţi şi să ne limităm în (9.85)
numai la termenii liniari în raport cu Γ. În această aproximaţie pentru TP putem
scrie ecuaţia

ln
TP

TP0
= πTPRe

∑

n≥0

{[
ωn + Γ̃+(ωn)− iµ̃− (ωn)

]−1

+

+
[
ωn + Γ̃−(ωn)− iµ+(ωn)

]−1

− 2
ωn

}
,

(9.86)
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unde

Γ̃+ = Γ
[
1− µ+(µ+ − µ−)

ω2
n + µ2

+

]
;

Γ̃−(ωn) = Γ
[
1− µ−(µ− − µ+)

ω2
n + µ2−

]
;

µ̃+(ωn) = µ+ +
1
4
Γ|ωn|µ+ − µ−

ω2
n + µ2−

;

µ−(ωn) = µ− +
1
4
Γ|ωn|µ− − µ+

ω2
n + µ2−

.

(9.87)

Dacă este îndeplinită cndiţia 2Γηq ¿ µ±, atunci ecuaţia (9.86) se simplifică:

ln
TP

TP0
= ψ(1/2)− 1

2
Re

∑

j

ψ

(
1
2

+
Γ− i, µj

2πTP

)
. (9.88)

Pentru µ = 0 aceasta trece în ecuaţia corespunzătoare din lucrarea [35].
Să obţinem de asemenea expresia pentru parametrul de ordine ∆ pentru T = 0

în domeniul concentraţiei mici de impurităţi. În acest scop scriem ecuaţia pentru
parametrul de ordine ∆ sub forma

1
λN0

=
πT

2∆

∑

n,j

[
(un − iµj/∆̃)2 + 1

]−1/2

. (9.89)

Folosind ecuaţia (9.83) putem determina pe un şi ∆̃ cu precizie până la termeni
liniari în Γ. Substituim aceste valori în formula (9.89). Mai departe trecem în
formula (9.89) de la sumarea după n la integrare după ω. Ca rezultat al acestor
operaţii pentru parametrul de ordine la T = 0 obţinem expresia

∑

j


ln

∆
∆0

θ(∆− µj) + ln
µj +

√
µ2

j −∆2

∆0
θ(µj −∆)


 =

= −Γ
∑

j

Re
∫ ∞

0

dω
(ω − iµj)[φ(ω)− iµjψ(ω)]

[∆2 + (ω − iµj)2]3/2

(9.90)

unde

φ(ω) =
1
4

∑

j′
(2ω − iµj′)

[
∆2 + (ω − iµj′)2

]−1/2

;

ψ(ω) =
1
4

∑

j′
[∆2 + (ω − iµj′)2]−1/2.

(9.91)

În cazul tranziţiei în starea comensurabilă CDW (µj = µ, q = 0), expresia (9.90)
se simplifică considerabil şi pentru parametrul de ordine la T = 0 avem

θ(∆− µ) ln
∆
∆0

+ θ(µ−∆) ln
µ +

√
µ2 −∆2

∆0
= −π

4
Γ
∆

θ(∆− µ). (9.92)
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Pe baza acestei ecuaţii obţinem două soluţii

∆ > µ; ln
∆
∆0

= −π

4
Γ
∆

, (9.93)

∆ < µ; ∆2 = 2∆0µ−∆2
0. (9.94)

Prima soluţie coincide cu ce obţinută în lucrarea [35], a doua nu depinde de con-
centraţia de impurităţi şi, ca urmare, nu corespunde unei stări stabile CDW.

Determinăm densitatea electronică de stări conform formulei

N(ω) = −1
4

∫ Q0

−Q0
dk

2π
ImG11(k, iωn)

∣∣∣
iωn=ω+i0+

. (9.95)

Să trecem în această formulă la integrarea după energii conform formulei (9.64) şi
să prezentăm N(ω) sub forma

N(ω) =
1
2
N0Re

∑

j

(u + µj/∆̃
[
(u + µj/∆̃)2 − 1

]−1/2

, (9.96)

unde

∆u = ω +
1
4
Γ

∑

j

(2u + µj/∆̃
[
1− (u + µj/∆̃)2

]−1/2

;

∆̃ = ∆− 1
4
Γ

∑

j

[
1− (u + µj/∆̃)2

]−1/2

.

(9.97)

Este indicat să introducem notaţiile:

uj = u + µj/∆̃; j = ±1. (9.98)

Atunci expresia (9.96) şi sistemul de ecuaţii (9.97) poate fi adus la forma

N(ω) =
1
2
N0Re

∑

j

uj [u2
j − 1]−1/2; (9.99)

u− = ω̄ + µ̄− +
1
2
Γ̄

{
u−(1− u2

−)−1/2 + u+(1− u2
+)−1/2

}
−

− 1
4
Γ̄(µ+ − µ−)

[
(1− u2

+)1/2 − 1
4
Γ̄

(√
1− u2

+

1− u2−
+ 1

)]−1

;

u+ = ω̄ + µ̄+ +
1
2
Γ̄

{
u−(1− u2

−)1/2 + u+(1− u2
+)−1/2

}
−

− 1
4
Γ̄(µ̄− − µ̄+)

[
(1− u2

−)1/2 − Γ
4

(√
1− u2−
1− u2

+

+ 1

)
+ 1

]−1

,

(9.100)

unde ω̄ = ω/∆; Γ̄ = Γ/∆; µ̄j = µj/∆.
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Se vede uşor că dacă pentru ω̄ sistemul de ecuaţii (9.100) are soluţii reale
|u−|, |u+| < 1, atunci N(ω) = 0. Aceasta înseamnă că la suprafaţa Fermi se
formează un gap dielectric. Valoarea maximă a lui ω, pentru care este îndeplinită
condiţia N(ω) = 0, determină gap-ul energetic Ωg. Să examinăm cazul mai simplu
µ+ = µ−, q = 0, atunci avem (u+ = u− = u)

u = ω̄ + µ̄ +
Γ̄u

[1− u2]1/2
. (9.101)

Pe baza acestei ecuaţii pentru gap-ul dielectric obţinem

Ωg =
[
1− Γ̄2/3

]3/2

− µ̄. (9.102)

Pentru Ωg = 0 expresia (9.102) ne dă

[∆(Γ̄′cr)]
2/3 = [Γ′cr]

2/3 + µ2/3. (9.103)

Substituind (9.103) în (9.93), obţinem expresia pentru concentraţia critică Γ′cr pen-
tru care apare starea fără gap,

ln
[Γ′2/3 + µ2/3]3/2

∆0
= −π

4
Γ′cr

[Γ′2/3
cr + µ2/3]3/2

(9.104)

Mai departe determinăm concentraţia critică de impurităţi pentru care dispare sta-
rea CDW. În acest scop în ecuaţia (9.88) facem limita TP → 0:

Γcr =
√

(∆0/2)2 − µ2. (9.105)

Punând în formulele (9.104), (9.105) µ = 0, obţinem Γ′cr = e−π/4∆0 şi Γcr = ∆/2
care este rezultatul lucrării [35]. În cazul nostru concentraţiile critice Γ′cr şi Γcr
depind de parametrul µ.

9.2.3 Susceptibilitatea magnetică

Susceptibilitatea magnetică a sistemului cu impurităţi examinat o definim în
mod analog cum a fost făcut mai sus pentru sistemul pur

M = 2N0H0 + T
∑

n,k,σ

σG11
σ (k, iωn). (9.106)

Aici G11
σ este funcţia Green totală cu luarea în consideraţie a difuziei pe impurităţi

(9.76). Substituind (9.76) în (9.106) şi efectuând sumarea după k conform formulei
(9.64), aducem (9.106) la forma

M = 2N0H0 − 1
2
iπTN0

∑

n,j,σ

σ
iuσ

n + µj/∆̃σ

[(iuσ
n + µj/∆̃σ)2 − 1]1/2

. (9.107)
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Mărimile uσ
n şi ∆̃σ se determină din ecuaţiile (9.81). Dezvoltăm aceste mărimi după

puterile lui H0 conform formulelor

iuσ
n = iun + σH0u

1
n + . . . ; ∆̃σ = ∆ + σH0v

1
n + . . . (9.108)

Substituind (9.108) în (9.107), efectuând dezvoltarea după H0 şi limitându-ne la
termenii liniari în H0, avem

χ

χ0
= 1 + πiT

1
2

∑

n,j

u1
n − v1

nµj/∆̃
[(iun + µj/∆̃)2 − 1]3/2

. (9.109)

Mărimile u1
n şi v1

n le determinăm cu ajutorul ecuaţiilor (9.108) şi (9.81):

u1
n = [A−BD/C]−1; v1

n = D[AC −BD]−1. (9.110)

Aici

A = ∆− i

4
Γ

∑

j

[
µj

∆̃
Qnj − 2

]
[Q2

nj − 1]−3/2;

B =
i

4
Γ

∑

j

µj

∆̃2
[1 + iunQnj ][Q2

nj − 1]−3/2;

C = 1 +
i

4
Γ

∑

j

µj

∆̃
Qnj [Q2

nj − 1]−3/2;

D =
i

4
Γ

∑

j

Qnj [Q2
nj − 1]−3/2;

Qnj = iun + µj/∆̃

(9.111)

Mărimile Im [(iun + iµj/∆̃)2 − 1]1/2 > 0, Re [(un − iµj/∆̃)2]1/2 > 0, un şi ∆̃ se
determină din ecuaţiile (9.83). Pentru Γ = 0 formula (9.109) trece în (9.72) pentru
substanţa pură.

Un alt caz limită µj = 0 ne dă

χ

χ0
= 1− πT

∆

∑ 1

(u2
n + 1)3/2 − Γ

∆

. (9.112)

Impurităţile duc la creşterea susceptibilităţii magnetice, care pentru temperatură
nulă rămâne egală cu zero pentru orice concentraţie cu excepţia domeniului fără gap.
Acest rezultat se deosebeşte de rezultatul teoriei BCS, unde prezenţa impurităţilor
magnetice dă o susceptibilitate de spin nenulă, şi este în concordanţă cu datele
experimentale pentru K0,3MoO3 [43].

În domeniul concentraţiei mici de impurităţi pentru µ+ = µ− = µ pe baza
formulelor (9.109)-(9.111) pentru susceptibilitatea magnetică avem

χ

χ0
= 1− πT

∑
n

[(ω̄n − iµ̄)2 + 1]−3/2 − 3πT̄ Γ̄×

×
∑

n

[(ω̄n − iµ̄)2 + 1]−2 + 4πT̄ γ̄
∑

n

[(ω2
n − iµ̄)2 + 1]−3,

(9.113)
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Tabelul 9.1: Relaţia dintre mărimile µ, ηq şi TP pentru Γ/TP0=0; 0,2; 0,3 şi 0,5.

µ/TP0 TP /TP0 ηq/TP0 µ/TP0 TP /TP0 ηq/TP0

Γ/TP0 = 0 Γ/TP0 = 0, 3
0 1,0 0 1,2 0,23 1,10
0,5 0,94 0 0 0,74 0
1,0 0,68 0 0,5 0,68 0
1,073 0,56 0,01 0,88 0,34 0,04
1,2 0,41 0,98 0,9 0,28 0,51

Γ/TP0 = 0, 2 Γ/TP0 = 0, 5
0 0,84 0 0 0,66 0
0,5 0,77 0 0,5 0,48 0
0,95 0,43 0,08 0,67 0,24 0,06
1,0 0,35 0,69 0,75 0,12 0,40

unde
T̃ = T/∆0; Γ̃ = Γ/∆0; µ̃ = µ/∆0; ω̃n = ωn/∆0.

Efectuând integrarea după ω pentru T = 0 în (9.12), obţinem expresia (9.73).
Prin urmare, pentru concentraţii mici de impurităţi şi la temperatură nulă în această
limită, raportul χ/χ0 nu depinde de concentraţia de impurităţi şi, ca şi în cazul
substanţei pure, este egal cu zero.

9.2.4 Rezultatele calculelor numerice
Analiza detaliată a sistemului de ecuaţii (9.80), (9.81) pentru parametrul de

ordine, şi de asemenea expresia (9.109) pentru susceptibilitatea magnetică este po-
sibilă numai pe baza calculelor numerice. În teorie intră parametrul ηq = wqd/2,
care pentru valori determinate ale lui µ şi Γ trebuie să fie obţinut din condiţia de
maxim a temperaturii de tranziţie Peierls TP (în acelaşi fel determinăm valoarea
vectorului de undă Q). Rezultatele obţinute pe baza ecuaţiei (9.88), sunt date în
tabelul 9.1.

În acest fel, pentru µ < µcr în sistem are loc o tranziţie într-o stare comensu-
rabilă CDW (Q = 2kF , ηq = 0), iar pentru µ > µcr mărimea ηq este diferită de
zero, ceea ce corespunde unei faze CDW incomensurabilă. Valoarea mărimii µcr
depinde puternic de concentraţia de impurităţi (parametrul Γ). Analiza numerică
detaliată arată că pentru Γ > Γ0 ≈ 0, 63TP0 este posibilă numai tranziţia în starea
comensurabilă (ηq = 0). Ca urmare, pentru Γ < Γ0 modificând parametrul Γ sau
µ, în sistem poate avea loc o tranziţie de fază comensurabil-incomensurabil.

Dependenţa grafică a mărimii TP de parametrul µ̄ = µ/TP0 şi valorile cores-
punzătoare ale mărimii ηq sunt prezentate în fig.9.5. Curbrbele 4 şi 5 corespund
cazului ηq = 0, şi, prin urmare, sistemul se află în stare CDW comensurabilă. Din
figură rezultă că, valoarea lui µcr, pentru care are loc tranziţia de fază în starea
CDW incomensurabilă (ηq 6= 0), şi însăşi mărimea ηq depind de concentraţia de
impurităţi.
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Figura 9.5: Dependenţa mărimii TP de paramnetrul µ̄ şi valoarea corespunzătoare
a mărimii ηq pentru valorile lui Γ/TP0: 10 - 0; 2) - 0,3; 3) - 0,5; 4) - 0,65; 5) - 0,7.

Pe fig.9.6(a) se arată dependenţa temperaturii de tranziţie TP , iar pe fig.9.6(b)
a parametrului de ordine ∆ şi a gap-ului energetic Ωg de concentraţia de impurităţi.

Se vede uşor că comportarea mărimilor respective nu coincide cu cea din cazul
supraconductorului cu impurităţi paramagnetice (curba 1), şi depind esenţial de
parametrul µ. În particular, pentru µ̄ = 1, 2 există numai starea CDW fără gap
(Ωg = 0).

cr/TP0 T
P
/T

P0

T
P0

0.80.9 0.2 0.4
||

0.2

0.4

0.6

Figura 9.7: Dependenţa de con-
centraţia de impurităţi a tempe-
raturii critice a tranziţiei în sta-
rea CDW incomensurabilă.

În fig.9.7 se dă dependenţa temperaturii cri-
tice a tranziţiei în starea CDW incomensurabilă
T ′P şi µcr de concentraţia de impurităţi. Pentru
Γ & 0, 63TP0 mărimea TP = 0 şi în sistem este
posibilă numai tranziţia în starea comensurabilă
(ηq = 0).

Pe fig.9.8 se prezintă dependenţa de tempe-
ratură a parametrului de ordine ∆ şi a suscepti-
bilităţii magnetice χ pentru valori date ale pa-
rametrilor µ̄ şi Γ.

Observăm că, spre deosebire de mărimile TP

şi Ωg, care depind esenţial de mărimea µ̄, para-
metrul de ordine ∆ pentru T = 0 şi Γ = 0 în
faza CDW comensurabilă şi pentru valori mici
ale lui ηq nu depind de µ. Totuşi, cu creşterea
lui ηq parametrul ∆ ca funcţie de µ are un mers
mai special şi valorile lui se micşorează destul
de mult. Acest lucru se vede bine pe fig.9.8(a)
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Figura 9.6: Dependenţa temperaturii de tranziţie TP /TP0 (a) a parametrului de
ordine ∆ (curbele continui) şi a gap-ului energetic Ωg (curbele întrerupte) (b) de
concentraţia de impurităţi pentru valorile lui µ̄: 1) - 0; 2) - 0,5; 3) - 1,0; 4) - 1,2.

(vezi valorile lui ∆ pentru T = 0 şi Γ = 0 - curbele 1, 3, 4, 5).
Observăm de asemenea că, într-un domeniu îngust de valori ale lui µ (apropiate

de cea critică, pentru care are loc tranziţia în starea CDW incomensurabilă) para-
metrul de ordine ∆ creşte cu cu creşterea temperaturii (curba 5 pe fig.9.8(a)). Are
loc reconstrucţia reţelei şi stabilizarea CDW. Această anomalie în comportarea lu
∆, şi de asemenea prezenţa parametrului ηq 6= 0 duce la apariţia maximului local
în dependenţa de temperatură a lui χ (curba 5 pe fig.9.8(b)).

Atât impurităţile, cât şi abaterea de la umplerea pe jumătate a benzii contribuie
la apariţia stării fără gap şi apariţia valorilor lui χ diferite de zero pentru T = 0.
Acest rezultat se deosebeşte de cazul supraconductorului cu impurităţi magnetice,
când pentru orice concentraţie de impurităţi apar valori χ 6= 0 la temperatură nulă.

Pe fig.9.9(a) este redată dependenţa concentraţiei critice de impurităţi (Γ̄cr =
Γcr/∆0 este concentraţia pentru care dispare supraconductivitatea; Γ̄′cr = Γ′/∆0

este concentraţia pentru care apare supraconductivitatea fără gap) de parametrul
µ/∆0, obţinută pe baza expresiilor (9.104), (9.105), adevărate pentru µ < µcr (ηq =
0).

Este interesantă şi problema privind influenţa câmpului magnetic asupra tran-
ziţiei comensurabil-incomensurabil. Soluţia numerică a ecuaţiei (9.69) arată că, cu
creşterea câmpului magnetic µcr creşte, iar T ′P scade. Legătura reciprocă a mărimi-
lor T ′p şi a lui µcr pentru diferite valori ale câmpului magnetic H0 este prezentată
în fig.9.9(b).
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Figura 9.8: Dependenţa de temperatură a parametrului de ordine ∆ (a) şi a suscep-
tibilităţii magnetice χ (b) pentru valorile: µ̄ = 0, Γ = 0 (1); µ̄ = 0, 5, Γ/Tp0 = 0, 2
(2); µ̄ = 1, 0, Γ/Tp0 = 0 (3); µ̄ = 1, 08, Γ/Tp0 = 0 (4); µ̄ = 1, 09, Γ/Tp0 = 0 (5);
µ̄ = 1, 0, Γ/Tp0 = 0, 2 (6).
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Figura 9.9: (a) Dependenţa concentraţiei critice a impurităţilor de parametrul µ/∆;
(b) Dependenţa de câmpul magnetic a temperaturii de tranziţie în starea CDW
incomensurabilă şi a mărimii µcr de acelaşi parametru.
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SUPRACONDUCTIBILITATEA ALIAJELOR DE
SUBSTITUŢIE ÎN APROXIMAŢIA
POTENŢIALULUI COERENT

10.1 Introducere

În prezent un interes deosebit îl prezintă studiul proprietăţilor sistemelor semi-
conductoare, care prin introducerea unor impurităţi pot trece în stare supraconduc-
toare cu parametri critici foarte ridicaţi. În legătură cu aceasta, în acest capitol
se pune problema obţinerii ecuaţiilor fundamentale ale supraconductibilităţii alia-
jelor binare dezordonate de tipul B1−xAx, când atât substanţa de bază (B), cât
şi impurităţile (A) sunt semiconductori. Pentru aceasta presupunem că banda de
conducţie a lui B este goală, iar a lui A este complet plină, iar concentraţia de
impurităţi poate fi orice valoare (0 < x < 1). Se presupune de asemenea că atomii
de tip A şi B sunt distribuiţi haotic în nodurile reţelei cu energii diferite εA şi εB

pentru electronii de conducţie care interacţionează puternic atractiv în acelaşi nod
când au spinii opuşi [44]. Un astfel de model a fost folosit în lucrarea [45] pen-
tru explicarea proprietăţilor ceramicilor metalice BaPb1−xBixO3. Aplicarea teoriei
aliajelor binare dezordonate la astfel de compuşi complexi se bazează pe strucura
de bandă a compuşilor BaPbO3 şi BaBiO3, consideraţi de Matess şi Hamann [46].
Conform cu aceşti autori, putem considera că B este PbO3 iar A este BiO3.

În lucrarea [45] s-a studiat densitatea de stări electronice ale aliajelor binare
de tipul B1−xAx în stare normală şi s-a arătat (pentru o alegere determinată a
parametrilor teoriei, referitoare la compuşii respectivi), că în funcţie de valoarea
concentraţiei de impurităţi (0 < x < 1) aliajul respectiv se poate găsi fie în stare se-
miconductoare, fie în stare metalică. În afară de aceasta, în lucrarea [45] din studiul
propagatorului biparticulă cu spin total zero în aproximaţia potenţialului coerent
(CPA), s-a obţinut ecuaţia pentru temperatura de tranziţie în stare supraconduc-
toare Tc şi s-a determinat dependenţa acestei mărimi de concentraţia de impurităţi.
Dependenţa obţinută este în concordanţă cu datele experimentale.

Observăm că trecerea în starea normală (T → Tc) permite să determinăm numai
un parametru al fazei supraconductoare şi anume mărimea Tc.

Mai jos va fi dezvoltată varianta diagramistică a CPA pentru aliajele de substi-
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tuţie de tip B1−xAx în starea supraconductoare (T < Tc), se obţin ecuaţiile teoriei
supraconductibilităţii, care sunt fundamentale pentru determinarea parametrului
de ordine ∆, saltul căldurii specifice şi alte mărimi. În afară de acestea, în limita
∆ → 0 se obţin expresiile pentru densitatea electronică de stări şi selfconsistenţa
sistemului de ecuaţii pentru determinarea temperaturii critice Tc.

S-au făcut calcule numerice pentru o serie de mărimi, care caracterizează sistemul
în stare normală, şi de asemenea s-a calculat dependenţa temperaturii critice de
concentraţia de impurităţi. În acest ne-am îndreptat atenţia spre găsirea condiţiei
de creştere a mărimii Tc în comparaţie cu cea obţinută în lucrarea [45]. Se arată
că valoarea şi caracterul comportării lui Tc ca funcţie de concentraţia de impurităţi
depinde foarte puternic de relaţia dintre energiile εA şi εB .

Observăm că aplicarea CPA permite să luăm în consideraţie orice concentraţie
de impurităţi 0 < x < 1.

Acest capitol a fost scris pe baza lucrării [47].

10.2 Hamiltonianul model al sistemului
Hamiltonianul sistemului examinat are forma

H =
∑

i,j,σ

tija
+
iσajσ +

∑

i,σ

εia
+
iσaiσ − U

∑

i

a+
i↑a

+
i↓ai↓ai↑, (10.1)

unde j, i sunt indici de reţea; σ este spinul electronului; tij este energia de salt; εi

energia electronului de conducţie, care corespunde fie lui εA fie lui εB în funcţie de
faptul că nodul respectiv din reţea este ocupat de atomul A sau B; U este energia
de interacţie atractivă efectivă.

În aproximaţia câmpului efectiv, presupunând că cele două stări de spin (↑, ↓)
sunt echivalente, putem aduce (10.1) la forma

H = HB
0 +

∑

i∈A

(εA − εB − UnA + UnB)a+
iσaiσ−

−
∑

i

[
∆ia

+
i↑a

+
i↓ + ∆∗

i ai↓ai↑
]
,

(10.2)

unde
HB

0 =
∑

i,j,σ

tija
+
iσajσ +

∑

i

(εi − Uni)a+
iσaiσ; (10.3)

∆i = U〈ai↓ai↑〉; (10.4)

〈a+
iσaiσ〉 = ni =

{
nA

nB
, (10.5)

unde i =A,B.
În (10.3) se poate considera că toate nodurile reţelei sunt ocupate cu atomi

B, deoarece presupunem că integrala de hopping tij nu depinde de configuraţia
compoziţiei (adică de faptul că valoarea ei nu depinde de ce tip de atomi ocupă
nodurile i şi j).
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În reprezentarea impulsului hamiltonianul (10.2) se prezintă sub forma

H = H1 + H2, (10.6)

unde

H1 =
∑

k,σ

εkσa+
kσakσ

∑

k

[
∆a+

k↑a
+
−k↓ + h.c

]
; (10.7)

H2 =
∑

k,k′

∑

σσ′
V %(k − k′)a+

kσak′σ′ . (10.8)

Aici

εkσ = Ekσ + εB − UnB ; ∆ = U
∑

k

〈a−k↓ak↑〉; (10.9)

V = εA − εB − U(nA − nB); (10.10)

ρ(k − k′) =
1
N

∑

t∈A

exp
[
−i(k − k′)Rt

]
. (10.11)

În acest fel, hamiltonianul (10.1), care descrie sistemul binar dezordonat, se
reduce formal la (10.6), în care H1 descrie starea supraconductoare a sistemului
electronic cu energiile renormate εkσ (vezi formula (10.9)), iar H2 este hamiltonianul
difuziei electronilor pe impurităţi cu energia potenţială renormată V .

Numerele de ocupare al stărilor nA şi nB în domeniul temperaturilor joase pot
fi aproximate prin expresia

nA,B =
∫ εF

−∞
%A,B(E)dE, (10.12)

unde %A,B este densitatea parţială de stări electronice.
Vom presupune că avem de a face cu un sistem cu o singură bandă de energie şi

că banda componentei B este absolut goală (electronii de conducţie lipsesc din ea),
iar în substanţa pură A pe fiecare atom se află z electroni. Într-un astfel de model
pentru mărimile nA şi nB putem scrie expresia

(1− x)nB + xnA =
1
2
zx, (10.13)

unde x este concentraţia atomilor A.

10.3 Ecuaţia de configuraţie. Funcţia Green

Pentru descrierea stării supraconductoare a acestui sistem introducem operatorii

ψk =
[

ak↑
a+
−k↓

]
; ψ+

k =
[
a+

k↑, a−k↓
]

(10.14)
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şi funcţia Green matricială

ĝk(τ − τ ′) = −〈Tψk(τ)ψ+
k (τ ′)〉 =

[
G↑↑k (τ − τ ′) F ↑↓k,−k(τ − τ ′)

F ∗↑↓k,−k(τ − τ ′) −G↓↓−k(τ − τ ′)

]
. (10.15)

Mai departe aplicăm metoda teoriei perturbaţiilor, alegând în calitate de apro-
zimaţie de zero starea hamiltonianului H1, şi considerând pe H2 ca perturbaţie.
Atunci în aproximaţia zero pentru componentele funcţiei Green ĝ0

k(ω) în reprezen-
tarea k, ω obţinem

[
z − εk ∆

∆∗ −(z + ε)k

][
G0↑↑

k (z) F 0↑↓
k,−k(z)

F 0∗↑↓
k,−k(z) −G0↓↓

−k (z)

]
=

[
1 0
0 1

]
. (10.16)

Soluţia sistemului (10.16) este

g0
11(z) ≡ G0↑↑

k (z) =
z + εk

z2 − ε2
k − |∆|2

;

g0
12(z) ≡ F 0↑↓

k,−k(z) = − ∆
z2 − ε2

k − |∆|2
;

g0
21(z) ≡ F 0∗↑↓

k,−k(z) = − ∆∗

z2 − ε2
k − |∆|2

;

f0
22(z) ≡ −G↓↓−k(z) =

z − εk

z2 − ε2
k − |∆|2

.

(10.17)

Folosind definiţiile (10.14), aducem expresia (10.8) la forma

H2 = V
∑

k,k′
%(k − k′)ψ+

k τ3ψk′ ; τ3 =
[
1 0
0 1

]
, (10.18)

τ3 fiind matricea Pauli.
Pentru determinarea funcţiei Green totale ĝk se aplică varianta diagramatică a

CPA[48], care ne permite să considerăm orice concentraţie x a atomilor de impuri-
tate A (0 < x < 1). În acest fel putem privi pe H2 ca o perturbaţie.

Media pe configuraţii pentru funcţia Green se poate reprezenta sub forma

〈ĝkk′〉 = ĝ0
kδkk′ + ĝ0

k〈%(k − k′)〉V τ3ĝ
0
k′+

+ ĝ0
k

∑

k1

〈%(k − k1)%(k1 − k′)〉V 2τ3ĝ
0
k1

τ3ĝ
0
k′ + . . . (10.19)

Media pe configuraţii 〈. . .〉 în (10.19) se face conform formulei

〈
′∑

{l1,...,lj}
F (Rl1 ,Rl2 , . . . , Rlj )〉 = xj

′∑

{n1,...,nj}
F (Rn1 , Rn2 , . . . , Rnj ), (10.20)

unde F (Rl1 , Rl2 , . . . , Rlj ) este o funcţie arbitrară de j atomi de impuritate cu
coordonatele Rl1 , Rl2 , . . . , Rlj . În stânga în formula (10.20) sumarea se face pe
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toate stările de impuritate, iar în dreapta pe toate nodurile reţelei. Accentul de la
sumare în (10.20) indică faptul că la sumare sunt excluşi termenii cu indici egali.

Efectuând media pe configuraţii, rescriem funcţia Green 〈ĝ〉 ≡ ĝ sub forma

¯̂gkk′(z) = ¯̂g0
k(z)δkk′ + ¯̂g0

k(z)δkk′Σ̂(z)¯̂gkk′(z). (10.21)

Σ̂(z) = Q1V τ3 + Q2V τ3F̂ τ3V + Q3V τ3F̂ τ3V F̂ τ3V +

+ . . . = V τ3

∑
n=1

Qn(F̂ τ3V )n−1; (10.22)

F̂ = F̂ (z) =
∑

k

¯̂gk(z), (10.23)

Q1, Q2, Q3 se determină din relaţia pentru cumulanţi

Qn = C(n)(x) =
dn

dtn

{
ln

[
xet + (1− x)

]} ∣∣∣∣
t=0

, n ≤ 3, (10.24)

şi pentru n ≥ 4 avem cumulanţii renormaţi. De exemplu, Q4 şi Q5 se determină
din relaţiile

Q4 = C(4)(x) +
[
C(2)(x)

]2

; Q5 = C(5)(x) + 5C(3)(x)C(2)(x). (10.25)

Această renormare este legată de considerarea tuturor termenilor care includ
elementele de matrice referitoare la un singur nod al reţelei F̂ (z).

Aproximaţia folosită aici a potenţialului coerent include în ea suma tuturor
diagramelor care nu se interesectează, şi care se sumează exact, şi de asemenea
parte din diagramele care se inteersectează şi care nu depind de k şi sunt funcţii
numai de ω. Astfel, examinăm suma următoarelor diagrame

+++

+++++

++++(z) = +

. . . 

(10.26)
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Fiecare semn × în (10.26) este pus în corespondenţă cu un cumulant C(n)(x),
punctului de intersecţie al unei linii continui cu una întreruptă i se asociază mărimea
V τ3, iar liniei continui funcţia Green ĝk(z). Seria (10.26) poate fi adusă la suma
diagramelor care nu se intersectează

+ ...++

+(z) = +
(10.27)

Pentru aceasta în (10.26) semnul × se pune în corespondenţă cu cumulantul
renormat Qn(x).

Mai departe, făcând renormarea lui V (analog cu cea efectuată în lucrarea [48]),
aducem expresia pentru operatorul de masă la forma

Σ̂(z) = V τ3

(
x1̂ + F̂ τ3V f̂

)
, (10.28)

unde f̂ = f̂(F̂ τ3V ) satisface ecuaţia matricială

f̂ =
x(1− x)

1̂− (1− 2x)F̂ τ3V + F̂ τ3V F̂ τ3f̂
. (10.29)

Folosind definiţia (10.29), obţinem fără dificultate

Σ̂(z) = xV τ3 +
x(1 + x)V 2τ3F̂ τ3

1̂− (1− x)F̂ τ3V + F̂ Σ̂
. (10.30)

Introducem notaţia
Î = x1̂ + F̂ τ3V f̂ . (10.31)

Folosind acum (10.29), obţinem pentru Î ecuaţia

Î = x
{

1̂− V F̂ τ3 + V F̂ τ3Î
}−1

. (10.32)

Prin urmare, pentru operatorul de masă avem

Σ̂(z) = xV τ3

{
1̂− F̂

[
V τ3 − Σ(z)

]}−1

. (10.33)

Formulele (10.30) şi (10.33) sunt expresii echivalente pentru Σ̂(z) în aproximaţia
potenţialului coerent. În cazul stării normale aceasta capătă forma

ΣN = xV +
x(1− x)V 2FN

1− (1− x)FNV + FNΣN
(10.34)
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sau
ΣN =

xV

1− [V − ΣN ]FN
, (10.35)

cea ce coincide cu expresia corespunzătoare din lucrarea [49], dacă punem εB = 0
şi ε = xεA = xV .

Cu ajutorul ecuaţiei matriciale (10.33) putem obţine sistemul de ecuaţii pentru
determinarea componentelor operatorului de masă:

DΣ11(z) = xV
[
1 + V F22(z) + F21(z)Σ12(z) + F22(z)Σ22(z)

]
;

DΣ22(z) = −xV
[
1− V F11(z) + F12(z)Σ21(z) + F11(z)Σ11(z)

]
;

DΣ12(z) = −xV
[
1 + V F12(z) + F11(z)Σ12(z) + F12(z)Σ22(z)

]
;

DΣ21(z) = xV
[
−V F21(z) + F21(z)Σ11(z) + F22(z)Σ21(z)

]
;

(10.36)

D = (1− V F11 + F11Σ11 + F12Σ21)(1 + V F22 + F22Σ22 + F21Σ12)−
− (V F12 + F11Σ12 + F12Σ12)(−V F21 + F22Σ21 + F21Σ11)

(10.37)

Pentru determinarea funcţiei Green a aliajului scriem ecuaţia Dyson (10.16) sub
forma [

¯̂gk(z)
]−1

=
[
¯̂g0
k

]−1

− Σ̂(z). (10.38)

Pe baza acestei ecuaţii, şi de asemenea a ecuaţiei (10.16) pentru componentele
funcţiei Green, obţinem expresiile:

ḡ
(11)
k (z) =

z̃22 + εk

D(z)
; ḡ

(12)
k (z) = − ∆̃12

D(z)
;

ḡ
(21)
k (z) = − ∆∗

21

D(z)
; ḡ

(22)
k (z) =

z̃11 − εk

D(z)
;

D(z) =
[
z̃11 − εk

][
z̃22 − εk

]
− ∆̃∗

21∆̃12.

(10.39)

Frecvenţele renormate z̃11, z̃22 şi parametrii de ordine ∆̃12, ∆̃∗
21 se determină din

relaţiile:

z̃11 = z + Σ11(z); z̃22 = z − Σ22(z);

∆̃12 = ∆− Σ12(z); ∆̃∗
21 = ∆∗ − Σ21(z).

(10.40)

Formulele (10.23), (10.39), (10.40) şi sistemul de ecuaţii (10.36) determină în
mod selfconsistent componentele funcţiei Green ĝ şi a operatorului de masă Σ̂.

10.4 Proprietăţile operatorilor de masă
Substituind (10.39) în definiţia (10.23), obţinem expresia pentru componentele

operatorului F̂ :

F11(z) = z̃22A2(z) + A1(z); F12(z) = −∆̃12A2(z);

F22(z) = −z̃11A2(z) + A1(z); F21(z) = −∆̃∗
21A2(z),

(10.41)
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unde

A1(z) =
∑

k

εk

{[
z̃11 − εk

][
z̃22 + εk

]
− ∆̃12∆̃∗

21

}−1

;

A2(z) =
∑

k

{[
z̃11 − εk

][
z̃22 + εk

]
− ∆̃12∆̃∗

21

}−1

;

(10.42)

Din proprietăţile de simetrie ale hamiltonianului sistemului rezultă egalităţile

g12
k (z) = g12

k (−z); g12
k (z∗) =

[
g12

k (z)
]∗

. (10.43)

Condiţiile (10.43) duc la următoarele relaţii pentru componentele operatorilor Σ̂ şi
F̂ :

Σ12(z) = Σ21(z) = Σ12(−z) =
[
Σ12(z)

]∗
;

Σ11(−z) = −Σ22(z) =
[
Σ11(z)

]∗
;

F12(−z) = F21(z) = F12(−z) = [F12(z)]∗;

F11(−z) = −F22(z) =
[
F11(z)

]∗
.

(10.44)

Folosind relaţia (10.44), se vede uşor că expresia (10.37) se poate scrie sub forma

D =
∣∣∣1− V F11 + F11Σ11 + F12Σ12

∣∣∣
2

+
∣∣∣V F12 + F11Σ12 − F12Σ11

∣∣∣
2

, (10.45)

adică D este o mărime reală şi este funcţie pară de z. Aceleaşi proprietăţi le au şi
mărimile A1 şi A2.

Din (10.44) rezultă egalitatea

ImΣ12(z) = ImΣ21(z) = 0; ImΣ11(z) = ImΣ22(z). (10.46)

Pe baza ecuaţiilor (10.36) şi (10.41), cu luarea în consideraţie a lui (10.45), şi de
asemenea a proprietăţilor funcţiilor A1(z) şi A2(z) obţinem relaţiile:

Σ12(z)/F12(z) = −ImΣ22(z)/ImF11(z) =
ImΣ22(z)

iz + ImΣ22(z)A2(z)
; (10.47)

Σ12(z)/∆ = iImΣ22(z)/z; (10.48)

F12(z)/∆ = −iImF11(z)/z. (10.49)

10.5 Calculul componentei funcţiei F̂ (z)

Să trecem în expresia (10.23) de la sumarea după k la integrarea după energii:

F̂ (z) =
∫ W

−W

%0(E)ĝk(E)dE. (10.50)



10.5 Calculul componentei funcţiei F̂ (z) 225

Aici %0(E) este densitatea electronică de stări a substanţei pure B, pe care o alegem
de forma

%0(E) =





2
πW 2

[W 2 − E2]1/2; |E| ≤ W,

0; |E| > W.

(10.51)

Substituind (10.39) şi (10.51) în (10.50), obţinem

F11(Z) =
2

πW

∫ 1

−1

(z̃22 + x)
√

1− x2dx

(Z̃11 − x)(Z̃22 + x)− |∆̃|2 ;

F22(Z) =
2

πW

∫ 1

−1

z̃11 − x)
√

1− x2dx

(Z̃11 − x)(Z̃22 + x)− |∆̃|2 ;

F12(z) = −2∆̃12

πW

∫ 1

−1

√
1− x2

[
(Z̃11 − x)(Z̃22 + x)− |∆̃|2

]−1

dx;

F21(z) = −2∆̃∗
21

πW

∫ 1

−1

√
1− x2

[
(Z̃11 − x)(Z̃22 + x)− |∆̃|2

]−1

dx,

(10.52)

unde

Z̃11 =
z̃11 − a

W
; Z̃22 =

z̃22 + a

W
; |∆̃|2 =

∆̃12∆̃∗
21

W 2
; (10.53)

α = εB − UnB . (10.54)

Scriem numitorul integranzilor din expresiile (10.52) sub forma

(Z̃11 − x)(Z̃22 + x)− |∆̃|2 = −(x− X̃1)(x− X̃2); (10.55)

X̃1,2 =
1
2

[
Z̃11 − Z̃22 ± i

√
4|∆̃|2 − (Z̃11 + Z̃22)2

]
. (10.56)
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Ca rezultat formulele (10.52) pot fi aduse la forma următoare:

F12 (z) =
2

πW

∆̃12

X̃1 − X̃2





1∫

−1

√
1− x2

x− X̃1

dx−
1∫

−1

√
1− x2

x− X̃2

dx



 ;

F21 (z) =
2

πW

∆̃∗
21

X̃1 − X̃2





1∫

−1

√
1− x2

x− X̃1

dx−
1∫

−1

√
1− x2

x− X̃2

dx



 ;

F11 (z) = − 1
πW

{[
1 +

Z̃11 + Z̃22

X̃1 − X̃2

] 1∫

−1

√
1− x2

x− X̃1

dx+

+


1− Z̃11 + Z̃22

X̃1 − X̃2

1∫

−1

√
1− x2

x− X̃2

dx






 ;

F22 (z) = − 1
πW

{[
1 +

Z̃11 + Z̃22

X̃1 − X̃2

] 1∫

−1

√
1− x2

x− X̃2

dx+

+


1− Z̃11 + Z̃22

X̃1 − X̃2

1∫

−1

√
1− x2

x− X̃1

dx






 .

(10.57)

În (10.57) intră un singur tip de integrală:

F0(z) =
2

πW

∫ 1

−1

√
1− x2

z − x
dx. (10.58)

Aici z este o mărime complexă. Folosind metoda transformării Laplace [50], obţinem

F0(z) =
2[z − (z2 − 1)1/2]

W
. (10.59)

Substituind (10.59) în (10.57), aducem expresiile pentru F11, F12, F22 şi F21 la
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forma

F11(z) =
1
W

{[
1 +

Z̃11 + Z̃22

X̃1 − X̃2

]
[X̃1 − (X̃2

1 − 1)1/2]+

+

[
1− Z̃11 + Z̃22

X̃1 − X̃2

]
[X̃2 − (X̃2

2 − 1)1/2]
}

;

F12(z) = − 1
W

2∆̃12

X̃1 − X̃2

{[
X̃1 − (X̃2

1 − 1)1/2

]
−

[
X̃2 − (X̃2

2 − 1)1/2

]}
;

F22(z) = − 1
W

{[
1 +

Z̃11 + Z̃22

X̃1 − X̃2

]
[X̃2 − (X̃2

2 − 1)1/2]+

+

[
1− Z̃11 + Z̃22

X̃1 − X̃2

]
[X̃1 − (X̃2

1 − 1)1/2]
}

;

F21(z) = − 1
W

2∆̃∗
21

X̃1 − X̃2

{[
X̃1 − (X̃2

1 − 1)1/2

]
−

[
X̃2 − (X̃2

2 − 1)1/2

]}
.

(10.60)

10.6 Cazul limită al stării normale
Punând în (10.36) ∆ = 0, obţinem ecuaţia de selfconsistenţă pentru determina-

rea operatorului de masă ΣN (z) = Σ11(z)
∣∣∣
∆=0

în starea normală

ΣN (z) =
xV

1− (V − ΣN (z))FN (z)
, (10.61)

unde
FN (z) =

2
W

[
Z̃0

11 − (Z̃02
11 − 1)1/2

]
; (10.62)

Z̃0
11 = z − ΣN (z)− (εB − UnB) = z1 − ΣN (z); z1 = z − (εB − UnB). (10.63)

În (10.61)-(10.63) toate mărimile sunt normate la semilărgimea benzii W . Din
expresiile (10.62) şi (10.63) obţinem uşor

ΣN (z1) = z1 −
[
FN (z1)

]−1

− 1
4
FN (z1). (10.64)

Alegem originea energiilor astfel încât să fie îndeplinite relaţiile

ε′A = εA − UnA =
1
2
V ; ε′B = εB − UnB = −1

2
V. (10.65)

Mai departe, substituind (10.64) în (10.61), obţinem ecuaţia pentru determinarea
funcţiei FN , şi prin urmare, şi operatorul de masă ΣN :

[
FN (z1)

]3

− 8
[
FN (z1)

]2

+ 16
[
z2
1 −

1
4
(V 2 − 1)

]
FN (z1)−

− 16
[
z1 + (x− 1

2
)V

]
= 0.

(10.66)
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Densitatea de stări electronice în aliajul binar B1−xAx se poate reprezenta sub
forma

%(E) = − 1
π

∑

k

ImGN
k (z)

∣∣∣
z=E+i0+

= − 1
π
ImFN (z)

∣∣∣
z=E+i0

=

= (1− x)ρB(E) + x%A(E).
(10.67)

Pentru densităţile de stări parţiale avem în acest caz

%A,B = − 1
π
Im

FN (z)

1−
[
ε′A,B − ΣN (z)

]
FN (z)

∣∣∣
z=E+i0

. (10.68)

În expresia (10.68) intră valoarea renormată a energiilor ε′A şi ε′B datorită in-
teracţiei atractive din hamiltonianul (10.1). Aceste densităţi electronice de stări
renormate se deosebesc de expresiile corespunzătoare CPA [49, 51], în care U = 0.
Corectitudinea acestei afirmaţii este demonstrată de formulele corespunzătoare ale
lucrării [52], în care se studiază proprietăţile magnetice ale sistemului pe baza ha-
miltonianului Hubbard.

Prezintă interes să examinăm analitic o serie de cazuri limită, care ne vor permite
pe baza ecuaţiei cubice (10.66) şi definiţiile densităţilor electronice de stări (10.67)
să tragem o serie de concluzii privind faptul dacă sistemul se află în stare metalică
sau dielectrică.

Fixăm parametrii V şi x şi studiem comportarea funcţiei FN (E). Ecuaţia
(10.66) poate avea două rădăcini complexe şi o rădăcină reală sau trei rădăcini
reale. Soluţia reală corespunde lui %(E) = 0. Din cele două complexe alegem
soluţia cu partea imaginară negativă pentru a obţine %(E) > 0. Pentru aceasta
discriminantul Q al ecuaţiei cubice (10.66) satisface inegalitatea

Q = −1024
27

V 2E4 − 1024
27

(
x− 1

2

)
V E3 +

64
27

[
8V 4 + 20V 2 − 1

]
E2+

+
256
3

(
V 2 +

1
2

) (
x− 1

2

)
V E + 64V 2

(
x− 1

2

)2

− 64
27

(V 2 − 1)3 ≥ 0.

(10.69)

Pentru V = 0 condiţia (10.69) este îndeplinită, dacă |E| ≤ 1, adică % 6= 0 în
întreaga bandă, ca şi pentru substanţa B pură.

În punctul simetric x = 0, 5 obţinem

Q = −1024
27

[
V 2E4 − 8V 4 + 20V 2 − 1

16
E2 +

(V 2 − 1)3

16

]
geq0. (10.70)

Deoarece coeficientul lui E4 din expresia (10.70) este negativ, iar valoarea maximă
a lui Q se determină din formula

Qmax =
(8V 2 + 1)3

27V 2
> 0, (10.71)

atunci pentru orice valoare a lui |V | expresia bipătrată din (10.70) are cel puţin două
rădăcini reale. Aceasta înseamnă că întotdeauna există unul sau două domenii, unde
densitatea electronică de stări este diferită de zero.
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Figura 10.1: Schema dependenţei discriminantului Q al ecuaţiei cubice (10.69) de
energia E pentru x = 0, 5.

Dependenţa discriminantului Q de energie pentru x = 0, 5 este redată schematic
pe fig.10.1. Figura 10.1(a) corespunde cazului |V | < 1, când sistemul se află în stare
metalică şi există o bandă de energie cu %(E) 6= 0, iar fig.10.1(b) cazului |V | > 1.
În acest caz se produce despicarea benzii şi există un domeniu de valori ale energiei,
unde Q < 0 şi, prin urmare, %(E) = 0. Figura 10.1(c) corespunde cazului în care în
sistem are loc despicarea benzii de energie.

Domeniul unde %(E) 6= 0 se detremină pentru x = 0, 5 din relaţiile:

|E| <
[
8V 4 + 20V 2 − 1 + b

32V 2

]
; b =

[
(8V 2 + 1)]3/2; |V | ≤ 1; (10.72)

1
4|V |

[
8V 4 + 20V 2 − 1− b

]1/2

< |E| < 1
4|V |

[
8V 4 + 20V 2 − 1 + b

]1/2

; |V | > 1.

(10.73)
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Pe baza lui (10.73) pentru lărgimea benzii permise avem avem

∆E =
[
8V 4 + 20V 2 − 1 + b

8V 2

]1/2

. (10.74)

Dacă |V | ¿ 1, atunci din (10.74) obţinem uşor cu precizie până la termeni ∼ V 2

∆E ' 2 + V 2. (10.75)

Din această formulă rezultă că pentru |V | ¿ 1 cu creşterea lui |V | se produce
lărgirea benzii.

Dacă |V | > 1, atunci pe baza relaţiei (10.73) avem două domenii simetrice în
raport cu E = 0, unde %(E) 6= 0, fiecare din ele având lărgimea

∆E =
V 2

√
2

[
1 +

5
2

1
V 2

− 1
8

1
V 4

−
(

1− 1
V 2

)3/2
]1/2

. (10.76)

Pentru |V | À 1 expresia (10.76) se reduce la forma

∆E '
√

2
[
1− 1

(2V )4

]
. (10.77)

Lărgimea gap-ului dielectric ∆0E pentru |V | > 1

∆0E =
[
8V 4 + 20V 2 − 1− (8V 2 + 1)3/2

8V 2

]1/2

. (10.78)

În cazul valorilor mari ale lui |V | din (10.78) obţinem

∆0E ' |V | −
√

2 +
5
|V | −

3
√

2
32

1
V 2

. (10.79)

Din expresiile (10.77) şi (10.79) rezultă că pentru valori |V | À 1 lărgimea benzii,
unde % 6= 0, depinde slab de |V |, iar lărgimea gap-ului dielectric ∆0E creşte liniar
cu creşterea lui |V |.

Să examinăm un alt caz limită: x = 0 şi V = 0, 5. Din formula (10.69) obţinem

Q′ =
27Q

1024V 2
= −

(
E4 − E3 − 9

8
E2 − 135

258

)
= −

(
E +

5
4

)(
E − 3

4

)3

. (10.80)

Dependenţa lui Q′ de E este prezentată în fig.10.2(a). Există trei rădăcini
identice ale ecuaţiei Q′ = 0 (E1 = −1, 25; E2 = E3 = E4 = 0, 75). Lărgimea benzii
∆1E = E2 − E1 = 2, ∆2E = E4 − E3 = 0, în acest caz lărgimea benzii interzise
∆0E = E3 − E2 = 0. Prin urmare, punctul x = 0 şi V = 0, 5 se află la limita
tranziţiei metal-dielectric.

Proprietăţi analoage are şi punctul x = 1, 0 şi V = 0, 5 (în acest caz E1 = E2 =
E3 = −0.75; E4 = 1, 25; ∆1E = ∆0E = 0; ∆2E = 2).
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Să scriem (10.69) sub forma

E4 +
x− 1/2

V
E3 − 8V 4 + 20V 2 − 1

16V 2
E2 − (9V 2 + 1/2)(x− 1/2)

4V
E−

− 27
16

(x− 1/2)2 − (V 2 − 1)3

16V 2
= (E − E1)(E − E2)(E − E3)(E − E4).

(10.81)

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

 

Q'

EE
3
=E

4

E
2
=E

3

(E)=0

(a)

 

(E)=0

 

Q

E
E

4
E

2
=E

3E
1 (E)=0

1E=E2
-E

1 2
E=E

4
-E3

(b)

Figura 10.2: (a) Dependenţa lui Q′ = (27Q)/(1024V 2) de energia E pentru x = 0 şi
V = 0.5; (b) Schema de poziţionare a benzilor pentru valorile limită ale parametrilor
x şi V pentru îndeplinirea condiţiei E2 = E3.

Expresia (10.81) şi de asemenea cazurile limită deduse mai sus vor fi folosite mai
departe pentru construirea diagramelor de fază.

Dacă sistemul se află în stare dielectrică, atunci toate rădăcinile polinomului
(10.81) sunt mărimi reale. Pentru discuţie vom presupune că E1 ≤ E2 ≤ E3 ≤ E4.
Este clar că tranziţia din starea dielectrică în starea metalică corespunde condiţiei
E2 = E3. În acest caz, egalând în (10.81) coeficienţii aceloraşi puteri ale lui E,
obţinem sistemul de ecuaţii pentru determinarea parametrului V şi de asemenea
lărgimea domeniilor ∆1E = E2 − E1 şi ∆2E = E4 − E3 pentru o concentraţie x
dată:

(x− 1/2)/V = −E1 − E4 − 2E2;

−(8V 4 + 20V 2 − 1)/16V 2 = E1E4 + 2E2(E1 + E4) + E2
2 ;

9(V 2 + 1/2)(x− 1/2)4V = 2E1E2E4 + E2
2(E1 + E4);

27(x− 1/2)2/16V − (V 2 − 1)3/16V 2 = E1E
2
2E4.

(10.82)

Pe fig.10.2(b) este reprezentată schematic dependenţa lui Q de E pentru valoarea
limită a parametrilor x (sau V ), pentru care se realizează condiţia E2 = E3. Pe
figură ne putem da seama de poziţia benzilor.



232 SUPRACONDUCTIBILITATEA ALIAJELOR

10.7 Parametrul de ordine şi temperatura critică a
tranziţiei supraconductoare

Pe baza definiţiei (10.4) pentru parametrul de ordine ∆ obţinem

∆i = ∆ = UT
∑

k,ωn

g12
k (iωn) = UT

∑
ωn

F12(iωn). (10.83)

Substituind expresia pentru F12(ωn) (10.60) în (10.83), avem

∆ = −2UT

W

∑
ωn

∆̃12

X̃1 − X̃2

{[
X̃1 − (X̃2

1 − 1)1/2
]
−

−
[
X̃2 − (X̃2

2 − 1)1/2
]}

.

(10.84)

Folosind relaţiile (10.47)-(10.49), putem stabili uşor ecuaţia pentru parametrul
de ordine ∆ sub forma

1 = −UT
∑
ωn

ImF11(iωn)
ωn

. (10.85)

Punând în (10.85) ∆ = 0, obţinem ecuaţia pentru determinarea temperaturii
critice a tranziţiei supraconductoare

1 = −UTc

∑
ωn

ImFN (iωn)
ωn

= −1
2
U

∫ ωD

−ωD

%(E)
th

E − εF

2Tc
dE

E − εF
, , (10.86)

unde %(E) se determină din formula (10.67), iar FN (z) din ecuaţia (10.66).

10.8 Calcule numerice şi analiza rezultatelor
Analiza numerică a rezultatelor o începem cu construirea diagramei de fază

metal în stare normală-dielectric, adică cu examinarea sistemului descris de ecuaţiile
(10.82).

Pe fig.10.3(a) este reprezentată diagrama de fază metal-dielectric pentru diferite
valori ale lui V şi a concentraţiei x, obţinută ca rezultat al rezolvării sistemului de
ecuaţii (10.82). Domeniul I de pe această figură corespunde fazei dielectrice, care
începe de la valori negative ale parametrului V . În domeniul II sistemul se află în
stare metalică. În domeniul III densitatea electronică de stări la nivelul Fermi, ca
şi în domeniul II, este diferită de zero, totuşi în acest domeniu banda de energie se
desparte în două benzi.

Pe fig.10.3(b) se arată dependenţa lărgimilor de bandă ∆1E şi ∆2E, unde %(E) 6=
0, de concentraţia de impurităţi în punctul de tranziţie metal-dielectric, în care
relaţia dintre V şi x se determină din curba de pe fig.10.3(a) (V < 0). Pe figură
se vede că, pentru x < 0, 5 lărgimea celei de a doua benzi ∆2E = 1, 30 descreşte
aproape liniar de la ∆2E = 2, 0 pentru x = 0 până la ∆2E ' 1, 30 pentru x = 0, 5,
în acelaşi timp lărgimea primei benzi ∆1E creşte neliniar de la ∆1E = 0 pentru
x = 0 până la ∆1E = ∆2E = 1, 30 pentru x = 0, 5.
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Figura 10.3: (a) Diagrama de fază metal-dielectric în coordonatele (x, V ); (b) De-
pendenţa lărgimii benzii ∆1E şi ∆2E de concentraţia de impurităţi în punctul de
tranziţie metal-dielectric.
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Figura 10.4: Dependenţa mar-
ginilor benzilor E1, E2 = E3

şi E4 de concentraţia de impuri-
tăţi în punctul de tranziţie metal-
dielectric.

Pe fig.10.4 sunt prezentate marginile benzi-
lor E1, E2 = E3 şi E4 în punctul de tranzi-
ţie metal-dielectric ca funcţie de concentraţia de
impurităţi. Observăm că E1 are un minim pu-
ţin pronunţat în apropierea lui x = 0, 85, iar
E4 un maxim de asemenea puţin pronunţat în
apropierea lui x = 0, 15.

Pe fig.10.5(a) şi 10.5(b) se arată dependenţa
numerelor de ocupare nA/n0

A, nB/n0
B şi a ra-

portului V/V0 de valorile parametrului U pentru
V0 = 0, 75, x = 0, 25 (a) şi x = 0, 5 (b) (n0

A şi n0
B

corespund valorilor lui nA şi nB pentru U = 0).
După cum se vede din grafice, cu descreşterea
lui U raportul nA/n0

A creşte, iar nB/n0
B şi V/V0

descresc. De aici rezultă concluzia că pentru
concentraţii ale impurităţilor x < 0, 5 numărul
de ocupare nB depinde slab de U şi variaţia mărimii V este determinată în principal
de variaţia numărului de ocupare pentru impurităţi nA.

Pe fig.10.5(c) şi 10.5(d) este reprezentată dependenţa numerelor de ocupare a
stărilor nA şi nB de concentraţia de impurităţi pentru U = 0, 4 şi diferite valori
ale lui V0 (curbele 1-5 corespund la V0 = 0; -0,2; -0,4; -0,6; -0,8 pe fig.10.5(c) şi
V0 = 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 pe fig.10.5(d)). Se vede că numerele de ocupare nA şi nB

depind esenţial de parametrul V0. Pentru V0 < 0 în faza dielectrică (curbele 4 şi 5
pe fig.10.5(c)) numerele de ocupare depind liniar de x, iar diferenţa nA−nB , şi deci
şi parametrul V , nu depind de concentraţia de impurităţi. Observăm de asemenea
că dacă V0 > 0, atunci pentru x = 0 (x = 1, 0) nA (nB) poate fi diferit de zero. În
cazul V0 > 0 diferenţa nB − nA este maximă pentru x = 0, 5, iar pentru x = 0 şi
x = 1, 0 nA − nB = 0. În domeniul concentraţiilor mici (x . 0, 1) pentru V0 > 0
mărimea nB nu depinde practic de U şi V0, şi putem considera cu mare precizie că
nB ' x, iar nA = K(U, V0)x, unde K(U, V0) este un coeficient de proporţionalitate,
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Figura 10.5: (a) şi (b) Dependenţa numerelor de ocupare nA/n0
A, nB/n0

B şi a
raportului V/V0 de valorile parametrului U ; (c) şi (d) Dependenţa numerelor de
ocupare a stărilor nA şi nB de concentraţia de impurităţi pentru U = 0, 4 şi diferite
valori ale lui V0.
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care este determinat de parametrii U şi V0.
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Figura 10.6: (a) Dependenţa mărimii V de concentraţia de impurităţi pentru
U = 0, 4 şi valori diferite ale lui V0; (b) Dependenţa mărimii V de concentraţia
de impurităţi pentru V0 = 0, 6 şi valori diferite ale parametrului U . Dependenţa
energiei Fermi εF de concentraţia de impurităţi pentru U = 0, 4 şi diferite valori ale
lui V0 (c); şi pentru V0 = 0, 6 şi diferite valori ale lui U (d).

Pe fig.10.6(a) este prezentată dependenţa mărimii V de concentraţia de impu-
rităţi pentru U = 0, 4 şi diferite valori ale lui V0 (curbele 1-11 corespund valorilor
V0 = −1, 0; -0,8; -0,6; -0,4; -0,2; 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0). Se vede că pentru
V0 > 0 mărimea V creşte cu creşterea concentraţiei de impurităţi. Totodată creşte
şi diferenţa V − V0 cu creşterea concentraţiei de impurităţi şi a parametrului V0.
Se observă de asemenea că pentru V0 < 0 cu apariţia fazei dielectrice, V nu de-
pinde de concentraţia de impurităţi. Aceste figuri pot fi folosite pentru construirea
diagramelor de fază pentru valori date ale lui V0.

Pe fig.10.6(b) se arată dependenţa mărimii V de concentraţia de impurităţi
pentru V0 = 0, 6 şi diferite valori ale lui U (curbele 1-5 corespund lui U = −1, 0;
-0,6; 0; 0,4; 0,9). Se vede că pentru U > 0 mărimea V creşte, iar pentru U < 0 ea
scade cu creşterea concentraţiei de impurităţi 0 < x < 0, 5. În acest caz dependenţa
diferenţei V − V0 de concentraţia de impurităţi pentru U > 0 este mai importantă
decât pentru U < 0.

Pe fig.10.6(c) şi fig.10.6(d) este redată dependenţa energiei Fermi εF de con-
centraţia de impurităţi pentru U = 0, 4 şi V0 = 0, 6 şi pentru diferite valori ale
parametrilor V0 şi U . Curbele 1-3 corespund lui V0 = 0; 0,6; -0,6 pe fig.10.6(c), şi
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U = 0; 0,9; -1,0 pe fig.10.6(d). Se vede că poziţia nivelului Fermi depinde puternic
de valoarea parametrului V0 şi mai puţin esenţial de valoarea lui U . În afară de
aceasta pentru o valoare dată a lui V0 = 0, 6 mărimea εF depinde slab de parametrul
U pentru U < 0, decât pentru U > 0.

După cum era de aşteptat, pentru x = 0, 5 şi orice valoare a lui V0 şi U poziţia
nivelului Fermi coincide cu jumătatea benzii (εF = 0).
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Figura 10.7: (a) Dependenţa densităţii electronice de stări la nivelul Fermi %(εF ) de
concentraţia de impurităţi pentru V0 = 0, 6 şi diferiţi U ; (b) Dependenţa densităţii
electronice de stări la nivelul Fermi %(εF ) de concentraţia de impurităţi pentru
U = 0, 4 şi V0 diferiţi; (c) Dependenţa lui %(εF ) de concentraţia de impurităţi

Pe fig.10.7(a) se vede dependenţa densităţii electronice de stări la nivelul Fermi
%(εF ) de concentraţia de impurităţi pentru V0 = 0, 6 şi diferite valori ale parame-
trului U (curbele 1-5 corespund lui U = −1, 0; -0,6; 0; 0,4; 0,9). Se vede uşor că
pentru U & 0, 2 densitatea de stări %(εF ) începe să depindă puternic de valoarea lui
U (în special pentru U > 0). Pentru U > 0 în dependenţa lui %(εF ) de concentraţia
de impurităţi în domeniul 0 < x < 0, 5 există un maxim pentru x ' 0, 3.

Pe fig.10.7(b) este dată dependenţa densităţii electronice de stări la nivelul Fermi
%(εf ) pentru U = 0, 4 şi diferite valori ale lui V0 (curbele 1-6 corespund lui V0 = 0;
0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0). Din fig.10.7(b) rezultă că, caracterul dependenţei lui %(εF )
de concentraţia de impurităţi este determinată de valorile lui V0. Pentru V0 mic dar
pozitiv (V0 . 0, 25) se observă un singur maxim a lui %(εF ) în punctul x = 0, 5. Cu
creşterea lui V0 poziţia acestui maxim se deplasează la stânga (x ≈ 0, 3). Datorită
simetriei teoriei CPA mai apare un maxim şi în punctul x = 0, 7. În cazul V0 < 0
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Figura 10.8: (a) şi (b) Dependenţa temperaturii critice de tranziţie în starea supra-
conductoare Tc/W de concentraţia de impurităţi pentru U = 0, 4 şi diferite valori
ale lui V0; (c) Dependenţa lui Tc/W de concentraţia de impurităţi.

maximul din dependenţa lui %(εF ) de concentraţia de impurităţi are loc numai în
punctul x = 0, 5.

Acest lucru se vede bine pe fig.10.7(c), unde se arată dependenţa lui %(εF ) de
concentraţia de impurităţi pentru U = 0, 4, V0 = 0, 6 (curba 1) şi U = 0, 4,V0 =
−0, 6 (curba 2).

Aceste particularităţi ale densităţii electronice de stări la nivelul Fermi apar şi
în dependenţa temperaturii critice a tranziţiei supraconductoare de concentraţia de
impurităţi.

Pentru rezolvarea numerică a ecuaţiei care determină temperatura tranziţiei
supraconductoare, este indicat ca această ecuaţie să fie pusă sub forma

∫ ωD

−ωD

%(E)
[
Tc − U

4
th y

y

]
dE = 0; y =

E − εF

2Tc
. (10.87)

Urmând lucrarea [45], presupunem că ωD & w. Calculul se face pentru valorile
parametrilor teoriei care determină faza metalică pe fig.10.3(a).

Pe fig.10.8 este prezentată dependenţa temperaturii critice de tranziţie în starea
supraconductoare pentru valorile parametrului U = 0, 4 şi diferite valori ale lui V0

(curbele 1-7 corespund lui V0 = 0; -0,1; -0,2; -0,3; -0,4; -0,5; -0,6; pe fig.10.8(a) şi
V0 = 0, 1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7 pe fig.10.8(b)). Observăm că curba 7 de pe
fig.10.8(a) coincide cu rezultatele lucrării [45] şi corespund dependenţei mărimii Tc

de concentraţia de impurităţi în BaPb1−xBixO3. Aceste calcule sunt în concordanţă
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cu datele experimentale pentru compusul respectiv (vezi [45]). Din comparaţia
acestor curbe rezultă că valoarea mărimii Tc depinde puternic de V0 = εA − εB

şi conţine în ea posibilitatea creşterii puternice a lui Tc pe calea măririi lui V0 în
comparaţie cu valorile acestui parametru în BaPb1−xBixO3 (V0 = −0, 6).

Pe fig.10.8(b) se vede că pentru V0 ≥ 0, 25 în dependenţa lui Tc de concentra-
ţia de impurităţi se pot observa două maxime, poziţia cărora depinde esenţial de
parametrul V0. Pentru V0 & 0, 65 în apropierea lui x = 0, 5 apare un domeniu,
unde Tc = 0. Pentru V0 < 0 temperatura critică a tranziţiei supraconductoare
este maximă pentru x = 0, 5. Ne reamintim de asemenea că pentru concentraţii
mici (x . 0, 1) şi mari (x & 0, 9) temperatura critică depinde slab de V0 dacă
V0 > 0. Este important să să observăm că, dacă V0 < 0, supraconductibilitatea
poate fi observată numai într-un interval determinat de concentraţii ale impurită-
ţilor x1c < x < x2c. Concentraţiile critice de impurităţi X1c şi x2c sunt simetrice
în raport cu x = 0, 5, şi depind puternic de valorile parametrului V0 pentru valori
fixate ale lui U .

Ca o ilustrare a dependenţei lui Tc de semnul mărimii V0 ne putem referi la
fig.10.8(c), care corespunde cazurilor U = 0, 4, V0 = 0, 6 (curba 1) şi U = 0, 4,
V0 = −0, 6 (curba 2). Se vede uşor că pentru w ' 1 eV putem obţine temperaturi
critice înalte (w > 100 K). În acest caz cea mai mare valoare a lui Tc se obţine
pentru V0 = 0. Dacă presupunem că frecvenţa Debye ωD este mai mică decât
lărgimea benzii W , atunci, natural, Tc se micşorează, totuşi caracterul calitativ al
dependenţei sale de concentraţia de impurităţi se conservă.

În sfârşit, pentru studiul proprietăţilor stării normale s-a rezolvat selfconsistent
sistemele de ecuaţii (10.12), (10.13) şi (10.66). Ca rezultat s-au determinat numerele
de ocupare ale stărilor nA, nB şi poziţia nivelului Fermi εF pentru valori date ale
concentraţiei x, diferenţei V0 = εA − εB şi a parametrului U . Presupunem că U
poate lua atât valori pozitive cât şi negative. Determinăm mai departe valorile
densităţilor electronice de stări %(E), %A(E) şi %B(E) ca funcţie de energie, şi de
asemenea valorile densităţilor de stări la nivelul Fermi %(εF ).

În fig.10.9 şi fig.10.10 sunt prezentate dependenţele lui % = %(E) pentru U = 0, 4,
concentraţia de impurităţi 0 ≤ x ≤ 0, 5 şi diferite valori ale parametrului V0: -0,6
(a); 0,6 (b); -0,7 (c); 0,7 (d). Punctele pe aceste figuri specifică poziţia nivelului
Fermi. Dacă V0 = −0.6, atunci pentru concentraţii mici de impurităţi, şi de asemena
mari (x . 0, 15 şi x & 0, 85) sistemul se află în stare dielectrică, iar în domeniul
0, 15 < x < 0, 85 în stare metalică. Dacă V0 = 0, 6 sau V0 = 0, 7, atunci pentru
orice 0 < x < 1 sistemul se află înstare metalică. După cum se vede din fig.10.10(a)-
10.10(k) pentru V0 = −0, 7 sistemul se poate afla numai în starea dielectrică. În
acest fel, în cazul unui U pozitiv există un domeniu destul de larg de concentraţii
ale impurităţilor şi a valorilor parametrului V0, pentru care sistemul se găseşte în
stare metalică. Prin urmare, este posibilă tranziţia în starea supraconductoare.
Densitatea de stări electronice la nivelul Fermi poate fi suficient de mare pentru ca
să avem o temperatură critică înaltă.
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Figura 10.9: Dependenţa %(E) pentru U = 0, 4 şi diferite valori ale parametrului
V0.
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Figura 10.10: Dependenţa %(E) pentru U = 0, 4 şi diferite valori ale parametrului
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Postfaţă

Modelul supraconductorului bi-bandă a fost propus de Moskalenko acum aproa-
pe 50 de ani [1]. Ceva mai târziu o teorie similară a fost publicată de Suhl, Mathias
şi Walker [2]. Din păcate prioritatea lui Moskalenko în domeniu a fost, în foarte
multe cazuri, trecută cu vederea.

Modelul bi-bandă a fost dezvoltat de Moskalenko şi colaboratorii săi din Insti-
tutul de Fizică Aplicată al Academiei de Ştiinţe al Moldovei (înainte de 1991, al
Academiei de Ştiinţe a RSS Moldoveneşti), obţinându-se o descriere detaliată a pro-
prietăţilor termodinamice şi electromagnetice ale supraconductorilor multi-bandă.
Rezultatele au fost comunicate în mai multe monografii şi într-un număr foarte
mare de articole, indicate în bibliografia prezentei lucrări.

După descoperirea supraconductibilităţii la temperaturi înalte, Moskalenko şi
colaboratorii au folosit teoria supraconductorilor bi-bandă pentru explicarea com-
portării noilor materiale. Un articol de sinteză [3] prezintă o expunere completă
a aplicaţiilor teoriei Moskalenko la materialele care prezintă supraconductibilitate
la temperaturi înalte, la nivelul anului 1991. În acest context, merită menţionate
rezultatele obţinute de Moskalenko şi colaboratorii în studiul modelului Hubbard
[4].

Modelul Moskalenko a fost adoptat şi generalizat pentru investigarea proprie-
tăţilor termodinamice şi oscilaţiilor colective în sisteme multi-bandă cu densitate
mică a purtătorilor de sarcină [5].

Descoperirea şi investigarea experimentală a supraconductivităţii la temperatură
relativ ridicată (Tc = 39 K) într-un compus binar simplu, MgB2 [6], a însemnat
"un cadou neaşteptat" pentru fizica temperaturilor joase. Spre deosebire de cu-
praţi, unde supraconductivitatea este - probabil - un efect bidimensional, în MgB2

aceasta apare ca un efect tridimensional. În plus, materialul este, în mod clar, un
supraconductor bi-bandă, raportul gap-urilor pentru cele două benzi fiind 2,6 [7].
Proprietăţile sale sunt foarte bine explicate în modelul Moskalenko [8], [9], care este
citat, în acest context, cu o frecvenţă remarcabilă [10], [15]. Putem spune, astfel,
că modernitatea şi actualitatea modelului sunt confirmate de interesul deosebit faţă
de noul produs supraconductor MgB2.
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