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Предисловие

Согласно сложившейся в последнее время точке зрения, оптимальное 

управление представляет собой определенный раздел теории экстремальных 

задач (теории оптимизации), посвященный исследованию и решению воп-

росов максимизации и минимизации функционалов на множествах функций 

специального вида. С другой стороны, – оптимальное управление тесно 

связано с выбором наиболее выгодных (оптимальных) режимов управления 

сложными объектами, которые описываются при помощи систем обыкно-

венных дифференциальных уравнений. Если первая точка зрения непосредс-

твенно согласуется с классификацией, принятой в «классической» матема-

тике, то вторая – более прикладная, поскольку ориентирована на решение 

различного рада задач из экономики и техники. При изложении материала 

данного пособия предпочтение отдается именно второй точке зрения.

Пособие посвящено изложению принципа максимума Л.С. Понтрягина – 

одному из основных инструментов решения задач оптимального управления 

динамическими системами. Сначала приводятся краткие сведения из теории 

дифференциальных уравнений, активно используемые в дальнейшем, обсуж-

дается понятие функционала и задача его оптимизации. Затем дается поста-

новка задачи оптимального управления динамической системой, поведение 

которой может быть описано с помощью системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений. Приводится несколько вариантов принципа мак-

симума, соответствующих различным разновидностям задачи оптимального 

управления (с фиксированными и подвижными концами, с фиксированной 

и нефиксированной продолжительностью управления). Изучается модель 

односекторной экономики, предложенная Нобелевским лауреатом Р. Солоу, 

и на ее основе ставится и решается задача оптимального экономического 

роста. Кроме того, с помощью принципа максимума изучаются две задачи 

оптимального использования энергии с учетом возможных отрицательных 

последствий для окружающей среды.

Пособие содержит пять глав, каждая из которых завершается выводами, 

списком основных терминов, контрольных вопросов и упражнений. В конце 

пособия предлагаются темы курсовых работ, которые должны являться про-

должением развития тематики данного пособия.



Глава 1. Необходимые сведения 
из теории дифференциальных 
уравнений и функционального 

анализа

Материал этой главы необходим для понимания всего последующего 

изложения. Читатель, знакомый с ним, может переходить к изучению сле-

дующей главы.

1.1. Дифференциальное уравнение первого порядка
Дифференциальное уравнение первого порядка, разрешенное относи-

тельно производной, имеет вид

( , )
d x

f t x
d t

= . (1.1)

Здесь ( )x x t=  – искомая числовая функция аргумента t , определенная 

на некотором числовом промежутке ( , )a b , а ( , )f t x  – заданная числовая 

функция двух переменных. Обычно функцию f  считают непрерывной на 

некоторой плоской области 2,D D RÃ .

Решением дифференциального уравнения (1.1) называют такую диффе-

ренцируемую на интервале ( , )a b  функцию ( )x x t= , которая при подставке 

в уравнение (1.1) обращает его в тождество, т.е.

( )
( , ( ))

d x t
f t x t

d t
=   при всех ( , )t a bŒ .

При этом график функции ( )x x t=  именуют интегральной кривой.

Пусть заданы два числа 0 ( , )t a bŒ  и 0x , такие, что 0 0( , )t x DŒ . Задачу 

отыскание решения ( )x x t=  уравнения (1.1), удовлетворяющего начально-

му условию 0 0( )x t x= , называют задачей Коши. Геометрически задача Коши 

состоит в нахождении интегральной кривой уравнения (1.1), проходящей 

через заданную точку 0 0 0( , )M t x  (рис 1.1).

При этом возможны следующие три случая:

1. Через точку 0M  проходит единственная интегральная кривая;

2.  Через точку 0M  проходит по крайней мере две интегральные кри-

вые;

3.  Через точку 0M  не проходит ни одной интегральной кривой.
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Рис. 1.1. Интегральная кривая

Из курса дифференциальных уравнений известно, что при выполнении 

определенных (не слишком «жестких») требований к функции ( , )f t x  реше-

ние задачи Коши на некотором интервале 0 0( , )t h t h- +  (где положительное 

число h  достаточно малLо) всегда существует и определяется однозначно (т.е. 

является единственным).

Пример 1.1. Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка

d x x
x

d t t
= =¢ .

Непосредственной проверкой легко убедиться, что, например, функция 

2x t=  ( 0t π ) является решением задачи Коши для этого уравнения с началь-

ным условием (1) 2x = .

Допустим, что область D  обладает тем свойством, что в каждой точке этой 

области задача Коши для уравнения (1.1) имеет единственное решение (т.е. 

через каждую точку этой области проходит, причем в точности одна интег-

ральная кривая). Однопараметрическое семейство функций ( , )x x t C= , где 

C  – параметр, называется общим решением уравнения (1.1) в области D , если 

для любой точки 0 0( , )t x DŒ  выполняются следующие два условия

1. уравнение 0 0( , )x x t C=  относительно C  имеет единственное реше-

ние 0C C= ;

2.  функция 0( , )x x t C=  является решением задачи Коши для уравнения 

(1.1) с начальным условием 0 0( )x t x= .



Введение в оптимальное управление8

Пример 1.2. Пусть имеется дифференциальное уравнение 33x x=¢ . 

Проверим, что семейство функций 3( , ) (2 )x t C t C= + , где C  – произволь-

ная постоянная, является общим решением данного уравнения на всей плос-

кости, т.е. при 2D R= . С этой целью сначала из уравнения 3
0 0(2 )x t C= +  

находим единственное решение 
2

3
0 0 02C C x t= = - . Далее, убеждаемся в том, 

что функция 
2 33

0 0 0( , ) (2 2 )x t C t x t= + -  является решением данного диффе-

ренциального уравнения:
2 33

0 0 0

2 1 2
3 2 3 3

0 0 0 0 0

( ( , )) (2 2 )

3
(2 2 ) 2 3 2 2 3 ( , )

2

x t C t x t

t x t t x t x t C

¢
Ê ˆ= + - =¢ Á ˜Ë ¯

= + - = + - =

при всех t . Остается проверить выполнение начального условия:

0

0

2
3

0 0 0 0( , ) (2 2 )
t t

t t

x t C t x t x
=

=

= + - = .

Проинтегрировать дифференциальное уравнение (1.1) означает найти его 

решение (или общее решение). Способ интегрирования в сильной степени 

зависит от конкретного вида правой части уравнения (1.1), т.е. от функции 

( , )f t x . В стандартном курсе дифференциальных уравнений (см., например, 

[7]) изучаются способы интегрирования следующих классов дифференци-

альных уравнений:

• уравнения с разделяющимися переменными,

• линейные уравнения,

• уравнения в полных дифференциалах,

• однородные уравнения.

При этом каждый класс характеризуется специфическими для него при-

емами интегрирования, на которых мы здесь не останавливаемся (об этом 

см., например, [7]).

1.2. Начальные понятия теории систем дифференциальных 
уравнений

1.2.1. Системы из двух дифференциальных уравнений
Нормальная система из двух обыкновенных дифференциальных уравне-

ний первого порядка имеет вид
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1
1 1 2

2
2 1 2

( , , )

( , , ).

dx
f t x x

dt
dx

f t x x
dt

Ï =ÔÔ
Ì
Ô =ÔÓ

 (1.2)

Здесь 1 1( )x x t= , 2 2 ( )x x t=  – искомые функции аргумента t ; 1f  и 2f  – 

заданные функции трех аргументов 1 2, ,t x x , определенные на некоторой 

трехмерной области 3,D D RÃ .

Если функции 1f  и 2f  не зависят от аргумента t , то систему (1.2) назы-

вают автономной.

Решением системы (1.2) на интервале ( , )a b  называют пару функций 

1 1( )x x t= , 2 2 ( )x x t= , определенных и дифференцируемых на данном интер-

вале и обращающих уравнения системы (1.2) в тождества по t , т.е.

1
1 1 2

2
2 1 2

( )
( , ( ), ( ))

( )
( , ( ), ( ))

dx t
f t x t x t

dt
dx t

f t x t x t
dt

Ï =ÔÔ
Ì
Ô =ÔÓ

  

для всех ( , )t a bŒ .

Рис. 1.2. Траектория системы
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Задача Коши для системы (1.2) формулируется следующим образом. 

Заданы начальные данные (числа) (0)
1x , (0)

2x  и начальный момент времени 

0 ( , )t a bŒ  такие, что (0) (0)
0 1 2( , , )t x x DŒ . Требуется найти решение 1 1( )x x t= , 

2 2 ( )x x t=  системы (1.2), удовлетворяющее в момент времени 0t t=  задан-

ным начальным условиям

(0) (0)
1 0 1 2 0 2( ) , ( )x t x x t x= = .

Решение задачи Коши для системы (1.2) (т.е. пара функций 1 1( )x x t= , 

2 2 ( )x x t= ) в прямоугольной декартовой системе координат 1 2x Ox  на плос-

кости параметрически задает некоторую кривую, проходящую при 0t t=  через 

точку (0) (0)
0 1 2( , )N x x=  (рис. 1.2). Эту кривую (линию) называют траекторией 

системы (1.2), а плоскость переменных 1 2,x x  именуют фазовой плоскостью.

Из курса дифференциальных уравнений известно1, что при определен-

ных требованиях, предъявляемых к функциям 1f  и 2f , решение задачи Коши 

на некотором интервале 0 0t h t t h- < < +  (где положительное число h  доста-

точно мало) существует и единственно.

Набор из двух функций 1 1 1 2( , , )x x t C C= , 2 2 1 2( , , )x x t C C= , зависящих от 

аргумента t  и двух параметров 1 2,C C , называют общим решением системы 

(1.2) в некоторой области D  ( 3D RÃ ) существования и единственности 

решения задачи Коши, если для любой точки (0) (0)
0 1 2( , , )t x x DŒ  выполняются 

следующие два условия:

1) система равенств
(0)
1 1 1 2

(0)
2 2 1 2

( , , )

( , , )

x x t C C

x x t C C

Ï =Ô
Ì

=ÔÓ
может быть однозначно разрешена относительно 1 2,C C . Обозначим решение 

этой системы равенств через 0 0
1 2,C C ;

2) функции 0 0 0 0
1 1 1 2 2 2 1 2( , , ), ( , , )x x t C C x x t C C= =  образуют решение зада-

чи Коши с начальной точкой (0) (0)
0 1 2( , )N x x=  и начальным моментом вре-

мени 0t .

Пример 1.3. Рассмотрим систему уравнений

x y

y x

= -¢Ï
Ì =¢Ó

 (1.3)

относительно двух неизвестных функций ( )x x t=  и ( )y y t= . Проверим, что 

набор функций

1 2 1 2cos sin , sin cosx C t C t y C t C t= + = -  (1.4)

1 Об этом идет речь в теореме Коши [7].
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является общим решением данной системы на всем пространстве 3R . Прежде 

всего, рассмотрим следующую систему уравнений (относительно 1 2,C C ):

0 1 0 2 0

0 1 0 2 0

cos sin

sin cos .

x C t C t

y C t C t

Ï = +Ô
Ì

= -ÔÓ
Единственным решением этой линейной относительно 1 2,C C  системы 

алгебраических уравнений является (проверьте этот факт самостоятельно!) 

пара чисел 0 0
1 0 0 0 0 2 0 0 0 0cos sin , sin cosC x t y t C x t y t= + = - . Тем самым, первое 

условие из определения общего решения выполнено.

Непосредственной подстановкой функций (1.4) в систему (1.3) можно 

убедиться, что они представляют собой решение этой системы при любых зна-

чениях параметров 1 2,C C , причем при выборе 0
1 1C C=  и 0

2 2C C=  это решение 

удовлетворяет начальным условиям 0 0( )x t x= , 0 0( )y t y= . Следовательно, 

функции (1.4) действительно образуют общее решение системы дифферен-

циальных уравнений (1.3).

В семействе всех возможных систем дифференциальных уравнений вто-

рого порядка (1.2) нередко выделяют наиболее простой и изученный класс 

линейных систем. Линейная система дифференциальных уравнений второго 

порядка записывается в виде

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d x
a t x a t x F t

d t

d x
a t x a t x F t

d t

Ï = + +ÔÔ
Ì
Ô = + +ÔÓ

, (1.5)

где 11 12 21 22 1 2( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )a t a t a t a t F t F t  – некоторые функции аргумента t , 

образующие коэффициенты данной системы. В случае, когда 1 2( ) ( ) 0F t F t= ∫ , 

систему (1.5) именуют однородной, в противном случае – неоднородной.

Если ввести векторные (матричные) обозначения

1

1 11 12 1

2 2 21 22 2

( ) ( ) ( )
, , ( ) , ( )

( ) ( ) ( )

d x
x a t a t F td td x

x A t F t
x d x a t a t F td t

d t

Ê ˆ
Á ˜Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ
Á ˜= = = =Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯Á ˜
Á ˜Ë ¯

,

то линейную систему (1.5) можно переписать в следующей векторной 

форме

( ) ( )
d x

A t x F t
d t

= + . (1.5)

Из курса дифференциальных уравнений известно, что в случае, когда 

все элементы матрицы ( )A t  и вектора ( )F t  непрерывны на интервале 

( , )a b  , система (1.5) всегда имеет и притом единственное решение x(t), 
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определенное на всем интервале ( , )a b  и удовлетворяющее начальному 

условию (0)
0( )x t x=  , где 0 ( , )t a bŒ , а компонентами вектора (0)x  могут быть 

произвольно выбранные два числа. В частности, единственным решением 

однородной системы с нулевым начальным условием (0)x = 0  будет нулевое 

(тривиальное) решение ( )x t ∫ 0 , т.е. 1 2( ) ( ) 0x t x t= =  при всех t .

1.2.2. Общая система дифференциальных уравнений
В общем случае нормальная система из n  дифференциальных уравнений 

с n  неизвестными функциями 1 2( ), ( ),..., ( )nx t x t x t  в векторной форме запи-

сывается следующим образом

( , )
d x

f t x
d t

= . (1.6)

Здесь
1

1 1

2
2 2

( , )

( , )
, , ( , )

( , )n n
n

d x

d t
x f t x

d x
x f t xd x

d tx f t x
d t

x f t x
d x

d t

Ê ˆ
Á ˜
Á ˜Ê ˆ Ê ˆ
Á ˜Á ˜ Á ˜
Á ˜Á ˜ Á ˜= = =Á ˜Á ˜ Á ˜
Á ˜Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯Á ˜
Á ˜Á ˜Ë ¯

� �
�

.

При 2n =  система (1.6) превращается в систему (1.2).

Для системы (1.6) так же могут быть введены понятия решения, общего 

решения, задачи Коши и ее решения. В частности, векторная функция ( )x t , 

определенная на интервале ( , )a b , называется решением системы (1.6) на этом 

интервале, если векторное равенство 
( )

( , ( ))
d x t

f t x t
d t

=  представляет собой 

тождество по t , т.е. имеет место при всех ( , )t a bŒ .

Система (1.6) называется линейной системой, если ее правая часть имеет 

вид ( , ) ( ) ( )f t x A t x F t= + , где

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

( )( ) ( ) ( )

n

n

nn n nn

a t a t a t F t

a t a t a t F t
A t F t

F ta t a t a t

Ê ˆ Ê ˆ
Á ˜ Á ˜
Á ˜ Á ˜= =
Á ˜ Á ˜
Á ˜ Á ˜Ë ¯Ë ¯

…

…

����������

…

.
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1.3. Функционал и задача его оптимизации

1.3.1. Понятие функционала
Рассмотрим все возможные функции аргумента x , определенные на 

некотором промежутке. Как известно, функции можно складывать и умно-

жать на числа. Суммой двух функций f  и g  называется такая функция h  , 

заданная на том же самом промежутке, значения которой вычисляются по 

правилу ( ) ( )( ) ( ) ( )h x f g x f x g x= + = +  для всех x  из данного промежутка. 

Для того чтобы функцию f  умножить на число l, следует все ее значения 

умножить на это число, т.е. ( )( ) ( )f x f xl = l  для всех x . Множество функ-

ций с указанными операциями сложения и умножения на число образует так 

называемое линейное пространство функций (или функциональное пространс-

тво).

Рассмотрим все возможные непрерывные на отрезке [ , ]a b  функции. 

Сумма двух непрерывных функций является непрерывной функцией и при 

умножении непрерывной функции на число результатом вновь оказывается 

непрерывная функция. Следовательно, множество непрерывных функций 

также образует линейное пространство. Его называют пространством непре-

рывных функций и обозначают [ , ]a bC .

Аналогично можно говорить о пространстве дифференцируемых, непре-

рывно дифференцируемых (т.е. таких функций, которые непрерывны вместе 

со своими производными), бесконечно дифференцируемых и т.п. функций.

На функциональных пространствах, как на множествах, можно задавать 

отображения. Такие отображения играют важную роль в функциональном 

анализе и последующем изложении.

Пусть имеется некоторое функциональное пространство ¬  и в нем 

зафиксировано некоторое подмножество X Ã ¬ . Отображение :I X RÆ , 

ставящее в соответствие каждой функции f XŒ  определенное число ( )I f , 

называют функционалом.

Определенный интеграл

( ) ( )
b

a
I f f x dx= Ú , (1.7)

дает пример функционала, заданного на пространстве непрерывных функ-

ций [ , ]a bC . Выбрав какую-либо непрерывную функцию f  и вычислив опре-

деленный интеграл от этой функции, можно найти значение интегрального 

функционала на этой функции.

Более общо интегральный функционал определяется равенством

( ) ( , ( ))
b

a
I f F x f x dx= Ú ,
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где F  – некоторая заданная функция двух переменных. Нередко рассматри-

вают и интегральные функционалы, в которых подынтегральная функция F  

зависит не только от переменной x  и функции f , но еще и от ее производ-

ной f ¢  (т.е. ( , ( ), ( ))F x f x f x¢ ).

Другой пример функционала дает так называемый терминальный функ-

ционал

( ) ( ( ))
x b

I f f x
=

= f ,

где f  – заданная функция одной переменной.

Функционал :I X RÆ  называют линейным функционалом, если для любых 

двух функций ,f g XŒ  и любых чисел 1 2,l l  имеет место равенство

1 2 1 2( ) ( ) ( )I f g I f I gl + l = l + l .

Поскольку интеграл от суммы функций равен сумме интегралов от дан-

ных функций и постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, 

то указанный выше интегральный функционал (1.7) является линейным.

1.3.2. Задача оптимизации функционала
Постановка всякой задачи оптимизации (экстремальной задачи) в фун-

кциональном пространстве ¬  предполагает наличие двух объектов – непус-

того (допустимого) множества X , X Ã ¬ , и (целевого) функционала I , 

заданного на множестве X . Сама задача оптимизации (минимизации или 

максимизации) заключается в отыскании такого элемента (точнее говоря, 

функции) *x XŒ , для которого выполняется неравенство
*( )I x  £  ( )I x при всех x XŒ  (для задачи минимизации),
*( )I x  ≥  ( )I x при всех x XŒ (для задачи максимизации).

При этом для постановки задачи минимизации или максимизации 

используют соответственно запись

( ) min
x X

I x
Œ

Æ              или            ( ) max
x X

I x
Œ

Æ .

В общем случае задача оптимизации заданного функционала I  на мно-

жестве X  может

• не иметь ни одного решения,

• иметь в точности одно решение,

• иметь более одного решения.

Реализация той или иной из указанных трех возможностей зависит от 

конкретного вида данного функционала и структуры множества, на котором 

он максимизируется или минимизируется.
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Пример 1.3. Пусть имеется интегральный функционал

2( ) 1 ( ( ))
b

a
I x x t dt= + ¢Ú , (1.8)

а допустимым множеством X  является совокупность всех непрерывно 

дифференцируемых функций, удовлетворяющих условиям ( )x a A=  и 

( )x b B= , где A  и B  – некоторые заданные числа. Нетрудно понять, что 

графиками функций допустимого множества X  являются плоские кривые, 

соединяющие точки ( , )a A  и ( , )b B  (графики некоторых трех из таких фун-

кций изображены на рис. 1.3), а интегральный функционал (1.8) выражает 

собой длину этих кривых.

Так как кратчайшей линией, соединяющей две точки, является прямая, 

то минимума данный функционал достигает на единственной функции

( )
B A

x t a A
b a

-
= - +

-
,

графиком которой является прямая линия, проходящая через точки ( , )a A  и 

( , )b B . Тогда как задача его максимизации на указанном допустимом множес-

тве, очевидно, решения не имеет.

Рис. 1.3. Три кривых допустимого множества



Введение в оптимальное управление16

Выводы
В теории оптимального управления используются определенные понятия 

и сведения из курса теории дифференциальных уравнений и функциональ-

ного анализа. Знакомство с ними необходимо для понимания всего последу-

ющего материала.

Основные термины
Система дифференциальных уравнений, решение системы, задача Коши, 

функциональное пространство, пространство непрерывных функций, функ-

ционал, интегральный функционал, задача оптимизации.

Контрольные вопросы
1. Напишите общий вид дифференциального уравнения первого поряд-

ка, разрешенного относительно производной.

2. Сформулируйте определения решения и общего решения дифферен-

циального уравнения первого порядка.

3. Сформулируйте задачу Коши для дифференциального уравнения 

первого порядка, разрешенного относительно производной. Что 

можно сказать о решении этой задачи?

4. Какой вид имеет нормальная система из двух дифференциальных 

уравнений?

5. Приведите определения решения и общего решения нормальной 

системы из двух дифференциальных уравнений.

6. Запишите нормальную линейную неоднородную систему из двух 

дифференциальных уравнений в векторной форме.

7. Приведите общий вид и сформулируйте понятие решения общей 

нормальной системы из n  дифференциальных уравнений.

Упражнения
1. В чем состоит общее и в чем заключается отличие между поняти-

ем решения и общего решения дифференциального уравнения первого 

порядка?

2. Проинтегрируйте дифференциальное уравнение 
2

2 tx te-=¢  и найди-

те интегральную кривую, проходящую через точку (0, 1)M - .

3. Найдите общее решение дифференциального уравнения

1

1

d x
d t t

=
-

.

4. Решите задачу Коши для дифференциального уравнения
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cos
d y

y x
d x

=

с начальным условием (0) 1y = .

5. Найдите общее решение линейного неоднородного дифференциаль-

ного уравнения sin sin cosy y x x x- =¢ .

6. Отыщите общее решение линейного однородного дифференциаль-

ного уравнения второго порядка 3 2 0y y y- + =¢¢¢ ¢ .

7. Укажите решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами 4 xy y e+ =¢¢ , 

удовлетворяющее условиям (0) 4, (0) 3y y= = -¢ .

8. Для системы дифференциальных уравнений второго порядка

1
1

1

d x
d t y

d y
d t x t

Ï = -ÔÔ
Ì
Ô =
Ô -Ó

найдите решение задачи Коши с начальными данными (0) 1, (0) 1x y= - = .

9. Проверьте, что пара функций 1 2 1 23 ,t t t tx C e C e y C e C e- -= + = +  обра-

зует общее решение системы дифференциальных уравнений второго 

порядка

2 5 4

3 4 2 .

x y y x

x y x y

- = -¢ ¢Ï
Ì - = -¢ ¢Ó

10. Решите следующую линейную неоднородную систему дифферен-

циальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами (т.е. 

найдите ее общее решение)

2

2

.

tx y e

y x t

Ï = +¢Ô
Ì

= +¢ÔÓ



Глава 2. Модель Солоу

Здесь рассматривается модель экономического роста, предложенная лау-

реатом Нобелевской премии Р. Солоу. Эта модель, основу которой составляет 

дифференциальное уравнение первого порядка, играет важную роль в неок-

лассической теории экономического роста. С ее помощью можно получить 

ряд полезных экономических выводов.

2.1. Основные параметры и предположения
Модель Солоу является односекторной моделью экономического роста. 

В этой модели экономическая система рассматривается как единое целое, 

производящая один универсальный продукт, который может как потреб-

ляться, так и инвестироваться. Рынки сбыта работают бесперебойно, про-

изводственные факторы (капитал и труд) существенно не понижаются и 

не повышаются при изменении цен, технология не подвержена никаким 

изменениям. В целом, модель достаточно адекватно отражает важнейшие 

макроэкономические аспекты процесса воспроизводства. Экспорт-импорт в 

явном виде здесь не учитывается.

Состояние экономики в модели Солоу задается следующими пятью эндо-

генными переменными:

1) X - валовой внутренний продукт (ВВП),

2) C - фонд непроизводственного потребления,

3) I - инвестиции,

4) L  – труд (число занятых),

5) K    капитал (основные производственные фонды).

Кроме того, в модели используются следующие экзогенные (задан-

ные вне системы) показатели: n  – годовой темп прироста числа заня-

тых, m  – доля выбывших за год основных производственных фондов, 

r  – норма накопления (доля валовых инвестиций в валовом внутреннем 

продукте). Экзогенные параметры подчинены следующим ограничениям: 

1 1, 0 1, 0 1- < n < < m < < r < .

Предполагается, что эндогенные переменные изменяются во времени 

(аргумент опущен, но присутствует по умолчанию). Экзогенные переменные 

считаются постоянными во времени, причем норма накопления является 

управляющим параметром, т.е. в начальный момент времени может уста-

навливаться управляющим органом системы на любом уровне из области 

допустимых значений.
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Время t  изменяется непрерывно от начального момента 0 0t =  и едини-

цей измерения является год.

Предполагается, что годовой выпуск в каждый момент времени опреде-

ляется линейно-однородной неоклассической производственной функцией

( , )X F K L= , (2.1)

которая неотрицательна при неотрицательных значениях переменных K  

и L  , и имеет место равенство (0,0) 0F = . Считается, что функция ( , )F K L  

имеет частные производные до второго порядка включительно, причем обе ее 

частные производные первого порядка положительны и 
2

2 0
F

K
∂

<
∂

 . Кроме того, 

эта функция предполагается однородной, т.е. равенство ( , ) ( , )F rK rL rF K L=  

имеет место для всех положительных r .

2.2. Модель Солоу. Равновесная траектория
Выясним, каким образом изменяются ресурсные показатели за неболь-

шой промежуток времени tD . В соответствии с определением темпа прирос-

та имеем

L
t

L
D

= nD ,      или            
d L

L
d t

= n .

Из последнего дифференциального уравнения находим ln lnL t A= n + , а 

значит tL Aen= . Используя начальное условие 0(0)L L= , находим константу 

0A L=  и приходим к зависимости 0
tL L en= .

Износ и инвестиции в расчете на год составляют Km  и I соответственно, 

а за время tD  – соответственно K tm D , I tD , поэтому прирост капитала за это 

время будет равен K K t I tD = -m D + D . Отсюда, после деления обеих частей 

этого равенства на tD  и последующего предельного перехода при 0tD Æ , 

приходим к дифференциальному уравнению первого порядка

0)0(, KKIK
td
Kd =+−= μ .

При этом инвестиции составляют I X= r , а фонд потребления равен 

(1 )C X= - r .

В итоге, получаем следующее представление модели Солоу в абсолютных 

показателях:
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0 0, , (0) ,

( , ), , (1 ) .

t d K
L L e K X K K

d t

X F K L I X C X

n= = -m + r =

= = r = - r
 (2.2)

Для удобства последующего изложения введем следующие относитель-

ные показатели:

Kk L=  – фондовооруженность;

Xx L=  – народнохозяйственная производительность труда;

Ii L=  – удельные инвестиции (на одного занятого);

Cc L=  – среднедушевое потребление (на одного занятого).

Поскольку

( , )
( ,1) ( )

F K L K
x F f k

L L
= = = ,  i x= r ,  (1 )c x= - r ,

( )
d K d d k

kL kL L
d t d t d t

= = n + ,

то окончательно модель Солоу в удельных показателях принимает следующий 

вид
0

0
0

( ), , (0) ,

( ), ( ), (1 ) ( ).

Kd k
k f k k k

d t L

x f k i f k c f k

= -l + r l = m + n = =

= = r = - r
 (2.3)

Так как каждый абсолютный или относительный показатель изменяется 

с течением времени, то можно говорить о траектории системы в абсолютных 

или относительных показателях.

Траектория называется равновесной (стационарной, а также устойчивой), 

если основные показатели не изменяются во времени, т.е.
* *

* *

( ) const, ( ) const, ( )

const, ( ) const.

k t k x t x i t

i c t c

∫ - ∫ - ∫
∫ - ∫ -

Из уравнений (2.3) прямо следует, что стационарность фондовоору-

женности k  влечет стационарность всех остальных основных показателей. 

Поэтому последующее рассмотрение, связанное со стационарным режимом, 

можно ограничить лишь одним показателем k .



21Глава 2. Модель Солоу

Для стационарной траектории *( )k t k∫  должно выполняться равенс-

тво 
*

0d k
d t =  при всех t , поэтому из первого уравнения (2.3) следует 

* *( ) 0k f k-l + r = , или

**)( kkf λρ = .

Таким образом, если стационарная траектория *( )k t k∫  существует, 

то для нее необходимо имеет место написанное выше равенство. Остается 

решить вопрос существования такой траектории. Этот вопрос, очевидно, 

эквивалентен существованию положительного корня 
*kk =  уравнения

kkf λρ =)( . (2.4)

Обратимся к производственной функции ( , )F K L  и построенной на ее 

основе функции f . Поскольку производственная функция предполагается 

неоклассической, то выполняются соотношения (0) 0, 0, 0f f f= > <¢ ¢¢ , из 

которых, в частности, следует, что функция f  является строго возрастающей 

и строго вогнутой на промежутке [0, )+ • . Анализ рис. 2.1 с учетом указанных 

соотношений на основе геометрического смысла понятия производной пока-

зывает, что если дополнительно потребовать выполнение условия

0 (0)f
l

< < ¢
r

, (2.5)

то уравнение (2.4) будет иметь и притом единственное положительное реше-

ние 
*kk = .

Рис. 2.1. Иллюстрация к существованию решения уравнения (2.4)
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Полученный результат представим в виде следующей теоремы.

Теорема 2.1 (о существовании равновесия). При выполнении условия (2.5) 

существует единственный положительный корень *k k=  уравнения (2.4). Тем 
самым, равновесная (стационарная) траектория существует и единственна, 

если имеет место условие (2.5)

Замечание 2.1. На рис. 2.1 через k̂  (
*ˆ kk < ) обозначена фондовооружен-

ность, при которой скорости роста функций y k= l  и ( )y f k= r  совпадают, 

т.е. ˆk k=  – корень уравнения

λρ =′ )(kf . (2.6)

2.3. Изучение переходных режимов
Далее будем предполагать, что равновесная траектория существует и 

единственна.

Когда начальное значение 0k  удовлетворяет равенству *
0k k= , экономика 

уже в начальный момент времени находится на равновесной траектории и 

может сойти с нее только при изменении внешних условий (установление 

другого значения нормы накопления, либо переход к новым технологиям с 

изменением функции ( , )F K L ).

При *
0k kπ  в экономике будет происходить так называемый переходный 

процесс (переходный режим), который по прошествии некоторого длительно-

го промежутка времени закончится установлением стационарного режима. 

Для проверки справедливости этого факта проведем соответствующее иссле-

дование.

В переходном режиме фондовооруженность )(tkk =  удовлетворяет 

уравнению

0)0(),( kkkfk
td
kd =+−= ρλ . (2.7)

Изучим характер изменения траектории )(tkk =  переходного режима.

Сначала определим знаки производной k¢  первого порядка, на осно-

вании которых можно будет сделать вывод о возрастании или убывании 

функции )(tkk = . Как видно из рис. 2.1, при всех k , для которых верно 
*k k< , выполняется неравенство kkf λρ >)( , а значит, в силу (2.7) 

получаем 0>′k . Отсюда следует строгое возрастание функции )(tkk =  

в указанном случае.

С другой стороны, для всех k , удовлетворяющих неравенству *k k> , 

аналогичным образом приходим к противоположному неравенству 0k <¢ , 

устанавливающему строгое убывание функции )(tkk = .
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Перейдем к определению знаков производной второго порядка k¢¢. 
Дифференцируя по t  обе части дифференциального уравнения (2.7), полу-

чим

[ ]
2

2 ( )
d k

k k f k
d t

= = r - l¢¢ ¢ ¢ . 

Отсюда в случае ˆk k< , где k̂  – число, указанное в замечании 2.1, с уче-

том знака производной первого порядка (т.е. 0k >¢ ) и неравенства ( )f kr > l¢  

придем к неравенству 0k >¢¢ . Это влечет строгую выпуклость функции 

( )k k t=  в данном случае. Если *k̂ k k< < , то подобным образом придем к 

противоположному неравенству 0k <¢¢ , означающему строгую вогнутость 

функции ( )k k t= . Если же рассмотреть случай *k k> , то с учетом неравенств 

( )f kr < l¢  и 0k <¢  вновь получим 0k >¢¢ , что опять свидетельствует о стро-

гой выпуклости фондовооруженности. Полученные результаты представле-

ны в табл. 2.1.

 Табл. 2.1. Характер изменения функции ( )k t .

ˆ0 k k< < *k̂ k k< < *k k>

k¢ + + –

k¢¢ + – +

( )k t
возрастающая,

строго выпуклая
возрастающая,
строго вогнутая

убывающая,
строго выпуклая

Прежде чем перейти к построению графика фондоворуженности 
( )k k t=  в зависимости от начального состояния, отметим еще одно (пре-

дельное) свойство переходного процесса:

lim ( )
t

k t k*

Æ+•
= . (2.9)

Именно это свойство дает возможность заключить, что любой переход-
ный процесс независимо от начального состояния по прошествии доста-
точно длительного времени станет незначительно отличаться от стаци-
онарного.

❏ Проверку предельного равенства (2.9) проведем в предположении, что 

производственная функция является функцией Кобба-Дугласа

1( , )F K L AK La -a=



Введение в оптимальное управление24

с некоторыми положительными параметрами A  и (0,1)a Œ . Нетрудно убе-

диться, что в этом случае выполняются равенства

1

1 1
1 1

*

( ) ( ,1) , ( ) ,

ˆ ,

f k F k A k f k Ak

A A
k k

a a-

-a -a

= = = a¢

ar rÊ ˆ Ê ˆ= =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯l l
,

а уравнение (2.7) принимает вид

0, (0)
d k

k Ak k k
d t

a= -l + r = . 

Выполнив здесь замену tk e u-l= , для новой переменной u  после 

несложных преобразований получим дифференциальное уравнение с разде-

ляющимися переменными

(1 ) td u
Ae d t

u
-a l

a = r .

В результате его интегрирования находится решение

1
1

(1 ) 1
0( ) tA A

u t e k
-a-a l -ar rÈ ˘= + -Í ˙l lÎ ˚

,

которое с использованием равенства * 1( )
A

k -ar
=

l
 может быть записано в 

виде
1

* 1 (1 ) 1 * 1 1
0( ) ( ) ( )tu t k e k k-a -a l -a -a -aÈ ˘= + -Î ˚ .

После возврата к старой переменной, т.е. в результате умножения выра-

жения, стоящего в квадратных скобках, на (1 ) te- -a l , получаем

( )
1

* 1 1 * 1 (1 ) 1
0( ) ( ) ( ) tk t k k k e-a -a -a - -a l -aÈ ˘= + -Î ˚ .

После осуществления предельного перехода при t Æ +•  в обеих частях 

последнего равенства придем к требуемому равенству (2.9) ■

Подведем итоги проведенного исследования. В результате установлено 

существование трех типов переходного процесса:

1. при 0
ˆk k<  сначала происходит ускоренный рост фондовооруженнос-

ти, который по достижении значения ˆk k=  сменяется замедленным 

ростом;
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2. при *
0k̂ k k< <  имеет место замедленный рост фондовооруженности;

3. при *
0k k>  получаем замедляющееся падение фондовооруженности 

(«проедание» фондов).

Рис. 2.2. Сходимость к стационарному значению

На рис. 2.2 изображены все указанные три типа сходимости фондовоору-

женности к стационарному значению *k k=  (соответственно кривые 1–3) в 

зависимости от выбора начального значения 0 (0)k k=  на вертикальной оси.

Сходным образом происходит изменение и остальных относительных 

показателей , ,x i c , поскольку все они в силу (2.3) непосредственно связаны 

с величиной k .

2.4. «Золотое» правило накопления
Суть этого правила состоит в том, что надлежащим выбором нормы 

накопления можно максимизировать среднедушевое потребление в стаци-

онарном режиме, а значит, благодаря (2.9), и в переходном режиме по про-

шествии некоторого времени получить среднедушевое потребление близкое 

к максимальному возможному.

Вновь примем, что производственная функция является функцией 

Кобба-Дугласа. Тогда для величины *c  имеет место представление
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[ ]
1

* * 1 1( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )
A

c A k A B g
a

a -a -arÈ ˘r = - r = - r = rÍ ˙lÎ ˚
, 

где
1

11 , ( ) (1 )
A

B g a -a-a
a

È ˘= r = r - rÍ ˙lÎ ˚
.

Как видим, среднедушевое потребление целиком определяется функцией 

( )g r . Нетрудно найти производную этой функции:

1
d g
d

a
Ê ˆr a - r

= Á ˜r - r rË ¯
.

Знак этой производной (равно как и производной 
*d c

dr
) полностью 

определяется соотношением между величинами a  и r . А именно, при r < a  

имеет место неравенство 
*

0
d c
d

>
r

, тогда как при r > a  выполняется противо-

положное неравенство 
*

0
d c
d

<
r

. Из этого следует, что при r = a  достигается 

наибольшее возможное значения среднедушевого потребления. В этом 

случае норма накопления r  равна эластичности выпуска по фондам a . На 

практике норма накопления обычно меньше своего оптимального значения 

( r < a ), т.е. имеет место недонакопление (рис. 2.3).

Рис. 2.3. Два типа накопления

Замечание 2.2. Если вместо нормы накопления r  (при r < a ) установить 

меньшую норму накопления r = r - Dr�  ( 0Dr > ), то текущее среднедушевое 
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потребление возрастет с величины 0 0(1 )c Aka= - r  до 0 0(1 )c Aka= - r + Dr�  

Однако этот выигрыш через достаточно короткий промежуток времени 

сначала сойдет на нет, а потом превратится в проигрыш, поскольку при 

r < a  в силу 
*

0
d c
d

>
r

 стационарное среднедушевое потребление составляет 

* * * *( ) ( )c c c c= r > r - Dr = � . Отсюда делаем вывод, что выигрыш в текущем 
потреблении неизбежно влечет проигрыш в ближайшей перспективе.

Общая сравнительная картина изменения среднедушевого потребления в 

этих двух случаях изображена на рис. 2.4.

Рис. 2.4. Сравнительная картина изменения среднедушевого потребления

Выводы
Для изучения экономического роста оказывается удобным использо-

вания математической модели Р. Солоу в форме определенного дифферен-

циального уравнения первого порядка. Его исследование дает возможность 

получить ряд важных экономических выводов. Среди них – «золотое» пра-

вило накопления.

Основные понятия
Модель Солоу, равновесная траектория, переходный режим, «золотое» 

правило накопления.



Введение в оптимальное управление28

Контрольные вопросы
1. Какие параметры участвуют в модели Солоу?

2. Запишите модель Солоу в удельных показателях.

3. Что такое стационарная (равновесная) траектория и при каких усло-

виях она существует и единственна?

4. Охарактеризуйте три типа переходных процессов.

5. В чем заключается предельное свойство всякого переходного про-

цесса?

6. Укажите экономический смысл «золотого» правила накопления.

7. Каким образом «золотое» правило накопления выражается в матема-

тических терминах?

Упражнения
1. Убедитесь, что производственная функция Кобба-Дугласа 

1( , )F K L AK La -a=  с некоторыми положительными параметрами A  и 

(0,1)a Œ  удовлетворяет всем требованиям, сформулированным к ней в 

разд. 2.1.

2. Проанализируйте в переходных процессах изменение относительных 

показателей ( ), ( ), ( )x x t i i t c c t= = = , которые связаны с удельным потребле-

нием ( )k k t=  посредством равенств (2.3).

3. Выпишите частный случай модели Солоу с постоянной численнос-

тью занятых. Как формулируется в этом случае «золотое» правило накопле-

ния?

4. Пусть производственная функция имеет вид 
1 2

0,033 35 tF K L e= . Норма 

выбытия капитала составляет 0,08. Численность занятых растет на 2% в год. 

Норма накопления составляет 25%. Каков равновесный уровень фондово-

оруженности единицы труда с постоянной эффективностью? Каков равно-

весный уровень удельного дохода, инвестиций и потребления? Соответствует 

ли имеющаяся норма накопления «золотому» правилу? Если нет, то какой 

она должна для этого стать? Каков равновесный уровень удельного дохода, 

инвестиций и потребления по «золотому» правилу?



Глава 3. Постановка задачи 
оптимального управления

Здесь обсуждаются основные понятия теории управляемых систем и 

варианты различных постановок задачи оптимального управления.

3.1. Общие сведения об управляемых системах
Важнейшими в теории оптимального управления являются понятия сис-

темы (объекта) и управления.

Слово «система» широко используется в обыденной речи, являясь частью 

таких словообразований, как финансово-кредитная система, система взаи-

мозачета, система отопления и т.п. Этимологически «система» представляет 

собой греческий эквивалент латинского слова «композиция». Тем самым, 

понятие системы предполагает одновременное наличие нескольких компо-

нентов (элементов или частей). В этом смысле система имеет общие черты с 

обычным множеством, т.е. совокупностью элементов. Однако, в отличие от 

множества термин «система» подразумевает определенное взаимодействие, 

взаимосвязь составляющих ее элементов. Эта взаимосвязь придает системе в 

целом такие свойства, которых нет в каждом из элементов данной системы.

Не вдаваясь в детализацию понятия системы (объекта), отметим, что 

наиболее общеупотребительным является представление о системе, как о 

совокупности взаимосвязанных элементов (частей, подсистем). Взаимосвязь 

элементов системы (т.е. внутреннее строение данной системы) описывается 

ее структурой. В качестве простого наглядного примера системы можно 

упомянуть, например, нашу солнечную систему. Элементами солнечной 

системы являются планеты, входящие в нее. Планеты при помощи своих 

гравитационных полей определенным образом взаимосвязаны друг с другом. 

Эта взаимосвязь подчиняется физическим законам и может быть описана 

математическим языком.

Еще одним фундаментальным термином, непосредственно относя-

щимся к любой системе, является состояние системы. Предполагается, что 

всякая система (точнее говоря, динамическая система, т.е. система, которая 

определенным образом развивается, эволюционирует во времени) в каждый 

момент времени может пребывать в одном из некоторого (конечного или бес-

конечного) числа возможных состояний. Именно смена состояний системы 

с течением времени дает возможность говорить о развитии или функциониро-

вании данной системы. Например, положение ракеты в пространстве (если ее 

отождествить с материальной точкой) может быть описано тремя пространс-
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твенными координатами – тройкой чисел. Эта тройка чисел (зависящая от 

времени) и определяет текущее пространственное положение (состояние) 

ракеты.

Далее будут рассматриваться только такие объекты, состояние которых 

в каждый момент времени может быть однозначно охарактеризовано опре-

деленным конечным набором n  числовых параметров (т.е. n -мерным век-

тором) 1 2( , ,..., ) n
ny y y y R= Œ . Такого рода системы широко распространены в 

технике и экономике.

Векторное пространство nR , которому принадлежат возможные состо-

яния системы, называют пространством состояний или фазовым пространс-

твом. Поскольку система развивается (эволюционирует) во времени, то 

указанные числовые параметры представляют собой функции времени, т.е. 

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ny t y t y t y t= . При изменении времени от какого-то начально-

го значения 0t t=  до некоторого конечного t T=  точка ( )y t  в фазовом про-

странстве описывает определенную кривую, которую называют траекторией 

системы. В случае 3n£  траектория может быть изображена в фазовом про-

странстве соответствующей размерности, и с ее помощью можно получить 

наглядное представление о функционировании данной системы.

Существуют два типа (два класса) систем. Один из них составляют те 

объекты, на развитие которых человек не может оказать никакого воздейс-

твия. Пример такого рода дает Солнечная система. Другой класс систем 

составляют те, состояние которых может меняться по воле отдельного чело-

века или же целой группы людей в зависимости от преследуемых ими целей 

(например, финансово-кредитная система, космический корабль и т.п.). 

Управление – это и есть воздействие, способное изменить текущее состоя-

ние, а значит и все последующее развитие системы. В технических системах 

механизм управления реализуется посредством определенных технических 

устройств. В экономических системах управление происходит в основном 

благодаря изменению установленных ранее правил экономического поведе-

ния (например, путем изменения процентных ставок, введения ограничений 

на рост цен на природные ресурсы и т.п.). Здесь следует отметить, что на фун-

кционирование сложных систем, как правило, оказывают воздействия очень 

многие факторы. И управление является лишь одним из целого множества 

имеющихся воздействий. Поэтому на практике из-за сильных «внешних 

помех» человеку в результате управления часто не удается в полной мере 

достичь желаемого эффекта.

Дальнейшее рассмотрение будет ограничено классом управляемых сис-

тем, поведение (развитие) которых удается менять, оказывая то или иное 

воздействие, причем таким образом, что в результате изменения достигаются 

определенные, заранее поставленные цели.
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Будем считать, что управляющие воздействия можно описать 

некоторым конечным набором числовых параметров (управлений) 

1 2( , ,..., )ru u u u= , которые управляющий орган способен выбирать в пре-

делах некоторой области управления (множества) , rU U RÃ . Разумеется, 

выбор того или иного управления зависит от текущего момента времени, 

а значит, управление u  представляет собой некоторый набор функций 

(вектор-функцию) времени: 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ru t u t u t u t= , где 0[ , ]t t TŒ .

3.2. Математическое представление динамической системы
Пара векторных функций ( ), ( )y t u t  образует процесс. Между векторны-

ми функциями ( )y t  и ( )u t  имеется определенная связь: как только выбран 

какой-то конкретный закон управления в форме вектор-функции ( )u t , 

последовательность ее состояний (т.е. траектория) ( )y t  определяется одно-

значно.

Будем считать, что компоненты векторной функции ( )u t  являются 

кусочно-непрерывными2 на промежутке 0[ , ]t T . Всякое управление ( )u u t=  с 

кусочно-непрерывными компонентами, удовлетворяющее условию ( )u t UŒ  

при всех 0[ , ]t t TŒ , называют допустимым управлением.

Дальнейшее рассмотрение посвящено таким динамическим системам, в 

которых связь между переменными управления и фазовыми переменными 

математически может быть выражена при помощи следующей системы диф-

ференциальных уравнений

1
1 1 1

2
2 1 1

1 1

( , ,..., , ,..., ),

( , ,..., , ,..., ),

( , ,..., , ,..., ).

n r

n r

n
n n r

d y
f t y y u u

d t

d y
f t y y u u

d t

d y
f t y y u u

d t

Ï =Ô
Ô
Ô

=Ô
Ì
Ô
Ô
Ô =Ô
Ó

������������

     0t t T£ £ . (3.1)

Здесь в правых частях уравнений записаны функции 1 2, ,..., nf f f  от 1n r+ +  

переменных, которые определяют закон изменения производных (т.е. скоро-

стей изменения) фазовых переменных 1 2, ,..., ny y y . Если в (3.1) функции if  

2 Кусочно-непрерывной называется числовая функция, непрерывная в каждой точке дан-
ного промежутка, за исключением, возможно, некоторого не более чем конечного числа его 
внутренних точек, в которых она терпит разрывы первого рода. В частности, всякая непре-
рывная на промежутке функция кусочно-непрерывна на нем.
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не зависят явно от времени, т.е. 1 2 1 2( , ,..., , , ,..., ), 1,2,...,i i n rf f y y y u u u i n= = , то 

получаем автономную систему.

Более компактно рассматриваемую систему дифференциальных уравне-

ний можно переписать в векторной форме

( , , )
d y

f t y u
d t

= ,      0t t T£ £ .  (3.1)

где
1

1

2
2

( , , )

( , , )
, ( , , )
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n

d y

d t
f t y u

d y
f t y ud y
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d t

Ê ˆ
Á ˜
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.

Частный случай системы (3.1) – автономная система – имеет вид

( , )
d y

f y u
d t

= ,     0t t T£ £ . (3.2)

где 1

2

( , )

( , )
( , )

( , )n

f y u

f y u
f y u

f y u

Ê ˆ
Á ˜
Á ˜=
Á ˜
Á ˜Ë ¯
�

.

Выясним, каким образом происходит функционирование (развитие во 

времени) системы (3.1) (а значит, и ее частного случая – автономной системы 

(3.2)). С этой целью выберем произвольное допустимое управление ( )u u t=  

и зафиксируем начальное состояние системы (0) ny RŒ . На языке теории 

дифференциальных уравнений это означает, что задано начальное условие 
(0)

0( )y t y= , где (0) (0) (0) (0)
1 2( , ,..., )ny y y y= , которое более подробно в координат-

ной форме записывается в виде

(0)
0( ) , 1,2,...,i iy t y i n= = . (3.3)

После того, как управляющая векторная функция ( )u u t=  выбрана, 

подставив ее в правую часть системы дифференциальных уравнений (3.1), 

получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
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1
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относительно неизвестных функций 1 1 2 2( ), ( ),..., ( )n ny y t y y t y y t= = = . Будем 

полагать, что функции 1 2, ,..., nf f f  обладают такими свойствами, что задача 

Коши для полученной системы с начальным условием (3.3) имеет и притом 

единственное решение ( )y y t=  (соответствующее произвольно выбранно-

му допустимому закону управления ( )u u t= ), причем компоненты этого 

решения ( )y y t=  кусочно-дифференцируемы3. В результате, образуется 

пара векторных функций ( ), ( )y t u t , т.е. некоторый процесс, который име-

нуют допустимым процессом. При этом нередко говорят, что в данном случае 

допустимое управление ( )u u t=  переводит систему (объект) из начального 

состояния (0) ny RŒ  в конечное состояние ( ) ny T RŒ  по (фазовой) траектории 

( ),y y t= 0t t T£ £ .

3.3. Задача управления с закрепленными концами
Сформулируем две вспомогательные задачи, которые условимся назы-

вать задачами управления (в отличие от задачи оптимального управления).

Задача управления с фиксированной продолжительностью управления пред-

полагает задание в фазовом пространстве двух точек (состояний системы) 

, nC D RŒ  и состоит она в нахождении среди всех допустимых такого управле-

ния, которое переводит систему, находящуюся в начальный момент времени 

в состоянии 0( )y t C= , в состояние ( )y T D=  к заранее заданному моменту 

t T=  (см. рис.3.1).

Задача управления с нефиксированной продолжительностью управления так 

же предполагает задание начального C  и конечного D  состояний и состоит 

в нахождении среди всех допустимых такого управления, которое переводит 

3 Кусочно-дифференцируемой называется функция, которая имеет производную во вся-
кой внутренней точке промежутка, на котором она определена, за исключением, возможно, 
некоторого не более чем конечного числа внутренних точек, в которых она является непре-
рывной.
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систему из начального состояния в конечное, но при этом конечный момент 

времени T  заранее не задан и также подлежит определению.

Рис. 3.1. Траектория системы

Как видим, обе задачи близки по содержанию. И в той и другой из них 

данную систему требуется перевести из одного фиксированного состояния в 

другое. Отличие сформулированных задач состоит лишь в том, что во второй 

из них (задаче с нефиксированной продолжительностью) период управления 

(т.е. время перевода системы из начального состояние в конечное) не задан, а 

значит, может оказаться какой угодно длины.

Для указанных задач важную роль играет вопрос о существовании допус-

тимого управления, переводящего данную систему из заданного начального 

состояния в заданное конечное. Это вопрос управляемости системы. Если 

указанного управления не существует (т.е. система неуправляема), то обе 

сформулированные задачи решения не имеют, и потому сам процесс реше-

ния этих задач становится бессмысленным.

В общем случае вопрос управляемости оказывается чрезвычайно слож-

ным. Однако, если ограничиться в определенном смысле «простыми» сис-

темами, то для такого класса систем можно дать исчерпывающий ответ на 

поставленный вопрос.

Введем необходимые определения. Систему дифференциальных уравне-

ний

d y
Ay Bu

d t
= + ,

где A  и B  числовые матрицы размера n n¥  и n r¥  соответственно, называ-

ют линейной системой управления. Эту систему именуют полностью управляе-
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мой, если для любой пары точек (состояний) , nC D RŒ  существует допустимое 

управление, переводящее за некоторое время данную систему из одного из 

этих состояний в другое.

Оказывается (см. [3]) линейная система полностью управляема тогда 

и только тогда, когда ранг ( )n nr¥ -матрицы, составленной из матриц 
2 1, , ,..., nB AB A B A B- , равен n .

В соответствии со сформулированным критерием полной управляемос-

ти, если ранг указанной матрицы для некоторой линейной системы окажется 

меньше n , то найдется такая пара точек, для которых невозможно найти 

допустимое управление, переводящее эту линейную систему из одного из 

двух данных состояний в другое.

В общем случае, говоря об объекте, описываемом системой дифферен-

циальных уравнений (3.1) (и (3.2)), как об управляемой системе, обычно счи-

тают, что допустимое управление, переводящее ее из начального состояния в 

конечное, существует.

3.4. Задача оптимального управления
Для подавляющего большинства прикладных задач управления, свя-

занных с реальными объектами, существует и, как правило, не один набор 

управляющих функций 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ru u t u t u t u t= = , который решает 

задачу управления (с фиксированным или нефиксированным временем 

управления). По этой причине возникает возможность выбора из всех реше-

ний задачи управления такого решения (т.е. такого набора управляющих 

функций), которое было бы в каком-то смысле наиболее выгодным. В этом 

случае приходим к задаче оптимального управления.

Для того, что сформулировать задачу оптимального управления, необхо-

димо задать условие, которое позволяет отличать друг от друга более и менее 

выгодные решения данной задачи. Этой цели служит критерий оптимальнос-

ти (критерий качества управления или целевой функционал)

0
0 1 1( ) ( , ( ),..., ( ), ( ),..., ( ))

T

n rt
I u f t y t y t u t u t d t= Ú , (3.4)

в котором 0 1 1( , ,..., , ,..., )n rf t y y u u  – фиксированная функция 1n r+ +  пере-

менных, обладающая такими свойствами, чтобы обеспечить существование 

интеграла. Признаком большей или меньшей выгоды выбора управления u  

будет служить значение интегрального функционала (3.4), вычисленного на 

этом управлении, т.е. число ( )I u . Для определенности будем считать, что 

чем больше значение критерия оптимальности ( )I u , тем более выгодным 

является данное управление u . Тогда самым выгодным будет управление, 
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которое доставляет наибольшее возможное значение интегральному функ-

ционалу (3.4).

Заметим, что в частном случае подынтегральная функция 0f  

из (3.4) может явно от времени не зависеть, т.е. возможно равенство 

0 0 1 2 1 2( , ,..., , , ,..., )n rf f y y y u u u= .

Верхний предел интегрирования T  в интеграле из (3.4) в зависимости от 

типа задачи управления может быть фиксированным или нет. Во втором слу-

чае целевой функционал зависит не только от управления u , но и от конеч-

ного момента времени T . Поэтому для задачи с нефиксированным временем 

управления было бы естественно писать не ( )I u , а ( , )I u T , но мы этого делать 

не будем, специально оговаривая, там, где это необходимо, что имеется в виду 

задача с нефиксированным временем управления.

Итак, задача оптимального управления для системы дифференциальных 

уравнений (3.1) заключается в максимизации интегрального функционала 

(3.4) на множестве всех допустимых управлений, переводящих систему (3.1) 

из заданного начального состояния в заданное конечное. С математической 

точки зрения эта задача является специального вида задачей оптимизации 

интегрального функционала на определенном множестве функционального 

пространства кусочно-непрерывных управляющих функций. Решением этой 

задачи является управление (вектор-функция) * * * *
1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ru t u t u t u t= , 

которое именуют оптимальным управлением. Этому управлению однознач-

но соответствует определенная траектория * * * *
1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ny t y t y t y t= , 

называемая оптимальной траекторией. При этом пару векторных функций 
* *( ), ( )y t u t  называют оптимальным процессом. Нередко задачу оптимально-

го управления формулируют как задачу отыскания не только оптимального 

управления, но и всего оптимального процесса (т.е. оптимального управле-

ния и соответствующей оптимальной траектории).

Пусть подынтегральная функция 0f  в (3.4) тождественно равна 1- . 

Тогда

0
0( 1) ( )

T

t
I d t T t= - = - -Ú

и максимизация функционала I  при фиксированном 0t  и нефиксированном 

T  равносильна минимизации периода управления 0T t-  (а значит, миними-

зации T ). Тем самым, приходим к так называемой задаче оптимального быс-

тродействия, в которой требуется найти управление, переводящее систему из 

одного состояния в другое за наименьшее возможное время.

Ранее уже говорилось о том, что функции управления должны выби-

раться в пределах специального множества допустимых управлений. Его 

составляют те векторные функции ( )u u t= , компоненты 1 2( ), ( ),..., ( )ru t u t u t  
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которых являются кусочно-непрерывными функциями на отрезке 0[ , ]t T  со 

значениями в заданной допустимой области U , т.е. ( ) ru t U RŒ Ã  для всех 

0[ , ]t t TŒ .

Один из наиболее простых способов задания допустимой области состоит 

в ограничении значений управляющих функций определенными постоянны-

ми пределами:

ia  £  ( )iu t  £  , 1,2,...,i i rb = , при всех 0[ , ]t t TŒ ,

где 1 2, ,..., ra a a  и 1 2, ,..., rb b b – заданные числа. Такой способ задания соот-

ветствует случаю, когда управляющее воздействие iu  может изменяться 

лишь в пределах некоторого промежутка [ , ]i ia b . Указанные выше простые 

ограничения на выбор управляющих функций часто встречаются в практи-

ке. Например, среди органов управления самолетом имеются рули высоты 

и поворота. Как известно, изменение угла поворота этих рулей ограничено 

определенными пределами, которые определяются техническими парамет-

рами данного самолета. Величина подачи горючего в двигатель самолета (или 

автомобиля) также ограничена некоторым верхним пределом.

Выводы
Сложные объекты, как правило, представляют собой совокупность вза-

имосвязанных элементов. Функционированием многих из таких объектов 

можно управлять. Постановка задачи оптимального управления включает 

систему дифференциальных уравнений, описывающих поведение (функ-

ционирование) данного объекта и критерий оптимальности (функционал), 

который следует максимизировать или минимизировать, выбирая управля-

ющие переменные. Решением задачи оптимального управления является 

оптимальный процесс, т.е. оптимальное управление и соответствующая ему 

оптимальная траектория.

Основные термины
Система, состояние системы, переменные состояния, переменные управ-

ления, траектория системы, процесс, задача управления, задача оптимально-

го управления, задача оптимального быстродействия.

Контрольные вопросы
1. Перечислите переменные, участвующие в постановке задачи управле-

ния динамической системой.

2. Запишите общий вид системы дифференциальных уравнений, описы-

вающих поведение управляемой динамической системы.
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3. Охарактеризуйте пространство состояний динамической системы. 

Дайте определение траектории системы.

4. Опишите класс допустимых управлений.

5. Выпишите общий вид линейной системы управления.

6. Что такое управляемая система и что можно сказать о наличии свойс-

тва полной управляемости у линейных систем?

7. Запишите критерий качества управления общего вида.

8. Сформулируйте задачу оптимального управления (с фиксированным 

и нефиксированным временем управления).

9. Дайте определение процесса и оптимального процесса. В чем состоит 

их отличие?

10. В чем заключается задача оптимального быстродействия?

Упражнения
1. Приведите пример какой-либо известной вам системы из области 

экономики. Опишите элементы этой системы, взаимосвязь между ними и 

возможные состояния системы. Является ли, на ваш взгляд, указанная сис-

тема управляемой, и в какой степени?

2. Рассмотрите частный случай системы (3.1) при 2m = . Используя 

материал главы 1, ответьте на вопрос: гарантирует ли теорема Коши о сущес-

твовании и единственности решения задачи Коши существование решения 

этой системы при сделанных выше предположениях на всем временнум про-

межутке 0[ , ]t T ?

3. Установите, является ли полностью управляемой следующая линей-

ная система из двух дифференциальных уравнений

1
1 2 1

2
1 1 2

2
d y

y y u
d t

d y
y u u

d t

Ï = - +ÔÔ
Ì
Ô = - +ÔÓ

. (3.5)

4. Найдите уравнения траектории линейной системы (3.5) при 

1 2( ) ( ) 0u t u t= ∫ , проходящей через точку (1,0)N . Изобразите найденную 

траекторию на фазовой плоскости.

5. Сформулируйте задачу минимизации

minT Æ
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при условиях ( )x t¢¢  £  2, ( 1) 1, ( ) 1x x T- = = - , ( 1) ( ) 0x x T- = =¢ ¢  в форме 

задачи оптимального быстродействия системой, описываемой двумя фазо-

выми переменными и одной управляющей функцией. Выпишите граничные 

условия и опишите допустимую область управлений.

Указание. Выполните замену переменных 1 2, ,y x y x u x= = =¢ ¢¢ .



Глава 4. Принцип максимума

Принцип максимума Понтрягина4– это определенного типа необходи-

мое условие экстремума, которое дает возможность среди всех возможных 

допустимых процессов выделить те, которые могут претендовать на роль 

оптимальных. Для определенного класса задач управления принцип макси-

мума является не только необходимым, но и достаточным условием опти-

мальности.

Здесь рассматриваются варианты принципа максимума для различных 

задач оптимального управления – с фиксированным и нефиксированным 

временем управления, для автономных и неавтономных систем, для задач, 

в которых начальное и конечное состояния системы не обязательно жестко 

фиксированы.

Обсуждается схема применения принципа максимума и дается эконо-

мическая интерпретация сопряженных переменных, участвующих в его 

формулировке.

4.1. Принцип максимума для задач с закрепленными концами

4.1.1.Принцип максимума для задачи с фиксированным временем управле-
ния

Рассмотрим задачу оптимального управления объектом, поведение кото-

рого описывается системой дифференциальных уравнений

1
1 1 1

2
2 1 1

1 1

( , ,..., , ,..., ),

( , ,..., , ..., ),

( , ,..., , ,..., ),

n r

n r

n
n n r

d y
f t y y u u

d t

d y
f t y y u u

d t

d y
f t y y u u

d t

Ï =Ô
Ô
Ô

=Ô
Ì
Ô
Ô
Ô =Ô
Ó

������������

   0t t T£ £ . (4.1)

с заданным начальным моментом времени 0t t= , фиксированным конечным 

моментом времени управления t T= , начальным состоянием (0)
0( ) ny t y R= Œ  

конечным состоянием (1)( ) ny T y R= Œ , критерием качества управления

4 Л.С. Понтрягин (1908-1988)– выдающийся российский математик, академик РАН.
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0
0 1 1( ) ( , ( ),..., ( ), ( ),..., ( ))

T

n rt
I u f t y t y t u t u t dt= Ú  (4.2)

и областью управления , rU U RÃ . При этом относительно функций 

0 1, , , ,..., ny u f f f  будем считать выполненными все требования, которые пона-

добятся при формулировке принципа максимума (см., например, [4]).

Задача оптимального управления для системы (4.1) заключается в макси-

мизации интегрального функционала (4.2) на множестве всех допустимых 

управлений, переводящих систему (4.1) из заданного начального состояния 
(0)y  в начальный момент времени 0t  в заданное конечное состояние (1)y  

к фиксированному моменту времени T . Решением этой задачи является 

оптимальное управление (векторная функция) * * * *
1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ru t u t u t u t=  и 

оптимальная траектория (векторная функция) * * * *
1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ny t y t y t y t= , в 

совокупности образующие оптимальный процесс * *( ), ( )y t u t .

Принцип максимума – это определенного типа необходимое условие 

оптимальности, которое позволяет среди всех возможных допустимых про-

цессов отобрать те, которые могут претендовать на роль оптимальных. В 

идейном смысле принцип максимума имеет много общего с известным из 

курса математического анализа условием экстремума функций нескольких 

переменных (применительно к задачам экстремума с ограничениями-равенс-

твами), хотя по форме они сильно отличаются друг от друга.

Как известно, в формулировке необходимых условий экстремума для 

функции нескольких переменных с ограничениями-равенствами участву-

ет функция Лагранжа. В теории оптимального управления подобную роль 

выполняет функция Гамильтона (функция Понтрягина) или гамильтониан:

0

( , , , ) ( , , ),
n

i i
i

H t y u f t y u
Ÿ

=

Y = YÂ  (4.3)

где 1 2( , ,..., )ny y y y= , 1 2( , ,..., )ru u u u= , 0 1, ,..., nf f f  – функции из (4.1), (4.2) и 

0 1ˆ ( , ,..., )ny = y y y . Нетрудно видеть, что функция Гамильтона H  всего имеет 

2 2n r+ +  переменных.

Для удобства последующей записи введем обозначение

1 2( , ,..., )ny = y y y .

Переменные 0 1, ,..., ny y y  называют сопряженными переменными. Если 

использовать упомянутое выше соответствие между принципом максимума 

и необходимым условием экстремума в терминах функции Лагранжа, то 

можно сказать, что сопряженные переменные – это своеобразный аналог 

множителей Лагранжа.

Теорема 4.1 (принцип максимума для задачи с фиксированной продолжи-

тельностью управления). Пусть вектор-функция *( )u t  является оптимальным 
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управлением, а вектор-функция *( )y t – соответствующей оптимальной тра-

екторией в сформулированной задаче оптимального управления с закрепленными 

концами и фиксированными начальным 0t  и конечным T  моментами времени.

Тогда необходимо существуют неотрицательное число *
0y  и векторная 

функция 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nt t t t* * * *y = y y y  с непрерывными на отрезке 0[ , ]t T  

компонентами такие, что выполняются следующие три условия

1) вектор-функция * * * *
0 1ˆ ( ) ( , ( ),..., ( ))nt t ty = y y y , 0t t T£ £ , является нену-

левой5;

2) вектор-функция 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nt t t t* * * *y = y y y  является решением 

сопряженной системы уравнений

*

*

*

*

*

*

* *
1

( ) 01 1
( )

* *
2

( ) 02 2
( )

* *

( )
( )

( , , )ˆ( , , , )
,

( , , )ˆ( , , , )
,

( , , )ˆ( , , , )
,

n
j

j
u u t j
y y t

n
j

j
u u t j
y y t

jn
j

u u t jn n
y y t

f t y ud H t y u
d t y y

f t y ud H t y u
d t y y

f t y ud H t y u
d t y y

= =
=

= =
=

=
=

∂y ∂ y
= - = - y

∂ ∂

∂y ∂ y
= - = - y

∂ ∂

∂y ∂ y
= - = - y

∂ ∂

Â

Â

���������������������

0

n

=

Ï
Ô
Ô
Ô
Ô
ÔÔ
Ì
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
ÔÓ

Â

  0t t T£ £ , (4.4)

в которой *
0 0y = y ;

3) при каждом значении 0[ , ]t t TŒ , при котором все компоненты управляю-

щей вектор-функции *( )u t  непрерывны, функция Гамильтона * *ˆ( , ( ), ( ), )H t y t t uy  

векторной переменной 1 2( , ,..., )ru u u u=  достигает максимума на множестве U  

при *( )u u t= , т.е.

ˆ ˆ( , ( ), ( ), ( )) max ( , ( ), ( ), )
u U

H t y t t u t H t y t t u* * * * *

Œ
y = y , 0t t T£ £  (4.5)

Следует заметить, что в утверждении теоремы 4.1 центральным является 

условие максимума (4.5). Именно поэтому данную теорему называют принци-

пом максимума.

Сопряженная система (4.4) состоит из n  уравнений относительно n  

неизвестных функций 1 2, ,..., ny y y  (которые называют сопряженными или 

двойственными переменными). Она представляет собой линейную одно-

родную систему обыкновенных дифференциальных уравнений, в которой 

5 Это означает, что либо число 
*
0ψ  отлично от нуля, либо среди функций )(),...,( **

1 tt nψψ  

найдется по крайней мере одна, не равная тождественно нулю на отрезке ],[ 0 Tt .
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матрицу коэффициентов образуют функции 

* *( , )
, , 1,2,...,j

i

f y u
i j n

y

∂
=

∂
, аргу-

мента t .

С помощью функции Гамильтона H  исходную систему (4.1) вместе с 

сопряженной системой (4.4) часто записывают в следующем симметричном 

виде

( , , , )
,

( , , , )
,

i

i

i

i

dy dH t y u
dx d

d dH t y u
dx dy

Ÿ

Ÿ

Ï yÔ =
Ô yÔ
Ì
Ô y y

= -Ô
ÔÓ  1,2,..., .i n=

Принцип максимума в общем случае дает только необходимое условие 

оптимальности. Поэтому если некоторое допустимое управление удовлетво-

ряет этому принципу, то оно не обязательно является оптимальным. Часто, 

желая подчеркнуть это обстоятельство, векторную функцию *( )u t  (а иногда 

ее вместе с соответствующей оптимальной траекторией *( )y t ), удовлет-

воряющую всем условиям принципа максимума, называют экстремалью 

Понтрягина.

При решении прикладных задач принцип максимума нередко позволя-

ет однозначно определить оптимальное управление. Так, если, во-первых, 

заранее известно, что оптимальное управление существует, во-вторых, экс-

тремаль Понтрягина найдена и, в-третьих, доказано, что она единственна, то 

эта экстремаль является искомым оптимальным управлением.

4.1.2. Теорема 4.1 при = =n r 1
Сначала разберем самый простой случай, когда система уравнений (4.1) 

превращается в одно уравнение и имеется одна управляющая переменная:

( , , )
d y

f t y u
d t

= ,  0t t T£ £ .

Здесь ( )y y t= , ( )u u t=  и ( , , )f t y u – скалярные функции. Критерием 

оптимальности служит интегральный функционал

00
( ) ( , ( ), ( ))

T
I u f t y t u t d t= Ú ,

а функция Гамильтона имеет вид

),,(),,(),,,,( 110010 uytfuytfuytH ψψψψ += .
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Моменты времени 0t  и T  зафиксированы и концы траектории закрепле-

ны: 0 0 1( ) , ( )y t y y T y= = .

Принцип максимума применительно к данному случаю принимает сле-

дующий вид.

Теорема 4.1.1. Пусть числовая функция *( )u t  является оптимальным управ-

лением, а числовая функция *( )y t  – соответствующей оптимальной траекто-

рией в задаче оптимального управления с закрепленными концами при 1n r= = .

Тогда необходимо существуют неотрицательное число *
0y  и непрерывная на 

0[ , ]t T  функция *
1( )ty  такие, что выполняются следующие условия:

1) векторная функция * *
0 1( , ( ))ty y  является ненулевой на отрезке 0[ , ]t T ;

2) функция *
1( )ty  является решением дифференциального уравнения

* * * *
*1 0
0 1

( , , ) ( , , )d f t y u f t y u
d t y y

y ∂ ∂
= -y - y

∂ ∂
, 0t t T£ £ ;

3) для каждой точки 0[ , ]t t TŒ , в которой функция *( )u t  непрерывна, 

функция * * *
0 1( , ( ), , ( ), )H t y t t uy y  скалярной переменной u  достигает максимума 

на числовом множестве ,U U RÃ , при *( )u u t= , т.е.

0 1 0 1( , ( ), , ( ), ( )) max ( , ( ), , ( ), )
u U

H t y t t u t H t y t t u* * * * * * *

Œ
y y = y y , 0t t T£ £ .

Пример 4.1. Рассмотрим простейшую задачу оптимального управления, в 

которой управляемая система задана дифференциальным уравнением

,
d y

u
d t

=       0 t T£ £ .

Здесь ( )y y t= , ( )u u t=  – скалярные функции. Будем считать, что 

ограничения на область управления отсутствуют, т.е. U R= . Пусть заданы 

граничные условия (0) 0, ( ) 0y y T= = ; при этом зафиксированы начальный и 

конечный момент времени. На множестве допустимых управлений требуется 

минимизировать интегральный функционал

2 2

0
( ) ( ( ) ( )) .

T
I u u t y t dt= +Ú

Эта задача может быть легко решена без привлечения какой бы то ни 

было теории. В самом деле, под знаком интеграла записана сумма квадра-

тов двух функций, которая не может принимать отрицательные значения. 

Следовательно, и сам интеграл принимает лишь неотрицательные значения. 

Тем самым, наименьшим возможным его значением является нуль. Нетрудно 

видеть, что пара постоянных функций * *( ) 0, ( ) 0u t y t∫ ∫  удовлетворяет гра-

ничным условиям, исходному дифференциальному уравнению и доставляет 

минимальное значение целевому функционалу. Значит, она образует иско-

мый оптимальный процесс.
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Продемонстрируем применение принципа максимума на этой простой 

задаче. С учетом того, что в данном случае критерий оптимальности подле-

жит минимизации (поэтому вместо ( )I u  следует рассматривать противопо-

ложный по знаку функционал ( )I u- ), выпишем функцию Гамильтона

2 2
0 ( )H u y u= -y + + y

и сопряженное уравнение

02
d dH

y
dx dy
y

= - = y .

Рассмотрим возможность 0 0y = . В этом случае функция Гамильтона 

H u= y  может достигать максимального значения по u  на всей числовой 

оси R  лишь при 0 0y = . Но двойное равенство 0 0y = y =  противоречит 

условию 1) теоремы 4.1.1. Следовательно, 0 0y π . Нетрудно видеть, что 

в таком случае, разделив функцию Гамильтона и обе части сопряженного 

уравнения на коэффициент 0 0y π , добьемся равенства этого коэффициен-

та единице. Это говорит о том, что можно положить *
0 1y = . Тогда функция 

Гамильтона примет вид

2 2H u y u= - - + y .

Согласно последнему условию теоремы 4.1.1 эта функция на оптималь-

ном управлении должна достигать максимума. Поскольку никаких ограниче-

ний на величину изменения управления нет (в силу U R= ), этот максимум в 

соответствии с известной из курса математического анализа теоремой Ферма 

можно найти приравниванием нулю производной функции H  по u , т.е 

2 0
H

u
u

∂
= - + y =

∂
. Отсюда находим 

2
u

y
= . В итоге получаем

, 2 ,
2

y y
y

= y =¢ ¢         0 t T£ £ , (0) ( ) 0y y T= = .

В соответствии с найденным сначала приходим к дифференциально-

му уравнению y = y¢¢  и находим его общее решение 1 2( ) t tt C e C e-y = + . 

После этого из уравнения 
2

y
y

=¢  определяем 1 2

1
( )

2
t ty C e C e= - . Далее, на 

основе начального условия (0) 0y =  однозначно отыскиваются константы 

1 2 0C C= = . Следовательно, * *( ) ( ) 0y t t= y ∫ . Поэтому в силу 
*

* 0
2

u
y

= ∫  

приходим к указанному ранее оптимальному управлению *( ) 0u t ∫ .
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4.1.3. Теорема 4.1 при = =n r 2
Здесь исходная система (4.1) состоит из двух дифференциальных уравне-

ний и записывается следующим образом

1
1 1 2 1 2

2
2 1 2 1 2

( , , , ( ), ( )),

( , , , ( ), ( )),

dy
f t y y u t u t

dt
dy

f t y y u t u t
dt

Ï =ÔÔ
Ì
Ô =ÔÓ

  0t t T£ £ . (4.6)

Критерий качества имеет вид

0
0 1 2 1 2( ) ( , ( ), ( ), ( ), ( ))

T

t
I u f t y t y t u t u t dt= Ú , (4.7)

а гамильтониан –

1 2 0 1 1 2( , , , , , , )H t y y u uy y =

0 0 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2( , , , , ) ( , , , , )f t y y u u f t y y u u= y + y . (4.8)

Теорема 4.1.2. Пусть вектор-функция * * *
1 2( ( ), ( ))u u t u t=  является опти-

мальным управлением, а вектор-функция 
* * *

1 2( ( ), ( ))y y t y t=  – соответствую-

щей оптимальной траекторией в сформулированной выше задаче оптимального 

управления при 2n r= = . 

Тогда необходимо существуют неотрицательное число *
0y  и векторная фун-

кция * * *
1 2( ) ( ( ), ( ))t t ty = y y  с непрерывными на отрезке 0[ , ]t T  компонентами 

такие, что выполняются следующие три условия

1) вектор-функция * * * *
0 1 2ˆ ( ) ( , ( ), ( ))t t ty = y y y  является ненулевой на 

отрезке 0t t T£ £ ;

2) вектор-функция ))(),(()( *
2

*
1

* ttt ψψψ =  является решением сопряженной 

системы

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂−=

2

**
2

2
2

**
1

1
2

**
0*

0
2

1

**
2

2
1

**
1

1
1

**
0*

0
1

),,(),,(),,(

),,(),,(),,(

y
uytf

y
uytf

y
uytf

td
d

y
uytf

y
uytf

y
uytf

td
d

ψψψψ

ψψψψ

 

                              0t t T£ £ ; (4.9)
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3) при каждом 0[ , ]t t TŒ , в котором обе функции * *
1 1 2 2( ), ( )u u t u u t= =  

непрерывны, функция * * * * *
1 2 0 1 2 1 2( , ( ), ( ), , ( ), ( ), , )H t y t y t t t u uy y y  двух переменных 

1 2,u u  достигает максимума на множестве 2,U U RÃ , при * *
1 1 2 2( ), ( )u u t u u t= =  

т.е.

1 2

* * * * * * *
1 2 0 1 2 1 2

* * * * *
1 2 0 1 2 1 2( , )

( , ( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), ( ))

max ( , ( ), ( ), , ( ), ( ), , )
u u U

H t y t y t t t u t u t

H t y t y t t t u u
Œ

y y y =

= y y y ,

                                      0t t T£ £ . (4.10)

4.2. Принцип максимума для задачи с бесконечным 
горизонтом управления
Ранее предполагалось, что управление осуществляется на определен-

ном конечном промежутке времени 0[ , ]t T . В некоторых задачах важно 

получить представление об оптимальном процессе при длительном, прак-

тически неограниченном продолжении процесса. Тогда задачу управления 

следует формулировать для бесконечного промежутка времени 0[ , )t + • . 

Оказывается, что в этом случае утверждение принципа максимума сохраняет 

свою силу. Необходимо лишь ввести определенные коррективы, связанные с 

формальной заменой числа T  на символ +• .

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

1
1 1 1

2
2 1 1

1 1

( , ,..., , ,..., ),

( , ,..., , ..., ),

( , ,..., , ,..., ),

n r

n r

n
n n r

d y
f t y y u u

d t

d y
f t y y u u

d t

d y
f t y y u u

d t

Ï =Ô
Ô
Ô

=Ô
Ì
Ô
Ô
Ô =Ô
Ó

������������

     0t £ t < +• . (4.1¢ )

Считается заданным начальный момент времени 0t t= , начальное состо-

яние (0) ny RŒ , критерий оптимальности

0
0 1 1( ) ( , ( ),..., ( ), ( ),..., ( ))n rt

I u f t y t y t u t u t dt
+•

= Ú  (4. 2¢ )

и область управления , rU U RÃ . Допустимыми здесь являются управляющие 

векторные функции ( )u t , компоненты которых определены, ограничены и 
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кусочно-непрерывны на промежутке 0[ , )t + • 6, причем выполнено включе-

ние ( )u t UŒ  для всех t ≥ 0t .

Кроме того, задано конечное состояние (1) ny RŒ , к которому должно 

стремиться текущее состояние ( )y t  при t Æ+ • , т.е.

)1()(lim yty
t

=
+∞→

.

Если некоторому допустимому управлению отвечает траектория с задан-

ными начальным и конечным состояниями, то здесь, как и ранее, использу-

ют фразу управление переводит систему из начального состояния (0)y  в конечное 
(1)y  на промежутке управления 0[ , )t + • .

Задача оптимального управления с бесконечным горизонтом управления для 

системы (4.1¢ ) заключается в отыскании такого допустимого управления, 

которое переводит эту систему из заданного начального состояния (0)y  в 

конечное состояние (1)y  на временнLом промежутке 0[ , )t + •  и при этом 

доставляет наибольшее возможное значение критерию оптимальности (4.2'). 

Решение этой задачи называют оптимальным управлением, а соответствую-

щую ему траекторию – оптимальной траекторией.

Прежде чем формулировать соответствующий принцип максимума, 

напомним общий вид функции Гамильтона

0

( , , , ) ( , , )
n

i i
i

H t y u f t y u
Ÿ

=

y = yÂ . (4.3)

Теорема 4. ¢1  (принцип максимума для задачи с бесконечным горизонтом 

управления). Пусть вектор-функция *( )u t  является оптимальным управлени-

ем, а вектор-функция *( )y t  – соответствующей оптимальной траекторией в 

задаче оптимального управления с бесконечным горизонтом управления.

Тогда необходимо существуют неотрицательное число *
0y  и векторная 

функция * * * *
1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nt t t ty = y y y , определенная и непрерывная на проме-

жутке 0[ , )t + • , такие, что выполняются следующие три условия

1) вектор-функция * * * *
0 1ˆ ( ) ( , ( ),..., ( ))nt t ty = y y y , 0t £ t  < +• , является 

ненулевой7;

2) вектор-функция 
* * * *

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nt t t ty = y y y  является решением 

сопряженной системы уравнений

6 Т.е. являются кусочно-непрывными на каждом конечном промежутке, содержащемся в 
),[ 0 ∞+t . Напомним, что определение кусочно-непрерывной функции на конечном проме-

жутке приведено в разделе 3.2.
7 Это означает, что либо число 

*
0ψ  отлично от нуля, либо среди функций )(),...,( **

1 tt nψψ  

найдется по крайней мере одна, не равная тождественно нулю на промежутке ),[ 0 ∞+t .
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*

*

*

*

*

*

* *
1

( ) 01 1
( )

* *
2

( ) 02 2
( )

* *

( )
( )

( , , )ˆ( , , , )
,

( , , )ˆ( , , , )
,

( , , )ˆ( , , , )
,

n
j

j
u u t j
y y t

n
j

j
u u t j
y y t

jn
j

u u t jn n
y y t

f t y ud H t y u
d t y y

f t y ud H t y u
d t y y

f t y ud H t y u
d t y y

= =
=

= =
=

=
=

∂y ∂ y
= - = - y

∂ ∂

∂y ∂ y
= - = - y

∂ ∂

∂y ∂ y
= - = - y

∂ ∂

Â

Â

���������������������

0

n

=

Ï
Ô
Ô
Ô
Ô
ÔÔ
Ì
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
ÔÓ

Â

 0t £ t  < +• ,

в которой следует положить *
0 0y = y ;

3) при каждом t ≥ 0t , в котором все компоненты управляющей вектор-

функции *( )u t  непрерывны, функция Гамильтона * *ˆ( , ( ), ( ), )H t y t t uy  вектор-

ной переменной 1 2( , ,..., )ru u u u=  достигает максимума на множестве U  при 
*( )u u t= , т.е.

0 1 0 1( , ( ), , ( ), ( )) max ( , ( ), , ( ), )
u U

H t y t t u t H t y t t u* * * * * * *

Œ
y y = y y , 

 0t £ t < +• .

4.3. Схема применения принципа максимума
Обсудим стандартную схему применения принципа максимума на приме-

ре задачи оптимального управления с закрепленными концами при 2n r= = . 

Этому случаю соответствует утверждение теоремы 4.1.2.

Прежде всего, рассмотрим имеющиеся возможности изменения числа 
*
0y . В соответствии с принципом максимума это число должно быть неот-

рицательно. Здесь следует выделить два случая: *
0 0y >  и *

0 0y = . В первом 

из них, деля равенства (4.9) – (4.10) на *
0y  и вводя новые сопряженные пере-

менные, отличающихся от старых 1( )ty  и 2 ( )ty  множителем *
0

1
y

 придем 

к равенствам, аналогичным (4.9) – (4.10), в которых, однако, *
0 1y = .

Тем самым, всегда можно ограничиться рассмотрением лишь двух воз-

можностей: *
0 1y =  или *

0 0y = . Во втором случае функция Гамильтона (4.8) 

не включает слагаемое с функцией 0f  из критерия оптимальности (4.7). Это 

означает, что при *
0 0y =  утверждение принципа максимума не содержит 

никакой информации о критерии оптимальности. Следовательно, заменяя 

исходный критерий оптимальности любым другим, мы получим те же самые 

условия оптимальности в форме принципа максимума. Задачи подобного 
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типа называют особыми; они требуют специального исследования, которое 

выходит за рамки данного учебного пособия.

Применение принципа максимума (нахождение экстремали 

Понтрягина) обычно начинают с формирования функции Гамильтона 

1 2 0 1 2 1 2( , , , , , , , )H H t y y u u= y y y  и использования условия максимума:

1 2( , )
max

u u U
H

Œ
Æ .

Из этого условия при каждом фиксированном наборе параметров 

1 2 0 1 2, , , , ,t y y y y y  находят управление 1 2( , )u u u=  (в общем случае зависящее 

от всех указанных параметров), доставляющее максимальное значение фун-

кции Гамильтона H . Обозначим это управление через

1 2ˆ ˆ( ( , , ), ( , , ))u u t y u t y= y y . (4.11)

В общем случае найти управление в виде (4.11) не просто, однако для 

некоторых классов задач управления такую функцию управления удается 

записать в явном виде. Например, пусть

1 1 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) , 0,1, 2,

{ ( , )| , },
k k k kf t y u f t y f t y u f t y u k

U u u u u u

= + + =
= = a £ £b a £ £b

где 1 2 1 2, , ,a a b b  – заданные числа. В том случае функция Гамильтона может 

быть записана в виде

( )
0 0 1 1 2 2

0 01 1 11 2 21 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

H f t y f t y f t y

f t y f t y f t y u

= y + y + y +

+ y + y + y +

( )0 02 1 12 2 22 2( , ) ( , ) ( , )f t y f t y f t y u+ y + y + y .

Она достигает своего максимального значения (благодаря линейности 

по переменным 1 2,u u  и специальному виду области управления) только в 

граничных точках множества U , а именно при

0 0 1 1 2 2

0 0 1 1 2 2

, если ( , ) ( , ) ( , ) 0,

, если ( , ) ( , ) ( , ) 0,
k k k k

k
k k k k

f t y f t y f t y
u

f t y f t y f t y

b y + y + y >Ï
= Ìa y + y + y <Ó

1,2.k =

Предположим, что в общем случае функция (4.11) каким-то образом най-

дена. Подставим ее в исходную и сопряженную системы:
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1
1 1 2 1 2

2
2 1 2 1 2

ˆ ˆ( , , , ( , , ), ( , , )),

ˆ ˆ( , , , ( , , ), ( , , )),

d y
f t y y u t y u t y

d t

d y
f t y y u t y u t y

d t

Ï = y yÔÔ
Ì
Ô = y yÔÓ

1 0 1 2
0 1 2

1 1 1

2 0 1 2
0 1 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ( , , ( , )) ( , , ( , )) ( , , ( , ))
,

ˆ ˆ ˆ( , , ( , )) ( , , ( , )) ( , , ( , ))
.

d f t y u y f t y u y f t y u y

d t y y y

d f t y u y f t y u y f t y u y

d t y y y

Ï y ∂ y ∂ y ∂ y
= -y - y - yÔ ∂ ∂ ∂Ô

Ì
y ∂ y ∂ y ∂ yÔ = -y - y - yÔ ∂ ∂ ∂Ó

Полученная система из четырех обыкновенных дифференциальных урав-

нений содержит четыре неизвестные функции 1 2 1 2, , ,y y y y  (не считая числа 

0 )y . Предположим, что удалось найти ее общее решение, которое содер-

жит четыре произвольные постоянные. Конкретные значения этих четырех 

произвольных постоянных определяются с помощью имеющихся четырех 

граничных условий:

(0) (0) (1) (1)
1 0 1 2 0 2 1 1 2 2( ) , ( ) , ( ) , ( )y t y y t y y T y y T y= = = = .

Если все вышесказанное удастся реализовать, то в итоге будут найде-

ны некоторые функции * * *
1 2 1 2( ), *( ), ( ), ( )y t y t t ty y . Для определения числа 

*
0 0y = y  достаточно установить, какой из двух случаев *

0 1y =  или *
0 0y =  имеет 

место в действительности. При этом следует учитывать, что согласно условию 

1) принципа максимума векторная функция * * * *
0 1 2ˆ ( ) ( , ( ), ( ))t t ty = y y y  не 

должна оказаться тождественно равной нулю на промежутке 0t t T£ £ .

Пусть, наконец, число *
0y  и все функции * * * *

1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )y t y t t ty y  найде-

ны. Подставив их в правую часть равенства (4.11), получим

* * * * *
1 2ˆ ˆ( ( , ( ), ( )), ( , ( ), ( )))u u t y t t u t y t t= y y .

Если эта двумерная векторная функция имеет кусочно-непрерывные 

компоненты, причем ее значения не выходят за пределы допустимой области, 

т.е. * * * *
1 2ˆ ˆ( ( , ( ), ( )), ( , ( ), ( )))u t y t t u t y t t Uy y Œ  при всех 0[ , ]t t TŒ , то она явля-

ется экстремалью Понтрягина и может претендовать на роль оптимального 

управления.

В случае, когда дополнительно из каких-либо соображений известно, что 

решение задачи оптимального управления существует и установлена един-
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ственность экстремали Понтрягина, найденная экстремаль будет искомым 

оптимальным управлением.

Пример 4.2. В соответствии с изложенной схемой решим задачу опти-

мального управления, заключающуюся в максимизации функционала

2

0
( ) ( ( ) ( ))

T
I u u t y t d t= +Ú .

При этом состояние управляемой системы определяется скалярной вели-

чиной ( )y t , подчиненной дифференциальному уравнению y u=¢ , 0 t T£ £ , 

со следующими граничными условиями (0) 0, ( ) 0y y T= = .

Пусть выбор скалярной функции управления u  стеснен условием 

( )u t £  1 при 0 t T£ £ . Время управления T  считается фиксированным.

Запишем функцию Гамильтона для данной задачи

2
0 ( )H u y u= y + + y

и сопряженное уравнение

0y = -y¢ .

Если в сопряженном уравнении предположить выполнение равенства 

0 0y = , то из него получим представление Cy = , где constC - . Сразу заме-

тим, что равенство 0C =  невозможно благодаря условию 1) теоремы 4.2. 

Рассмотрим оставшиеся возможности. Если 0C > , то максимальное значе-

ние функции H Cu=  достигается при 1u =  (для всех [0, ]t TŒ ). Но тогда, 

если из исходного уравнения y u=¢  при управлении ( ) 1u t ∫  с начальным 

условием (0) 0y =  получим траекторию y t= , для которой не будет выпол-

няться граничное условие ( ) 0y T = . Аналогично устанавливается невозмож-

ность выполнения неравенства 0C < . Следовательно, 0 0y π , а значит, в 

дальнейшем можно ограничиться рассмотрением случая *
0 1y = .

Решая сопряженное уравнение, в котором *
0 1y = , найдем

1 1( ) , constt C t Cy = - - .

Следовательно, сопряженная переменная y  является линейной функци-

ей времени, а значит, существует единственная точка, в которой она меняет 

свой знак (это обстоятельство будет использовано ниже).

Перепишем функцию Гамильтона (с учетом равенства *
0 1y = ):

2H u y u= + + y .

Как видим, она является квадратичной функцией переменной u , гра-

фиком которой служит парабола с ветвями, направленными вверх. Отсюда 
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следует, что своего максимального значения на отрезке [ 1,1]-  функция H  

может достигать лишь в граничных точках 1u = ± . Если вершина указанной 

параболы лежит в левой (правой) полуплоскости, то максимум достигается на 

правом (соответственно – левом) конце, т.е. при 1u =  ( 1u = - ) (см. рис. 4.1).

Рис. 4.1. Геометрия максимизации функции Гамильтона

Вершине указанной параболы соответствует точка 
2

u
y

= - . Как было 

установлено выше, линейная функция ( )ty = y  может изменять свой знак 

(причем в точности один раз). Если 1 0
2 2

t C-y
- = > , что равносильно нера-

венству 1t C> , то максимум функции H  достигается при 1u = . Тогда как в 

случае 1t C<  это произойдет при 1u = - .

Из исходного дифференциального уравнения y u=¢  следует, что управле-

нию ( ) 1u t ∫  отвечает траектория 2( )y t t C= +  в виде прямой линии с угловым 

коэффициентом 1, а управлению ( ) 1u t ∫ -  – соответственно 2( )y t t C= - + , 

графиком которой является прямая с угловым коэффициентом 1- .

Таким образом, с учетом граничных условий (0) 0y =  и ( ) 0y T =  прихо-

дим к следующим двум возможным вариантам (рис. 4.2):

1) сначала применяется управление ( ) 1u t ∫ , а затем ( ) 1u t ∫ - ; этому 

варианту соответствует верхняя траектория на рис. 4.2;

2) первым используется управление ( ) 1u t ∫ - , после чего принимается 

( ) 1u t ∫ ; этому варианту соответствует нижняя траектория на рис. 4.2.

Для выполнения граничного условия ( ) 0y T =  необходимо, чтобы в обоих 

случаях точка t̂ , в которой происходит изменение значения управления 

(точка переключения) была расположена симметрично относительно концов 
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отрезка [0, ]T , т.е. ˆ
2

Tt = . В момент переключения выполняется равенство 

1
ˆ ˆ( ) 0t C ty = - = . Следовательно, 1 2

TC = , а значит, *( ) 2
Tt ty = - .

Рис. 4.2. Два варианта управления

Теперь обратимся к условию максимума функции Гамильтона 

0( , , , )H y uy y . Нам известны функции ( ), ( )u t y t  для каждого из указанных 

выше двух вариантов, а также * *
0 1, ( ) 2

Tt ty = y = y = - . Непосредственный 

подсчет значения функции H  (выполненный отдельно для левой и правой 

половин отрезка [0, ]T ) показывает, что для первого варианта это значение 

равно 1 2
T+ , а для второго 1 2

T- . Следовательно, второй вариант не удов-

летворяет принципу максимума и единственной экстремалью Понтрягина в 

данной задаче является

*
1, при ,2( )
1, при .2

Tt
u t

Tt

Ï <Ô= Ì
- >ÔÓ
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4.4. Принцип максимума для задачи с нефиксированным 
временем управления
Вновь обратимся к задаче оптимального управления системой

1
1 1 1

2
2 1 1

1 1

( , ,..., , ,..., ),

( , ,..., , ..., ),

( , ,..., , ,..., ),

n r

n r

n
n n r

d y
f t y y u u

d t

d y
f t y y u u

d t

d y
f t y y u u

d t

Ï =Ô
Ô
Ô

=Ô
Ì
Ô
Ô
Ô =Ô
Ó

������������

     0t t T£ £ , (4.1)

с подлежащим максимизации критерием качества управления

0
0 1 1( ) ( , ( ),..., ( ), ( ),..., ( ))

T

n rt
I u f t y t y t u t u t dt= Ú , (4.2)

заданными начальным моментом времени 0t t= , областью управления 

, rU U RÃ , начальным состоянием (0)
0( ) ny t y R= Œ  и конечным состояни-

ем (1)( ) ny T y R= Œ . Однако в отличие от задачи оптимального управления, 

рассмотренной ранее, здесь конечный момент времени T  будем считать не 

фиксированным и подлежащим определению.

Выпишем функцию Гамильтона

∑
=

=
n

i
ii uytfuytH

0

),,(),ˆ,,( ψψ , (4.3)

которая ничем не отличается от введенной ранее.

Рассматриваемая задача оптимального управления с нефиксированным 

конечным моментом времени заключается в максимизации интегрального 

функционала (4.2) на множестве всех допустимых управлений, переводящих 

систему (4.1) из заданного начального состояния (0)y  в заданное конечное 

состояние (1)y  к некоторому заранее не известному моменту времени T . 

Решением этой задачи являются оптимальное управление (векторная функ-

ция) * * * *
1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ru t u t u t u t= , соответствующая оптимальная траектория 

(векторная функция) * * * *
1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))ny t y t y t y t=  и оптимальное время *T  . 

Следует заметить, что в данном случае правильнее было бы вместо ( )I u  

писать ( , )I T u , подчеркивания тем самым зависимость критерия качества от 

конечного момента времени. Но мы этого делать не будем, поскольку заранее 

оговорили, что здесь рассматривается задача с нефиксированным конечным 

моментом времени.
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Предположим, что пара векторных функций * *( ), ( )u t y t  и время *T  

являются оптимальными в сформулированной задаче. Совершенно очевид-

но, что эта пара функций будет представлять собой оптимальный процесс и в 

задаче оптимального управления, отличающейся от приведенной выше лишь 

фиксацией конечного момента времени *T T= . Поэтому согласно теореме 

4.1 процесс * *( ), ( )u t y t , оптимальный в исходной задаче с нефиксированным 

конечным моментом времени управления, будет удовлетворять всем трем 

условиям этой теоремы при *T T= . Тем самым, принцип максимума для рас-

сматриваемой задачи должен содержать уже известные условия 1) – 3) теоре-

мы 4.1, но при этом они должны быть дополнены каким-то дополнительным 

требованием для определения оптимального значения конечного момента 

времени *T . Действительно, имеет место следующий результат (см. [4]).

Теорема 4.2 (принцип максимума для задачи с нефиксированным време-

нем управления). Пусть * *( ), ( )u t y t  – оптимальный процесс в задаче опти-

мального управления с нефиксированным временем управления системой (4.1), 

критерием оптимальности (4.2), заданными начальным * (0)
0( ) ny t y R= Œ  и 

конечным * * (1)( ) ny T y R= Œ  состояниями.

Тогда необходимо существуют неотрицательное число *
0y  и непрерывная 

векторная функция ))(),...,(),(()( **
2

*
1

* tttt nψψψψ =  такие, что выполняются 

условия 1) – 3) (в которых следует положить *T T= ) теоремы 4.1 и, кроме того, 

имеет место равенство

*

* *ˆmax ( , ( ), ( ), ) 0
u U T T

H T y T T u
Œ =

y = . (4.12)

Рассматриваемый ниже пример иллюстрирует применение теоремы 4.2 и 

имеет наглядную механическую интерпретацию.

Пример 4.3. Пусть материальная точка с координатой ( )x t  движется по 

числовой оси Ox  по закону

( ) ( )x t u t t= ≥¢¢ 0.

Данное равенство означает, что управление движением материальной 

точкой на прямой линии осуществляется путем изменения ускорения ее дви-

жения. Требуется найти кусочно-непрерывное управление, удовлетворяющее 

неравенству

( )u t  £  1,           0 t T£ £ ,

такое, чтобы точка, выйдя с нулевой скоростью из заданного начального 

положения (0) 1x = , «вошла» в начало координат с нулевой скоростью за 

наименьшее возможное время T . Это типичная задача быстродействия.
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Уравнение движения материальной точкой представляет собой диф-

ференциальное уравнение второго порядка. Известно, что это уравнение 

может быть сведено к системе из двух дифференциальных уравнений первого 

порядка. Для того чтобы такое сведение выполнить, введем новые фазовые 

переменные по правилу:

1 2,y x y x= = ¢ .

Тогда сформулированную одномерную задачу оптимального управления 

можно переписать следующим образом. Дана система из двух дифференци-

альных уравнений

1 2

2

,

,

y y

y u

=¢Ï
Ì =¢Ó

                     t ≥ 0.

Заданы начальное (0) (1,0)y =  и конечное ( ) (0,0)y T =  состояния систе-

мы и область управления [ 1, 1]U = - . Варьируя управления в классе допусти-

мых, необходимо максимизировать интегральный функционал

0

T
I d t T= - = -Ú .

Для решения задачи составляем функцию Гамильтона

0 1 2 2H y u= -y + y + y

и выписываем сопряженную систему

1
1

2 1
2

0,

,

H
y

H
y

∂Ïy = - =¢Ô ∂Ô
Ì ∂Ôy = - = -y¢
Ô ∂Ó

                t ≥ 0.

Решая эту систему, находим 1 2( ) , ( )t C t Ct Dy = y = - + , где C  и D  

некоторые постоянные.  Если предположить, что 2 ( ) 0ty ∫ , то 0C D= =  и 

1( ) 0ty ∫ . Но тогда из условия (4.12), которое в данном случае имеет вид

0[0,1]
max( ) 0
u

C Ct u Du
Œ

-y + - + = , (4.13)

будет следовать равенство 0 0y = , что вместе с полученным выше 

1 2( ) ( ) 0t ty = y ∫  противоречит условию 1) принципа максимума. 

Следовательно, функция 2 ( )ty  не равна нулю тождественно.
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Функция, записанная под знаком максимума в (4.13), линейна по u , а 

значит может принимать максимальные значения лишь на концах отрезка 

[ 1,1]- :

( ) sign( )u t Ct D= - + .

Таким образом, оптимальное управление (если оно существует) является 

кусочно-непрерывной функцией, принимающей значения +1, либо –1. При 

этом благодаря линейности функции 2 ( )t Ct Dy = - +  управление имеет не 

более одной точки t̂  переключения (смены знаков).

Нетрудно проверить непосредственно, что траектории, выходящие из 

начальной точки и соответствующие режимам управления

a) ( ) 1,u t = +  t ≥ 0,

b) ( ) 1,u t = -  t ≥ 0,

c) ( ) 1,u t = +  0 £ t £ t̂ , ( ) 1u t = - , t  ≥  t̂ ,

никогда не пройдут через конечную точку (0, 0). Остается рассмотреть единс-

твенный оставшийся возможный режим ( ) 1u t = -  при 0 £ t £ t̂  и ( ) 1u t = +  

при t ≥ t̂ . Ему отвечает траектория 1 2( ( ), ( ))y t y t , где

2

1 2 2

ˆ1 , 0 ,2( )
ˆ ˆ ˆ2 1, ,2

t t t
y t

t tt t t t

Ï - £ £Ô= Ì
Ô - + + ≥Ó

 2

ˆ, 0 ,
( )

ˆ ˆ2 , .

t t t
y t

t t t t

Ï- £ £Ô= Ì
- ≥ÔÓ

Из условий 1 2( ) ( ) 0y T y T= =  можно найти *ˆ 1, 2t T T= = = . Значит, 

полученное выше представление для траектории можно переписать в форме

2

1 2

1 , 0 1,2
( )

( 2) , 1 2,2

t t
y t

t t

Ï - £ £Ô= Ì -Ô £ £Ó

 2

, 0 1,
( )

2, 1 2.

t t
y t

t t

- £ £Ï
= Ì - £ £Ó

В качестве величин 
* *
0 1,y y  и 

*
2y  можно взять 

* * *
0 1 20, ( ) 1, ( ) 1t y ty = y = - y = -  

при 0 £ t £ 2. Найденный процесс является единственным, удовлетворяю-

щим принципу максимума.

Если вернуться к терминам исходной одномерной постановки задачи 

оптимального управления материальной точкой на числовой оси, то полу-

чим следующую картину. В соответствии с принципом максимума, для того 

чтобы за наименьшее время из точки, расположенной на расстоянии одной 

единицы справа от начала координат, попасть в начало координат, следует 

сразу (т.е. в начальный момент времени), начав движение влево, включить 

максимальное ускорение (это соответствует выбору управления ( ) 1u t ∫ - ). 

По прошествии одной единицы времени необходимо осуществить переклю-

чение управления в режим ( ) 1u t ∫ + , что отвечает режиму максимального 
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торможения. Тогда через единицу времени после переключения данная точка 

«попадет» в начало координат и ее скорость в конечный момент времени 

будет в точности равна нулю.

4.5. Задача оптимального управления с подвижными концами
На практике нередко возникают задачи управления, в которых один или 

оба конца траекторий (начальный и/или конечный), отвечающих допусти-

мым управлениям, не являются «жестко закрепленными» и могут выбираться 

в пределах некоторых заданных множеств. Такого рода задачи именуют зада-

чами управления с подвижными концами.

Сначала рассмотрим задачу оптимального управления с подвижным пра-

вым концом. В ней целевой функционал подлежит максимизации на мно-

жестве всех допустимых управлений, переводящих управляемую систему из 

заданной точки 0( )y t  фазового пространства в какую-либо точку некоторого 

заданного множества , nS S RÃ . В этом случае говорят, что систему из задан-

ного начального состояния следует перевести на множество S  (рис. 4.3).

Рис. 4.3. Перевод системы из точки на множество

В случае, когда nS R= , говорят о задаче со свободным правым концом.

Точно так же, если указано определенное множество возможных началь-

ных состояний системы, то можно говорить о задаче оптимального управле-

ния с подвижным левым концом. В общем случае оба конца траектории могут 

быть подвижными, т.е. располагаться на двух заданных множествах.

Далее будем предполагать, что ограничения на возможные изменения 

начального 0( ) ny t RŒ  и конечного ( ) ny T RŒ  состояний заданы при помощи 

следующей системы неравенств и уравнений
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0( ( ), ( )) 0, 1,2,..., ;ig y t y T i m≥ =

0( ( ), ( )) 0, 1,...,jg y t y T j m M= = + . (4.14)

Здесь может быть 0m =  или M m= . Первому варианту соответствует слу-

чай отсутствия ограничений-неравенств, а второму – ограничений-равенств. 

Далее условимся считать выполненными все требования к функциям 2n  

переменных ig  и jg , которые могут потребоваться от них при формулировке 

принципа максимума8.

Задача оптимального управления с подвижными концами формулируется 

следующим образом. Дана управляемая система (4.1) и задан интегральный 

функционал (4.2). Среди всех допустимых управлений, переводящих сис-

тему (4.1) из некоторой начальной точки 0( )y t , удовлетворяющей ограни-

чениям (4.14), на множество тех конечных состояний ( )y T , для которых 

выполнены соотношения (4.14), требуется найти такое управление, которое 

доставляет наибольшее возможное значение интегральному функционалу 

(4.2). Определению подлежат и концы оптимальной траектории, т.е. точки 
*

0( )y t  и *( )y T . При этом время управления может быть фиксированным 

или нефиксированным.

Предположим, что процесс * *,u y  является оптимальным в сформулиро-

ванной задаче, причем траектория начинается в точке * (0)
0( )y t y=  и закан-

чивается в точке * (1)( )y T y= , причем обе эти точки удовлетворяют соотно-

шениям (4.14). Из общих соображений ясно, что элемент, доставляющий 

функционалу наибольшее возможное значение на некотором допустимом 

множестве максимизирует тот же самый функционал на любом подмножес-

тве допустимого множества, содержащем данный элемент. 

Поэтому управление *u , оптимальное в задаче перевода системы (4.1) с 

одного множества на другое, должно быть оптимальным и в задаче перевода 

данной системы из фиксированного начального состояния (0)y  в фиксиро-

ванное конечное состояние (1)y . Отсюда сразу следует, что для указанного 

выше оптимального управления *u  и соответствующей ему траектории *y  

обязательно должен выполняться принцип максимума в форме теоремы 4.1 

или 4.2 (имеются в виду условия 1) – 3)) в зависимости от того, фиксировано 

или не фиксировано время управления. Таким образом, центральная часть 

утверждения принципа максимума для задачи с подвижными концами оста-

ется такой же, как в задаче с фиксированными концами.

Изменение формулировки необходимого условия оптимальности в 

форме принципа максимума для задачи с подвижными концами заключается 

8 Эти требования можно найти, например, в [4].
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(см. [4]) в замене 2n  граничных условий (0) (1)
0( ) , ( )y t y y T y= =  для концов 

оптимальной траектории на специального вида требования, которые записы-

ваются в виде следующей системы 2n  равенств

* *
0

0*
0

1 0 ( ( ), ( ))

( ( ), ( ))
( )

( )

M
j

i j
j i y t y T

g y t y T
t

y t=

∂
y = a

∂Â , 1,2,...,i n= ,

* *
0

0*

1 ( ( ), ( ))

( ( ), ( ))
( )

( )

M
j

i j
j i y t y T

g y t y T
T

y T=

∂
y = - a

∂Â , 1,2,...,i n= ,

называемых условиями трансверсальности, и m  равенств

* *
0( ( ), ( )) 0, 1,2,...,j jg y t y T j ma = = ,

именуемых условиями дополняющей нежесткости, при некоторых (подлежа-

щих определению) неотрицательных числах 1 2, ,..., ma a a  и некоторых (также 

подлежащих определению) числах 1,...,m M+a a  произвольного знака, в сово-

купности обладающих свойством *
0 1 2( , , ,..., )My a a a π 0 . В случае, когда один 

из концов траектории (например, начальный) закреплен, условие трансвер-

сальности на закрепленном конце (т.е. то, в левой части которого стоит 
*

0( )i ty ) становится лишним.

Заметим, что общее число всех выписанных выше равенств (условий 

трансверсальности и дополняющей нежесткости) 2n m+  совпадает с суммой 

числа m  подлежащих определению констант 1 2, ,..., ma a a  и числа 2n  компо-

нент начальной и конечной точек *(0)y , *(1)y  оптимальной траектории. Если 

к перечисленным добавить еще M m-  ограничений-равенств из (4.14), то в 

итоге получим 2n M+  равенств для определения такого же числа неизвест-

ных компонент * *
1 (0),..., (0)ny y , * *

1 ( ),..., ( )ny T y T  начальной и конечной точек 

оптимальной траектории и констант 1 2, ,..., Ma a a .

Выясним, какой вид приобретают сформулированные выше условия 

трансверсальности и дополняющей нежесткости в некоторых простейших 

случаях.

Случай задачи управления со свободным правым концом может быть 

получен при граничном условии (0)
0( )y t y= . Это условие можно переписать 

в виде ограничений-равенств 0( ( ), ( ))jg y t y T = (0)
0( ) 0j jy t y- = , 1,2,...,j n=  

Из-за отсутствия ограничений-неравенств условия дополняющей нежест-

кости здесь отсутствуют. Далее, так как левый конец траектории закреплен, 

то условие трансверсальности следует записывать только для конечного 

момента времени t T= . Заметим, что ни одна из функций jg  от ( )iy T  не 

зависит. Значит, все участвующие в условии трансверсальности производные 
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от функции ig  по ( )iy T  обращаются в нуль. В итоге приходим к тому, что для 

задачи оптимального управления со свободным правым концом условие трансвер-

сальности имеет вид

*( )Ty = 0 .

Разберем еще случай, когда левый конец закреплен, а для правого конца 

должны выполняться неравенства

( )iy T ≥ , 1,2,...,ia i n= ,

где 1 2, ,..., na a a  – заданные числа. В этом случае ограничения-равенства 

отсутствуют, а имеющиеся ограничения-неравенства можно представить в 

форме 0( ( ), ( )) ( )i i ig y t y T y T a= -  0, 1,2,...,i n≥ = . Выпишем получающиеся 

в данном случае условия трансверсальности и дополнительной нежесткости 

на правом конце траектории:

*( ) , 1,2,...,i iT i ny = a = ; *( ( ) ) 0, 1,2,...,j j jy T a j na - = = .

Благодаря тому, что все числа 1 2, ,..., na a a  неотрицательны, полученные 

условия окончательно можно переписать в следующем эквивалентном виде:

*( )i Ty ≥  0,  * *( )( ( ) ) 0, 1,2,...,i i iT y T a i ny - = = .

Общая схема применения принципа максимума для задач с подвижными 

(одним или обоими) концами в своей основе остается такой же, что и для 

задачи с закрепленными концами. Отличие состоит в оперировании здесь с 

бLольшим количеством величин, подлежащих определению на основе условий 

трансверсальности и дополнительной нежесткости.

4.6. Экономическая интерпретация принципа максимума
Предположим, что некоторая фирма стремится получить максимально 

возможную прибыль на временнLом промежутке [0, ]T . Пусть единственной 

переменной состояния является капитал ( )K K t= , а единственной управ-

ляющей переменной служит функция ( )u u t=  (это может быть, например, 

величина средств на рекламную компанию или внедрения новых техноло-

гий). В каждый момент времени t  величина прибыли фирмы зависит от 

величины капитала K  и от управления u . В соответствии с этим, функция 

прибыли в момент времени t  имеет вид ( , , )t K up . Тогда суммарная прибыль 

за весь временной промежуток [0, ]T  составит
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0
( ) ( , ( ), ( ))

T
u t K t u t d tP = pÚ . (4.15)

Для получения наибольшей возможной прибыли функционал (4.5) 

необходимо максимизировать. Скорость изменения величины капитала, т.е. 

производная K ¢ , зависит от величины капитала K  и от управления u ; при 

этом она изменяется со временем по определенному закону (с некоторой 

функцией f ):

( , , )K f t K u=¢ ,           0 t T£ £ . (4.16)

Кроме того, пусть задано начальное условие 0(0)K K=  и конечный 

момент времени T , тогда как правый конец траектории ( )K T  свободен.

В формулировке принципа максимума в общем случае присутствуют 

три типа переменных – состояния, управления и сопряженные перемен-

ные. Переменные состояния и управления уже описаны выше. Поскольку 

(4.16) представляет собой одно дифференциальное уравнение, то сопряжен-

ная переменная в данной задаче единственна. Постараемся далее ответить 

на вопрос: какой экономический смысл имеет сопряженная переменная 
* *( )ty = y ?

Ограничим последующее рассмотрение случаем *
0 1y =  и применительно 

к нему для оптимального процесса запишем функцию Гамильтона:

* * * * * * * *( , , , ) ( , , ) ( , , )H t K u t K u f t K uy = p + y .

Благодаря уравнению (4.16) целевой функционал можно переписать так:

* * * * * * *

0
( ) { ( , ( ), ( )) ( )( ( , ( ), ( )) ( ))}

T
u t K t u t t f t K t u t K t d t¢P = p + y -Ú .

Преобразуем его следующим образом

* * * * * *

0
( ) { ( , ( ), ( ), ( )) ( ) ( )}

T
u H t K t u t t t K t d t¢P = y - y =Ú

* * * * *

0 0
( , ( ), ( ), ( )) ( ) ( )

T T
H t K t u t t d t t K t d t¢= y - y =Ú Ú

* * * * * * *

00 0
( , ( ), ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( )

T TT
H t K t u t t d t t K t t K t d t¢= y - y + y =Ú Ú

* * * * * * * *
00

{ ( , ( ), ( ), ( )) ( ) ( )} ( ) ( ) (0)
T

H t K t u t t t K t d t T K T K¢= y + y -y + yÚ .

Используя последнее из полученных выше представлений для *( )uP , 

вычислим частные производные этой функции:
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* *
* *

*
0

(0), ( )
( )

T
K K T

∂P ∂P
= y = -y

∂ ∂
. (4.17)

На основании первого равенства из (4.17) можно сказать, что *(0)y  

представляет собой меру чувствительности оптимальной суммарной прибы-

ли к заданному начальному капиталу 0K . Иными словами, если увеличить 

начальный капитал на условную единицу, то величина суммарной прибыли 

возрастет на величину *(0)y . Таким образом, *(0)y  можно рассматривать 

как теневую цену единицы начального капитала.

Аналогично из второго равенства (4.17) видим, что *( )Ty  представляет 

собой отрицательную скорость изменения суммарной прибыли *P . Таким 

образом, если мы хотим сохранить условную единицу капитала в конце 

рассматриваемого периода времени (т.е. уменьшить его на единицу), то нам 

придется пойти на уменьшение суммарной прибыли на величину *( )Ty . 

Следовательно, *( )Ty  является теневой ценой единицы конечного капитала.

В общем случае в рамках рассматриваемой задачи оптимального управ-

ления величина *( )ty  может рассматриваться как теневая цена капитала в 

текущий момент времени t .

Обратимся теперь к условию трансверсальности. Поскольку правый 

конец траектории является свободным, то условие трансверсальности на 

правом конце записывается (см. предыдущий разд.) в виде

*( ) 0Ty = .

Выполнение этого равенства означает, что для оптимального процесса 

теневая цена капитала в конечный момент времени равна нулю. Иными сло-

вами, в конце периода управления он должен полностью «выработать» себя 

и, тем самым, потерять всякую ценность.

Для фирмы, которая намеревается продолжить свое существование сверх 

рассматриваемого периода времени [0, ]T , резонно было бы зарезервировать 

некоторое количество капитала на определенном минимально приемле-

мом уровне. Это условие приводит к требованию выполнения неравенства 

( )K T  ≥  minK  в конечный момент времени. Согласно результатам преды-

дущего раздела в таком случае условия трансверсальности и дополняющей 

нежесткости имеют вид:

*( )Ty  ≥  0,          * *
min( )( ( ) ) 0T K T Ky - = .

Анализ выписанных условий показывает, что если превышение вели-

чины *( )K T  над граничным значением minK  возможно, то теневая цена 
*( )Ty  обязательно должна быть равна нулю, как и в рассмотренном выше 

случае со свободным правым концом. Но если теневая цена *( )Ty  капитала 
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в конечный момент времени строго положительна (капитал полностью еще 

не «выработан»), то благодаря второму из выписанных выше условий обя-

зательно должно быть выполнено равенство *
min( )K T K= , означающее, что 

имеющийся капитал к конечному моменту времени следует израсходовать до 

минимального возможного предела.

Выводы
Принцип максимума Л.С. Понтрягина представляет собой определен-

ного вида необходимое условие оптимальности для задачи оптимального 

управления. В его формулировке участвуют функции специального вида – 

гамильтониан и сопряженные переменные. Это необходимое условие прини-

мает тот или иной вид в зависимости от разновидности задачи оптимального 

управления. Существует определенная схема применения принципа макси-

мума. Однако в общем случае использование принципа максимума требует 

высокой математической квалификации и нередко – изобретательности.

Основные понятия
Гамильтониан, принцип максимума Понтрягина, сопряженные перемен-

ные, экстремаль Понтрягина, оптимальный процесс, задача оптимального 

управления с бесконечным горизонтом управления, задача оптимального 

управления с подвижными концами.

Контрольные вопросы
1. Сформулируйте задачу оптимального управления с закрепленными 

концами и фиксированным временем управления и выпишите для нее 

принцип максимума.

2. Что такое сопряженные переменные и какой системе уравнений они 

согласно принципу максимума должны удовлетворять?

3. Сформулируйте задачу оптимального управления с закрепленными 

концами и фиксированным временем управления в случае одной 

фазовой переменной и одной управляющей функцией и запишите для 

нее принцип максимума.

4. Сформулируйте задачу оптимального управления с закрепленными 

концами и фиксированным временем управления в случае двух фазо-

вых переменных и двух управляющих функций и запишите соответс-

твующий ей вариант принципа максимума.

5. Сформулируйте в общей форме задачу оптимального управления с 

закрепленными концами и нефиксированным временем управления 

и выпишите для нее принцип максимума.
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6. В чем состоит общее и в чем заключается отличие принципа мак-

симума для задач с фиксированным и нефиксированным конечным 

моментом времени?

7. Сформулируйте в общем виде задачу оптимального управления с 

незакрепленными концами и фиксированным временем управления 

и запишите для нее принцип максимума.

8. В чем состоит общее и чем отличается принцип максимума для задач 

с закрепленными и незакрепленными концами траекторий?

9. Сформулируйте в общем виде задачу оптимального управления с 

незакрепленными концами и нефиксированным временем управле-

ния и запишите для нее принцип максимума.

10. Выпишите условия трансверсальности и дополняющей нежесткости.

11. Дайте экономическую интерпретацию сопряженных переменных.

Упражнения
1. Сформулируйте задачу оптимального управления с закрепленными 

концами и фиксированным временем управления в случае двух фазовых 

переменных и одной управляющей функцией и запишите для нее принцип 

максимума.

2. Сформулируйте задачу оптимального быстродействия для системы 

общего вида и запишите принцип максимума для этой задачи. Как видоиз-

менится принцип максимума, если рассмотрение ограничить классом линей-

ных систем управления?

3. Примените принцип максимума для решения задачи максимизации 

функционала

2 2

0
( ) ( ( ) ( ))

T
I u y t u t d t= -Ú

со скалярными функциями ( )y t  и ( )u t , подчиненными дифференциально-

му уравнению

d y
u

d t
= ,           0t t T£ £ ,

и граничным условиям (0) ( ) 0y y T= = . Здесь конечный момент времени T  

фиксирован. Отдельно рассмотрите два случая: 0 £ T £ p  и T ≥  p .

4. Найдите экстремаль Понтрягина для задачи оптимального управле-

ния системой, поведение которой описывается дифференциальным уравне-

нием

,
d y

ay u
d t

= +  t  ≥  0,
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где a  – отрицательный параметр и ,y u  – скалярные функции. Задано 

начальное условие 0(0) 0y y= > . Конечный момент времени T  и конечное 

состояние системы ( )y T  не фиксированы. Критерий качества, который 

необходимо минимизировать, имеет вид интегрального функционала

2 2

0
( ) ( ( ) ( ))

T
I u y t u t d t= +Ú .

5. Требуется a) максимизировать и b) минимизировать интегральный 

функционал

( ) sinI x x td t
+p

-p
= Ú

при ограничениях ( )x t¢ £ 1, ( ) ( ) 0.x x-p = p =  Сформулируйте эти две зада-

чи в форме задач оптимального управления и для их решения примените 

принцип максимума.

6. Требуется a) максимизировать и b) минимизировать интегральный 

функционал

1

0
( )I x xd t= Ú

при условиях ( )x t¢¢ £ 2, (0) (0) 0x x= =¢ . Сформулируйте эти задачи в форме 

задач оптимального управления и для их решения примените принцип мак-

симума.

Указание. Предварительно переформулируйте данные задачи в виде задач 

оптимального управления с двумя фазовыми переменными и одной управля-

ющей функцией.

7. Решите задачу оптимального быстродействия (т.е. задачу минимиза-

ции конечного момента времени T ) для системы, поведение которой описы-

вается скалярной функцией ( )x t , подчиненной условиям

( )x t¢¢  £  2,     ( 1) 1x - = ,      ( ) 1x T = - ,  ( 1) ( ) 0x x T- = =¢ ¢ .

Указание. Предварительно переформулируйте данную задачу в виде 

задачи оптимального управления с двумя фазовыми переменными и одной 

управляющей функцией.

8. Требуется a) максимизировать и b) минимизировать интегральный 

функционал

2

0
( )I x xd t= Ú

при условиях ( )x t¢¢  £  2 и (0) (0) (2) 0x x x= = =¢ .
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Указание. Предварительно переформулируйте эти задачи в виде задач 

оптимального управления с двумя фазовыми переменными и одной управ-

ляющей функцией.

9. Требуется a) максимизировать и b) минимизировать интегральный 

функционал

4

0
( )I x xd t= Ú

при условиях ( )x t¢¢  £  2 и (0) (4) 0x x+ = , (0) (4) 0x x= =¢ ¢ .

Указание. Предварительно переформулируйте данные задачи в виде 

задач оптимального управления с двумя фазовыми переменными и одной 

управляющей функцией. В этих задачах оптимального управления должны 

присутствовать два ограничения-равенства, связывающие значения фазовых 

переменных и переменной управления в начальный и конечный моменты 

времени. Не забудьте про условия трансверсальности!

10. Рассмотрим задачу о расширенном воспроизводстве (см. [9]). 

Предположим, что некоторая отрасль производства производит определен-

ную продукцию. Через ( )x x t=  обозначим денежную сумму, получаемую от 

реализации этой продукции в момент времени t . Предположим, что доля 

в размере ( )u u t=  этой продукции используется для расширения произ-

водства, идет на закупку нового оборудования и пр. Считается, что скорость 

роста производства, а значит, и суммы ( )x t , прямо пропорциональна затра-

там на эту цель, т.е.

x u x= a¢ ,                 ( 0a > ).

При этом 0 0t =  и (0)x a= , где 0a >  – заданное число (начальный капи-

тал). Расходы на текущее производство можно считать пропорциональными 

количеству производимой продукции, т. е. в единицу времени они состав-

ляют величину ( )x tb , где 0b > . Налог выплачивается с оставшейся суммы 

( ) ( ) ( ) ( )x t u t x t x t- - b . Поэтому чистая прибыль за промежуток времени от 

0 0t =  до t T=  равна

0
( ) [(1 ( ) ) ( )]

T
u u t x t d tP = t - - bÚ .

Здесь t  – заданная возрастающая выпуклая функция одной переменной, 

характеризующая налоговую политику. На выбор функции ( )u t  наложены 

ограничения 0 £ ( )u t £ (1 – b ) при всех t . Задача состоит в определении 

доли ( )u t , при которой чистая прибыль ( )uP  максимальна.

Записать сформулированную задачу в терминах задачи оптимального 

управления и, используя принцип максимума, решить ее.
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Здесь принцип максимума используется при решении трех задач, имею-

щих определенное экономическое содержание.

Первая и вторая задачи связаны с поиском стратегии рационального 

использования энергии в условиях, когда это использование может иметь как 

желательные, так и нежелательные последствия (например, сопровождается 

загрязнением окружающей среды).

Третья задача основана на модели Солоу, введенной в главе 2, и связана 

с изучением динамики односекторной экономики. Здесь предполагается, 

что показатель удельного потребления может варьироваться в опреде-

ленных пределах с целью достижения максимального благосостояния на 

длительном промежутке времени. Изучаются некоторые свойства опти-

мальной стратегии.

5.1. Оптимальное использование энергии с учетом качества 
окружающей среды (одномерная модель)

5.1.1. Введение
Как известно, использование энергии, вырабатываемой, например, атом-

ной, тепловой или электростанцией, имеет для общества как положительные, 

так и отрицательные последствия. С одной стороны, энергия позволяет 

использовать различного рода приборы, устройства, машины и механизмы, 

работающие от электрической сети и облегчающие жизнь человека. С дру-

гой, – сам процесс производства энергии, а также функционирование элек-

троприборов, как правило, отрицательно влияют на качество окружающей 

среды. В этой связи возникает задача определения такого режима использо-

вания энергии, который приводит к наиболее выгодным социальным пос-

ледствиям с учетом качества окружающей среды. Один из наиболее простых 

вариантов задачи такого рода рассматривается ниже.

5.1.2. Формирование математической модели оптимального 
управления

Пусть ( )E E t=  означает количество (запас) энергии того или иного вида, 

а ( )V V t=  – темп (скорость) расходования этой энергии в момент времени 
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, 0t t T£ £ . Исходя из смысла введенных величин, они должны быть связаны 

друг с другом равенством

d E
V

d t
= - . (5.1)

Использование энергии, с одной стороны, приводит к увеличению 

товаров и услуг; обозначим этот положительный фактор через ( )C C V= . 

А с другой, – ведет в загрязнению окружающей среды; этот отрицательный 

фактор обозначим ( )P P V= . Очевидно, при увеличении расходования энер-

гии происходит рост обеих величин, тогда как темп скорости их роста имеет 

противоположные знаки. Другими словами, имеют место неравенства

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0C V C V P V P V> < > >¢ ¢¢ ¢ ¢¢ . (5.2)

Отметим, что благодаря процессам самоочищения загрязнение здесь не 

считается накапливаемым.

Введем в рассмотрение общественную функцию полезности ( , )U U C P= , 

которая устанавливает закон изменения величины полезности для общества 

от использования энергии в зависимости от двух переменных C  и P . Не 

ставя перед собой задачу получения аналитического выражения для этой 

функции, будем считать выполненным лишь следующие условия (для всех 

[0, ]t TŒ ):
2 2 2

2 20, 0, 0, 0, 0
U U U U U
C P P CC P

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
> < < < =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
. (5.3)

Первые два неравенства в (5.3) означают, что общественная функция 

полезности является возрастающей по переменной C  и убывающей по 

переменной P , что вполне согласуется с интуитивными представлениями о 

зависимости значения общественной функции полезности как от величины 

товаров и услуг, так и от величины загрязнения окружающей среды. Согласно 

следующим двум неравенствам темп изменения полезности с ростом пере-

менных замедляется.

В рассматриваемой задаче на роль переменных управления и состояния 

может претендовать как величина энергии E , так и темп ее расходования 

V . При этом ясно, что именно темп расходования энергии является тем 

параметром, который мы можем выбирать из экономических или каких-то 

иных соображений. Следовательно, V  будем считать переменной управле-

ния, тогда как E  – переменной состояния (фазовой переменной).

Для того чтобы сформулировать задачу оптимального управления необ-

ходимо иметь критерий оптимальности. В данном случаем критерием опти-

мальности (функционалом), который следует максимизировать, будет интег-
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ральная общественная полезность за рассматриваемый период от начального 

момента времени 0t =  до конечного t T= , т.е.

0
( ( ( )), ( ( )))

T
U C V t P V t dtÚ . (5.4)

Итак, задача оптимального управления, к решению которой сведена 

задача наилучшего использования энергии, заключается в максимизации 

интегрального функционала (5.4) при условиях

0, (0) , ( ) 0,

( ) 0, 0 .

d E
V E E E T

d t

V t t T

= - = ≥

> £ £
 (5.5)

где числа 0E  и ( )E T  считаются заданными.

5.1.3. Применение принципа максимума и анализ полученных 
результатов

Составляем функцию Гамильтона, ограничив рассмотрение случаем 
*
0 1y = :

( , ) ( ( ), ( ))H V U C V P V Vy = - y .

Предполагая функцию H  дифференцируемой по положительной пере-

менной V , запишем для этой функции необходимое условие экстремума, 

приравняв нулю ее частную производную по V :

( ) ( ) 0
H dU U U

C V P V
V dV C P

∂ ∂ ∂
= - y = + - y =¢ ¢

∂ ∂ ∂
9. (5.6)

С учетом (5.2) – (5.3) для производной второго порядка функции H  

получаем место неравенство
2 2 2

2 2
2 2 2 0

H U U U U
C C P P

C PV C P
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + <¢ ¢¢ ¢ ¢¢
∂ ∂∂ ∂ ∂

,

которое в соответствии с известным результатам из курса математического 

анализа свидетельствует о том, что решение уравнения (5.6) (оно является 

«подозрительным» на экстремальное) будет максимизировать функцию 

Гамильтона по переменной V .

Сопряженное уравнение в данном случае принимает вид

0
d H
d t E
y ∂

= - =
∂

.

9 Из равенства (5.6), в частности, следует, что сопряженная переменная ψ  в данной 
задаче выражает собой скорость VU ′  изменения общественной функции полезности U  в 
зависимости от темпа расходования энергии V .
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Из этого уравнения находим оптимальное значение сопряженной пере-

менной *( )t cy = , где constc - , для всех [0, ]t TŒ . Для того чтобы опреде-

лить константу c , следует воспользоваться условием трансверсальности на 

правом конце. В данном случае (см. разд. 4.5) оно имеет вид неравенства 
*( ) 0Ty ≥  и равенства *( ) ( ) 0T E Ty = . Из неравенства в силу *( )t cy ∫  следует

*( ) 0t cy = ≥            для всех [0, ]t TŒ .

Учитывая установленный результат, уравнение (5.6) теперь можно пере-

писать так:

( ) ( )
U U

C V P V c
C P

∂ ∂
+ =¢ ¢

∂ ∂
.

В это уравнение переменная t  не входит. Поэтому его решение, т.е. 

величина V , так же не должна зависеть от времени t . Следовательно, для 

оптимального значения темпа расходования энергии получаем *( )V t V=  при 

всех [0, ]t TŒ , где *V  – некоторая положительная константа.

Полученное означает, что в рассматриваемой задаче оптимальный режим 
характеризуется постоянным темпом расходования энергии.

При постоянном оптимальном значении *( )V t V∫  нетрудно решить 

дифференциальное уравнение из (5.5) и найти соответствующее оптимальное 

значение фазовой переменной * *
0( )E t E V t= - , описывающей имеющееся 

количество энергии в момент времени t .

Поскольку участвующие в постановке задачи функции ( , )U C P , ( )C V  и 

( )P V  конкретно не заданы, то определить оптимальное значение *V  не пред-

ставляется возможным. Остается лишь провести общий качественный ана-

лиз, используя условие неотрицательности запаса энергии *( ) 0E T ≥  в конеч-

ный момент времени T . Из установленного ранее равенства * *
0( )E t E V t= -  

при t T=  легко вывести, что в случае *( ) 0E T =  (это соответствует полному 

расходу имеющейся энергии до заданного конечного момента времени T  

или в точности в этот момент) величина оптимального значения *V  темпа 

расходования энергии имеет вид

* 0E
V

T
= .

Необходимо отметить, что полученный выше вывод о постоянстве опти-

мального значения темпа расходования энергии имеет место благодаря тому, 

что в целевом функционале под знаком интеграла (5.4) отсутствует дискон-

тирующий множитель (полезно сравнить полученный здесь результат с реше-

нием задачи из упр. 1, приведенного в конце данной главы).
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5.2. Оптимальное использование энергии с учетом качества 
окружающей среды (двумерная модель)

5.2.1. Формирование основных зависимостей
Как и ранее, пусть ( )E E t=  означает количество энергии определенного 

вида, ( )V V t=  – темп (скорость) расходования этой энергии, а ( )P P t=  – 

величина загрязнения в момент времени , 0t t T£ £ .

Использование энергии приводит к загрязнению окружающей среды. 

Будем считать, что скорость загрязнения прямо пропорциональна темпу 

расходования энергии:

, 0
d P

V
d t

= a a > .

Через A  обозначим уровень деятельности, направленной на охрану 

окружающей среды и будем считать, что этот уровень может прямо пропор-

ционально снижать темп загрязнения, т.е.

, 0
d P

A
d t

= -b b > .

Примем, что в силу процессов самоочищения уровень загрязнения падает 

экспоненциально. Этот факт можно выразить в виде дифференциального 

уравнения

, 0
d P

P
d t

= -d d > .

Теперь, учитывая одновременно все три перечисленные выше фактора 

(т.е. суммируя выписанные выше три дифференциальные уравнения10), вли-

яющие на скорость загрязнения, приходим к следующему дифференциаль-

ному уравнению относительно функции P :

, 0, 0, 0
d P

V A P
d t

= a - b - d a > b > d > . 

Перейдем к формированию второго уравнения для скорости изменения 

количества используемой энергии. Имеется равенство (5.1). Кроме того, 

ясно, что осуществление мер по охране окружающей среды, в свою оче-

редь, также требует использования энергии. Предположим, что зависимость 

между величинами E ¢  и A  является прямо пропорциональной, т.е. E A= -¢ . 

Складывая это равенство с (5.1), при сохранении старых обозначений придем 

к дифференциальному уравнению

10 Следует иметь в виду, что при этом на постоянный множитель 1/3 изменятся константы 
δβα ,, . Тем не менее, далее за новыми константами сохранены прежние обозначения. 
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d E
A V

d t
= - - , 

относительно функции E .

5.2.2. Задача оптимального управления
В качестве управляющих переменных здесь естественно выбрать V  и 

A . Тогда P  и E  будут переменными состояния.

Как и в предыдущем разделе, введем общественную функцию полезности 

( ( ), )U U C V P= , обладающую свойствами

0, 0, 0, 0, 0, 0C P CC PPU U U U C C> < < < > <¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ,

где величина ( )C V  характеризует положительный фактор, связанный с 

использованием энергии. Качество управления будем оценивать величиной 

интегральной полезности

0
( ( ( )), ( ))

T
U C V t P t d tÚ . (5.7)

В итоге приходим к задаче оптимального управления с двумя фазовыми 

переменными P , E  и двумя управляющими функциями V  и A . Эта задача 

состоит в максимизации функционала (5.7) при условиях

,

,

d P
V A P

d t

d E
A V

d t

Ï = a - b - dÔÔ
Ì
Ô = - -
ÔÓ

0(0) 0, ( ) 0P P P T= > ≥ , (5.8)

0(0) 0, ( ) 0E E E T= > ≥ ,

ˆ( ) 0, 0 ( )V t A t A> £ £ ;           0 t T£ £ ,

причем начальный и конечный моменты времени считаются фиксированны-

ми, а конечные значения ( )P T  и ( )E T  фазовых переменных – свободными. 

Последняя строка в (5.8) задает ограничения на изменение управляющих 

переменных. В соответствии с ней скорость V  расходования энергии долж-

на быть положительной, тогда как уровень деятельности, направленной на 
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охрану окружающей среды, т.е. величина A , вместе с условием неотрица-

тельности дополнительно не может превышать некоторого «порогового» 

фиксированного значения Â , которое диктуется имеющимися реальными 

возможностями.

5.2.3. Максимизация гамильтониана
Составим функцию Гамильтона (полагая *

0 1y = ):

( ( ), ) ( ) ( )P EH U C V P V A P A V= + y a - b - d - y + .

Здесь через Py  и Ey  обозначены сопряженные переменные, отвечаю-

щие дифференциальным уравнениям для величин P  и E  соответственно. 

Необходимое условие экстремума для функции Гамильтона записывается в 

виде уравнения

* *( ) 0C P E

H
U C V

V
∂

= + ay - y =¢ ¢
∂

. (5.9)

А так как 
2 2

2 0CC C
H U C U C

V
∂ = + <¢¢ ¢ ¢ ¢¢∂ , то решение уравнения (5.9) соот-

ветствует максимальному возможному значению функции Гамильтона по 

переменной V .

Уравнение (5.9) можно переписать в форме

* *( )C E PU C V = y - ay¢ ¢ . (5.10)

Это равенство допускает следующую экономическую интерпретацию. 

Производную ( )C
U U C VV

∂ = ¢ ¢∂ , записанную в левой части (5.10), можно 

рассматривать как величину прироста полезности, отвечающей увеличению 

темпа расходования энергии на одну единицу. Сопряженная переменная *
Ey  

характеризует теневую цену использования энергетического ресурса, а член  
*
P-ay  связан с теневой ценой загрязнения окружающей среды. Тем самым, 

равенство (5.10) показывает, что величина прироста полезности складывается 

из двух указанных показателей теневых цен.

Из-за невозможности исследовать здесь все мыслимые варианты, огра-

ничим последующее рассмотрение лишь интересным с точки зрения прак-

тики случаем, когда теневая цена загрязнения окружающей среды строго 

возрастает, т.е. примем
*

0Pd

d t

y
> ,       0 t T£ £ . (5.11)
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Запишем условие максимума функции Гамильтона H  по переменной 

A . Так как эта функция линейна относительно A , а сама эта переменная 

заключена в пределах от 0 до Â , то точка максимума *A  функции H  по A  

будет зависеть от значения сопряженных переменных следующим образом:
* *

*

* *

0, если 0,

ˆ, если 0.

P E

P E

A
A

Ï by + y >Ô= Ì
by + y <ÔÓ

 (5.12)

В (5.12) отсутствует возможность выполнения равенства * * 0P Eby + y =  

Как будет показано в следующем разделе, это равенство действительно 

не может иметь места ни на каком временнLом промежутке [ , ]t t¢ ¢¢  вида 

[ , ] [0, ]t t TÃ¢ ¢¢ .

5.2.4. Исследование возможных значений оптимального уровня *A
Согласно ограничениям из (5.8) значения переменной A  должны 

быть заключены в пределах отрезка ˆ[0, ]A . Оптимальное значение *A  тоже 

должно принадлежать ему. В формуле (5.12), задающей *A , фигурируют 

лишь граничные значения указанного отрезка. Убедимся в невозможности 

выполнения неравенств * ˆ0 A A< <  на произвольном временнLом промежутке 

[ , ] [0, ]t t TÃ¢ ¢¢ . С этой целью запишем систему уравнений для сопряженных 

переменных:

*
*

*

,

0.

P
P P

E

d H
U

d t P

d H
d t E

y ∂
= - = - + dy¢

∂
y ∂

= - =
∂

 (5.13)

Для доказательства предположим противное: неравенства * ˆ0 A A< <  

справедливы при t t t£ £¢ ¢¢ . Согласно (5.12) это возможно лишь при условии 

равенства * * 0P Eby + y =  для всех [ , ]t t tŒ ¢ ¢¢ . Отсюда вместе с равенством 
* constEy = , вытекающим из второго уравнения (5.13), следует равенство 

* ( ) constP ty =  для всех [ , ]t t tŒ ¢ ¢¢ . Следовательно, 
*

0Pd
d t

y =  для всех 

[ , ]t t tŒ ¢ ¢¢ , что противоречит неравенству из (5.11). Полученное противо-

речие завершает доказательство невозможности выполнения неравенства 
* ˆ0 A A< <  для всех [ , ]t t tŒ ¢ ¢¢ .

Таким образом, на любом временнLом промежутке [ , ]t t¢ ¢¢  могут оказаться 

выполненными лишь две возможности * 0A =  или * ˆA A= . Следовательно, 

промежуточные между ними значения величина *A  может принимать только 

в отдельные фиксированные моменты времени. А так как значение управля-
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ющей переменной A  в отдельно взятый момент времени по существу никак 

не влияет на качество процесса управления, то всегда можно считать, что 

величина *A  ни в какой момент времени не принимает значения, промежу-

точные между граничными значениями 0  и Â .

5.2.5. Выводы на основе принципа максимума
В соответствии с полученным результатом существуют только два (край-

них) значения, которые может принимать оптимальное значение переменной 

A , указывающей уровень деятельности, направленной на охрану окружаю-

щий среды. Нулевое значение * 0A =  соответствует ситуации, когда не осу-

ществляется никаких мер по охране окружающей среды, тогда как в случае 
* ˆA A=  принимаемые меры таковы, что загрязнение снижается с наибольшей 

возможной скоростью.

Перепишем равенство (5.12) следующим образом:
* *

*

* *

0, если ,

ˆ, если .

E P

E P

A
A

Ï y > -byÔ= Ì
y < -byÔÓ

Согласно первой строке этого равенства, если являющейся постоянной 

теневая цена использования энергетического ресурса превышает выражение 
*
P-by , характеризующее величину цены загрязнения (т.е. цена *

Ey  является 

достаточно высокой), то нет смысла дорогостоящий источник энергии тра-

тить на охрану окружающей среды (т.е. следует принять * 0A = ), поскольку 

проигрыш в использовании энергии будет больше, чем выигрыш от охраны 

среды. В противном случае (этому положению отвечает вторая строка послед-

него равенства) следует использовать максимум энергетических возможнос-

тей для охраны окружающей среды, что соответствует выполнению равенства 
* ˆA A= .

Рассмотрим случай * 0A =  более подробно. С этой целью продифферен-

цируем равенство (5.10) по переменной t :

2( ) P
CC C

d
U C U C V

d t

y
+ = -a¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ .

Благодаря неравенству (5.11) и предположенным выше свойствам фун-

кции U  отсюда следует неравенство ( ) 0V t >¢  при всех [0, ]t TŒ , что соот-

ветствует постоянному росту темпа использования энергии. В свою очередь, 

постоянный рост темпа использования энергии ведет к истощению энер-

гетического ресурса. Из второго уравнения (5.13) следует, что * constEy - , 

причем эта константа должна быть положительной, так как переменная *
Ey  

означает теневую цену используемых энергетических ресурсов. Неравенство 
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* ( ) 0E Ty >  вместе с условием трансверсальности *( ) ( ) 0EE T Ty =  приводит к 

равенству ( ) 0E T = , показывающему, что в конечный момент времени запасы 

энергии должны полностью закончиться. Аналогично из второго соотноше-

ния условия трансверсальности *( ) ( ) 0PP T Ty =  в силу ( ) 0P T >  приходим к 

равенству * ( ) 0P Ty = , означающему, что в конечный момент времени теневая 

цена загрязнения равна нулю.

Перейдем к анализу второй возможности, когда * ˆA A= . Благодаря 

(5.11) функция * ( )P ty  является строго возрастающей. На основании этого и 

условия * constEy -  из (5.12) получаем, что наступит определенный момент 

времени, когда вместо неравенства * * 0P Eby + y >  окажется выполненным 

неравенство * * 0P Eby + y < . В этом случае уровень загрязнения P  достигнет 

некоторой относительно небольшой величины и дальнейшее применение 

мер по охране среды станет невыгодным. Остальная часть процесса будет 

такой же, как и в случае * 0A = .

В итоге получаем следующую картину оптимального процесса. Если с 
самого начала уровень загрязнения относительно невелик, то никаких мер по 
охране окружающей среды применять не надо. При этом темп расходования 
энергии таков, что к концу периода управления энергия оказывается полностью 
израсходованной. В случае, когда уровень загрязнения значительный, необхо-
димо сразу принимать самые действенные меры по охране окружающей среды 
до тех пор, пока уровень загрязнения не снизится значительно. После этого до 
конца периода управления никаких мер по охране окружающей среды не предус-
матривается.

5.3. Односекторная модель оптимального экономического 
роста

5.3.1. Описание модели
Вернемся к изучению поведения односекторной экономической систе-

мы, описанной в главе 2 на основе модели Солоу:

0
0

0

( ), , (0) ,

( ), ( ), (1 ) ( ),

Kd k
k f k k k

d t L

x f k i f k c f k

= -l + r l = m + n = =

= = r = - r
 (2.3)

где
Kk L=  – фондовооруженность, K    фонды, L  – труд (число занятых);

Xx L=  – народнохозяйственная производительность труда, 
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X - валовой внутренний продукт (ВВП);

Ii L=  – удельные инвестиции (на одного занятого); I - инвестиции;

Cc L=  – среднедушевое (удельное) потребление (на одного занятого);

C - фонд непроизводственного потребления;

n  – годовой темп прироста числа занятых;

r  – норма накопления;

m  – доля выбывших за год основных производственных фондов.

Эта модель была рассмотрена при условии постоянства нормы накоп-

ления: constr - . Следуя [6], откажемся от этого условия и сформулируем 

задачу рационального ведения хозяйства, исследование которой проведем с 

помощью принципа максимума Понтрягина.

Итак, будем считать, что constr π . Из последнего равенства в (2.3) выра-

зим ( ) ( )f k f k cr = -  и первое из уравнений (2.3) перепишем в виде

0( ) ( ) , (0)
d k

f k k c k k
d t

= - m + n - = . 

Полученное уравнение управляемой системы будет основой дальнейшего 

рассмотрения.

5.3.2. Постановка задачи оптимального управления
В качестве управляющей функции выберем удельное потребление c . 

Допустимым управлением будем считать произвольную кусочно-непрерыв-

ную функцию ( )c c t= , удовлетворяющую неравенствам

*0 c< £ ( )c t £ ( ( ))f k t           при всех 0t ≥ , (5.14)

где *c  – нижняя предельно допустимая граница удельного потребления.

Задача управляющего органа экономической системы – так управлять 

системой с помощью налогово-кредитной политики или директив, меняя 

( )c t , чтобы за длительный интервал времени дисконтированная полезность 

от потребления была бы наибольшей, т.е.

0
( ( )) maxte u c t d t

+• -d ÆÚ , (5.15)

где d  – положительный параметр дисконтирования, с помощью которого 

будущие полезности приводятся к настоящему времени (исходя из того, что 

ближайшее во времени потребление важнее отдаленного); ( )u u c=  – фун-

кция полезности потребления. Относительно функции полезности обычно 

считается, что она является положительной, строго возрастающей функцией 
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и удовлетворяющей условию (0) 0u = . В целях упрощения последующего 

изложения примем, что полезность прямо пропорциональна удельному пот-

реблению, т.е.

( )u c c= a ,         0, consta > a - .

С математической точки зрения задача об оптимальном росте для одно-

секторной замкнутой экономической системы с бесконечным горизонтом 

управления и положительной нормой дисконтирования заключается в мак-

симизации интегрального функционала

0
( ) ( )tI c e c t d t

+• -d= aÚ  (5.16)

при условиях

0( ) ( ), (0)
d k

f k k c t k k
d t

= - l - = , (5.17)

*0 c< £ ( )c t £ ( ( ))f k t ,  ( ) 0k t ≥  для всех 0t ≥ ,

где l = m + n .

В этой задаче оптимального управления единственной фазовой перемен-

ной является фондовооруженность ( )k k t= , единственной управляющей 

функцией – удельное потребление ( )c c t= , а целевым функционалом слу-

жит интеграл благосостояния (5.16). Правый конец траектории ( )k k t=  (при 

t Æ +• ) не фиксирован, но подчиняется требованию lim ( ) 0
t

k t
Æ+•

≥ . Решением 

задачи является оптимальный процесс * *( ), ( )k t c t , при котором благососто-

яние принимает наибольшее возможное значение.

5.3.3. Применение принципа максимума
Вместо исходной сопряженной переменной 1( )ty  введем новую 

1( ) tt edy = y  и запишем для нее гамильтониан (в предположении *
0 1y = ):

{ }[ ( ) ]tH e c f k k c-d= a + y - l - . (5.18)

Исходя из (5.18), новую сопряженную переменную y  можно интерпре-

тировать как теневую цену (приростных) фондов. Выражение в фигурных 

скобках (5.18) представляет собой полезность конечного удельного выпуска, 

поскольку ca  – полезность части, которая идет на непроизводственное 

потребление, а [ ( ) ]f k k cy - l -  – полезность части, используемой на расши-

рение фондов. Умножением на дисконтирующий множитель te-d  указанная 

полезность приведена к настоящему моменту времени.

Запишем дифференциальное уравнение для сопряженной переменной:
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( )1 td d H
e

d t d t k
-dy ∂

= y = -
∂

.

После почленного дифференцирования и последующего упрощения оно 

примет вид

[( ) ( )]
d

f k
d t
y

= l + d - y¢ . 

Перепишем это уравнение вместе с исходным дифференциальным урав-

нением в виде системы

0( ) , (0) ,

[( ) ( )] .

d k
f k k c k k

d t

d
f k

d t

= - l - =

y
= l + d - y¢

 (5.19)

Напомним, что функция f  аргумента k  подчинена условиям 

0, 0f f> <¢ ¢¢ , означающим, что она сама строго возрастает, а ее производ-

ная строго убывает для всех неотрицательных k . Согласно равенству (0) 0f =  

график функции f  начинается в начале координат. Дополнительно предпо-

ложим, что 
0

lim ( )
k

f k
Æ+

= +•¢  и lim ( ) 0
k

f k
Æ+•

=¢ .

Обратимся к системе дифференциальных уравнений (5.19). У нее сущес-

твует стационарное решение * *( ) const, ( ) constk t k c t c∫ - ∫ -  (для него 
* *

0d k d c
d t d t= ∫ ). Оно находится приравниванием нулю правых частей 

этих уравнений:

* * * *( ) , ( )f k c f k k= l + d = - l¢ . (5.20)

Установим существование и единственность констант *c  и *k  (а тем 

самым, и стационарного режима), удовлетворяющих (5.20). Согласно равенс-

тву (0) 0f =  график функции f  начинается в начале координат. Кроме 

того, выше было предположено, что 0f <¢¢ , 
0

lim ( )
k

f k
Æ+

= +•¢  и lim ( ) 0
k

f k
Æ+•

=¢  

Поэтому производная f ¢  при изменении k  от нуля до бесконечности непре-

рывно уменьшается от +•  до нуля. Следовательно, найдется (и притом 

единственное) положительное число *k k= , при котором эта производная в 

точности примет положительное значение l + d , причем

( ) ( ) 0f kl + d - >¢  при *k k< ;

( ) ( ) 0f kl + d - <¢  при *k k> . (5.21)
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Таким образом, первое равенство в (5.20) (для заданного фиксированно-

го 0d > ) выполняется. После этого число *c  на основании указанного *k  

можно однозначно найти в соответствии со вторым равенством в (5.20). При 

этом благодаря неравенству *
*( ) ( )

k k
f k k

=
= l + d > l = l¢ ¢  между угловыми 

коэффициентами касательной к графику функции ( )y f k=  в точке *k k=  и 

прямой y k= l  будет выполнено * *( )f k k> l . Поэтому число *c  будет удов-

летворять неравенству * *0 ( )c f k< < .

Найденным значениям констант *c  и *k  соответствует единственная так 

называемая траектория сбалансированного роста (стационарный режим). Эта 

траектория с экономической точки зрения является очень привлекательной; 

она отвечает ситуации, когда осуществляется воспроизводство, позволяющее 

при постоянном удельном потреблении поддерживать фондовооруженность 

на стационарном уровне *k k= . Далее число *c  будем считать настолько 

малым, что *
*c c< .

Перепишем гамильтониан (5.18) в форме

{ }( ) [ ( ) ]tH e c f k k-d= a - y + y - l . 

Поскольку он линейно зависит от c , то его максимум по c  определяется 

знаком выражения ( )a - y  и в силу неравенств (5.14) достигается при следу-

ющем релейном законе изменении удельного потребления
*

**

*

, ( ) ,
( )

( ( )), ( ) .

c t
c t

f k t t

Ï y > aÔ= Ì
y < aÔÓ

 (5.22)

Условие трансверсальности на правом конце траектории в данном случае 

имеет вид * *
1lim ( ) ( ) 0

t
t k t

Æ+•
y = .

5.3.4. Построение интегральных кривых уравнения (5.17)
Изучим характер интегральных кривых исходного дифференциального 

уравнения (5.17) в зависимости от начального условия (0)k  в двух случаях: 

при *( )c t c∫  и ( ) ( ( ))c t f k t= . Напомним, что используемое ниже значение 

фондовооруженности *k  было введено выше и определяется первым равенс-

твом (5.20).

1) Пусть *( )c t c∫ . В этом случае уравнение (5.17) перепишется следую-

щим образом

* 0( ) , (0)
d k

f k k c k k
d t

= - l - = . (5.23)

Положение равновесия ( ) constk t ∫  (для него 0d k
d t = ) этого уравнения 

находится приравниванием нулю правой части указанного дифференциаль-

ного уравнения, т.е. из условия
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*( )f k k c- l = . (5.24)

Будем считать, что уравнение (5.24) имеет ровно два положитель-

ных корня 1 mink k=  и 2 maxk k=  (а значит, и две стационарные траектории 

min( )k t k∫  и max( )k t k∫ )11. Нетрудно видеть (см. рис. 5.1), что до первого 

корня mink  выражение *( )f k k c- l -  отрицательно, после первого до второго 

корня maxk – положительно и далее, после второго корня, – вновь отрица-

тельно. Кроме того, очевидно, выполняется *
min maxk k k< < .

Рис.5.1. Два корня уравнения *( ) 0f k k c- l - =

Решения дифференциального уравнения (5.23) имеют различный вид в 

случаях 0 min0 k k< < , min maxk k k< <  и maxk k> .

Так, если выполнено неравенство 0 min0 k k< < , то правая часть уравнения 

(5.23) отрицательна. Отрицательность левой части этого уравнения, т.е. про-

изводной 
d k

d t , влечет строгое убывание фондовооруженности ( )k k t=  со 

временем. Продифференцируем уравнение (5.17)

( ) ( ( ) )k f k k k f k k= - l = - l¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

11 Тем самым, случаи, когда корней нет, либо он единственный, исключены из дальней-
шего рассмотрения. Подобные случаи могут возникнуть тогда, когда число *c  не является 
достаточно малым; они не представляют особого интереса.
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и, воспользовавшись тем же уравнением (5.17), получим следующее пред-

ставление для производной второго порядка

*( ( ) )( ( ) )k f k f k k c= - l - l -¢¢ ¢ . (5.25)

В данном случае 0 mink k< , а значит ( ) 0f k - l >¢  и *( ) 0f k k c- l - < . 

Отсюда на основании (5.25) следует 0k <¢¢ , что свидетельствует о строгой 

вогнутости интегральной кривой ( )k t .

Если min 0 maxk k k< < , то благодаря положительности правой части уравне-

ния (5.23) его решение ( )k t  строго возрастает, асимптотически приближаясь 

к значению maxk k= . При этом анализ знака производной второго порядка 

(5.25) на основе рис. 5.1 показывает, что при увеличении t  эта производная 

сначала положительна, затем в некоторой точке обращается в нуль, после чего 

становится отрицательной и далее знака не меняет. Отсюда можно сделать 

вывод о том, что при увеличении t  в определенный момент (при ( )f k = l¢ ) 

строгая выпуклость функции ( )k t  сменяется на строгую вогнутость.

При 0 maxk k>  правая часть уравнения (5.23) отрицательна. Отрицательность 

левой части этого уравнения влечет убывание фондовооруженности со време-

нем и ее стремление ко второму стационарному значению maxk . Заметим, что 

в данном случае 0k >¢¢ , что свидетельствует о строгой выпуклости рассмат-

риваемого семейства интегральных кривых.
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Рис. 5.2. Вид интегральных кривых при *( )c t c∫ .

2) Теперь пусть ( ) ( ( ))c t f k t= . В этом случае на потребление работают 

все фонды (нет ни расширения, ни даже восстановления фондов). Уравнение 

(5.17) тогда принимает вид

0, (0)
d k

k k k
d t

= -l =

и его решение легко находится интегрированием: 0( ) tk t k e-l= . В этом случае 

независимо от начальной точки 0k  фондовооруженность ( )k t  со временем 

снижается экспоненциально, асимптотически приближаясь к нулевому уров-

ню (см. рис. 5.3).

Рис. 5.3. Вид интегральных кривых при ( ) ( ( ))c t f k t= .

5.3.5. Изучение экстремалей Понтрягина
Выше было отмечено, что с экономической точки зрения наибольший 

интерес представляет траектория сбалансированного роста, соответству-

ющая * *( ) , ( )k t k c t c∫ ∫ . Если в начальный момент времени выполнено 
*

0 (0)k k k= = , то, применяя управление * *( )c t c∫ , получим при всех 0t≥  

стационарный режим, отвечающий траектории сбалансированного роста. 

Если же *
0k kπ , то стационарный режим в результате осуществления процес-

са управления может быть достигнут лишь по прошествии какого времени, 
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либо вообще никогда не осуществится. Чтобы не усложнять последующее 

рассмотрение, ограничим его классом только таких экстремалей Понтрягина, 

которые в какой-то конечный момент времени выводят систему на траекто-

рию сбалансированного роста.

1) Пусть 0 mink k< . В этом случае, как видно из рис. 5.2 и 5.3, применение 

как управления *( )c t c∫ , так и управления ( ) ( ( ))c t f k t=  ведет к уменьше-

нию фондовооруженности, что исключает достижение траектории сбаланси-

рованного роста в какой-либо последующий момент времени.

2) Пусть *
min 0k k k< < . При таком начальном условии повысить значение 

фондовооруженности с 0k  до *k  можно лишь в результате использования 

управления *
*( )c t c∫ . Так как *

min maxk k k< < , то найдется такой момент 

времени 1 0t > , при котором окажется выполненным равенство *
1( )k t k= , 

т.е. в этот момент система выйдет на траекторию сбалансированного роста. 

Далее чтобы остаться на указанной траектории для всех последующих 1t t>  

следует применять управление * *( ) constc t c∫ - , отвечающее стационарному 

режиму.

Отметим здесь также следующее. Если в момент 1t t=  не сделать пере-

ключение с управления *
*( )c t c∫  на * *( )c t c∫ , то далее фондовооружен-

ность будет принимать значения в промежутке между *k  и maxk  и после-

дующее переключение в какой-то момент времени 1t t>¢  на управление 

( ) ( ( ))c t f k t=  уже не в состоянии вывести систему на траекторию сбалан-

сированного роста. В самом деле, если в момент t ¢  было бы осуществлено 

переключение управления, то непрерывная сопряженная переменная *( )ty  

в момент t t= ¢  перешла бы значение, равное a . При *
maxk k k< <  в силу 

(5.21) и второго уравнения (5.19) сопряженная переменная строго убывает, 

поэтому ее значение в тот момент, когда траектория приблизится к уров-

ню *k k=  будет строго меньше a , а значит благодаря (5.22) переключения 

управления при t t= ¢  быть не должно. Оно возможно лишь по прошествии 

некоторого времени после пересечения интегральной кривой стационарного 

уровня *k k= , когда *
mink k k< <  и сопряженная переменная строго возраста-

ет. Аналогично рассуждая и далее, можно прийти к выводу о невозможности 

перехода на стационарный уровень ни в какой другой последующий момент 

времени 1t t> .

3) Пусть *
0k k> . В этом случае как при *

0 maxk k k< < , так и при 0 maxk k>  

для выхода на траекторию сбалансированного роста необходимо применить 

управление *( ) ( ( ))c t f k t= . Это следует из того, что управление *( )c t c∫  

без последующего переключения не способно привести к достижению 

стационарного уровня *k k= , а при последующем использовании пере-

ключения значение целевого функционала (5.6), очевидно, будет меньше, 

нежели тогда, когда сразу «включается» максимально возможное управление 
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*( ) ( ( ))c t f k t=  Далее, после того система достигнет уровня *k k= , до конца 

периода управления используется стационарное управление * *( )c t c∫ .

Нетрудно понять, что благодаря постоянству с некоторого момента време-

ни указанных функций *( )ty  и *( )k t , отвечающих экстремали Понтрягина, 

условие трансверсальности * *lim ( ) ( ) 0t

t
e t k t-d

Æ+•
y =  выполняется.

На рис. 5.4 изображены экстремальные траектории фондовооруженности 

для тех двух случаев, в которых установлена возможность выхода системы на 

траекторию сбалансированного роста.

Рис. 5.4. Экстремальные траектории фондовооруженности.

5.3.5. Характер оптимального процесса управления
При *

min 0k k k< <  сначала используется управление *
*( )c t c=  и фондо-

вооруженность непрерывно растет за счет того, что удельное потребление 

удерживается на предельно низком уровне *c . Как только в некоторый 

момент времени фондовооруженность достигает стационарного значения 
*k , определяемого равенством *( )f k = l + d¢ , система переключается на 

траекторию сбалансированного роста (переходит в стационарный режим) и 

остается на ней на протяжении всего остального периода времени. В стаци-

онарном режиме благодаря применению управления * *( ) constc t c∫ -  имеет 

место воспроизводство, позволяющее поддерживать фондовооруженность на 
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постоянном уровне *k ; при этом удельное потребление неизменно и состав-

ляет * *( )f k k- l .

Если *
0k k> , то на первом этапе закон управления имеет вид 

*( ) ( ( ))c t f k t=  т.е. в фонды не поступает никаких вложений и фондовоору-

женность экспоненциально сокращается (за счет износа и увеличения числа 

занятых) по закону *
0( ) ,tk t k e-l= l = m + n . Потребление также сокращается 

по закону *
0( ) ( )tc t f k e-l=  пока фондовооруженность не достигнет в какой-

то момент времени стационарного значения *k , после чего на втором этапе 

система входит в стационарный режим и остается в нем неограниченно долго.

Во всех остальных случаях стационарный режим не достигается.

Выводы
Принцип максимума может быть успешно использован при решении раз-

личных экономических задач, в которых участвуют переменные, зависящие 

от времени. В частности, это задача об оптимальном использовании энергии 

с учетом качества окружающей среды и задача оптимального экономического 

роста.

Следует отметить, что в некоторых случаях для получения нетривиальных 

результатов могут потребоваться определенные математические усилия.

Основные понятия
Оптимальное использование энергии с учетом качества окружающей 

среды, односекторная модель оптимального экономического роста, траекто-

рия сбалансированного роста.

Контрольные вопросы
1. Объясните, что такое общественная функция полезности. Какими 

свойствами она обладает?

2. Сформулируйте одномерную задачу наилучшего использования 

энергии в виде задачи оптимального управления. Сколько в этой 

задаче фазовых и сколько управляющих переменных? Назовите эти 

переменные.

3. Какие экономические выводы можно сделать в результате анализа 

задачи наилучшего использования энергии?

4. Сформулируйте двумерную задачу наилучшего использования энер-

гии в виде задачи оптимального управления.

5. Как выглядит функция Гамильтона для двумерной задачи оптималь-

ного управления?
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6. Запишите сопряженную систему для двумерной задачи оптимального 

управления.

7. Опишите характер оптимального процесса в двумерной задаче опти-

мального управления.

8. Сформулируйте задачу оптимального экономического роста одно-

секторной модели экономики. Назовите управляющие и фазовые 

переменные.

9. Как выглядит функционал Гамильтона для сформулированной задачи 

оптимального экономического роста односекторной модели эконо-

мики?

10. Запишите дифференциальное уравнение для сопряженной перемен-

ной.

11. Какой вид имеет управление, соответствующее экстремали 

Понтрягина?

12. Как выглядит при различных начальных условиях экстремаль 

Понтрягина, когда имеет место сходимость к стационарному режиму? 

Прокомментируйте характер изменения этой траектории.

Упражнения
1. Рассмотрите новый целевой функционал в одномерной задаче 

наилучшего использования энергии (с дисконтирующим множителем):

0
( ) ( ( ( )), ( ( )))

tT
I V U C V t P V t e d t

-d

= Ú
Для этого случая

a) выпишите новый функционал Гамильтона и соответствующий ему 

вариант принципа максимума;

b) найдите оптимальное значение сопряженной переменной;

c) ответьте на вопрос: будет ли постоянной в этом случае оптимальное 

значение расходования энергии *E ?

d) вычислите производную 
dV

d t . Что можно сказать о характере изме-

нения функции *( )V t ?

2. Как изменится оптимальное решение в двумерной задаче наилучше-

го использования энергии, если управляющая переменная A  будем подчи-

нена лишь условию 0A≥ ?

3. Рассмотрите новый целевой функционал в двумерной задаче наилуч-

шего использования энергии, который содержит дисконтирующий множи-

тель. Для этого случая выпишите новый функционал Гамильтона и соответс-

твующий вариант принципа максимума.
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4. Для задачи об оптимальном экономическом росте односекторной 

экономики постройте графики оптимальных траекторий удельного потреб-

ления.

5. В рамках задачи об оптимальном экономическом росте односектор-

ной экономики ответьте на вопрос: при каких условиях снижение нормы 

накопления приводит к длительному снижению потребления в расчете на 

одного занятого?

Темы курсовых работ
1. Задачи оптимизации на основе модели Рамсея.

2. Модель смены технологического уклада.

3. Трехсекторная модель экономики.

4. Применение вариационного исчисления при решении экономичес-

ких задач.

5. Оптимальное управление и вариационное исчисление: общие черты и 

различие двух теорий.

6. Задача о расширенном воспроизводстве.
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