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NOUVEAUX RESULTATS
POUR LES HYPERSURFACES MINIMALES

par Mario MIRANDA

Je parlerai des hypersurfaces de dimension » — 1 dans un espace euclidien
4 n dimensions dont I’aire, c’est-d-dire la mesure 4 » -~ 1 dimensions, est mini-
male par rapport aux hypersurfaces ayant le méme bord. Les problémes que je
considérerai en détail sont la régularité & I'intérieur pour de telles hypersurfaces,
le probléme de Bernstein pour les fonctions de n variables et le probléme de
Dirichlet pour I'équation des hypersurfaces minimales. Ensuite je donnerai des
indications sur des problémes encore largement ouverts comme la régularité
jusqu’au bord des solutions du probléme de Plateau, la régularité des hypersur-
faces dont la courbure moyenne est bornée et I’étude des hypersurfaces mini-
males en présence d’obstacles. La bibliographie que je donne est celle stricte-
ment nécessaire pour la compréhension du texte. Pour plus d’information sur
les sujets traités je renvoie aux articles de MM. Almgren et Osserman qui ont
paru dans le Bull. A.M.S. de 1969 et surtout au livre de Federer “Geometric mea-
sure theory” publié par Springer en 1969.

1. Un probléme, qui est intéressant en soi et pour ses liaisons avec la théorie
des hypersurfaces minimales, auquel on a beaucoup travaillé dans les derniéres
années est le probléme des cones minimaux. Un cone 4 n — 1 dimensions dans
R" est I’ensemble des demi-droites issues de lorigine et s’appuyant sur une va-
riété orientée compacte M de dimension n —- 2, contenue dans la sphére unité
S"71 On dira qu’un tel cone est minimal si, en chacun de ses points différents
de Iorigine, sa courbure moyenne est nulle. Dans R? les seuls cones minimaux
sont les plans ; mais déja a partir de R* la famille des cbnes minimaux contient
des cones singuliers, dont ’exemple plus simple est donné par

G,xeR ,x} +xl=x+x2)
a savoir la projection du tore
M=1{,x€R A +x2=1/2,x] +x}=1/2}

Un probléme trés intéressant dans la théorie des hypersurfaces minimales est
de savoir si la partie du cone engendrée par la variété M et contenue dans la boule
unité est d’aire minimale dans la classe des variétés de bord M ; c’est-a-dire si
le cone est solution du probléme de Plateau avec donnée M. Evidemment les
hyperplans ont cette propriété ; la question est de savoir s’il y a aussi des cones
singuliers ayant la méme propriété. La réponse a cette question est d’autant plus
interessante que la non-existence de cOnes singuliers d’aire minimum entraine
la régularité intérieure pour toutes les solutions du probléme de Plateau, comme
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cela avait été remarqué par Federer, Fleming, Reifenberg, De Giorgi et Almgren.
Mais il y a encore un autre probléme qui est strictement lié i la non-existence
de cdnes singuliers d’aire minimum, & savoir le probléme de Bernstein. Bernstein
a prouvé pour n = 2, I’énoncé suivant :

“Si f€ CXR™) est solution de I’équation des hypersurfaces minimales dans tout
R", alors f est un polyndme de degré < 17,

Beaucoup d’autres auteurs ont donné des démonstrations du théoréme de
Bernstein. En 1962 Fleming a montré que la non-existence de cdnes singuliers
d’aire minimum dans R™' entraine la validité de I’énoncé de Bernstein dans R”.
Comme il n’y a pas de cones minimaux dans R® Fleming avait obtenu en parti-
culier une nouvelle démonstration du théoréme de Bernstein. En 1965 De Giorgi
avait remarqué que pour la validité de I’énoncé de bernstein dans R”" il suffisait
de ne pas avoir de cdnes siuguliers d’aire minimum dans R", il obtenait ainsi
Iextension du théoréme de Bernstein 4 n = 3.

On voit alors comment le probléme des cones singuliers solutions du probléme
de Plateau était devenu un des problémes principaux dans la théorie des hyper-
surfaces minimales. Ce probléme'a été complétement résolu dans les années 1966-
1969 par les articles de Almgren, Simons et Bombieri — De Giorgi — Giusti. D’abord
Almgren en 1966 a demontré la non-existence de cones singuliers d’aire minimum
dans R*, ensuite Simons en 1968 a prouvé le méme résultat jusqu’a la dimension 7.
Finalement Bombieri — De Giorgi — Giusti en 1969 ont demontré que le cone

4 8
2
x;xGRs,Zx,=Zx,}
=1 i=s

déja considéré par Simons, est d’aire minimum. Ils ont ainsi prouvé que le résultat
de Almgren-Simons concernant la régularité intérieure des solutions du probléme
de Plateau est le meilleur possible. (Récemment H. Blaine Lawson a trouvé d’autres
cdnes singuliers d’aire minimum). Dans le méme article Bombieri — De Giorgi— Giusti
montrent que méme 1’énoncé de Bernstein est faux i partir de n = 8, en prouvant
Pexistence d’une solution de I’équation des hypersurfaces minimales dans R®
qui croit 4 l’infini comme Ix]3.

A ce point il est intéressant de remarquer que des énoncés plus faibles que
celui de Bernstein sont vrais en toute dimension. Par exemple la conclusion de
Bernstein est valable pour les solutions non négatives de I’équation des hyper-
surfaces minimales ou plus généralement pour les solutions vérifiants une inéga-
lité du type : f(x)=—M —K]|x|,Vx ER", avec M et K constantes positives.
Ce résultat est conséquence d’une remarque de Moser sur la validité du théoréme
de Bernstein pour les solutions i dérivées premiéres bornées et de la majoration
i priori du gradient des solutions de I’équation des hypersurfaces minimales
prouvée par Bombieri — De Giorgi — Miranda.

En ce qui concerne encore le probléme de Bernstein, précisons que la remarque
de Fleming déja signalée permet d’étendre le théoréme de Bernstein a des hyper-
surfaces qui ne sont pas nécessairement des graphes ; par exemple pour les hyper-
surfaces de De Giorgi on a le théoréme suivant :

“Soit n <7, ECR" mesurable avec 0E # (0, et tel que sa fonction carac-
téristique soit de gradient minimal. Alors £ est un demi-espace”.
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Un tel énoncé n’est plus valable dans R®. Comme pour I’énoncé de Bernstein
la conclusion est valable pour toute dimension si on ajoute I’hypothése que E
contienne un demi-espace (v. Miranda [19]).

Pour terminer cette premiére partie je veux signaler un intéressant résultat
de Federer concernant les singularités des solutions du probléme de Plateau.
Federer a démontré que pour n = 8 la dimension de ’ensemble singulier ne peut
pas dépasser n — 8.

2. Le deuxiéme sujet dont je veux parler est le probléme de Dirichlet pour
I’équation des hypersurfaces minimales. Ce probléme dans le cas bidimensionnel
a une solution classique qui est la suivante (v. Bernstein, Haar et surtout Rado) :

“Soit £ un ouvert convex et borné dans R* et g une fonction continue sur
9. Il existe une seule fonction f dans C*R) N C(Q) solution de I’équation
des hypersurfaces minimales dans £ et prenant la valeur g sur 92”". La condition
de convexité pour £ est aussi nécessaire (v. Finn et Jenkins-Serrin) en ce sens
que pour tout ensemble non convexe 2 il existe une fonction continue g sur 952
pour laquelle le probléme de Dirichlet n’a pas de solutions.

Le cas n =3 a été considéré et complétement résolu ces derniéres années.
Le premier résultat a été obtenu en faisant des hypothéses qui assuraient une
majoration a priori des dérivées premiéres dans tout le domaine. Une telle hypo-
thése est la B.S.C. (Bounded Slope Condition) qui est équivalente pour n = 2
4 la condition des trois points de Haar et en dimension supérieure, & la condi-
tion des n + 1 points. En utilisant la B.S.C. on démontre I’existence d’une so-
lution lipschitzienne du probléme de Dirichlet par un simple argument varia-
tionnel. La régularité & l'intérieur de cette solution est assurée par les résultats
de De Giorgi — Nash, Morrey etc. Des conditions suffisantes entrainant la B.S.C.
sont : § uniformément convexe et g de classe C2(v. Gilbarg, Miranda [18] et
Stampacchia). En 1968 Jenkins et Serrin ont prouvé que la condition naturelle
(nécessaire et suffisante) pour le domaine §2 est que la courbure moyenne de
0£) soit de signe constant. Jenkins et Serrin conservent ’hypothése que g soit
de classe C% La majoration i priori du gradient déja dite et un simple procédé
d’approximation permettent ’extension du résultat de Jenkins et Serrin au cas
de g continue. On a ainsi ’extension du resultat classique a toutes les dimensions.

Remarquons que la dite majoration du gradient permet d’obtenir la régularité
intérieure pour les solutions faibles (dans un sens a preciser) de 1’équation des
hypersurfaces minimales.

3. Je veux maintenant donner des indications sur le probléme de la régularité
jusqu’au bord des solutions du probléme de Plateau. Comme d’habitude je ne
considererai pas les résultats spéciaux relatifs au cas bidimensionnel. Le seul résul-
tat général (en n variables) de ma connaissance est celui de Allard. Ce résultat,
annoncé dans le Bull. AM.S. en 1969, est le suivant :

“Si B est une variété orientée compacte de dimension m -— 1 dans R"(0 < m < n)
de classe p = 2 (analytique) contenue dans la frontiére d’un ensemble unifor-
mément convexe et si T est une solution du probléme de Plateau correspondant
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4 B (par example T peut-&tre un courant au sens de Federer-Fleming) alors dans
un voisinage de B le courant T est une variété m-dimensionnelle de bord B et de
classe p — 1 (analytique)”.

Je veux encore donner des indications sur deux directions de recherche dont
le point de départ est la théorie des hypersurfaces minimales. Dans la premiére
direction, I’étude des hypersurfaces a courbure moyenne donnée, il faut indiquer
un résultat de Allard, non encore publié, sur la régularité presque partout a I’inté-
rieur des varifolds (surfaces généralisées au sens de Almgren) dont la courbure
moyenne est bornée. Ce résultat est une généralisation des résultats de Reifenberg,
De Giorgi et Almgren pour les hypersurfaces minimales. Dans cette méme direction
il y a les recherches de Bakel’man et Serrin (v. la conférence de Serrin) sur ’équation
differentielle

i D; ( /—‘—_Dif )—A *
= i 1+|Dfl7' - ’ ()

ou A est une fonction donnée qui peut dépendre de x, f et Df. On doit tenir
compte du fait que le premier membre de I’équation (*) représente la courbure
moyenne du graphe de f multipliée par le nombre des variables.

La deuxiéme direction de recherche est 1’étude des hypersurfaces minimales
en présence d’obstacles, 4 savoir du probléme de Plateau dans un espace qui
ne soit pas R" tout entier mais sculement une partic de celui-ci. Une telle for-
mulation générale du probléme de Plateau se trouve déja dans I’article de Federer-
Fleming. Cette formulation conduit a des situations nouvelles surtout lorsqu’on
s’occupe de la régularité des solutions. En effet, si 1’espace n’est pas convexe
la solution peut s’appuyer sur le bord de ’espace et cela a comme conséquence,
méme dans le cas d’obstacles trés réguliers, une limitation de la régularité de
la solution. Avec des exemples simples on s’apercoit qu’on ne peut pas attendre
en général une régularité meilleure que C''. Mais les obstacles ont aussi une
influence favorable sur la régularité. Rappelons-nous que pour le probléme sans
obstacles, des singularités trés importantes pouvaient apparaitre (v. le cone de
Bombieri — De Giorgi — Giusti). Un tel type de singularités ne se présente pas au
voisinage des obstacles de classe C'. Nous avons en effet le résultat suivant de
Miranda [19] : “Soit L un ensemble dont la frontiére est de classe C! et E un
ensemble mesurable contenant L et de gradient minimal dans un ouvert £ de
R” (parmi les ensembles contenant L). Alors il existe un ouvert A D Q N oL
tel que [supp(Dyg)] N A soit une variété a n — 1 dimensions de classe ct», (%
est la fonction caractéristique de E).

Méme dans le cas des obstacles les choses changent complétement lorsqu’on
passe au probléme non paramétrique. Dans ce cas les obstacles, déja considérés
par d’autres auteurs pour d’autres équations, (v. la conférence de Stampacchia)
sont introduits sous forme d’inégalités devant étre vérifiées par les fonctions
cherchées. Pour le cas de I’équation des hypersurfaces minimales le probléme
a été considéré par Kinderlehrer, Nitsche et Tomi en deux variables. Pour le
cas de n variables il y a les résultats de Lewy-Stampacchia, Giaquinta-Pepe et
Giusti. Tous ces résultats pour le cas de » variables sont a paraitre.
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