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DISCOURS

PRELIMINAIRE.

Liss causes primordiales ne nous sont point con-
nues; mais elles sont assujetties a des lois simples
et constantes, que 'on peut découvrir par L'obser-
vation, et dont I'étude est I'objet de la philosophie
naturelle.

La chaleur pénétre. comme la gravité, toutes les
substances de T'univers, ses rayons occupent toutes
les parties de l'espace. Le but de notre ouvrage est
d'exposer les lois mathématiques que suit cet elé-
ment. Cette théorie formera désormais une des
branches les plus importantes de la physique gé-
nérale.

Les connaissances que les plus anciens peuples
avaient pu acquérir dans la mécanique rationnelle
ne nous sont point parvenues, et lhistoire de cette
science, si l'on excepte les premiers théorémes sur
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I'harmonie, ne remonte point au-dela des décou-
vertes d’Archiméde. Ce grand géometre expliqua les
principes mathématiques de l'équilibre des solides
et des fluides. Il s'écoula environ dix-huit siecles
avant que Galilée, premier inventeur des théories
dynamiques, découvrit les lois du mouvement des
corps graves. Newton embrassa dans cette science
pouvelle tout le systéme de l'nnivers. Les succes-
seurs de ces philosophes ont donné a ces théories
une ¢tendue et une perfection admirables ; ils nous
ont appris que les phénomenes les plus divers sont
soumis a un petit nombre de lois fondamentales,
qui se reproduisent dans tous les actes de la nature,
On a reconnu que les mémes principes réglent tous
les mouvements des astres , leur forme, les inégalites
de leurs cours, I'équilibre et les oscillations des
mers, les vibrations harmoniques de lair et des
corps sonores, la transmission de la lumiére, les
actions capillaires, les ondulations des liquides,
enfin les effets les plus composés de toutes les forces
naturelles, et 'on a confirmé cette pensée de Newton:
Quod tam paucis tam multa preestet geometria glo-
reatur.

Mais quelle que soit 'étendue des théories méca-
nigues. elles ne sappliquent point aux effets de la
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chaleur. Ils composent un ordre spécial de phéno-
menes qui ne peuvent sexpliquer par les principes
du mouvement et de I'¢quilibre. On possede depuis
long-temps des instruments ingénieux , propres a
mesurer plusieurs de ces effets; on a recueilli des
observations précieuses; mais on ne connait ainsi
que des résultats partiels, et non la démonstration
mathématique des lois qui les comprennent tous.

J'ai déduit ces lois dunc longue étude et de la
comparaison attentive des faits connus jusqua ce
jour; je les ai tous observés de nouveau dans le
cours de plusieurs années, avec les instruments les
plus précis dont on ait encor fait usage.

Pour fonder cette théorie, il était d'abord néces-
saire de distinguer et de définir avec précision les
propriétés eélémentaires qui déterminent I'action de
Ia chaleur. Jai reconnu ensuite que tous les phe-
nomenes qui dépendent de cette action, se reé-
solvent en un trés-petit nombre de faits généraux
et simples; et par la toute question physique de ce
genre est ramenée a une recherche d’analyse mathé-
matique. Jen ai conclu que pour déterminer en
nombre les mouvements les plus variés de la cha-
leur, 1l suffit de soumettre chaque substance a trois
observations fondamentales. En effet, les différents
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corps ne possédent point au méme degré la faculte
de contenir la chaleur, de la recevoir, ou de la trans-
mettre A travers leur superficie, et de la conduire
dans lintérieur de la masse. Ce sont trois qualités
spécifiques que notre théorie distingue clairement,
et quelle apprend a mesurer.

11 est facile de juger combien ces recherches inte-
ressent les sciences physiques et I'économie civile,
et quelle peut étre leur influence sur les progres
des arts qui exigent I'emplol et la distribution du
feu. Flles ont aussi unc relation nécessaire avec le
systtme du monde, et 'on connait ces rapports, si
I'on considére les grands phénomeénes qui saccom-
plissent prés de la surface du globe terrestre.

En effet, le rayon du soleil dans lequel cette pla-
néte est incessamment plongée, pénctre lair, la
terre et les eaux; ses éléments se divisent, changent
de direclions dans tous les sens, et pénétrant dans
la masse du globe, ils en éléveraient de plus en
plus la température moyenne, si cette chaleur
ajoutée n'était pas exactement compensée par celle
qui s'échappe en rayons de tous les points de la
superficie, et se répand dans les cieux.

Les divers climats, inégalement exposés a l'action
de la chaleur solaire, ont acquis aprés un temps
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immense des températures propres a leur situation.
Cet effet est modifié par plusieurs causes accessoires,
telles que I'élévation et la figure du sol, le voisinage
et I'étendue des continents et des mers, V'état de la
surface, la direction des vents.

L'intermittence des jours et des nuits, les alter-
natives des saisons occasionnent, dans la terre
solide, des variations périodiques qui se renou-
vellent chaque jour ou chaque année; mais ces
changements sont d’autant moins scnsibles, que le
point ou on les mesure est plus distant de la surface.
On ne pcut remarquer aucune variation diurne i
la profondeur d'environ trois métres; et les varia-
tions annuelles cessent d’étre appréciables a4 une
profondeur beaucoup moindre que 60 meétres. La
température des lieux profonds est donc sensible-
ment fixe, dans un lieu donné; mais elle n'est pas
la méme pour tous les points d'un méme paralléle;
en ginéral, elle seléve lorsquon sapproche de
I'équateur.

La chaleur que le soleil a communiquée au globe
terrestre, et qui a produit la diversité des climats,
est assujetlic maintenant 2 un mouvement devenu
uniforme. Elle s'avance dans l'intérieur de la masse
quelle pénétre toute entiére, et en méme temps
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elle s'éloigne du plan de I'équateur, et va se perdre
dans l'espace a travers les contrees polaires.

Dans les hautes régions de l'atmosphére, lair trés-
rare et diaphane ne retient quune faible partie de
la chaleur des rayons solaires; c’est la cause princi-
pale du froid excessif des lieux élevés. Les couches
inférieures, plus denses et plus échautfées par la
terre et les eaux, se dilatent, et s'élévent; elles se
refroidissent par l'effet méme de la dilatation. Les
grands mouvements de l'air, comme les vents alizés
qui soufflent entre les tropiques, ne sont point
déterminés par les forces attractives de la lune et
du soleil. L'action de ces astres ne produit sur un
fluide aussi rare, & une aussi grande distance, que
des oscillations trés-peu sensibles. Ce sont les chan-
vements des températures qui déplacent périodique-
ment toutes les parties de I'atmosphere.

Les eaux de 1'Océan sont différemment exposées
par leur surface aux rayons du soleil; et le fond du
bassin qui les renferme est échauffé trés-inégale-
ment, depuis les poles jusqu'a I'équateur. Ces deux
causes, toujours presentes, et combinées avec la
oravité et la force centrifuge, entretiennent des
mouvements immenses dans lintérieur des mers.
Flles en déplacent et en mélent toutes les parties, et

v " R RN R N RN LN NN A N R R L Rl L R L



PRELIMINAIRE. vij

produisent ces courants réguliers et généraux que
les navigateurs ont observés,

La chaleur rayonnante qui s'échappe de la super-
ficie de tous les corps, et traverse les milieux élas-
tiques, ou les espaces vides d'air, a des lois spécialcs,
et elle concourt aux phénomenes les plus variés. On
connaissait déja 'explication physique de plusieurs
de ces faits; la théorie mathématique que jai for-
mée en donne la mesure exacte. Elle consiste en
quelque sorte dans une seconde catoptrique qui a
ses théorémes propres, et sert a déterminer par le
calcul tous les effets de la chaleur directe ou ré-
fléchie.

Cette énumeération des objets principaux de la
theorie, fait assez connaitre la nature des questions
que je me suis proposées. Quelles sont ces qualités
elémentaires que dans chaque substance il est
nécessaire d'observer, et quelles expériences sont
les plus propres & les déterminer exactement? Si des
lois constantes réglent la distribution de la chaleur
dans la matiére solide, quelle est I'expression mathe-
matique de ces lois? et par quelle analyse peut-on
déduire de cette expression la solution compléte des
questions principales?

Pourquoi les températures terrest res cessent-elles



vii] DISCOURS

d'étre variables a une profondeur si petite par rap-
port au rayon du globe? Chaque inégalité du mou-
vement de cette planéte devant occasionner au-des-
sous de la surface une oscillation de la chaleur
solaire, quelle relation y a-t-il entre la durée de la
periode et la profondeur ou les températures de-
viennent constantes?

Quel temps a du sécouler pour que les climats
pussent acquerir les températures diverses qu'ils
conservent aujourdhui; et quelles causes peuvent
faire varier maintenant leur chalecur moyenne ?
Pourquoi les seuls changements annuels de la dis-
tance du soleil & la terre, ne causent-ils pas a la sur-
face de cette planete des changements trés-conside-
rables dans les températures?

A quel caractére pourrait-on reconnaitre que le
globe terrestre n'a pas entiérement perdu sa chaleur
d'origine; et quelles sont les lois exactes de la déper-
dition?

Si cette chaleur fondamentale n'est point totale-
ment dissipée, comme l'indiquent plusieurs obser-
vations, elle peut étre immense a de grandes pro-
fondeurs, et toutefois elle n'a plus aujourd’hui au-
cune influence sensible sur la température moyenne
des climats. Les effets que 'on y ohserve sont dus a
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laction des rayons solaires. Mais indépendamment
de ces deux sources de chaleur, l'une fondamentale
et primitive, propre au globe terrestre, lautre due
a la présence du soleil, n’y a-t-il point une cause plus
universelle, qui détermine temperature du ciel
dans la partie de Yespace qu'occupe maintenant le
systeme solaire? Puisque les faits observés rendent
cette cause nécessaire , quelles sont dans cette
question entiérement nouvelle les conséquences
d'une théorie exacte? comment pourra-t-on déter-
miner cette valeur constante de température de
lespace, et en déduire celle qui convient a chaque
planéte ?

Il faut ajouter a ces questions celles qui deépendent
des propriétés de la chaleur rayonnante. On connait
trés-distinctement la cause physique de la réflexion
du froid, cest-a-dire de la réflexion dune moindre
chaleur ; mais quelle est I'expression mathematique
de cet effet?

De quels principes géncéraux dépendent les tem-
pératures atmosphériques, soit que le thermomeétre
qui les mesure recoive immédiatement les rayons
du soleil, sur une surface métallique ou dépolie,
soit que cet instrument demeure expos¢, durant la
nuit, sous un ciel exempt de nuages, au contact de
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Tair, au rayonnement des corps terrestres, ct a celm
des parties de latmosphere les plus éloignées et les
plus froides.

L'intensité des rayons qui s'échappent d'un point
de 1a superficie des corps échauffés variant avec leur
inclinaison suivant une loi que les expériences ont
indiquée, n’y a-t-il pas un rapport mathématique
nécessaire entre cette loi et le fait général de I'equi-
libre de la chaleur; et quelle est la cause physique
de cette inégale intensité?

Enfin, lorsque la chaleur pénétre les masses
fluides, et y détermine des mouvements intérteurs,
par les changements continuels de température et
de densité de chaque molécule, peut-on encore ex-
primer, par des équations différentielles, les lois
dun effet aussi composé; et quel changement en
resulte-t-il dans les équations générales de I'hydro-
dynamique?

Telles sont les questions principales que jai ré-
solues, et qui m'avaient point encore été soumises
au calcul. Si Ton considére de plus les rapports
multipliés de cette théorie mathématique avec les
usages civils et les arts techniques, on reconnaitra
toute I'étendue de ses applications. 1l est manifeste
quelle comprend une série entiére de phénoménes
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distincts, et quon ne pourrait en omettre l'étude,
sans retrancher une partie notable de la science de
la nature.

Les principes de cette théorie sont déduits, comme
ceux de la mécanique rationnelle, d'un trés-petit
nombre de faits primordiaux, dont les géométres ne
considérent point la cause, mais quils admettent
comme reésultant des observations communes ¢t
confirmés par toutes les expériences.

Les ¢quations différentielles de la propagation de
la chaleur expriment les conditions les plus géné-
rales, et raménent les questions physiques a des pro-
blémes d'analyse pure, ce qui est proprement l'objet
de la théorie. Elles ne sont pas moins rigoureuse-
ment démontrées que les équations générales de
I'équilibre et du mouvement. Cest pour rendre cette
comparaison plus sensible, que nous avons toujours
prétéré des démonstrations analogues a celles des
théorémes qui servent de fondement a la statique et
a la dynamique. Ces équations subsistent encore,
mais elles recoivent une forme différente, si elles
expriment la distribution de la chalecur lumineuse
dans les corps diaphanes, ou les mouvements que
les changements de température et de densité occa-
sionnent dans l'intérieur des fluides. Les coéfficients
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quelles renferment sont sujets a des variations dont
la mesure exacte n’est pas encore connue; mais dans
toutes les questions naturelles qu’il nous importe le
plus de considérer, les limites des températures sont
assez peu différentes, pour que I'on puisse omettre
ces variations des coéfficients.

Les équations du mouvement de la chaleur,
comme celles qui expriment les vibrations des corps
sonores, ou les dernieres oscillations des liquides,
appartiennent a une des branches de la science du
calcul les plus récemment découvertes, et quil im-
portaitbeaucoup de perfectionner. Aprés avoir établi
ces équations différentielles, il fallait en obtenir les
intégrales; ce qui consiste a passer dune expression
commune, a une solution propre assujettie a toutes
les conditions données. Cette recherche difficile exi-
geait une analyse spéciale, fondée sur des théorémes
nouveaux dont nous ne pourrions ici faire con-
naitre 'objet. La méthode qui en dérive ne laisse
rien de vague ct d'indéterminé dans les solutions;
elle les conduit jusquaux derniéres applications
numériques, condition neécessaire de toute recher-
che, et sans laquelle on narriverait qua des trans-
formations inutiles.

Ces mémes théorémes qui nous ont fait connaitre
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les intégrales des ¢quations du mouvement de la
chaleur, sappliquent immédiatement a des questions
d'analyse générale et de dynamique, dont on désirait
depuis long-temps la soiution.

L'¢tude approfondie de la nature est la source la
plus féconde des découvertes mathématiques. Non-
seulement cette étude, en offrant aux recherches
un but déterminé, a l'avantage dexclure les ques-
tions vagues et les calculs sans issue; elle est encore
un moyen assuré de former lanalyse elle-méme, et
d’en découvrir les éléments quil nous importe le
plus de connalitre, et que cette science doit toujours
conserver : ces ¢léments fondamentaux sont ceux
qui se reproduisent dans tous les effets naturcls.

On voit, par exemple, quune méme expression,
dont les géometres avaicnt considéré les proprietes
abstraites, et qui sous ce rapport appartient a l'ana-
lyse générale, représente aussi le mouvement de la
lumiére dans l'atmosphere, quelle détermine les lois
de la diffusion de la chaleur dans la matiére solide,
et quelle entre dans toutes les questions principales
de la théorie des probabilités.

Les équations analytiques, ignorées des anciens
géométres, quc Descartes a introduites le premier
dans I'étude des courbes et des surfaces, ne sont pas
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restreintes aux propriétes des figures, et a celles qui
sont I'objet de la mécanique rationnelle; elles s’éten-
dent & tous les phénoménes généraux. Il ne peut y
avoir de langage plus universel et plus simple, plus
exempt d'erreurs et d'obscurités, cest-a-dire plus
digne d'exprimer les rapports invariables des étres
naturels.

Considérée sous ce point de vue, Panalyse mathe-
matique est aussi €tendue que la nature elle-méme;
elle définit tous les rapports sensibles, mesure les
temps, les espaces, les forces, les températures; cette
science difficile se forme avec lenteur, mais elle
conserve tous les principes quelle a une fois acquis;
elle saccroit et saffermit sans cesse au milieu de tant
de variations et d'erreurs de l'esprit humain.

Son attribut principal est la clarté’; elle n'a point
de signes pour exprimer les notions confuses. Elle
rapproche les phénomeénes les plus divers, et
découvre les analogies secrétes qui les unissent.
St la matiere nous échappe comme celle de lair
et de la lumiére par son extréme ténuité, si les
corps sont placés loin de nous, dans l'immensité
de T'espace, si 'homme veut connaitre le spectacle
des cieux pour des époques successives que sépare
un grand nombre de siecles, si les actions de la gra-
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vité et de la chaleur sexercent dans I'intérieur du
globe solide a des profondeurs qui seront toujours
inaccessibles, l'analyse mathématique peut encore
saisir les lois de ces phénoménes. Elle nous les rend
présents et mesurables, et semble étre une faculté
de la raison humaine destinée a suppléer & la brie-
veté de la vie et a I'imperfeclion des sens; et ce qui
est plus remarquable encore, elle suit la méme
marche dans l'étude de tous les phénomeéncs; elle
les interpréte par le méme langage, comme pour
attester l'unité et la simplicité du plan de 'univers,
et rendre encore plus manifeste cet ordre immuable
qui préside a toutes les causcs naturelles.

Les questions de la théorie de la chaleur offrent
autant d’exemples de ces dispositions simples et
constantes qui naissent des lois générales de la
nature; et si lordre qui sétablit dans ces phéno-
meénes pouvait étre saisi par nos sens, ils nous cau-
seraient une impression comparable a celles des
résonances harmoniques.

Les formes des corps sont variées a 'infini; la dis-
tribution de la chaleur qui les pénétre peut étre
arbitraire et confuse; mais toutes les inégalités s'ef-
facent rapidement et disparaissent & mesure que le

temps s'¢coule. La marche du phénomene devenue
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plus réguliére et plus simple, demeure enfin assu-
jettie a une loi déterminée qui est la méme pour
tous les cas, et qui ne porte plus aucune empreinte
sensible de la disposition initiale.

Toutes les observations confirment ces conse-
quences. L'analyse dont elles dérivent sépare et ex-
prime clairement, 1°les conditions générales, cest-
a-dire celles quirésultent des propriétés naturelles
de la chaleur; 2° I'effet accidentel, mais subsistant,
de la figure ou de l'état des surfaces; 3° l'effet non
durable de la distribution primitive.

Nous avons démontré dans cet ouvrage tous les
principes de la théorie de la chaleur, et résolu toutes
les questions fondamentales. On aurait pu les ex-
poser sous une forme plus concise, omettre les ques
tions simples, ct présenter d'abord les conséquences
les plus générales ; mais on a voulu montrer I'origine
méme de la théorie et ses progres successifs. Lorsque
celte connaissance est acquise, et que les principes
sont entiérement fixés, il est preférable demployer
immeédiatement les méthodes analytiques les plus
étendues,comme nous l'avons fait danslesrecherches
ultérieures. Cest aussi la marche que nous suivrons
désormais dans les mémoires qui seront joints a cet
ouvrage, et qui en forment en quelque sorte le com-
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le complément, et par 1a nous aurons concili€, au-
tant qu'il peut dépendre de nous, le développement
nécessaire des principes avec la précision qui con-
vient aux applications de l'analyse.

Ces mémoires auront pour objet la théorie de la
chaleur rayonnante, la question des températures
terrestres, celle de la température des habitations,
la comparaison des résultats théoriques avec ceux
que nous avons observés dans diverses expériences,
enfin la démonstration des équations différentielles
du mouvement de la chaleur dans les fluides.

L'ouvrage que nous publions aujourdhui a été
écrit depuis long-temps; diverses circonstances en
ont retardé et souvent interrompu limpression.
Dans cet intervalle, la science s'est enrichie d’obser-
vations importantes ; les principes de notre analyse,
que l'on n'avait pas saisis d'abord, ont été mieux
connus; on a discuté et confirmé les résultats que
nous en avions déduits. Nous avons appliqué nous-
mémes ces principes 4 des questions nouvelles, et
changé la forme de quelques démonstrations. Les
retards de la publication auront contribué a rendre
l'ouvrage plus clair et plus complet.

Nos premicéres recherches analytiques sur la com-
munication de la chaleur, ont eu po ir objet la dis-
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tribution entre des masses disjointes; on les a con-
servées dans la section II du chapitre ni. Les ques-
tions relatives aux corps continus, qui forment la
théorie proprement dite, ont été résolues plusieurs
années apres; cette théorie a été exposée pour la
premiére fois dans un ouvrage manuscrit remis
a I'lnstitut de France & la fin de l'année 1807, et
dont il a été publié un extrait dans le bulletin
des Scicnces (Société philomatique, année 1808,
page 112). Nous avons joint a ce mémoire, et remis
successivement des notes assez étendues, concer-
nant la convergence des séries, la diffusion de la
chaleur dans un prisme infinl, son émission
dans les espaces vides dair, les constructions
propres a rendre sensibles les théorémes princi-
paux, et I'analyse du mouvement périodique a la
surface du globe terrestre. Notre second mémoire,
sur la propagation de la chaleur, a été déposé aux
archives de I'Institut, le 28 septembre 18r1. 11 est
formé du précédent et des notes déja remises; on y
a omis des constructions géométriques, et des dé-
tails danalyse qui n'avaient pas un rapport néces-
saire avec la question physique, et l'on a ajouté
I'équation géncrale qui exprime l'état de la surface.
Ce second ouvrage a éte livré a I'impression dans le
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PRELIMINAIRE. Xix
cours de 1821, pour étre inséré dans la collection
de I'Académie des Sciences. 11 est imprimé sans
aucun changement ni addition ; le texte est littéra-
lement conforme au manuscrit déposé, qui fait
partie des archives de I'lnstitut.

On pourra trouver dans ce mémoire, et dans les
écrits qui l'ont précédé un premier exposé des
applications que ne contient pas notre ouvrage
actuel; elles seront traitées dans les mémoires sub-
séquens, avec plus d'étendue, et, sil nous est pos-
sible, avec plus de clarté. Les résultats de notre
travail concernant ces mémes questions, sont aussi
indiqués dans divers articles déja rendus publics.
L'extrait insére dans les Annales de chimie et de
physique fait connaitre I'ensemble de nos recher-
ches, (tom. III, pag. 350, ann. 1816). Nous avons
publié dans ces annales deux notes séparées, con-
cernant la chaleur rayonnante, (tom. IV, pag. 128,
ann. 1817 et tom. VI, pag. 259, ann. 1817).

Divers autres articles du méme recueil présentent
les résultats les plus constants de la théorie et des
observations; l'utilité et I'étendue des connaissances
thermologiques ne pouvaient étre mieux appréciées
que par les célebres rédacteurs de ces annales.

On trouvera dans le bulletin des Sciences, (Soc.
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philomat., ann. 1818, pag. 1 et ann. 1820, pag. 60)
l'extrait d’'un mémoire sur la température constante
ou variable des habitations, et 'expos¢ des princi-
pales conséquences de notre analyse des tempéra-
tures terrestres.

M. Alexandre de Humboldt, dont les recherches
embrassent toutes les grandes questions de la phi-
losophie naturelle, a considéré sous un point de
vue nouveau et trés-important, les observations
des températures propres aux divers climats. ( Mé-
moire sur les lignes isothermes, Societe d’ Arcueil,
tom. 1II, pag. 462 ); (Mémoire sur la limite infé-
rieure des neiges perpétuelles, Annales de Chimie
et de Physigue, tom. V, pag. 102, ann. 1817).

Quand aux équations différentielles du mouve-
ment de la chaleur dans les liquides, il en a été fait
mention dans lhistoire annuelle de I'Académie des
Sciences. Cet extrait de nolre mémoire en montre
clairement I'objet et le principe. (Analyse des tra-
vauz de [ Académie des Sciences , par M. De Lambre,
année 1820).

L'examen des forces répulsives que la chalcur
produit, et qui déterminent les propriétés statiques
des gaz, n'appartient pas au sujet analytique que

8
nous avons considéré. Cette question lice a la theéo..

R O R TR T LAY TR N



PRELIMINAIRE. XX]
rie de la chaleur rayonnante vient d'étre traitée par
lillustre auteur de la Mécanigue céleste i qui toutes
les branches principales de I'analyse mathématique
doivent des découvertes importantes. ( Connaissance
des temps, pour les années 1824 et 1825).

Les théories mnouvelles, expliquées dans notre
ouvrage sont réunies pour toujours aux sciences
mathématiques, et reposent comme elles sur des
fondements invariables; elles conserveront tous les
éléments quelles possedent aujourd’hui, et elles ac-
querront continuellement plus d'étenduc. On per-
fectionnera les instruments et Ton multipliera les
experiences. L'analyse que nous avons formée sera
déduite de méthodes plus générales, cest-a-dire plus
simples et plus fécondes , communes a plusieurs
classes de phénomenes. On déterminera pour les sub-
stances solides ouliquides, pour les vapeurs et pour
les gaz permanents, toutes les qualités spécifiques re-
latives a la chaleur, et les variations des coéfficients
quiles expriment. On observera, dans les divers lieux
du globe, les températures du sol i diverses profon.
deurs, l'intensité de la chaleur solaire, et ses effets,
ou coustants ou variables, dans latmosphére, dans
I'Occan et les lacs; et Ton connaitra cette tempéra-
ture constante du Ciel, qui est propre aux régions
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planétaires. La théorie elle-méme dirigera toutes ces
mesures, et en assignera la précision. Elle ne peut
faire désormais aucun progres considérable qui ne
soit fondé sur ces expériences; car 'analyse matheé-
matique peut déduire des phénoménes genéraux et
simples l'expression des lois de la nature; mais l'ap-
plication spéciale de ces lois a des effets tres-
composés exige une longue suite dobservations
exactes.
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THEORIE

LA CHALEUR.

Et ignemn regunt numeri. Praro.

CHAPITRE PREMIER.

INTRODUCTION.

SECTION PREMIERE.
Exposition de Uobjet de cet ouvrage.
ART. 1%,
LES effets de la chaleur sont assuj¢tis a des lois constantes
que l'on ne peut découvrir sans le secours de l'analyse ma-
thématique. La Théorie que nous allons exposer a pour
objet de démontrer ces lois; elle réduit toutes les recherches
physiques, sur la propagation de la chaleur, & des questions
de calcul intégral dont les élémens sont donnés par I'expé-
rience. Aucun sujet n’a des rapports plus étendus avec les
progres de l'industrie et ceux des sciences naturelles; car
Taction de la chaleur est toujours présente, elle pénetre
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tous Jes corps et les espaces, elle influe sur les procédés des
arts, et concourt & tous les phénomenes de l'univers.

Lorsque la chaleur est inégalement distribuée entre les
différents points d'une masse solide, elle tend a se mettre
en équilibre, et passe lentement des parties plus échauffées
dans celles qui le sont moins; en méme temps clle se dissipe
par la surface, et se perd dans le milieu ou dans le vide.
Cette tendance a une distribution uniforme, et cette émis-
sion spontanée qui s'opere a la surface des corps, changent
continuellement la température des différents points. La
question de la propagation de la chaleur consiste a déter-
miner quelle est la température de chaque point d'un corps
4 un instant douné, en supposant que les températures ini-
tiales sont connues. Les exemples suivants feront connaitre
plus clairement la nature de ces questions.

2.

Si I'on expose a 'action durable et uniforme d'un foyer
de chaleur une méme partie d'un anneau metallique, d'un
grand diametre, les molécules les plus voisines du foyer
s'échaufferont les premieres, et, apres un certain temps,
chaque point du solide aura acquis presque entierement la
plus haute température 4 laquelle il puisse parvenir. Cette
limite ou maximum de température n'est pas la méme pour
les différents points; elle est d'autant moindre quils sont
plus €loignés de celui ou le foyer est immédiatement ap-
pliqué.

Lorsque les températures sont devenues permanentes, le
foyer transmet, & chaque instant, une quantité de chaleur
qui compense exactement celle qui se dissipe par tous les
points de la surface extérieure de I'anneau.
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Si maintenant on supprime le foyer, la chaleur conti-

[+

nuera de se propager dans lintérieur du solide, mais celle
qui se perd dans le milien ou dans le vide ne sera plus com-
pensée comme auparavant par le produit du foyer, en sorte
que toutes les températures varieront et diminueront sans
cesse, jusqu'a ce quelles soient devenues égales a celles du
milieu environnant.

3.

Pendant que les températures sont permanentes et que le
foyer subsiste, si 'on éleve, en chaque poiut de la circonfé-
rence moyenne de l'anneau, une ordonnée perpendiculaire
au plan dc l'anneau, ct dont la longueur soit proportion-
nelle a la température fixe de ce point, la ligne courbe qui
passerait par les extrémités de ces ordonndes représentera
Yétat permanent des températures, ct il est trés-facile de
déterminer par le calcul la nature de cette ligne. 11 faut re-
marquer que lon suppose 4 l'anneau une €paisseur assez
petite pour que tous les points d'une méme section perpen-
diculaire a la circonférence moyenne aient des températures
sensiblement égales. Lorsqu’on aura cnlevé le foyer, la ligne
qui termine les ordonnées proportionnelles aux tempéra-
tures des différents points, changera continuellement de
forme. La question consiste & exprimer, par une équation,
la forme variable de cette courbe, et & comprendre ainsi
dans une seule formule tous les états successifs du solide.

4.

Soit z la température fixe d'un point 7 de la eirconférence
moyenne, z la distance de ce point au foyer, cest-d-dire la
longueur de 'arc de la circonférence moyenne compris entre
le point m et le point o, qui correspond a la position du
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foyer; z est la plus haute température que le point m puisse
acquérir en vertu de l'action constante du foyer, et cette
température permanente z est une fonction £ (x) de la dis-
tance x. La premiére partie de la questicn consiste a déter-
miner la fonction £ (x) qui représente I'état permanent du
solide.

On considérera ensuite I'état variable qui succede au pré-
cédent, aussitot que T'on a éloigné le foyer; on désignera
par ¢ le temps écoulé depuis cette suppression du foyer, et
par v la valeur de la température du point m apres le temps
t. La quantité » sera une certaine fonction F (x,t) de la dis-
tance x et du temps ¢, Vobjet de la question est de décou-
vrir cette fonction F (z,£) dont on ne connait encore que la
valeur initiale qui est fx, en sorte que I'on doit avoir I'équa-
tion de condition fx=F (x,0).

5.

Si 'on place une masse solide homogene, de forme sphe-
rique ou cubique, dans un milieu entretenu a une tempé-
rature constante, et quelle y demeure tres-long-temps
plongée, elle acquerra dans tous ses points une tempera-
ture tres-peu différente de celle du fluide. Supposons qu’on
l'en retire pour la transporter dans un milieu plus froid, la
chaleur commencera a se dissiper par la surface ; les tempé-
ratures des différents points de la masse ne seront plus sen-
siblement les mémes, et si on la suppose divisée en une
infinité de couches par des surfaces paralleles & la surface
extérieure, chacune de ces couches transmettra, dans un
instant, une certaine quantité de chaleur & celle. qui I'enve-
loppe. Si l'on concoit que chaque molécule porte un ther-
mométre séparé, qui indique 3 chaque instant sa tempéra-
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CHAPITRE L 5
ture, I'état du solide sera continuellement représenté par
le systéme variable de toutes ces hauteurs thermométriques.
Il s'agit d’exprimer les états successifs par des formules ana-
lytiques, en sorte que I'on puisse connaitre, pour un in-
stant donné, la température indiquée par chaque thermo-
metre, et comparer les quantités de chaleur qui s'écoulent,
dans le méme instant, entre deux couches contigués, ou
dans le milieu environnant.

6.

Si la masse est sphérique, et que l'on désigne par z la
distance d’un point 2 de cette masse au centre de la sphere,
par ¢ le temps écoulé depuis le commencement du refroidis-
sement, et par v la température variable du point m, il est
facile de voir que tous les points placés a la méme distance &
du centre ont la méme température ». Cette quantité » est
une certaine fonction F (z,7) du rayon z et du temps écoulé
t; elle doit étre telle, qu'elle devienne constante, quelle que
soit la valeur de x, lorsqu'on suppose celle de ¢ nulle; car,
d’apres Uhypothese, la température de tous les points est Ja
méme au moment de I'émersion. La question consiste & dé-
terminer la fonction de x et de ¢ qui exprime la valeur de .

7.

On considérera ensuite que, pendant la durée du refroi-
dissement , il s'écoule a chaque instant, par la surface exté-
rieure, une certaine quantité de chaleur qui passe dans le
milieu. La valeur de cette quantité n’est pas constante; elle
est plus grande au commencement du refroidissement. Si
lon se représente aussi 'état variable de la surface sphé-
rique intéricure dont le rayon est x, on reconnait facile-
ment qu’il doit y avoir, a chaque instant, une certaine
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quantité de chaleur qui traverse cette surfacc et passe daus
la partie de la masse qui est plus éloignée du centre. Ce flux
continuel de chaleur est variable comme celui de la surface
extérieure, et I'un et Pautre sont des quantités comparables
entre elles; leurs rapports sont des nombres dont les valeurs
variables sont des fonctions de la distauce x et du temps
¢coulé ¢. Il s'agit de déterminer ces fonctions.
8.

Si la masse échauffée par une longue immersion dans un
milicu, et dont on veut calculer le refroidissement, est de
forme cubique, et si I'on détermine la position de chaque
point m par trois coordonnées rectangulaires x, y, z, en
prenant pour origine le centre du cube, et pour axes les
lignes perpendiculaires aux faces, on voit que la tempéra-
ture v du point m, apres le temps écoulé ¢, est une fonction
des quatre vartables &, 3, z ¢t ¢ Les quantitc’s de chaleur
qui s'’écoulent a chaque instant, par toute la surface exté-
rieure du solide, sont variables et comparables entre elles;
leurs rapports sont des fonctions analytiques qui dépendent
du temps ¢, ct dont il faut assigner I'expression.

9.

Examinons aussi le cas ou un prisme rectangulaire d'une
assez grande épaisseur et d'unc longueur infinie, étant assu-
jéti, par son extréimité, a une température constante, pen-
dant que l'air environnant conserve une température moin-
dre, est enfin parvenu a un état fixe quiil s'agit de connaitre.
Tous les points de la section extréme qui sert de base au
prisme ont, par hypothese, une température commune et
permanente. Il n’en est pas de méme d'une section éloignée
du foyer; chacun des points de cette surface rectangulaire ,
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CHAPITRE I 7

parallele a la base, a acquis une température fixe, mais qui
nest pas la mé¢me pour les différents points d'une méme
section, et qui doit étre moindre pour les points les plus
voisins de la surface exposée a lair. On voit aussi qu’il
sécoule & chaque instant, a travers une section donnée,
une certame quantité de chaleur qui demeure toujours la
méme, puisque l'état du solide est devenu constant. La
question consiste & déterminer la température permanente
d'un point donné du solide, et la quantité totale de chaleur
qui, pendant un temps déterminé, s'écoule a travers une
section dont la position est donnée.
10.

Prenons pour origine des coordonnées x, y, z, le centre
de la base du prisme, et pour axes rectangulaires, l'axe
méme du prisme et les deux perpendiculaires sur les faces
latérales : la température permanente v du point m, dont
les coordonnées sont x, y, z, est une fonction de trois va-
riables F (x, y, z); elle recoit, par hypothese, une valeur
constante, lorsque I'on suppose # nulle, quelles que soient
les valeurs de y et de z. Supposons que T'on prenne pour
unité la quantité de chaleur qui, pendant Funité de temps,
sortirait d’'une superficie égale a lunité de surface, si la
masse échauffée, que cette superficie termine, et qui est
formée de la méme substance que le prisme, était continuel-
lement entretenue a la tempcérature de l'eau bouillante, et
plongée dans l'air atmosphérique entretenu # la température
de la glace fondante. On voit que la quantité de chaleur qui,
dans T'état permanent du prisme rectangulaire, s'écoule
pendant I'unité de temps, a travers une certaine scction
perpendiculaire a 'axe, a un rapport déterminé avec la
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quantité de chaleur prisc pour unité. Ce rapport nest pas
le méme pour toutes les sections; il est une fonction ¢ {x)
de la distance x, & laquelle une section est placée; il s'agit de
trouver L'expression unalytique de la fonction ¢ ().

1.

Les exemples précédents su'fisent pour donner une idée
exacte des diverses questions que nous avons traitées.

La solution de ces questions nous a fait connaitre que
les effets de la propagation de la chaleur dépendent, pour
chaque substance solide, de trois qualités élémentaires , qui
sont la capacité de chaleur, la conducibilité propre, et la
conducibilité extérieure. On a observé que si deux corps
de méme volume ct de nature différente ont des tempéra-
tures égales, et qu'on leur ajoute une méme quantité de
chaleur , les accroissements de température ne sont pas les
mémes ; le rapport de ces accroissements est celui des capa-
cités de chaleur. Ainsi le premier des trois éléments spéci-
fiques qui reglent l'action de la chaleur est exactement defini,
et les physiciens connaissent depuis long-temps plusieurs
moyens d'en déterminer la valeur. Il n’en est pas de méme
des deux autres ; on en a souvent observé les effets, mais il
w'y a qu'une théorie exacte qui puisse les bien distinguer,
les définir ct les mesurer avec précision. La conducibilité
propre ou intérieure d’un corps exprime la facilité avec
laquelle la chaleur s’y propage en passant d'une molecule
intérieure a une autre. La conducibilité extérieure ou relative
d'un corps solide dépend de la facilité avec laquelle la cha-
leur en pénetre la surface, et passe de ce corps dans un
milieu donné, ou passe du milieu dans le solide. Cette der-
niere propriété est modifiée par I'état plus ou moins poli de
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CHAPITRE L 9
la surperficie; elle varie aussi selon le milieu dans lequel le
corps est plongé; mais la conducibilit¢ propre ne peut
changer qu'avec la nature du solide.

Ces trois qualités élémentaires sont représentées dans nos
formules par des nombres constants, et la théorie indique
elle-méme les expériences propres a en mesurer la valeur.
Des qu'ils sont déterminés, toutes les questions relatives a la
propagation de la chaleur ne dépendent que de l'analyse
numeérique. La connaissance de ces propriétés spécifiques
peut étre immédiatement utile dans plusieurs applications
des sciences physiques; elle est dailleurs un élément de
I'étude ct de la description des diverses substances. Clest
connaitre tres-imparfaitement les corps, que d'ignorer les
rapports quils ont avec un des principaux agents de Ia
nature. En général, il n'y a aucune théorie mathématique
qui ait plus de rapport que celle-ci avec I'économie pu-
blique , puisqu'elle peut servir a éclairer et a perfectionner
usage des arts nombreux qui sont fondés sur 'emploi de
la chaleur.

12.

La question des températures terrestres offre une des plus
belles applications de la théorie de la chaleur; voici lidde
générale que Uon peut s'en former. Les différentes parties de
la surface du globe sont inégalement exposées & I'impression
des rayons solaires ; I'intensité de cette action dépend de la
latitude du licu; elle change aussi pendant la durée du jour
et pendant celle de F'année, et est assujétie & d’autres inéga-
lités moins sensibles. Il est évident quil existe, entre cet
ctat variable de la surface et celui des temperatures inté-
rieures, une relation nécessaire que 'on peut déduire de la
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théoric. On sait qu'a une certaine profondeur au-dessous de
la surface de la terre, la température n'éprouve aucune va-
riation annuelle dans un lieu donné : cette température per-
manente des lieux profonds est d’autant moindre, que le
lieu est plus €éloigné de I'équateur. On peut donc faire abs-
traction de l'enveloppe extéricurc, dont 1'épaisseur est in-
comparablement plus petite que le rayon terrestre, et
regarder cette plancte comme une masse presque sphérique,
dont la surface est assujétie 4 une température qui demeure
constante pour tous les points d'un parallele donné, mais
gui n'est pas la méme pour un autre parallele. Il en résulte
que chaque molécule intéricure a aussi une température fixe
déterminée par sa position. La question mathématique con-
sisterait a connaitre la température fixe d’'un point donné,
et la loi que suit la chaleur solaire en pénétrant dans I'inte-
rieur du globe.

Cette diversité des températures nous intéresse davantage,
si 'on considere les changements qui se succedent dans l'en-
veloppe méme dont nous habitons la superficie. Ces alter-
natives de chaleur et de froid, qui se reproduisent chaque
jour et dans le cours de chaque année, ont cté Jusqu'ici
I'objet d’'observations multipliées. On peut aujourd'hui les
soumettre au calcul , et déduire dune Théorie commune
tous les faits particuliers que l'expérience nous avait ap-
pris. Cette question se réduit & supposer que tous les points
de la surface d’une sphére immense sont affectés de tem-
pératures peériodiques ; I'analyse fait ensuite connaitre sui-
vant queclle loi lintensité des variations décroit & mesure
que la profondeur augmente; quelle est, pour une profon-
deur donnée, la quantité des changements annuels ou
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diurnes, T'époque de ces changements, et comment la valeur
fixe de la température souterraine se déduit des tempéra-
tures variables observées a la surface.

1J.

Les équations générales de la propagation de la chaleur
sont aux différences partielles , et quoique la forme en soit
tres-simple , les méthodes connues ne fournissent aucun
moyen général de les intégrer; on ne pourrait donc pas
en déduire les valeurs des températures apres un temps
déterminé. Cette interprétation numérique des résultats du
calcul est cependant nécessaire, et c'est un degré de per-
fection qu'il serait trés-important de donner a toutes les
applications de l'analyse aux sciences naturelles. On peut
dire que tant qu'on ne l'a pas obtenu, les solutions de-
meurent incomplétes ou inutiles, et que la vérité quon se
proposait de découvrir n'est pas moins cachée dans les for-
mules d’analyse, qu'elle ne I'était dans la question physique
elle-méme. Nous nous sommes attachés avec beaucoup de
soin, ct nous sommes parvenus a surmonter cette difficulté
dans toutes les questions que nous avons traitées , et qui
contiennent les éléments principaux de la Théorie de la
chaleur. Il n’y a aucune de ces questions dont la solution
ne fournisse des moyens commodes et exacts de trouver
les valeurs numériques des températures acquises, ou celles
des quantités de chaleur écoulées, lorsqu'on connait les va-
leurs du temps et celles des coordonnées variables. Ainsi
I'on ne donnera pas seulement les équations différentielles
auxquelles doivent satisfaire les fonctions qui expriment
les valeurs des températures: on donnera ces fonctions
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elles-mémes sous une forme qui facilite les applications
numeériques.
14.

Pour que ces solutions fussent générales et qu'elles eussent
une étendue équivalente 4 celle de la question, il était
nécessaire quelles pussent convenir avec l'état initial des
tempeératures qui est arbitraire. L’examen de cette condition
fait connaitre que T'on peut développer en séries conver-
gentes, ou exprimer par des intégrales définies, les fonc-
tions qui ne sont point assujéties a une loi constante, et
qui représentent les ordonnées des lignes irrégulieres ou
discontinues. Cette propriété jette un nouveau jour sur la
Theéorie des équations aux différences partielles, et étend
I'usage des fonctions arbitraires en les soumettant aux pro-
cédés ordinaires de lanalyse.

15.

11 restait encore a comparer les faits avec la Théorie. On
a entrepris, dans cette vue, des expériences variées et pré-
cises, dont les résultats sont conformes a ceux du calcul,
et lui donnent une autorité qu'on eut été porté a lui re-
fuser dans unc matiere nouvelle, et qui parait sujette a tant
d'incertitudes. Ces expériences confirment le principe dont
on est parti, et qui est adopté de tous les physiciens,
malgré la diversité de leurs hypotheses sur la nature de la
chaleur.

16.

L'équilibre de température ne s'opere pas seulement par
la voie du contact, il s’établit aussi entre les corps séparés
les uns des autres, et qui demeurent long - temps placés
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dans un méme lieu. Cet ecffet est indépendant du contact
du milieu; nous l'avons observé daus des espaces entiere-
ment vides d’air. Il fallait donc, pour compléter notre
Théorie,, examiner les lois que suit la chaleur rayonnante
en s'¢loignant de la superficie des corps. Il résulte des ob-
servations de plusieurs physiciens et de nos propres expé-
riences, que lintensité des différents rayons qui sortent,
dans tous les sens, de chaque point de la superficie d'un
corps échauffé, dépend de l'angle que fait leur direction
avec la surface dans ce méme point. Nous avons démon-
tré que lintensité de chaque.rayon est d’autant moindre,
qu’il fait avec I'élément de la surface un plus petit angle, et
qu'elle est proportionnelle au sinus de cet angle. Cette loi
générale de l'émission de la chaleur, que diverses ohser-
vations avaient déja indiquée, est une conséquence néces-
saire du principe de I'équilibre des températures et des
lois de la propagation de la chaleur dans les corps solides.

Telles sont les questions principales que I'on a traitées
dans cet ouvrage; elles sont toutes dirigées vers un seul
but, qui est détablir clairement les principes mathéma-
tiques de la Théorie de la chaleur, et de concourir ainsi aux
progres des arts utiles et a ceux de I'étude de la nature.

17,

On apercoit par ce qui précede, qu'il existe une classe
tres-étendue de phénomenes qui ne sont point produits par
des forces mécaniques, mais qui résultent seulement de la
présence et de l'accumulation de la chaleur. Cette partie
de la philosophie natureile ne peut se rapporter aux théo-
ries dynamiques, elle a des principes qui lui sont propres,
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et elle est fondée sur une méthode semblable & celle des
autres sciences exactes. Par exemple, la chaleur solaire qui pé-
nétre lintéricur du globe, s’y distribue suivant une loi régu-
liere qui ne dépend point de celles du mouvement, et ne peut
étre déterminée par les principes de la mécanique. Les
dilatations que produit la force répalsive de la chaleur, et
dont l'observation sert a mesurer les températures, sont,
a la vérité, des effets dynamiques; mais ce ne sont point
ces dilatations que V'on calcule, lorsqu'on recherche les
lois de la propagation de la chaleur.
8.

Il y a d'autres effets naturels plus composés, qui dépen-
dent a-la-fois de l'influence de la chaleur et des forces at-
tractives : ainsi les variations de température que les mou-
vements du soleil occasionnent dans I'atmosphere et dans
I'Océan, changent continuellement la densité des différentes
parties de l'air et des eaux. Lleffet des forces auxquelles
ces masses obéissent est modifi¢ & chaque instant par une
nouvelle distribution de la chaleur, et I'on nc¢ peut douter
que cette cause ne produise les vents réguliers ct les prin-
cipaux courants de la mer; les attractions solaire et lu-
naire n'occasionnent dans 'atmosphere que des mouvements
peu sensibles, et non des déplacements généraux. Il était
done nécessaire, pour soumettre ces grands phénomenes
au calcul, de découvrir les lois mathématiques de la propa-
gation de la chaleur dans l'intérieur des masses.

19.

On conuaitra, par la lecture de cet ouvrage, que la cha-

leur affecte dans les corps une disposition réguliere, indé-
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CHAPITRE L 15

pendante de la distribution primitive, que lon peut re-
garder comme arbitraire.

De quelque maniére que la chaleur ait d’abord été ré-
partie, le systéme initial des températures s'altérant de plus
en plus, ne tarde point a se confondre sensiblement avec
un ¢tat déterminé qui ne dépend que de la figure du so-
lide. Dans ce dernier état, les températures dec tous les
points s’abaissent en méme temps, mals conservent entre
elles les mémes rapports; clest pour exprimer cette pro-
priété que les formules analytiques contiennent des termes
composes d'exponentielles et de quantités, analogues aux
fonctions trigonomeétriques.

Plusieurs questions de mécanique présentent des résul-
tats analogues, tels que’ lisochronisme des oscillations , la
résonnance multiple des corps somores. Les expériences
communes les avaient fait remarquer, et le calcul en a
ensuite démontré la véritable cause. Quant & ceux qui dé-
pendent des changements de température, ils n’auraient pu
étre reconnus (ue par des expériences tres-précises ; mais
l'analyse mathématique a devancé les observations, elle sup-
plée a nos sens, et nous rend en quelque sorte, témoins
des mouvements réguliers et harmeniques de la chaleur dans
l'intérieur des corps.

20.

Ces considérations offrent un exemple singulier des rap-
ports qui existent entre la science abstraite des nombres
et les causes naturelles.

Lorsqu'une barre métallique est exposée par son extré-
mité a laction constante d'un foyer, et que tous ses points
ont acquis leur plus haut degré de chaleur, le systéme des
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températures fixes correspond exactement a une table de
logarithmes ; les nombres sont les €lévations des thermo-
metres placés aux différents points, et les logarithmes sont
les distances de ces points au foyer. En général, la cha-
leur se répartit d'elle-méme dans l'intérieur des solides,
suivant une loi simple exprimée par une équation aux
différences particlles, commune a des questions physiques
d'un ordre différent. L'irradiation d¢ la chaleur a une re-
lation manifeste avec les tables de sinus; car les rayons qui
sortent d'un méme point d’'une surface échauffee, different
beaucoup entre eux, et leur intensité est rigourcusement
proportionnelle au sinus de I'angle que fait leur direction
avec I'élément de la surface. Si I'on pouvait observer pour
chaque instant ct en chaque point d'une masse solide ho-
mogene, les changements de température, on retrouverait
dans la série de ces observations les proprictés des séries
recurrentes , celle des sinus et des logarithmes; on les re-
marquerait,, par exemple, dans les variations diurnes ou
annuelles des températures des différents points du globe
terrestre, qui sont voisins de la surface.

-On reconnaitrait encore les mémes résultats et tous les
éléments principaux de l'analyse générale dans les vibra-
tions des milieux élastiques, dans les propriétés des lignes
ou des surfaces courbes, dans les mouvements des astres,
et ceux de la lumiere ou des fluides. Cest ainsi que les
fonctions obtenues par des différentiations successives, et
qui servent au développement des séries infinies et a la
résolution numerique des équations, correspondent aussi
a des proprietés physiques. La premicre de ces fonctions,
ou la fluxion proprement dite, exprime, dans la géométrie,
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Uinclinaison de la tangente des lignes courbes, et dans la
dynamique, la vitesse du mobile pendant le mouvement
variée : elle mesure dans la théorie de la chaleur la uantité
qui s'écoule en chaque point d'un corps a travers une sur-
face donnée. L’analyse mathématique a donc des rapports
nécessaires avec les phénomenes sensibles ; son objet n’est
pomnt créé par lintelligence de 'homme, il est un élément
préexistant de l'ordre universel, et n’a rien de contingent
et de fortuit; il est empreint dans toute la nature.
al.

Des observations plus précises et plus variées feront con-
naitre par la suite si les effets de la chaleur sont modifiés
par des causes que l'om n'a point apercues jusqu'ici, et la
théorie acquerra une nouvelle perfection par la comparaison
continuelle de ses résultats avec ceux des expériences; elle
expliquera des phénoménes importants que 'on ne pouvait
point encore soumettre au calcul ; elle apprendra a déter-
miner tous les effets thermométriques des rayons solaires,
les températures fixes ou variables que l'on observerait a
différentes distances de I'équateur, dans l'intéricur du globe
ou hors des limites de F'atmosphere, dans I'Océan ou dans
les différentes régions de l'air. On en déduira la connais-
sance mathématique des grands mouvements qui résultent
de linfluence de la chaleur combinée avec celle de la gra-
vité, Ces mémes principes serviront & mesurer la conducibi-
lité propre ou relative des différents corps, et leur capacité
spécifique, a distinguer toutes les causes qui modifient I'émis-
sion de la chaleur 4 la surface des solides, et a perfectionner
les instruments thermométriques. Cette théorie excitera dans
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tous les temps l'attention des géometres, par l'exactitudc
rigoureuse de ses éléments et les difficultés danalyse qui lui
sont propres, et sur-tout par I'étendue et T'utilité de ses ap-
plications ; car toutes les conséquences qu'elles fournit inté-
ressent la physique générale, les opérations des arts, les
usages domestiques ou l'économie civile.

SECTION IL

Notions générales, et definitions pre'liminaires.

29.

On ne pourrait former que des hypotheses incertaines
sur la nature de la chaleur, mais la connaissance des lois
mathématiques auxquclles ses effets sont assujétis est indé-
pendante de toute hypothese; elle exige seulement l'examen
attentif des faits principaux que les observations communes
ont indiqués, et qui ont été confirmes par des expériences
precises.

Il est donc nécessaire d’exposer, en premier lieu, les ré-
sultats généraux des observations , de donner des définitions
exactes de tous les éléments du calcul, et d'établir les prin-
cipes sur lesquels ce calcul doit étre fondé.

L’action de la chaleur tend a dilater tous les corps so-
lides, ou liquides, ou aériformes; c'est cette propri€té qui
rend sa présence sensible. Les solides et les liquides aug-
mentent de volume, si l'on augmente la quantité de chaleur
qu'ils contiennent; ils se condensent, si on la diminue.

Lorsque toutes les parties d'un corps solide homogene,
par exemple, celles d'une masse métallique, sont également
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vchauffées, et quelles conservent, sans aucun changement .
cette méme quantité de chaleur, elles ont aussi et conser-
vent unc méme densité. On exprime cct état en disant que,
dans toute l'étendue de la masse, les molécules ont unc
température commune ¢t permanente.

23.

Le thermometre est un corps dont on peut apprecier faci-
tement les moindres changements de volume; il sert & mesu-
rer les températures par la dilatation des liquides, ou par
celle de I'air. Nous supposons ici que 'on connait exactement
la construction, I'usage et les propriétés de ces instruments.
La température d'un corps dont toutes les parties sont éoale-
ment échauffées, et qui conserve sa chaleur, est celle qu’in-
dique le thermometre, s'il est et s'il demeure cn contact par-
Jait avec le corps dont 1l s’agit.

Le contact est parfait lorsque le thermometre est entiere-
ment plongé dans une masse liquide, et, en général, lors-
qu'il n’y a aucun point de la surface extérieure de cet instru-
ment qui ne touche un des points de la masse solide ou
fluide dont on veut mesurer la temperature. Il n'est pas
toujours nécessaire, dans les expériences, que cette condition
soit rigoureusement observée; mais on doit la supposer pour
que la définition soit exacte.

24.

On détermine deux températures fixes, savoir : la tempé-
rature de la glace fondante, qui est désignée par o, et la
température de I'eau bouillante que nous désiguerons par 1:
on suppose que I'¢bullition de I'eau a licu sous une pression
de Tatmosphére représentée par unc certaine hauteur du
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barometre (76 centimetres), le mercure du barometre étant
a la température o.
25.

On mesure les différentes quantités de chaleur en déter-
minant combien de fois elles contiennent une quantité que
Ion a fixée et prise pour unité. On suppose quune masse
de glace d'un poids déterminé (un kilogramme) soit a la
température o, et que, par I'addition d'une certaine quan-
tité de chalcur, on la convertisse en eau a la méme tempé-
rature o : cctte quantité de chaleur ajoutée est la mesure
prise pour unité. Ainsi la quantité de chaleur exprimée par
un nombre C contient un nombre C de fois la quantité
nécessaire pour résoudre un kilogramme de glace qui a la
température z€ro, en une masse d'eau qui a la méme tem-
pérature zéro.

20.

Pour élever une masse métallique d'un certain poids, par
exemple, un kilogramme de fer, depuis la température o
jusqud la température 1, il est necessaire d’ajouter une
nouvelle quantité de chalear a celle qui était déja contenue
dans cette masse. Le nombre C, qui désigne cette quantité
de chaleur ajoutée, est la capacité spécifique de chaleur du
fer; le nombre C a des valeurs tres-différentes pour les diffé-
rentes substances.

27.

Si un corps d'une nature et d'un poids déterminés (un
kilogramme de mercure) occupe le volume V, étant a la
température o, il occupera un volume plus grand V + 4,
lorsqu'il aura acquis la température 1, cest-a-dire lorsqu'on

o LT L T R R N T L RN N IR R AR R LA R A L L



CHAPITRE I a1
aura augmenté la chaleur qu'il contenait étant a la tempé-
rature o, d'une nouvelle quantité C, égale a sa capacité
spécifique de chaleur. Mais si, au lieu d’ajouter cette quan-
tité C, on ajoute z C (z €tant un nombre positif ou négatif),
le nouveau volume sera V + &, au lieu d’étre V + a. Or
les expériences font connaitre que si z est égal & *, l'ac-
croissement de volume & est seulement la moitié de 'accrois-
sement total A, et qu'en général, la valeur de § est z A, lors-
que la quantité de chaleur ajoutée est z C.

28.

Ce rapport z des deux quantités de chaleur ajoutées z C et
C, qui est aussi celui des deux accroissements de volume §
et A, est ce que 'on nomme la temperature; ainsi le nombre
qui exprime la température actuelle d'un corps représente
'exces de son volume actuel sur le volume qu'il occuperait
a la température de la glace fondante, I'unité représentant
I'exces total du volume qui correspond & I'ébullition de I'cau,
sur le volume qui correspond a la glace fondante.

20).

Les accroissements de volume des corps sont en général
proportionnels aux accroissements des quantités de chaleur
qui produisent les dilatations; il faut remarquer que cette
proposition n'est exacte que dans les cas ou les corps dont
il s'agit sont assujétis a des températures éloignées de celles
qui déterminent leur changement d’état. On nc serait point
fondé a appliquer ces résultats a tous les liquides; et, &
I'égard de T'eau en particulier, les dilatations ne suivent
point toujours les augmentations de chaleur.

En général, les températures sont des nombres propor-
tionnels aux quantités de chaleur ajoutées, et dans les cas
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que nous considérons, ces nombres sont aussi proportionnels
aux accroissements du volume.
3o.

Supposons quun corps terminé par une surface plane
d’une certaine étendue (un metre carré) soit entretenu d'une
maniére quelconque a une température constaute 1, com-
mune a tous ses points, et que la surface dont il s'agit soit
en contact avec l'air, maintenu a la température o : la cha-
leur qui s’écoulera continuellement par la surface, et passera
dans le milieu environnant, sera toujours remplacée par celle
qui provient de la cause constante a l'action de laquelle le
corps est exposé; il s'écoulera ainsi par la surface, pendant
un temps déterminé (une minute), une certaine quantité de
chaleur désignée par 4. Ce produit %, d'un flux continuel et
toujours semblable a lui-méme, qui a lieu pour une unité
de surface a une température fixe, est la mesure de la con-
ducibilité extérieure du corps, cest-a-dire, de la facilité
avec laquelle sa surface transmet la chaleur a I'air atmosphé-
rique.

On suppose que l'air est continuellement déplacé avec
une vitessc uniforme et donnée; mais si la vitesse du courant
augmentait, la quantité de chaleur qui se communique au
milieu varierait aussi; il en serait de méme si I'on augmentait
la densité de ce milieu.

3.

Si T'exces de la température constante du corps sur la
température des corps environnants, au lieu d'étre égale
a 1, comme on l'a supposé, avait une valeur moindre, la
ruantité de chaleur dissipée serait moindre que 4. Il résulte
des observations, comme on le verra par la suite, que cette
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quantité de chaleur perdue peut étre regardée comme sen-
siblement proportionnelle &4 T'exces de la température du
corps sur celle de T'air et des corps environnants. Ainsi la
quantité 4 ayant été déterminée par une expérience dans
laquelle la surface échauffée est & la température 1, et le
milieu & la température o; on en conclut qu'elle aurait la
valeur 4z, si la température de la surface était z, toutes les
autres circonstances demeurant les mémes. On doit admettre
ce résultat lorsque z est une petite fraction.
3o.

La valeur % de la quantité de chaleur qui se dissipe a
travers la surface échauftée, est différente pour les différents
corps; et elle varie pour un méme corps, suivant les divers
états de la surface. L'effet de l'irradiation est d’autant moin-
dre, que la surface échauffée est plus polie; de sorte qu'en
faisant disparaitre le poli de la surface, on augmente consi-
derablement la valeur de 4. Un corps métallique échauffé se
retroidira beaucoup plus vite, si I'on couvre sa surface exté-
rieure d'un enduit noir, propre a ternir enticrement I'état
métallique.

33.

Les rayons de chaleur qui s’échappent de la surface d'un
corps, parcourent librement les espaces vides d'air; ils se
propagent aussi dans l'air atmosphérique : leur direction
u'est point troublée par les agitations de l'air intermédiaire:
ils peavent étre réfléchis, et se réunissent aux foyers des mi-
roirs métalliques. Les corps dont la température est €levée,
et que l'on plonge dans un liquide, n'échauffent immédia-
tement que les parties de la masse qui sont en contact avec
leur surface. Les molécules, dont la distance a cette surface
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nest pas extrémement petite, ne reoivent point de chaleur

directe; il n’en est pas de méme des flnides aériformes; les

rayons de chaleur s’y portent avec une extréme rapidité a

des distances considérables , soit qu'une partie de ces rayons

traverse librement les couches de Vair, soit que celles-ci se

les transmettent subitement sans en altérer la direction.
34.

Lorsque le corps échauffé est placé dans un air qui con-
serve sensiblement une température constante, la chaleur
qui se communique a l'air rend plus légere la couche de ce
fluide voisine de la surface; cette couche s’éleve d’autant plus
vite,, qu'elle est plus échauffée, et elle est remplacée par une
autre masse d’air froid. Il s'établit ainsi un courant d’air
dont la direction est verticale, et dont la vitesse est d’autant
plus grande, que la température du corps est plus élevée.
Clest pourquoi, si le corps se refroidissait successivement, la
vitesse du courant diminuerait avec la température, et la loi
du refroidissement ne serait pas exactement la méme que sile
corps était exposé a un courant d'air d’une vitesse constante.

35.

Lorsque les corps sont assez échauffés pour répandre une
tres-vive lumiere, une partie de leur chaleur rayonnante,
mélée i cette lumiere, peut traverser les solides ou les
liquides transpareats; et elle est sujette a la force qui pro-
duit les réfractions. La quantité de chaleur qui jouit de cette
faculté est dautant moindre, que les corps sont moins en-
flammés ; elle est, pour ainsi dire, insensible pour les corps
tres-obscurs’, quelque échauffés qu'ils soient. Une lame mince
¢t diaphane intercepte presque toute la chaleur directe qui
sort d'une massc métallique ardente ; mais elle s'échauffe
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a mesure que les rayons interceptés s’y accumulent; ou, si
elle est formée d’eau glacée, elle devient liquide; si cette lame
de glace est exposde aux rayons d'un flambeau, elle laisse
passer avec la lumiére une chalcur sensible.

36.

Nousavons pris pour mesure de la conducibilité extérieure
d’un corps solide un coéfficient 7, exprimant la quantité de
chaleur qui passerait, pendant un temps déterminé (une
minute), de la surface de ce corps dans Tair atmospherique,
en supposant que la surface ait une étendue déterminée (un
metre quarré), que la température constante du corps soit
1, que celle de lair soit o, et que la surface échauffée soit
exposée a4 un courant d’air d'une vitesse donnée invariable.
On détermine cette valeur de 4 par les observations. La quan-
tité de chaleur exprimdée par le coéfticient se forme de deux
parties distinctes, qui ne peuvent étre mesurées que par des
expeériences tres-précises. L'une est la chaleur communiquée
par voie de contact a l'air environnant; lautre, beaucoup
moindre que la premiere, est la chaleur rayonnante €mise.
On doit supposcr, dans les premitres recherches, que la
quantité de chaleur perdue ne change point,si l'on aug-
mente d’'une quantité commune et assez petite la tempéra-
ture du corps échauffé et celle du milieu.

37

Les substances solides different encore , comme nous
l'avons dit, par la propriété qu'elles ont d’étre plus ou moins
perméables a la chalcur ; cette qualité est leur conducibilité
propre: nous en donnerons la définition et la mesure exacte,
apres avoir traité de la propagation uniforme et linéaire de
la chaleur. Les substances liquides jouissent aussi de la faculté
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de transmettre la chaleur de molécule 4 molécule, et la va-
leur numérique de leur conducibilité varie suivant la nature
de ces substances; mais on en observe difficilement l'cftet
dans les liquides, parce que leurs molécules changent dc si-
tuation en changeant de température. Clest de ce déplace-
ment continuel que résulte principalement la propagation
de la chaleur, toutes les fois que les parties inférieures de la
masse sont les plus exposées a I'action du foyer. Si, au con-
traire, on applique le foyer a la partie de la masse qui est la
plus élevée, comme cela avait lieu dans plusieurs de nos
expériences, la transmission de la chaleur, qui est tres-lente,
n’occasionne aucun déplacement, a moins que l'accroisse-
nent de la température ne diminue le volume, ce que l'on
remarque en effet dans des cas singuliers voisins des chan-
gements d'état.
38.

A cet exposé des résultats principaux des observations, il
faut ajouter une remarque générale sur I'équilibre des tem-
pératures ; elle consiste en ce que les différents corps qui
sont placés dans un méme lieu, dont toutes les parties sont
et demeurent également échauffées, y acquierent aussi une
température commune et permanente.

Supposons que tous les points, d'une masse M aient une
température commune et constante «, qui est entretenue
par une cause quelconque : si 'on met un corps moindre m
en contact parfait avec la masse M, il prendra la tempéra-
ture commune a. A la vérité, ce résultat n'aurait lieu rigou-
reusement qu'apres un temps infini; mais le sens précis de
la proposition est que si le corps m avait la température @
avant d'étre mis en contact, il la conserverait sans aucun
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changement. Il en serait de méme d’'une multitude d’autres
corps, n, p, q, r, dont chacun serait mis séparément en
contact parfait avec la masse M; ils acquerraient tous la tem-
perature constante @. Ainsi le thermometre étant successi-
vement appliqué aux différents corps m, n, p, ¢, r.... in-
diquerait cette méme température.

39.

Leffet dont il s'agit est indépendant du contact, et il au-
rait encore lieu, si le corps m était enfermé de toutes parts
dans le solide M, comme dans une enceinte , sans toucher
aucune de ses parties. Par exemple, si ce solide était une
enveloppe sphérique d'une certaine épaisseur, entretenue
par une cause extérieure a la température @, et renfermant
un espace entierement vide d’air, et si le corps m pouvait
étre placé dans une partie quelconque de cet espace sphe-
rique, sans qu'll touchat aucun point de la surface intérieure
de lenceinte, il acquerrait la température commune «,
ou plutdt il la conserverait s'il 'avait déja. Le résultat se-
rait le méme pour tous les autres corps n, p, g, r, soit
qu'on les placit séparément ou ensemble dans cette méme
enceinte , et quelles que fussent d'ailleurs leur espece et leur
figure.

4o.

De toutes les manieres de se représenter l'action de la cha-
leur , celle qui parait la plus simple et la plus conforme aux
observations , consiste a comparer cette action a celle de
la lumiere. Les molécules €loignées les unes des autres se
communiquent réciproquement & travers les espaces vides
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d’air ; leurs rayons de chaleur, comme les corps éclairés, se
transmettent leur lumiere.

Si dans une enceinte fermée de toutes parts, et entretenue
par une cause extérieure a une température fixe a, on sup-
pose que divers corps sont placés sans qu'ils touchent au-
cune des parties de I'enceinte, on observera des effets dif-
férents , suivant que les corps introduits dans cet espace
vide d’air sont plus ou moins échauffés. Si 'on place d'abord
un seul de ces corps, et qu'il ait la température méme de
I'enceinte, il enverra par tous les points de sa surface autant
de chaleur qu’il en regoit du solide qui I'environne, et c’est
cet échange de quantités égales qui le maintient dans son
premier état.

Si I'on introduit un second corps dont la température /4
soit moindre que a, il recevra d’abord, des surfaces qui I'en-
vironnent de toutes parts sans le toucher, une quantité de
chaleur plus grande que celle qu’il envoie: il s'échauffera
de plus en plus, et il perdra par sa surface plus de chaleur
qu'auparavant. La température initiale b s'élevant continuel-
lement, s’approchera sans cesse de la température fixe a,
en sorte qu'apres un certain temps, la différence sera presque
insensible. L'eftet serait contraire, si I'on placait dans la
méme enceinte un troisieme corps dont la température se-
rait plus grande que a.

47.

Tous les corps ont la propriété d'émettre la chaleur par
leur surface; ils en envoient d’autant plus, quils sont plus
échauffés ; Vintensité des rayons émis change tres-sensible-
ment avec I'état de la supeificie.

apeing
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42.

Toutes les surfaces qui recoivent les rayons de la chaleur
des corps environnants, en réfléchissent une partie, et ad-
mettent l'autre : la chaleur qui nest point réfléchie, mais
qui s'introduit par la surface, s'accumule daus le solide; ct
tant quelle surpasse la quantité qui se dissipe par l'irra-
diation, la températurc s’éleve.

43.

Les rayons qui tendent a sortir des corps échauffés sons
arrétés vers la surface par une force qui en réfléchit une
partie dans l'intérieur de la masse. La cause qui empéche
les rayons incidents de traverser la superficie, et qui divise
ces rayons en deux parties, dont 'une est réfléchie, et dont
l'autre est admise, agit de la méme maniere sur les rayons
qui se dirigent de I'intérieur du corps vers I'espace extérieur.

Si en modifiant 'état de la surface, on augmente la force
avec laquelle elle refléchit les rayons incidents, on aug-
mente en méme temps la faculté qu'elle a de réfléchir vers
lintérieur du corps les rayons qui tendent & en sortir. La
quantité des rayons incidents qui s'introduisent dans la
masse, et celle des rayons ¢émis par la surface, sont égale-
ment diminuées.

4.

Si Von placait ensemble dans l'enceinte dont nous avons
parlé, une multitude de corps éloignés les uns des autres et
inégalement échauffés, ils recevraient ct se transmettraient
leurs rayons de chaleur, en sortc que dans cet échange
leurs températures varieraient continuellement, et ten-
draient toutes & devenir égales a la température fixe de
I'enceinte.
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Cet effet est précisément celui qui a licu lorsque la cha-
leur se propage dans les corps solides; car les moléeules qui
composent les corps sont séparées par des espaces vides
d'air, et ont la propriété de recevoir, d'accumuler et d'é-
mettre la chaleur. Chacuue d'elles envoie ses rayons de
toutes parts, et en méme temps elle recoit ceux des molé-
cules qui l'environnent.

45.

La chaleur envoyée par un point situé dans l'intéricur
d'une masse soli:le, ne peut se porter directement (u'a une
distance extrémement petite; elle est, pour ainsi dire, inter-
ceptée par les particules les plus voisines; ce sont ces der-
nieres seules qui la recoivent immédiatement, et qui agissent
sur les points plus €loignés. Il n'en est pas de méme des
fluides acriformes; les effets directs de l'irradiation y devien-
nent sensibles 4 des distances tres-considérables.

46.

Ainsi la chaleur qui sort dans toutes les directions d’'une
partie d'une surface solide, pénetre dans l'air jusqu'a des
points forts €loignés; mais elle n'est eémise que par les mo-
lécules du corps, qui sont extrémement voisines de la sur-
face. Un point dune masse échauffée, placé a une tres-
petite distance de la superficie plane qui sépare la masse
de T'espace extéricur, envoie a cet espace une infinité de
rayons; mais ils n’y parviennent pas entierement; ils sont
diminués de toute la quantité de chaleur qui sarréte sur
les molécules solides intermédiaires. La partie du rayon
qui se dissipe dans l'espace est d'autant moindre, qulelle
traverse un plus long intervalle dans la masse. Ainsi le
rayon qui sort perpendiculairement & la superficie a plus
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d'intcusité que celui qui, partant du méme point, suit une
direction oblique, et les rayons les plus obliques sont entie-
rement interceptes.

La méme conséquence sapplique a tous les points qui
sont assez voisins de la superficie pour.eoncourir a 'émis-
sion de la chaleur, il en résulte nécessairement que la quan-
tité totale de chaleur qui sort de la surface sous la direction
perpendiculaire est beaucoup plus grande que cctle dont la
direction est oblique. Nous avons soumis cette question au
calcul , et I'analyse que nous-en avons faitc démontre que
l'intensité du rayon est proportionnelle au sinus de Fangle
que ce rayon fait avec I'élément de la surface. Les expériences
avalent déja indiqué un résultat semblable.

47

Ce théoréme exprime une loi générale qui a unc con-
nexion nécessaire avec I'équilibre et le mode d’action de la
chaleur. Si les rayons qui sortent d’'une surface échauffée
avaient la méme intensité dans toutes les dircctions, le ther-
mometre que l'on placerait dans un des points de 'espace
terminé de tous cités par une enceinte entretenue a une
temperature constante, pourrait indiquer une température
incomparablement plus grande que celle de I'enceinte. Les
corps que l'on enfermcrait dans cette enceinte ne pren-
draient point une température commune , ainsi quon le
remarque toujours ; celle quils acquerraient dépendrait du
lieu qu'ils occuperaient, ou de leur forme, ou de celles des
corps voisins.

On observerait ces mémes résultats ou d’autres effets éga-
lement contraires a I'expérience cominune, si Fon admettait
entre les rayons qui sortent d’'un méme point, des rapports
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différents de ceux que 'on a énonceés. Nous avons reconnu
que cette loi est seule compatible avec le fait général de
Iéquilibre de la chaleur rayonnante.

48.

Si un espace vide d’air est terminé de tous c6tés par une
enceinte solide dont les parties sont entretenues i une tem-
peérature commune et constante @, et si 'on met en un point
quelconque de I'espace un thermometre qui ait la tempéra-
ture actuelle a, il la conservera sans aucun changement. Il
recevra donc & chaque instant de la surface intérieure de
l'enceinte autant de chaleur qu'il lui en envoie. Cet effet des
rayons de chaleur dans un espace donné est, a proprement
parler, la mesure de la température : mais cette considéra-
tion suppose la théorie mathématique de la chaleur rayon-
nante. Si I'on place maintenant entre le thermometre et une
partie de la surface de I'enceinte un corps M dont la tempé-
rature soit @, le thermometre cessera de recevoir les rayons
d’'une partie de cette surface intérieure, mais ils seront rem-
placés par ceux qu'il recevra du corps interposé M. Un cal-
cul facile prouve que la compensation est exacte, en sorte
que l'état du thermometre ne sera point changé. Il n’en est
pas de méme si la température du corps M n'est pas égale a
celle de U'enceinte. Lorsqu'elle est plus grande, les rayons
que le corps interposé M envoie au thermometre et qui rem-
placent les rayons interceptés, ont plus de chaleur que ces
derniers; la température du thermometre doit donc s'élever.

Si,au contraire, le corps intermédiaire a une température
moindre que @, celle du thermometre devra s'abaisser; car
les rayons que ce corps intercepte sont remplacés par ceux
quiil envoie, c'est-a-dire, par des rayons plus froids que ceux
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de I'enceinte, ainsi le thermomeétre ne recoit pas toute la

chaleur qui serait nécessaire pour maintenir sa tempeéra-
ture .

49

On a fait abstraction jusquici de la faculté qu'ont toutes
les surfaces de réfléchir une partie des rayons qui leur sont
envoyeés. Si I'on ne considérait point cette propriété, on
n'aurait qu'une idée tres-incomplete de I'équilibre de la
chaleur rayonnante.

Supposons done que dans la surface intéricure de I'en-
ceinte entretenue & une tempeérature constante, il y ait une
portion qui jouisse, 4 un certain degré, de la faculté dont il
s'agit ; chaque point de la surface réfléchissante enverra dans
Fespace deux especes de rayons; les uns sortent de I'intéricur
méme de la substance dont l'enceinte est formée, les autres
sout seulement réfléchis par cette méme surface, & laquelle
ils ont été envoyes. Mais en méme-temps que la surface
repousse a l'extérieur une partie des rayons incidents, elle
retient dans 'intérieur une partie de ses propres rayons. Il
s'établit a cet égard une compensation exacte, c'est-a-dire,
que chacun des rayons propres, dont la surface empéche
I'émission, est remplacé par un rayon réfléchi d'une égale
intensité.

Le méme résultat aurait lieu si la faculté de réfléchir les
rayons alfectait 4 un degré quelconque d'autres parties de
I'enceinte, ou la superficic des corps placés dans le méme
espace, et parvenus a la température commune.

Ainsi, la réflexion de la chaleur ne trouble point I'équi-
libre des tempeératures, et n‘apporte, pendant que cet équi-
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libre subsiste, aucun changement & la loi suivant laquelle
l'intensité des rayons qui partent d'un méme point décroit
proportionnellement au sinus de l'angle d’émission.

50.

Supposons que dans cette méme enceinte, dont toutes les
parties conservent la température @, on place un corps isolé
M, et une surface métallique polie R, qui, tournant sa conca-
vité vers le corps, réfléchisse une grande partie des rayons
qu'elle en recoit; si l'on place entre le corps M et la surface
réfléchissante R, un thermometre qui occupe le foyer de ce
miroir, on observera trois effets différents, selon que la tem-
pérature du corps M sera égale a la température commune
a, ou sera plus grande, ou sera moindre.

Dans le premier cas, le thermometre conserve la tempéra-
ture a ; il recoit, 1° des rayons de chaleur de toutes les par-
ties de l'enceinte qui ne lui sont point cachées par le corps
M ou par le miroir; 2° des rayons envoyés par le corps;
3o ceux que la surface R envoie au foyer, soit quils viennent
de la masse méme du miroir, soit que la surface les ait
seulement réfléchis; et parmi ces derniers on peut distinguer
ceux qui sont envoyés au miroir par la masse M, et ceux
qu'il recoit de Venceinte. Tous les rayons dont il s'agit pro-
viennent des surfaces qui, d’apres I'hypothese, ont une tem-
perature commune @, en sorte que le thermometre est préci-
sement dans le méme état que sil'espace terminé par l'enceiute
ne contenait point d'autre corps que lui.

Dans le second cas, le thermometre placé entre le corps
échauffé M et le miroir, doit acqueérir une température plus
grande que a. En effet, il recoit les mémes rayons que dans
la premiére hypothese; mais il y a deux différences remar-
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quables: I'une provient de ce que les rayons envoyés par le
corps M au miroir, et réfléchis sur le thermometre, con-
tiennent plus de chaleur que dans le premier cas. I autre
différence provient des rayons que le corps M envoie direc-
tement au thermometre, ct qui ont plus de chaleur qu’aupa-
ravant. L’une et autre cause, et principalement la premiere,
concourent a élever la température du thermometre.

Dans le troisieme cas, c'est-a-dire, lorsque la température
de la masse M est moindre que a, le thermometre doit
prendre aussi une température moindre que a. En effet, il
regoit encore toutes les especes de rayons que nous avons
distinguées pour le premier cas: mais il y en a deux sortes
qui contiennent moins de chaleur que dans cette premiere
hypothese, savoir ceux qui, envoyés par le corps M, sont
réfléchis par le miroir sur le thermométre, et ceux que le
méme corps M lui envoie directement. Ainsi, le thermo-
metre ne regoit pas toute la chaleur qui lui est nécessaire
pour conserver sa température primitive a. Il envoie plus
de chaleur qu'il n’en recoit. Il faut donc que sa température
s'abaisse jusqu'a ce que les rayons qu'il recoit suffisent pour
compenser ceux qu’il perd. Clest ce dernier effet que on a
nommé la réflexion du froid, et qui, a proprement parler,
consiste dans la réflexion d'une chaleur trop faible. Le miroir
intercepte une certaine quantité de chaleur, ct la remplace
par une moindre quantité.

5I.

Sil'on place dans I'enceinte entretenuc & une température
constante @ un corps M dont la température @’ soit moindre
que a, la présence de ce corps fera baisser le thermometre
eXposé a ses rayons, et l'on doit remarquer quen géneral
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ces rayons, envoyés au thermometre par la surface du corps
M, sont de deux especes, savoir ceux qui sortent de I'inte-
rieur de la masse M, et ceux qui, venant des diverses parties
de 'enceinte, rencontrent la surface M, et sont réfléchis sur
le thermometre. Ces derniers ont la température commune
a, mais ceux qui appartiennent au corps M contiennent
moins de chaleur, et ce sont ces rayons qui refroidissent le
thermomeétre. Si maintenant, en changeant I'état de la sur-
face du corps M, par exemple, en détruisant le poli, on
diminue la faculté qu'elle a de réfléchir les rayons incidents;
le thermometre s'abaissera encore, et prendra une tempé-
rature @’ moindre que a'. En effet, toutes les conditions
seront les mémes que dans le cas précédent, si ce n'est que
la masse M envoie une plus grande quantité de ses propres
rayous, et réfléchit une moindre quantité des rayons qu'elle
recoit de l'enceinte; c'est-a-dire, que ces derniers, qui ont
la température commune, sont en partie remplacés par des
rayons plus froids. Donc, le thermometre ne recoit plus
autant de chaleur qu'auparavant.

Si, indépendamment de ce changement de la surface du
corps M, on place un miroir métallique propre a refléchir
sur le thermometre les rayons sortis de M, la température
prendra une valeur &" moindre que @". En effet, le miroir
iutercepte au thermometre une partie des rayons dc I'en-
ceinte qui ont tous la température a, et les remplace par
trois especes de rayons; savoir: 1° ceux qui proviennent de
I'ntérieur méme du miroir, et qui ont la température com-
mune; 2° ceux que diverses parties de 'enceinte envoient au
miroir avec cette méme température, et qui sont réfléchis
vers le foyer; 3° ceux qui, venant de l'intérieur du corps M,
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tombent sur le miroir, et sont réfléchis sur le thermometre.
Ces derniers ont une température moindre que z ,; donc le
thermometre ne recoit plus autant de chaleur qu'il en rece-
vait avant que I'on ne placit le miroir.

Enfin, si I'on vient a changer aussi I'état de la surface du
miroir, et quen lui donnant un poli plas parfait, on aug-
mente la faculté de réflechir la chaleur, le thermometre
s'abaissera encore. En effet, toutes les conditions qui avaient
lieu dans le cas précédent subsistent. Il arrive seulement que
le miroir envoie une moindre quantité de ses propres rayons,
et il les remplace par ceux qu’il réfléchit. Or, parmi ces der-
niers, tous ceux qui sortent de l'intérieur de la masse M ont
moins d'intensité que s'ils venaient de l'intérieur du miroir
métallique ; donc, le thermometre regoit encore moins de
chaleur qu'auparavant; il prendra donc une température a*
moindre que ™.

On explique facilement par les mémes principes tous les
effets connus de l'irradiation de la chaleur ou du froid.

52.

Les effets de la chaleur ne peuvent nullement étre com-
parés & ccux d'un fluide élastique, dont les molécules sont
en repos. Ce serait inutilement que l'on voudrait déduire
de cette hypothese les lois de la propagation que nous expli-
quons dans cet ouvrage, et que toutes les expériences ont
confirmées. L’état libre de la chaleur est celui de la lumiere;
I'habitude de cet élément est donc entierement différente de
cel'e des substances aériformes. La chaleur agit de la méme
maniere dans le vide, dans les fluides élastiques, et dans les
masses liquides ou solides, elle ne s’y propage que par voie
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d’irradiation, mais ses effets sensibles different selon la nature

des corps.
53.

La chaleur est le principe de toute élasticité; c'est sa force
répulsive qui conserve la figure des masses solides, et le vo-
lume des liquides. Dans les substances solides, les molécules
voisines céderaient a leur attraction mutuelle, si son effet
n'était pas détrait par la chalcur qui les sépare.

Cette force élastique est d’autant plus grande que la tem-
pérature est plus élevée; c'est pour cela que les corps se
dilatent ou se condensent, lorsqu'on éleve ou lorsqu'on abaisse
leur temperature.

b4.

L'équilibre qui subsiste dans I'intérieur d'une masse solide
entre la force répulsive de la chaleur et I'attraction molécu-
laire est stable; c'est-a-dire quiil se rétablit de lui-méme
lorsqu'il est troublé par une cause accidentelle. Si les molé-
cules sont placées a la distance qui convenait a I'équilibre,
ct si une force extérieure vient a augmenter cette distance
sans que la température soit changée, leffet de l'attraction
commence a surpasser celui de la chaleur, et ramene les
molécules a leur position primitive, aprés une multitude
d'oscillations qui deviennent de plus en plus insensibles.

Un effet semblable s'opere en sens opposé lorsquune cause
mécanique diminue la distance primitive des molccules; telle
est l'origine des vibrations des corps sonores ou flexibles, et
de tous les effets de leur ¢lasticite.

55.

Dans I'état liquide ou aériforme, la compression extérieure

s'ajoute ou supplée a l'attraction moléculaire, ety s'exercant
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sur les surfaces, clle ne s'oppose point au changement de
figure, mais seulement a celui du volume occupé. L'emplo
du calcul ferait mieux connaitre comment la force répulsive
de la chaleur, opposée a l'attraction des molécules ou i la
compression extéricure, concourt a la composition des corps
solides ou liquides, formés dun ou plusieurs principes, et
détermine les propriétés élastiques des fluides aériformes ;
mais ces recherches n'appartiennent point 4 I'objet que nous
traitons, ct rentrent dans les théories dynamiques.
56.

On ne peut douter que le mode d’action de la chaleur ne
consiste toujours , comme celui de la lumiere, dans la com-
munication réciproque des rayons, et cette explication est
adoptée aujourd’hui de la plupart des physiciens; mais il
n'est point nécessaire dc considérer les phénomenes sous cet
aspect pour €tablir la théorie de la chaleur. On reconnaitra,
dans le cours de cet ouvrage, que les lois de I'équilibre de
la chaleur rayonnante et celles de la propagation, dans les
masses solides ou liquides, peuvent, indépendamment de
toute explication physique, étre rigoureusement démontrées
comme des conséquences nécessaires des observations com-
munes.

SECTION III

Principe de la communication de la chaleur.

57.
Nous allons présentement examiner ce que les expériences
nous apprennent sur la communication de la chaleur.

Si deux molécules égales sont formées de la méme sub-
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stance et ont la méme température, chacune d'elles recoit
de Vautre autant de chaleur qu'elle lui en envoie; leur action
mutuelle doit donc étre regardée comme nulle, parce que
le résultat de cette action ne peut apporter aucun change-
ment dans l'état des molécules. Si, au contraire, la premiere
est plus échauffee que la seconde, elle lui envoie plus de
chaleur qu'elle n’en recoit; le resultat de l'action muruclle
est la diftérence de ces deux quantités de chaleur. Dans tous
les cas, nous faisons abstraction des quantités égales de
chaleur que deux points matériels quelconques s’envoient
réciproquement; nous concevons que le point le plus échauffe
agit seul sur l'autre, et quen vertu de cette action, le
premier perd une certaine quantité de chaleur qui est ac-
quise par le second. Ainsi l'action de deux molécules, ou
la quantité de chaleur que la plus échauffée communique
a l'autre, est la différence des deux quantités qu'elles s'en-
volent réciproquement.
58.

Supposons que l'on place dans I'air un corps solide ho-
mogene, dont les différents points ont actuellement des
températures inégales; chacune des molécules dont le corps
est composé commencera a recevoir de la chalcur de celles
qui en sont extrémement peu distantes, ou leur en commu-
niquera. Cette action s'exercant pendant le méme instant
entre tous les points de la masse, il en resultera un chan-
gement infiniment petit pour toutes les températures : le
solide éprouvera a chaque instant des effets semblables; en
sorte que les variations de temperature deviendront de plus
en plus sensibles. Considérons seulement le systéme de deux
molécules égales et extrémement voisines, m et n, et cher-
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chons quelle est la quantité de chaleur que la premiere peut
recevoir de la seconde pendant la durée d'un instant; on
appliquera ensuite le méme raisonnement a tous les autres
points qui sont assez voisins du point 7 pour agir 1mme-
diatement sur lui dans le premier instant.

La quantité de chaleur communiquée par le point » au
poiut 2 dépend de la durée de l'instant, de la distance ex-
trémement petite de ces points,de la tempdrature actuelle de
chacun, ct de la nature de la substance solide; c’cst-a-dire
que si I'un de ces éléments venait a varier, tous les autres
demeurant les mémes, la quantité de chaleur transmise va-
ricrait aussi. Or, les expériences ont fait connaitre, a cet
égard, un résultat général : il consiste en ce que toutes les
autres circonstances étant les mémes, la quantite de chaleur
que 'une des molécules recoit de P'autre est proportionnelle
4 la différence de température de ces deux molécules. Ainsi
cette quantité serait double, triple, quadruple, si, tout
restant d’ailleurs le méme, la différence de la température
du point 2 & celle du point m était double, ou triple, ou
quadruple. Pour se rendre raison de ce résultat, il faut
considérer que I'action de n sur m est toujours d'autant plus
grande qu'il y a plus de différence entre les temperatures
des deux points; elle est nulle, si les températures sont
égales, mais si la molécule » contient plus de chaleur que
la molécule égale m, cest-a-dire si la température de m étant
v, celle de 7 est v + A, une portion de la chaleur excédante
passera de n & m. Or, si l'exces de chaleur était double, ou,
ce qui cst la méme chose, si la température de n était » + 24,
Ja chaleur excédante serait composée de deux parties égales
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correspondantes aux deux moitiés de la différence totale des
tcmpératures 24 ; chacune de ces parties aurait son effet
propre comme si elle était seule : ainsi la quantité de chaleur
communiquée par n a m serait deux fois plus grande que si
la différence des températures était seulement A. Clest cette
action simultanée des différentes parties de la chaleur excé-
dante qui constitue le principe de la communication de la
chaleur. Il en résulte que la somme des actions partielles,
ou la quantité totale de chaleur que m recoit de », est pro-
portionnelle a la différence des deux températures.
59.

En désignant par v et 2’ les températures des deux molé-
cules égales m et n; par p, leur distance extrémement
petite, et par d ¢, la durée infiniment petite de l'instant, la
quantité de chalcur que m regoit de r, pendant cet instant,
sera exprimée par (v—2) ¢ (p).d t. On désigne par ¢ (p)
une certaine fonction de la distance p qui, dans les corps
solides et dans les liquides, devient nulle. lorsque p a une
grandeur sensible. Cette fonction est la méme pour tous les
points d’'une méme substance donnée; elle varie avec la na-
ture de la substance.

6o.

La quantité de chaleur que les corps perdent par leur
surface est assujétie au méme principe. Si I'on désigne par
s I'étendue ou finte ou infiniment petite de la surface dont
tous les points ont la température v, et si a représente la
température de Tair atmospheérique, le coéfficient £ €tant la
mesure de la conducibilité extérieure, on aura ¢ A (v—a)d't
pour l'expression de la quantité de chaleur que cette surface
o transmet a lair pendant I'instant d .
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Lorsque les deux molécules, dont I'une transmet directe-
ment a l'autre une certaine quantité de chaleur, appartien-
nent au méme solide, 'expression exacte de la chaleur com-
muniquée est celle que nous avons donnée dans Tlarticle
précédent : parce que les molécules €tant extrémement voi-
sines , la différence des températures est extrémement petite.
Il n’en est pas de méme lorsque la chaleur passe d'un corps
solide dans un milieu aériforme. Mais les expériences nous
apprennent que si la différence est une quantité assez petite,
la chaleur transmise est sensiblement proportionnelle a cette
différence, et que le nombre % peut, dans les premieres re-
cherches, étre considéré comme ayant une valeur constante,
propre a chaque état de la surface, mais indépendant de la
temperature.

6r.

Ces propositions relatives a la quantité de chaleur com-
muniquée, ont ¢été déduites de diverses observations. On
voit d'abord , comme une conséquence évidente des expres-
sions dont il s'agit, que si I'on augmentait d'une quantité
commune toutes les températures initiales de la masse solide,
et celle du milieu ou elle est placée, les changements suc-
cessifs des températures seraient exactement les mémes que
si I'on ne faisait point cette addition. Or ce résultat est sen-
siblement conforme aux expériences ; il a été admis par les
premiers physiciens qui ont observé les effets de la chaleur.

62.

Si le milieu est entretenu 4 une température constante,
et si le corps échauffé qui est placé dans ce milieu a des di-
mensions assez petites pour que la température, en s'abais-
sant de plus en plus, demeure sensiblement la méme dans
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tous ses points, il suit des mémes propositions qu'il s’échap-
pera a chaque instant, par la surface du corps, une quantité
de chaleur proportionnelle a I'exces de sa température ac-
tuelle sur celle du milieu. On en conclut facilement, comme
on le verra dans la suite de cet ouvrage, que la ligne dont
les abscisses représenteraient les temps écoulés, et dont les
ordonnées représenteraient les températures qui correspon-
dent a ces temps, est une courbe logarithmique : or, les ob-
servations fournissent aussi ce méme résultat, lorsque l'ex-
ces de la température du solide sur celle du milieu est une
quantité assez petite.

63.

Supposons que le milieu soit entretenu & la tempeérature
constante o, et que les températures initiales des différents
points @, b, ¢, d, etc. d'une méme masse soient «, B, y, 3, etc.
qua la fin du premier instant elles soient devenues o', ¢, ¢/,
3, ete. qu'e‘i la fin du deuxieme instant elles soient o', £,
Y, 8" etc. ainsi de suite. On peut facilement conclure des
propositions €noncées , que si les températures initiales des
memes points avaient été gu, g6, gy, 48, etc. (g €tant un
nombre quelconque), elles seraient devenues, en vertu de
I'action des différents points a la fin du premier instant, g+,
¢85 gy, g¥, etc, ala fin du second instant go', g¢'y g
g?', etc., ainsi de suite. En effet, comparons les cas ol les
températures initiales des points «, 6, ¢, d étaient «, 8,7y, 3,
avec celui ou elles sont 2«,2f, 2y, 28, le milieu conservant,
dans I'un et l'autre cas, la température o. Dans la seconde
hypothese,, les différences des températures des deux points
quelconques sont doubles de ce qu'elles étaient dans la pre-
miere, et I'exces de la température de chaque point, sur celle
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de chaque molécule du milieu, est aussi double ; par conse-
quent la quantité de chaleur qu’une molécule quelconque en-
voie a une autre, ou celle quelle en recoit, est, dans la
seconde hypothese, double de ce qu'elle était dans la pre-
miere. Le changement que chaque point subit dans sa tempé-
rature étant proportionnel a la quantité de chaleur acquise,
il s’ensuit que, dans le second cas, ce changement est double
de ce qu'il était dans le premier. Or, on a supposé que la
température initiale du premier point, qui était «, devient o'
alafin du premier instant; donc si cette température initiale
eut €té 2a, et si toutes les autres eussent été doubles, elle
serait devenne 2¢'. Il en serait de méme de toutes les autres
molécules &, ¢, d, et 'on tirera une conséquence semblable,
si le rapport, au lieu d’étre 2, est un nombre quelconque g.
1l résulte donc du principe de la communication de la cha-
leur, que si I'on augmente ou si 'on diminue dans une raison
donnée toutes les températures initiales, on augmente ou I'on
diminue dans la méme raison toutes les températures suc-
cessives.

Ce résultat, comme les deux précédents, est confirmé par
les observations. Il ne pourrait point avoir lieu si la quantité
de chaleur qui passe d'une molécule a une autre n’était point,
en effet, proportionnelle 4 la différence des températures.

On a observé avec des instruments précis , les températures
permanentes des différents point d'une barre ou d'une armille
métalliques, et la propagation de la chaleur dans ces mémes
corps et dans plusieurs autres solides de forme sphérique ou
cubique. Les résultats de ces expériences s'accordent avec
ceux que l'on déduit des propositions précédentes. 1ls se-
raient entierement différents,si la quantité de chaleur trans-
mise par une molécule solide 4 une autre, ou & une molécule
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de Tair, n’était pas proportionnelle i I'excés de température.
1l est d’abord nécessaire de connaitre toutes les conséquences
rigdureuses de cette proposition ; par-la on détermine la par-
tie principale des quantités qui sont l'objet de la question.
En comparant ensuite les valeurs calculées avec celles que
donnent des expériences nombreuses et tres-précises, on peut
facilement mesurer les variations des coéfficients, et perfec-
tionner les premieres recherches.

SECTION IV,
Du mouvement uniforime ct linéuire de la chaleur.
65.

On considérera, en premier lieu, le mouvement uniforme
de la chaleur dans le cas le plus simple, qui est celui d'un
solide infini compris entre deux plans paralleles.

On suppose qu'un corps solide formé d'une substance ho-
imogene est compris entre deux plans infinis et paralleles; le
plan inférieur A est entretenu, par une cause quelconque, a
une température constante @ ; on peut concevoir, par exemple,
que la masse est prolongée, ct que le plan A est une section
commune au solide et 4 cette masse intérieure échauffée dans
tous ses points par un foyer constant; le plan supérieur B
est aussi maintenu, par une cause semblable, & une tempé-
rature fixe b, dont la valear est moindre que celle de @ - il
s'agit de déterminer quel serait le résultat de cette hypothese
si elle était continuée pendant un temps infini.

Si 'on suppose que la température initiale de toutes les
parties de ce corps soit &, on voit que la chaleur qui sort
du foyer A se propagera de plus en plus, et élevera la tem-
pérature des molécules comprises entre les deux plans;
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mais celle du plan supérieur ne pouvant, dapres I'hypo-
these, étre plus grande que b, la chaleur se dissipera dans la
masse plus froide dont le contact retient le plan B 4 la tem-
pérature constante b. Le systéme des températures tendra
de plus en plus & un état final qu'il ne pourra jamais
atteindre, mais qui aurait, comme on va le prouver, la pro-
priété de subsister lui-méme et de se conserver sans aucun
changement s'il était une fois formé.

Dans cet état final et fixe que nous considérons, la tem-
pérature permanente d’'un point du solide est évidemment
la méme pour tous les points d'une méme section parallele
a la base; et nous allons démontrer que cette température
fixe, qui est commune a tous les points d’'une section inter-
médiaire décroit en progression arithmétique depuis la base
jusqu’au plan supériear, cest-a-dire, qu'en représentant les
températures constantes @ et b par les ordonnées Az et B g,
(Foy. fig. 1), élevées perpendiculairement sur la distance AB
des deux plans , les températures fixes des couches intermé-
diaires seront représentées par les ordounées de la droite AB,
qui joint les extrémités « et {; aiusi, en désignant par z la
hauteur d’'une section interméd:iaire cu la distance perpendi-
culaire au plan A, par e la hauteur totale ou la distance AB,
et par ¢ la tempeérature de la secticn dont la hauteur est z,

. . , . b—a
on doit avoir I'équation v—a +—z

En cffet, si les températures étaient établies d’abord sui-
vant cette loi, et si les surfaces extrémes A et B étaient tou-
jours retenues aux températures a et b, il ne pourrait sur-
venir aucun changement dans I'état du solide. Pcur s'en con-
vaincre, il suffira de comparer la quantité de chaleur qui
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traverserait une section intermédiaire A' a celle qui, pen-
dant le méme temps, traverserait une autre section B

En se représentant que 'état final du solide est formé et
subsistant, on voit que la partie de la masse qui est au-des-
sous du plan A’ doit communiquer de la chaleur a la partie
qui est au-dessus de ce plan, puisque cette seconde partie
est moins échauffée que la premiere.

Imaginons que deux points du solide m et m’, extréme-
ment voisins I'un de l'autre, et placés d'une maniere quel-
conque, I'un m au-dessous du plan A', et I'autre m’ au-dessus
de ce plan, exercent leur action pendant un instant infini-
ment petit: le point le plus échaufté ;2 communiquera am
unc certaine quantité de chaleur qui traversera ce plan A’
Soient x, ¥, z, les coordonnées rectangulaires du point 2,
et &', », 2, les coordonnées du point 70’ ; considérons encore
deux points n et »' extrémemcnt voisins I'un de l'autre, et
placés, par rapport au plan B', de méme que m et m’ sont
placés par rapport au plan A': cest-a-dire, qu'en désignant
par Z la distance perpendiculaire des deux sections A’ et B',
les coordonnées du poiut n seront x, y, z+ (, et celles du
point ' seront &, ¥, 2 +{; les deux distances mm' et nn'
seront égales : de plus, la différence de la température ¢ du
point m a la température ¢ du point m’ sera la méme que la
différence des températures des deux points 7 et 72", En effet,
cette premiere différence se déterminera en substituant z et

b—n

ensuite z' dans I'équation générale v—a + z, et retran-

chant la seconde équation de la premiere, on en conclura

b—a

(z—=z'). On trouvera ensuite, par les substitu-

Y — =
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tionsdez + etz -+ {, que l'exces de la température du point

. . . b—a
n sur celle du point ' a aussi pour expression — (2—2).

Il suit de Ia que la quantité de chaleur envoyée par le point
m au point ' sera la méme que la quantité de chaleur en-
voyé par le point n au point 7', car tous les éléments qui
concourent 4 déterminer cette quantité de chaleur transmise
sont les mémes.

Il est manifeste que I'on peut appliquer le méme raisonne-
ment a tous les systémes de deux molécules qui se commu-
niquent de la chaleur & travers la section A’ ou la section B';
donc, si 'on pouvait recuecillir toute la quantité de chaleur
qui s’écoule, pendant un méme instant, a travers la section
A’ ou la section B, on trouverait que cette quantité est la
méme pour les deux sections.

Il en résulte que la partie du solide comprise entre A’ et
B’ regoit toujours autant de chaleur qu’elle en perd, et comme
cette conséquence s'applique a une portion quelconque de la
masse comprise entre deux sections paralleles, il est évident
quaucune partie du solide ne peut acquérir une température
plus élevée que celle qu'elle a présentement. Aiusi, il est
rigoureusement démontré que l'état du prisme subsistera
continuellement tel quil était d'abord.

Donc, les températures permanentes des différentes sec-
tions d’un solide compris entre les deux plans paralleles infi-
nis, sont représentées par les ordonnées de la ligne droite

. \ ; . e b—a
a8, et satisfont a 'équation linéaire v—=a + — Z.

66.
On voit distinctement, par ce qui précede, en quoi consiste
la propagation de la chaleur dans un solide compris entre




(RN

50 THEORIE DE LA CHALEUR.

deux plans paralléles et infinis, dont chacun est maintenu &
une température constante. La chaleur pénetre successive-
ment dans la masse a travers la base inferieure : les tempé-
ratures des sections intermédiaires s'¢levent, et ne peuvent
jamais surpasser ni méme atteindre entierement une certaine
limite dont elles s’'approchent de plus en plus: cette limite ou
température finale est différente pour les différentes couches
intermédiaires, et elle décroit, en progression arithmeétique,
depuis la température fixe du plan inférieur, jusqu’a la tem-
pérature fixe du plan supérieur.

Les températures finales sont celles qu'il faudrait donner
au solide pour que son état fit permanent; I'état variable qui
le précede peut étre aussi soumis au calcul,, comme on le
verra par la suite; mais nous ne considérons ici que le sys-
téme des températures finales et permanentes. Dans ce der-
nier état, il s’écoule, pendant chaque division du temps, a
travers une section parallele a la base ou une portion déter-
minée de cette section , une certaine quantité de chaleur qui
est constante, si les divisions du temps sont égales. Ce flux
uniforme est le méme pour toutes les sections intermédiaires;
il est égal a celui qui sort du foyer et a celui que perd, dans
le méme temps, la surface supérieure du solide en vertu de
la cause qui maintient la température.

67.

I1 s’agit maintenant de mesurer cette quantité de chaleur
qui se propage uniformément dans le solide, pendant un
temps donné, a travers une partie déterminée d'une section
parallele & la base: elle dépend, comme on va le voir, des
deux températures extrémes a et b, et de la distance e des
deux bases; elle varierait, si 'un quelconque de ces éléments
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venait a changer, les autres demeurant les mémes. Supposons
un second solide, formé de la méme substance que le premier,
et compris entre deux plans paralleles infinis, dontla distance
perpendiculaire est ¢; (Foy. JSig. 2) la base inférieure est entre-
tenue a la température fixe «', et la base supérieure,  la
température fixe &': I'un et l'autre solides sont considerés
dans cet état final et permanent qui a la propriété de se con-
server lui-méme deés qu'il est formé. Ainsi la loi des tem-
pératures est exprimée, pour le premier corps, par I'équation

b—a

e

v—a +

b —a ; . :
——2z, v étant dans le premier solide, et z dansle second, la
e

z, et pour le second, par I'équation u—=a' 4.

température de la section dont z est la hauteur.

Cela posé, on comparera la quantité de chaleur qui, pen-
dant l'unité de temps, traverse une étendue égale a I'unité de
surface prise sur une section intermédiaire L du premicr
solide, a celle qui, pendant le méme temps, traverse une
égale étendue prisc sur la section L du second , ¢ étant la
hauteur commune de ces deux sections, c'est - - dire, la dis-
tance de chacune d’elles & la base inférieure. On considérera
dans le premier corps deux points n et ' extrémement voi-
sins, et dont l'un 2 est au-dessous du plan L., et 'autre 2’
au-dessus de ce plan: 2,7, %, sont les coordonndes de n ;
et &', ¥, z, les coordonnées de n', ¢ érant moindre que z,
et plus grand que z.

Oun considérera aussi dans le second solide Faction instan-
tanée de deux points P et p', qui sont placés, par rapport
a la section L/, de méme que les points et »’ par rapport a
la section L du premicr solide. Ainsi, les mémes coordon-
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nées x, y, z, et &', »', z, rapportées a trois axes rectangu-
laires dans le second corps, fixeront aussi la position des
points p et p'.

Or, la distance du point z au point 2’ est égale a la dis-
tance du point p au point p’, et comme les deux corps sont
formés de la méme substance, on en conclut, suivant le prin-
cipe de la communication de la chaleur, que 'action de n sur
', ou la quantite de chaleur donnée par » a n', et I'action
de p sur p’, ont entre elles le méme rapport que les diffé-
rences de températures v —¢' et u—u.

En substituant v, et ensuite ¢ dans I'équation qui convient

bh—a

au premier solide, et retranchant on trouve v——v':( -~

’ s ’ .
(z—7Z'), on a aussi, au moyen de la seconde équation,

) b—a ) .
w—u ._< - ) (z—2z'), donc le rapport des deux actions

a . . —by a—¥
dont il sagit est celui de ‘—Z—e— al =

On peut concevoir maintenant plusieurs autres systémes
de deux molécules dont la premiere envoie & la seconde a
travers le plan L, une certaine quantité de chaleur, et chacun
de ces systémes, choisi dans le premier solide, pouvant étre
comparé a un systéme homologue placé dans le second, et
dont l'action s'exerce a travers la section L/, on appliquera
encore le raisonnement précédent pour prouver que le rap-

. . . —b y a'—b
port des deux actions est toujours celui de ‘ig—- 2 :

=

Or, la quantité totale de chaleur qui, pendant un instant,
traverse la section L, résulte de I'action simultanée d'une
multitude de systémes dont chacun est formé de deux
points; donc cette quantité de chaleur et celle qui, dans le
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second solide, traverse pendant le méme instant la section

a—b, a—0b
e

[S5]

1
a

’

L', ont aussi entre elles le rapport de

Il est donc facile de comparer entre elles I'intensité des
flux constants de chaleur qui se propagent uniformément
dans I'un et 'autre solides, c'est-a-dire les quantités de cha-
leur qui, pendant I'unité de temps, traversent I'unite de sur-
face dans chacun de ces corps. Le rapport de ces deux inten-

—b g— .
& et 2 — Si les deux

sités est celui des deux quotients

quotients sont égaux, les flux sont les mémes, quelles que
soient d’ailleurs les valeurs @, b, e; @', 0, €, en géneral, en
désignant par I le premier flux, et par I le second, on aura

=5 ()
€8.

Supposons que, dans le second solide, la température
permanente a' du plan inférieur soit cclle de I'eau bouillante

1; que la température &' du plan supérieur soit celle de la
glace fondante o ; que la distance ¢ des deux plans soit I'unité
de mesure (un metre); désignons par K le flux constant de
chaleur qui, pendant l'unité de temps (une minute), traver-
serait I'unité de surface dans ce dernier solide, s'il était formé
d’une substance donnée; K exprimant un certain nombre
d'unités de chaleur, ¢’est--dire un certain nombre de fois la.
chaleur nécessaire pour convertir en eau un kilogramme de
glace: on aura, en général, pour déterminer le flux constant
F, dans un solide formé de cette méme substance, 'équation

F—a=fou F:K¢—:—b-

K_:
La valeur de I est celle de la quantité de chaleur qui,




54 THEORIE DE LA CHALEUR.

pendant T'unité de temps, passe a travers une étendue égale
a l'unité de surface prise sur une section parallele a la base.

Ainsi I'état thermométrique d'un solide compris entre deux
bases paralleles infinies dont la distance perpendiculaire est
e, ct qui sont maintenues a des températures fixes a et b.
est représentc par les deux équations:

b— _ dv
2, et F=KZ bou F—_K%%

e dz

y=q -+

La premiere de ces équations exprime la loi suivant la-
quelle les températures décroissent depuis la base inférieure
jusqu’a la face opposée; la seconde fait connaitre la quantité
de chaleur qui traverse, pendant un temps donné, une par-
tie déterminée d'une section parallele a la base.

6o.

Nous avons choisi ce méme coéfficient K, qui entre dans
la seconde équation, pour la mesure de la conducibilité speé-
cifique de chaque substance; ce nombre a des valeurs trés-
diftérentes pour les différents corps.

Il représente, en général, la quantité de chaleur qui, dans
un solide homogene formé d’'une substance donnée, et com-
pris entre deux plans paralleles infinis, s'écoule, pendant
une minute, a travers une surface d’'un metre quarré prise sur
une section parallele aux plans extrémes, en supposant que
ces deux plans sont entretenus, 'un a la température de I'ean
bouillante, autre a la température de la glace fondante, et
que tous les plans intermédiaires ont acquis et conservent
une température permanecnte.

On pourrait employer unc autre définition de la conduci-
bilité, comme on pourrait estimer la capacité de chaleur en
la rapportant a 'unité de volume. an lieu de la rapporter &
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I'unité de masse. Toutes ces définitions sont équivalentes.,
pourvu gu'elles soient claires et précises.

Nous ferons connaitre par la suite comment on peut déter-
miner par l'observation la valeur K de la conducibilité ou
conductihilité dans les différentes substances.

0.

Pour établir les équations que nous avons rapportées dans
Iarticle 68, il ne serait pas nécessaire de supposer que
les points qui exercent leur action a travers les plans,
sont extrémement peu distants. Les conséquences seraient
encore les mémes si les distances de ces points avalent une
grandeur quelconque; elles sappliqueraient donc aussi au
cas ou l'action immédiate de la chaleur se porterait dans
I'intérieur de la masse jusqu'a des distances assez considé-
rables, toutes les circonstances qui constituent Ihypothese
demeurant d’ailleurs les mémes.

Il faut seulement supposer que la cause qui entretient les
températures a la superficie du solide n'affecte pas seulement
la partie de la masse, qui est extrémement voisine de la
surface , mais que son action s’étend jusqu'a une profondeur

. ), . a—2>& ,
ﬁnlc. IJ equatlon y—a-— (T) 4 represcnterﬂ encore dans

ce cas les temperatures permanentes du solide. Le vrai sens
de cette proposition est que, si I'on donnait a tous les points
de la masse, les températures exprimées par I'équation, et si
de plus une cause quelconque, agissant sur les deux tranches
extrémes , retenait toujours chacune de leurs molecules a la
température que cette méme équation leur assigne, les points
intérieurs du solide conserveraient, sans aucun changement,
leur €tat initial.
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Si I'on supposait que laction d'un point de la masse pit
s'étendre jusqu'a une distance finie ¢, il faudrait que I'épais-
seur des tranches extrémes, dont I'état est maintenu par la
cause extérieure, fit au moins égale 4 c. Mais la quantité
e nayant en effet, dans I'état naturel des solides, qu'une
valeur inappréciable, on doit faire abstraction de cette épais-
seur ; et il suffit que la cause extérieure agisse sur chacune
des deux couches, extrémement petites, qui terminent le
solide. C'est toujours ce que l'on doit entendre par cette
expression, entretenir la température constante de la surface.

7I.

Nous allons encore examiner le cas ou le méme solide
serait expos€, par l'une de ses faces, a l'air atmosphérique
entretenu a une température constante.

Supposons donc que ce plan inférieur conserve, en vertu
d'une causc cxtérieure quelconque, la température fixe a, et
que le plan supérieur, au lieu d'étre retenu, comme preéce-
demment, & une température moindre &, est exposé a l'air
atmosphérique maintenu a cette température 4, la distance
perpendiculaire des deux plans étant toujours désignée par
e : il s'agit de déterminer les températures finales.

En supposant que, dans I'état initial du solide, la tempé-
rature commune de ses molécules est & ou moindre que b,
on se represente facilement que la chaleur qui sort inces-
samment du foyer A pénetre la masse, et éleve de plus en
plus les températures des sections intermédiaires; la surface
superieure s’échauffe successivement, et elle laisse échapper
dans l'air une partie de la chaleur qui a pénétré le solide. Le
systéme des températures sapproche continuellement d'un
dernier état qui subsisterait de lui-méme s'il était d'abord

e sy
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formé ; dans cet état final , qui est celui que nous considérons,
la température du plan B a une valeur fixe, mais inconnue,
que nous désignerons par 8, et comme le .plan inférieur A
conserve aussl unc température permanente a, le systéme
des températures est représenté par I'équation générale

v=a —;—az, ¢ désignant toujours la temperature fixe de

la section dont la hauteur est z. La quantité de chaleur
qui s’écoule pendant l'unité de temps, 4 travers une surface
égale & Punité et prise sur une section quelconque, est

) Qi B désignant la conducibilité propre.

€

Il faut considérer maintenant que la surface supérieure
B, dont la température est 8, laisse échapper dans l'air une
certaine quantité do chaleur qui doit étre précisément égale
a celle qui traverse une section quelconque L du solide. S'il
n'en était pas ainsi, la partie de la masse qui est comprise
entre cette section L et le plan B ne recevrait point une
quantité de chaleur égale a celle qu'elle perd ; donc elle ne
conserverait point son état, ce qui est contre I'hypothese;
donc le flux constant de la surface est égal a celui qui tra-

verse le solide: or, la quantité de chaleur qui sort, pendant
l'unité de temps, de l'unité de surface prise sur le plan B,
est exprimée par 4 (8—2); & étant Ja température fixe de
Vair, et % la mesure de la conducibilité de la surface B, on

doit donc former I'équation % aj—ﬁ =h (p—0), qui fera

connaitre la valeur de .
he(a—b)

On en déduit a —p= ey

, équation dont le second
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membre est connu ; car les températures @ et b sont données
ainsi que les quantités %, &, e.

En mettant cette valeur d¢ @ — g dans I'équation générale

_ [3 —a . ’
y=a+ ———z, on aura, pour esprimer les tempeératures
hz(a—0)

he+ Kk
dans laquelle il n'entre que des quantités connues et les

de toutes les sections du solide, I'équation a—y =

variables correspondantes ¢ et z.

2.

Nous avons déterminé jusqu'ici I'état final et permanent
des températures dans un solide compris entre deux surfaces
planes, infinies et paralleles, entretenues & des températures
inégales. Ce premier cas est, 4 proprement parler, celui de
la propagation linéaire et uniforme, car il n’y a point de
transport de chaleur dans le plan paralléle aux bases; celle
qui traverse le solide s'écoule uniformément, puisque la
valeur du flux est la méme pour tous les instants et pour
toutes les sections.

Nous allons rappeler les trois propositions principales qui
résultent de I'examen de cette question; elles sont suscep-
tibles d’'un grand nombre d’applications, et forment les pre-
miers €éléments de notre théorie.

1° Si I'on éleve aux deux extrémités de la hauteur e du
solide deux perpendiculaires qui représentent les tempéra-
tures @ et & des deux bases, et si I'on mene une droite qui
joigne les extrémités de ces deux premiéres ordonnées, toutes
les températures intermédiaires seront proportionnelles aux
ordonnées de cette droite; elles sont exprimées par l'équa-
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a—=>b

tion générale a-——v:< ~ )z, v désignant la température

de la section dont la hauteur est z.

2° La quantité de chaleur qui s'écoule uniformément,
pendant l'unité de temps, a travers I'unité de surface prise
sur une section quelconque parallele aux bases, est,
toutes choses dhailleurs égales, en raison directe de la
différence a—25 des températures extrémes et en raison

inverse de la distance e qui sépare ces bases. Cette quantité
dy
“dz
’ . I3 . I d -
déduisant de I'équation générale la valeur de d——u qui est
4

de chaleur est exprimée par K . (“—;—b > ,ou—K , en

constante; ce flux uniforme est toujours représenté pour
une substance donnée, et dans le solide dont il s'agit, par la
tangente de l'angle compris entre la perpendiculaire ¢ et la
droite dont les ordonnées représentent les températures.

3° Sil'une des surfaces extrémes du solide étant toujours
assujétie a la température @, autre plan est exposé a lair
maintenu a une température fixe &; ce plan en contact avec
l'air, acquiert, comme dans le cas précédent, une tempéra-
ture fixe g, plus grande que 5, et il laisse échapper dans
l'air, & travers l'unité de surface, pendant l'unité de temps,
une quantité de chaleur exprimée par 2 (83— &), & désignant
la conducibilité extérieure du plan.

Ce méme flux de chaleur % (8—2) est égal & celui qui

traverse le prisme et dont la valeur est K. (¢—p), on a donc
aZ—

Péquation & (p—5)=K.

B, qui donne la valeur de 3.
e
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SECTION V.

Lot des températures permanentes dans un prisme d'une
petite éparsseur.

3.

On appliquera facilement les principes qui viennent d’étre
exposés a la question suivante, qui est trées-simple en elle-
méme , mais dont il importait de fonder la solution sur une
théorie exacte.

Une barre métallique, dont la forme est celle d'un parallé-
lipipede rectangle d'une longueur infinie, est exposée a l'ac-
tion d’un foyer de chaleur qui donne a tous les points de son
extrémité A une température constante. Il s'agit de déter-
miner les températures fixes des différentes sections de la
barre.

On suppose que la section perpendiculaire & l'axe est un
quarré dont le c6té 2/ est assez petit pour que 'on puisse
sans erreur sensible regarder comme égales les températures
des différents points d'une méme section. L'air dans lequel
la barre est placée est entretenu a une température constante
0, et emporté par un courant d'une vitesse uniforme.

La chaleur passera successivement dans l'intérieur du so-
lide, toutes ses parties situées 4 la droite du foyer, et qui
n’étaient point exposées immédiatement a son action, s'échauf-
feront de plus en plus, mais la température de chaque point
ne pourra pas augmenter au-dela d'un certain terme. Ce
maximum de température n'est pas le méme pour chaque
section ; il est en général d'autant moindre que cette section
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est plus éloignée de l'origine; on désignera par ¢ la tempé-
rature fixe d’'une section perpendiculaire a 'axe, et placée &
la distance x de l'origine A.

Avant que chaque point du solide ait atteint son plus
haut degré de chaleur, le systéme des températures varie
continuellement , et s'approche de plus en plus d'un état fixe,
qui est celui que l'on considére. Cet état final se conserverait
de lui-méme, §'il était formé. Pour que le systéme des tem-
pératures soit permanent, il est nécessaire que la quantité de
chaleur qui traverse, pendant l'unité de temps, une section
placée a la distance x de lorigine, compense exactement
toute la chaleur qui s'échappe, dans le méme temps, par la
partie de la surface extérieure du prisme qui est située i la
droite de la méme section. La tranche, dont I'épaisseur est
dz, et dont la surface extérieure est 8 [dx, laisse échapper
dans l'air, pendant 'unité de temps, une quantité de chaleur
exprimée par 8 hlvdx, h étant la mesure de la conducibilité
extérieure du prisme. Donc, en prenant I'intégrale /84 .2v dx

. s s 1 (s
depuis x=o0 jusqu’a z==—, on trouvera la quantité de cha-
o

leur qui sort de toute la surface de la barre pendant I'unité
de temps; et si I'on prend Ja méme intégrale, depuis x=o0
jusqua x=x, on aura la quantite¢ de chaleur perdue par la
partie de la surface comprise entre le foyer et la section
placée a la distance z. Désignant par C la premiere intégrale
dont la valeur est constante, et par /8/Llvdx la valeur
variable de la seconde; la difféerence C— 8k lvdx expri-
mera la quantité totale de chaleur qui s’échappe dans l'air,
a travers la partie de la surface placée a la droite de la sec-
tion. D'un autre c6té, la tranche du solide, comprise entre
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deux sections infiniment voisines placées aux distances x et
x + dx, doit étre assimilée & un solide infini, terminé par
deux plans paralleles, assujétis a des températures fixes v et
v -+ dv, puisque, selon I'hypothese, la température ne varie
pas dans toute I'étendue d'une méme section. L'épaisseur du
solide est dx, et l'étendue de la section est 47*: donc, la
quantité de chaleur qui s'écoule uniformément, pendant
I'unité de temps, & travers une section de ce solide, est,

L] 1 . . r N dv .
d’apres les principes précédents,— 47 k-, k étant la con-

ducibilité spécifique intérieure; on doit donc avoir I'équation

— 40 k. PE=C—f8hlvdz, oukls

T =ahv.

74
On obtiendrait le méme résultat, en considérant I'équilibre
de la chaleur dans la seule tranche infiniment petite, com-
prise entre les deux sections dont les distances sont x et
z + dz. En effet, la quantité de chaleur qui, pendant l'unité
de temps, traverse la premiére section placée & la distance

d Y
x,est— 41" k;f__;—. Pour trouver celle qui s'écoule pendant le

méme temps, a travers la section suivante placée a la dis-
tance x + dx, il faut, dans I'expression précédente, changer
z en x + dx, ce qui donne — 40’ k(j—;—i- d(%)) Si I'on
retranche cette seconde expression de la premicre, on con-
naitra combien la tranche que terminent les deux sections,
acquiert de chaleur pendant l'unité de temps; et puisque
Iétat de cette tranche est permanent, il faudra que toute
cette chaleur acquise soit égale a celle qui se dissipe dans
air a travers la surface extérieure 8/dx de cette méme
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tranche; or, cette derniére quantité de chaleur est §2l¢dx ;
on obtiendra donc la méme équation

. dv d*v 2/
Bhlvde=40.kd (32) ouii=20.
75.
De quelque maniere que I'on forme cette équation, il est

nécessaire de remarquer que la quantité de chaleur qui
pénetre dans la tranche dont Iépaisseur est d x, a une valeur

: . . 2 1. dv
finie, et que son expression exacte est — 4 {°. k oo Cette

tranche €tant comprise entre deux surfaces, dont la premitre
a la température ¢, et la seconde une température moindre
7', on apergoit d'abord que la quantité de chaleur quelle
regoit par la premiere surface dépend de la différence v —¢/,
et lui est proportionnelle; mais cette remarque ne suffit pas
pour é€tablir le calcul. La quantité dont il s'agit n'est point
une différentielle: elle a une valeur finie, puisqu’elle équivaut
a toute la chaleur qui sort par la partie de la surface exté-
rieure du prisme qui est située a la droite de la section.
Pour s’en former une idée exacte, il faut comparer la tranche,
dont I'épaisseur est dx, a un solide terminé par deux plans
paralleles dont la distance est e, et qui sont retenus a des
températures inégales @ et 0. La quantité de chaleur qui
pénetre dans un pareil prisme, & travers la surface la plus
echauffée, est en effet proportionnelle 4 la différence @ —b
des températures extrémes, mais elle ne dépend pas seule-
ment de cette différence : toutes choses d’ailleurs égales, elle
est d'autant moindre que le prisme a plus d’épaisseur, et en

genéral elle est proportionnelle & Z—°. (est pourquoi la

quantité de chaleur qui pénetre par la premiere surface dans
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la tranche, dont I'épaisseur est dx, est proportionnelle a
V—u'.
dx

Nous insistons sur cette remarque parce que l'omission
que lon en avait faite a été le premier obstacle a l'éta-
blissement de la théorie. En ne faisant point une analyse
complete des éléments de la question, on obtenait une équa-
tion non homogene, ct,a plus forte raison, on n’aurait pu
former les équations qui expriment le mouvement de la cha-
leur dans des cas plus composés.

Il était néccssaire aussi d'introduire dans le calcul les
dimensions du prisme, afin de ne point regarder comme
générales les conséquences que l'observation avait fournies
dans un cas particulier. Ainsi I'on a reconnu par l'expérience
qu'une barre de fer, dont on échauffait 'extrémité, ne pou-
vait acquérir, & six pieds de distance du foyer, une tempéra-
ture d'un degré (octogésimal); car, pour produire cet effet, il
faudrait que la chaleur du foyer surpassit beaucoup celle
qui met le fer en fusion; mais ce résultat dépend de l'épais-
seur du prisme que l'on a employé. Si elle eut été plus
grande, la chaleur se serait propagée a une plus grande
distance, c'est-a-dire, que le point de la barre qui acquiert
une température fixe d'un degré, est d’autant plus €éloigné
du foyer que la barre a plus d'épaisseur, toutes les autres
conditions demeurant les mémes. On peut toujours élever
d’un degré la température de 'extrémité d'un cylindre de fer,
en échauffant ce solide par son autre extrémité; il ne faut
que donner au rayon de la base une longueur suffisante ;
cela est, pour ainsi dire, évident, et d’ailleurs on en trouvera
la preuve dans la solution de la question (art. 78).
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70.

Lintégrale de I'équation précédente est
2k

—x fulily

+Be 5 A et B étant deux con-
tantes arbitraires; or, si I'on suppose la distance 2 infinie,
la valeur de la température v doit étre infiniment petite ;

2/

— x —_ ) ,
donc le terme B e **ne subsiste point dans I'intégrale;
2k

[ représente l'état permancnt
du solide; la température 4 'origine est désignée par la con-
stante A, puisqu'elle est la valeur de » lorsque « est nulle.

Cette méme loi suivant laquelle les températures décrois-
sent , est donnée aussi par l'expérience; plusieurs physiciens
ont observé les températures fixes des différents points
d'une barre métallique exposée par son extrémité a l'action
constante d'un foyer de chaleur, et ils ont reconnu que les
distances a l'origine représentent les logarithmes, et les tem-
pératures les nombres correspondants,

77

La valeur numérique du quotient constant de deux tem-

pératures consécutives étant déterminée par l'observation ,

—_— X
ainsi I'équation v=A e

ry . . ; e
on en déduit facilement celle du rapport 7&: car, en dési-

gnant par v,, v,, les températures qui répondent aux dis-
tances x,, x,, on aura

) -—(1‘,———-1‘,) %_;f o V%’f_log. 1),——10g.v,.\/72

N

—e -

Xy — &,

<

Quant aux valeurs séparées de % et de #, on ne peut les
déterminer par des expériences de ce genre : il faut observer
aussi le mouvement varié de la chaleur.
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78.

Supposons que deux barres de méme matiére et de dimen-
sions inégales, soient assujéties vers leur extrémité a une
méme température A, soit /, le cdté de la section dans la
premiere barre, et /, le coté de la section dans la seconde ,
on aura, pour exprimer les températures de ces deux so-

lides , les équations
2k ah

— x| —x, L —
v,=Ae Ko et y,=—=Ae hta

en désignant, dans le premier solide, par », la température
de la section placée 4 la distance z,, et dans le second
solide , par v, la température de la section placée a la
distance x,.

Lorsque ces deux barres seront parvenues a un état fixe,
la température d'une section de la premiere, placée a une
certaine distance du foyer, ne sera pas égale a la tempéra-
ture d’une section de la seconde, placée a la méme distance
du foyer; pour que les températures fixes fussent égales,
il faudrait que les distances fussent différentes. Si I'on veut
comparer entre elles les distances z, et 2, comprises depuis
l'origine jusqu'aux points qui parviennent dans les deux
barres 4 la méme température , on égalera les seconds

. . x Z, ..
membres des équations, et 'on en conclura = = ;- Ainsi

les distances dont il s'agit sont entre elles comme les racines
quarrées des €paisseurs.
79
Si deux barres métalliques de dimensions égales, mais
formées de substances différentes sont couvertes d'un méme
enduit qui puisse leur donner une méme conducibilité exté-
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rieure, et si elles sont assujéties, dans leur extrémité, 4 une
méme température, la chaleur se propagera plus facilement
et a une plus grande distance de l'origine dans celui des deux
corps qui jouit d'une plus grande conducibilité. Pour com-
parer cnire elles les distances x, et a,, comprises depuis
origine commune jusquaux points qui acquierent une
méme température fixe, il faut, en désignant par 4, et %,
les conducibilités respectives des deux substances, écrire
I'équation
2k

2k
— X, —_— '——.'Z',l/ 2? *
e Bl — ¢ A2l ou =t :

x? k.

Ainsi le rapport de deux conducibilités est celui des quarrds
des distances comprises entre 'origine commune et les points
qui atteignent une méme température fixe.
8o.
Il est facile de connaitre combien il s'écoule de chaleur
pendant L'unité de temps par une section de la barre par-
venue & son état fixe : cette quantité a pour expression

— 4k S ou fh AN 2k e VT,

et si on la prend & l'origine, on aura 4 A\/ 2% A 2, pour

la mesure de la quantité de chaleur qui passe du foyer dans
le solide pendant I'unité de temps; ainsi la dépense de la
source de chaleur est, toutes choses d'ailleurs égales, pro-
portionnelle a la racine quarrée du cube de 'épaisseur. On
trouverait le méme résultat,en prenant l'intégrale /'8 2 lvdz
depuis x nulle jusqua « infinie.
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SECTION VL
De I'E chauffement des espaces clos.

81.

Nous ferons eneore usage des théorémes de larticle 72
dans la question suivante, dont la solution présente des ap-
plications utiles; elle consiste & déterminer le degré d’échauf-
fement des espaces clos.

On suppose qu'un espace d'une forme quelconque, rempli
d’air atmosphérique, est fermé de toutes parts, et que toutes
les parties de V'enceinte sont homogenes et ont une épais-
seur commune e, assez petite pour que le rapport de la
surface extérieure A la surface intérieure differe peu de l'u-
nité. L'espace que cette enceinte termine est échauffé par
un foyer dont I'action est constante; par exemple, au moyen
d'une surface dont I'étendue est s, et qui est entretenue a la
température permanente a.

On ne considere ici que la température moyenne de lair
contenu dans l'espace, sans avoir égard & l'inégale distribu-
tion de la chaleur dans cette masse d'air; ainsi l'on suppose
que des causes subsistantes en mélent incessamment toutes
les portions, et rendent leur température uniforme.

On voit d'abord que la chaleur qui sort continuellement
du foyer se répandra dans lair environnant, et pénétrera
dans la masse dont l'enceinte est formée, se dissipera en
partie par la surface, et passera dans l'air extérieur que l'on
suppose entretenu a une température moins €levée et per-
manente n. L’air intérieur s'échauffera de plus en plus; il en
sera de méme de lenceinte solide : le systéme des tempéra-
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tures s'approchera sans cesse d’un dernier état qui est I'objet
de la question, et qui aurait la propriété de subsister de lui-
méme et de se conserver sans aucun changement, pourvu
que la surface du foyer ¢ fit maintenue a la température «,
et lair extérieur a la température 7.

Dans cet état permanent que l'on veut déterminer, lair
intérieur conserve une température fixe 72 - la température
de la surface intérieure s de 'enceinte solide a aussi une va-
leur fixe @; enfin la surface extérieure s, qui termine cette
enceinte, conserve une température 4 moindre que @, mais
plus grande que 7. Les quantités s, «, s, € et n sont connues,
ct les quantités m, a et b sont inconnues.

C'est dans l'exces de la température m sur celle de lair
extérieur r que consiste le degré de I'échauffement; il dépend
évidemment de I'étendue s de la surface échauffante et de
sa temperature «; il dépend aussi de I'épaisseur e de len-
ceinte, de I'étendue s de la surface qui la termine, de la
facilité avec laquelle la chaleur pénetre sa surface intéricure
ou celle qui lui est opposée; enfin de la conducibilité spe-
cifique de la masse solide qui forme I'enceinte; car si I'un
quelconque de ces éléments venait & étre changé, les autres
demeurant les mémes, le degré de I'échauffement varierait
aussi. Il s'agit de déterminer comment toutes ces quantités
entrent dans la valeur de m —n.

8a.

L’enceinte solide est terminée par deux surfaces égales,
dont chacune est maintenuc & une température fixe; chaque
élément prismatique du solide compris entre deux portions
opposées de ces surfaces, et les normales élevées sur le
contour des bases, est donc dans le méme état que s'il ap-
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partenait & un solide infini compris entre deux plans paral-
leles , entretenus 4 des températures inégales. Tous les élé-
ments prismatiques qui composent l'enceinte se touchent
suivant toute leur longueur. Les points de la masse qui
sont & égale distance de la surface intérieure ont des tempé-
ratures égales, & quelque prisme qu'ils appartiennent; par
conséquent , il ne peut y avoir aucun transport de chaleur
dans le sens perpendiculaire 4 la longueur des prismes. Ce
cas est donc le méme que celui que nous avons déja traité,
et 'on doit y appliquer les équations linéaires qui ont été
rapportées plus haut.
83.

Ainsi, dans I'état permanent que nous considérons, le flux
de chaleur qui sort de la surface - pendant une unité de
temps, est égal a celui qui passe, pendant le méme temps,
de l'air environnant dans la surface intérieure de I'enceinte;
il est égal aussi a celui qui traverse, pendant 'unité de temps,
une section intermédiaire faite dans I'enceinte solide par une
surface égale et parallele 4 celles qui terminent cette en-
ceinte; enfin, ce méme flux est encore égal a celui qui passe
de T'enceinte solide &4 travers sa surface extérieure, et se
dissipe dans l'air. Si ces quatre quantités de chaleur écoulées
n’étaient point égales, il surviendrait nécessairement quelque
variation dans l'état des températures, ce qui est contre
I'hypothese.

La premiere quantité est exprimée par s (« —m ) g, en
désignant par g la conducibilité extérieure de la surface «
qui appartient au foyer.

La seconde est s (m —a) &, le coéfficient % étant la
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mesure de la conducibilité extérieure de la surface s, qui

est exposée a laction du foyer.

(a—10)
e

La troisieme est s K, le coéfficient K étant la me-

sure de la conducibilité propre de la substance homogéne
qui forme l'enceinte.

La quatrieme est s (b—nr) H, en désignant par H la
conducibilité extérieure de la surface s dont la chaleur sort
pour se dissiper dans l'air. Les coéfficiens /% et H peuvent
avoir des valeurs tres-inégales 4 raison de la différence de
I'état des deux surfaces qui terminent l'enceinte; ils sont
supposés connus ainsi que le coéfticient K : on aura donc,
pour déterminer les trois quantités inconnues m, a et b,
les trois équations :

6 a——mg=sm—ah

—b
cao—1m g:é‘a p . K.

ca—m g==5 b—n. H.

84.
La valeur de m est I'objet spécial de la question. On la
trouvera en mettant les équations sous cette forme :

m——a—_——s--% (a—m)
. a ge

a—b=— 3K (a—m)

b —n= %%(a—m)

et les ajoutant, on aura
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m—n=qu—m P, en désignant par P la quantité connuc
S(8 4854 &

s\a T ¥ H)
on en conclut
s /&, 8¢ g
p =g (§+5+5)

R c (8, 8 &

L+ (z +tx 7t H)

85.

Ce résultat fait connaitre comment le degré de I'échauffe-

ment m—n dépend des quantités données qui constituent
I'hypothese.

m—n=_a—n)

Nous indiquerons les principales conséquences que l'on
en peut déduire.

1° Le degré de I'echauffement n2-—n est en raison directe
de I'exces de la température du foyer sur celle de air exté-
rieur.

2° La valeur de m—n ne dépend point de la forme de
I'enceinte ni de sa capacité, mais seulement du rapport E de

la surface dont la chaleur sort a la surface qui la regoit, et
de I'épaisseur e de l'enceinte.

Si 'on double la surface « du foyer, le degré de I'échauf-
fement ne devient pas double, mais il augmente suivant une
certaine loi que I'équation exprime.

3° Tous les coéfficiens spécifiques qui reglent l'action de
la chaleur, savoir: g, K, H et %, composent, avec la di-

mension e, dans la valeur de m—nr, un élément unique

£, £¢ 4 4 :
7+ + §» dont on peut déterminer la valeur par les ob-

servations.

[T TRNT Y 3 " LR R R R AN T AL AN S R IR N R R LR LA AL AR A LA
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Si Ton doublait l'épaisseur e de l'enceinte, on aurait le
méme résultat que si 'on employait, pour la former, une
substance dont la conducibilité propre serait deux fois plus
grande. Ainsi I'emploi des substances qui conduisent diffi-
cilement la chaleur permet de donner peu d'épaisscur a l'en-

. ’ 1 . ’ e
ceinte; l'effet que 'on obtient ne dépend que du rapport K

4° Si la conducibilité K est nulle, on trouve m —n=—«;
Cest-i-dire que lair intérieur prend la température du
foyer: il en est de méme si H est nulle ou si £ est nulle,
Ces conséquences sont d’ailleurs évidentes, puisque la cha-
leur ne peut alors se dissiper dans l'air extérieur.

5° Les valeurs des quantités g, H, %, K et «, que T'on
suppose connues, peuvent étre mesurées par des expé-
riences dircetes, comme on le verra par la suite; mais, dans
la question actuelle , il suffirait d'observer la valeur de
m—n qui correspond a des valeurs données de s et de «,
et on sen servirait pour déterminer le coéfficient total

e

Ty

¢ e ., ] (a*—n) ;]}
‘7i -+ —+ Tk aun moyen de lequatlon m-—n— ———

=f

1+ S p
dans laquelle p désigne le coéfficient cherché. On mettra

dans cette équation, au lien de G; et de «—n, les valeurs

de ces quantités, que l'on suppose données, et celle de
m—n, que I'observation aura fait connaitre. On en déduira

la valeur de p, et 'on pourra ensuite appliquer la formule &
une infinité d’autres cas.

6° Le coéfficient H entre dans la valeur de m—n de la
méme maniere que le coéfficient 4 ; par conséquent 'état de
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la superficie, ou celui de I'enveloppe qui la couvre, procure
le méme effet, soit qu'il se rapporte 4 la surface intérieure
ou a la surface extérieure.

On aurait regardé comme inutile de faire remarquer ces
diverses conséquences, si I'on ne traitait point ici des ques-
tions toutes nouvelles, dont les résultats peuvent étre d'une
utilité immediate.

86.

On sait que les corps animés conservent une température
sensiblement fixe, que I'on peut regarder comme indépen-
dante dc la température du milieu dans lequel ils vivent.
Ces corps sont, en quelque sorte, des foyers d'une chaleur
constante, de méme que les substances enflammées dont
la combustion est devenue uniforme. On peut donc, 2
laide des remarques précédentes, prévoir et régler avee
plus d’exactitude I'élévation des températures dans les lieux
ou l'on réunit un grand ncmbre d’hommes. Si 'on y observe
la hauteur du thermometre dans des circonstances données,
on déterminera d’avance quelle serait cette hauteur, si le
nombre d’hommes rassemblés dans le méme espace deve-
nait beaucoup plus grand.

A la vérité, il y a plusieurs circonstances accessoires qui
modifient les résultats , telles que linégale épaisseur des
parties des enceintes, la diversité de leur exposition, I'effet
que produisent les issues, I'inégale distribution de la chaleur
de l'air. On ne peut donc faire une application rigoureuse
des regles données par le calcul ; toutefois, ces regles sont
précieuses en elles-mémes, parce qu'elles contiennent les
vrais principes de la matiere : clles préviennent des raison-
nements vagues et des tentatives inutiles ou confuses.
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8.

Si le méme espace était échauffé par deux ou plusieurs
foyers de différente espece, ou si la premiecre enceinte était
elle-méme contenue dans une seconde enceinte séparée de
la premiere par une masse d'air, on déterminerait facile-
ment aussi le degré de l'échauffement et les températures
des surfaces.

En supposant qu’il y ait, outre le premier foyer s, une
seconde surface échauffée = dont la température constante
soit §, et la conducibilité extérieure j, on trouvera, en
conservant toutes les autres dénominations, I'équation sui-

xa g ij) (f I 1)
_ s * 3 ktatz
N TR AN
‘+<s+ s) <K+H+lc>
si I'on ne suppose qu'un seul foyer s, et si la premiere en-
ceinte est elle-méme contenue dans une seconde, on repré-
sentera par S, A, X, H, les éléments de la seconde enceinte
qui correspondent a ceux de la premiere, que I'on désigne

par S. A. & H, et 'on trouvera, en nommant p la tempé-
rature de l'air qui environne la surface extéricure de la

vante :

seconde enceinte, I'équation suivante :

a—n.P

m—p=-—p
La quantité P représente
(8 . ge, 8 s (8 8¢ L 8N,
s(&"" kK + H>+S'<h’+ P 1
On trouverait un résultat semblable si I'on supposait trois
ou un plus grand nombre d’enceintes successives; et I'on en
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conclut que ces enveloppes solides, séparées par l'air, con-
courent beaucoup a augmenter le degré de I'échauffement,
quelque petite que soit leur épaisseur.

88.

Pour rendre cette remarque plus sensible, nous compare-
rons la quantité de chaleur qui sort de la surface d’un corps
échauffé, a celle que le méme corps perdrait, si la surface
qui l'enveloppe en était séparée par un intervalle rempli
d’air.

Si le corps A est échauffé par une cause constante, en
sorte que la surface conserve la température fixe &, lair
étant retenu a la température moindre «, la quantité de
chaleur qui séchappe dans l'air pendant l'unité de temps,
a travers une surface égale a l'unité, sera exprimée par
h (b—a), h étant la mesure de la conducibilité extérieure.
Done, pour que la masse puisse conserver la température
tixe &, il est néccssaire que le foyer, quel qu'il soit, fournisse
une quantité de chaleur égale a £ S (b—a), S désignant
Iétendue de la surface du solide.

Supposons que I'on détache de la masse A une tranche
extrémement mince qui scit séparée du solide par un inter-
valle rempli d'air, et que la superficie de ce méme solide A,
soit encore maintenue a la température 4. On voit que lair
contenu entre la tranche et le corps s'échanffera et prendra
une température @ plus grande que a. La tranche elle-méme
parviendra a un état permanent et transmettra i l'air exté-
rieur dont la tempeérature fixe est @ toute la chaleur que le
corps perd. Il s’ensuit que la quantité de chaleur sortie du
solide sera 2 § (b—a'), au lien détre 2 S (b—a), car
on suppose que la nouvelle superficie du solide et celles qui
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terminent la tranche ont aussi la méme conducibilité exté-
rieure 4. Il est évident que la dépense de la source de cha-
leur sera moindre quelle nétait dabord. 11 s'agit de con-
naitre le rapport exact de ces quantités.

89.

Soient e I'épaisseur de Ia tranche, m la température fixe
de sa surface inférieure, 2 celle de la surface supeérieure et
K la conducibilité propre. On aura, pour I'expression de la
quantité de chaleur qui sort du solide par sa superficie,
kS (b—a).

Pour celle de la quantité qui péneétre la surface inférieure
de la tranche 2 S (a'—m).

Pour celle de la quantité qui traverse une section quel-

conque K S (—m%") de cette méme tranche.

Enfin, pour celle de la quantité qui passe de la surface
supérieure dans l'air 4 S (n—a).
Toutes ces quantités doivent étre égales, on a donc les
équations suivantes :
k
h(ne—a)= ~ (m—n)
3 (n—a)=h (af—m)
h(n—a)="h(b—a)
Si I'on écrit de plus I'équation identique 4 (n—a)=nh
(n—a), et si on les met toutes sous cette forme -
n—ad—n-—a
he
m—r—= X (n_..a)
a—m=n—a

b—a'—=n—a
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/

on trouvera, en les ajoutant,

b—a=(n—a)(3+ 5

e
K

La quantité de chaleur perdue par le solide était....
h S (b —a) lorsque sa superficie communiquait librement a
T'air, elle est maintenant 2 S ()—a') ou £ S (n—a) qui équi-

b—a
vauta /t S he
3+x

La premiere quantité est plus grande que la seconde, dans

le rapport de 3 + % a 1.

Il faut donc, pour entretenir a la température & le solide
dont la superficie communique immédiatement a l'air, plus
de trois fois autant de chaleur qu’il n'en faudrait pour le
maintenir 4 la méme température b, lorsque I'extréme sur-
face n'est pas adhérente, mais distante du solide d'un inter-
valle quelconque rempli d'air.

Si I'on suppose que I'épaisseur e est infiniment petite, le
rapport des quantités de chaleur perdues sera 3, ce-qui au-
rait encore lieu si la conducibilité K était infiniment grande.

On se rend facilement raison de ce résultat, car la chaleur
ne pouvant s'échapper dans lair extérieur, sans pénétrer
plusieurs surfaces, la quantité qui s'en écoule doit étre d'au-
tant moindre que le nombre des surfaces interposées est
plus grand; mais on n’aurait pu porter, a cet égard, aucun
jugement exact si 'on n'elit point soumis la question au
calcul.

go.

On n'a point considéré, dans l'article précédent, leffet de
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'irradiation a travers la couche d’air qui sépare les deux
surfaces, cependant cette circonstance modifie la question,
puisquil y a une partie de la chaleur qui pénetre immédia-
tement au-dela de l'air interposé. Nous supposerons donc,
pour rendre I'objet du calcul plus distinct, que l'intervalle
des surfaces est vide d'air, et que le corps échauffé est
couvert d'un nombre quelconque de tranches paralleles et
éloignées les unes des autres.

Si la chaleur qui sort du solide par sa superficie plane
entretenue a la température b, se répandait librement dans
le vide et était recue par une surface parallele entretenue a
une température moindre @, la quantité qui se dissiperait
pendant I'unité de temps a travers F'unité de superficie serait
proportionnelle a la différence b—a des deux températures
coustantes ; cette quantité serait représentée par H (b—a),
H ctant une valeur de la conducibilité relative qui n’est
pas la méme que A.

Le foyer qui maintient le solide dans son premier état
doit donc fournir, dans chaque unité de temps, une quan-
tité de chaleur égale a HS (b—a). 11 faut maintenant dé-
terminer la nouvelle valeur de cette dépense dans le cas ou
la superficie de ce corps serait recouverte de plusieurs tran-
ches successives et séparées par des intervalles vides dair,
en supposant toujours que le solide est soumis a l'action
d'unc cause extérieure quelconque qui retient sa superficie
a la température 5.

Concevons que le systéme de toutes les températures est
devenu fixe; soit m la température de la surface inférieure
de la premicre tranche qui est par conséqueut opposée a
celle du solide, soient 2 la température de la surface supé-
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rieure de cette méme tranche, e son épaisseur, et K sa con-
ducibilité specifique, désignons aussi par m,n, m',n’,
m™, ™, m", n", etc. les tempeératures des surfaces inférieure
et supérieure des différentes tranches, et par K, e, la con-
ducibilité et I'épaisseur de ces mémes tranches, enfin sup-
posons que toutes ces surfaces soient dans un état sem-
blable a la superficie du solide, en sorte que la valeur du
coéfficient H leur soit commune.

La quantité de chaleur qui pénetre la surface inférieure
d’une tranche correspondante a lindice quelconque i est

H S (n_,—m,), celle qui traverse cette tranche est
]-S-; (n;—n,,,), et la quantité qui en sort par la surface su-
peérieure est H S (n,—n,, ). Ces trois quantités, et toutes
celles qui se rapportent aux autres tranches, sont égales;
on pourra donc former les équations en comparant toutes
les quantités dont il s’agit a la premiere d’entre elles, qui
est HS (6—m,); on aura ainsi, en désignant par ; le nom-
bre des tranches :
b—m.—b—m,
=% (b—m,)

n—m,—b—m,

m,—n,

T

He
m,—n,= 3 (b—m,)

mi'—”jZH_K"3 (b—m,)

n—a=b—m,
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En ajoutant ces équations, on trouvera

5——a=(b—m)j(1 -+ %—(—‘)

La dépense de la source de chaleur nécessaire pour entre-
tenir la superficie du corps A a la température & est

H.S(b—a)

lorsque cette superficie envoie ses rayons a une surface fixe
entretenue a la température 4. Cette dépense est H S (b—mz,)
lorsque l'on place entre la superficie du corps A ct la sur-
face fixe entretenue & la température & un nombre ; de
tranches isolées; ainsi la quantité de chaleur que le foyer
doit fournir est beaucoup moindre dans la seconde hypo-
these que dans la premiere, et le rapport de ces deux quan-

I
tités est - (l R H.e) Si 'on suppose que I'épaisseur e des
' X

tranches soit infiniment petite, le rapport est;.- La dépense

du foyer est done en raison inverse du nombre des tran-
ches qui couvrent la superficie.
84.

I’examen de ces résultats et de ceux que l'on obtient
lorsque les intervalles des enceintes successives sont occupés
par lair atmosphérique explique distinctement pourquoi
la séparation des surfaces et I'interposition de I'air concou-
rent beaucoup a contenir la chaleur.

Le calcul fournit encore des conséquences analogues
lorsqu’on suppose que le foyer est extérieur et que la chaleur
qul en émane traverse successivement les diverses enveloppes
diaphanes et pénetre l'air quelles renferment. Cest ce qui
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avait lieu dans les expériences ol 'on a exposé aux rayons
du soleil des thermometres recouverts par plusieurs caisses
de verre, entre lesquelles se trouvaient différentes couches
d’air.

C'est par une raison semblable que la température des
hautes régions de l'atmosphere est beaucoup moindre qu'a
la surface du globe.

En général les théorémes concernant I'échauffement de
lair dans les espaces clos s'étendent a des questions tres-
variées. Il sera utile d’y recourir lorsqu'on voudra prévoir
et régler la température avec quelque précision, comme dans
les serres, les étuves, les bergeries, les ateliers, ou dans
plusieurs établissements civils , tels que les hopitaux, les
casernes, les lieux d'assemblée.

On pourrait avoir égard, dans ces diverses applications,
aux circonstances accessoires qui modifient les conséquences
du calcul comme l'inégale épaisseur des différentes parties
de l'enceinte, l'introduction de Tair etc.; mais ces détails
nous écarteraient de notre objet principal qui est la dé-
monstration exacte des principes généraux.

Au reste, nous n'avons consideré, dans ce qui vient d'étre
dit, que I'état permanent des températures dans les espaces
clos. On exprime aussi, par le calcul, I'état variable qui le
précede, ou celui qui commence a avoir lieu lorsqu'on re-
tranche le foyer, et I'on peut connaitre par-la comment les
propriétés spécifiques des corps que I'on emploie, ou leurs
dimensions, influent sur les progres et sur la durée de
I'échauffement; mais cette recherche exige une analyse diffé-
rente, dont on exposera les principes dans les chapitres
suivants.
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SECTION VIIL

Du mouvement uniforme de la chaleur suivant les trois

dimensions.

85.

Nous n'avons considéré Jusqu'ici que le mouvement uni-
forme de la chaleur suivant une seule dimension, il est
facile d'appliquer les mémes principes au cas ol la chaleur
se propage uniformément dans trois directions orthogonales.

Supposons que les différents points d'un solide compris
entre six plans rectangulaires aient actuellement des tem-
peratures inégales et représentées par I'équation linéaire
v=At+ax+ by+cz,x,y, z, é¢tant les coordonnées
rectangulaires d'une molécule dont la température est .
Supposons encore que des causes extérieures quelconques,
agissant sur les six faces du prisme, conservent & chacune
des molécules qui sont situées & la superficie, sa tempéra-
ture actuelle exprimée par I'équation générale

v=A+ax+by+cz, (a)
nous allons démontrer que ces mémes causes qui, par hypo-
these, retiennent les derniéres tranches du solide dans leur
état initial, suffisent pour conserver aussi la température
actuelle de chacune des molécules intérieures, en sorte
que cette température ne cessera point d’étre représentée
par I'équation linéaire.

L'examen de cette question est un élément de la théorie
générale, il servira & faire connaitre les lois du mouvement
varié de la chaleur dans l'intérieur d'un solide d’une forme
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quelconque, car chacune des molécules prismatiques dont
le corps est composé, est pendant un temps infiniment petit
dans un état semblable 4 celui qu'exprime l'équation
lindaire (@). On peunt donc, en suivant les principes ordi-
naires de l'analyse différentielle, déduire facilement de la
notion du mouvement uniforme les équations genérales du

mouvement varieé.
86.

Pour prouver que les extrémités du solide conservant
leurs températures il ne pourra survenir aucun changement
dans l'intérieur de la masse, il suffit de comparer entre elles
les quantités de chaleur qui, pendant la durée d'un méme
instant, traversent deux plans paralleles. Soit 4 la distance
perpendiculaire de ces deux plans que 'on suppose d’abord
paralleles au plan horizontal des x et y. Soient m et m’ deux
molécules infiniment voisines dont I'une est au-dessous du
premier plan horizontal et l'autre au-dessus; solent x, ¥, z,
les coordonnées de la premiere et &, ), Z, les coordonnées
de la scconde. On désignera pareillement deux molécules
M et M infiniment voisines, séparées par le second plan
horizontal et situées, par rapport a ce second plan, de la
méme maniere que m et ' le sont par rapport au premier,
cest-a-dire, que les coordonnées de M sont x, y, 2+ b, et
celles de M, sont &, ¥, z + 0. Il est manifeste que la dis-
tance m m’ des deux molécules 7z et m' est égale & la distance
MM’ des deux molécules M et M'; de plus, soit » la tempé-
rature de m et v/ celle de m, soient aussi V et V' les tempé-
ratures de M et M/, il est facile de voir que les deux diffé-
rences v—2' et V—V' sont égales; en effet, en substituant
d’abord les coordonnées de m et m’ dans I'équation générale
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v=—A +ax+by + cz, on trouve
v—2'=a (x—a )+ b(y—y) +c(z—2)

et, en substituant ensuite les coordonnées de M et M’, on
trouve aussi V—V=a (x —a') +b (y —y) + ¢ (z—2).
Or la quantité de chaleur que m envoie a ' dépend dc la
distance m m', qui sépare ces molécules, et elle est propor-
tionnelle a la différence v—»' de leurs températures. Cette
quantité de chaleur envoyée peut étre représentéc par

g (v—2")dt;
la valeur du coéfficient g dépend d’une maniere quelconque
de la distance mm/, et de la nature de la substance dont le
solide est formé, d ¢ est la durée de l'instant. La quantité de
chaleur envoyée de M a M, ou 'action de M sur M’ a aussi
pour expression g (V — V) dt, et le coéfficient g est le
méme que dans la valeur 7 (v—2") d t, puisque la dis-
tance MM’ est égale & m m' et que les deux actions s’ope-
rent dans le méme solide; de plus V—V'est égal a v —1,
done les deux actions sont égales.

Si I'on choisit deux autres points n et 7’ extrémement
voisins I'un de l'autre qui s’envoient de la chaleur a travers
le premier plan horizontal, on prouvera de méme que leur
action est égale & celles de deux pomts homologucs NetN
qui se communiquent la chaleur & travers le second plan
horizontal. On en conclura done que la quantlte totale de
chaleur qui traverse le premier plan est égale a celle qui
traverse le sccond pendant le méme instant. On tirera la
méme conséquence de la comparaison de deux plans paral-
leles au plan des x et z, ou de deux autres plans paralleles
au plan des y et z. Dong, une partie quelconque du solide
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comprise entre six plans rectangulaires recoit, par chacune
des faces, autant de chaleur qu'elle en perd par la face op-
posée; donc il n’y a aucune portion du solide qui puisse
changer de temperature.

87.

On voit par la qu'il s'écoule & travers un des plans dont
il s'agit une quantité de chaleur qui est la méme & tous les
instants, et qui est aussi la méme pour toutes les autres
tranches paralleles.

Pour déterminer la valcur de ce flux constant, nous la
comparerons i la quantité de chaleur qui s'écoule uniformé-
ment dans un cas plus simple que nous avons déja traité.
Ce cas est celui d'un solide compris entre deux plans infinis
et entretenus dans un etat constant. Nous avons vu que les
températures des differents points de la masse sont alors
représentées par P'équation »=A + c¢z; nous allons dé-
montrer que le flux uniforme de chaleur qui se propage en
sens vertical dans le solide infini est égal a celui qui s'écoule
dans le méme sens a travers le prisme compris entre six
plaus rectangulaires. Cette €galité a lieu nécessairement si le
coéfficient ¢ de I'équation v=A + ¢ z, appartenant au pre-
mier solide est le méme que le coéfficient ¢ dans I'équation
plus générale v==A +ax+by-+cz qui représente I'état
du prisme. En effet, désignons par H dans ce prisme un
plan perpendiculaire aux z, et par m et p. deux molécules
extrémement voisines I'une de I'autre dont la premiére m est
au-dessous du plan H, et la seconde est au-dessus de ce
plan, soient v la température de m dont les coordonnées
sont x, y, z, et w la température de p dont les coordonnées
sont & + «, y + 8, z +y. Choisissons une troisieme molécule
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¢, dont les coordonnées soient & —a, y—8, z+ v, et dont
la température soit désignée par w'. On voit que p et i sont
sur un méme plan horizontal, et que la verticale élevée sur
le milicu de la droite &', qui joint ces deux points, passe
par le point m, ensorte que les distances m ;. et m )’ sont
égales. L'action de m sur . ou la quantité de chaleur que la
premiere de ces molécules envoie a l'autre & travers le plan
H dépend de la différence »—w de leurs températures.
L'action de m sur p' dépend de la méme manieére de la diffé-
rence v—' des tempeératures des molécules, puisque la
distance de 2 a p est la méme que celle de m & p'. Ainsi
en exprimant par ¢ (v—w) l'action de m sur y pendant
I'unité de temps, on aura ¢ (v—w') pour exprimer l'action
de m sur j/, ¢ étant un facteur inconnu, mais commun, et
qui dépend de la distance 7 u. et de la nature du solide. Done
la somme des deux actions exercées pendant I'unité de temps
est g (V—w +v—u').

Si l'on substitue, au lieu de x, y et z, dans I'équation
générale v=A + ax + by + cz, les coordonnées de m et
ensuite celles de y et i, on trouvera

Q)—(V:——cza—bg—-cY
V—wW=+4aa+bp—cy

La somme des deux actions de m sur y et de m sur ' est
donc —2¢ ¢ .

Supposons maintenant que le plan H appartienne au
solide infini pour lequel I'équation des températures est
v=A + cz, ct que l'on désigne aussi, dans ce solide, les
molécules m, p et i’ dont les coordennées sont z, y, z,
pour la premiere, x + «, y + B, z + y, pour la seconde, et
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Z—a, y—B, z-+ v, pour la troisieme : on trouvera, comme
précédemment, v —w + v — &' = — 2 ¢ y. Ainsi la somme
des deux actions de me sur . et de m sur ', est la méme dans
le solide infini que dans le prisme compris entre six plans
rectangulaires.

On trouverait un résultat semblable, si 'on consideérait
I'action d'un autre point n inférieur au plan H sur deux
autres v et v, placées 4 une méme hauteur au-dessus du plan.
Donc, la somme de toutes les actions de ce genre, qui s'exer-
cent i travers le plan H, c'est-a-dire, la quantité totale de
chaleur qui, pendant I'unité de temps, passe au-dessus de
cette surface, en vertu de laction des molécules extréme-
ment voisines qu'elle sépare, est toujours la méme dans 'un
et 'autre solide.

99.

Dans le second de ces corps qui est terminé par deux
plans infinis et pour lequel I'équation des températures est
v=A + ¢z, nous savons que la quantité de chaleur écoulée
pendant l'unité de temps a travers une surface égale a lunité
et prise sur une section horizontale quelconque est —c K,
¢ étant le coéfficient de z, et K la conducibilité spécifique;
donc, la quantité de chaleur qui, dans le prisme compris
entre six plans rectangulaires, traverse pendant l'unité de
temps, une surface égale a I'unité et prise sur une section
horizontale quelconque, est aussi — ¢ K, lorsque I'équation
linéaire qui représente les températures du prisme est

v=A+axr+by-+cz

On prouve de méme que la quantité de chaleur qui, pen-
dant T'unité de temps, s'écoule uniformément a travers une
unité de surface prise sur une section quelconque perpendi-
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culaire aux &, est exprimée par — a K, et que la chaleur
totale qui traverse, pendant I'unité de temps, l'unité de sur-
face prise sur une section perpendiculaire aux y, est exprimée
par — & K.

Les théorémes que nous avons démontrés dans cet article
et dans les deux précédents , ne supposent point que l'action
directe de la chaleur soit bornée dans l'intérieur de la masse
a une distance extrémement petite, ils auraient encore licu
siles rayons de chaleur, envoyés par chaque molécule, pou-
vaient pénétrer immédiatement jusqu'a une distance assez
considérable, mais il serait nécessaire, dans ce cas, ainsi que
nous l'avons remarqué dans V'article 7o, de supposer que la
cause qui entretient les températures des faces du solide,
affecte une partie de la masse jusqu'a une profondeur finie.

SECTION VIIL

Mesure du mouvement de la chaleur en un point donné
d'une masse solide.

q6.

Il nous reste encore a faire connaitre un des principaux
éléments de la théoric de la chaleur, il consiste & définir et 4
mesurer exactement la quantité de chaleur qui s'écoule en
chaque point d’'une masse solide 4 travers un plan dont la
direction est donnée.

Si la chaleur est indgalement distribuée entre les molécules
d'un méme corps, les températures de chaque point varie-
ront a chaque instant. En désignant par ¢ le temps écoulé,
et par v la température que recoit apres le temps ¢ une mo-
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lécule infiniment petite 2, dont les coordonnées sont x, ¥, z;
I'état variable du solide sera exprimé par une équation sem-
blable 4 la suivante v=F (x, ¥, z, ¢). Supposons que la
tonction F soit donnée, et que par conséquent on puisse
déterminer, pour chaque instant, la température d'un point
quelconque ; concevons que par le point /2 on mene un plan
horizontal parallele a celui des x et y, et que sur ce plan on
trace un cercle infiniment petit o, dont le centre est en m;
il s'agit de connaitre quelle est la quantité de chaleur qui,
pendant l'instant 4 ¢, passera a travers le cercle  de la partie
du solide qui est inférieure au plan dans la partie supé-
rieure. Tous les points qui sont extrémement voisins du
point m, et qui sont au-dessous du plan, exercent leur
action pendant I'instant infiniment petit d ¢, sur tous ceux
qui sont au-dessus du plan et extrémement voisins du point
m, c'est-a-dire, que chacun de ces points placés d'un méme
c6té du plan, enverra de la chaleur a chacun de ceux qui
sont placés de l'autre ¢c6té. On considérera comme positive
Vaction qui a pour effet de transporter une certaine quan-
tité de chaleur au-dessus du plan, et comme négative celle
qui fait passer de la chaleur au-dessous du plan. La somme
de toutes les actions partielles qui s'exercent a travers le
cercle », c'est-a-dire, la somme de toutes les quantités de
chaleur qui, traversant un point quelconque de ce cercle,
passent de la partie du solide qui est inférieure au plan
dans la partie supérieure, composent le flux dont il faut
trouver l'expression.

11 est facile de concevoir que ce flux ne doit pas étre le
méme dans toute I'étendue du solide, et que si en un autre
point ' on tracait un cercle horizontal o égal au précédent,
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les deux quantités de chaleur qui s'élevent au-dessus de ces
plans o et o pendant le méme instant pourraient n'étre
point égales; ces quantités sont comparables entre elles et
leurs rapports sont des nombres que 'on peut facilement
déterminer.

97-

Nous connaissons déja la valeur du flux constant pour le
cas du mouvement linéaire et uniforme; ainsi dans un solide
compris entre deux plans horizontaux infinis dont l'un est
entretenu a la température @, ct l'autre a la température b,
le flux de chaleur est le méme pour chaque partie de la
masse; on peut le considérer comme ayant lieu dans le sens
vertical seulement. Sa valeur correspondante a l'unité de

oy ey —& y
surface et a I'unité de temps est K (%——) , e designant la

distance perpendiculaire des deux plans, et K la conducibi-
lité spécifique; les temperatures des différents points du

. .y , . a—~éb
solide,, sont exprimées par I'équation » —a — ( . ) z.

Lorsqu’il s'agit d’'un solide compris entre six plans rectan-
gulaires paralleles deux a deux, et lorsque les températures
des différents points sont exprimées par I'équation linéaire
v=A+ax+ by + cz, la propagation a lieu en méme
temps selon les trois directions des x, des y et des z; la
quantité de chaleur qui s’écoule a travers une portion déter-
minée d'un plan parallele a celui des x et y, est la méme
dans toute I'étendue du prisme; sa valeur correspondante &
lunité de surface et & T'unité de temps est — ¢ K, dans le
sens des z, clle est — & K, dans le sens des y, et —a K,
dans celui des a.
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En général la valeur du flux vertical , dans les deux cas
que l'on vient de citer, ne dépend que du coéfficient de z et
de la conducibilité spécifique K; cette valeur est toujours
a'v‘
dz

L’expression de la quantité de chaleur qui, pendant I'in-
stant d ¢, s'écoule & travers un cercle horizontal infiniment
petit, dont la surface est w, et passe ainsi de la partie du

solide qui est inférieure au plan du cercle, dans la partie

- S d
supcrieure, est, pour les deux cas dont il s'agit, —KE—Z: wdt.

08.

Il est aisé maintenant de généraliser ce résultat et de

égale a — K

reconnaitre qu'il a lieu quel que soit le mouvement vari€ de
la chaleur exprimé par I'équation v =F (=, y, z, ¢).

En effet, désignons par ', y, z, les coordonnées du point
m, et sa température actuelle par 2. Soient &' + £, 5 + n,
z + ¢, les coordonnées d'un point . infiniment voisin du
point m et dont la température est w; £, », ¢, sont des
quantités infiniment petites ajoutées aux coordonnées x, v, z';
elles déterminent la position des molécules infiniment voi-
sines du point /n, par rapport a trois axes rectangulaires,
dont Porigine est en 7, et qui seraient paralleles aux axes
des x, des y, et des z. En différentiant 1'équation

v=f(x,y, 2, t),
et remplacant les différentielles par &, v, {, on aura, pour
exprimer la yaleur de w, qui équivaut a » + d», I'équa-
. . ,  d
tion linéaire w — o' + ——
dx
, d2' dv dv

Vs T dyr dz sont des fonctions de x, ¥, z, ¢, dans

d2' dv' - .
£ 4 Z" + 7 ¢, les coéfficients
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lesquelles on a mis pour x, y, z, les valeurs données ct con-
stantes z', ', Z/, qui conviennent au point .

Supposons que le méme point m appartienne aussi & un
solide compris entre six plans rectangulaires, que les tem-
pératures actuelles des points de ce prisme, qui a des di-
mensions finies, soient exprimées par l'équation linéaire
w=A+at+bs+cl; et que les molécules placées sur
les faces qui terminent le solide soient retenues par une
cause extérieure a la température qui leur est assignée par
I'équation linéaire. £, », ¢, sont les coordonnées rectangu-
laires d'une molécule du prisme, dont la température est
w, et qui est rapportée aux trois axes dont lorigine est
en m.

Cela posé, si I'on prend pour valeurs des coefficients
constants, A, a, b, ¢, qui entrent dans I'équation du prisme
les quantites 2/, dv dv dv qui appartiennent a l'équa-

dx’ dy’ dz’
tion différentielle ; I'état du prisme exprimé par I'équation
w=1" 4 ﬂé’, + 4 0 + 4 z, coincidera, le plus qu’il
dzx dy dz 77 ’

est possible, avec I'état du solide; c’est-a-dire, que toutes
les molécules infiniment voisines du point m auront Ja méme
température, soit qu'on les considere dans le solide ou dans
le prisme. Cette coincidence du solide et du prisme est en-
tierement analogue a celle des surfaces courbes avec les plans
qui les touchent.

Il est évident, dapres cela, que la quantité de chaleur qui
s'écoule dans le solide a travers le cercle », pendant l'in-
stant d ¢, est la méme que celle qui s'écoule dans le prisme
a travers le méme cercle; car toutes les molécules dont l'ac-
tion concourt a I'un et & l'autre effet, ont la méme tempé-
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rature dans les deux solides. Donc, le flux dont il s'agit a

. , , . - d
pour expression, dans l'un et I'autre solide, — K d—: w dt
. d .
Il serait — K d_'; w d t, sile cercle w, dont le centre est m,

était perpendiculaire 4 I'axe des y, et — K Z—Z o dt, slce
cercle était perpendiculaire a I'axe des x.

La valeur du flux que I'on vient de déterminer varie dans
le solide d’'un point & un autre, et elle varie aussi avec le
temps. On pourrait concevoir qu'elle a, dans tous les points
de l'unité de surface, la méme valeur quau point m, et
qu'elle conserve cette valeur pendant I'unité de temps ; alors

. . d . . d
le flux serait exprimé par — K 22, il serait — K 22 dans
dz dy
d

le sens des y, et — K ZE dans celui des x. Nous employons

ordinairement dans le calcul cette valeur du flux ainsi rap-
portée a l'unité de temps et a 'unité de surface.

99-

Ce theéoréme sert en geénéral a mesurer la vitesse avec
laquelle la chaleur tend a traverser un point donné d'un
plan situé d'une maniere quelconque dans l'intérieur d'un
solide dont les températures varient avec le temps. Il faut,
par le point donné m, élever une perpendiculaire sur le
plan et élever en chaque point de cette perpendiculaire des
ordonnées qui représentent les températures actuelles de ses
différents points. On formera ainsi une courbe plane dont
I'axe des abscisses est la perpendiculaire. La fluxion de l'or-
donnée de cette courbe, qui répond au point m, étant prise
avec un signe contraire, exprime la vitesse avec laquelle la
chaleur se porte au-dela du plan. On sait que cette fluxion
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de Pordonnée est la tangente de I'angle formé par I'élément
de la courbe avec la parallele aux abscisses.

Le résultat que I'on vient d’exposer est celui dont on fait
les applications les plus fréquentes dans la théorie de la cha-
leur. On ne peut en traiter les différentes questions sans se
former une idée tres-exacte de la valeur du flux en chaque
point d'un corps dont les températures sont variables. Il est
nécessaire d'insister sur cette notion fondamentale : I'exemple
que nous allons rapporter indiquera plus clairement l'usage
que l'on en fait dans le calcul.

100.

Supposons que les différents points d’'une miasse cubique
dont le coté est fx, aient actuellement des températures
inégales représentées par I'équation v=cos. x. COS. ¥ COS. 2.
Les coordonnées z, y, z, sont mesurées sur trois axes rec-
tangulaires dont 'origine est au centre du cube, et qui sont
perpendiculaires aux faces. Les points de la surface exté-
rieure du solide ont actuellement la température o, et I'on
suppose aussi que des causes extérieures conservent i tous
ces points leur température actuelle o. D'apres cette hypo-
these, le corps se refroidira de plus en plus, tous les points
situés dans l'intérieur de la masse auront des températures
variables et, apres un temps infini, ils acquerront tous la
température o de la surface.

Or, nous démontrerons, par la suite, que I'état variable
de ce solide est exprimé par I'équation

V=€’ coS. x. COS. Y. COS. Z,

wpp . . 3K iyre s ,
le coéfficient g est égal & tp K est la conducibilité spéci-
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fique de la substance dont le solide est formé, D est la den-
sité, et C la chaleur spécifique; ¢ est le temps écoulé.

Nous supposons ici que 'on admet la verité de cette équa-
tion, et nous allons examiner I'usage que I'on en doit faire
pour trouver la quantité de chaleur qui traverse un plan
donné parallele a I'un des plans rectangulaires.

Si, par le point m, dont les coordonnées sont x, ¥, z, on
meéne un plan perpendiculaire aux z, on trouvera, d’apres
Tarticle précédent, que la valeur du flux, en ce point et a

-dv .
travers le plan, est — K —, ou K e~¢* cos. x. cos. y. sin. z.

La quantité de chaleur qui traverse, pendant l'instant d ¢,
un rectangle infiniment petit, situé sur ce plan et qui a pour
cotés d x et dy, est

Ke—#tcos. x. cos. y. sin. z. d x dy dt.

Ainsi la chaleur totale qui, pendant Iinstant d ¢, traverse
I'étendue entiere du méme plan, est

Ke—¢'sin. z. d £ fcos. x. cos.y dx dy;

la double intégrale étant prise depuis x = — | =, jusqu’a

x=1m,etdepuis y = — =, jusqua y =5 =. On trou-

4

vera donc, pour I'expression de cette chaleur totale,
4Ke—¢tsin. z. d ¢t
Si I'on prend ensuite lintégrale par rapport at, depuis
t==o0 jusqu’a t==1=, on trouvera la quantité de chaleur qui
a traversé le méme plan depuis que le refroidissement a

commencé , jusquau moment actuel. Cette intégrale est

% sin. z (1—e —¢*), elle a pour valeur a la surface

4K
— (1—e~8!
= )
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en sorte quapres un temps infini la quantité de chaleur

K A .
perdue, par I'une des faces, esté—g—- Le méme raisonnement

s'appliquant & chacune des six faces, on conclut que le solide
a perdu par son refroidissement complet une chaleur totale

. s K . foo \
dont la quantité est 22 u8C D, puisque g équivaut a

—%%- Cette chaleur totale, qui se dissipe pendant la durée du
refroidissement, doit étre en effet indépendante de la condu-
cibilité propre K, qui ne peut influer que sur le plus ou
moins de vitesse du refroidissement.

100.

On peut déterminer d'une autre maniere la quantité de
chaleur que le solide perd pendant un temps donné, ce qui
servira, en quelque sorte, 4 vérifier le calcul précédent. En
effet la masse de la molécule rectangulaire, dont les dimen-
sions sont dx, dy, dz, est D. d x dy dz, par consé-
quent la quantité de chaleur quil faut lui donner pour la
porter de la température o a celle de I'eau bouillante est
CD.dz dy dz, ets'il fallait élever la moléeule 3 la tem-
perature v, cette chaleur excédente serait v CD d z d y dz.

Il suit de la que pour trouver la quantité dont la chaleur
du solide surpasse , aprés le temps ¢, celle qu’il contiendrait
a la température o, il faut prendre lintégrale multiple

S (»C.Ddx.dy.dz),entre les limites x =— 3 n 0 =1x,

%
On trouve ainsi, en mettant pour » sa valeur, savoir ;

: ' ' :
ST T =y my == — Wy, T = .

e~ 8'cos. & €OS. ¥ COs. z,

que P'exces de la chaleur actuelle sur celle qui convient a la
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température o est 8 C.D (1—e~#); ou, apres un temps
infini, 8 C D, comme on l'a trouvé précédemment.

Nous avons exposé, dans cette introduction, tous les €lé-
ments qu'il est nécessaire de connaitre pour résoudre les
diverses questions relatives au mouvement de la chaleur
dans les corps solides, et nous avons donné des applications
de ces principes, afin de montrer la maniere de les employer
dans le calcul; I'usage le plus important que l'on en puisse
faire est d'en déduire les équations générales de la propaga-
tion de la chaleur, ce qui est I'objet du chapitre suivant.

[TEREE R T ENET )
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CHAPITRE IL

F:QUATIONS DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR.

SECTION PREMIERE.

Equation du mouvement varié de la chaleur dans unc
armille.

IOI.

ON pourrait former les équations générales qui représentent
le mouvement de la chaleur dans les corps solides d’une
figure quelconque, et les appliquer aux cas particuliers. Mais
cette méthode entraine quelquefois des calculs assez compli-
qués que l'on peut facilement éviter. Il y a plusieurs de ces
questions qu’il est préférable de traiter d’'une maniére spe-
ciale, en exprimant les conditions qui leur sont propres;
nous allons suivre cette marche et examiner séparément les
questions que l'on a énoncées dans la premiére section de
I'introduction ; nous nous bornerons d’abord 4 former les
équations différentielles, et nous en donnerons les integrales
dans les chapitres suivants.
102.

On a déja considéré le mouvement uniforme de la chaleur
dans une barre prismatique d’une petite épaisseur et dont
Iextrémité est plongée dans une source constante de chaleur.
Ce premier cas ne présentait aucune difficults, parce qu'il
he se rapporte qua l'état permanent des températures, et
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que I'équation qui I'exprime s'integre facilement. La question
suivante exige un examen plus approfondi; elle a pour objct
de déterminer l'état variable d'un anneau solide dont les
différents points ont recu des températures initiales entie-
rement arbitraires.

L'anneau solide ou armille est engendré par la révolution
d’'une section rectangulaire autour d’'un axe perpendiculaire
au plan de l'anneau (Foyez fig. 3). [ est le périmetre de la
section dont S est la surface, le coéfficient £ mesure la condu-
cibilité extérieure, K la conducibilité propre, C la capacité
spécifique de chaleur, D la densité. La ligne ozxz'a’
représente la circonférence moyenne de T'armille ou celle qui
passe par les centres de figure de toutes les sections; la dis-
tance d'une section & l'origine o, est mesurée par l'arc dont
la longueur est z; R est le rayon de la circonférence moyenne.

On suppose qua raison des petites dimensions et de la
torme de la section on puisse regarder comme égales, les
rempératures des différents points d'une méme section.

103.

Concevons que lon donne actuellement aux différentes
tranches de l'armille, des températures initiales arbitraires,
et que ce solide soit ensuite exposé a l'air qui conserve la
température o, et qui est déplacé avec une vitesse constante;
lo systéme des températures variera continuellement, la cha-
leur se propagera dans 'anneau, et elle se dissipera par la
surface : on demande quel sera létat du solide dans un
instant donné.

Soit v la température que la section placée a la distance x
aura acquise apres le temps écoulé t; v est une certaine
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fonctionde x et de ¢, dans laquelle doivent entrer aussi toutes
les températures initiales ; c'est cette fonction qu'il s'agit de
découvrir.

104.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une
tranche infiniment petite, comprise entre une section placée
a la distance z, et une autre section placée a la distance
x+dx. L'état de cette tranche pendant la durée d’un instant
est celui d'un solide infini que terminent deux plans paral-
leles retenus a des températures inégales ; ainsi la quantité de
chaleur qui s’écoule pendant cet instant d¢ a travers la pre-
miere section, et passe ainsi de la partie du solide qui pré-
cede la tranche dans cette tranche elle-méme, est mesurée
d’apres les principes établis dans I'introduction, par le produit
de quatre facteurs, savoir, la conducibilité K, l'aire de la

. dov . )
section S,lerapport—ﬁ et la durée de l'instant; elle a pour

. d A .,
expressmn~—KS£ dt. Pour connaitre la quantité de chaleur

qui sort de la méme tranche & travers la seconde section, et
passe dans la partie contigué du solide, il faut seulement
changer z en x +-dx dans I'expression précédente, ou ce qui
est la méme chose, ajouter a cette expression sa différentielle
prise par rapport a x . ainsi la tranche recoit par une de ses

. ’ ’ 3 d
faces une quantité de chaleur égale a -—KSd—li dt et perd
X

par la face opposée une quantité de chaleur exprimée par
d Y . \ .
——KSd—ﬁdt—KSd—idxdt. Elle acquiert donc a raison de
x dx

sa position une quantité de chaleur égale & la différence de

. ; . s o d'
deux quantités précédentes, qui est K S —adxdt.
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D'un autre c6té cette méme tranche dont la surface exté-
rieure est /dz et dont la température differe infiniment peu
de v, laisse échapper dans l'air pendant linstant d¢ une
quantité de chaleur équivalente a kAlvdxdt; il suit de la
que cette partie infiniment petite du solide conserve en effet
une quantité de chaleur représentée par

KS%dwdt—hlmdwdt
b

et qui fait varier sa température. Il faut examiner quelle est
la quantité de ce changement.
105.

Le coéfficient C exprime ce qu'il faut de chaleur pour
élever 'unité de poids de la substance dont il s’agit depuis
la température o jusqu’a la température 1; par conséquent,
en multipliant le volume sd x de la tranche infiniment pe-
tite par la densité D, pour connaitre son poids, et par la
capacité spécifique de chaleur C, on aura CDsdx, pour
la quantité de chaleur qui éleverait le volume de la tranche
depuis la température o jusqu'a la température 1. Donc l'ac-
croissement de la température qui résulte de I'addition d'une

quantité de chaleur égale 4 K S g—,z,’dxdt—hl'vdx dt
X

se trouvera en divisant cette derniere quantité par CDSdx.

7. + d ) >
Donc en désignant selon l'usage par d—;“ d t l'aceroissement

de température qui a lieu pendant l'instant d¢, on aura

0 . dv K dw Al
l'équation —— = <D 7= — DS % (6.)

Nous expliquerons par la suite 'usage que I'on doit faire
de cette équation pour en déduire une solution complette,
et c’est en cela que consiste la difficulté de la question; nous
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nous bornerons ici & une remarque qui concerne I'état per-
manent de 'armille.
106.

Supposons que le plan de l'anneau étant horizontal, on
place au-dessous de divers points m n p g etc., des foyers de
chaleur dont chacun exerce une action constante; la chaleur
se propagera dans le solide, et celle qui se dissipe par la
surface €tant incessamment remplacée par celle qui émanc
des foyers, la température de chaque section du solide sap-
prochera de plus en plus d'une valeur stationnaire qui varie
d'une section a l'autre. Pour exprimer, au moyen de I'équa-
tion (4), la loi de ces dernicres températures qui subsis-
teraient d’elles-mémes si elles ¢taient établies; il faut supposer
que la quantité v ne varie point par rapport a ¢, ce qui rend

dv PP .
nul le terme ——. On aura ainsi I'équation

dt’

Y]

vkl —xV5
> =TFg? ou v=Me

4+ zV7E
4+ Ne ks,

M et N étant les deux constantes.
107.

Supposons qu'une portion de la circonférence de Yanneau,
placée entre deux foyers consécutifs, soit divisée en parties
égales, désignons par o, v, v, v,, etc., les températures des
points de division dont les distances a lorigine sont
x, T, &; x,, etc., la relation entre v et x sera donnée par
Iéquation précédente, apres que l'on aura déterminé les

deux constantes au moyen des deux valeurs de v qui corres-
ki
pondent aux foyers. Désignant par « la quantité e ks
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et par » la distance x, — x, de deux points de division con-
sécutifs; on aura les équations :

x, —x,
pv,=Mo« "+Na«

A @ —) —
v,=Ma & '+ Na "« !

2y 2x —23 —ax,
vy, =Mo"« " +Na « 3

LR} ’ . . . v, + 1 —
d’ou l'on tire la relation suivante =—2—4 + 2« . On

trouverait un résultat semblable pour les trois points dont
les températures sont v, v, v, et en geénéral pour trois points
consécutifs. Il suit de la que si 'on observait les tempéra-
tures v, v, v, v, v, etc., de plusieurs points successifs, tous
placés entre les deux mémes foyers m et n et séparés par un
intervalle constant %, on reconnaitrait que trois températures
consécutives quelconques sont toujours telles que la somme

de deux extrémes, divisée par la moyenne, donne un quotient

—2
constant le +a .

ro8.

Si, dans l'espace compris entre deux autres foyers 7z et p,
I'on observait les températures de divers autres points séparés
par le méme intervalle 3, on trouverait encore que pour trois
points consécutifs quelconques, la somme des deux tempé-
ratures extrémes , divisée par la moyenne, donne le méme
quotient o + « . La valeur de ce quotient ne dépend ni de
la position, ni de l'intensite des foyers.

109.

Soit g cette valeur constante, on aura I'équation

Vy=q vV, — 7,
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on voit par-la que lorsque la circonférence est divisée en
parties égales, les températures des points de division, com-
pris entre deux foyers consécutifs, sont représentées par les
termes d'une série recurrente dont I'échelle de relation est
composée de deux termes g et — 1.

Les expériences ont pleinement confirme ce résultat. Nous
avons exposé un anneau metallique a 'action permanente et
simultande de divers foyers de chaleur, et nous avons observé
les tempcratures stationnaires de plusieurs points séparés
par un intervalle constant; nous avons toujours reconnu que
les températures de trois points consécutifs quelconques,
non séparés par un foyer, avaient entre elles la relation dont
il s'agit. Soit que I'on multiplie les foyers, et de quelque ma-
niere qu'on les dispose, on ne peut apporter aucun change-

;s . v, + . ’
ment a la valeur numeérique du quotient ———-;il ne dépend

que des dimensions ou de la nature de 'anneau, et non de
la maniere dont ce solide est échauffe.
110.
Lorsqu’on a trouvé, par Vobservation, la valeur du quotient
1P )

A
, on en conclut la valeur de «”, au

constant ¢ ou 24,
2

A

’ . A — . 2
moven de Véquation « + « —¢. L'une des racines est «
b}

et autre racine est «~ *. Cette quantité €tant déterminée, on
A . . :
en conclut la valeur du rapport , qui est %(log. a7‘>.

’ e by N . .
Désignant « par v, on aura o’—¢ o+ 1 =0. Ainsi le rapport

A

des dcux conducibilités se trouve en multipliant 7 par le

quarré du logarithme de l'une des racines de I'équation

' —gu+ I=o0.
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SECTION IL

Equation du mouvement varié de la chaleur dans une
sphére solide.

I11.

Une masse solide homogene, de forme sphérique, ayant
été plongée pendant un temps infini dans un milieu entre-
tenu a la température permanente 1, est ensuite exposée a
lair qui conserve la température o, et qui est déplacé avec
une vitesse constante: il s'agit de déterminer les états suc-
cessifs du corps pendant toute la durée du refroidissement.

On désigne par x la distance d’'un point quelconque au
centre de la sphere, par » la température de ce méme point,
apres un temps écoulé ¢; on suppose, pour rendre la question
plus générale, que la température initiale, commune a tous
les points qui sont placés a la distance # du centre, est dif-
{érente pour les différentes valeurs de x; c'est ce qui aurait
lieu si I'immersion ne durait point un temps infini.

Les points du solide, également distants du centre, ne
cesseront point d’avoir une température commune; ainsi v est
une fonction de z et de ¢. Lorsqu’on suppose t=o, il est
nécessaire que la valeur de cette fonction convienne a I'état
initial qui est donné, et qui est entierement arbitraire.

112,

On considérera le mouvement instantané de la chaleur
dans une couche infiniment peu épaisse, terminée par les
deux surfaces sphériques dont les rayons sont x et x + dx:
la quantité de chaleur qui, pendant un instant infiniment
petit d¢, traverse la moindre surface dont le rayon est x, et
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passe ainsi de la partie du solide qui est plus voisine du
centre dans la couche sphérique, est égale au produit de
quatre facteurs qui sont la conducibilité K, la durée d¢,

LN d .
I'étendue 4 = x* de la surface, et le rapport ;?;}1’ pris avec un

. . . ,dv
signe contraire; elle est exprimée par —4 K = x 7 dt.

Pour connaitre la quantité de chaleur qui s'écoule pendant
le méme instant par la seconde surface de la méme couche,
et passe de cette couche dans la partie du solide qui l'enve-
loppe, il faut changer, dans I'expression précédente, z en

x + d x; c'est-a-dire, ajouter au terme — 4 K = x* % dt, la

différentielle de ce terme prise par rapport a4 x. On trouve

EZ——Z dt —4Krd (x’ j—i) dt pour I'expression

de la quantité de chaleur qui sort de la couche sphérique, en

traversaut sa seconde surface; et si I'on retranche cette quan-
tité de celle qui entre par la premiére surface, on aura

d copr ;.
K = d (25~ Yd¢. Cette différence est évidemment la quan-
dx q

ainsi — 4 K= x

tité de chaleur qui s'accumule dans la couche intermédiaire,
et dont I'effet est de faire varier sa température.

113.

Le coéfficient C désigne ce qu'il faut de chaleur pour élever
de la température o a la température 1, un poids déterminé
qui sert d'unité; D est le poids de 'unité de volume; 4ra*dx
est le volume de la couche intermédiaire , ou n'en differe que
d'une quantité gui doit étre omise : done 4= CD x' dx est
la quantité de chaleur nécessaire pour porter la tranche in-
termeédiaire de la température o a la température 1. Il faudra
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par conséquent diviser la quantité de chaleur qui s'accumule

dans cette couche par 4z C D x*dx, et l'on trouvera I'ac-

croissement de sa température v pendant Finstant ¢ On
. ST, K , dv

obtiendra aussi l'équation dv = D dt.d (as ; (H> ou

x*dx

dv K d* v o dv»
) (©

B=CD\dx T Zax
114.

L’équation précédente représente la loi du mouvement de
la chaleur dans l'intérieur du solide, mais les températures
des points de la surface sont encore assujéties a une condition
particuliere qu'il est nécessaire d’exprimer.

Cette condition relative a I'état de la surface peut varier
selon la nature des questions que Yon traite; on pourrait
supposer, par exemple, qu'apres avoir échauffé la sphere, et
élevé toutes ses molécules a la température de 'eau bouillante,
on opere le refroidissement en donnant a tous les points de
la surface la température o, et les retenant a cette température
par une cause extérieure quelconque. Dans ce cas en pourrait
concevoir que la sphere dont on veut déterminer I'état va-
riable est couverte d'une enveloppe extrémement peu €paisse,
sur laquelle la cause du refroidissement exerce son action.
On supposerait, 1° que cette enveloppe infiniment mince est
adhérente au solide, qu'elle est de la méme substance que
lui, et quelle en fait partie, comme les autres portions de
la masse; 2° que toutes les molécules de I'enveloppe sont
assujéties a la température o par une cause toujours agissante
qui empéche que cette température puisse étre jamais au-
dessus ou au-dessous de zéro. Pour exprimer cette méme
condition dans le calcul, on doit assujétir la fonction », qui
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contient et ¢, a devenir nulle, lorsqu'on donne a z sa
valeur totale X égale au rayon de la sphere, quelle que soit
d’ailleurs la valeur de £ On aurait donc dans cette hypothese,
en désignant par ¢ (, ¢) la fonction de x ct ¢, qui doit
donner la valeur de v, les deux équations

dv K ,d*w 2 dv

Tt ol oo ) ete(X,t).=o

de plus il faut que I'état initial soit représenté par cette méme
fonction ¢ (2, #); on aura donc pour seconde condition
9 (x, 0) = 1. Ailnsi I'état variable d'une sphere solide dans
la premiére hypothese que nous avons décrite, sera repré-
senté par une fonction v, qui doit satisfaire aux trois équa-
tions précédentes. La premiere est générale, et convient a
chaque instant a tous les points de la masse; la seconde
affecte les seules molécules de la surface, et la troisieme n'ap-
partient qu'a I'état initial.

115.

Si le solide se refroidit dans lair, la seconde équation est
différente; il faut alors concevoir que 'enveloppe extrémement
mince, est retenuc par une cause extérieure, dans un état
propre a faire sortir a chaque instant de la sphére, une quan-
tité de chaleur égale a celle que la présence du milieu peut
lui enlever.

Or la quantité de chaleur qui, pendant la durée d'un
instant infiniment petit d ¢, s’écoule dans’ l'intérieur du so-
lide, & travers la surface sphérique placée a la distance z,

’ 1 3 d'?! . . ’ I3
est égale a — 4 K = 2’ 5— d ¢t et cette expression générale est

applicable a toutes les valeurs de . Ainsi, en y supposant
=X, on connaitra la quantité de chaleur qui, dans I'état
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variable de la sphere, passerait a travers I'enveloppe extré-
mement mince qui la termine; d’'un autre coté, la surface
extérieure du solide ayant une température variable, que
nous désignerons par V, laisserait échapper dans Pair une
quantité de chaleur proportionnelle a cette tempeérature , et
3 l'étendue de la surface, qui est 4 = X*. Cette quantité a
pour valeur 4 A= X'V dt.

Pour exprimer, comme on le suppose, que Paction de
I'enveloppe remplace & chaque instant celle qui résulterait de
la présence du milieu, il suftit d'égaler la quantité 42 =X*Vdt

\ T . ,dv
4 la valeur que recoit 'expression — 4K =X T dt, lors-
quon donne % x sa valeur totale X ; ¢t I'on obtient par-la

y s . d A . . . q.
I'équation d_: =-—g ¥, qui doit avoir lieu lorsque dans les

. dv .
fonctions _— et v on met, au lieu de x, sa valeur X, ce que

’ . r . > dv
l'on désignera en écrivant K -— + 2 V=o.
110.

v

11 faut donc que lavaleurde Z,x , prise lorsque z=X, ait un

V/ .y,
rapport constant -KL avec la valeur de v, qui répond au

méme point. Ainsi, on supposera que la cause extérieure du
refroidissement détermine toujours I'état de 'enveloppe extré-

. dv .,
mement mince, en sorte que la valeur de - qui résulte de

cet état, soit proportionnelle a la valeur de v, correspondante
4 x=X, et que le rapport constant de ces deux quantités

. h .. . v ,
soit — K Cette condition ctant rempile aun moyen d'une

cause toujours présente, qui soppose a ce que la valeur
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. d» . A s . s
extréme de 7= Solt autre que — v, l'action de I'enveloppe

tiendra lieu de celle de l'air.

Il nest point nécessaire de supposer que l'enveloppe exté-
ricurc soit extrémement mince , et I'on verra par la suite
qu'elle pourrait avoir une épaisseur indéfinie. On considere
ici cette épaisseur comme infiniment petite, pour ne fixer
Fattention que sur l'état de la superficie du solide.

7.

Il suit de la que les trois équations qui doivent déterminer

la fonction ¢ (x, ¢) ou v sont les suivantes,

dv K d*v a2 duv dV
=01 g+ i) K+ 4V=0,4(w, 0)=1.

La premiere a lieu pour toutes les valeurs possibles de x et
de £; la seconde est satisfaite lorsque =X, quelle que soit
la valeur de ¢, et la troisicme est satisfaite lorsque ¢==o,
quelle que soit la valeur de .

On pourrait supposer que dans l'état initial, toutes les
couches sphériques n’ont pas une méme température; c'est
ce qui arrive nécessairement, si 'on ne congoit pas que I'im-
mersion ait duré un temps infini. Dans ce cas, qui est plus
général que le précédent, on représentera par F z, la fonction
donnée, qui exprime la température initiale des molécules
placées a la distance x du centre de la sphere; on rempla-
cera alors la troisieme équation par celle-ci, ¢ (z, 0)=Fz.

Il ne reste plus qu'une question purement analytique
dont on donnera la solution dans I'un des chapitres suivants.
Elle consiste a trouver la valeur de v, au moyen de la con-
dition générale, et des deux conditions particulieres aux-
quelles elle est assujétie.
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SECTION IIIL

Equations du mouvement varié de la chaleur dans un
cylindre solide.

118.

Un cylindre solide, d'une longueur infinie, et dont le coté
est perpendiculaire a la base circulaire, ayant été entierement
plongé dans un liquide dont la température est uniforme,
s'est échaufté successivement, en sorte que tous les points
également €loignés de l'axe, ont acquis la méme température;
on l'expose ensuite & un courant d'air plus froid; il s'agit de
déterminer les températures des différentes couches, apres
un temps donné.

x désigne le rayon d'une surface cylindrique, dont tous
les points sont également distants de l'axe; X est le rayon du
cylindre; v est la température que les points du solide, situés
A la distance x de l'axe, doivent avoir apres qu'il s’est écoulé
un temps désigné par ¢, depuis le commencement du refroi-
dissement. Ainsi v est une fonction de x et de ¢, ct si l'ony
fait £=o, il est nécessaire que la fonction de x, qur en pro-
viendra, satisfasse & I'état iuitial qui est arbitraire.

119.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une por-
tion infiniment peu épaisse du cylindre, comprise entre la
surface dont le rayon est z, et celle dont le rayon est -+ dzx.
La quantité de chaleur que cette portion recoit pendant
l'instant d ¢, de la partie du solide qu'elle enveloppe, cest-
a-dire, la quantité qui traverse pendant ce méme temps la
surface cylindrique dont le rayon est x, ct a laquelle nous
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supposons une longueur égale a l'unité, a pour expression

— 2K =222 d¢. Pour trouver la quantité de chaleur, qui,
dx

traversant la seconde surface dont le rayon est x+ dx,
passe de la couche infiniment peu épaisse dans la partie du
solide qui I'enveloppe, il faut, dans I'expression précédente,
changer  en x + d x, ou, ce qui est la méme chosc, ajouter
d- .y .
au terme — 2 K r 2 Elj dt, la différentielle de ce terme,
x
prise par rapport 4 x. Donc la différence de la chaleur recue
a la chaleur perdue, ou la quantité de chaleur qui, s'accu-
mulant dans la couche infiniment petite détermine les chan-
gements de température, est cette méme différentielle, prise

. . dv
avec un signe contraire, ou 2 K rd ¢t d ( x o~ > ; d'un autre

cote, le volume de cette couche intermédiaire est o rax d 2 et
2 CD zx dx exprime ce qu'il faut de chaleur pour 'élever
de la température o & la température 1, C étant la chaleur
spécifique, et D la densité; donc le quotient

2]{Wdtd(}ﬂ£2>
dx
2CG.Drxdax

est 'accroissement que recoit la température pendant l'ins-
tant d ¢ On obtient ainsi I'équation :
dv K d*v 1 dv
T Co\dw Y2 dz )
120.
La quantité de chaleur qui traverse, pendant l'instant d¢,

la surface cylindrique dont le rayon est x, étant généra-

. ’ d'l) - ) * 1
lement exprimeé par 2 K =« 7= @t, il sensuit que l'on
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trouvera celle qui sort pendant le méme temps de la super-
ficie du solide, en faisant, dans la valeur précédente, z=X;
d’un autre cdté, cette méme quantité qui se dissipe dans l'air
est, selon le principe de la communication de la chaleur,
égale A 2 = X A vdt; on doit donc avoir a la surface I'équa-

. ’ . ’ d ’ :
tion déterminée — K d_.:': % v. La nature de ces équations

est expliquée avec plus d'étendue, soit dans les articles qui
se rapportent 4 la sphere, soit dans ceux ol I'on donne les
équations générales pour un corps d'une figure quelconque.
La fonction v, qui représente le mouvement de la chaleur

dans un cylindre infini doit donc satisfaire, 1° a I'équation

' dv K d* 1dv
génerale

=t gt o7e ) qu 2 lieu quelles que

soient x et ¢; 2° a I'équation déterminée ]% v+ Z—;: 0, qui
a lieu, quelle que soit la variable ¢, lorsque x=X; 3° 4
l'équation déterminée »=F (). Cette derniere condition
doit étre remplie pour toutes les valeurs de v, ou l'on fait
t=o0, quelle que soit la variable x. La fonction arbitraire Fx
est supposée connue, et elle correspond a l'état initial.

SECTION 1V.

Equations du mouvement uniforme de la chaleur dans
un prisme solide d’une longueur infinie.

121.

Une barre prismatique est plongée par une de ses extré-
mités dans une source constante de chaleur qui maintient
cette extrémité & la température A; le reste de cette barre,
dont la longueur est infinie , demeure exposé a un courant
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uniforme dair athmosphérique entretenu 4 la température o;
il S'agit de déterminer la plus haute température qu’'un point
donné de la barre puisse acquérir.

Cette question differe de celle de 'article 73, en ce qu'on
a égard ici a toutes les dimensions du solide, ce qui est né-
cessaire pour que l'on puisse obtenir une solution exacte.
En effet, on est porté & supposer que dans une barre d'une
tres-petite épaisseur, tous les points d'une méme tranche
acquierent des températures sensiblement égales ; cependant
il peut rester quelque incertitude sur les résultats de cette
supposition. Il est donc préférable de résoudre la question
rigoureusement , ct d’examiner ensuite, par le calcul, jusqu’a
quel point, et dans quel cas, on est fondé & regarder comme
égales les tempdratures des divers points d'une méme section.

122,

La section faite perpendiculairement & la longueur de la
barre, est un quarré dont le c6té est 2/, I'axe de la barre
est I'axe des x, et I'origine est & 'extrémité A. Les trois coor-
données rectangulaires d’un point de la barre sont «, y, z,
la température fixe du méme point est désignée par .

La question consiste a déterminer les températures que
T'on doit donner aux divers points de la barre, pour qu'elles
continuent de subsister sans aucun changement, tandis que
la surface extréme A, qui communique avec la source de
chaleur , demeure assujétie, dans tous ses points, 4 la
température permanente A; ainsi v est une fonction de x,
de y et de z.

123.

On considérera le mouvement de la chaleur dans une mo-

lécule prismatique, comprise entre six plans perpendiculaires
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aux trois axes des , des y et des z. Les trois premiers plans
passent par le point m, dont les coordonnées sont x, ¥, z et
les autres passent par le point m/, dont les coordonnées
sontx +dx,y+dy, z+dz.

Pour connaitre la quantité de chaleur qui, pendant l'unité
de temps, péneétre dans la molécule, & travers le premier
plan passant par le point m, et perpendiculaire aux x, il faut
considérer que la surface de la molécule qui est située sur ce

plan, a pour étendue dzdy, et que le flux qui traverse
dw,
dx’
ainsi la molécule recoit & travers le rectangle dx dy, pas-
sant par le point m, une quantité de chaleur exprimée

cette aire est égal, suivant le théoréme de I'art. 98,4 —K

v

par —Kdx dy %. Pour trouver la quantité de chaleur qui

traverse la face opposée, et sort de la molécule, il faut sub-
stituer, dans lexpression précédente, z + dx a x, ou ce qui
est la méme chose, ajouter & cette expression sa différen-
tielle prise par rapport & x seulement; on en conclut que la
molécule perd, par sa seconde face perpendiculaire aux x,
une quantité de chaleur équivalente 2

_Kdzdy%—Kdzdy(Z(%>;

on doit par conséquent la retrancher de celle qui était entrée
par la face opposée; la différence de ces deux quantités est

v ARY
Kdz.dyd(a—z_) ouKdzdydw +—;
elle exprime combien il s’accumule de chaleur dans la molé-
cule, & raison de la propagation suivant le sens des z; et
cette chaleur accumulée ferait varier la température de la
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molécule, si elle n'était point compensée par celle qui se
perd dans un autre sens.

On trouve, de la méme maniere, qu'a travers le plan per-

pendiculaire aux y, et passant par le point m, il entre dans

; o s ’ \ dv
la molécule une quantité de chaleur égale 8 —Kdzdx d—;

et que la quantité qui sort par la face opposée est

d d?)
—Kdzdx ;é;-—-l( dz tz’xd(d—f),

cette derniere différentielle étant prise par rapport a y seu-
lement. Donc la différence de ces deux quantités , ou

d v . : . .
K dz da dy 5—, exprime combien la molécule acquiert de
d'ya k]
chaleur, & raison de la propagation dans le sens des y.
Enfin on démontre de méme que la molécule acquiert, a

raison de la propagation dans le sens des z, une quantité
’ \ - d’ y
de chaleur égale a Kdax dy dz —(ﬁ} Or, pour qu'elle ne

change point de température, il est nécessaire qu'elle con-
serve autant de chaleur quelle en contenait d'abord , en
sorte que ce qu'elle en acquiert dans un sens serve a com-
penser ce qu'elle en perd dans un auntre. Donc la somme des

trois quantités de chaleur acquises doit étre nulle; et I'on

d* v " d* v d* v
dx?

. ey .
forme ainsi I'équation a7 4 ——= =0

124.
Il reste maintenant a exprimer les conditions relatives a
la surface. Si U'on suppose que le point m appartient & I'une

des faces de la barre prismatique, et que cette face est per-
pendiculaire aux z, on voit que le rectangle dx dy laisse
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échapper dans I'air, pendant I'unité de temps, une quantité
de chaleur égale a A dx dy V, en désignant par V la tem-
pérature du point m a la surface, c'est-a-dire, ce que de-
vient la fonction cherchée ¢ (z, y, z), lorsqu'on fait z=/,
demi-largeur du prisme. D'un autre coté, la quantité de
chaleur qui, en vertu de l'action des molécules, traverse,
pendant l'unité de temps, une surface infiniment petite o,

située dans l'intérieur du prisme, perpendiculairement aux z,

, \ — o P \ dv
est, d’'apres les théorémes cités, égale 3 — K 7o Cette
cxpression est générale, et en lappliquant aux points pour
lesquels la coordonnée z a sa valeur compléte Z, on en conclut

que la quantité de chaleur qui traverse le rectangle dx dy,
, . d \
placé a la superficie, est — K dx dy d_?j’ en donnant a z,

. d \
dans la fonction d—z, sa valeur complete /. Donc les deux

" d . A .
quantites —K dx dy d_: et & dx dy v, doivent étre égales,

afin que l'action des molécules convienne avec celle du
milieu. Cette égalité doit aussi subsister si F'on donne & z,

. d . .
dans les fonctions 7: et v, la valeur — 7, ce qui a lieu pour

la face opposée a celle que l'on considérait d’abord. De plus,
la quantité de chaleur qui traverse une surface plane infi-
niment petite o , perpendiculaire 4 laxe des y, étant

dv . , . N N

— Ko -, 1l sensuit que celle qui s’écoule a travers un
dy

rectangle dx d z, placé sur une face du prisme perpendi-

dv

culaire aux y, est —K dax dz pe

en donnant a y, dans la

. d \
fonction 77—’, sa valeur complete /. Or, ce rectangle dzx dz,
¥

te ] R T T I L L L R RN R RN I R L RN AR E R
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laisse échapper dans l'air une quantité de chaleur exprimée
par & dx dz v; il est donc nécessaire que I'on ait I'équation

hv=—K %—;, lorsquon fait y=1, ou y=—1, dans les

d v

fonctions v et v
4

125.

La valeur de la fonction v doit étre, par hypothese, égale
a A, lorsqu'on suppose x =0, quelles que soient les valeurs
de y et de z. Ainsi, la fonction cherchée v est déterminée
par les conditions suivantes : 1° elle satisfait pour toutes
les valeurs de x, ¥, = a 'équation générale

d* » 4 d* " d‘v____O.

da* dy? dz* )

20 elle satisfait & Téquation /v + 42

q K Iy

vaut a /, ou — 1/, quelles que soient x et z, ou a I'équation
k dv

g+ =0, lorsque z équivaut a /, ou a —/, quelles

que soient x et y; 3° elle satisfait a I'équation v=A, lors-

= 0, lorsque y équi-

que x==0, quelles que soient y et z.

SECTION V.

.E'quations du mouvement varié de la chaleur dans un
cube solide.

126.

Un solide, de forme cubique, dont tous les points ont ac-
quis une méme température,, est placé dans un courant uni-
forme d'air atmosphérique, entretenu a la température o.

phenque,
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Il s'agit de déterminer les états successifs du corps pendant
toute la durée du refroidissement.

Le centre du cube est pris pour origine des coordonnées
rectangulaires ; les trois perpendiculaires , abaissées de ce
point sur les faces, sont les axes des x, des y et du z; 2/ est
le coté du cube, v est la température a laquelle un point
dont les coordonnées sont z, ¥, z, se trouve abaissé, apres
le temps ¢, qui s'est écoulé depuis le commencement du
refroidissement : la question consiste a déterminer la fone-
tion v, qui contient x, y, z et &

127.

Pour former I'équation génerale a laquelle » doit satis-
faire , on cherchera quel est le changement de tempdrature
qu'une portion infiniment petite du solide doit éprouver
pendant l'instant d¢, en vertu de l'action des molécules qui
en sont extrémement voisines. On considérera donc une
molécule prismatique comprise entre six plans rectangu-
laires ; les trois premiers passent par le point m, dont les
coordonnées sont z, ¥, z, et les trois autres , par le point 72,
dont les coordonnées sont x +dx, y +dy, z+ dz.

La quantité de chaleur qui pénetre pendant I'instant d't
dans la molécule, a travers le premier rectangle dy dz per-

. . d .
pendiculaire aux x, est — K dy dz 3—;} dt, et celle qui'sort

dans le méme temps de la molécule, par la face opposée, se
trouve en mettant x + dx au lien de x, dans I'expression

précédente, elle est —K dy dzg-;j dt—Kdydzd (T;) de,

cette différentielle étant prise par rapport a x seulement.
La quantité de chaleur qui entre pendant I'instant d¢ dans

IR TR 3 " LR LN R R L T LR A L AR KRR L A LA AL AL LA AN A
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la molécule, a travers le premier rectangle dx dz, perpen-
diculaire a I'axe des y, est —K dxdz %ﬂ dt, et celle qui

Y
sort de la molécule, dans le méme instant, par la face op-
, . dv d» o
posée,est — K da dzd—fdt —Kdx dzd(d—f> dt, la dif-
férentielle étant prise par rapport a y seulement. La quantité
de chaleur que la molécule recoit pendant linstant d¢,
par sa face inférieure perpendiculaire & l'axe des z, est

—Kdxd y% dt, et celle qu'elle perd par la face opposée

dz
tielle étant prise par rapport a z seulement.

est —Kdzdy 2. dt —Kdzdyd (57) d¢, 1a différen-

Il faut maintenant retrancher la somme de toutes les
quantités de chaleur qui sortent de la molécule de la somme
des quantiss qu'elle recoit , et la différence est ce qui déter-
mine son accroissement de température pendant un instant :
cette différence est

Kdydzd(52)dt +Kdz dzd(%) dt+Kdzdyd(3))de,

oudedydsz—;g—l—%§+%ldt.
128.

Si I'on divise la quantité que I'on vient de trouver par
celle qui est nécessaire pour élever la molécule de la tem-
pérature o a la température 1, on connaitra I'accroissement
de température qui s'opere pendant l'instant d¢. Or, cette
derniere quantité est C.D dx dy dz: car C désigne la capa-
cité de chaleur de la substance; D sa densité, et dx dy dz
le volume de la molécule. On a donc, pour exprimer le mou-



122 THEORIE DE LA CHALEUR.
vement de la chaleur dans l'intérieur du solide, 'équation
” . . .
a—co(@ G E) @
129.

H reste a former les équations qui se rapportent a l'état
de la surface, ce qui ne présente aucune difficulté, d'apres les
principes que nous avons établis. En effet , la quantité de
chaleur qui traverse, pendant I'instant d¢, le rectangle dx dy,

. . . d
tracé sur un plan perpendiculaire aux x, est —K dydz E_:? dt.

Ce résultat, qui s'applique a tous les points du solide, doit
avoir lieu aussi lorsque la valeur de x est égale a /, demi-
épaisseur du prisme. Dans ce dernier cas, le rectangle dy dz
étant placé a la superficie, la quantité de chaleur qui le tra-
verse , et se dissipe dans l'air pendant linstant d¢, est
exprimée par k2 dy dz v dt, on doit donc avoir, lorsque

), . - d . . .
x=1[, I'équation Av=—K 71—2 Cette condition doit aussi

étre satisfaite lorsque x =—1.

On trouvera de méme que, la quantité de chaleur qui
traverse le rectangle dx dz situé sur un plan perpendicu-

d

22, et celle
dy
qui a la superficie s'’échappe dans l'air 4 travers ce méme
rectangle étant A dx dz » dt, il est nécessaire que l'on ait

laire a l'axe des y étant en général —Kdx dz

équation 2 » + K (fi—;:o, lorsque y=/ou=—1/. Enfin on
obtient pareillement I'équation déterminée 2» + K %:0,
qui est satisfaite lorsque z=/ou=—/.

13o0.

La fonction cherchée, qui exprime le mouvement varié¢ de
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Ja chaleur dans Tintérieur d'un solide de forme cubique
doit done étre déterminée par les cenditions suivantes :
1° Elle satisfait a 'équation générale
dw» K d v d* v d* v
= Ceo\Te T T );

a2 Flle satisfait aux trois équations déterminées
dv dw
/l?) -+ K;l—;——— O, }L’U +KTI’:}-’_O’ }L’U —+- KE_O’
qui ont lieu lorsque x==+/. y==%/, z==+/;

3¢ Si, dans la fonction » qui contient &, ¥, z, £, on fait
t=o, quelles que soient les valeurs de x, y et z, on doit
avoir, selon T'hypothese,»=A, qui est la valeur initiale et.
commune de la température.

131.

L'équation 4 laquelle on est parvenu dans la question pré-
cédente, représente le mouvement de la chaleur dans l'in-
térieur de tous les solides. Quelle que soit en effet la forme
du corps, il est manifeste qu'en le décomposant en molécules
prismatiques, on obtiendra ce méme résultat. On pourrait
donc se borner & démontrer ainsi I'équation de la propagation
de la chaleur. Mais afin de rendre plus complete I'exposition
des principes, et pour que l'on trouve rassemblés dans un
petit nombre d’articles consécutifs les théorémes qui servent
a établir'équation générale de la propagation dans l'intérieur
des solides, et celles qui se rapportent a I'état de la surface,
nous procéderons, dans les deux sections suivantes, a la re-
cherche de ces équations, indépendamment de toute question
particuliere, et sans recourir aux propositions élémentaires
que nous avons expliquées dans I'introduction.
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SECTION VL

Eguation générale de la propagation de la Chaleur dans
Uintérieur des solides.

132.

THEOREME I
St les différents points d’'une masse solide homogeéne, com-
prise entre six plans rectangulaires, ont des tempdratures
actuelles determinées par U'équation linéaire

v=A-—ax—0by—cz (a)

et st les molécules placées a la surface extérieure sur les six
plans qui terminent le prisme sont retenues, par une cause
quelconque, a la température exprimee par Uéquation (a);
toutes les molécules sttuces dans Uintérieur de la masse con-
serveront d’elles-memes leur température actuelle, en sorte
qu’il ne surviendra aucun changement dans U'état du prisme.
v désigne la température actuelle du point dont les coor-
données sont x, y, z; A, a, b, ¢, sont des coéflicients
constants.

Pour démontrer cette proposition , considérons dans le
solide trois points quelconques m M yu, placés sur une méme
droite m p, que le point M divise en deux parties égales;
désignons parx, y, z, les coordonnées du point m, et par v
sa température, par x +a, ¥+ £, 2+ v les coordonnées
du point p., et par w sa température, par x—a, y—B,2—y,
les coordonnées du point 72, et par z sa température, on

aura
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v=A—ax—by—cz, w=A—a(x+a)—b(y+p)—c(z+y)

U= A—a(@—a)— b (y —8)—c(z—1),
d’otr 'on conclut

v—w=a«+ b +cy, et u—v=—au+bf+cy.

Donc v —w=—u—m.

Or la quantité de chaleur qu'un point recoit d'un autre
dépend de la distance des deux points et de la différence de
leurs températures. Donc I'action du point M sur le point g
est égale a I'action de /2 sur M, ainsi le point M recoit autant
de chaleur de m quil en envoie au point .

On tirera la méme conséquence quelles que soient la direc-
tion et la grandeur de la ligne qui passerait par le point M,
et quil diviserait en deux parties égales. Donc il est impos-
sible que ce point change de température, car il recoit de
toutes parts autant de chaleur qu'il en donne. Le méme rai-
sonnement s'applique aux autres points; donc il ne pourra
survenir aucun changement dans I'état du solide.

133.
COROLLAIRE I.

Un solide étant compris entre deux plans infinis paralleles
A et B, on suppose que la température actuelle de ses diffé-
rents points est exprimeé par I'équation »=—1 —z, et que
les deux plans qui le terminent sont retenus par une cause
quelconque, I'un A & la temperature 1, et 'autre B & la tem-
perature o : ce cas particulier sera donc compris dans le
lemme précédent, en faisant A =1, a=o0,b=0, c=1.
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134.
COROLLAIRE II.

Si 'on se représente dans l'intérieur du méme solide un
plan M parallele 4 ceux qui le terminent, on voit qu'il
s'écoule & travers ce plan une certaine quantité de chaleur
pendant l'unité de temps; car deux points tres-voisins, tels
que m et n, dont I'un est au-dessous du plan et lautre au-
dessus, sont inégalement échauftés; le premier, dont la tem-
pérature est plus élevée, doit donc envoyer au second , pen-
dant chaque instant, une certaine quantité de chaleur qui,
au reste , peut étre fort petite, et méme insensible, selon la
nature du corps et la distance des deux molécules. 1l en est
de méme de deux autres points quelconques sépares par le
plan. Le plus échauffé envoie 4 I'autre une certaine quantité
de chaleur, et la somme de ces actions partielles, ou de toutes
les quantités de chaleur envoyées a travers le plan, compose
un flux continuel dont la valeur ne change point, puisque
toutes les molécules conservent leur température. Il est
facile de prouver que ce flux ou la quantité de chaleur qui
traverse le plan M pendant U'unité de temps, équivaut & celle
qui traverse, pendant le meme temps, un autre plan N pa-
ralléle au premier. En effet, la partie de la masse qui est
comprise entre les deux surfaces M et N, recevra continuel-
lement, 4 travers le plan M, autant de chaleur qu'elle en perd
a travers le plan N. Si la quantité de chaleur qui, pénétrant
au-deld du plan M, entre dans la partie de la masse que 'on
considére, n’était point égale a celle qui en sort par la sur-
face opposée N, le solide compris entre les deux surfaces
acquérerait une nouvelle chaleur, ou perdrait une partie de
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celle qu'il a, et ses températures ne seraient point constantes,
ce qui est contraire au lemme précédent.

135.

On prend pour mesure de la conducibilité spécifique d'une
substance donnée la quantité de chaleur qui, dans un solide
infini, formé de cette substance, et compris entre deux plans
paralleles, s’écoule pendant T'unité de temps a travers une
surface égale a I'unité, et prise sur un plan intermédiaire
quelconque, parallele aux plans extérieurs dont la distance
est égale a 'unité de mesure, et dont l'un est entretenu a la
tempcrature 1, et lautre a la température o. On désigne par
le coéfficient K, ce flux constant de chaleur qui traverse
toute I'étendue du prisme, et qui cst la mesure de la condu-
cibilité.

136.

LEMME.

St l'on suppose que toutes les températures du solide dont
il Sagit dans Uarticle précédent, sont multiplices par un
nombre quelconque g, en sorte que léquation des tempe-
ratures soit v=—=g — gz, au lieu d'étre v=1—z, et si les
deux plans extérieurs sont entretenus, l'un a la température g,
et lautre a la température o, le flux constant de chaleur,
dans cette seconde hypothese, ou la quantité qui, pendant
lunité de temps traverse Lunité de surface prise sur un plan
intermédiaire paralléle aux bases, est égale au produit du
premier flux K, multiplié par g.

En effet, puisque toutes les températures ont été aug-
mentées dans le rapport d'un a g, les ditférences des tem-
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pératures des deux points quelconques m et 1, sont aug-
mentées dans le méme rapport. Donc, suivant le principe
de la communication de la chaleur, il faut, pour connaitre
la quantité de chaleur que m envoie a y, dans la seconde
hypothese , multiplier par g la quantité que ce point m en-
voyait & p dans la premiere. Il en serait de méme des deux
autres points quelconques. Or, la quantité de chalear qui
traverse un plan M résulte de la somme de toutes les actions
que les points m m' m' m" etc., situés dun méme cété du
plan, exercent sur les points p, p', 1", 2", etc., situés de lautre
coté. Donc, si dans la premiére hypothese le flux constant
est désigné par K, il sera égal a4 gK, lorsqu'on aura mul-
tiplié toutes les températures par g.

137.
THEOREME II.

Dans un prisme dont les températures constantes sont
exprimées par Uéquation v—=A —ax—0by —cz, et que
terminent six plans rectangulaires dont tous les points sont
entretenus aux températures déterminées par U'équation pre-
cédente, la quantité de chaleur qui, pendant l'unité de
temps, traverse Lunité de surface prise sur un plan inter-
médiaire quelconque perpendiculaire aux z, est la meme que
le flux constant dans un solide de méme substance, qui
serait compris entre deux plans paralléles infinis, et pour
lequel I équation des températures constantes serait v—=c—-cz.

Pour le démontrer, considérons dans le prisme, et ensuite
dans le solide infini, deux points m et x. extrémement voisins
et séparés par le plan M, perpendiculaire a I'axe des z; . étant
au-dessus du plan, et m au-dessous ( Foy. fig. 4.), choi-
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sissons au-dessous du méme plan un point m’ tel que la
perpendiculaire abaissée du point p sur le plan soit aussi
perpendiculaire sur le milieu / de la distance m m'. Désignons
par x, y, z + & les coordonnées du point ., dont la tem-
pérature est w, par x—a«,¥ — B, z les coordonnées de m,
dont la température est », et par x +a, ¥ + 8, 2 les coor-
données de m' dont la température est v.

Laction de m sur y, ou la quantité¢ de chaleur que m
envoie a p. pendant un certain temps, peut étre exprimée
par ¢ (v—w). Le facteur ¢ dépend de la distance m p, et
de la nature de la masse. L'action de m' sur p sera donc
exprimée par ¢ (v'—w); et lc facteur ¢ est le méme que
dans Vexpression précédente; donc la somme des deux
actions de 2 sur u, et de 72’ sur ., ou la quantité de chaleur
que p. recoit de m et de m2, est-exprimée par

g (v—w +v—w).

Or, si les points m, p., m' appartiennent au prisme, on a

w=A—ax—by—e(z+rh),v=A—axr—a—by—p—cz,
etvV=A-—a®Vta_2hy+p—cz; etsi ces mémes points
appartenaient au solide infini, on aurait, par hypothese,
W=—=Cc—c¢C2z+h, v==cCc—cz, et V=Cc—C2Z.
Dans le premier cas, on trouve
g(v—w+ 2V —w)=2gch,

et, dans le second cas, on a encore le méme résultat. Donc
la quantité de chaleur que p recoit de m et de m' dans la

premiere hypothese , lorsque 'équation des températures
constantes est v=—= A —ax — by — ¢z, équivaut a la
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quantité de chaleur que p recoit de m et de m/, lorsque
I'équation des températures constantes est v =c¢ —cz.

On tirerait la méme conséquence par rapport a trois
autres points quelconques m' ¢’ m’, pourvu que le second
¢ fut placé a égale distance des deux autres, et que la hau-
teur du triangle isoscele m' ' m’ fut parallele aux z. Or, la
quantité de chaleur qui traverse un plan quelconque M
résulte de la somme des actions que tous les points m, m/,
m', m", etc. situés d’'un coté de ce plan, exercent sur tous
les points p p' " 1", etc. situés de I'autre coté : donc le flux
constant qui, pendant I'unité de temps, traverse une partie
déterminée du plan M dans le solide infini, est égale a la
quantité de chaleur qui sécoule dans le méme temps a
travers la méme portion du plan M dans le prisme dont les
températures sont exprimées par I'équation

v=A—ax—by—cz.
138.
COROLLAIRE.

Le flux a pour valeur CK dans le solide infini, lorsque
la partie du plan qu’il traverse est l'unité de surface. /{ a

. . dv
donc ausst dans le prisme la méme valeur c K ou—K 7

On prouve de la méme maniere gue le flux constant qui
a liew, pendant Uunité de temps, dans le méme prisme a
travers Lunité de surface sur un plan quelconque perpendz‘-

. , . dv . .
culaire aux y est égal a bk ou — K Iy et que celui que
traverse le plan perpendicularire aux x a pour valeur a K

dv
Ou—KT'
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139.

Les propositions que I'on a démontrées dans les articles
précédents s'appliquent aussi au cas ou l'action instantande
d’'une molécule s'exercerait dans lintérieur de la masse,
jusqu’a une distance appréciable. Il faut, dans ce cas, sup-
poser que la cause qui retient les tranches extérieures des
corps dans I'état exprimé par I'équation linéaire, affecte la
masse jusqu’a une profondeur finie. Toutes les observations
concourent a prouver que, dans les solides et les liquides,
la distance dont il s'agit est extrémement petite.

1/o.

THEOREME III

Si les températures des points d’un solide sont exprimees
par l'équation » =f (x, y, z, t), dans laquelle z, ¥, z
sont les coordonnées de la molécule dont la température est
égale a v apres le temps écoulé £; le flux de chaleur qui
traverse une partie d'un plan tracé dans le solide, et per-
pendiculaire a I'un des trois axes, n'est plus constant; sa
valeur est différente pour les différentes parties du plan, et
elle varie aussi avec le temps. Cette quantité variable peut
étre déterminée par le calcul.

Soit & un cercle infiniment petit dont le centre coincide
avec le point m du solide et dont le plan soit perpendicu-
laire a la coordonnée verticale z; il s'écoulera pendant
linstant d ¢, & travers ce cercle, une certaine quantité de
chaleur qui passera de la partie du solide inférieur au plan
du cercle, dans la partie supérieure. Ce flux se compose de
tous les rayons de chaleur qui partent d’un point inférieur,
et parviennent a un point supérieur, en traversant un point



32 THEORIE DE LA CHALEUR.

de la petite surface ». Nous allons démontrer que la valeur
. dv
du flux a pour expression — K —- o dze.

Désignons par x'y 2 les coordonnées du point 2 dont la
température est v'; et supposons que l'on rapporte toutes
les autres molécules a ce point m choisi pour l'origine de
trois nouveaux axes paralleles aux précédents; soient &, 1, {,
les trois coordonnées d'un point rapporté a lorigine m;
on aura, pour exprimer la température actuelle w d'une
molécule infiniment voisine de m, 'équation linéaire

o £ d dv' 4 d2'
opp s , dv dd do )
Les coéfficients 2/, ——, 2y dz sont les valeurs que l'on

, . dv dv dv
trouve, en substituant dans les fonctions », —, T o’

aux variables x, ¥, z, les quantités constantes &/, Y, 2z, qui
mesurent les distances du point m aux trois premiers axes
des x, des y, des z.

Supposons maintenant que le méme point m soit aussi
une molécule intérieure d'un prisme rectangulaire compris
entre six plans perpendiculaires aux trois axes dont m est
l'origine; que la température actuelle w de chaque molécule
de ce prisme, dont les dimensions sont finies, soit exprimée
par I'équation lindaire w=—A + at + bn + cf, et que les
six faces qui terminent le prisme soient retenues aux tem-
pératures fixes que cctte derniere équation leur assigne.
Létat des molécules intérieures sera aussi permancnt, et il
s'écoulera pendant l'instant d ¢, a travers le cercle «, une
quantité de chaleur que mesure Vexpression — kc o dt.
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Cela posé, si I'on prend pour les valeurs des constantes

o, oo dY dv dY 4. .
a, b, ¢, les quantites v, ﬁ, d—;’ dt , Vétat fixe du prisme

sera exprimé par I'équation
o dv'z_i_dv' +d?)’t
w=v -+ dy K dz ™
Ainsi les molécules infiniment voisines du point /2 auront,
pendant Tinstant d £, la méme température actuelle dans le
solide dont l'état est variable, et dans le prisme dont I'état
est constant. Donc le flux qui a lieu au point m pendant
linstant d £, & travers le cercle infiniment petit o, est le
méme dans l'un et I'autre solide: donc il est exprimé par

On en conclut la proposition suivante :

S¢ dans un solide dont les températures interieures varient
avec le temps, en vertu de Uaction des moldcules , on trace
une ligne droite quelconque, et que Uon éléve (voy. fig. 5),
aux différents points de cette ligne, les ordonnées p m d'une
courbe plane égales aux températures de ces points prises aw
méme instant ; le flux de chaleur, en chaque point p de la
droite, sera proportionnel & la tangente de langle o que
fait Uélément de la courbe avec la parallele aux abaisses ;
cest-a-dire que si I'on plagait au point p le centre dun
cercle infiniment petit o, perpendiculaire & la ligne, Ia
quantité de chaleur écoulée pendant un instant d ¢, a travers
ce cercle, dans le sens suivant lequel les abaisses @ p crois-
sent, aurait pour mesure le produit de quatre facteurs qui
sont la tangente de l'angle «, un coéfficient comstant K,
l'aire o du cercle, et la durée d ¢ de l'instant.
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i41.
COROLLAIRE.

Si l'on représente par ¢ l'abaisse de cette courbe ou la
distance d'un point p de la droite 4 un point fixe o; et par
v lordonnee qui représente la temperature du point p;
v variera avec la distance ¢ et sera une certaine fonction fe
de cette distance ; la quantité de chaleur qui s'écoulerait a

1

travers le cercle w, placé au point p perpendiculairement a

la ligne,, sera — K 7 . dt, ou—K ' (f)udt, en dési-

de
gnant par /" (¢) la fonction %-

Nous donnerons & ce résultat 'expression suivante, qui
facilite les applications.

Pour connaitre le flux actuel de la chaleur en un point p
d’'une droite tracée dans un solide, dont les températures
varient par Uaction des molecules , il faut diviser la diffe-
rence des températures de deux points infiniment voisins du
point p par la distance de ces points. Le flux est propor-
tionnel au quotient.

142.
THEOREME IV.

Il est facile de déduire des théorémes précédents les
équations générales de la propagation de la chaleur.

Supposons que les différents points d'un solide homogéne
d'une forme quelconque, aient recu des temperatures ini-
tiales qui wvarient successivement par Ueffet de Uaction mu-
tuelle des molécules, et que [équation v="f (x,y,z,t)
représente les états successifs du solide , on va démontrer que
la fonction v de quatre wariables satisfait necessairement
a Uéquation
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dv K rdwv v d*v
Z=cp\dzt oyt T)

En effet, considérons le mouvement de la chaleur dans
une molécule comprise entre six plans perpendiculaires
aux axes des x, des y, et des z, les trois premiers de ces
plans passent par le point m, dont les coordonnées sont
Z, ¥, z, et les trois autres passent par le point n, dont les
coordonnées sontx + dx,y +dy, z + dz.

La molécule recoit pendant linstant d¢, & travers le
rectangle inférieur dx dy, qui passe par le point m, une

quantité de chaleur égalea — K d x a’y ~- dt Pour con-

naitre la quantité qui sort de la molécule par la face opposée,
il suffit de changer dans I'expression précédente z en z + dz,
C'est-a-dire d’ajouter a cette expression sa propre différen-
tielle prise par rapport & z seulement; on aura donc

d v

—Kde.dy22dt—Kda.dy d(5%)dzde

dz

pour la valepr de la quantité qui sort & travers le rectangle
supérieur. La méme molécule regoit encore & travers le pre-
mier rectangle d x d z qui passe par le point 72, une quan-

a_ ’ 1 d s 10 -
tité de chaleur égale 4 — K d—; dx.dz.dt; etsilon ajoute

a cette expression sa propre différentielle prise par rapport
a y seulement, on trouve que la quantité qui sort i travers
la face opposée d x d z, a pour expression

Fda dzdt_Kd( )dydx dzde.
Tdy
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Enfin cette molécule recoit, par le premier rectangle dy dz

une quantité de chaleur égale a — K %‘ dy dz dt, et ce

qu'elle perd a travers le rectangle opposé, qui passe par nz,

a pour expression

—hj—i Ay dzdt —Kd <—:§%>d.z dydzdt
dx

I1 faut maintenaut prendre la somme des quantités de
chaleur que la molécule regoit, et en retrancher la somme
de celles qu'elle perd. On voit par-la qu'il s'accumule durant
linstant d ¢ dans T'intérieur de cctte molécule, une quantité

totale de chaleur égale 4 K (% + Z’Tv + ‘2:) drdydzdt
{l ne s'agit plus que de connaitre quel est l'accroissement de
température qui doit résulter de cette addition de chaleur.
D étant la densité da solide, ou le poids de l'unité de

volume, et C la capacite specifique, ou la quantité de chaleur
qui éleve l'unité de poids de la température o a la tempéra-
ture 1; le produit C.D dx dy dz exprime combien il faut
de chaleur pour é¢lever de o 4 1 la molécule dont le volume
est dx dy dz. Donc en divisant par ce produit la nouvelle
quantité de chaleur que la molécule vient d’acquérir, on
aura son accroissement de température. On obtient ainsi
I'équation générale

dv K » ) :

Z=anlm it W

qui est’celle de la propagation de la chaleur dans l'intérieur
de tous les corps solides.
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143.

Indépendamment de cette équation, le systéme des tem-
pératures est souvent assujéti a plusieurs conditions déter-
minées , dont on ne peut donner.une expression génerale,
puisqu’elles dépendent de I'espece de la question.

Si la masse dans laquelle la chaleur se propage a des di-
mensions finies, et si la superficie est retenue par une cause
spéciale dans un état donné; par exemple, si tous ses points
conservent, en vertu de cette cause, la température cons-
tante o, on aura, en désignant la fonction inconnue v par
¢ (z,y,3,t), I'équation de condition ¢ (x,y,z,¢) =0; il
est nécessaire quelle soit satisfaite pour toutes les valcurs
de x, ¥, z, qui appartiennent aux points de la surface exté-
térieure, et pour une valeur quelconque de &.

De plus, si I'on suppose que les températures initiales du
corps sont exprimées par la fonction connue F (2,y, z),
on a aussi I'équation ¢ (x,y,%,0) = F (z,y, 2); la condi-
tion exprimée par cette équation doit étre remplie pour
les valeurs des coordonnées x, y, z, qui conviennent a un
point quelconque du solide.

144.

Au lieu d'assujétir la surface du corps a une température
constante, on peut supposer que cette température n'est pas
la méme pour les différents points de la surface, et qu'elle
varie avec le temps suivant une loi donnée; c'est ce qui a
lieu dans la question des températures terrestres. Dans ce
cas I'équation relative a la surface, contient la variable ¢

145.

Pour examiner en elle-méme, et sous un point de vue

tres-général, la question de la propagation de la chaleur. il
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faut supposer que le solide, dont U'état initial est donné, a
toutes ses dimensions infinies ; alors aucune condition spé-
ciale ne trouble la diffusion de la chaleur, et la loi a la-
quelle ce principe est soumis, devient plus manifeste : elle
est exprimée par I'équation genérale

dv K dv d*v d*v»
Zi—cp\dn Y7, Tt ﬁ) ’

a laquelle il faut joindre celle qui se rapporte a I'état initial

et arbitraire du solide.

Supposons que la température initiale d'une molécule
dont les coordonnées sont z, ¥, z, soit une fonction connue
F(x,y,z),et désignons la valeur inconnue » par¢ (, y, z, ¢),
on aura l'équation déterminée ¢ (z, ¥, z, 0) = F(x, y, z);
ainsi la question est réduite a intégrer I'équation générale (A)
ensorte quelle convienne, lorsque le temps est nul, avec
I'équation qui contient la fonction arbitraire F.

SECTION VII.
Eguan'on generale relative a la surface.

146.

Si le solide a une forme déterminée, et si la chaleur pri-
mitive se dissipe successivement dans l'air atmosphérique
entretenu a une température constante , il faut ajouter a
I'équation générale (A) et a celle qui représente I'état initial,
une troisieme condition relative & I'état de la surface. Nous
allons examiner dans les articles suivants, la nature de I'équa-
tion qui exprime cette derniére condition.
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Considérons 1'état variable d'un solide dont la chaleur se
dissipe dans lair, entretenu & une température fixe o. Soit o
une partie infiniment petite de la surface exterieure, et p. un
point de o, par lequel on fait passer une normale a la sur-
tace; les différents points de cette ligne ont au méme in-
stant des températures différentes.

Soient v la température actuelle du point p., prise pour
un instant déterminé, et w la température correspondante
d'un point v du solide pris sur la normale, et distant du
point u d'une quantité infiniment petite a. Désignons par
x,%, %, les coordonnées du point y, et par

x+ 8z, y+3y,z+ 8z,

celles du point v; soient f (x,y,z)==o0 l'équation connue
de la surface du solide, et v=09(x, 5, z, t) I'équation géné-
rale qui doit donner la valeur de v en fonction des quatre
variables x, ¥, z, t. En différentiant I'équation f(z, y, z)=0,
onaura mdx+ndy+pdz=o;m,n,p sont des fonc-
tions de x, ¥, z

Il résulte du corollaire énoncé dans larticle 141, que le
flux , dans le sens de la normale, ou la quantité de chaleur
qui traverserait pendant I'instant d¢ la surface o, st on la
placait en un point quelconque de cette ligue, perpendlcu-
lairement & sa direction , est proportionnelle au quotient
que 'on obtient en d1v1sant la différence de température de
deux points infiniment voisins par leur distance. Donc l'ex-
pression de ce flux & l'extrémité de la normale est

—I&w—?)w (lt,'

K désignant la conducibilité spécifique de la masse. D'un
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autre coté la surface o laisse échapper dans lair, pendant
I'instant d¢, une quantité de chaleur égale a Avwd¢; A étant
la conducibilité relative a l'air atmosphérique. Ainsi le flux
de chaleur a l'extrémité de la normale a deux expressions

différentes , savoir: Av o dtet — k “—"ud¢t; donc ces deux

quantités sont égales; et c'est en exprimant cette égalité,
que l'on introduira dans le calcul la condition relative a la

surface.
147.
dy dv .
Onaw=a+ 81;.._1)+ 8x+ f8y+ 7, 8% Oril
suit des principes de la geometrle, que les coordonnées

dx, 3y, dz, qui fixent la position du point v de la normale
par rapport au point p, satisfont aux conditions suivantes :

plx=midz,pdy=niz

On a donc
1 dv dv
w—v=_(mmtrg Erp )i
on a aussi

o= \/8x’+8y’+8z’=;(m’+n’ +p') iz,
ou a:}%é‘ z, en désignant par ¢ la quantité

(m 4w+ pt):

-~

donc
w—

_<m ? yn2? +pd1)) ;
dy dz/)q’
par conséquent legahte
w—
hvodi=—k("=")ude
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devient la suivante

77zd—73+zz@4-[)[{;v+llvq:o. (B)

dx dy dz k /

Cette équation est déterminée et ne s'applique quaux points
de la surface; elle est celle que l'on doit ajouter a I'équation
geénérale de la propagation de la chaleur (A), et & la con-
dition qui détermine I'état initial du solide ; 7z, n,p, q, sont
des fonctions connues des coordonnées des points de la
surface,

148.

L'équation B signifie en général que le décroissement de
la température, dans le sens de la normale, a lextrémité du
solide , est tel que la quantité de chaleur qui tend a sortir
en vertu de 'action des molécules, équivaut toujours & celle
que le corps doit perdre dans le milicu.

On pourrait concevoir que la-masse du solide est pro-
longée, en sorte que la surface au lieu d’étre exposée a l'air,
appartient a-la-fois au corps qu'elle termine, et & une enve-
loppe solide qui le contient. Si, dans cette hypothese, une
cause quelconque réglait a chaque instant le décroissement
des températures dans 'enveloppe solide, et la déterminait
de maniére que la condition exprimée par I'équation B, firt
toujours satisfaite, I'action de I'enveloppe tiendrait lieu de
celle de l'air, et le mouvement de la chaleur serait le méme
dans l'un et I'autre cas: on peut donc supposer que cette
cause existe, et déterminer, dans cette hypothese , I'état
variable du solide; c’est ce que I'on fait en employant les
deux équations A et B.

On voit par-la comment linterruption de la masse et
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l'action du milieu, troublent la diffusion de la chaleur en
I'assujétissant a4 une condition accidentelle.
149.

On peut aussi considérer sous un autre point de vue cette
équation (B), qui se rapporte a I'état de la surface; il
faut auparavant déduire une conséquence remarquable du
théoréme 11 (art. 140). Nous conserverons la construction
rapportée dans le corollaire du méme théoréme (art. 141).
Soient x, y, z les coordonnées du point p et

x+dx,y+38y, z+8z,

celles d'un point ¢ infiniment voisin de p, et marqué sur
la droite dont il s'agit; désignons par v et w les tempéra-
tures des deux points p et g prises pour le méme instant,
on aura

duw

L . dv dv .
w=v+dv=2+ =3z + ;}8y+‘§3z,

donc le quotient

dv_dvdx  dvdy  dvi:z . 2 s ).
P S b i o 5ot Ss—-—\/Sw + 3y + 82

ainsi la quantité de chaleur qui s'écoule & travers la surface
« placée au point m, perpendiculairement a la droite, est
. dv dx dv 8y dvdz
. . dv
Le premier terme est le produit de— % — par d¢ et par
dx . .y sy .
w-; Cette derniére quantité est, d'apres les principes de la

géométrie, l'aire de la projection de w sur le plan des yet z;
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ainsi le produit représente la quantité de chaleur qui s'écou-
lerait a travers laire de la projection, si on la placait au
point p, perpendiculairement a I'axe des .

d , o,
Le second terme — £ 2—7—) ® Ly dt représente la quantité
y o

de chaleur qui traverserait la projection de o, faite sur le
plan des x et z, si on plagait cette projection au point p,
parallelement a elle-méme.

. d ,
Enfin le troisicme terme — k% d—:mg—: d t représente la

quantité de chaleur qui s’écoulerait pendant l'instant d¢, a
travers la projection de o sur le plan deszety, si I'on placait
cette projection au point p, perpendiculairement & la coor-
donnée z.

On voit par-la gue la quantité de chaleur quz s'cécoule a
travers chaque partie infiniment petite d'une surface tracée
dans linterieur du solide, peut toujours étre decomposée
en trows autres, qui pénétrent les trois projections ortho-
gonales de la surface, selon des directions perpendiculaires
aux plans des projections. Ce résultat donne naissance
des propriétés analogues a celles que l'on remarque dans
la théorie des forces.

15o.

La quantité de chaleur qui s'écoule a travers une surface
plane, infiniment petite o, donnée de figure et de position ,
étant équivalente a celle qui traverserait ses trois projections
orthogonales, il s'ensuit que, si l'on congoit dans lintérienr
du solide un élément d'une figure quelconque, les quantités
de chaleur qui pénetrent dans ce polyedre par ses diffé-
rentes faces, se compensent reciproquement; ou plus exacte-



144 THEORIE DE LA CHALEUR.

ment, la somme des termes du premier ordre, qui entrent
dans l'expression de ces quantités de chaleur recues par la
molécule, est zéro; ensorte que la chaleur qui s’y accumule
en effet; et fait varier sa température, ne peut étre exprimée
que par des termes infiniment plus petits que ceux du pre-
mier ordre.

On voit distinctement ce résultat lorsqu’on établit I'équa-
tion générale (A), en considérant le mouvement de la chaleur
dans une molécule prismatique (articles 127 et 142); on le
démontre encore pour une molécule d'une figure quelcon-
que, en substituant a la chaleur recue par chaque face,
celle que recevraient ses trois projections.

11 est d'ailleurs nécessaire que cela soit ainsi : car, sl une
des molécules du solide acquérait pendant chaque instant
une quantité de chaleur exprimée par un terme du premier
ordre, la variation de sa température serait infiniment plus
grande que celle des autres molécules, cest-a-dire, que
pendant chaque instant infiniment petit, sa température aug-
menterait ou diminuerait d'une quantité finie; ce qui est
contraire a l'expérience.

151.

Nous allons appliquer cette remarque a une molecule
placée a la surface extérieure du solide.

Par un point @ (voy. fig. 6), pris sur le plan des z et
y, menons deux plans perpendiculaires, 'un a l'axe des
x, lautre a Taxe des y. Par un autre point 0 du méme
plan, infiniment voisin de @, menons aussi deux plans
paralleles aux deux précédents; les ordonnées z, élevées
aux points a, b, ¢, d, jusqua la surface extérieure du
solide, marqueront sur cette surface quatre points &', &, c,d,
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et seront les arétes d'un prisme tronqué, dont la base est
le rectangle abcd. Si par le point @, qui désigne le moins
€levé des quatre points &, b, ¢,d' on fait passer un plan
A 1 . .

parallele a celui des z et y, on retranchera du prisme tron-
qué une molécule, dont une des faces, savoir: a' & ¢ d se
confond avec la superficie du solide. Les valeurs des quatre
ordonnées aa’ cc' dd bb' sont les suivantes :

aad =z
d
e =z+2dx
dx
dz

152.
L'une des faces perpendiculaires aux x est un triangle, et
la face opposée est un trapeze. L'aire du triangle est

X dz
a dy ‘7} d}’ ’
et le flux de chaleur dans la direction perpendiculaire &

7 d
cette surface étant — % I: on a, en omettant le facteur d¢,

3 dv dydsz
T tdx Ty dy
pour l'expression de la quantité de chaleur qui pénetre pen-

dant un instant dans la molécule, & travers le triangle dont
il s’agit.

dy

L’aire de la face opposée est

1 dz dz dz ™y
ldy <%dx+ﬂdz'+d——jdy)
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. . . d
et le flux perpendiculaire a cette face est aussi — % d——z , en

supprimant les termes du second ordre, infiniment plus
petits que ceux du premier; on retranchera la quantité de
chaleur qui sort par cette seconde face, de celle qui entre

" s dvdz
par la premiere et l'on trouvera £ —— —— dx dy.

Ce terme exprime combien la molécule recoit de chaleur
par les faces perpendiculaires aux .

On trouvera, par un calcul semblable, que la méme mo-
lécule recoit, par les faces perpendiculaires aux y, une quan-

tité de chaleur égale a % j—;-j—;-dx dy.
La quantité de chaleur que la molécule recoit par la base
rectangulaire est — £ j—: dx dy. Enfin,elle laisse échapper

dans lair, a travers la surface supérieure @'4'c’'d’, une cer-
taine quantité de chaleur égale au produit de %~wv, par
I'étendue o de cctte surface. La valeur de o est, selon les
principes connus, celle de dx dy, multipliée par le rapport

€ . .
-; ¢ désigne la longueur de la normale, depuis la surface

extérieure jusqu'au plan des x et y, et

=: (1+(Z)+ () )
¢t — 2 e @ )
donc la molécule perd a travers sa surface a'b'c’'d une
P
s ’ 1 £
quantité de chaleur égalea kv dax dy -.
Or, les termes du premier ordre qui entrent dans I'ex-

pression de la quantité totale de chaleur acquise par la
molécule, doivent sc détruire, afin que la variation des tem-
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peratures ne soit pas a chaque instant une quantité finie ;
on doit donc avoir I'équation

d'y dz
de' dz

-dzdy +A’£"ifd © dy—k32dx dy—htdady=o,

¢ dv dz dv dz dv

h
R P Y R Y Faa

En mettant pour = az et leurs valeurs tirées de I'équa-

dx
tion mdx +ndy + pdz = o, et désignant par ¢ la quan-

tite (m’+n’+p’)% on a

km 22y kn ‘% +hpSlihvg=o0, (B
on connait ainsi d'une maniere distincte ce que représente
chacun des termes de cette équation.

En les prenant tous avec des signes contraires et les mul-
tipliant par le rectangle d x dy, le premier exprime com-
bien la molécule recoit de chaleur par les deux faces per-
pendiculaires aux x, le second combien elle en recoit par
ses deux faces perpendiculaires aux y, le troisieme combien
elle en recoit par la face perpendiculaire aux z, et le qua-
trieme combien elle en regoit du milieu. L'équation exprime
donc que la somme de tous ces termes du premier ordre
est nulle, et que la chaleur acquise ne peut étre représentée
que par des termes du second ordre.

154.

Pour parvenir i cette équation (B) il faut considérer une
des molécules dont la base est & la surface du solide, comme
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un vase qui recoit ou perd la chaleur par ses différentes
faces. L'équation signifie que tous les termes du premier
ordre qui entrent dans l'expression de la chaleur acquise
se détruisent mutuellement; ensorte que cet accroisse-
ment de chaleur ne peut étre exprimé que par des termes
du second ordre. On peut donuer a cette molécule, ou la
forme d’un prisme droit, dont l'axe est perpendiculaire a la
surface du solide, ou celle d’'un prisme tronqué, ou une
forme quelconque.

L'équation générale (A) suppose que tous les termes du
premier ordre se détruisent dans lintérieur de la masse, ce
qui est évident pour des molécules prismatiques comprises
dans le solide. L'équation (B) exprime le méme résultat pour
les molécules placées aux limites des corps.

Tels sont les points de vue généraux sous lesquels on peut
envisager cette partie de la théorie de la chaleur.

L’équation dv__ K _(dv + 4

dt C.D \dx dy
mouvement de la chaleur dans lintérieur des corps. Ce
théoréme fait connaitre la distribution instantaneée dans
toutes les substances solides ou liguides; on en pourrait
déduire I'équation qui convient a chaque cas particulier.

Nous ferons cette application dans les deux articles sui-
vants, 4 la question du cylindre et a celle de la sphere.

4y représente 1
+ﬁ> présente le
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SECTION VIII.
Application des équations genérales.

100.

Désignons par r le rayon variable d'une enveloppe cylin-
drique quelconque, et supposons, comme précédemment
dans l'art. 118, que toutes les molécules également éloignées
de I'axe ont a chaque instant une température commune;
v sera une fonction de r et ¢; r est une fonction de y, z,
donnée par I'équation 7°==z"+»". Il est évident, en premier
lieu que la variation de » par rapport & x est nulle; ainsi

&3

d
le terme £~
dx

les principes du calcul différentiel, les équations :

doit étre omis. On aura maintenant, suivant

d'u__dq) dr d’fu_d’q; dr\? dv d*r
i dr T sz) i d=
dv_d'v dr

td’v_d’v dr\? dv d* r,
= dr )

o= \zy) YT T
donc
d’v+d’11_d’2) dry® dr\* dv{dr dr
o= () (7)) v o+ o)l @
Il faut remplacer dans le second membre les quantités
dr dr d'r dr
dz’ dy’ dz’ dy
par leurs valeurs respectives; pour cela on tirera de I'équa-
tion 2’ + y' = 17r"
L dr — dry? dr
/.,-——rd—ze I —<d_z> +7’z{—;—2

d
y=r

r tr— dr\? ar
Ger=(g)+ 7
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et parconséquent

e = () (5]
=(7) +(5) ~ %+ 3
la premiere équation , dont le premier membre est égal a r,

(@) +(Z)=+

la seconde donne , lorsqu’'on met pour
dr\? ary?
z) +(3)

ar &r
E_FF_; (C).

donne

sa valeur 1

Si maintenant on substitue dans I'équation (a) les valeurs
données par les équations (5) et (¢), on aura
dw + dv __ dw 1dv
iz Tap—ar Y rar
Donc T'équation qui exprime le mouvement de la chaleur
dans le cylindre , est
dv __ K rdw 1 dv
dt— C.D\dr ;'E>
comme on I'a trouve précédemment, art. 11g.

On pourrait aussi ne point supposer que les molecules
également €loignées de axe, ont recu une température ini-
tiale commune; dans ce cas on parviendrait 4 une équation
beaucoup plus générale.

156.
Pour déterminer, au moyen de I'équation (A), le mouve-
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ment de la chaleur dans une sphere qui a été plongée dans
un liquide, on regardera » comme une fonction de ret ¢;
r est une fonction de z, y, z, donnée par I'équation

r7 — xi +.7.1 + z?,
r étant le rayon variable d’'une enveloppe. On aura ensuite

dv __dv dr td’v___d"v drN\* dv &r
iz drds S dw dr 2})

dv ___dv dr td’v_d"v dr)' dv d'r
dy —dr'dy S dy T dr\dy) T drdy

d?J___d?J dr d’?}_d’v dr™\* d» dr
Iz dr T dr zz) a7 d
En faisant les substitutions dans I'équation
dv ___ K aﬂ dv dv
Z:cpo\azt df+ﬁ)

O1l aura

r=eo (@) (& O+ (7)) (ix+jf =@

L'équation &* + »* + 2’ ==r" fournit les résultats suivants:
dr dary? ar
=T et 1 =<%—> +r—

y:r‘ﬁ et 1 = ([ﬁ)+ r dr

ay ay dy’

_dr t 1 = dr>’+ dr
__rd—ze I—(E rz;

Les trois équations du premier ordre donnent :

veyer=r () (§) + (8]

Les trois équations du second ordre donnent :

dr\? dry\* + 7 id’ d’r+d’r]_
=)+ (5)+(E) + Tt T
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et mettant pour
dr\’ dry\? dr\?

dr  dr dr_2
de v Zp Y az=7

la valeur 1, on a

Faisant les substitutions dansI'équation (@), on aura I'équation
= ap (52 +22)
dt C.D\d4dr rdr)’

qui est la méme que celle de l'art. 114.

L’équation contiendrait un plus grand nombre de termes,
si I'on ne supposait point que les molécules également
éloignées du centre ont recu la méme température initiale.

On pourrait aussi déduire de I'équation déterminée (B),
celles qui expriment I'état de la surface dans les équations par-
ticulieres , o1 'on suppose qu'un solide d'une forme donnée,
communique sa chaleur a l'air atmosphérique ; mais le plus
souvent ces équations se présentent d'elles- mémes, et la
forme en est tres-simple, lorsque les coordonnées sont
choisies convenablement.

SECTION IX.

Remarques generales.

157.
La recherche des lois du mouvement de la chaleur, dans

les solides consiste maintenant a intégrer les équations que
nous avons rapportées; c’est l'objet des chapitres suivants ;
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nous terminerons celui-ci par des remarques genérales sur
la nature des quantités qui entrent dans notre analyse.

Pour mesurer ces quantités et les exprimer en nombre,
on les compare a diverses sortes d'unités, au nombre de
cing, savoir : I'unité de longueur, I'unité de temps, celle de
la température, celle du poids, et enfin I'unité qui sert a
mesurer les quantités de chaleur. On aurait pu choisir pour
cette derniere unité la quantité de chaleur qui éleve un
volume donné d’une certaine substance , depuis la tempéra-
ture o jusqu'a la température 1. Le choix de cette unité
serait préférable & plusieurs égards a celui de la quantité de
chaleur nécessaire pour convertir une masse de glace d'un
poids donné, en une masse pareille d'eau, sans élever la tem-
pérature o. Nous n'avons adopté cette derniere unité, que
parce qu'elle était en quelque sorte fixée d’avance dans plu-
sieurs ouvrages de physique ; au reste, cette supposition
n’apporterait aucun changement dans les résultats du calcul.

158.

Les eléments specifiques qui déterminent dans chaque
corps les effets mesurables de la chaleur, sont au nombre de
trois, savoir : la conducibilité propre, la conducibilité rela-
tive 4 l'air atmosphérique, et la capacité de chaleur.

Les nombres qui expriment ces quantités sont comme la
pesanteur spécifique autant de caracteres naturels propres
aux diverses substances.

Nous avons déja remarqué, art. 36, que la conducibilité
de la surface serait mesurée d'une maniere plus exacte, si
I'on avait des observations suffisantes sur les effets de la cha-
leur rayonnante dans les espaces vides d’air.

On peut voir, comme nous l'avons annoncé dans la pre-
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miere section du chap. I, art. 11, qu’il n'entre dans le
calcul que trois coéflicients spécifiques %, 2, C; ils doivent
étre déterminés par des observations, et nous indiquerons.
par la suite les expériences propres a les faire connaitre avee
précision.

159.

Le nombre C, qui entre dans le calcul, est toujours
multiplié par la densité D, cest-a-dire, par le nombre
d'unités de poids qui équivalent au poids de 'unité de vo-
lume; ainsi ce produit C D peut étre remplacé par le coéffi-
cient ¢. Dans ce cas on doit entendre, par capacite spécifique:
de chaleur, la quantité nécessaire pour élever de la tem-
pérature o a la température r l'unité de volume d'une
substance donnée, et non l'unité de poids de cette substance..
C'est pour ne pas s'éloigner des définitions communes, que
I'on a rapporté dans cet ouvrage la capacité de chaleur au
poids et non au volume ; mais il serait préferable d'employer
le coéfficient ¢ tel que nous venons de le définir; alors il
n’entrera dans les expressions analytiques aucune grandeur
mesurée par 'unité de poids: on aura seulement a considérer,.
1° la dimension linéaire x, la température v, et le temps ¢;
2° les coéfficiente, &, et k. Les trois premieres quantités sont.
des indéterminées, et les trois autres sont, pour chaque
substance, des éléments constants que I'expérience fait con-
naitre. Quant a l'unité de surface et a l'unité de volume,
elles n’ont rien d’'absolu, et dépendent de I'unité de longueur..

160.

Il faut maintenant remarquer que chaque grandeur indé-
terminée ou constante a une dimension qui lui est propre, et
quc les termes d'une méme équation ne pourraient pas étre
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comparés, s'ils n’avaient point le méme exposant de dimension.
Nous avons introduit cette considération dans la théorie de la
chaleur pour rendre nos définitions plus fixes, et servir a véri-
fier lecalcul ; elle dérive des notions primordiales sur les quan-
tités ; c’est pour cette raison que, dans la géométrie et dans
la mécanique, elle équivaut aux lemmes fondamentaux que
les Grecs nous ont laiss€s sans démonstration.

161.

Dans la théorie analytique de la chaleur, toute équa-
tion (E) exprime une relation nécessaire entre des grandeurs
subsistantes x, ¢, v, ¢, &, k. Cette relation ne dépend point
du choix de 'unité de longueur, qui de sa nature est contin-
gent, c'est-a-dire que, si I'on prenait une unité différente pour
mesurer les dimensions linéaires, I'équation (E) serait encore
la méme. Supposons donc que l'unité de longueur soit
changée, et que sa seconde valeur soit équivalente a la pre-
miere, divisée par m. Une quantité quelconque x qui dans
T'équation (E) représente une certaine ligne @ &, et qui, par-
conséquent , désigne un certain nombre de fois I'unité de
longueur, deviendra max, afin de correspondre a la méme
grandeur ‘a b; la valeur ¢ du temps et la valeur » de la tem-
pérature ne seront point changées; il n'en sera pas de méme

o, .. . . h
des éléments spécifiques £, %, ¢ : le premier £ deviendra =3

car il exprime la quantité de chaleur qui sort pendant I'unité
de temps, de I'unité de surface a la température 1. Si 'on
examine avec attention la nature du coéfficient %, tel que
nous V'avons défini dans les art. 68 et 135, on reconnaitra

. . k . .
qu'il devient —; car le flux de chaleur est en raison directe
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de I'étendue de la surface, et en raison inverse de la distance
des deux plans infinis (art. 72). Quant au coéfficient ¢ qui
représente le produit C D, il dépend aussi de I'unité de lon-

. c ’ . . < . -
gueur et devient —; donc l'équation (E) ne doit subir aucun

changement, si l'on écrit, au lieu de x, mx, et en méme

k h ¢ . . R
temps —, —, —, au lieu de %, £, ¢; le nombre m disparaitea
m’m’ m»’

de lui-méme apres ces substitntions : ainsi la dimension de
x, par rapport a l'unité de longueur est 1; celle de & est —1,
celle de % est— 2, et celle de ¢ est — 3. Si l'on attribue a
chaque quantité son exposant de dimension, I'équation sera
homogene , parce que chaque terme aura le méme exposant
total. Les nombres tels que s, qui representeraient des sur-
faces ou des solides, ont la dimension 2 dans le premicr
cas, et [a dimension 3 dans le second. Les angles, les sinus
et autres fonctions trigonométriques, les logarithmes ou
exposants de puissance sont, d'apres lcs principes du calcul
des nombres absolus qui ne changent point avec l'unité de
longueur; on doit donc trouver leur dimension égale a o,
qui est celle de tous les nombre abstraits,

Si l'unité de temps, qui était d'abord 1, devient '—::, le
nombre ¢ sera n ¢, et les nombres x et » ne changeront

. vpp . kA .. .
point. Les coéfficients %, £, ¢ seront ~ ’—i, ¢. Ainsi les dimen-

sions de x, ¢, v, par rapport a l'unité de temps , sont
0,1,0,¢tcellesde’, %, c, sont—1, —1, 0.

Si I'unité de température était changée , en sorte que la
température 1 devint celle qui répond 4 un autre effet que
T'ébullition de I'eau; et si cet effet exigeait une température
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moindre, qui fut a celle de I'eau bouillante dans le rapport
de 1 au nombre p; » deviendrait » p, x et ¢ conserveraient
h e
Pop
Le tableau suivant représente les dimensions des trois

e . k
leurs valeurs, et les coétficiens &, 7, ¢ seraient =,
1)

. , . . . 1
indéterminces ct des trois constantes, par rapport a chague
sorte d'unite.

LONGUETUR, DUREER. TEMPERATURE.
Exposunt de dimencion de. ... .. x H o [
t o 1 o
2 o [ 1
La conducibilité spécifique..... & —x — — 1
La counducibilité de la surface... & — 2 I — 1
La capacité de chaleur.. . ...... c — 3 o — 1
162,

Si V'on conservait les coéfficients C et D, dont le produit a
€té représenté par ¢, on aurait encorc a considérer I'unité
de poids, et 'on trouverait que l'exposant de dimension,
par rapport a I'inité de longueur, est —3 pour la densité D,
et o pour C.

Enappliquant laregle précédente aux différentes équations
et a leurs trausformées, on trouvera (u'elles sont homo-
genes par rapport a chaque sorte d’unité, et que la dimen-
sion de toute quantité angulaire ou exponenticlle est nulle.
Si cela n’avait point lieu, on aurait commis quelque errcur
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dans le calcul, ou l'on y aurait introduit des expressions
abrégees.
Si I'on choisit, par exemple, I'équation (b) de l'art. 100
dv __ K dv kL
dt~ C.D dx* C.Ds?
on trouve que, par rapport i lunité de longueur, la dimen-
sion de chacun des trois termes est o; qu'elle est 1 pour
I'unité de température , et — 1 pour I'unité de temps.
_ 2k
Dans l'équation » = A e k' de lart. 76, la dimen-
sion lindaire de chaque terme est o, et l'on voit que celle de

I'exposant x \/ ;TZZZ est toujours nulle, soit pour lunité

linéaire , soit pour la durée ou la température.

Fr o LR N I T R RN A NI RR A EA R AR RN LA LR R IT EANE AR T AL



TEATIAAALLATIAATITLIRUAALIATIATIACI AL LA LA LAL LA LAALAA FIA AR LA L1 TTLS T LA A TLAT LA 1

CHAPITRE IIL

PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN SOLIDE

RECTANGULAIRE INFINI.

SECTION PREMIERE.
Lxposition de la question.

163.

]_JES questions relatives a la propagation uniforme ou au
mouvement varié de la chaleur dans I'intérieur des solides,
sont réduites, par ce qui précede, a des problémes d’ana-
Iyse pure, et les progres de cette partie de la physique
dépendront désormais de ceux que fera la science du calcul.
Les équations différentielles que nous avons démontrées,
contiennent les résultats principaux de la théorie, elles
expriment, de la maniere la plus générale et la plus concise,
les rapports nécessaires de l'analyse numérique avec une
classe tres-étendue de phénomenes, et réunissent pour
toujours aux sciences mathématiques, une des branches les
plus importantes de la philosophie naturelle. 11 nous reste
maintenant a découvrir l'usage que l'on doit faire de ces
équations pour en déduire des solutions compleétes et d'une
application facile. La question suivante offre le premier
exemple de I'analyse qui conduit & ces solutions; elle nous
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a paru plus propre qu'aucune autre & faire connaitre les
¢léments de la méthode que nous avous suivie.
164.

Nous supposons quunc masse solide homogene est con-
tenue entre deux plans verticaux B et C paralleles ct infinis ,
et quon la divise en deux parties par un plan A perpen-
diculaire aux deux autres (voy. fig. 7); nous allons con-
sidérer les températures de la masse B A C comprise entre
les trois plans infinis A, B, C. On suppose que lautre
partie B'A C' du solide infini est une source constante de
chaleur, c'est-a-dire (ue tous ses points sont retenus a la
tempdrature 1, qui ne peut jamais devenir moindre, ni plus
grande. Quant aux deux solides latéraux compris 'un entre
lc plan C et le plan A prolongé, lautre entre le plan B et le
plan A prolongé, tous leurs points ont une température
constante o, et une cause extérieure leur conserve toujours
cette méme température; enfin les molécules du solide com-
pris entre A, B et C, ont la température initiale 0. La chaleur
passera successivement du foyer A dans le solide B A C; elle
s'y propagera dans le sens de la longueur qui est infinie, et
en méme temps clle se détournera vers les masses froides
B et C qui en absorberont une grande partie. Les tempera-
tures du solide B A C s'éleveront de plus en plus ; mais clles
ne pourront outre-passer ni meme atteindre un maximum
de température, qui est différent pour les différents points
de la masse. 11 s'agit de connaitre I'état final et constant dont
I'état variable s'approche de plus en plus.

Si cet état final était connu et qu'on le forméat d’abord, il
subsisterait de lui-méme, et cest cette propriété qui le dis-
tingue de tous les autres. Ainsi la question actuelle consiste
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a déterminer les températures permanentes d'un solide rec-
tangulaire infini, compris entre deux musses de glace B et C
et une masse d’cau bouillante A;la considération des (ques-
tions simples et primordiales est un des moyens les plus cer-
tains de découvrir les lois des phénomenes naturels, et nous
voyons, par lhistcire des sciences, que toutes les théorics se
sont formees suivant cette méthode.
165,

Pour exprimer plus brievement la méme question, on sup-
pose qu'une lame rectangulaire BA C, d'une longucurinfinie,
est échauffée par son extrémité A, et conserve dans tous les
points de cette base une température constante 1, tandis (que
chacune des deux arétes infinies B et G, perpendiculaires 4
la premiere, est aussi assujétie dans tous ses points 4 une
température constante o; il s'agit de déterminer qu'elles doi-
vent étre les températures stationnaires de chaque point de
la lame.

On suppose qu'il ne se fait & la superficie aucune déper-
dition de chaleur, ou, ce qui est la méme chose, on considere
un solide formé par la super-position d’une infinité de lames
pareilles 4 la précédente; on prend pour I'axe des  la droite
ox, qui partage la lame en deux moiti€és, et les coordonnées
de chaque point m sont x et s enfin on .représente la lar-
geur A de la lame par 27, ou, pour abréger le calcul, par
valeur de la demi -circonférence.

Concevons qu'un point . de la lame solide BAC, quia pour
coordonnées x et y, ait la température actuelle v, et queé les
quantités », qui répondent aux différents points, soient telles
qu'il ne puisse survenir aucun changement dans les tempé-
ratures , pourvu que celle de chaque point de la base A soit

T
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toujours 1, et que les c6tés B et C conservent dans tous leurs
points la température o.

Si V'on élevait en chaque point m une coordonnée verticale
égale a la température », on formerait une surface courbe
qui s'étendrait au-dessus de la lame et se prolongerait a l'in-
fini. Nous chercherons 4 connaitre la nature de cette surface
qui passe par unc ligne parallele élevée au-dessus de l'axe
des y, & une distance égale i I'unité , et qui coupe le plan
horizontal , suivant les deux arétes infinies paralleles aux .

166.

Pour appliquer I'équation générale
dv K d* v d* v d* v
ZZ—co\a= Vot a7 )
on considérera que, dans le cas dont il s'agit, on fait abstrac-
tion d’'une coordonnée z, en sorte que le terme g:_) doit étre
omis; quant au premier membre iid—;-j , 1l s’évanouit , puis-

quon veut déterminer les températures stationnaires; ainsi

Iéquation qui convient a la question actuelle, et détermine
4

les propriétés de la surface courbe cherchée est celle-c1,

v dv
a,;;+a,f,—0 (a)

La fonction de z et y, ¢ (x, ¥) qui représente I'état perma-
nent du solide B A C, doit 1° satisfaire 4 I'équation (@); 2° de-
venir nulle lorsqu’on substitue — i 7 ou + 2 = au lieu de y,

quelle que soit d’ailleurs la valeur de x; 3° elle doit étre
égale & l'unité, si I'on suppose x==0, et si F'on attribue a ¥

(1T LR R LR T R R R R TR R NN R R AR IR N TY SRR R LI RRARNR IR



CHAPITRE II1L 163

. 1 1
une valeur quelconque comprise enfre — — x et + - . Il faut

ajouter que cclte fonction ¢ (x, y) doit devenir extrémement
petite lorsqu'on donne a x une valeur tres-grande, puisque
toute la chaleur sort du seul foyer A.

167.

Afin de considérer la question dans ses ¢léments, on cher-
chera en premier lieu les plus simples fonctions de z et y,
qui puissent satisfaire a I'équation (@); ensuite on donnera a
cette valeur de v une expression plus générale, afin de rem-
plir toutes le conditions énoncées. Par ce moyen la solution
acquerra toute I'etendue qu'elle doit avoir, et 'on démontrera
que la question proposée ne peut admettre aucune autre
solution.

Les fonctions de deux variables se réduisent souvent a
une expression moins composée, lorsqu'on attribue a 'une
des variables ou & toutes les deux une valeur infinie; c'est ce
que l'on remarque dans les fonctions algébriques qui, dans
ce cas, équivalent au produit d'une fonction de x par une
fonction de y. Nous examinerons d'abord si la yaleur de »
peut étre représentée par un pareil produit; car cette fone-
tion » doit représenter l'état de la lame dans toute son
étendue, et par conséquent celui des points dont la coor-

i
donnée x est infinie. Cn écrira donc v=T"x. fy, substituant

s . . 2> (F " d?
dans I'équation « et désignant -% par F'x et —-LZL)

o dy

Fr(x) | S
Pl L0 o; on pourra donc sup-
Fx Sr
" 2 flrl)/_ .
poser —— — m et £~ — — m, m ¢tant une constante quel—

I x ff
congue, ct comme on se propose seulement de trouver une

par f”y, on aura
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valeur particuliere de v, on déduira des équations préce-
, fy=cos. my.

168.

On ne pourrait point supposer que 7 est un nombre né-
gatif, et 'on doit nécessairement exclure toutes les valeurs

—_max
dentes Fx— e

particulieres de v, olt il entrerait des termes tels que e, m
étant un nombre positif, parce que la température v ne peut
peint devenir infinie, lorsque x est infiniment grande. En
effet la chaleur n’étant fournie que par la source constante
A, il ne peut en parvenir qu'une portion extrémement petite
dans les points de l'espace, qui sont tres-€loignés du foyer.
Le reste se détourne de plus en plus vers les arétes infinies
B et C, ct se perd dans les masses froides qu'elles terminent.

. . —mx
L'exposant m qui entre dans la fonction e . COS. MYy
n'est pas déterminé, et 'on peut choisir pour cet exposant
un nombre positif quelconque : mais, pour que v devienne

. I I B
nulle en faisant y =— = ou y =+ =, quelle que soit z,
on prendra pour m un des termes de la suite, 1, 3,5,
=, 0, etc. ; par ce moyen la seconde condition sera remplie.
169.
On formera facilement une valeur plus générale de v, en
ajoutant plusieurs termes semblables aux précédents, ct l'on
—x —3x —5x
aurav=ae = cos.y+be cos. Jy+ce cos. 5y

+de 7T cos.yy+.....etc. (&) Il est évident que
cette fonction v désignée par ¢ (z, y) satisfait & I'équation
d* v d* v

dv T Z = 0act a la condition ¢ (x, = % =) =o. ll reste
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& remplir une troisieme condition, qui est exprimée ainsi :
9 (0, y)=1,et il est nécessaire de remarquer que cc ré-
sultat doit avoir lieu lorsqu'on met pour y une valeur quel-

. 1 1 .
conque, comprise entre — - et -+ — «. On ne peut en rien
? 2 2

inférer pour les valcurs que prendrait la fonction ¢ (o, ¥),
si 'on mettait au licu de y une quantité non comprise entre

les limites — 2 = et + éﬁ. L'équation (2) doit done étre as-
sujétie a la condition suivante :
1=acos. y + bcos. 3y + ccos. 3y + dcos. 7y + etc.

C'est au moyen de cette équation que l'on déterminera les

coéflicients @, &, ¢, d, ... etc. dont le nombre est infini.
Le second membre est une fonction de y, qui équivaut a

l'unité, toutes les fois que la variable y est comprise entre

— - met+ - On pourrait douter qu’il existat une pareille
2 2

fonction, mais cette question sera pleinement éclaircie par la
suite.
170.

Avant de donner le calcul des coétficients, nous remar-
querons l'effet que représente chacun des termes de la série
dans I'équation (5).

Supposons que la température fixe de la base A, au lieu
d’étre égale 4 l'unité pour tous ses points, soit d'autant
moindre que le point de la droite A est plus éloigné du mi-
lieu o, et qu'elle soit proportionnelle au cosinus de cette
distance; on connaitra facilement dans ce cas la nature de la
surface courbe, dont 'ordonnée verticale exprime la tempé-
rature v ou ¢ (&, ). Si l'on coupe cette surface a l'origine
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par un plan perpendiculaire al'axe des x, la courbe qui ter-
mine la section aura pour équation v==a cos. y: les valeurs
des coefficients seront les suivantes :

a==(, [J:O, =0, d:o,
ainsi de suite , et I'équation de la surface courbe sera

—x

v=ae ~.cos. ).

Si T'on coupe cette surface perpendiculairement a I'axe des
7> on aura une logarithmique dont la convexité est tournee
vers 'axe; si on la coupe perpendiculairement a laxe des 2,
on aura une courbe trigonométrique qui tourne sa concavite
d* v

. a toujours une va-
dx

vers P'axe. Il suit de la que la fonction

-V

.- 4’ . P
leur positive, et que cclle de 4y est toujours négative. Or

la quantité de chaleur qu'une molécule acquierta raison de sa
place entre deux autres dans le sens des x, est proportionnelle

) a . . ,
a la valeur de S—. (art. 123); il s'ensuit donc que la molé-
dx ?

cule intermédiaire recoit de celle qui la précede, dans le sens
des x, plus de chaleur qu'elle n'en communique i celle qui
la suit. Mais, si I'on considere cette méme molécule comme
placée entrc deux autres dans le sens des y, la fonction
d* v . , . . ’ . s ye .

i tant négative, on voit que la molécule intermédiaire
communique a celle qui la suit plus de chaleur qu’elle n'en re-
coit de celle quila précede. 1l arrive ainsi que I'excédent de cha-
leur qu'elle acquiert dansle sens des 2, compense exactement

ce quelle perd dans le sens des y, comme l'exprime I'équa-
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tion s—qi + ‘—2—2 = 0. On connait ainsi la route que suit la

chaleur qui sort du foyer A. Elle se propage dans le sens
des x, et en méme temps elle se décompose en deux parties,
dont T'une se dirige vers une des arétes , tandis que lautre
partie continue de s'¢loigner de l'origine, pour étre décom-
posée comme la précédente et ainsi de suite a linfini. La
surface que nous considérons est engendrée par la courbe
trigonométrique, qui répond a la base A, et se meut perpen-
diculairement A l'axe des z en suivant cet axé, pendant que
chacune de ses ordonnées décroit a l'infini, proportionnel-
lement aux puissances successives d'une méme fraction.

On tirerait des conséquences analogues, si les tempera-
tures fixes de la base A étaient exprimées par le terme

'

b cos. 3y ou ¢ cos. by etc.;

et l'on peut, d’apres cela, se former une idée exacte du mou-
vement de la chalecur dans les cas plus geénéraux; car on
verra par la suite que ce mouvement se décompose toujours
en une multitude de mouvements €lémentaires, dont chacun
s'accomplit comme §'il était scul.

SECTION IL

Premier exemple de Uusage des séries trigonometriques dans
la théorie de la chaleur.

171.
Nous reprendrons maintenant I'équation

1==a cos.y+ b cos. 3y + ¢ cos. by +d cos.7y -+ etc..
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dans laquelle il faut déterminer les coéfficients a, b, ¢, d, etc.
Pour que cette équation subsiste, il est nécessaire que les
constantes satisfassent aux équations que I'on obtient par

des différentiations successives, ce qui donne les résultats
suivants :

I

acos. y+b cos.3y+ ccos.dy+ dcos.7 y+ etc.

I

a sin. y+3 bsin.3y + 5 esin. 5y + 7 dsin. 7 y+ ete.
= a cos. y + 3 bcos. 3y + 5 ccos. Sy + 7 d cos. 7y + ete.
= asin. y + 3bc0s. 3y +5’ccos. 5y + 7°d cos. 7y + etc.

¢ © ©

ainsi de suite a l'infini.
Ces équations devant avoir lieu lorsque = o0, on aura

1=a+ b+ c+ d+ e+ [f+g+... et
o=a+3b+5c+7d+ge+11"f+... etc.
o=a+3b+5c+7d+qge+... et
o=a+3b+5c+d+... etc
o=a+3b+5c+... et

etc.

Le nombre de ces équations est infini comme célui des
indéterminées a, b, ¢, d,e... etc. La question consiste a
éliminer toutes les inconnues , excepte une seule.

172.

Pour se former une idée distincte du résultat de ces élimi-
nations, on supposera que le nombre des inconnues a, &, ¢,
d... etc.,est d'abord défini et égal 4 m. On emploiera les
m , premieres équations seulement, en effagant tous les termes

B T R L L R R L R R TR
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ol se trouvent les inconnues qui suivent les m premicres. Si
I'on fait successivement m=—o2, m=>3,m=4,m=>5, aiusi de

suite, ontrouvera dans chacune de ces suppositions, les valcurs
des indéterminées. La quantité @, par exemple, recevra une
valeur pour le cas de deux inconnues, une autre pour le cas de
trois inconnues, ou pour le cas de quatre incornnues, ou succes-
sivement pour un plus grand nombre. Il enserade méme de I'in-
déterminée b, qui recevra autant de valeurs différentes que l'on
aura effectué de fois'élimination; chacune des autres indéter-
minées est pareillement susceptible d'une infinité de vuleurs
différentes. Or la valeur d'une des inconnues, pour le cas
ou leur nombre est infini, est la limite vers laquelle tendent
continuellement les valeurs qu'elle recoit au moyen des éli-
minations successives. Il s’agit donc d’examiner si, 8 mesure
que le nombre des inconnues augmente, chacune des valeurs
a, b, c, d,...etc. ne converge point vers une limite finic,
dont elle approche continucllement.

Supposons que L'on emploie les sept équations suivantes :

1 = a+ b4+ ¢+ d4+ e+ [+ &

o=a+3 b+b5 c+7p d+qg e+10 f+13 g
o=a+3 b+5 e+ d+g' e+ 11" f+13 g
o=a+3 b+5 c+7"d+q¢° e+ 11° f+ 13 g
o=a+3 b+5 ct+7*d+g e+11' f+13 g
o=a+3"b+5"c+7"d+9 e+ 11" f+15"g

O:a+3[:b+5xzc+7md+9ne+Illzf__‘_13ng.'
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Les six équations qui ne contiennent plus g, sont :

13 =a (13 —1)+ (13 —3)+ (1354 dO¥—)+ e(13—g )+ S(13—117)
0=a (13—r)+3 0(13—3)+5 c 13 —5)4+7" d(13—7)49 ¢ (13 —@" )+ 11" f (13 —117)
o=a (13145 6(13—3)+5 ¢ 13" —5)+7* & (13 —7" ) + 9* e (13— +-11° f (13'—117)
0==a (13—1 )35 (13345 c (13542 d (13 —7)+¢° e (13— )+ 11° f (1T —11?)
o=a(13—1"+3 & (13—3)+5¢ (13—5" 49" d(13*—7")+9° (13 —g") 411’ f (13—117)
0==a(13—1)+3"5 (1 I—3)+5"c (13 —5 )42 d(13—7) 49" e (13— )+ 11" f (1T —11°). (¢}

En ccntinuvant l'élimination, on obtiendra I'équation
finale en a, qui est :

2(13—n") (1*—1?) (g°—1*) (7"—17) (5'— 1) (F—1)=13.117.9". 77531

173.

Si I'en avait employé un nombre d’équations plus grand
d’une unité, on aurait trouvé, pour déterminer @, une équa-
tion analogue a la précédente , ayant au premier membre un
facteur de plus, savoir: 15°—1*, et au second membre 15,
pour nouveau facteur. La loi a laquelle ces différentes va-
leurs de a sont assujéties est évidente, et il s'ensuit que la
valeur de @, qui correspond 4 un nombre infini d’équations,
est exprimée ainsi :

=3 5 7 9 11’ 13
= e E T =T 1 etc.
oua:E.s_'?.LZ,Q-Q_H-u.I&I?, ete.

2.4 4.6 6.8 8.10 10.12 12.14" " °

Or cette derniere expression est connue et, suivant le

théorécme de Wallis, on en conclut a = g Il ne sagit
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donc maintenant que de connaitre les valeurs des autres
indéterminées.
174.

Les six équations qui restent apres l'élimination de g
peuvent étre comparées aux six équations plus simples que
I'on aurait employées, s'il n’y avait eu que six inconnues.
Ces derniéres équations different des équations (¢), en ce
que, dans celles-ci, les lettres £, e, d, ¢, b, @ se trouvent
multipliées respectivement par les facteurs

13— 13—g* 1¥—75* 13°—5 13—3 1¥y—r
13° 7 13 13 Y 13 Y 1y ¥

Il suit de 1a que si on avait résolu les six équations
linéaires que l'on doit employer dans le cas de six indéter-
minées, et que l'on et calculé la valeur de chaque inconnue,
il serait facile d’en conclure la valeur des indéterminces de
méme nom , correspondantes au cas ot 'on aurait employe
sept équations. Il suffirait de multiplier les valeurs de £, ¢,
d,c, b, a, trouvées dans le premier cas par des facteurs
connus. Il sera aisé, en général, de passer de la valeur de
I'une des quantités, prise dans la supposition d'un certain
nombre d’équations et d’inconnues, a la valeur de la méme
quantité, prisz dans le cas ou il y aurait une inconnue et
une équation de plus. Par exemple, si la valeur de f trouvée
dans I'hypothese de six équations et six inconnues, est repré-
sentée par F, celle de la méme quantité prise dans le cas d'une

. 13? .
inconnue de plus, sera F. ————. Cette méme valeur, prise
dans le cas de huit inconnues, sera, par la méme raison,

13 15

13 —11° 15 —11®

F.
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et dans le cas de neuf inconnues, elle sera

F 13 157 17

13— 15 —r1® 1y —ar?’

ainsi de suite. Il suffira de méme de connaitre la valeur de &,
correspondante au cas de deux inconnues ., pour en conclure
celle de la méme lettre qui correspond au cas de trois,
quatre, cinq inconnues, etc. On aura seulement & multiplier
cette premiere valeur de & par

5 7’ 9° I’

54._3='7=_3,’9,_3,'“,_3,. . . etc.

Pareillement st I'on connait la valeur de ¢ pour le cas de
trois inconnues, on multipliera cette valeur par les facteurs

successifs
7.9 . e
77—5 ¢'—5" 11’5
on calculera de méme la valeur de d par le cas de quatre
inconnues seulement, et on multipliera cette valeur par

9 i 13 RS
9'—95% 1'—7 1y —g* 13—y
Le calcul de la valeur de @ est assujéti & la méme regle, car
si on prend cette valeur pour le cas d'une seule inconnue,
et qu'on la multiplie successivement par

. ete.

3: ) 5;\ 73 91

3:_l: Sz_lz' 7:__11 '9:_12 1

on trouvera la valeur finale de cette quantité.
175,

La question est donc réduite 4 déterminer la valeur de a
dans le cas d'une inconnue, la valeur de 4 dans le cas de
deux inconnues, celle de ¢ dans le cas de trois inconnues, et
ainsi de suite pour les autres inconnues.
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1 est facile de juger, & l'inspection scule des équations et
sans aucun calcul, que les résultats de ces éliminations suc-
cessives doivent étre

a =1
J— r
i— 1'2___3;-
. r 32
c Ia__ﬁ:':,}a_sa
1 3: A2
d = 17‘72'37_72'51_72
1: 31 51 71
e _ 2 !."2 ]‘ 2 2. 2 1'
1'—g’ 3—g' 5—g" 7°—9g

176.

Il ne reste qua multiplier les quantités précédentes par
les séries des produits qui doivent les compléter ct que nous
avons donnés (art. 174). On aura en conséquence, pour les
valeurs finales, des inconnues «, b, c, d,e,f, etc., les ex-
pressions suivantes :

2

32 5: 72 92 11

a : I. 37*12 53—_12.71.—‘17.97 I’: 1[2_&_[2 Ct(j.
. 1° 5a 7: o 1’
b = 1'—3s 5'1__3‘1'72___3: 9:___3-. - 3° ete.
. I: 3’) 71 9'1 .ll)
¢ == 14_5;'37 5:' 7:__5; 91__52' 11* 52 etc.
. o N LS
r—7 ¥—7"5—7 9g—7" 11'—y
1’ 3 52 7 11’ 13
e = I:_9:'3n__91'52__92'7:_92' 112_9:"13:_91 etc.
I 3 xa 3 2 3: 52
> Z J . . etc.

S = P—i1r® 3—1p® S —f1* 7" —11* g°—I1° 13— 1511
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3.3 5.5 7.9
ona—-+1I. m'n'b—g etc
1.t 5.5 5.9 9.9
b T 2.4 2.8 4.10 6.12 ete.
., 1.1 33 7.7 9.9 1I.1I ete
L_+_62_.§1 2 4.14 6.16 )

1
3 5.5 9.9 rr.ar 13.13

d—=— 1t 3:3 53 9.9 r1r.rr etc

— 6.8 4.10 2.12 2.16 4.18 6.20 '

_, xt 33 55 7.7 1r.rr 13.13 15.15 t
¢e=+g 0612 4.14 2.16 2.20 4.22 6.24 etc.
- 1.r 3.3 55 7.9 9.9 13.13 15.15 17.17
J=— 10.12 8.14 6.16 4.18 2.20 2.24 "4.26 6.28

. I . ’ ’ “
La quantité - ~ ou le quart de Ia circonférence équivaut ,

suivant le théoréme de Wallis, a

2.2 4.4 fﬁ Eﬁ 10.10 I2.12 14.14
1.2 3.5 5.7.7.9. g. 11 "11.13 13.15

Si l'on remarque maintenant quelles sont, dans les valeurs
de a,b,c,d, e, etc., les facteurs que l'on doit écrire aux
numeérateurs et aux dénominateurs, pour y compléter la
double série des nombres impairs et des nombres pairs, on

trouvera que les facteurs a suppléer sont :

a=n2
3.3

pour b - .,
5.5 -

pourc —- L,

pour d ?;.4_7. et 'on en conclut

d—=—2

9-9

pour e = .
I1.11

pour f ——
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177.

Clest ainsi qu'on est parvenu a effectuer enticrement les
¢liminations et a déterminer les coéfficients a, b, ¢, d, etc.,
de I'équation

~3

1==a c0s.Z+0s.3 2+ c0s. b +d cos.7 x-+ecos.q x, + etc.

La substitution de ces coéfficients, donne I'équation
suivante :

= =c0s.y— 5 €08.3y+ = cos. 5 — X cos.m
3 3 . 5 <Y 7 -7
1 I
+ 5 €089y — 17 COS. L1y + etc,

Le second membre est une fonction de y, qui ne change
point de valeur quand on donne & la variable ¥ une valeur

. I 1 . . s
comprise entre — — et + - x- Il serait aisé de prouver que

cette série est toujours convergente, cest-a-dire que, en
mettant au lieu de y un nombre quelconque, et en pour-
suivant le calcul des coéfficients, on approche de plus en
plus d'une valeur fixe, en sorte que la différence de cette
valeur a la somme des termes calculés, devient moindre que
toute grandeur assignable. Sans nous arréter a cette démons-
tration, que le lecteur peut suppléer, nous ferons remar-
quer que la valeur fixe, dont on approche continuellement,

I . . I .
est 2 7, si la valeur attribuée 4 y est comprise entre o et

! ais qu'elle est — L r. si t i tre = ot Sx:
5 ™ mais quelle est — 2=, siy est comprise entre -~ et - r;

car, dans ce second intervalle, chaque terme de la séric
change de signe. En général la limite de la série est alterna-
tivement positive et négative; au reste, la convergence n'est
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point assez rapide pour procurer une approximation facile
mais elle suffit pour la vérité de I'équation.

178.
/
L’équation

I I I
¥ == €08. & — ; €0s. 3 & 4 , cos. b x — - cos. 7 x +etc.,
3 5 7 / )

4

appartient a une ligne qui, ayant x pour abcisse et y pour
ordonnée, est composée de droites séparées dont chacune
est parallele a l'axe et égale a la demi-circonférence. Ces
paralleles sont placées alternativement au-dessus et au-des-
I
4
laires qui font elles-mémes partie de la ligne. Pour se former

sous de I'axe, 4 la distance - =, etjointes par des perpendicu-

une idée exacte de la nature de cette ligne, il faut supposer
que le nombre des termes de la fonction

1 I
€oS. & — 3 COS. 3x+gcos. 5 x — etc.

recoit d'abord une valeur déterminée. Dans ce derner cas
I'équation

1
3

1

== COS$ & — = COS. 3 & + = cos. b & — etc.
=4
J

appartient a une ligne courbe qui passe alternativement
au-dessus et au-dessous de l'axe, en le coupant toutes les
fois que l'abcisse x devient égale a l'une des quantités

[#24

1 3
o, i—w’i—'r:,i‘—ﬂ:. etc.,
2 2

2

a mesure que le nombre des termes de I'équation augmente,
la courbe dont il s'agit tend de plus en plus & se confondre
avec la ligne précédente, composée de droites paralleles et

R LR LT R TR T L R R L L L LR AL
|
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de droites perpendiculaires; en sorte que cette ligne est la
limite des différentes courbes que l'on obtiendrait en
augmentant successivement le nombre des termes.

SECTION IIL

Remarques sur ces séries.

1”9.
/
On peut envisager ces mémes équations sous un autre

point de vue, et démontrer immédiatement I'équation

I

a3 I . I I
~==CO08.X — ;COS. 5 X COS. 5 X ——CO0S. 7 X +—COS.9-Z'——BtC.
+3 7 P

4 3
-Le cas ou x est nulle se vérifie par la série de Léibnitz,

1_?_ 1
i '3

Ensuite on supposera que le nombre des termes de la série

-+ L ete.
9

[S1 0]
-

I

3

X

cos.3.at:+5

I
cOs. & — cos. 5 x - cos. 7 & -+ etc.

au lien d'étre infini est déterminé ct égal & m. On considé-
rera la valeur de cette suite finie comme une fonction de x
et de m. On réduira la valeur de la fonction en une série
ordonnée suivant les puissances négatives de m; et l'on
reconnaitra que cette valeur approche d’autant plus d’étre
constante et indépendante de @, que m est un plus grand
nombre.

" Soit y la fonction cherchée qui est donnée par I'équation ;

y=cos.x—% cos. 3z -+ 5 €08. 5 :c'——;cos. 7%+ e+

7 COS. 2M—1 2,

2m—i
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le nombre m des termes étant supposé pair. Cette équation
différenciée par rapport a &, donne

dy

—Y —sinna—sin.3x +sin. b x—sin.7x....
ax

+ sin. 2 m — 3.x —sin, 2 n — 1.x;
en multipliant par 2 sin. 2 z, on a

dy . . . . .
—23~£sm.2x=2sm.x.sm. 2 X — 2 5. 3x.sin.a2x

+osin.5z.sin.2x...+2sin.2m—3xsin. 2 &

— 9 8in. 2 m— 1 x.5in 2 2.

Chaque terme du second membre étant remplacé par Ia dif-
férence de deux cosinus, on en conclura:

dy .
—2 5 sin. 2 2= cos. (—x)—cos.3 x
— cos. £ +c0s. b x
-+ cos. 3 x—cos. 7 x
— c0s.5x+cos.gx

-+ COs. 7 X—COS. I1T X

P I T T T B B R R N )

4+ cos.om—bx—cos.om—ix

—Co0S5.2m—Ix -+ cos.am+1x.

Le second membre se réduitacos. 2 m+1 x—cos.2m—Iia
ou — 2 sin. 2 m x.sin. x; donc

sin. am x
Y= f(d Tcos.x
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180.

On intégrera le second membre par parties, en distin-
guant dans I'intégrale le facteur sin. amax.dz, qui doit étre

. ’ ’ . I
intégré successivement, et le facteur

ou sec. x que l'on
COS. .xr

doit différencier successivement; désignant les résultats de
ces différenciations par sec.’ x, sec.” x, sec.” z, . . . etc., ou

I
aura 2 y = const, — e CoS.2mx.sec.x

+

. I
—— SN 2 2 5e¢’ & — —— €0s. 2 m x sec.” x + elc.
2°.m 2°, m

ainsi la valeur de ¥ ou

I
m—1

I

COS. & —
3

I 1 —
cos.3x +-cos.5x———§cos. L e cos.2m—ix,

5
qui est une fonction de x et m, se trouve exprimeée par une
serie infinie; et il est manifeste que plus le nombre m aug-
mente, plus la valeur de y approche de celle de la con-
stante. C'est pourquoi, lorsque le nombre m est infini, la
fonction ¥ a une valeur déterminée qui est toujours la
. ]
méme , quelle que soit la valeur positive de x, moindre

I . L]
que - 7. Or, si I'on suppose 'arc x nul, on a
2

o I. I I 1 t
’Y'-—I——.—+'5“'—§+§—'CC.,

< - I rr I
(ui équivaut a - =. Donc on aura généralement - = = cos. x
4 4

W% cos.3x+% cos.5 & — *cos. 7 x4+ é cos. g x —etc. (b).

S |
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181.

Si dans cette équation on suppose ¥ = I.% on trouvera
2 2
P SN U I T S, A etc
2y ? 3757 779 11_13——5+"' '

En donnant & I'arc x d’autres valeurs particulieres, on trou-
vera d’zutres séries, qu'il est inutile de rapporter, et dont
plusieurs ont déja ¢té publiées dans les ouvrages d'Euler.
Si on multiplie I'équation (&) par d z, et que l'on integre,
on aura

I

. I .
z sin. 5 & ——sin. 7 & + ete.
7

T . X .
4 =sm..7c—§,sm.3x+

. 3 ’ . I
En faisant dans cette derniere équation x=1_ =, on trouve

I 2 I I I I
=== I+ + =+ 3+ 5 +etc,
8 3 5 7 9

série déja connue. On pourrait énumérer a I'infini ces cas
particuliers; mais il convient mieux a l'objet de cet ouvrage
de déterminer, en suivant le méme procédé, les valeurs
de diverses séries formées de sinus ou de cosinus, d’'arcs

b
maultiples.
182.
Y

Soit y = sin. x —i sin. 2+ 3 sin.3x—%sin. 4x....

. I .
sm.m—I1 r——simn.maox,
m—I m

-+

m étant un nombre pair quelconque. On tire de cette équation

d
Zgzcos.ac—cos.zx+ccs.?Sx—cos.[,x........

4 COS. M — 1 & — COS, M T;
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multipliant par 2 sin. x, et remplacant chaque terme du
second membre par la différence de deux sinus, on aura :

. d . .
asin. 2% —sin.z2 + 2z —sin. r—u
dx
—sin. 224+ +sin. 2 2 —ax
+sin. 3 x4+ 2 —sin. 3z —x

+sin. (m—1 x—x)—sin. (m+ 1 x—z)
—sin. (mx +x ) +sin. (mar—a);
et, en réduisant

dy

2sin. @ = == sin. ¥ +sin. m & — sin. (mz+z),

sor s . . I 1
la quantité sin. mz—sin. (mx--z) ousin. (mr+ . x—_x)
. 1 I \
—sin.(mx+ - 2+ - x)
2 2
s . x . I I
équivaut & — 2 sin ~x.cos. (mx + - ); on a donc

. 1
dy sin. - x

T I
—— ———cos. (mx + - x),
da™ 2 sin. & 2

I
dy cos. (mx + - x)

X
2 C0S. —

2
on en conclut

1
cos. (m x +_ )

y-_—ix-—-fdx. .

I
2 C08. - &
2
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- . . .o 1
Si l'on intégre par parties, en distinguant le facteur p——

1 . A . cony .,
ou scc. - x, qui doit étre successivement différencié, et le
> I . , . .
facteur cos. (m . +- - x) que I'on intégrera plusieurs fois de
suite , on formera une série dans laquelle les puissances de
I ’ . 1
m + ~ entrent aux dénominateurs. Quant a la constante, elle

est nulle , parce que la valeur de y commence avec celle de .
Il suit de la que la valeur de la suite finie

3 I . r . I . ~ I . 1 .
SIN.Z— ~sin. 2% + 3sin. 3o — = sin. b o + - sin. yx... — —sin.ma,
2 3 5 7 m

. A I
differe extrémement peu de S T, lorsque le nombre des

termes est tres-grand, et si ce nombre est infini, on 4 1'équa-
tion déja connue

I

1 . .
~Xr—SIN.xr—-8111. 2 x -
2 2 3

. I . I ..
sm.3x—Z sin. 4z -+ gsin. Sx—etc.

On pourrait ainsi déduire de cette derniére série, celle que

’ I
nous avons donnée plus haut pour la valeur de - r.

4
183.
v v . I I / I
Soit maintenant y = - €08.2 2 — 7 €0S. 42 + & cos. 6x...
I m—————— I
b . €08, 2 M= D Lo —— COS. 2 1N X
2 M — 2 2m

Différenciant, multipliant par 2 sin. 2.z, substituant les dif-
férences de cosinus et réduisant, on aura :

d $in, :
a2 _Z g tang_ X 4+ w
dx ) cos. &
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sin, 2 m—+41 x
cos. x

ousy=c—fdxtang. x+ fdx.
intégrant par parties le dernier terme du second membre, et
supposant /2 infini, on a y =c + 2 log. cos. x. Si dans
I'équation

I I ) § ) §
y ==, cos. 2x—zcos.4w + & cos. 6.7(:—8 cos. 8x + ... etc.

on suppose x nulle, on trouve

o2 — =+ etc. — ~log. a:
& g+ ... etc. =-log. 2;

-

I
Y=,

donc y = i log. 2 +£ log. cos. . On parvient ainsi & la

série donnée par Euler :

1
% €08. 3 x— " c0s. 4 + ete.

) § I
log. (2 cos. - @) = €05. £ — - €08. 2% -+ 3 i

184.
En appliquant le méme procédé a I'équation

I

¥y =sin. & -+ sin. 3+ ;

- I
gsin. 5+ Ssin.g &+ etc.,

on trouvera la série suivante, qui n'avait pas été remar-

quce,

I . I . I . I . I .
—m==sin. & + 7 sin. Jr+ ¢ sin. b x + -sin. 7 x + ~sin. gz -+ etc.
4 3 5 7 9 -

Il faut observer 4 l'égard de toutes ces séries, que les
équations qui en sont formées n'ont lieu que lorsque la
variable x est comprise entre certaines limites. C'est ainsi
que la fonction
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I

COS. & — 3

I 1
cos. 3x+5cos. 5.10—5 cos. 7 X + ete.

I
4
entre les limites que nous avons assignées. Il en est de méme

de la série

n'est équivalente - =, que si la variable x est contenue

. I . I . I . I . ~
sin, x-——gsm.z.r+3sm.3x—-z 51n.4x+5«sm.bx~—etc.

Cette suite infinie, qui est toujours convergente, donne la

valeur ; z toutes les fois que I'arc x est plus grand que o,

. . ’ . I .
et moindre que =. Mais elle n'équivaut plus a S x, si larc
surpasse =; elle a au contraire des valeurs tres-différentes
1 . Foe ' 1
de S L5 car il est évident que dans lintervalle de x=r a

2==2 =, la fonction reprend avec le signe contraire toutes les
valeurs qu'elle avait eues dans I'intervalle précédent, depuis
x=o0, jusqua r=r. Cette série est connue depuis long-
temps, mais l'analyse qui a servi a la découvrir n'indique
pas pourquoi le résultat cesse d’avoir lieu lorsque la variable

surpasse .
11 faut donc examiner attentivement la méthode que nous
venons d’employer ety chercher 'origine de cette limitation,
a laquelle les séries trigonométriques sont assujéties.
185.

Pour y parvenir, il suffit de considérer que les valeurs
exprimées par les suites infinies, ne sont connues, avec une
entiére certitude, que dans les cas ou l'on peut assigner les
limites de la sommec des termes qui les completent; il faut
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donc supposer quon emploie les premiers termes seule-
ment de ces suites et trouver les limites entre lesquelles le
reste est compris.

Nous appliquerons cette remarque & l'équation

1 1 I cos. om—3x
2 €08. 32 -+ zcos. bx—-cos.7 ... 4+ — 2T
3 5 i / 2m-—3

COS. 2 M =~—1.27

2m-——1

y=cos, x—

le nombre des termes est pair et représenté par m; on en

dédunit cette équation 2 4y Z2m¥ dou l'on peut
dx cos. &

tirer la valeur de y, en intégrant par parties. Or, Fintégrale
S w.v d x peut étre résolue en une série composée d’autant
de termes quon le voudra, u et v étant des fonctions
de x. On peut écrire, par exemple :

fu.vdx=c+u/vdx—‘%‘fdvadx+g—;—lffdxfdvadx
d'u

—f(d(;—;;)fdacfdxfmdx),

équation qui se vérifie d’elle-méme par la différentiation.

En désignant sin. 2 m 2 par » et sec. x par %, on trouvera

sec.' xz sin. 2 m

1
2y =C— — S€C.XC058.2MX + —/—
* 2/mn 2°m

sec.” x

—— C0S. 2Mmx )

I . "
+ ssec’ xcos. amax — [ (d——

186.
Il s'agit maintenant de connaitre les limites entre lesquelles

I

est comprise l'intégrale J/(d (sec.”) cos. 2 mx) qui com-

2. m’



186 THEORIE DE LA CHALEUR.

plete la suite. Pour former cette intégrale il faudrait donner
a Yarc x une infinité de valeurs, depuis o, terme ol l'inté-
grale commence, jusqu'a x, qui est la valeur finale de l'arc,
déterminer pour chacune des valeurs de x celles de la diffe-
rentielle d (sec.” x ), et celle du facteur cos. 2m x, et ajouter
tous les produits partiels : or le facteur variable cos. 2 m x
est nécessairement une fraction positive ou négative : par
conséquent l'intégrale se compose de la somme des valeurs
variables de la différentielle 4 (sec.” x), multipliées respec-
tivement par des fractions. La valeur totale de cette inté-
grale est donc moindre que la somme des différentielles
d (sec."x), prises depuis xr=—o jusqu'a x, et elle est plus
grande que cette méme somme prise négativement : car,
dans le premier cas,on remplace le facteur variable cos. 2m x
par la quantité constante 1, et dans le second cas on
remplace ce facteur par — 1 : or cette somme des différen-
ticlles d (sec’. x), ou ce qui est la méme chose, l'intégrale
/S d (sec” z), prise depuis x=0, est sec." z—sec.” 0;sec.” x
est une certaine fonction de x, et sec.” o est la valeur de cette
fonction, prise en supposant 'arc z nul.

L'intégrale cherchée est donc comprise entre
+ (sec.” x—sec.” o) et — (sec.” z—sec.” 0);

cest-a-dire, qu'en représentant par & une fraction inconnue
positive ou négative, on aura toujours

S (d(sec.” z) cos. 2 m x) =k (sec.” x—sec.” 0.

On parvient ainsi a I'équation
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b I .
2)==C— ~—— S€C. £ COS. 2 M T+ ——+ SeC.' T sin. 2 m &
am 2"

K
+ sec.” & €08. 2 m & + =~ (sec.” x—sec.” 0),

2° m! m’

dans laquelle ]a quantité (sec." x —sec.” 0) exprime

2} . md
exactement la somme de tous les dernicrs termes de la série
infinie.
187.
Si Pon elit cherché deux termes seulement, on aurait eu
I'équation

I 1 .
2)y=C—— SeC.x C0s.23mx -+ ——sec/xsin. 2mx
212 2 in
K , '
+ —— (sec’ x—sec.' o).
ain

Il résulte de 1 que l'on peut développer la valeur de y en
autant de termes que l'on voudra, et exprimer exactement
le reste de la série; on trouve ainsi cette suite d'équations :

1 +K
2y=C——-sec. x cos. 2 m x ——, (sec. z—scc.0 )
anm 2°.m

Y I ..
2_y=c———sec.xcos.2mx+ —8CC. X S1Il. 2 X
amnm 2

*m?

+ -5 (sec. x —sec. o).

2.

1 .
2y=¢C— — SEC. X C08. 2 M Z + sec’ x sin. 2 m x
am

2" 1n?

1 n K ” "
——= sec.” Z €0s. 2m T + -, — (sec.” x —sec.” o).
a m 2/

Le nombre K qui entre dans ces équations n'est pas le méme
pour toutes, et il représente dans chacune une certaine
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quantité qui est toujours comprise entre 1 et —1.m est
€gal au nombre des termes de la suite

I X ——
cos. x—zc0s. 3x +zcos.5x.. . — cos. 2m—1x,

5 2 m-—1

dont la somme est désignée par y.

188.

On ferait usage de ces équations, si le nombre m était
donné, et quelque grand que fit ce nombre, on pourrait
déterminer aussi exactement qu'on voudrait, la partie va-
riable de la valeur de y. Si le nombre m est infini, comme on
le suppose, on considérera la premiere équation seulement;
et il est manifeste que les deux termes qui suivent la con-
stante, deviennent de plus en plus petits; en sorte que 2 y
a dans ce cas pour valeur exacte la constante ¢, on déter-
mine cette constante en supposant =0 dans la valeur de
¥, et I'on en conclut

I

3

I

T I 1
== Cos. x— cos.3x + & COS. 5x—acos.7x+ §cos.9x-—etc.

Il est facile de voir maintenant que le résultat a néces-

. . [T . 1 .

sairement lieu, si I'arc x est moindre que - = En effet, attri-

buant & cet arc une valeur déterminée X aussi voisine de

I . 1

;= qu'on voudra le supposer, on pourra toujours donner a
. K

m une valeur si grande, que le terme — (sec. + — sec. o)
am

qui complete la série, devienne moindre qu'une quantité
quelconque; mais I'exactitude de cette conclusion est fondée
sur ce que le terme sec. x n'acquiert point une valeur qui
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excede toutes les limites possibles, d’olt il suit que le méme
raisonnement ne peut s'appliquer au cas ot I'arc x n'est pas
moindre que g .

On fera usage de la méme analyse pour les séries qui
expriment les valeurs de é 2, log. cos. x, et I'on pourra dis-
tinguer par ce moyen les limites entre lesquelles la variable
doit étre comprise, pour que le résultat du calcul soit exempt
de toute incertitude; au reste, ces mémes questions seront
traitées ailleurs par une méthode fondée sur d’autres prin-
cipes.

189.

L'expression de la loi des températures fixes, dans une

lame solide, suppose la connaissance de 1'équation

™ I I
- ==C08.X~—7 COS. 3 X+ =

Z 3 x COS. 5x—;—cos. ER écos.g)x——-etc.

Voict le moyen le plus simple d’obtenir cette équation :

Si la somme de deux arcs équivaut au quart de la circon-

’ 1 .
férence - =, le produit de leurs tangentes est 1, on a donc en

’ I I .
genéral - = = arc.tang. «+arc.tang. —(¢);lesignearc.tang.

indique la longueur de l'arc dont la tangente est u, et I'on
connait depuis long-temps la série qui doune la valeur de
cet arc; on aura donc le résultat suivant :

i —_— 1 I_ u3 l)_!_l u5+1 1 u7+x
Qﬂ:——u_'_u_:i( ~i—u3 5< u’>—7< u’

-+ ;(ug—i—uig —etc. (d)
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si maintenant on écrit ¢ *Y "= au lieu de x dans I'équa-
tion (¢) et dans I'équation (d) on aura :

—;-'r: == arc.tang. etV — 1 arc.tang.e — zV —1
} 4 1 I 1
et Z-.::cos.x—svos.3x+§cos.5x—5 €0S. 77X +§cos.9x—etc.

la série de I'équation (d) est toujours divergente, et celle de

I'équation (&) est toujours convergente; sa valeur est ;‘ = ou

T

Lo )

SECTION VI
Solution génerale.

190.

On peut maintcnant former la solution compléte de la

question que nous nous sommes proposee ; car les coéffi-

cients de l'équation (&) (art. 168) étant déterminés, il ne
reste plus qua les substituer, et 'on aura:

LX) —x 1 —3=x 3 1 —5ax 5
T =¢ cosy—3e cos.3y+z e cos. 5y
—;6-71005. 7 y+ée—'9xcos. 9y + etc. (a).
P . oa
Cette valeur de v satisfait 4 I'équation Ty Q—: o; elle de-
dx dy

. » ’ LI § 1
vient nulle lorsqu’'on donne a y une valeur égale 4 ~ rou—"x:
J 8 2 Nt

enfin, elle équivaut a I'unité, toutes les fois que x étant
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nulle, y est comprise entre — 2 = et + g =. Ainsi toutes les

counditions physiques de la question sont exactement rem-
plies, et il est certain que, sil'on donnait a chaque point de
la lame la température que I'équation (a) détermine, et en
méme temps si l'on entretenait la base A a la température 1,
et les arétes infinies B et C a la température o, il serait
impossible qu'il survint aucun changement dans le systéme
des ternpératures.
191.

Le second membre de I'équation («) €tant réduit en une
série extrémement convergente, il est toujours facile de
déterminer en nombre la température d'un point dont les
coordonnées x et y sont connues. Cette solution donne lieu
a diverses conséquences qu'il est nécessaire de remarquer,
parce quelles appartiennent aussi a la théorie genérale.

Si le point m, dont on considére la tempeérature fixe, est
tres-éloigné de l'origine A, le second membre de I'équa-

. ’ — X
tion(«) aura pour valeur extrémement approchée,e ~ cos.y;
il se réduit a ce premier terme, si x est infinie.

7’ . _x ’ . ’
L’équation » = g e cos. y représente aussi un état du so-

lide quise conserveraitsansaucun changement,s'il était d’abord
formé; il en serait de méme de I'état exprimé par I'équation

v 4 —3=x Iy .
v=g-¢€ - cos. 3 y, et en géneral chaque terme de la sé-

rie correspond a un état particulier qui jouit de la méme pro-
pri€té. Tous ces systémes partiels existent a-la-fois dans celui
que représente I'équation («); ils se superposent , et le mouve-
ment de la chaleur a lieu pour chacun d’eux de la méme
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maniere que s'il était seul. Dans I'état qui répond a l'un
quelconque de ces termes, les températures fixes des points
de la base A different d’'un point 4 un autre, et c'est la seule
condition de la question qui ne soit pas remplie; mais I'état
genéral qui résulte de la somme de tous les termes satisfait
a cette méme condition.

A mesure que le point dont on considere la température
est plus éloigné de l'origine, le mouvement de la chaleur
est moins composé : car, si la distance z a une valeur assez
grande, chaque terme de la série est fort petit, par rapport
au précédent, de sorte que l'état de la lame échauffée est
sensiblement représenté par les trois premiers termes, ou
par les deux premiers, ou par le premier seulement, pour
les parties de cette lame qui sont de plus en plus €loignées
de T'origine.

La surface courbe, dont 'ordonnée verticale mesure la
température fixe v, se forme en ajoutant les ordonnées
d’'une multitude de surfaces particulieres, qui ont pour

équations
T, — TV, 1 —3x TU, —A5x
=6 sy, m=—ge. cos.3y,T:e cos. Sy ete.

La premiere de celles-ci se confond avec la surface générale,
lorsque x est infinie, et elles ont une nappe asymptotique
commune.

Si la différence »—w, de leurs ordonnées est considérée
comme l'ordonnée d'une surface courbe, cette surface se
confondra lorsque x est infinie, avec celle dont I'équation est

%w v, =—%e——31 cos. 3 y. Tous les autres termes de la

série donnent une conclusion semblable.
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On trouverait encore les mémes résultats si la section, &
lorigine, au lieu d'étre terminée comme dans I'hypothese
actuelle par une droite parallele a I'axe des y, avait une figure
quelconque formée de deux parties symétriques. On voit
donc que les valeurs particuliéres

ae” “cos.y, b e 37 cos. 3y, ce 3% os. 5y, etc.

prennent leur origine dans la question physique elle-méme,
et ont une relation nécessaire avec les phénomeénes de la
chaleur. Chacun d'eux exprime un mode simple suivant le
quel la chaleur s’établit et se propage dans une lame rec-
tangulaire, dont les c6tés infinis conservent une tempcérature
constante. Le systéme général des températures se compose
toujours d'une multitude de systémes simples, et I'expres-
sion de leur somme n'a d'arbitraire que les coéfficients
a,b,c, d, etc.
192.

On peut employer I'équation («) pour déterminer toutes les
circonstances du mouvement permanent de la chaleur dans
une lame rectangulaire échauffée a son origine. Si l'on
demande, par exemple, quelle est la dépense de la source
de chaleur, c'est-a-dire, quelle est la quantité qui, pendant
un temps donné, pénetre a travers la base A et remplace
celle qui s'écoule dans les masses froides Bet C; il faut con-
sidérer que le flux perpendiculaire & l'axe des j a pour

. s dw . . 2
expression — & ——- la quantité qui, pendant l'instant d ¢

s'écoule a travers une particule d y de l'axe, est donc

dv
— ]f LTZ'. d:y dt,'
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et, comme les températures sont permanentes, le produit du

s el dv .,
flux, pendant l'unité de temps, est — & —— dy. On intégrera

. . I I
cette expression entre les limites y =—= — ;7 ety=+_m,
afin de connaitre la quantité totale qui traverse la base, ou,
ce qui est la méme chose, on intégrera depuis y=—0 jusqu’a

¥y = ; =, et l'on prendra le double de la somme. La (uantité

gl’ est une fonction de x et y, dans laquelle on doit faire
X

x = o, afin que le calcul se rapporte a la base A, qui coin-

cide avec l'axe des y. La dépense de la source de chaleur a

donc pour expression 2 f (— lcj—;'- d y). L'intégrale doit
étre prise depuis y = o jusqua y == =; si dans la

. dv . . .,
fonction 7o on ne suppose point x=o0, mais x=ux, l'inté-

grale sera une fonction de x qui fera connaitre combien il
s'écoule de chaleur pendant I'unité de temps a travers une
aréte transversale placée & la distance x de l'origine.

193.
Si I'on veut connaitre la quantité de chaleur qui, pendant

Punité de temps, pénttre au-dela d’une ligne tracée sur la
lame parallelement aux arétes B et C, on se servira de

l'expression —k j—; , et, la multipliant par I'édlément dx dela

ligne tracée, on intégrera par rapport a z entre les termes
; . R I d

donnés de la ligne; ainsi l'intégrale f (— k ‘7—; dx ) fera

connaitre combien il s'écoule de chaleur a travers toute
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I'étendue de la ligne ; et si avant ou apres lintégration on
fait y :2 ©, On connaitra la quantité de chaleur qui, pen-

dant l'unité de temps, sort de la lame en traversant l'aréte
infinie C. On pourra ensuite comparer cette derniere quan-
tité & la dépense de la source de chaleur; car il est néces-
saire que le foyer supplée continuellement la chaleur qui
s'écoule dans les masses B et C. Si cette compensation n’avait
pas lieu & chaque instant, le systéme des temperatures serait
variable.
194.
L'équation («) donne

dv 4K —ax —3x —S5x
'—KH:?<3 - COos. y—e cos. 3y +e cos.Hy

—e 7% cos. 7y+etc.)

multipliant par dy, intégrant depuis y=o0, on a

41{(-—.70. 1—3.1'.3 I—Bx.5
T e Sm.y — 3 e Sin. _}"+ -5- e sin., .)’

1,7

Z sin. 7 ¥ +etc. )

Si l'on fait y=1 =, et si I'on double l'intégrale, on trouvera:

2
8K <e~x+ TeT3%, L ZeTTT etc.)
™ 3 5 7
pour lexpression de la quantité de chaleur qui, pendant
l'unité de temps, traverse une ligne parallele 4 la base et
dont la distance & cette base est .
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On déduit aussi de I'équation (a)
—KZ—;:%IS (e_xsin.y—-e—3xsin. 3y+e—~5'tsin. 5y
—e 7Fsinyy+. );

donc lintégrale /' — K ( ﬁ) d x, prise depuis
4K — . —3x, .
x=oest—ﬁ—((1—e ) sin. y— (1—e ) sin. 3 y
+ (1 _6—51) sin. 5 y—(1—e~ 7%)sin. 7y + etc. )

Si l'on retranche cette quantité de la valeur qu'elle prend
lorsqu'on y fait x infinie, on trouvera:

4K/ —=x . 1 —3x . 1 —5zx .
—”—( e “sin.y—ze sin. 3y+xe sin. 5y —etc. ),

et, en faisant y:-; =, on aura l'expression de la quantité
totale de chaleur qui traverse laréte infinie C, depuis le
point dont la distance a l'origine est x, jusqu’a 'extrémité
de la lame: cette quantité est

ﬂ((e——‘7£+

™

—3x 1 —5
e 4z e

. x+5e_7z+etc.);
7

[SETR]

on voit qu'elle équivaut a la moitié de celle qui penetre pen-
dant le méme temps au-dela de la ligne transversale tracée
sur la lame & la distance x de l'origine. Nous avons déja
remarqué que ce résultal est une conséquence nécessaire des
conditions de la question; s'il n’avait pas lieu, la partie de la
lame qui est placée au-dela de la ligne transversale et se pro-
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longe 4 l'infini,.nc recevrait point par ses bases une quantité
de chaleur égale a celle qu'elle perd par ses deux aretes,
elle ne pourrait donc point conserver son état, ce qui est
contraire a I’hypothese.

195.

Quant 4 la dépense de la source de chaleur, on la trouve
en supposant z=o0 dans I'expression précédente;elle acquiert
par-la une valeur infinie, et 'on en connaitra la raison si I'on
remarque que, d'apres I'hypothese, tous les points de la ligne
A ont et conservent la température 1; les lignes paralleles
qui sont trés-voisines de cette base ont aussi une température
extrémement peu différente de l'unité ; donc les extrémités
de toutes ces lignes qui sont contigués aux masses froides B
et C leur communiquent une quantité de chaleur incompa-
rablement plus grande que si le décroissement de la tempé-
rature €tait continu et insensible. Il existe dans cette pre-
miére partie de la lame, aux extrémités voisines de B ou de
C, une cataracte de chaleur ou un flux infini. Ce résultat
cesse d’avoir lieu Jorsque la distance x regoit une valeur ap-
preciable.

196.

On a désigné par = la longueur de la base. Si on lui attribue
une valeur quelconque 2/, il faudra écrire, au lieu de y,
z ™. %, et multipliant aussi les valeurs de x par 231, on écrira

r

é'n" 7 au lieu de x. Désignant par A la température constante

de la base. on remplacera v par —. Ces substitutions étant
’ p par

faites dans Péquation («) on a
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AL — = ry 1 —32 my 1 —57% 5"'“"
— 7 rr_ 1 7 A 7 A2z
v=-—(¢€ 2 Cos.— 3¢ 2! cos.3 2Z+Se 2/,¢c08.0a1 !¢
— . -
— X7 737, cos. 7 = +etc.> (B).
7 2/

Cette équation représente cxactement le systéme des tempé-
ratures permanentes dans un prisme rectangulaire infini,

compris entre deux masses de glacc B et C, et une source de
chaleur constante.

197.

Il est facile de voir, soit au moyen de cette équation, soit
d’apres l'art. 171, que la chaleur se propage dans ce solide,
en s’éloignant de plus en plus de l'origine, en méme temps
qu'elle se dirige vers les faces infinies B et C. Chaque section
parallele a celle de la base est traversée par une onde de
chaleur qui se renouvelle a chaque instant, et conserve la
méme intensité : cette intensité est d'autant moindre, que la
section est plus distante de l'origine. Il s'opére un mouve-
ment semblable, par rapport 4 un plan quelconque parallele
aux faces infinies; chacun de ces plans est traversé par une
onde constante qui porte sa chaleur aux masses latérales.

Nous aurions regardé comme inutiles les développements
contenus dans les articles précédents, si nous n'avions point
a cxposer unc théorie entierement nouvelle, dont il est né-
cessaire de fixer les principes. C'est dans ceite méme vue que
nous ajouterons les remarques suivantes.

198.

Chacun des termes de I'équation («) correspond a un seul
systéme particulier de températures, qui pourrait subsister
dans une lame rectangulaire échauffée par son extrémite, et
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dont les arrétes infinies sont retenues a une température

constante. Ainsi l'équation » =e~ * cos. y représente les
températures permanentes, lorsque les points de la base A
sont assujétis a une température fixe, désignce par cos. y. On
peut concevoir maintenant que la lame échauffée fait partic
du plan qui se prolonge a l'infini dans tous les sens, et en
désignant par z et y les coordonnées dun point quelconque

de ce plan, et par v, la température du méme point, on

appliquera au plan tout entier I'équation » = e ¥ cos. ¥
par ce moyen, les arétes B et C auront la température con-
stante o ; mais il n'en sera pas de méme des parties contigués
BB et CC; elles recevront et conserveront une temperature
moindre. La base A aura dans tous ses points la température
permanente, désignée par cos. y, et les parties contigués AA
auront une température plus élevée.

Si 'on construit la surface courbe dont 'ordonnée verti-
cale équivaut & la température permanente de chaque point
du plan, et si on le coupe par un plan vertical passant par
la ligne A, ou parallele a cette ligne, la figure de la section
sera celle d'une ligne trigonométrique dont V'ordonnée re-
présente la suite infinie et périodique des cosinus. Si I'on
coupe cette méme surface courbe par un plan vertical paral-
lele a I'axe des z, la figure de la section sera dans toute son
étendue celle d’'une courbe logarithmique.

199.

On voit par-la de quelle maniere le calcul satisfait aux
deux conditions de I'hypothese, qui assujétissent la ligne a
une température égale & cos. y, et les deux cotés Bet C a la
température o. Lorsqu'on exprime ces deux conditious, on
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résout en effet la question suivante : Si la lame échauffée
faisait partie d'un plan infini, quelles devraient étre les tem-
pératures de tous les points de ce plan, pour que le systéme
fut de lui-méme permanent, et que les températures fixes
des c6tés du rectangle infini fussent celles qui sont données
par Thypothese?

Nous avons supposé précédemment que des causes exté-
rieures quelconques retenaient les faces du solide rectan-
gulaire infini, I'une 4 la température 1, et les deux autres &
la température o. On peut se représenter cct effet de diffé-
rentes manieres; mais Ihypothese propre au calcul, consiste
a regarder le prisme comme une partic d’'un solide dont
toutes les dimensions sont infinies, et a déterminer les tem-
pératures de la massc qui 'environne, en sorte que les con-
ditions relatives a la surface soient toujours observées.

200.

Pour connaitre le systéme des températures permanentes
dans une lame rectangulaire dont 'extrémité A est entretenue
a la température 1, et les deux arétes infinies 4 la tempé-
rature o, on pourrait considérer les changements que subis-
sent les températures , depuis I'état initial qui est donné
jusqua I'état fixe qui est lobjet de la question. On détermi-
nerait ainsi I'état variable du solide pour toutes les valeurs
du temps, et 'on supposerait ensuite cette valeur infinie.

La méthode que nous avons suivie est différente, et con-
duit plus immédiatement a 'expression de I'état final, parce
qu'elle est fondée sur une propriété distinctive de cet état.
On va prouver maintenant que la question n'admet aucune
autre solution que celle que nous avons rapportée. Cette
démonstration résulte des propositions suivantes.
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201.

Si l'on donne a tous les points d’'une lame rectangulaire
infinie les températures exprimées par l'équation (x), et si
I'on conserve aux deux arétes B et C la température fixe o
pendant que lextrémité A est exposée a une source de
chaleur qui retient tous les points de la ligne A a la tempé-
rature fixe 1; il ne pourra survenir aucun changement dans

&

I'état du solide. En effet, I'équation 5‘}3 + 57_7::0 étant satis-
faite, il est manifeste que la quantité de chaleur qui déter-
mine la température de chaque molécule ne pourra étre m
augmentée ni diminuée.

Supposons les différents points du méme solide ayant
recu les températures exprimées par l'équation («) ou
v=y¢ (z, y), quau lieu de retenir 'aréte A a la tempéra-
ture 1, on lui donne ainsi qu'aux deux lignes B et C la tem-
pérature fixe o; la chaleur contenue dans la lame BAC
s'écoulera A travers les trois arétes A,B,C, et d’apres I'hypo-
these elle ne sera point remplacée , en sorte que les tempé-
ratures diminueront continuellement, et que leur valeur
finale et commune sera zéro. Cette conséquence est évidente
parce que les points infiniment €loignés de l'origine A ont
une température infiniment petitc d’apres la maniere dont
I'équation (x) a été formeée.

Le méme effet aurait lieu en sens opposé, si le systéme
des températures était v=-—¢ (x, ), au lien d'étre
v=y¢ (x, y); Cest-a-dire que toutes les températures ini-
tiales négatives varieraient continuellement, et tendraient
de plus en plus vers leur valeur finale o, pendant que les
trois arétes A, B, C conserveraient la température o.
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202.

Soit »=f(x, y) une équation donnée qui exprime la
tempeérature initiale des points de la lame B AC, dont la
base A est retenue a la température 1, pendant que les
arctes B et C conservent la température o.

Soit v=F (z, y) une autre équation donnée qui exprime
la température initiale de chaque point d'une lame solide
B A C parfaitement égale a la précédente, mais dont les
trois arétes B, A, C sont retenues a la température o.

Supposons que dans le premier solide I’état variable qui
succede a I'état initial soit déterminé par I'équation

v=9(x,y,1t),

t désignant le temps écoulé, et que I'équation v==9 (z, y, f)
détermine I'état variable du second solide, pour lequel les
températures initiales sont F (z, y).

Enfin, supposons un troisieme solide égal 4 chacun des
deux précédents; soit v =f(x,y)+ F(z, y) I'équation qui
représente son état initial ,' et soient 1 la température con-
stante de la base A, o et o celles des deux arétes B et C.

On va démontrer que I'état variable du troisieme solide
sera déterminé par I'équation »=4¢(z, y, t) + ®(x, y, ¢).

En effet, la température d'un point m du troisieme solide
varie, parce que cette molécule, dont M désignera le volume,
acquiert ou perd une certaine quantité de chaleur A. L'ac-
croissement de la température pendant l'instant

A
dt est-m dt,

le coéfficient ¢ désignant la capacité spécifique rapportée au

[ N T T O T vy LR R R AR K R T T NN N AN R R R RN E A TR A R R R A R A R A L]
i



CHAPITRE IIL 203

volume. La variation de la température du méme point,

. . 4 D
dans le premier solide, sera —- d¢, et elle sera — d'¢

dans le second, les lettres d et D représentant la quantité
de chalcur positive ou négative que la molécule acquiert en
vertu de l'action de toutes les molécules voisines. Or il est
facile de reconnaitre que A équivaut a d+ D. Pour s'en con-
vaincre il suffit de considérer la quantité de chaleur que le
point m recoit d’'un autre point /' appartenant a I'intérieur
de la lame, ou aux arétes qui la limitent.

Le point m,, dont la température initiale est désignée par f,
transmettra, pendant I'instant d¢, 4 la molécule m, une quan-
tité de chaleur exprimée par ¢,(f,—f) dt, le facteur g, re-
présentant une certaine fonction de la distance des deux
molécules. Ainsi la quantité totale de chaleur acquise par m
sera 3 g, (f.—f)d¢, le signe 3 exprimant la somme de tous
les termes que l'on trouverait en considérant les autres points
m,, m,, m,. etc. qui agissent sur m; c’est-a-dire, en mettant
G.>.[o OU G5, fi, OU gy, f;, ainsi de suite, a la place de ¢,, f.
On trouvera de méme % g, (F,—F)d¢ pour l'expression de
la quantité totale de chaleur acquise par le méme point m
du second solide; et le facteur ¢, est le méme que dans le
terme X g, (f,—/f)d¢t, puisque les deux solides sont formés
de la méme matiére, et que la situation des points est la
méme; on a donc

d=3q,(fi—f)dtetD=32gq, (F,—TF)de

On trouvera par la méme raison

A=3gq, (f, + F, —(f+ F))dt;
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A d D . \
donc A—=d+D et M= w o Il suit dela que cha-

que molécule m du troisiéme solide acquerra, pendant l'ins-
tant d¢, un accroissement de température égal a la somme
des deux accroissements qui auront lieu pour le méme point
dans les deux premiers solides. Donc  la fin du premier
instant, 'hypothése primitive subsistera encore, puisqu’une
molécule quelconque du troisieme solide aura une tempé-
rature égale 4 la somme de celles quelle a dans les deux
autres. Donc cette méme relation aura lieu au commence-
ment de chaque instant, c’est-d-dire que l'état variable du
troisieme solide sera toujours représenté par I'équation

v=19(x,, t)+ &(x, 5, ).

203.

La proposition précédente s’applique 4 toutes les questions
relatives au mouvement uniforme ou varié de la chaleur.
Elle fait voir que ce mouvement peut toujours étre décom-
posé en plusieurs autres dont chacun s'accomplit séparément
comme s'il avait lieu seul. Cette superposition des effets sim-
ples, est un des éléments fondamentaux de la théorie de
la chaleur. Elle est exprimée dans le calcul, par la nature
méme des équations générales , et tire son origine du principe
de la communication de la chaleur.

Soit maintenant v=g¢(x, y) I'équation (), qui exprime
I'état permanent de la lame solide B A C, échauffée par son
extrémité A, et dont les arétes B et C conservent la tempé-
rature 1;l'état initial de cette lame est tel, d'aprés I'hypo-
these, que tous ses points ont une température nulle, excepté
ceux de la base A, dont la tempeérature est 1. Cet état initial
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pourra donc étre considéré comme formé de deux autres,
savoir : un premier, pour lequel les températures initiales
seraient — ¢ (x, 7)), les trois arétes étant maintenues a la
température o, et un second état, pour lequel les tempéra-
tures initiales sont + ¢ (x, y), les deux arétes B et C con-
servant la température o, et la base A la température 1; la
superposition de ces deux états produit I'état initial qui ré-
sulte de I'hypothese. Il ne reste donc qu'a examiner le mou-
vement de la chaleur dans chacun des deux états partiels.
Or, pour le second, le systéme des températures ne peut
subir aucun changement; et pour le premier, il a été remarqué
dans larticle 201 que les températures varient continuelle-
ment, et finissent toutes par étre nulles. Donc V'état final,
proprement dit, est celui que représente 1'équation () ou
v=g¢(x,y)

S1 cet ¢tat €tait formé d’abord , il subsisterait de lui-méme,
et c'est cette propriété qui nous a servi i le déterminer. Si
T'on suppose la lame solide dans un autre état initial, la dif-
férence entre ce dernier état et I'état fixe forme un état par-
tiel, qui disparait insensiblement. Apres un temps considéra-
ble, cette différence est presque évanouie, et le systéme des
températures fixes n'a subi aucun changement. Clest ainsi
que les températures variables convergent de plus en plus
vers un é€tat final, indépendant de I'échauffement primitif.

204.

On reconnait par-1a que cet état final est unique; car, si
Yon en concevait un second, la différence entre le second et
le premier formerait un état partiel, qui devrait subsister de
lui-méme, quoique les arétes A, B, C fussent entretenues a
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la température o. Or ce dernier effet ne peut avoir lieu : il
n'en serait pas de méme si 'on supposait une autre source
de chaleur indépendamment de celle qui s’écoule a l'ori-
gine A : au reste cette hypothése n'est point celle de la
question que nous avons traitée, et pour laquelle les tem-
pératures initiales sont nulles. Il est manifeste que les
parties tres - éloignées de lorigine ne peuvent acquerir
qu'une température extrémement petite.

Puisque I'état final qu’il fallait déterminer est unique, il
s'ensuit que la question proposée n'admet aucune autre solu-
tion que celle qui résulte de 'équation («). On peut donner
une autre forme i ce méme résultat, mais on ne peut ni
étendre, ni restreindre la solution, sans la rendre inexacte.

La méthode que nous avons exposée dans ce chapitre,
consiste 4 former d’abord des valeurs particulieres tres-sim-
ples, qui conviennent & la question, et & rendre la solution
plus générale, jusqu’a ce que la fonction v ou ¢ (2, ¥) satis-
fasse a trois conditions , savoir :

Q + d* v
dx* dy*

=0, ¢(x,0)=1, g(x, =ir)=0o.

11 est visible que 'on pourrait suivre une marche contraire,
et la solution que I'on obtiendrait serait nécessairement la
méme que la précédente. Nous ne nous arréterons point &
ces détails, qu'il est facile de suppléer, des qu'une fois la
solution est connue. Nous donnerons seulement dans la
section suivante une expression remarquable de la fonction
¢ (x, y) dont la valeur est développée en série convergente
dauns l'équation (a).
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SECTION V.
Ezxpression finie du résultat de la solution.

205.
On pourrait déduire la solution précédente de l'intégrale

), . d* v d* v
de l'équation ——; + S—
dx dy
Imaginaires, sous le signe des fonctions arbitraires. Nous
nous bornerons ici a faire remarquer que cette intégrale

== 0, qui contient des quantités

v=9(x +yV'=1) +{(x—y1=T),

a une relation manifeste avec la valeur de » donné par lé-

quation
[ —a2 1 —3x 1 —52
T = cos.y—z ¢ cos.3y +ze cos. b y —ete.

En effet, en remplagant les cosinus par leurs expressions
imaginaires, on a

e—-—(x-—j\/_x) _%8—3(.1'-—_7\/—1) + %e—~5 (x—y v %) —ete.

G e §6—3(x+ﬂ/—r) + %6—5 (etyv=) _ 0.

La premiere série est une fonction de x—yL"—_7, et la se-
conde est la méme fonction de x + y L.

En comparant ces séries au développement connu de I'arc
arc.tang. z en fonction de z sa tangente, on voit sur-le-
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champ que la premiére est arc.tang e (z—yv'=1)
— (z4rVv—1)

et que

la seconde est arc.tang. e
prend cette forme finie,

; ainsi I'équation (a)

fgfzarc.tang. e (FHIV=1) arc.tang. e (FV=1) (B
C'est de cette maniere qu'elle rentre dans l'intégrale générale
v=e¢(x+yl—1) +{(z—yV'=1) (A);

la fonction ¢ (z) est arc.tang. e, et il en est de méme de
la fonction ¢ (z).

Si dans l'équation (B) on désigne le premier terme du
second membre par p et le second par ¢, on aura

—(x+rv=r) —(x—yV'=1);

;‘:ﬁq,:])_pq,tang_p:e , tang. g=e

tang.p 4-tang.g ~ 2e".cos. y 2 COos. ¥
l—tang.p.tang.g—— I—e 2% T pa__g—%

donc tang. (p +g)ou

3

2 COs. Y (C)

on en déduit I'équation 2 x v==arc.tang, (81_6_1
Clest la forme la plus simple sur laquelle on puisse présenter
la solution de la question.
206.
Cette valeur de v ou ¢ (&, y) satisfait aux conditions
relatives aux extrémités du solide quisont ¢ (x, &= { x)=o0
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et o (0,7)=1; elle satisfait aussi & I'équation générale
d* v d* » . ), . ,
7o+ 7,7 = 0, puisque I'équation (¢) est une transformée
de I'équation (B). Donc elle représente exactement le Sys-
téme des températures permanentes; et comme ce dernier
€tat est unique, il est impossible qu'il y ait aucune autre
solution, ou plus générale ou plus restrcinte.

L'équation (c) fournit, au moyen des tables, la valeur de
I'une des trois indéterminées v, x, ¥y, lorsque les deux
autres sont données; elle fait connaitre trés-clairement la
nature de la surface qui a pour ordonnée verticale la tem-
pérature permanente d'un point donné de la lame solide.
Enfin on déduit de cette méme équation les valeurs des

. . e . d d . N
coéfficients différentiels 21 et =2 qui mesurent la vitesse
x dy

avec laquelle la chaleur s'écoule dans les deux directions
orthogonales ; et 'on connaitra par conséquent la valeur
du flux dans toute autre direction.

Ces coefficients sont exprimés ainsi

dv ex+g—1 dv er__m%
===~ 2 COS. bl : = —\.
dx y(eax—lv-ZCOS. 2]__'_6—21 >7d)’_ 25111.)’(8 I+2cos.2_7+e 2 )
On remarquera que, dans l'article 194 la valeur de 4v
q que, 9 a7’

dv
dy
il est facile de trouver la somme, en remplacant les
quantités trigonométriques par des exponentielles imagi-

et celle de sont données par des séries infinies dont

. . .. . dv dv
naires. On obtient ainsi ces mémes valeurs de — et == que
dx dy
nous venons de rapporter.
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La question que l'on vient de traiter est la premiere que
nous ayons résolue dans la théorie de la chaleur, ou plutot
dans la partie de cette théorie qui exige I'emploi de I'ana-
lyse. Elle fournit des applications numériques tres-faciles,
soit que I'on fasse usage des tables trigonométriques ou des
séries convergentes, et elle représente exactement toutes
les circonstances du mouvement de la chaleur. Nous passe-
rons maintenant & des considérations plus générales.

SECTION VL

Développement d'une fonction arbitraire en séries

trigonometriques.
207.
La question de la propagation de la chaleur dans un
s : [ L4 . d* - 2
solide rectangulaire a conduit a lequatlon—-—-f + ¥ o;
dx* dy?

et si l'on suppose que tous les points de 'une des faces du
solide ont une température commune, il faut déterminer
les coéfficients a, &, ¢, d, e, etc. de la serie

acos.z+bcos.3x+ccos.bx+dcos.nx+ ... etc.,

en sorte que la valeur de cette fonction soit égale a une
constante toutes les fois que I'arc x est compris entre
— et + > x On vient dassigner la valeur de ces coéfli-
cients; mais on n'a traité qu'un seul cas d'un probléme plus
général, qui consiste 4 développer une fonction quelconque
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en une suite infinie de sinus ou de cosinus d’arcs multiples.
Cette question est liée a la théorie des équations aux diffé-
rences partielles et a €té agitée des l'origine de cette analyse.
11 était nécessaire de la résoudre pour intégrer convenable-
ment les équations de la propagation de la chaleur; nous
allons en exposer la solution.

On examinera, en premier lieu, le cas ou il s'agit de
réduire en une série de sinus d'arcs multiples, ure {onction
dont le développement ne contient que des puissances im-
paires de la variable. Désignant une telle fonction par ¢ x,
on posera I'équation

pr=asin.z + bsin.2x + ¢sin. 3o + dsin. fx + ... etc.

etil s'agit de déterminer la valeur des coéfficients a, 5, ¢, d, etc.
On écrira d’abord I'équation

a 3 4 5
px=x¢0 +fz—cp"0 +-;—3-qa'"0 +-2—'-23—4cp"0 + —23;”9'0 + ... etc.

dans laquelle 9’0, ¢"0, 9" 0, ¢" 0, etc. designent les valeurs
que prennent les coefficients

dox d.px d.ox dgx

Tz dz d’ d«7 &

lorsqu'on y suppose z==o. Ainsi en représentant le déve-
loppement selon les puissances de z par I'équation

+E

2 2 o x?
?x:Ax—BR+Cm—DZ,3.4.5.6.7 2.3.4.5.6.7.8.9 ete.
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on aura p 0=0 et o=A
9 0=0 @" o=—DB8
p"0=0 @ o=0C
" 0o=0 po=D
etc. etc.

Si maintenant on compare l'équation précédente a
celle-ci

gpx=asin.x + bsin. 2a + csin.3x + dsin. fx + esin. b x + etc.

En développant le second membre par rapport aux puis-
sances de x, on aura les équations

A—a+2b+3c+4 d+5e+etc

B=a+2b+3c+ 4d+ He+ etc.

C=a+2b+3Fc+ 4d+ 5+ etc.

D—a+2b+3c+4d+5e+ etc

E=a+ 20+ 3c+ 4°d + 5%e + etc. (@)
etc.

Ces équations doivent servir a trouver les coéfficients
a, b, ¢c,d, e, etc., dont le nombre est infini. Pour y
parvenir, on regardera d'abord comme déterminé et égal a
m le nombre des inconnues, et l'on conservera un pareil
nombre m d'équations; ainsi I'on supprimera toutes les
équations qui suivent les m premieres, et I'on omettra dans
chacune de ces équations tous les termes du second membre
qui suivent les m premieres que I'on conserve. Le nombre
entier m étant donné, les coéfficients @, &, ¢, d, e.... ctc.

T T ] LR R N TR R Ty Y Ly R R R T R R R LR AR
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ont des valeurs fixes que l'on peut trouver par I'élimination.
On obtiendrait pour ces mémes quantités des valeurs diffé-
rentes, si le nombre des équations et celui des inconnues
était plus grand d'une unité. Ainsi la valeur des coéfficients
varie a mesure que l'on augmente le nombre de ces coéffi-
cients et celui dss équations qui doivent les déterminer.
1l s’agit de chercher quelles sont les limites vers lesquelles
les valeurs des inconnues convergent continuellement &
mesure que le nombre des équations devient plus grand.
Css limites sont les véritables valeurs des inconnues qui
satisfont aux €équations précédentes lorsque leur nombre

est infini.
208.

On considérera donc successivement les cas ou l'on aurait
a déterminer une inconnue par une équation, deux incon-
nues par deux €équations, trois inconnues par trois €qua-
tions, ainsi de suite & l'infini. Supposons que I'on designe
comme il suit différents systémes d’équations analogues a
celles dont on doit tirer les valeurs des coéfficients :

a—A, a,+2b=—A, a;+2 b,+3 e;=A;, a,+2b+3c+4d—=A,
‘ l a.+2'b,=B, a,+2b;+3Fc;=B; a;+2°b,+3c,+4d;=B,
2 a+ 230+ 3e,;=C;, a,+2°b+3c,+4d=C,
a,+2b+3Fc,+4d,=D;,

a+2b+3c;+ 4 di+5 e;=A;

as+ 22 b+ Fes + 4°d, + 5 e,=B;

a,+2°b+ ¥, +4°d, + 5 e, =C

a;+ 2b;+ 3ec, + 4ds + He,=D,

as+ 2265 + ¢+ 4d; + 5 e, =E;
etc. (b)
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Si maintenant on é€limine la derniere inconnue e, au
moyen des cinq équations qui contiennent A; B, C; D;E;, etc.
on trouvera

a,(5— 1) +2 b (5'—2) + 3 ¢ (5—3) + 4, (5—4) =5'A,—B,
a5 (5—1) + 2 b, (5'— 2%) + 3 ¢, (5—3) +4’d, (— §)=5'B, — C,
(5 — 1) + 2°b; (5— 27) + 30, (5'—3") + 43 dy (5'— 4) =5 C,— D,
ai(5— 1) + 278,(5—2) + 3¢, (5—3) + 4 dy (5— )= 5D, —E,

On aurait pu déduire ces quatre équations des quatre
qui forment le systéme précédent, en mettant dans ces
dernieres au lieu de

a, (b—1)a
b (5—2) b
¢ (=3)¢

d, (5—4) d,

et au lieu de A, 5 A, —B,
B, 5 B,—C;
C, 5 C;—D;
D, 5 D,—E,

On pourra toujours, par des substitutions semblables,
passer du cas qui répond 4 un nombre m d'inconnues i
celui qui répond a un nombre m + 1. En écrivant par ordre

IR LR LR TT AT LA N AR AR A LA NN AR R AR T AT AR LR LA LR
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toutes ces relations entre les quantités qui répondent 4 l'un
des cas et celles qui répondent au cas suivant, on aura

a,—a(2’—1)
a,=a,(2’—1)
ay=a,(4"—1)
a=a(5—1)
as=a,6"—1)

a=a,(7°—1)

()
b,=b,(3'—2")
b=t —2) eyme(4—3")
b=by(5—2%) e=e,(5—3")  dy=dy(5'—4")
b=by(6'—2%) o;=c,(6°—3") di=d,(6'—4") es=e,(6'—5")
b=b(7—") eime(p—3) de=d(7—&) e=e (=) S=f7—6) 5
etc.

on aura aussi

A,==2A,—B, (d)
A,.—=3A,—B, B,=—=3B,—(,

A,—4A,—B, B,—4B,—C, C,=4C,—D,
A,=54,—B, B,=5B;—C, C,=5C,—D, D,=5D;—E,,

etc.

On conclut des équations (¢) qu'en représentant par

a,b,

c,d,e,... etc., les inconnues dont le nombre est
infini, on doit avoir
al
e IO )@ —1) (B —1). ..
b— b,
S —2) B —2 (B —2. .-
€y
G -3 (6337 .. ..
d= il
T —4) (6 —4) (7 —4) (B —47) - e

etc. (e}
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20g.

Il reste donc a déterminer les valeurs de a, b, c, d, e; etc.:
la premiere est donnée par une équation, dans laquelle
entre A,; la seconde est donnée par deux équations dans
lesquelles entrent A, B,; la troisieme est donnée par trois
équations, dans lesquelles entrent A;B;C;, ainsi de suite. Il
suit de la que si I'on connaissait les valeurs de

A A B, A;B,C, AB,C,D,... etc.,

on trouverait facilement @, en résolvant une équation, a, &,
en résolvant deux équations , a, b, ¢, en résolvant trois équa-
tions, ainsi de suite; apres quoi on déterminerait a, b, ¢, d, ¢,
etc. 1l s'agit maintenant de calculer les valeurs de

A, A,B, A,B,C, A,B,C,D, A,B,C,D;E, etc.,

au moyen des équations (d). 1° on trouvera la valeur de A,
en A, et B,; 2° par deux substitutions on trouvera cette va-
leur de A, en A; B, C;; 3° par trois substitutions on trouvera
la méme valeur de A, en A;B,C,D,, ainsi de suite. Ces va-
leurs successives de A, sont :

A,—A, 2°—B,
A,=A, 2*.3*—B,(2°+3")+C,
A=A, 2.3 . 4—B, (2.3 4+ 2. 4+ 3.4)+C, (2*+ 3+ 4)—D,
A=A 2.3 .4.5—B(2.3. £+ .3.5+2. 4.5+ 3.4.5)
+GC; (3% 342 4+ 2. 54 3. £+ 3. 5°4-47. 5)— D 2"+ 3"+ £+ 5)+-E;,
etc.,

dont il est aisé de remarquer la loi. La derniere de ces va-
leurs, qui est celle que I'on veut déterminer, contient les
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quantités A,B,C,D, E, etc. avec un indice infini, et ces quan-
tités sont connues; elles sont les mémes que celles qui en-
trent dans les équations (a).

En divisant cette derniére valeur de A, par le produit infini

2°.3.4.5°.6"..... etc.,

on a

A——B< +3,+ = +etc>+C< 3 —,-—,

4 +etc)

+D(2 St P TRt v 5,+etc.)
+E<

+ etc.

I
ey s '2='.3=.4=.6"+etc'>

Les coéfficients numériques sont les sommes des produits
que 'on formerait par les diverses combinaisons des frac-

. I ) § 3 . ’ ,
e e mm — ET fme e et, apres avoir separe la pre-
tions — — 33 , ap p P

. . I . ’ . ’
miere fraction —. Si I'on représente ces différentes sommes

de produits par P,Q.R,S.T,... etc.,et si I'on emploie la
premicre des équations (e) et la premiere des équations (b),
on aura, pour exprimer la valeur du premier coéfficient @,
I'équation

@@= (@) &) A BP+CQ—DR+ES—FT, +etc;
or les quantités P, Q. R, S,T....etc., peuvent étre facilement
déterminées comme on le verra plus bas; donc le premier
coéfficient @ sera entierement connu.
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210.
Il faut passer maintenant a la recherche des coéfficients
smivants bedef. .. etc., qui d'aprés les équations (e) dé-
pendent des quantités b,c,d, e, f;. . . etc. On reprendra pour
cela les équations (5); la premiére a déja été employée pour
trouver la valeur de a,; les deux suivantes donnent la va-
leur de 4,; les trois suivantes la valeur de c;; les quatre sui-
vantes la valeur de d, ainsi de suite.
En effectuant le calcul, on trouvera, a la seule inspection
des équations, pour les valeurs de &,¢;d,e;. . . etc, les résul-
tats suivants :

26,(1—2") = A, I'—B,

3o (173 (2—3)=A, 1".2’—B, (1’+2") 4 C,

4d,(r—4) (22—4) (3—4)=A, 0.22.3—B, (12’ + 1" 3"+ 22 3) + C, ("4 2'4 3))— D,

5, (=5 (257 (3'—57) (4—5)=A, 1722 34— B, (1.2 3 4 "2 4"+ 1.3 '+ 2°.3°.47)
+GC, (a4 034 14 203 2 44 3047 — D, (U 2°+- 3+ 4 +E,

etc.

La loi que suivent ces équations est facile & saisir; il ne
reste plus qu'a déterminer les quantités

A.B, A;B,C, A,B,C, etc.

Or, les quantités A, B, peuvent étre exprimées en A, B, C,,
ces dernieres en A,B,C,D, etc. Il suffit pour cela d'opérer
les substitutions indiquées par les équations (d); ces chan-
gements successifs réduiront les seconds membres des équa-
tions précédentes a ne contenir que les quantités ABCD
etc.,avec un indice infini, c'est-a-dire, les quantités connucs

G ke oy LR R R R L L LA L N TR R R R AR LA A A RN A AR i\l



CHAPITRE IIL 219

ABCD etc. qui entrent dans les équations (@); les coeéffi-
cients seront les différents produits que l'on peut faire en
combinant les quarrés des nombres 1*273*4*5* a l'infini. 1l
faut seulement remarquer que le premier de ces quarrés 1’
nentrera point dans les coéfficients de la valeur de a,; que
le second quarré 2* n'entrera point dans les coéfficients de
la valeur de 4,; que le troisieme quarré 3* sera seul omis
parmi ceux qui servent i former les coéfficients de la valeur
de c;, ainsi du reste a I'infini. On aura donc pour les valeurs
de b,c,d,e; etc., et par conséquent pour celles de bede ete.,
des résultats entierement analogues a celui que l'on a trouvé
plus haut pour la valeur du premier coéfficient a..
2Il.

Si maintenant on représente

[ 1 I I 1 \
parP,lesquantltesL—,—{-3—,4—?_},5_,_;_ ..
Q i UL SR ! !
1 12'3: 12.42 11'53+3,.4,+32.5,+.,
I I 1 1 \|
Rz {[’.32.4;+lz‘3:.5a+32-3a‘4,+3,'4,'5,+.-.‘>

N

{ 1 1
T3y T rase T

ete. ,

que on forme par les combinaisons des fractions

————— ...etc.,



220 THEORIE DE LA CHALECUR.

1 " . . I
a lnfini, en omettant la seconde de ces fractions 7> on

aura, pour déterminer la valeur de 4, I'équation
) q

26, =) — A, —BP,+CQ,—DR, + ES,—FT, +etc.
En représentant en general par P,Q,R, S, T,..... les
sommes des produits que l'on peut faire en combinant di-
versement toutes les fractions i— ;— ;—- ;— ;— ..... a l'infini,
apres avoir seulement omis la fraction ;, ; on aura en ge-

néral, pour déterminer les quantités a,b,c,d,e;. . . etc., les
€quations suivantes :

I
A‘—BP,—i—CQ‘—DR,'{—ES,—etC.: a, W

. (11_2:)
A,—BP,+CQ,—-DR,+ES,——etC.._.3b, m——

A;—BP,+CQ,—DR,+ES,—etc.=3¢, L) (2*—3)

.2t 45060, ..

A,—BP,+CQ,—DR,+ES,—etc.=44, (r—4) ("—4) 3*—4)

1*.2%.3*.5%.6°. ..

etc.

212,

Si I'on considere maintenant les équations (¢) qui don-
nent les valeurs des coéfficients abed. . . ete., on aura les
résultats suivants :

Vo e kb e ER R R R R R R T L RN Ay TR RN R R R R LI R L L RN AR RN
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2 (2._11) (3‘:;’)2:‘1;:1,)(5’——12)"'=A—B Pl+CQ,—DRu+E S,—"FTx -+ etc.
2%.3.4.5. ..

;,<'—2><3~23(44—;><5—2> —A—BP,+CQ,—DR,+ES—etc.
X

3¢ ("—27)(3—2 \(4;—52 ) (5—27)... '—=A—BP,+CQ,—DR,+ES, —etc.

4a == O 4 _ 5 _BP,+CQ,—DR,+ES,—etc.

etc.

En distinguant quels sont les facteurs qui manquent aux
numeérateurs et aux dénominateurs pour y completer la
double série des nombres naturels, on voit que la fraction

’ . . . I I
se réduit, dans la premiere e'quatlon ya =-~; dans la se-

conde d —2= ii’ dans la troisieme a 3 3 ; dans la quatrieme a

—-%‘—é, en sorte que les produits qui multiplient
a, 2b, 3¢, 4d, etc.,

sont alternativement = et —. Il ne sagit donc plus que
2 2

de trouver les valeurs de
P.Q. RS, P,Q,R,S, P,Q;R;S,... etc

Pour y parvenir, on remarquera que I'on peut faire dépen-
dre ces valeurs de celles des quantités PQRST... etc.,
qui représentent les différents produits que l'on peut former

avec les fractions - TaT 37. .. etc., sans en omettre
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aucune. Quant a ces derniers produits, leurs valeurs sont
données par les séries des développements de sinus. Nous
représenterons donc les séries

1 I I I I t arP
I—;+;:+3—,+?+§:+CC P ,
e e : et

1.2 0 1.3 1.4 2.3’ 2’.4’+3’,4’+ C.paI‘Q,
I + 1 + I I t R
1*.2*.3° 1”.2°.4° 1’.3’.4’+2’.3’.4’+ec' par ki,
- + - + - t S

[).22.31.41 2:.3g.4n_5- 11.2:.3,.5,‘*‘6(:- par N

ainsi de suite.
3 xj -l"

R . x
La série sm.x_.r—-m+2'3.4'5+2.3.4‘5.6.7+etc.;

nous fournira les quantités PQR ST etc. En effet, la valeur
du sinus étant exprimée par I'équation

in el 1 (1= Z X z”
e =1 =) (- ) () () (=) ke

x* x‘ xd

3t a3 4323456, ¢

= (1) (1522 () (i) -t

d’'ou l'on conclut immédiatement

on aura [ —
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.
P:2.3
7‘:‘
Q_2.3 4.5
.n.d
R_2.3.4.5.6.7
‘N7
S = =355
etc.
213.

Supposons maintenant que P,Q,R.S,... etc., représentent
les sommes de produits différents que 'on peut faire avec

. I I X I I ’ ’
les fractions — — 55 5 etey dont on aura séparé la

. I . « .
fraction —, n étant un nombre entier quelconque; il s'agit

de déterminer P,Q,R,S.... etc. , au moyen de PQRS... etc.
Si I'on désigne par 1 —gP,+¢*Q,—¢'R, +¢*S,—etc., les
produits des facteurs

(=) (=) (=) (=Bt

parmi lesquels on aurait omis le seul facteur 1 ____nq_ il fau-

dra qu’en multipliant par 1 —% la quantité
1—qP,+¢Q.—¢'R, + ¢'S, —etc.,

on trouve 1 —g P+ ¢ Q—¢g’'R + ¢*S —etc.
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Cette comparaison donne les relations suivantes :
P, + -I—-= P
n

Q.+ P, >=Q

1
R.+Q..—==R
S.+ R, —I— =S

n

etc.

ou P,,=P—-f;
n

Q.=Q—=P+=

I I I
Ro=R—7Q+P—5

S,=8——R+ Q——P+ %

C
ete.

En employant les valeurs connues de PQRS, et faisant
successivement n—=—1,2,3,4,5... etc., on aura les valeurs
de P,Q.R.S,... etc.; celles de P,Q,R.S,... etc.; celles de
P,Q,R;S;. .. etc.

214.

Il résulte de tout ce qui précede que les valeurs de

abcde. .. etc., déduites des équations

a+2b+3c+4d+5e +etc.—=A

a+2°b+3Fc+4d +5e +etc.=B

a+2°b+3Fc+4d +5e +etc.=C

a+2b+3c+4d +5e +etc.=D

a+22b+3c+4 d+5 e+etc.=E
etc.

I L L L I T RN T Ty R R
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sont exprimées ainsi,

I =? I
a “ZA—B<E—1=>+C( 345“”7'_+ <)
[ I é 1w 1
—D <2.3.4.5.63—F'2 345 7'2—.3“?)
1 =° 1 T 1w I
+E (2.3.4.5.6.7.8.9 T3 45; T a3 a3t )
— etc.
I % I L ) S 1
“zﬁbZA—B(;.‘s—;ﬁ)+C(——2.3.4.5";“=‘;3‘+;7>
1 Ee I O 1
D<2.3.4.5.6.7 2? '1.3.4.5 + ;:S—ZT>
1 n° 1 4 I % 1
+ E<2.5.4.5.6.7.8.9 PEPR VT I IPLIPw Wt B )
— etc,
1 = 1
-3c—A—B(— 3>+C( 343 3='5§+F)
=° I T4 O 1
“‘D<2.3.4.5.6.7"F'2345 F'ﬂ_?ﬁ)
1 =8 1 w4 I w 1
+ E(n.3.4.5.6.7.8.9 323457 1375345 3531 §T>
— etc.
! fd— = IS
_54d_A‘_B(z )+C<3345" 2.3+44)
2.3.4.5.6.7 1 et 1 = 1
Dt )
E ™ I =8 1 ¢ = + b ¢
+ (2.3.4.5.6.7.8.9_F'2.3.4.5.7 4% 2345 4% 2377 %

— etc.
efc.
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215.
Connaissant les valeurs de abcdef. .. etc., on les sub-
stituera dans I'équation proposée

px==asin.z + bsin.2x + dsin. 3z + esin. 4x + etc.;

ct mettant aussi au lieu des quantités ABCDE, etc. leurs
valeurs g0, ¢™ o0, ¢’ 0, 9™ 0, " 0. .. etc., on aura I'équation
genérale

fnpr=sin fyo+emo(—i) +vo(GTp—i i+ )

,"..6

vt i.___« —————
+ 0(2.3.4.5.6.7 a3 + I,,)-H:tc.

11

—~sm 2.1‘{9 O+¢ O

>+‘? ( 345_?'Z%+$>

e 1 Tt 1 =

i1 . __.___L
+e 0(2.3.4.5.6.7—2’ 2.3.4.5 + 2% 2.3 2“) + etc.

I _. 3 111 : v
+gsm. xz (p0+q> o 33 3)+cp (2545_?.2_34_ )
+ '"0( [ X T4 L X t
¥ 0 \334565 3 234a+57'2.3_¥>+e°'

1 .
—% sin. 4 x {q:a o+¢"0

23 2345 4’23 4

s 1 4 1w I

+ ?v"0<z.3.4.5.6.7—F'2.3.4 ZTZ?_?> +ete

-+ etc.

On peut se servir de la série précédente pour réduire en
séries de sinus, d'arcs multiples une fonction proposée

Cobo e e LR L T R LT L R R TR N R NN R RN N [ R I SRR AR
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dont le développement ne contient que des puissances im-
paires de la variable.

216.
Le cas qui se présente le premier est celui ou l'on aurait
¢x =2z, on trouve alors ¢'0o—1, 9""0=—0,90=0...,

ainsi du reste. On aura donc la série

I . I . I . I .
S T==8in.x—_sin. 22 + 5 sin. 3x—Zsm. 4z + etc.,

qui a été donnée par Euler.
Si I'on suppose que la fonction proposée soit x°, on aura

T

p'0==—0,9 0=—2.3, ©°0=—0, ¢"0=—0... etc.,
ce qui donne I'équation

L L 23N . . 23N\ . ., 23N\ .
= = — )sm.x—<n — -sin. 2 + <1r ——~—> sin. 3z +etc.
2 1 2° /2 3.3

On parviendrait & ce méme résultat en partant de I'équa-
tion précédente,

. I . I . I .
2 =sIn. .x—;sm.2x+—sm.3x——sm.4x+ etc.

3 4

N -

En effet, en multipliant chaque membre par dx, et inté-
grant, ou aura

? 1

x ) ! 1
C—T=cos.x—;cos. 22 + ; COS. 3ae—-.

coSs. 4 &+ etc. ;

41
la valeur de la constante ¢ est
I I I I et(‘ .
I_;+3: 4,+5._ sy
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série dont on sait que la somme est + = = . Multipliant par
2 2.3

dx les deux membres de I'équation

a 2

x

23 4

]

X

35 COS. 3 x —etc.

I
——=CO0S. .Z‘——;COS. 2x +

0.
[

et intégrant, on aura

2

x 1
2.3 2

[

x? R . .
X —sin. & ——-sin. 22 + = sin. 3 x—etc.
2.3 a’ 3

Si maintenant on met au lieu de x, sa valeur tirée de I'é-
quation

) § . I . I . I .

~x=sin.x —sin. 22 —3sin. 3a:—z sin. 4 x + etc. ,

on obtiendra la méme équation que ci-dessus, savoir :

Ix'——sin x(ﬁ’ I) sin. 2@ i ')
2237 ' 2.3 1° 27 " 2.3 2°

| S w’ I ) S ™ 1
+§sm.3x<;3—3—,> + Z8i0. 4x(;§—4—,>—etc.

On parviendrait de la méme maniere a développer en
séries de sinus multiples, les puissances x°x72°... etc., et
en général toute fonction dont le développement ne con-
tiendrait que des puissances impaires de la variable.

217.

L'équation (A) (art. 216) peut étre mise sous une forme
plus simple que nous allons faire connaitre. On remarque
d’abord qu'une partie du coéfficient de sin. x, est la série

1 ﬂ, 111 w‘ v wﬁ vir
904 3970+ 9’0+ SmEEmeT 0 eley,
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ui représente la quantité %qnc. En effet, on a en général
qzx=q>o+.7c<po+—cp“o+ <p"'o+ 34? 0+234,<p 0 +...etc.

Or, la fonction ¢ x ne contenant par hypothese que des puis-
sances impaires; on doit avoir ¢0=o0, ¢"0=0, ¢"0=0,
ainsi de suite. Donc

PX—2x09 0+ cp 459 Yo+ etc.;

une seconde partie du coéfficient de sin. « se trouve, en
multipliant par —2 . la série
2 b

] 4 &

"0+ 59 0+——= i ?V0+—-—ﬁ——_-—--q>""0+etc.,
2.3 2.3.4.5 2.3.4.5.6.7

I ’ . 3
dont la valeur est - ¢”r. On déterminera de cette maniere les

différentes parties du coéfficient de sin. z, et celles qui com-
posent les coéfficients de sin. 2%, sin. 3z, sin. 4z, sin. Sz
etc. On emploiera pour cela les équations:

vir G “Te wrt .
T3P0+ 739 ° Y356t otete=

¢ w

Alm

s
¢ kd 34

Tix ki vIE 33 ____l'
0+ 3<p 0+2 3459 O+——3'4‘5_6'7cp 0+etc._wq> =

v Ll Vi1 174 x t ,___l
P 0+—2—.—3q; 0+n%/5cp o - etc. ——;ncp L

L1314

o+ <p 0 + etc. =_9"n
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au moyen de cette réduction on donnera a I'équation (A)
la forme suivante :

I : ( I 13 . 1 vi )
;ncpx_~sm.xlqm-——F<p 7:—’:—;;(;) L 'n:+etC.i

l I I 1w I v ‘
(P‘N——;? 1T+—27<P ﬂ.‘——;{? ﬂ+etc.‘

[
l
. I I ) |
+zsin. 3x iqm——g—,q:" w+37<p"w—§3cpv‘1r + etc.]

1
3
I . I . ) v | -
—ZSII‘I. 4.1’ (p‘n:——:i—,cp 'n:+z;<p w—?cp = + etc. !
+ etc. (B)
ou celle-ci

1 . 1 . I .
S r==p njsm.x—-; sin. 2+ 5 sin. 30— etc. }

{ . | G ) I
—o'n zsm.x—;, sin. 22 + 5 sin. 32 — ete. ;

+ o' m [sin.x-—;‘; sin. 2 & + ?;sin. 3x— etc. ‘
37
+ etc. €
218.

On peut appliquer 'une ou l'autre de ces formules, toutes
les ‘fois que l'on aura a développer une fonction proposee,
en une série de sinus d'arcs multiples. Si par exemple la

. I . | S
—"'r {sm.x—;, sin. 2 x —; sin. 3 x — etc. ]

. 3 x —_— ’
fonction proposée est e” —e ~, dont le développement ne
contient que des puissances impaires de x, on aura

[N (R R T T T IO T I R I L L L A L R R A AR RN T IR T TTTE TERE AR LT
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x —X

1 . I . I .
g — = (sm.a:—— - sIn.22 + 5 SI1N. 3.75———etc.>
2 x 2 3

X

v I .
—_ (sm.x—v—,sm. 22 + 5
2 3

sin. 3 ——etc.>

. ) I .
+ <sm.x——? Sin. 2x+§5sm.3x——etc.>
I
3

I

3o

. I . .
—_ (sm.x——-iﬁ sin. 2.2 + sm.3x——etc.)

. I . .
+ (sm.ac—;9 sin. 2 + = sin. 3x—etc. >

— etc.
En distinguant les coéfficients de sin. z, sin. 2 x, sin. 3 z,
. . I I I I
sin. 4 x, etc., et mettant au lien de St 5 +oete.,

n
sa valeur ——, on aura
I

(ex—e_z> ___sin.x sin. 2 & + sin. 3 @ sin. 4 x
x_,—%  1+1 2+1 343 4+<

e —é¢€

™

-+ etc.

N

On pourrait multiplier ces applications et en déduire plu-
sieurs series remarquables. On a choisi 'exemple précédent
parce quil se présente dans diverses questions relatives a la
propagation de la chaleur.

210.

Nous avons supposé jusqu'ici que la fonction dont on de-
mande le développement en séries de sinus d’arcs multiples,
peut étre développée en une série ordonnée, suivant les puis-
sances de la variable x, et quil n’entre dans cette derniere
série que des puissances impaires. On peut étendre les mémes
conséquences a des fonctions quelconques, méme a celles
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qui seraient discontinues et entierement arbitraires. Pour
établir clairement la vérité de cette proposition, il est néces-
saire de poursuivre l'analyse qui fournit I'équation préce-
dente (B) et d’examiner quelle est la nature des coéfficents
qui multiplient sin.z, sin. 2z, sin. 3 z, sin. 4. En désignant

s ., . .. , . X .
par ~ la quantité qui multiplie dans cette équation ~sin. nx,

- . . 1 . . .
s1 n est impair, et — - sin. 22, S1 2 est pair; on aura
Y n ] 3

1 11 1 v 1 vI
S=er— 9 mt e T — 59 = + etc.

Considérant s comme une fonction de =, différentiant deux

. ’ d:
fois, et comparant les résultats, on trouve s + —l— e = ¢
n' dw

équation a laquelle la valeur précédente de s doit satisfaire.
1 d*s

Or, l'équation s+ — ——==¢ x, dans laquelle s est considérée

comme une fonction de x, a pour intégrale

s==acos.nx+ bsin. nx+ nsin.nxfcos. nx.ex.dx

—ncos.nxfsin. nx.pxdux.

n étant un nombre entier, et la valeur de x étant égale a =,
onas=d=+ n[qu .sin. nx dx. Le signe+doit étre choisi lors-

que n est impair, et le signe — lorsque ce nombre est pair.
On doit supposer x égal a la demi-circonférence =, apres
l'intégration indiquée; ce résultat se vérifie, lorqu'on déve-
loppe att moyen de l'intégration par parties, le terme

[qa.x sin.nx.dx

L R R | R R R LT L L R L L R T
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en remarquant que la fonction g2 ne contient que des puis-
sanccs impaires de la variable et en prenant l'intégrale de-
puis x=o0 jusqu’a r==r.

On en conclut immédiatement que ce terme équivaut a

+ 1" I 18l 1 VI I YIre I
AT R TR e me e e we s o ete. )

Si l'on substitue cette valeur dei dans I'équation (B), en

prenant le signe +- lorsque le terme de cette équation est de
rang impair, et le signe — lorsque » est pair; on aura en
géneéral S(px.sin. nx.dx) pour le coéfficient de sin. nx; on
parvient de cette maniére a un résultat trés-remarquable
exprime par I'équation suivante :

Empx—_—sin.xs (sin.z.9x.dz)+sin. 228 (sin.2x oz dz)
+sin. 32 S(sin. 3x.9r dx)....4sin. fx S(sin. ix px dx) tetc.;
(D)
le second membre donnera toujours le développement cher-
ché de la fonction gz, si I'on effectue les intégrations de-
puis x=o0, jusqu’a r=r.
220.

On voit par-la que les coéfficients abcdef. .. etc., qui

entrent dans I'équation

1 . . . .
—TQx=—a sin. x4 b sin. 22 -+ ¢ sin. 3 x 4 d sin. 4 x+ etc.
2

et que nous avons trouvés précédemment par la voie des éli-
minations successives, sont des valeurs intégrales définies
exprimées par le terme général S (sin.ix.¢x dx), ¢ étant
le numéro du terme dont on cherche le coeéfficient. Cette
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remarque est importante, en ce quelle fait connaitre com-
ment les fonctions entierement arbitraires peuvent aussi
étre développées en séries de sinus d’'arcs multiples. En effet,
si la fonction ¢x est représentée par I'ordonnée variable
d'une courbe quelconque dont I'abscisse s'étend depuis x=0
jusqu'a ==, et si l'on construit sur cette méme partie de
l'axe la courbe trigonométrique connue, dont I'ordonnée est
y=sin. x; il sera facile de se représenter la valeur dun
terme intégral. Il faut concevoir que pour chaque abscisse x,
a laquelle répond une valeur de ¢ x, et une valeur de sin. x,
on multiplie cette derniére valeur par la premiere, et qu'au
méme point de 'axe on éleve une ordonnée proportionnelle
au produit ¢ z.sin. x. On formera, par cette opération conti-
nuelle, une troisieme courbe, dont les ordonnées sont celles
de la courbe trigonométrique, réduite proportionnellement
aux ordonnées de la courbe arbitraire qui représente ¢ x.
Cela posé, l'aire de la courbe réduite étant prise depuis x=o0
jusqu'a x==r, donnera la valeur exacte du coéfficient de sin. x;
et quelle que puisse étre la courbe donnée qui répond a ¢z,
soit qu'on puisse lui assigner une équation analytique, soit
quelle ne dépende d’aucune loi réguliere, il est évident
quelle servira toujours a réduire d'une maniere quelconque
la courbe trigonomeétrique; en sorte que l'aire de la courbe
réduite a, dans tous les cas possibles, une valeur déterminée
qui donne celle du coéfficient de sin. x dans le développe-
ment de la fonction. Il en est de méme du coéfficient sui-
vant b ou S (¢ x.sin. 22 dx).

I faut en général, pour construire les valeurs des coéffi-
cients abecde. .. etc., imaginer que les courbes, dont les
équations sont

] T B A L L L A L R A A R R LR L T LT SRR R T RN R TR R
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y==sin. x, y==sin. 2 &, y=sin. 3z, y==sin. { z, etc.,

ont été tracées pour un méme intervalle sur axe des x, de-
puis x=—o0 jusqua x=r; et qu'ensuite on a changé ces
courbes en multipliant toutes leurs ordonnées par les or-
données correspondantes d'une méme courbe, dent Péqua-
tion est y=q¢x. Les équations des courbes réduites, sont:

y==sin.x.px,y==sin.2 z.9x,y=sin.3z. ¢ x,y==sin. 4 x.¢ .. ete.

Les aires de ces derniéres courbes, prises depuis x=o0 jus-
qua x=mr, seront les valeurs des coéfficients a b ¢ d etc.,
dans I'équation

1 . . . .
STexr=a sin.x -+ & sin. 2 x + ¢ sin. 3 x + d sin. 4 x -} etc.

221.

On peut aussi vérifier I'équation précédente (D) (art. 220),
en déterminant immédiatement les quantités a,a,a;...a; etc.,
dans I'équation

¢x=a, sin.x+ a, sin.2x + a; sin.3x +... @, sin. jo +... etc.;

pour cela on multipliera chacun des membres de la derniere
équation, par sin. iz.dx, ¢ étant un nombre entier, ct 'on
prendra l'intégrale depuis x=o jusqua x=r, on aura

S(pasin.iz.dxy=a, S(sin. z sin. ix.dx)+a, S(sin. 2z sin. ixdx)

+...a;8(sin.jx.sinix.dx)-+... etc.

Or on peut facilement prouver, 1° que toutes les inté-
grales qui entrent dans le second membre, ont une valeur
nulle, excepté le seul terme @, S(sin. iz .sin. tx dx);2° que
la valeur de S (sin.iz.sin. iz.dx) est 4 r; d'out I'on con-
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. S{ox.sin.iz.dx ’
clura la valeur de a,, qui est ﬁP—J—) Tout se reé-

duit a considérer la valeur des intégrales qui entrent dans
le second membre, et 4 démontrer les deux propositions
precedentes. L'intégrale 2 S(sin. jz.sin. iz.dx), prise de-
puis * = o jusqu'a x = =, et dans laquelle i et j sont des
nombres entiers, est

7—/sin. (i—j.x)—l,_ll_j sin. (i +7 2)+ C.

I

L'intégrale devant commencer lorsque x==0, la constante C
est nulle, et les nombres ¢ et étant entiers, la valeur de I'in-
tégrale deviendra nulle lorsqu'on fera x=r=; il s'ensuit que
chacun des termes tels que

a,S{sin.xsin. ix.dx),a,S(sin, az.sin.fx.dx), a,S(sin. 3 zsin. i z.d x) ete.
1 \ 9 \ ) 3

s'évanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les nom-
bres i et/ seront différents. Il n'en est pas de méme lorsque

. . , I - ;T
les nombres 7 et j sont égaux, car le terme 7= sin. (t—jx)

auquel se réduit 'intégrale , devient g, et sa valeur est =. On

a parconséquent 2 S(sin. ix.sin. ix.dx)=nr; on obtient ainsi
de la maniere la plus brieve, les valeurs de @, a, 4, «,...a, etc.

qui sont :
a’:S (cp:c.slir;x.dx)’ a2:S(q)x.sirll.:.r.d.z) :

__S{px.sin.3x.dx) a _ S{px.sin.ix.dx)
- Ix e = In ’

a;

En les substituant on a
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iw(p;r;::sin. x S{oxsin.x.dx)+sin.2xS(px.sin. 2x2.dx)
2

~+sin. 3z S(g.xsin. 3 x.dx).... 4 sin. iz S (g sin. ix.dx)
+ etc.

222,

Le cas le plus simple est celui ou la fonction donnée a
une valeur constante pour toutes les valeurs de la variable x
comprises entre o et =; dans ce cas, l'intégrale /'sin. i d

’ 2 . . . . 4 .
est égale a - si le nombre ; est impair, et égal a o si le
nombre ¢ est pair. On en déduit I'équation

I . I . 1 . ) S
== 7 SIIL. 5 SN, ¢ ~sin. 7 x + - sin. gx +etc.
21‘ 51n.x+3sm 3x+5sm 51‘-‘}—75111 7‘1—}—951119

que l'on a trouvée précédemment.

11 faut remarquer que lorsqu'on a développé une fonction
o x en une suite de sinus d’arcs multiples la valeur de la
série asin.x + bsin. 2.x + csin. 3x + dsin. 4 x + ete. est la
méme que celle de la fonction ¢ & tant que la variable x est
comprise entre o et =; mais cette égalitév cesse en général
d'avoir lieu lorsque la valeur de x surpasse le nombre =.

Supposons que la fonction dont on demande le dévelop-
pement soit x, on aura, dapres le théoréme precédent,

I . . . .
;ﬁ.Z‘:SlH..Z’ xsin.xdx -+ SIn. 2xfxsm.2xdx

+ sin.3xﬁrsin. 3xdx + sin.[;xfwsin.Axdx + etc.

T
. , . . ’ . ™ . .
L’mtegralcfx sin. Zx dx équivaut a =+ % les indices o et =
(4]

qui sont joints au signe /* font counaitre les limites de I'in-
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tégrale ; le signe + doit étre choisi lorsque Z est impair, et le
signe-— lorsque ¢/ est pair. On aura donc I'équation suivante :

4 . I .
- X ==81n.xr —- Slll.
SE=S 2 2%+ 3 y z

223.

On développera aussi en séries de sinus d'arcs multiples
les fonctions différentes de celles o il n’entre que des puis-
sances impaires de la variable. Pour apporter un exemple
qui ne laisse aucun doute sur la possibilité de ce développe-
ment, nous choisirons la fonction cos, x, qui ne contient
que des puissances paires de x, et quon développera sous
la forme suivante :

1 . I . I . I .
—sm.3x———sm.4x+—sm.5x-—§sm.7x+etc.

asin.x + bsin.2x + csin. 3x 4+ dsin. fx + esin. bx + etc.

. v } .y A .
quoiqu'il n’entre dans cette derniere série que des puissances
impaires de la méme variable. On aura en effet, d’apres le
théoréme preécédent ,

I . .
;-r:cos.x:sm.xﬁos.xsm.xdm

+sin. 2xﬁ:’os.xsin. axdx + sin. 3x/::05. xsin. 3xdx + etc.

L’inte’graleﬁm.xsih.ix dx, équivaut a zéro lorsque Z est

. . 21 . .
un nombre impair, et& z—, lorsque Z est un nombre pair.

En supposant successivement i=2, 4, 6, 8, etc. on aura la
série toujours convergente :

A
5.5

1 2 .
~®COS, X —— SIN. 2& +

3 — —6—sin.6x

sm.4.7c+5_7

8 . 10 .
+ —sin. 8z +——sin. rox + etc.
7.9 9.41
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ou cos.x———zie+ %) sin. 2. & -+ <%+ %) sin. 4 x
+ (%—F;) sin.6x+'<—;—+§> sin.8z + <é+ﬁ) sin. 10z + etc.

Ce résultat a cela de remarquable quil offre le développe-
ment du cosinus en une suite de fonctions dont chacune ne
contient que des puissances impaires. Sil'on fait dans I'équa-
tion précédente x=17 =, on trouvera :
[ 1 X I
Cette derniére série est connue (introd. ad analysin. infint.
cap. X).
234,

On peut employer une analyse semblable pour dévelop-
per une fonction quelconque en série de cosinus d’arcs mul-
tiples. Soit ¢ la fonction dont on demande le développe-

ment , on écrira :
9 X ==a,C08. 0 X+a, COS. X+ a, COS. 3 L+a; COS. 3T+ ...a,C0O8.L.x... +ete.

Si I'on multiplie les deux membres de cette équation par
cos. j x et que l'on intégre chacun des termes du second
membre depuis =0 jusqu'a x=r; il est facile de s’assurer
que la valeur de cette intégrale sera nulle, excepté pour le
seul terme qui contient déja cos. j x. Cette remarque donne
immédiatement le coéfficient «;; il suffira en général de
considérer la valeur de lintégrale f/ cos.jx cos. tx dx,
prise depuis & = o jusqu'a & = =, en supposant que j et ¢
sont des nombres entiers. On a

sin.j + &+ ZJ————) sin. j — &+ C.

ﬁ:os.jx cas.tx dx :2—,/{‘—_;)- o
7 -
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Cette intégrale, prise depuis x =0 jusqu'a x=r, est
: évidemment nulle toutes les fois quej et 7 sont deux nom-
bres différents. Il n'en est pas de méme lorsque ces deux

, . 1 . g .
nombres sont egaux. Le dernier terme m sin. j — &

=)

. o] I ’ .
devient cretsa valeur est - =, lorsque l'arc x est égal a «.

Si donc on multiplie les deux termes de I'équation précé-
dente (m) par cos. Zx, et que l'on integre depuis o jus-

. 1 . .
(u'a =, on aura : ﬁ x c0s. ix d x = _ = a,, équation qui fera

connaitre la valeur du coéfficient a,. Pour trouver le premier
coéfficient a,, on remarquera que dans l'intégrale

) 4 . 0 d I . g d
;_(.].Ti) Sln.]—'—l-ﬂ.’:—l";-(—f_-—i) sm. j—ix,

.. . . o
sij=o et {==0 chacun des termes devient -, et la valeur

de chaque terme est :r; ainsi l'intégrale fcos.jzcos.ix dz,
prise depuis z=o0 jusqua z==r est nulle lorsque les deux
nombres entiers et 7 sont différents ; elle est + = lorsque les
deux nombres ; et ¢ sont égaux, mais différents de zéro,
elle est égale & = lorsque j etz sont I'un et 'autre égaux a
zéro, on obtient ainsi I'équation suivante :

~ ©
1 X
-n?x~——ﬁxdx +cos. x fpxcos.xdx
2 2

o [+

ki3 ™
+ cos. 2.1"/:9.Z’COS. axdx+ cos. 3xﬁxcos.3rd.r+ etc. (n)

o] o

Ce théoréme et le précédent conviennent a toutes les fonc-
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tions possibles, soit que l'on en puisse exprimer la nature
par les moyens connus de l'analyse, soit qu'elles correspon-
dent & des courbes tracées arbitrairement.
225.
Si la fonction proposée dont on demande le développe-
ment en cosinus d’arcs multiples est la variable « elle-méme;
on écrira I'équation

TTE=a,+@a,C08.X+a,C08. 22 +a;,C08. 32+... +a, Cos. 1 2+ ete.

et 'on aura, pour déterminer un coéfficient quelconque «;,

K19

I'équation @, = f zcos. ixdx. Cette intégrale a une valeur

o

. . , . N
nulle lorsque 7 est un nombre pair, ct est €gal a — - lorsque

¢ est impair. On a en méme temps @, — - =’. On formera
donc la série suivante

1 CO0s. x cos. 3 x cos. b cos. 7 .x
4 - 4 —4 — 4§ —L=—etc.

X == — — —
2" T Fr 5w
On peut remarquer ici que nous sommes parvenus a trois
développements différents de * X, Savolr :
I

I . I . . I . I .
> F=s8in.x—sin. 2. & + 3sin. 3x—2sm. 4o+ gsm.5x—etc.

Zo=2sin.z + - sin 324~ sin. 5 4——sin. 72 + ete
5 X==_sin. 5o SID. FaSII. o SiNL 7 i

X ) 4 2 2 ‘ 2
5 X=== %=~ CO8.& — — €0S. 32— ~— cos. 5 x —etc.
2 4 T 3 5%
11 faut remarquer que ces trois valeurs de : & ne doivent
point étre considérées comme égales, abstraction faite de
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toutes les valeurs de x; les trois développements précédents
n'ont une valeur commune que lorsque la variable x est
comprise entre o et = La construction des valeurs de ces
trois séries et la comparaison des lignes dont elles expriment
les ordonnées rendraient sensibles la coincidence et la dis-
tinction alternatives des valeurs de ces fonctions.

Pour donner un second exemple du développement d’'une
fonction en série de cosinus d’arcs multiples, nous choisi-
rons la fonction sin. x qui ne contient que des puissances
impaires de la variable, et nous nous proposerons de la

développer sous la forme
a+ bcos.x + ccos. 2 + dcos. Jx + etc.

En faisant & ce cas particulier l'application de l'équation
générale, on trouvera, pour I'équation cherchée,

I . x__i_cos.zx cos. 4 cos.6.r__cos.8:c
z_iﬂsul' TTa .3 3.5 5.7 7.9

On parvient ainsi a developper une fonction qui ne contient
que des puissances impaires en une série de cosinus dans
laquelle il n'entre que des puissances paires de la variable. Si
on donne a x la valeur particuliere ; =, on trouvera :

I I I

1
-+ 1333 -+ '5—;—-;'5 -+ etc.

T —

SRR

PN

Or, de I'équation connue

|
|
-
|

BN
E
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On tire
1 — I I 1 I te
SW_1_—+5.7 Jr‘9.11_‘_13.15_}_6 -
et aussi
_[_ __I I I I I t
8™ 2T 33 79 T3 135 €L

en ajoutant ces deux résultats, on a, comme précédemment,

I I I 1 I I I
Zw=;+l—3—3——5+3—7—7—9+ﬁ——;—[—-1—5+etc
226.

L'analyse précédente donnant le moyen de développer
une fonction quelconque en série de sinus ou de cosinus
d’arcs multiples, nous l'appliquerons facilement au cas ou
la fonction & développer a des valeurs déterminées, lorsque
la variable est comprise entre de certaines limites et a des
valeurs nulles, lorsque la variable est comprise entre d'au-
tres limites. Nous nous arréterons a l'examen dec ce cas
particulier, parce qu'il se présente dans les questions phy-
siques qui dépendent des équations aux différences partielles,
et quil avait été proposé autrefois comme un exemple des
fonctions qui ne peuvent étre développées en sinus ou
cosinus d’arcs multiples. Supposons donc que l'on ait 4
réduire en une série de cette forme une fonction dont la
valeur est constante , lorsque.x est comprise entre o et «, et
dont toutes les valeurs sont nulles lorsque x est comprise
entre « et =. On emploiera I'équation générale (rz) dans
laquelle les intégrales doivent étre prises depuis x ==o
Jjusqu'a x==r. Les valeurs de s x qui entrent sous le signe /'
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étant nulles depuis x=—na jusqu'da x=r; il suffira d’intégrer
depuis x=o0 jusqu'd x=qa. Cela posé, on trouvera, pour la
série demandée, en désignant par 4 la valeur constante de
la fonction,

I I—COS. o - I—CO0S.2¢a -
-mex=—h|———sin.x+ sin. 2%

1—cos. 3 . 1—cos. fo -

— " Zsin.3x + —, sin. 4 x + etc.

Si l'on fait A=1 =, et que l'on représente le sinus verse de
I'arc & par sin.V.z, on aura:

pxr=sin. V.asin.z+:sin.V.2asin. 2x+5sin. V. 3asin. 32

+ :sin. V. fasin. fx+<sin. V. 5asin. 5 x + etc.

Cette serie toujours convergente est telle que si 'on donne
a x une valeur quelconque comprise entre o et x, la somme
de ses termes sera L r; mais si I'on donne & x une valeur
quelcongue plus grande que « et moindre que £ ~ la somme
des termes sera nulle.

Dans I'exemple suivant, qui n'est pas moins remarquable,
les valeurs de ¢z sont égales a sin. x pour toutes les valeurs
de x comprises entre o et «, et sont nulles pour toutes les
valeurs de x comprises entre « et =. Pour trouver la série
qui satisfait a cette condition , on emploiera I'équation (m).

Les intégrales doivent étre prises depuis x=o0 jusqua
x = =; mais il suffira, dans le cas dont il s'agit, de prendre
ces intégrales depuis x==0 jusqu’a x=«, puisque les valeurs
de ¢ x sont supposées nulles, dans le reste de l'intervalle.
On en conclura:

ey R TR R Ly Ry R R R R R LR
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sin.usin.x+sin.2usin. 22  sin.Jasin. 3 x

1:1__“: 7:'1_2: a-n ,r:z__ 3:1 a'-)

sin. fy sin. 4 >

@ + etc.

Si 'on supposait «=—r, tous les termes de la série s'évanoui-
raient, excepté le premier qui deviendrait g, et qui a pour
valeur sin. &, on aurait donc ¢ x = sin. x.

227.

On peut étendre la méme analyse au cas ou l'ordonnée
représentée par ¢ x serait celle d'une ligne composée de
différentes parties, dont les unes seraient des arcs de courbes
‘et les autres des lignes droites. Par exemple, si la fonction
dont on demande le développement en séries de cosinus

d’arcs multiples a pour valeur (g) — 27, depuis x=o0 jus-

qua x =1 =, et est nulle depuis x= ;= jusqua x=r.
On emploiera I'équation générale (n), et en effectuant les
intégrations dans les limites données, on trouvera que le

r s ™\ 2 « ’ v 2 .
terme general/((—) — > cos. xx dx est égal a  lorsque ¢
2 z
. . ~ . . .
est impair, a ; lorsque ¢ est double d'un nombre impair, et
™ . . .
:‘al——F lorsque 7 est quadruple d’'un nombre impair. D'un
3
Ag s T . .
autre cdté, on trouvera 3 _; pour la valeur du premier terme

i [ ¢ x d x. On aura donc le développement suivant :

I 1 /m\* 2(cos.x cos.3x cos.5x cos.yx
;CP{C—;?;(;) +E{ e -+ 3 -+ ) -+ 73 +- etc.

L E
cos. 2.2 cos. §x + cos. 6
o & 6

— etc.
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Le second membre est représenté par une ligne composée
d’arcs paraboliques et de lignes droites.
228.

On pourra trouver de la méme maniere le développement
d'une fonction de x qui exprime l'ordonnée du contour
d’un trapeze. Supposons que ¢ x soit égale & x depuis =0
jusqu'a x==u, que cette fonction soit égale a « depuis x—=u«
jusqua x==r-—ax, et enfin égale & r — z, depuis r=r—u
jusqu'a x=r. Pour la réduire en une série de sinus d’arcs
multiples, on se servira de I'équation générale (). Le terme
général /o x sin. ix.dx sera composé de trois parties diffé-

? A ’ . 2 . .
rentes, et I'on aura, apres les réductions, = sin. (t«) pour le
coéfficient de sin.ix, lorsque ¢ est un nombre impair; et
zéro pour ce coéfficient , lorsque 7 est un nombre pair. On
parvient ainsi a I'équation :

I . . 1 . .
2810, 3asin. 32 4+ = sin. S asin. b a

1 . .
-RoX=—2{SIN.aSIN. X
nrq:ox @S +3, 5

T . .

+ =8I 7a sin. 72 + etc.} (p)
Si I'on supposait « =1 =, le trapéze se confondrait avec le
triangle isoscele, et I'on aurait, comme précédemment, pour
'équation du contour de ce triangle :
I . I . I . I .
—wq.ax=2<sm.x + 58I 32 + =sin. 5z + — sin. g v 4 etc.)
2 3 52 7
série qui est toujours convergente quelle que soit la valeur
de 2. En général les suites trigonométriques auxquelles nous
sommes parvenus, en développant les diverses fonctions,
sont toujours convergentes : mais il ne nous a point paru

T T TR R TR RN LAY L L L L R R R R R R L R T
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nécessaire de le démontrer ici : car les termes qui com-
posent ces suites ne sont que les coéfficients des termes des
séries qui donnent les valeurs des températures; et ces
coéfficients affectent des quantités exponentielles qui décrois-
sent tres-rapidement, en sorte que ces dernieres séries sont
tres-convergentes. A I'égard de celles ol il n'entre que des
sinus ou des cosinus d’arcs multiples, il est également facile
de prouver qu'elles sont convergentes, quoiqu'elles repré-
sentent les ordonnées des lignes discontinues. Cela ne résulte
pas seulement de ce que les valeurs des termes diminuent
continuellement; car cette condition ne suffit pas pour établir
la convergence d'une série. Il est nécessaire que les valeurs
auxquelles on parvient, en augmentant continuellement le
nombre des termes, sapprochent de plus en plus dune
limite fixe, et ne s'en écartent que d’une quantité qui peut
devenir moindre que toute grandeur donnée : cette limite
est la valeur de la série. Or on démontre rigoureusement
que les suites dont il s'agit satisfont a cette derniére condition.
229.

Nous reprendrons I'équation précédente () dans laquelle
on peut donner 2 x une valeur quelconque ; on considérera
cette quantité comme une nouvelle ordonnée, ce qui
donnera lieu 4 la construction suivante.

Ayant tracé sur le plan des x et y (voy. fig. 8)le rectangle
dont la base o = est égale & la demi-circonférence , et dont la
hauteur est - =, sur le milieu 7z du coté parallele a la base
on élevera perpendiculairement au plan du rectangle une
ligne égale & * =, et par l'extrémité supérieure de cette
ligne, on tirera des droites aux quatre angles du rectangle.
On formera ainsi une pyramide quadrangulaire. Si T'on
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porte maintenant sur le petit c5té du rectangle, i partir du
point o, une ligne quelconque égale & «, et que par l'ex-
trémité de cette ligne on meéne un plan parallele 4 la base
o =, et perpendiculaire au plan du rectangle, la section com-
mune  ce plan et au solide sera le trapeze, dont la hauteur
est égale a «. L'ordonnée variable du contour de ce trapeze
est €gal, comme nous venons de le voir, A

g <Sin.a sin. x -+ si,sin. 3« sin. 3z + 51 sin. Sa sin. 5
+%sin. 7asin. gz + etc.) ;

Il suit de la qu'en appelant «, ¥, z, les coordonnées d'un
point quelconque de la surface supérieure de la pyramide
quadrangulaire que nous avons formée, on aura pour I'équa-
tion de la surface du polyedre, entre les limites

X=0,T=m, y=O0,)y=1mx:

sin. & sin. sin. 3z sin. 3 sin. 5 & sin. 5
== In f+ 3: f+ 5: f

I
4
2

-+ etc.

Cette série convergente donnera toujours la valeur de l'or-
donnée z ou de la distance d’'un point quelconque de la
surface au plan des « et y.

Les suites formées de sinus ou de cosinus d’arcs multiples
sont donc propres & représenter entre des limites déter-
minées, toutes les fonctions possibles, et les ordonuées des
lignes ou des surfaces dont la loi est discontinue. Non seu-
lement la possibilité de ces développements est démontrée,
mais il est facile de calculer les termes des séries; la valeur
d'un coéfficient quelconque dans I'équation :

Px=a, sin. & + a4, Sin. 2 + a; sin. 3& +....4a, sin. { x+etc.
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est celle d'une intégrale définie, savoir :

2 . .
~fqa.2§‘ sin. tx.dx.
™

Quelle que puisse étre la fonction o2, ou la forme de la
courbe qui la représente, l'intégrale a une valeur déterminée
qui peut étre introduite dans le calcul. Les valeurs de ces
intégrales définies sont analogues & celle de laire totale
Jox dx comprise entre la courbe et I'axe dans un inter-
valle donné, ou a celles des quantités mecaniques, telles
que les ordonnées du centre de gravité de cette aire ou d'un
solide quelconque. Il est évident que toutes ces quantités
ont des valeurs assignables soit que la figure des corps soit
réguliere, soit quon leur donne une forme entierement
arbitraire.
23o0.

Si I'on applique ces principes a la question du mouvement
des cordes vibrantes, on résoudra les difficultés qu'avait
d’abord présentées I'analyse de Daniel Bernouilli. La solu-
tion donnée par ce géometre suppose quune fonction quel-
conque peut toujours étre développée en séries de sinus ou
de cosinus d'arcs multiples. Or de toutes les preuves de
cette proposition la plus compléte est celle qui consiste a
résoudre en effet une fonction donnée en une tclle série
dont on détermine les coéfficients.

Dans les recherches auxquelles on applique les équa-
tions aux différences partielles, il est souvent facile de
trouver des solutions dont la somme compose une intégrale
plus générale : mais 'emploi de ces intégrales exigeait que
Fon en déterminat l'étendue, et que l'on put distinguer
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clairement les cas ou elles représentent l'intégrale genérale
de ceux ou elles n'en comprennent qu'une partie. 1l était
nécessaire sur-tout d’assigner les valeurs des constantes, et
cest dans la recherche des coéfficients que consiste la diffi-
culté de l'application. Il est remarquable que I'on puisse
exprimer par des séries convergentes, et, comme on le verra
dans la suite, par des intégrales définies, les ordonnées des
lignes et des surfaces qui ne sont point assujéties a une loi
continue. On voit par-la qu'il est nécessaire d'admettre
dans lanalyse des fonctions qui ont des valeurs égales,
toutes les fois que la variable recoit des valeurs quelconques
comprises entre deux limites données, tandis qu'en substi-
tuant dans ces deux fonctions, au lieu de la variable, un
nombre compris dans un autre intervalle les résultats des
deux substitutions ne sont point les mémes. Les fonctions
qui jouissent de cette propriété sont représentées par des
lignes différentes, qui ne coincident que dans une portion
déterminée de leur cours, et offrent une espece singuliere
d’osculation finie. Ces considérations prennent leur origine
dans le calcul des équations aux différences partielles ; elles
jettent un nouveau jour sur ce calcul, et serviront a en
faciliter I'usage dans les théories physiques.
231.

Les deux équations générales qui expriment le dévelop-
pement d'une fonction quelconque en cosinus ou en sinus
d’arcs multiples donnent lieu a plusieurs remarques qui font
connaitre le véritable sens de ces théorémes, et en dirigent
I'application.

Si dans la série

a+ bcos. x + ¢ cos. 22 + dcos. 3x 4 e cos. 4 x + etc.
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on rend négative la valeur de «, la série demeure la méme,
et elle conserve aussi sa valeur si l'on augmente la variable
d’'un multiple quelconque de la circonférence 2=. Ainsi
dans I'équation

;—)-nfgxzéfq;ardm+cos.xfcpxcos.xdx

+cos.2quaxcos. sxdx+ cos.3xf@xcos.3xdx+etc. ()

la fonction g est périodique, et représentée par une courbe
composée d'une multitude d’arcs égaux, dont chacun cor-
respond sur l'axe des abscisses 4 un intervalle égal a 2 =. De
plus chacun de ces arcs est composé de deux branches
symétriques qui répondent aux deux moitiés de Vintervalle
égal 4 2

Supposons donc que lon trace une ligne d'une forme
quelconque pea et qui réponde & un intervalle €gal an,
(woyez fig. 9). Si l'on demande une série de la forme

a4+ b cos. x+ ccos.ax+ d cos. 3x -+ etc.

telle qu'en mettant au lieu de x une valeur quelconque X
comprise entre o et x, on trouve pour la valeur de la séric
celle de l'ordonnée X o, il sera facile de résoudre cette ques-
tion: car les coéfficients donnés par I'équation (v sont

I 2 2 :
—/wcdx, = /.cpxcos.:zacdx, 7fcpxcos.$xr1x, cte.
™, ™. ™

Les diverses intégrales qui sont prises de x==o0 ar=r,
ayant toujours des valeurs mesurables comme celle de Laire
09 a =, et la série formée par ces coéfficients étant toujours
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convergente, il n'y a aucune forme de la ligne gpa, pour
laquelle Tordonnée X ¢ ne soit exactement représentée par
le développement

@&+ b cos.x + ccos. 22+ dcos. 3z + ecos. fx + ete.

L’arc g pa est enticrement arbitraire ; mais il n'en est pas de
méme des autres parties de la ligne, elles sont au contraire
déterminées : ainsi farc ¢ 2« qui répond 4 lintervalle de
04—, est le méme que l'arc pa; et l'arc total a9a se
répete pour les parties consécutives de I'axe dont la lon-
gueur est 2 .

On peut faire varier dans l'équation (v) les limites des
intégrales. Si elles étaient prises depuis x = — jusqu’a
z ==, le résultat scrait double; il le serait aussi si les
limites des intégrales étaient o et 2 x, au liew d'étre o et x.

b

Nous désignons en général par le signe f l'intégrale qui
a

commence lorsque la variable équivaut & a, et qui est com-
plete lorsque la variable équivaut a ; et nous écrirons
I'équation (r) sous la forme suivante :

T kg
lﬂtpx=1f@xd1‘+COS..Z‘f«pd?COS..Z’d.Z
2 2

o o
T

+C0s. 2% q;xcos.zxdx+cos.3xfcpxcos.3xdx+etc. O]

(] o

Au lieu de prendre les intégrales depuis =0 jusqu'a r="r,
on pourrait les prendre depuis x = o jusqua z =2, ou

O R RN R T XL RN XN TR RN RN R R Rl I AR e R R A
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depuis x==-——7z jusqud x=—r; mais dans chacun de ces
deux cas, il faut écrire au premier membre z ¢ x au lien

de : = ¢ L.
232.

Dans I'équation qui donne le développement d’une fonction
quelconque en sinus d’arcs multiples, la série change de
signe et conserve la méme valeur absolue lorsque la variable
x devient négative; elle conserve sa valeur et son signe
lorsque la variable est augmentée ou diminuée d’'un mul-
tiple quelconque de la circonférence 2. L'arc pga (wvoyez
fig. 10), qui répond a lintervalle de 0 & = est arbitraire;
toutes les autres parties de la ligne sont déterminées. I arc
¢ ¢ «, qui répond a l'intervalle de 0 & — =, a la méme forme
que l'arc donné ¢ ¢ @ ; mais il est dans une situation opposée.
L'arc total a ¢ ¢ 9 ¢ @ est répété dans l'intervalle de ~ 4 3,
et dans tous les intervalles semblables. Nous écrirons cette
équation comme il suit :

k3 T
émpx:sin.x pxsin.xdx+sin.ax foxsin.axda

o o

+sin. 34?xsin. S3xdx+ete. (p)
o

On pourrait changer les limites des intégrales, et écrire
2% += ™

f ou f au lieu de f ; mais dans chacun de ces deux cas,
o - o

il faut écrire au premier membre = ¢ x, au lieu de * ¢ 2.
233.

La fonction ¢z, développée en cosinus d’arcs multiples,
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est représentée par une ligne formée de deux arcs égaux
placés symétriquement de part et d'autre de I'axe des y, dans
lintervalle de — = a + = (voy. fig. 11); cette condition est
exprimée ainsi px=¢ (—x). La ligne qui représente Ila
fonction ¢ x est au contraire formée dans le méme inter-
valle de deux arcs opposés , ce qu'exprime I'équation

yo=—y(—a)

Une fonction quelcanque Iz, représentée par une ligne
traede arbitrairement dans lintervalle de — = 4 + =, peut
toujours étre partagée en deux fonctions telles que g ct § .
En effet, si la ligne ' F'm F F représente la fonction F x,
et que l'en éleve par le point o l'ordonnée o n, on tracera
par le point m a droite de laxe o m l'arc m ff semblable
a l'arc m F' F de la courbe donnée, et a gauche du méme
axe on tracera l'arc 2 f /' semblable a 'arc m F F; ensuite
on fera passer par le point m une ligne ¢'¢'m oo qui
partagera en deux parties égales la différence de chaque
ordonnée x F ou &' f' & l'ordonnée correspondante x f ou
' F. On tracera aussi la ligne {' ' 0§ ¢, dont l'ordonnée
mesure la différence de l'ordonnée de F'F' m FF & celle de
S m ff. Cela poseé, les ordonnées de la ligne FF' m FF
et de la ligne ff" m ff étant désignées I'une par Fu et la
seconde par fx,on aura évidemment fxr=F (—x); désignant
aussi l'ordonnée de ¢'¢' m 99 par ¢z, et celle de ¢'¢' o ¢ ¢
par ¢ x, on aura.

Fr—=ox+{a+ et fr=px—fxr=F(—x)
donc

px=iFzx 4+ F(—x)etyr=:Fx—:F(—ux).
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[&]
(SN

on en conclut

pr=g(—x) et yr=—y(—=x);
ce que la construction rend d'ailleurs évident.

Ainsi les deux fonctions ¢ x et § 2, dont la somme équi-
vaut 4 Fx, peuvent étre développées I'une en cosinus d’arcs
multiples et 'autre en sinus.

Si I'on applique & la premiére fonction 'équation (v), et &
la seconde I'équation (1), en prenant dans l'unc et l'autre les
iutégrales depuis x—-—= jusqu'a z=r, et si 'on ajoute les
deux résultats, on aura

s + cos. x fox da—+cos. 2.2 fgx cos.2 x d x + ete.
w(q;x-kd/x)_—_—wFa::;/@xdx - ) .
. ~+ sin, & f § & dx +sin. 2 & f Y sin, 2 2 d 2+ etc.

les intégrales doivent étre prises depuis x—=-—r jusqua
=mr. Il faut remarquer maintenant que dans l'intégrale
+=
j px cos.x dx on pourrait , sans en changer la valeur,
Zn
metire ¢z + $  au lieu de g car la fonction cos. x étant
composée, a droite et a gauche de 'axe des x, de deux parties
semblables, et la fonction & étant au contraire formeée de
+1T
deux parties opposées, l'intégrale /:;;:c cos.x dx est nulle. 1l
—
en serait de méme si I'on mettait cos. 22 ou cos. 3z et en géné-
ral cos. iz au lieu de cos. z, 7 étant un des nombres entiers de-
4=
puis o jusqu'a 'infini. Ainsi l’intégrak?/ ox cos tx dx est la

k1
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méme que l'intégrale
-+ +=
f(¢.r+¢x) cos.ix dx oufFa: cos. iz dx;
—_— _—

+=
On reconnaitra aussi que l'intégrale f yx sin. ix dx est égale
—x
+
a lintégrale f Fx sin. i 2 dx, parce que l'intégrale

%

+r
[ px sin. ix dx
=
est nulle. On obtient par-la I'équation suivante (p), qui
sert a développer une fonction quelconque en une suite
formeée de sinus et de cosinus d’arcs multiples;

. +cos. z/Fxcos.xdx+cos. 22 f/Fx cos. 2x dv 4 etc.
n-Fx:—fFa: dx
2 ~+sin. x/Fasin, x do + sin. 22/ Fx sin. 2 x d x 4 ete.

234.

La fonction Fz, qui entre dans cette équation, est repré-
sentée par une ligne F'F'FF, d'une forme quelconque. L'arc
F'F'FF, qui répond a l'intervalle de — = 4+, est arbitraire;
toutes les autres parties de la ligne sont déterminées, et
l'arc F'F'FF est répété dans tous les intervalles consécutifs
dont la longueur est 2=. Nous ferons des applications fre-
quentes de ce théoréme, et des équations précedentes (m2)
et (n).

e ey R Y N AL T L R R L R L R T R R R TR Y ST R}



CHAPITRE III. 257

Si l'on suppose dans I'équation (p) que la tonction Fz
est représentée, dans l'intervalle de —x & + =, par une ligne
composée de deux arcs égaux symétriquement placés, tous
les termes qui contiennent les sinus s'évanouiront, et I'on
trouvera l'équation (m). Si au contraire la ligne qui repré-
seute la fonction donnée Fx est formée de deux arcs égaux
de situation opposée, tous les termes qul ne contiennent
point les sinus disparaissent, et I'on trouve I'équation ().
En assujétissant la fonction F'x & dautres couditions , on
trouverait d’autres résultats.

On écrira dans I'équation générale (p), au lieu de la va-

riable x, la quantité %, x désignant une autre variable,
et 27 la longueur de l'intervalle dans lequel est placé Tare

. ’ - . X
w represente I x; cette fonction sera F (22 ). que nous
q P )

désignerons par fx. Les limites qui étaient x=—r ct x=—=x

. X x Iy
deviendront ~ 5 =-—m, %~ =r; on aura donc, aprés la
substitution

o + cos. f 7 ."——rxd (exI) [ (2% ) dx+ete.
rfxziﬂxdx s (w ) xcos( ) Z+ cos (2 r) Z cos <2r,> x o

(
2/ + sin, (w%)ffx sin.(”Tx) dz + sin. (mf)f Zsin. (27;;) dx+ et

toutes les intégrales doivent étre prises comme la premiere,
de x=—r 4 x=+ r. Si l'on fait la méme substitution dans
les équations (n) et (), on aura

irfe= rfam'x -+ Cos. (1: ";)ff;c €os. (w?) dx + cos. (2 w§>ff$ Cos. (27:‘;) dx+etc.

(N)
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-

et rfx:sin.(wf)[ x.sin. (wf> d.x + sin, (21:'f> [fx sin. <2wf)d.z:+etc.
2 r/ r r/, r

o (M)

dans la premitre équation (P), les intégrales pourraient
étre prises depuis z=o0 jusqua x=2r, et en représentant
par X lintervalle total 27, on aura

+ COSs. (21-;)[ x COS. <z—§) dx+cos.<2. 2—;>f x COS‘.'Z(Q‘ﬁ ';)dx-fetc.

. . o . xZ .
+ sin. (2:15)/}% sin. (2 ™ i> dx+sin.2. <2ni> fxsm.z(m-.%) dx-tretc.

uy

/

;X/.z:éfja dx

235.

1l résulte de tout ce qui a été démontré dans cette section ,
concernant le développement des fonctions c¢n séries trigo-
nométriques, que si l'on propose une fonction fz, dont la
valeur est représentée dans un intervalle déterminé, depuis
x=o0 jusqua x=X, par I'ordonnée d'une ligne courbe
tracée arbitrairement on pourra toujours développer cette
fonction en une série qui ne contiendra que les sinus, ou
les cosinus, ou les sinus et cosinus des arcs multiples, ou les
seuls cosinus des multiples impairs. On emploiera, pour con-
naitre les termes de ces séries, les équations (M), (N), (P).

On ne peut résoudre entierement les questions fonda-
mentales de la théorie de la chaleur, sans réduire a cette
forme les fonctions qui représentent I'état initial des tem-
pératures.

Ces séries trigonométriques, ordonnées selon les cosinus
ou les sinus des multiples de I'arc, appartiennent a l'analyse
élémentaire, comme les séries dont les termes contiennent
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les puissances successives de la variable. Les coéfficients des
sérics trigonométriques sont des aires définies, et ceux des
séries de puissance sont des fonctions données par la diffe-
rentiation, et dans lesquelles on attribue aussi 4 la variable
une valeur définic. Nous aurions & ajouter plusieurs remar-
ques concernant l'usage et les propriétés des séries trigono-
métriques ; nous nous hornerons 4 énoncer brievement celles
qui ont un rapport plus direct avec la théorie dont nous
nous occupons.

1° Les séries ordonnées selon les cosinus ou les sinus des
arcs multiples sont toujours convergentes, cest-i-dire quen
donnant a la variable une valeur quelconque non imagi-
naire, la somme des termes converge de plus en plus vers
une seule limite fixe, qui est la valeur de la fonction déve-
loppée.

2° Si I'on a l'expression de la fonction fz qui répond i
une série donnée

a+b cos.x+c cos.ax+d cos.3x + e cos. 4z + etc.,

et celle dune autre fouction gz, dont le développement
donné est

a4+ Ccos. £ +y €cos. 22+ 8 cos. 3z +¢ cos. 4 x+ ete.;

il est facile de trouver en termes réels la somme de la série
composée, ax+b f+c y+ dd +e e+ etc., et plus généra-
lement celle de la série

@oa+b fcos.x+c ycos. 22 +d §cos.3x+ e ¢cos. 4 x+ ete.

que I'on forme, en comparant terme a terme les deux séries
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données. Cette remarque s'applique & un nombre quelconque
de séries.

3o La série (P) (art. 234) qui donne le développement
d'une fonction Iz en une suite de sinus et de cosinus d’arcs

multiples, peut étre mise sous cette forme :

, ~+-cos.x /' Fa cos.a d atcos. 22/ F a cos. 2 ¢ d atetc.
ﬁsz_fFada
2 +sin..rfFasin.adu+sin.21‘_[Facsin.Qadu+etc.

« étant une nouvelle variable qui disparait apres les intégra-
tions. On a donc

2

Ak (| -+ cos, & cos. a + cos. 2 x cos. 2a 4 cos. 3 xcos. 3 a+ete.
::Fx:fF adu
i —+ sin. & sin. a -} sin. 2 2 sin, 2 & 4 sin. 2 x sin. 3 o+ etc.)

-+
1 1 e _— —_—
ou Fe= ;f(; + COS. X —a + €0S. 22X —a + €08. 3. Z—a + etc.)
1
Donc, en désignant par 2 cos. iz — «, la somme de la série

ror . . . . % . I
précédente, prise depuis =1 jusqua i=_, on aura

Fo=" [Fada(2cos.iz—a+1).

. I . -
L'expression - + 2 cos tx—« représente une fonction de x
2

¢t de « telle que si on la multiplie par une fonction quel-
conque F a, et, si apres avoir écrit d«, on integre entre les
limites a=—r= et «===, on aura changé la fonction pro-
posée F « en une pareille fonction de x multipliée par la
demi-circonférence =. On verra par la suite quelle est la na-

. s I . T .« .
ture de ces quantités, telles que - + 2 c0s. tx—a«, qui jouis-

sent de la propriété que I'on vient d’énoncer.
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#° Sidans les équations (M) (N) et (P) (art. 234) qui
étant divisées par » donnent le développement d'une fonc-
tion fx, on suppose que l'intervalle r devient infiniment
grand; chaque terme de la série est un élément infiniment
petit d'une intégrale; la somme de la série est alors repré-
sentée par une intégrale définie. Lorsque les corps ont des
dimensions déterminées, les fonctions arbitraires qui repré-
sentent les températures initiales, et qui entrent dans les
intégrales des équations aux différences partielles, doivent
étre développées en séries analogues a celles des équations
(M), (N), (P); mais ces mémes fonctions prennent la forme
des intégrales définies, lorsque les dimensions des corps
ne sont point déterminées , comme on lexpliquera dans
la suite de cet ouvrage, en traitant de la diffusion libre de
la chaleur.

SECTION VIIL
Application a la question actuelle.

236.

Nous pouvons maintenant résoudre d'une maniere géné-
rale la question de la propagation de la chaleur dans une
lame rectangulaire BAC, dont I'extrémité A est constam-
ment échauffée, pendant que ses deux arétes infinies B et G
sont retenues a la température o.

Supposons que la température initiale de tous les points
de la table BAC soit nulle, mais que celle de chaque point
m de l'aréte A soit conservée par une cause extérieure quel-
conque, et que cette valeur fixe soit une fonction fx de la
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distance du point m a lextrémité o de I'aréte A, dont la
longueur totale est 2r; soit v la température constante du
point m, dont les coordonnées sont y et z, il s’agit de déter-
miner v en une fonction de y et . La valeur

v=ae " sin.mx
satisfait a I'équation ‘—1’—7—)—1— @ Y—0; a et m sont des quan-
q dx* E’-_- ’ q

tités quelconques. Si I'on prend m :il—c, et que 7 soit un

Y
. I . . X .
nombre entier, la valeur c e r sm.(m ;) deviendra nulle,

lorsque x=r, quelle que soit d'ailleurs la valeur de 5. On
pourra donc prendre pour une valeur plus générale de »

_"I —3,:‘:7: . x ...~3,-‘1 . zr
v==a.e T sin. (1:5) +a,e ’ sm.(m:;) +a,e r sm.<31:;)+ctc.
' r

Si 'on suppose y nulle, la valeur de » sera d’apres I'hypo-
these égale a la fonction connue, fz. On aura donc

. . x . e
Sfxr=a,sin. (1: f) 4 a sin. (2«?) -+ a;sin, (31: ;>+ a, Slﬂ.<47: ;)+etc.
r
On déterminera les coéfficients a, a, a, a, a; ctc., au moyen

de I'équation (M), et en les substituant dans la valeur de »
on aura

J

’
: T s x i z IS .2?) Z sin. (9 f)d.r
—rv=e rsm.(-rc-r> f.:rsm.(wr>dz+e sin. (27" ) [ /. 7

2
. e-—s«%(g,.,,f)ffx sin. ( 31:“:> d.x + etc.
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23,

En supposant dans l'équation précédente = ==r, on aura
la méme solution sous une forme plus simple, savoir :

I — . . —_2 . .
Smv=e 7 sin. x frsinxdx+e jsm.zxdmffxsm.zxdw

e sin, 3xffxsin. Jaxdx +ete. (a)ou

.

(&

1 — . . —_— 2 . -
-r’U"‘[f&da(e 7 sin.xsin. « +e 7 sin. 22 sin. 2«
2

]

__3]

+e 'sin.3xsin.3a+etc.>;

» est une nouvelle variable qui disparait apres l'intégration.
Si I'on détermine la somme de cette série; et si 'on en fait
la substitution dans la derniére équation, on aura la valeur
de » sous une forme finie. Le double de la série équivaut a

T (o T T e proraps
¢ Y (cos.x—a—COS.X+a)+ € (cos.2& + a—COS. 2X+a
—3y — _
+e (cos. 3o —a—cos. 3+ «) + etc.
désignant par F(y, p)la somme de la série infinie
2 47 ¢os. 4p + ete.

e Tcos.p+e  Ycos.opte

on en conclura

w:fmda(F(;y,x“a,)—F(y,xﬂ)).
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On a
e_U+PV:+e—2(]A+PV:)+e_3(f+p V=1) 4 ete.
2F(y, p)= —
e " UTPV = o2 PV=1) | T30 TRV e
—e— U tpv=i) e r—pV=1)
(e PV —r) [PV =1
ou
—r
COS.P—e
Fly,p)=+ =
¢ —2¢c0s.p+¢
donc
“Q):f”fada Cos.x—a_c—’-_ . cos.xt+a—e ° —
P ef—zcos..x'———a—}—e 7 e’—zcos.x+a+e
ou

i (o7 ~f) : .
2{e —e 510, X.S1N. o
xv:[fada (gf

-—2cos..z*——u+e_‘y)(e'7— 2 Cos.x—i—a%—ev—f)

ou décomposant le coéffictent en deux fractions,

(.7

_..-j ™

e —e ) I ) 5

ﬁ@:—z—ﬂada 5 = _j).
2 e —acos. x——a-4¢e e —o2cos. x+u+¢

Cette équation contient sous la forme finie, et en termes
. . a° v d’ v . ’

’ K ’ s 1
réels, I'intégrale de I'équation e T =0 appliquée a
la question du mouvement uniforme de la chaleur dans un
solide rectangulaire , exposé par son extrémité & laction

constante d'un seul foyer.
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Il est facile de reconnaitre les rapports de cette intégrale
avec lintégrale générale, qui a deux fonctions arbitraires;
ces fonctions se trouvent déterminées par la nature méme
de la question, et il ne reste d’arbitraire que la fouction fa,
considérée eutre les limites a =0 et « = =. L'équation (@)
représente, sous une forme simple, propre aux applications
numeériques, cette méme valeur de » réduite en une série
convergente.

Si I'on voulait déterminer la quantité de chaleur que le
solide contient lorsqu’il est parvenu & son état permanent;
on prendrait l'intégrale fd x fd y v depuis x==0 jusqua x=r,
et depuis y==o jusqu'a y = é ; le résultat serait proportionnel
a la quantité cherchée. En général il n'y a aucune propriété
du mouvement uniforme de la chaleur dans une lame rec-
tangulaire, qui ne soit exactement représentée par cette solu-
tion. Nous envisagerons maintenant les questions de ce genre
sous un autre point de vue, et nous déterminerons le mou-
vement varié de la chaleur dans les différents corps.




CHAPITRE 1V.

OU MOUVEMENT LINEAIRE ET VARIE DE LA CHALEUR

DANS UNE ARMILLE.

SECTION PREMIERE.

Solution générale de la question.

238.

L’FfQUATION qui exprime le mouvement de la chaleur
dans une armille a été rapportée dans l'article 105; elle est
dv K 4d» hi
Z&=cbar cps? &
Il s'agit maintenant d'intégrer cette équation , on écrira seu-

dw

dv K
lement =K —=—~%v, la valeur de K représentera - oD

/ ;o , .
celle de A sera—— Ths» * désigne la longueur de I'arc compris

entre un point m de 'anneau et I'origine o, » est la tempé-
rature que l'on observerait en ce point m apres un temps
donné ¢. On supposera d’abord 'v=e—"'u , u €tant une

nouvelle indéterminée, on en tlrera = K ,; or cette

derniere équation convient au cas ou llrradmtion serait
nulle a la surface, puisqu'on la déduirait de la précédente
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en y faisant A=o0: on conclut de la que les différents
points de l'anneau sc refroidissent successivement , par
I'action du milieu, sans que cette circonstance trouble en
aucune maniere la loi de la distribution de la chaleur.

. s 'y . du d*u
En effet, en intégrant I'équation ——=K +—

les valeurs de w qui répondent aux différents points de

, on trouverait

I'anneau dans un méme instant, et 'on connaitrait quel serait
Pétat du solide si la chaleur s’y propageait sans qu'il y eat
aucune déperdition a la sarface; pour déterminer ensuite
quel aurait été I'état du solide au méme instant, si cette
déperdition eiit eu lieu, il suffirait de multiplier toutes les
valeurs de u prises pour les divers points, et pour un méme
instant, par une méme fraction qui est e—*¢, Ainsi le refroi-
dissement qui s'opere a la surface ne change point la loi de
la distribution de la chaleur; il en résulte senlement que la
température de chaque point est moindre qu'elle n'elt éé
sans cette circonstance , et elle diminue pour cette cause
proportionnellement aux puissances successives de la frac-
tion e—*,
23g.

. , Py e At s y . du du
La question étant réduite & intégrer I'équation }i?:KFJE”

on cherchera, en premier lieu, les valeurs particulieres les
plus simples que l'on puisse attribuer a la variable ¢ ; on en
composera ensuite une valeur générale, et Fon démontrera
que cette valeur est aussi étendue que lintégrale qui
contient une fonction arbitraire en x, ou plutét quielle est
cette intégrale elle-méme, mise sous la forme qu'exige la
question, en sorte quil ne peut y avoir aucunc solution
différente.
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On remarquera d'abord que I'équation est satisfaite si I'on
donne a « la valeur particuliere @ e™* sin. n ., m et n étant
assujétis & la condition m=—K~’. On prendra donc pour

2

. " . —knt .
une valeur particuliere de « la fonction a e sin. »n x.

Pour que cette valeur de « convienne 4 la question, il faut
qu'clle ne change point lorsque la distance « est augmentée
de la quantité 2 = r, r désignant le rayon moyen de I'anneau.
Donc 2 7 = r doit étre un multiple i de la circonférence 2 »;

. i .
ce qui donne n=-. On peut prendre pour { un nombre

entier quelconque; on le supposera toujours positif parce
que, s1il était négatif, il suffirait de changer dans la valeur

—knt . . wpn .
ae sin. nx le signe du coéfficienta. Cette valeur parti-
ki?e

. —_— . Iz . . oo \ .
culiere @ e ~* sin. — ne pourrait satisfaire a4 la question
proposée gu'autant qu’elle représenterait l'état initial du

. . . iz
solide. Or en faisant £ = o0, on trouve n —a sin.— : sup-

L . .,
posons donc que les valeurs initiales de & soient exprimées
. ix 3 ’ .
en effet par a sin. —, c'est-a-dire que les températures pri-

mitives des différents points soient proportionnelles aux
sinus des angles compris entre les rayons qui passent par
ces points et celui qui passe par l'origine, le mouvement de

la chaleur dans lintérieur de l'anneau sera exactement
ke x
représenté par I'équation u=a e rsin.~, et si lon a

égard a la déperdition de la chaleur par la surface, on
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— (4t

. x - .
trouvera v=—ae sin. . Dans le cas dont il s'agit,

qui est le plus simple de tous ceux que l'on puisse con-
cevoir, les températures variables conservent leurs rapports
primitifs, et celle d'un point quelconque diminue comme
les puissances successives d'une fraction qui est la méme
pour tous les points.

On remarquera les mémes propriétés si 'on suppose que
les températures initiales sont proportionnelles au sinus du

double de l'arc ;, et cela a lieu en général lorsque les tem-
pératures données sont représentées par a sin. ¢ ? , ¢ ctant
un nombre entier quelconque.

On arrivera aux mémes conséquences, en prenant pour

A

. " . —knt
valeur particuliére de « la quantité a e COS. 12 £ : on

. . i . .
aaussionmr=2z2ixetn=——: donc I'équation

— i——f ix
u—ae re COS'T

exprimera le mouvement de la chaleur dans l'intérieur de
Yanneau si les temperatures initiales sont représentées par

[ x
COS.—-
r
Dans tous ces cas, ol les températures données sont pro-
portionnelles aux sinus ou aux cosinus dun multiple de
] x ’ . , .
I'arc = les rapports établis entre ces températures subsis-

tent continuellement pendant la durée infinie du refroidis-
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sement. Il en serait de méme si les températures initiales
.o , , . . ix tx
étaient représentées par la fonction a sin. — + b cos. -

¢étant un nombre entier, @ et & des coéfficients quelconques.
240.

Venons maintenant au cas géneral dans lequel les tempé-

ratures initiales n'ont point les rapports que l'on vient de

supposer, mais sont représentées par une fonction quel-

conque F . Donnons a cette fonction la forme ¢ <‘§> en sorte
, . x . x
quon ait Fxr =g (7> , et concevons que la fonction ¢ (7)

est décomposée en une série de sinus ou de cosinus d'arcs
multiples aftectés de coéfficients convenables. On posera
l'équation

. X . T > Z
a Sln. (o 7)+a, sm.(l 7) + a.su. (2 7) -+ etc.

(5= )

+ b, cos. (0 ':) + b, cos. (1 ;) + b, cos. (2?) + etc.

Les nombres a, a, a,... b, b, b,... sont regardés comme
connus et calculés d'avance. Il est visible que la valeur de
u sera alors représentée par I'équation :

ke ke

. x 3 . xT - —
asim.— | e 7 asm2_|e 7

u="b"+ + + ete.
x
b, €os.— b, cos. 2"f

En effet, 1° cette valeur de « satisfera a 1'équation

du d*u
d_t_K

du?
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parce qu'elle est la somme de plusieurs valeurs particu-
lieres ; 20 elle ne changera point lorsqu'on augmentera la
distance # d'un multiple quelconque de la circonférence de
I'anneau; 3° clle satisfera a I'état initial, parce qu'en faisant
{==o0, on trouvera I'équation (¢). Donc toutes les conditions
de la question seront remplies, et il ne restera plus qu'a

.. —ht
multiplier par e cette valeur de u.

241.

A mesure que le temps ¢ augmente, chacun des termes
qui compose la valeur de u devient de plus en plus petit; le
systtme des températures tend donc continuellement a se
confondre avec l'état régulier et constant dans lequel la

diftérence de la température z a la constante 4, est re-
ke

présentée par (a sin. —’:f + b cos. 7-:) e . Ainsi les va-
leurs particulieres que nous avons considérées précédem-
ment, et dont nous composons la valeur génerale, tirent
leur origine de la question elle-méme. Chacune d'elles re-
présente un état élémentaire qui peut subsister de lui-méme
des qu'on le suppose formé; ces valeurs ont une relation
naturelle et nécessaire avec les propriétés physiques de la
chaleur.

Pour déterminer les cocfficients @, a,a, a,... 6,6, 6,5, etc.
on emploiera I'équation (if) art. 234, qui a €té démontrée
dans la derniére section du chapitre précédent.

L'abscisse totale désignée par X dans cette équation sera
2 = r, x sera l'abscisse variable, et fx représentera l'état
initial de I'anneau, les intégrales seront prises depuis x==0
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jusqua x==2 = r, on aura donc

cos. (;)/::05. (f)fx dx + cos. (2% -/;:os. (2%) Sxdx

r
S ) + etc.
wrfe=— 2/)’.1 dx+

stIn. (J—Dfsin. (;)fw dx + sin. (2 ;)fsin. (zé)f.r dx

Connaissant ainsi les valeurs de @, a, a, a;...b, b b, by, etc.
on les substituera dans I'équation, et I'on aura I'équation
sulvante, qui contient la solution complete de la question

sin.%[(sin.%f.td.r) e_“r_f sin.(z%)fsin.(z%)fxdx e'_:—’:+etc,)
xro=e *f GﬂxdaH— +

cos.ff(cos.%fz dx) cos. <2§>ﬂos.(2f) Srdx (E)

Toutes les intégrales doivent étre prises depuis x=o

. " . d . '
jusqua x =2 = r. Le premier termej—r(J:xTrx—) , qui sert a

former la valeur de v, est évidemment la température
moyenne initiale, c'est-a-dire, celle qu'aurait chaque point
si toute la chaleur initiale €tait également répartie entre
tous les points.

2/9.

On peut appliquer I'équation précédente (E), quelle que
soit la forme de la fonction donnée fz. Nous considérerons
deux cas particuliers, savoir: 1° celui qui a lieu lorsque
l'anneau ayant éte élevé par l'action d'un foyer a des tempé-
ratures permanentes, on supprime tout-a-coup le foyer;
2° le cas ou la moitié de I'annean échauftée également dans

vt ' LR R R RN R L L R N N T N AR AL R N L AR R AL R A



CHAPITRE IV. 273

lous ses points serait réunie subitement a 'autre moitié qui

aurait, dans toutes ses parti.es, la température initiale o.
On a vu précédemment (art. 106) que les températures

permanentes de l'anneau sont exprimeées par I'équation

x —x Iy —‘//'_{
V=a « +ba ", etla quantité « a pour valeur ¢ ks,

{ est le contour de la section génératrice, et s la surface de
cette section. Sil'on suppose qu'il y ait un seul foyer, il sera
. . . d v .
r 3 LIS ’ 1
nécessaire que I'on ait 'équation ——=o0 au point opposé i
- . , g a X -
celui qui est occupé parle foyer. La condition @« —ba ~ =0
sera donc satisfaite en ce point. Regardons, pour plus de
el . . ki , ..
facilité dans le calcul, la fraction < comme égale a l'unité,
et prenons le rayon » de 'anneau pour le rayon des tables
. - x — X T, 5.
trigonometriques, on aura v==ae + be ~,donc l'état ini-

tial de 'anneau est représenté par I'équation
— -—T v —
v=—>be T<e LT r).

fl ne reste plus qu'a appliquer I'équation générale (E), et
en designant par M la chaleur moyenne initiale, on aura

2 1H4I 241 ¢ 71 ¢ 441

’D=2e_]ltM(I cos.x —kt  cos.ax —2'kt cos.3x —3kt cos fx —lfkt—-etc.)-

Cette équation exprime I'état variable d'un anneau solide ,
qui, ayant été échauffé par un de ses points et élevé & des
tempdratures stationnaires, se refroidit dans I'air apres la
suppression du foyer.
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243.

Pour faire une seconde application de l'équation géne-
rale (E) nous supposerons que la chaleur initiale est telle-
ment distribuée,, qu'une moitié de 'anneau comprise depuis
x==0 jusqu'a x=r a dans tous ses points la température 1
et que l'autre partie a la température o. 1l sagit de déter-
miner l'état de 'anneau apres un temps écoulé ¢.

La fonction fx qui représente V'état initial est telle dans
ce cas que sa valeur est 1 toutes les fois que la variable est
comprise entre o et =. Il en résulte que l'on doit supposer
fx=1 et ne prendre les iutégrales que depuis x=o
jusqu'a o ===, les autres parties des intégrales sont nulles
d’'aprés T'hypothese. On obtiendra d’abord l'équation sui-
vante qui donue le développement de la fonction proposee
dont la valeur est 1 depuis x=o0 jusqua z=r et nulle
depuis x == jusqua x =2~

I 2 . | I . I .
Jr=— - (sm.x+ zsin. 3x+gsm.5.r+;sm.7x+etc.)
/

Si maintenant on substitue dans l'équation geénérale les
valeurs qu’on vient de trouver pour les coéfficients con-
stants, on aura I'équation

ht 3k 5

+ - — 1 . —kt 1 . —3kt 1. . -5kt
srv=e <Zn+sm.xe +351n.3xe +xsin.bxe +etc.>
qui exprime la loi suivant laquelle varie la température a
chaque point de l'anneau, et fait connaitre son état apres

un terme donné, nous nous bornerons aux deux applica-

tions précédentes, et nous ajouterons seulement quelques
observations sur la solution générale exprimée par I'équa-

tion (E)
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p
244.
1° Si 'on suppose £ infini, I'état de 'anneau sera exprime
P ) P

At Iffx dx, ou deésignant par M la tem-

ainsi s rv —¢ S
pérature moyenne initiale » = P M. La température d'un
point quelconque deviendra subitement égale a la tempéra-
ture moyenne ct les différents points conserveront toujours
des températures égales, ce qui est une conséquence néces-
saire de I'hypothese ot I'on admet une conducibilité infinie.

2¢ On aura le méme résultat si le rayon 7 de l'anneau est
infiniment petit.

32 Pour trouver la température moyenne de l'anneau
apres un temps ¢ il faut prendre Vintégrale /" fx dx depuis
x=0 jusqua x=2xr, et diviser par 2 = r. En intégrant
entre ces limites les différentes parties de la valeur de , et
supposant ensuite x==2r r, on trouvera que les valeurs
totales des intégrales sont nulles excepté pour le premier
terme; la température moyennc a donc pour valeur, apres

le temps ¢, la quantité P ' Ainsi, la température
moyenne de I'annean décroit de la méme maniere que si la
conducibilité était infinie, les variations occasionnées par la
propagation de la chaleur dans ce solide n'influent point
sur la valeur de cette température.

Daus les trois cas que nous venons de considérer la tem-
pérature décroit proportionnellement aux puissances de la

. -——-}L . A 1 ] ’
fraction e, ou, ce qui est la méme chose, 4 Tordonnée

d'une courbe logarithmique, l'abscisse étant égale au temps
écoulé. Cette loi est connue depuis long-temps, mais il faut
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remarquer quelle n'a lieu en genéral que si les corps ont
une petite dimension. L'analyse précedente nous apprend
que si le diametre d'un anneau n'est pas tres-petit, le refroi-
dissement d'un point déterminé ne serait pas d’'abord
assujéti & cette loi, il w'en est pas de méme de la tempé-
rature moyenne qui dccroit toujours proportionnellement
aux ordonnées d'une logarithmique. Au reste, il ne faut
point perdre de vue que la section génératrice de l'armille
est supposée avoir des dimensions assez petites pour que les
points de la méme section ne different point sensiblement
de température.

4° Si lon voulait connaitre quelle est la quantité de
chaleur qui s'échappe dans un temps donné par la superficie
d'une portion dounée de I'anneau, il faudrait employer I'in-
tégrale 2 I fdt fvdx, et prendre cette intégrale entre les
limites qui se rapportent au temps. Par exemple, si T'on

. . . . I .
choisit 0, 2 = pour les limites de x, et o, - pour les li-

mites de £, cest-a-dire si I'on veut déterminer toute la
quantité de chaleur qui s'échappe de la superficie entiere
pendant toute la durée du refroidissement, on doit trouver
apres les intégrations un résultat égal a toute la chaleur
initiale , ou 2 = » M, M étant la température moyenne
initiale.

59 Si l'on veut connaitre combien il s'écoule de chaleur
dans un temps donné, a travers une section déterminée de

I'anneau, il faudra employer l'intégrale — K S f dt g—i , €n

d

mettant pour ﬁ la valeur de cette fonction, prise au point

dont il s’agit.
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245.

G La chaleur tend A se distribuer dans I'anneau, suivant
ane loi qui doit étre remarquée. Plus le temps écoule aug-
mente et plus les termes qui composent la valeur de v dans
l'équation (E) deviennent petits par rapport a ceux qui les
précedent. Il y a done une certaine valeur de ¢ pour laquelle
le mouvement de la chaleur commence 4 étre sensiblement
représenté par l'équation

ke
u—a, + (a, sin.% + b, cos. —?} e -

Cette méme relation continue a subsister pendant la durde
infinie du refroidissement. Si dans cet état on choisit deux
points de I'anneau, situés aux deux extrémités d'un méme
diametre; en représentant par x, et x, leurs distances res-
pectives & l'origine, par v, et 2, leurs tempeératures corres-
pondantes au temps ¢, on aura

. x, x, —Ir—: —ht
m,:(ao+ (a,sm. L+ b, cos.—;) e ) e

. ox, x, -——th —ht
mj:(a,,+ (a, sin. - -+ b, cos. 7) e T ) e

Les sinus des arcsx—r' et = ne different que par le signe, et

r

. A o 7 x, X,
il en est de méme des quantités cos. — et cos.—; donc

v, 4+, —ht
—a o —2f ’

ainsi la demi-somme des températures des points opposeés

L —ht . : X )
donne une quantité @ e qui serait encore la méme si
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I'on avait choisi deux points situés aux extrémités d'un autre

diametre. Cette quantité @ e he est, comme on l'a vu plus
haut, la valeur de la température moyenne apres le temps ¢.
Donc la demi-somme des températures des deux points
opposés quelconques décroit continuellement avec la tempé-
rature moyenne de lanneau, et en représente la valeur
sans erreur sensible, apres que le refroidissement a duré un
certain temps. Examinons plus particulierement en quoi
consiste ce dernier état qui est exprimé par I'équation

k
. x x ——: —ht
T (ao—}- (a, sin. - + b, cos. 7) e - ) e

Si Yon cherche d’abord le point de 'anneau pour lequel on
a la condition

. x x @ b,
a, sin. (—) + b, cos.~ =0, ou’- = — arc. tang. (-)
r r r a .,

On voit que la température de ce point est a chaque instant
la température moyenne de l'anneau : il en est de méme du
point diamétralement opposé : car I'abscisse & de ce dernier
point satisferait encore a 'équation précédente

x t 5,
: —— arc. ang. (— Z)-

Désignons par X la distance a laquelle le premier de ces
points est placeé, on aura
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et substituant cette valeur de ,, on a

a. . sz XN\ —HN ket
o= (a4~ sin (5 — ) e o
COS.T

Si 'on prend maintenant pour origine des abscisses le point
qui répondait a l'abscisse X, et que l'on désigne par u la
nouvelle abscisse x — X, on aura

ke
—ht Lo e
v=—ce <a,,+bsm.7e r)-

A l'origine ol I'abscisse u est o et au point opposé, la tem-
pérature v est toujours égale a la température moyenne ;
ces deux points divisent la circonférence de lanneau en
deux parties dont I'état est pareil, mais de signe opposé;
chaque point de 'une de ces parties a une température qui
excede la température moyenne et la quantité de cet exces
est proportionnelle au sinus dc la distance a lorigine.
Chaque point de l'autre partic a une température moindre
que la température moyenne et la différence est la méme
que l'exces dans le point opposé. Cette distribution symé-
trique de la chaleur subsiste pendant toute la durée du
refroidissement. Il s'établit aux deux extrémités de la moitié
échauffée , deux flux de chaleur dirigés vers la moitié froide
et dont l'effet est de rapprocher continuelleinent ['une et
lautre moitié de I'armille de la température moyenne.
2/46.

On remarquera maintenant que dans 'équation générale

qui donne la valeur de v chacun des termes est de la forme

L ke

—_ —

. X . X 5
(a,- SinL. £ = + b, cos. 1 7) e >
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on pourra donc tirer, par rapport i chaque terme, des
conséquences analogues aux précédentes. En effet, dési-
gnant par X la distance pour laquelle le coéfficient

. I o . X
a, sin. i~ + b, cos. ¢ =

y, . . X
est nul, on aura l'équation b, = — a, tang. ¢ ~, et cette

substitution donne, pour la valeur du coéfficient
. e —X
a sin. ¢ ( ) ,
-

a étant une constante. Il suit de la qu'en prenant pour
l'origine des coordonnées le point dont l'abscisse était X,
et désignant par « la nouvelle abscisse z—X, on aura pour

exprimer les changements de cette partie de la valeur de »
ke
. —ht . U ——
la fonction a e sin. e 7.

Si cette méme partie de la valeur de v subsistait seule
en sorte que les coéfficients de toutes les autres fussent nuls,
I'état de Vanneau serait représenté par la fonction

.
—ht —i . . u
ae e " SH. l.;

et la température de chaque point serait proportionnelle au
sinus du multiple ¢ de la distance de ce point a l'origine.
Cet état est analogue & celui que nous avons décrit précé-
demment, il en differe en ce que le nombre des points qui
ont une méme temperature toujours égale a la température
moyenne de 'anneau n'est pas seulement 2, mais en général
€gal a 2 i. Chacun de ces points ou neeuds sépare deux
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portions contigués de l'anneau qui sont dans un état sem-
blable, mais de signe opposé. La circonférence se trouve
ainsi divisée en plusieurs parties égales dont I'état est alter-
nativement positif ou négatif. Le flux de la chaleur est le
plus grand possible dans les nceuds, il se dirige toujours
vers la portion qui est dans I'état négatif, et il est nul dans
le point qui est a égale distance de deux nceuds consécutifs.
Les rapports qui existent alors entre les températures se
conservent pendant toute la durée du refroidissement, et
ces températures varient ensemble tres-rapidement propor-
tionncllement aux puissances successives de la fraction
e_h e llfi

Sil'ondonne successivement & ¢ les valeurs o, 1,2, 3, 4, etc.
on connaitra tous les états réguliers et élémentaires que la
chaleur peut affecter pendant quelle se propage dans un
anneau solide. Lorsqu'un de ces modes simples est une fois
établi, il se conserve de lui-méme; et les rapports qui existaient
entre les températures ne changent point; mais quels que
solent ces rapports primitifs et de quelque maniére que
I'anneau ait été échauffé; le mouvement de la chaleur se
décompose de lui-méme en plusieurs mouvements simples,
pareils & ceux que nous venons de décrire, et qui s’accom-
plissent tous a-la-fois sans se troubler. Dans chacun de ces
€tats la température est proportionnelle au sinus d’un cer-
tain multiple de la distance a un point fixe. La somme de
toutes ces températures partielles , prises pour un seul point
dans un méme instant, est la température actuclle de ce
point. Or, les parties qui composent cette somme décrois-



282 THEORIE DE LA CHALEUR.

sent beaucoup plus rapidement les unes que les autres. Il
en résulte que ces états €lémentaires de I'anneau qui corres-
pondent aux différentes valeurs de ¢, et dont la superposition
détermine le mouvement total de la chaleur, disparaissent en
quelque sorte les uns apres les autres. Ils cessent bientdt
d’avoir une influence sensible sur la valeur de la tempéra-
ture, ct laissent subsister seul le premier d'entre eux pour
lequel la valeur de ¢ est la moindre de toutes. On se formera
de cette maniere une idée exacte de la loi suivant laquelle
la chaleur se distribue dans une armille, et se dissipe par sa
surface. L'état de l'armille devient de plus en plus symé-
trique; il ne tarde point a se confondre avec celui vers
lequel il a une tendance naturelle, et qui consiste en ce que
les températures des diftérents points doivent étre propor-
tionnels aux sinus d'un méme multiple de 'arc qui mesure
la distance a l'origine. La disposition initiale n’apporte
aucun changement a ces résultats.

SECTION II.

De la communication de la chaleur entre des masses
disjointes.

247.

Nous avons maintenant a faire remarquer la conformité
de I'analyse précédente avec celle que I'on doit employer
pour déterminer les lois de la propagation de la chaleur
entre des masses disjointes; nous arriverons ainsi & une
seconde solution de la question du mouvement de la chaleur
dans une armille. La comparaison de deux résultats fera
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connaitre les véritables fondements de la méthode que nous
avons suivie, pour intégrer les équations de la propagation
de la clialeur dans les corps continus. Nous examinerons en
premier lieu un cas extrémement simple, qui est celui de la
communication de la chaleur entre deux masses égalcs.
Supposcns que deux masses cubiques m et n d'égale
dimensicn et de méme matiere soient inégalement échauffées;
que leurs températures respectives soient @ et &, et quelles
soient dune conducibilité infinie. Si 'on metrait ces deux
corps en contact, la température deviendrait subitement
égale davs I'une et 'autre a la température moyenne £ (@ +5).
Supposons que les deux masses soient séparées par un trés-
petit intervalle, qu'une tranche infiniment petite du premier
corps s'en détache pour se joindre au second, et quclle
retourne au premier immédiatement apres le contact. En
continuant ainsi de se porter alternativement, et dans des
temps égaux et infiniment petits, de l'une des masses a
Pautre, la tranche interposée fait passer successivement la
chaleur du corps le plus échauffé dans celui qui l'est moins;
il s'agit de déterminer quelle serait, aprés un temps douné,
la température de chaque corps, s'ils ne perdaient par leur
surface aucune partie de la chaleur qu'ils contiennent. On
nie suppose point que la transmission de la chaleur dans les
corps solides continus s’opere d'une maniere semblable &
celle que T'on vient de décrire: on veut seulement déter-
miner par le calcul le résultat d'une telle hypothese.
Chacune des deux masses jouissant d'une conducibilité
parfaite, la quantité de chaleur contenue dans la tranche
infiniment petite, s'ajoute subitement a cclle du corps avec
lequel elle est en contact; et il en vésulte une température
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commune égale au quotient de la somme des quantités de
chaleur par la somme des masses. Soit « la masse de la
tranche infiniment petite qui se sépare du corps le plus
échauffé dont la température est a; soient « et g les tem-
pératures variables qui correspondent au temps £, et qui
ont pour valeurs initiales a et 6. Lorsque la tranche o se
sépare de la masse m qui devient m—ua, elle a comme cette
masse la température «, et des qu'elle touche le second
corps affecté de la température ¢, elle prend en méme temps
m ‘3 4+aw
m—4w
tenant cette derniere température, retourne au premier
corps dont la masse est m — o et la température «. On trou-
vera donc pour la température apres le second contact

que lui une température égale a - La tranche o re-

mpe+ad
o (m—m)+ (T_’_—w—> ® ou ar:;:ﬁ_&_).
©

m

Les températures variables « et g deviennent, apres I'in-

© ©
stant d ¢, « + (a — B) —et g+ (a—8) ~3 on trouve
ces valeurs en supprimant les puissances supérieures de .

On a ainsi da:——(a—ﬂ)% et dB:(a—B)-’%; la masse

qui avait la température initiale § a recu, dans un instant,
une quantité de chaleur égale a m d g ou (a—g) w, laquelle
a €té perdue dans le méme temps par la premiere masse.
On voit par-la que la quantité de chaleur qui passe en un
iustant du corps plus échauffé dans celui qui I'est moins,
est, toutes choses d’ailleurs égales, proportionnelle a la
différence actuelle des températures de ces deux corps. Le

. «qc.vlv--v-v.Tvvv'wv v
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temps étant divisé en intervalles égaux, la quantité infini-
ment petite » pourra étre remplacée par kd ¢, k étant le
nombre des unités de masse dont la somme contient o au-
tant de fois que 'unité de temps contient d ¢, en sorte que
X
dt’
K K
du:—(a—-ﬁ)g(ltet de (Zﬂ:(a_g);ld[
2/48.

Si l'on attribuait une plus grande valeur au volume o qui

sert, pour ainsi dire, a puiser la chaleur de I'un des corps

pour la porter a I'autre, la transmission serait plus prompte;
il faudrait, pour exprimer cette condition augmenter dans

K . . , .
I'on a == On obtient ainsi les équations

la méme raison la valeur de K qui entre dans les équations.
On pourrait aussi conserver la valeur de « et supposer que
cette tranche accomplit dans un temps donné un plus grand
nombre d'oscillations, ce qui serait encore indiqué par une
plus grande valeur de K. Ainsi ce coéfficient représente cn
quelque sorte la vitesse de la transmission, ou la facilité
avec laquelle la chaleur passe de I'un des corps dans l'autre,
c'est-a-dire leur conducibilité réciproque.
249.

En ajoutant les deux équations précédentes, on a

da+ dp=o0, et si 'on retranche l'une des équations de

’ K .
lautre,ona da—dg + 2 («—p) ~dt=o0, et, faisant
a—B=y, dy—i—z%y d t=o. Intégrant et déterminant

la constante par la condition que la valeur initiale soit

K
a—b,onay=(a—b)e 'n ’. La différence y des tem-
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pératures diminue donc comme l'ordonnée d'une loga-

rithmique, ou comme les puissances successives de la frac-
2}(
tion ¢ “m. On a pour les valeurs de « et g

K
“:§<" vifb)ﬁg(a——b) e—2mt, @:i(a+b)+ i((l*b) e

250.

On suppose, dans le cas qui précede, que la masse infi-
nimecut petite o, au moyen de laquelle s’opére la transmis-
sion, est toujours la méme partie de I'unité de masse, ou,
ce qui est la méme chose, que le coéfficient K qui mesure
la conducibilité réciproque est une quantité constante. Pour
rendre la recherche dont il s'agit plus générale, il faudrait
considérer le coéfficient K comme une fonction de deux
températures actuelles « et 8. On aurait alors les deux

€quations da:—(a—ﬁ)g— dt, etdp=_(za—8) :'(,; de,

dans lesquelles K serait égal & la fonction de « et 2, que
nous désignons par ¢ («, 3). Il sera facile de connaitre la loi
que suivent les températures variables « et 8 lorsqu'elles
approchent cxtrémement de leur dernier ¢tat. Soit y unc
nouvelle indeterminée égale a la différence entre « et la
derniere valeur qui est £ (@ + &) ou c. Soit z une seconde
indéterminée égale a la différence ¢— 3. On substituera au
licu de «, et & leurs valeurs ¢ — y et ¢ — z; et, comme il
s'agit e trouver les valeurs de y et de z, lorsqu’on les sup-
pose tres-petites, on ne doit retenir dans les résultats des
substitutions que la premiere puissance de y et de z. Ou
irouvera donc les deux équations
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. K K NG
—dy=— ()%, (—y, c—2) i et —dz=" (c—p) ple—y, c—2) dt,
en développant les quantités qui sont sous le signe o ct
omettant les puissances supéricures de y et de z. On trou-

vera dy=(z—y) ”il o.dt et dz:—(z—y)% ¢.d t. La quan-

titd ¢ étant constante , il s'ensuit que les équations précé-
dentes donneront pour la valeur de la différence z—y, un
résultat semblable & celui que I'on a trouvé plus haut pour
la valeur de « — g.

On en conclut que si le coéfficient K, que l'on avait

d’abord supposé constant , était représenté par une fonction

uelconque des températures variables, les derniers chan-
gements qu'éprouvent ces températures, pendant un temps
infini, seraient encore assujéties a la méme loi que si la
conducibilité réciproque était constante. Il s'agit actuelle-
ment de déterminer les lois de la propagation de la chaleur
dans un nombre indéfini de masses égales qui ont actuclle-
ment des tempcratures différentes.

251.

On suppose que des masses prismatiques en nombre 7, et
dont chacune est égale 12, sont rangées sur une méme ligne
droite, et affectées de températures différentes «, b, ¢, d, ete. ;
que des tranches infiniment petites qui ont chacune la masse
« se séparent de ces différents corps excepté du dernier, et
se portent en méme temps du premier au second, du second
au troisicme, du troisieme au quatrieme, ainsi de suite ;
qu'aussitot apres le contact ces mémes tranches retournent
aux masses dont elles s'étaient séparées; ce double mouve-
ment ayant lieu autant de fois qu'il y a d'instants infiniment
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petits d ¢; on demande a quelle loi sont assujétis les chan-
gements de température.

Soient «, B, v, 3.... o les valeurs variables qui correspon-
dent au méme temps ¢, et qui ont succédé aux valeurs
initiales @, b, ¢, d, etc. Lorsque les tranches «» se seront
séparées des n— 1 premieres masses, et mises en contact
avec les masses voisines, il est aisé de voir que les tempé-
ratures seront devenues

a(m—u) B(im—a)taw ~‘r(m—wj—|—‘@,(o S (m—u)+tyo am—+do

m—w m ? m m m—+ o

oway B4-(a—8) 2,y + (B—y) =, 3+ (—8) 5 0+ (Yh—0) -

Lorsque les tranches o seront revenues a leurs premieres
places, on trouvera les valeurs des nouvelles températures
en suivant la méme regle qui consiste & diviser la somme
des quantités de chaleur par la somme des masses, et 'on
aura pour les valeurs de «, B, y, 3, etc. apres l'instant d¢

w— (s—f) s B+ (e B—B—) 1+ (B—y—1=) 7y 0+ (4—a) -

- . {0 . ’ . ’
le coefficient de — est la différence de deux différences con-
sécutives prises dans la suite «, B,y... §, . Quant au premier
. o . [ T . ’
et au dernier coéfficient de ~ ils peuvent étre considérés

aussi comme des différences du second ordre. Il suffit de
supposer que le terme « est précédé d'un terme égal a «, et
que le terme o est suivi d'un terme €gal 4 . On aura donc,
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en substituant, comme précédemment kd ¢ & o, les équa-
tions suivantes :

du= "% de((p—o)—(a—=)

dp=2 dt((y—8)—(e—=))

n”

dy=1dt((3—y)—(—8))

(ém:%dt ((u)*—w)—(m—-n’y))

2ba.
Pour intégrer ces équations, on fera, suivant la méthode
connue,

{R3 ht

a=a.c" p=a,c" y=ae"... n=a.'; k,a,a,a,a,

étant des quantités constantes qu'il faudra déterminer. Les
substitutions ¢tant faites, on aura les équations suivantes :

_k

a ~(a,—a,)

a, h = n£1 <(a, -— (L,) — (dz -_— (l,))

fzj h :;’1 ((a4_aa)_(a3——al))

) k p
a, ]lr o ]—’; ((l-,,.h—— a“)_‘&a"——an—x))

Si I'on regarde @, comme une quantité connue, on trouvera
Fexpression de @, en a, et &, puis celle de a; en a, et &y
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il en est de méme de toutes les autres indéterminées a, a;, etc.
La premiere et la derniere équations peuvent étre écrites
sous cette forme

a, h:né {(a,—-a,)—-(a;—a‘,)}

k

et a.,h:;; i(an“f-l—a“ ——-(an—a,,_,)]

en retenant ces deux conditions a,—=a, et a,=—a,,,, la

valeur de a, contiendra la premiere puissance de %, la valeur

de a, contiendra la seconde puissance de %, ainsi de suite

. ”n . . : idme

jusqu'a a,, qui contiendra la puissance n™ de 4. Cela

pos€ , a,, devant étre égal a a,, on aura, pour déter-

miner %, une équation du 2™ degré, et 2 demeurera indeé-

termine.

Il suit de la que I'on pourra trouver pour % un nombre 2

de valeurs, et que d’apres la nature des équations lin€aires
3

la valeur générale de @ sera composée d'un nombre n de
8

termes , en sorte que les quantités «, {8, y, etc. seront déter-

minees au moyen des équations

ht , h't , 't
a—a, e +a, e +a, e -+ etc

ht , bt , h't
f=—a,e +a,e¢ +a, e etc

ht , Wt , Wt
y=ds;e +ae —+a;e —+etc

ht , Wt , "t
oe=a,e +a,e +a,e -+ etc

les valeurs 2 7' 2", etc. sont en nombre n et égales aux »
racines de l'équation algébrique du n*™ degré en %, qui

(R R TR T YRR LR NN L AR LR IR R N LR S RN A LR L AR A L
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a, comme on le verra plus bas, toutes ses racines réelles.
Les coéfficients de la premiere équation a, a,’ a,’ a”, etc.
sont arbitraires ; quant aux coéfficients deslignes inférieures,
ils sont déterminés par un nombre » de systémes d’équa-
tions semblables aux équations précédentes. 11 s’agit main-
tenant de former ces équations.

253.

.. . hm , .
Ecrivant la lettre g au lieu de —7» on aura les équations

suivantes :

a, =—a,
a, =a,
a,=a,(qg+2)—a,
a;=a,(qg+2)—a,

.

Gy, =a,(qg+2)—a,

On voit que ces quantités appartiennent i une série
récurrente dont l'échelle de relation a les deux termes
(¢+2) et — 1. On pourra donc exprimer le terme général
a, par 'équation a@,==A sin. m « + Bsin. 7 — 1 u, en déter-
minant convenablement les quantités A, B et «. On trouvera
d'abord A et B, en supposant m égal a o et ensuite égal &
1, ce qui donne a,=Bsin.u, et a,—A sif.u, et parconsé-

. a, , .
quent @, = a, sin. 7 ¢t — s sin.m—r1u. En substituant
ensuite les valeurs de «, q,_, a,_,, etc. dans I'équation

géneérale a,—a,_, (g +2)—a._,; on trouvera

sin.muy— (g + 2)sin. (m—1)u—sin (m—2)u,
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en comparant cette équation a celle-c1
sin.mu=2cos:usin.m—1u—sin.m—2au,

qui exprime une propriété connue de sinus d’arcs croissants
en pregression arithmeétique, on en conclut ¢ + 2=cos. %,
ou g ==— 2 sin. vers. u; il ne reste plus qua déterminer
la valeur de l'arc u.

La, valeur générale de a, étant

a, , . m——
- (sm. mu-—Ssin.m—1 lL)
sin, &

on aura, pour satisfaire & la condition a, 4, = a,, I'équation

Sin.7Z+ 1 1%—sin. y=sn.ny—sin.n—1Iu,

. T

d’otr on tire sin. nw =0, ou u =1 -, = étant la demi-cir-

n
conférence et i un nombre entier quelconque, tel que
0, 1, 2,3, 4... n—1; 0N en peut déduire les n valeurs de

hm .. . vy . .
g ou— Ainsi toutes les racines de I'équation en /, qu

donnent les valeurs de A & A" A" sont réelles négatives et

fournies par les équations :
k . -
h—=-—2=sin. V (01—-)
m n
, k.
A—=-—o=smn.V (1 E)
m n
" k .
HNe—=—2a—sin. V (21‘>
m n

— k. —
h(n N 2 —sin. V (n— i t)
m n

Supposons donc qu'on ait divisé la demi- circonférence =
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en un nombre » de partics égales, et que 'on prenne pour
former l'arc # un nombre entier ¢ de ces parties, ¢ étant
moindre que n, on satisfera aux équations différentielles
en choisissant pour a une quantit¢ quelconque, ct faisant

. . k .
SiN. 1t — Sin. o i —a2—¢sin.Vu
o = —_——e m
' sin.
. . k . -
sin, 2 iL—Si. 1 u) —a = fsin. Vu
ﬁ —_— - ——le m
1
s10, I

. . I .
sm.3u——sm.2u> —2—tsin. Vu
e, (| ————— e m
Y ! s, 2

. . 3 . -
(sm. RU—SIN. R —1I u) e 2- fsin. Vo
—_— .
I

0 == n

sin. &

Comme il y a un nombre » d'arcs différents que I'on
. ™ T ™ T
peut prendre pour u«, savoir o ol .on—1 . Ilya
aussi un nombre » de systémes de valeurs parliculieres
pour «, 8, v, 8, ctc. et les valeurs génerales de ces variables
sont les sommes des valeurs particulicres.
2d4.
On voit d’abord que si I'arc « est nul, les quantités qui
multiplient «, dans les valeurs de «, 8, v, 8, ete. deviennent

sin.t-—sin.ou

sin. &

lorsque l'arc u est nul; et il en est de méme des quantités

toutes égales a l'unité, car a pour valeur 1

qui se trouvent dans les ¢quations suivantes. On conclut de
la qu’il doit entrer dans les valeurs géunérales de a, f, v, 3...0
des termes constants.
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De plus, en ajoutant toutes les valeurs particulieres cor-
respondantes de «, 8,v... etc., on aura
1 2244 v
sin.nu — 278N, y
a+B+y+d...etc.=a,——--€ " "
sin. &
équation dont le second membre se réduit & o toutes les

fois que I'arc # n'est pas nul; mais dans ce cas on trouvera

sin. nu

n pour la valeur de ——. On a donc en général
SIN. &

a+pf+y+d+...etc.=na,;

or les valeurs initiales des variables étant @, 6, ¢,d. .. etc.,
il est necessaire que l'on ait n @, =a + b+ ¢+ d + etc.; il
en résulte que le terme constant qui doit entrer dans chacune
des valeurs générales de

w By 8o west s (@a+b+c+d+etc),

cest-a-dire , la température moyenne entre toutes les tempe-
ratures initiales.

Quant aux valeurs générales de «,8,y... , elles sont ex-
primeées par les équations suivantes :

. . k.

sm.u—sm.ou) —a—¢sin, V.u

_— e m
sin. &

a=%(a+b+c+etc.)+a,<

. . k.
sin.u'—sin. 0.’ — a2 —¢sin. V.u'
b————F—— ¢ m
sin. «

. . k.
sin.z"—sin. o.z" e 2 —¢sin, V.
i, 1

-+ etc.
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. koo
1 sinL 2 w—sin.u\ —2 —¢sin. Va
p:—(a+b+c+etc.)+a.,<——.——-—>e m
n sin, u
koo
+ b, sin, 24’ —sin. & )e—zrztsm.Vu’
sin. z'
oo o,
sin. 21" -—sin. u —2—¢sin. V'
“+c /¢ m —+- etc.

. : £,

sin. 34 —sin. u —a—¢sin. Vi

—_ e m
sin. i

I
d=—(a+b+c+etc)+ a,(

. . A ,
sin. 31’ —sin. 2’ — 2 ¢sin. V'
b, e m

sin. u'

sin. 3 #" —sin. 31" koo "
. . —a—¢sin, Vu
-+ ¢, sin. e m +- etc.

A
I $in. 721 —sin. 7z — 1.4 —g—rsm Vu
o=—(a+b+c+etc.)+a, e

sin. 1

. . koo
sinnnw' —sin.n— 1.8 —a —rsin. V'
e m

+ b, —
sin, &
: " . " X . oo
sin, nu” —sinnn—r1.u" —o2—~tsin. Vu
+ e, - e m + ete.
sin. u
255.

Pour determiner les constantes a, b, ¢, d,. .. etc., il faut
considérer I'état initial du systéme. En effet, lorsque le
temps est nul les valeurs de «, g, v, §... etc., doivent étre
égales a a, b, ¢, d etc.; on aura donc n équations semblables
pour déterminer les n constantes. Les quantités

sin, % —sin. o, sin. 2 u— sin. u, sin. 3u—sin. 2u, . . .

Sin, nu—sin. 7—1.%,
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peuvent étre indiquées de cette maniere,

A sin.o w, Asin.w, Asin. 21, Asin. Ju, Asin ju... Asin. n—1 u;

les équations propres a déterminer les constantes sont, en
représentant par ¢ la température moyennc initiale,

a=c-+a,+ b, + ¢, + etc.

J a A sin. u +b Asin. ' T+ Asin. " + cle
) =< - - = - 7 T
+a sin. & fosin. o tosina
Asin. 21 Asin. a1’ asin. 2"
c—=c+ a,— L — - C,— -— -1~ etc.
sin, sin. & sin. u
ASin, 3 asin. 3« Asim 3u”
d=c+a, — S c,— -+ etc.
SIT. 1 sin. & sin, &
ete.

Les quantités a,,c,d, et ¢ étant déterminées par ces
équations , on connait entierement les valeurs des variables
a2, B, v, d... o

On peut effectuer en général I'élimination des inconnues
dans ces équations, et déterminer les valeurs des quantités
a, b, c d, etc., méme lorsque le nombre des équations est
infini; on emploiera ce procédé d’élimination dans les articles

suivants.
2506.
En examinant les équations qui donnent les valeurs gé-
nérales des variables o, £, y... w, on voit que le temps

venant a augmenter les termes qui se succedent dans la
valeur de chaque variable décroissent tres-inégalement : car
les valeurs de w, «, ', ©", etc. €tant

® ™ 0 o, ®
1.-, 2.— .= b — .
? n’ 3 2 b etc. ,
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les exposants sin. Vu, sin. Vi, sin. V', sin. V&, ete. devien-
nent de plus en plus grands. Si 'on suppose que le temps ¢ est
infini, le premier terme de chaque valeur subsiste seul, et
la température de chacune des masses devient égale a la

température moyenne '—IZ (a+ b+ c+ ... etc.). Lorsque le

temps ¢ augmente continuellement chacun des termes de la
valeur d'une des variables, diminue proportionncllement
aux puissances successives d'une fraction qui est, pour le

-
—a—sin.Vu C
second terme e " » pour le troisieme terme.....

Ao
—n —sin.Vu'
e m

, ainsi de suite. La plus grande de ces frac-
tions étant celle qui répond a la moindre des valeurs de «,
il s'ensuit que, pour connaitre la loi que suivent les der-
niers changements de tempeérature, on ne doit considérer
que les deux premiers termes : car tous les autres devien-
nent incomparablement plus petits a mesure que le temps ¢
augmente. Les dernieres variations de température «,5, v, 9,
etc., sont donc exprimeées par les équations suivantes: ‘
1 SIn, & — Sin. 0.8 ——2 itsin. V.u
a—_—l—l(a+b+c+d, etc.)+a(<———-————>e m

sin. u

. . k .
sin. 2 L —sin. 1 —o—¢sin.V.u
— e "

B:;L(CH'& +c+d, ete.)+ al<

sin, u
1 sin.d —sin. 2 olvts'nVI
v=-(a+b+c+d, etc.)+a,,<—‘—.—' et tHmTAH
n Sin. &
etc.
257.

Si T'on divise la demi-circonference en un nombre n de
parties égales, et qu'ayant abaissé les sinus, on prenne les
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différences entre deux sinus consécutifs; ces n différences
P

seront proportiounelles aux coéfficientsdee ™ 2 * 5™ Ve ou

aux seconds termes des valeurs de «, 8, v... 0. Cest pourquoi

les derniéres valeurs de «, 8,7. ..  sont telles que les diffé-

rences entre ces températures finales ¢t la température

moyenne initiale = (@ + b + ¢ + etc.) sont toujours propor-
n

tionnelles aux différences des sinus consécutifs. De quelque
maniere que les masses aicnt d’abord été échanffées , la dis-
tribution de la chaleur s’opere A la fin suivant une loi con-
stante. Si l'on mesurait les temperatures dans les derniers
instants, ou elles different peu de la température moyenne,
on chserverait que la différence entre la temperature d'une
masse quelconque et cette température moyenne, décroit
continuellement comme les puissances successives de la
méme fraction; et, en comparant entre elles les températures
des difl¢rentes masses prises pour un méme instant,on ver-
rait que ces différences entre les températures actuelles et
la température moyenne, sont proportionnelles aux diffé-
rences des sinus consécutifs, la demi-circonférence étant
divisée en un nombre » de parties égales.
258.

Si I'on suppose que les masses qui se communiquent la
chaleur sont en nombre infini, on trouve pour l'arc « une
valeur infiniment petite; alors les différences des sinus con-
sécutifs, prises dans le cercle, sont proportionnelles aux

Sin. mu —sin. m—1.u

cosinus des arcs correspondants: car S %

équivaut a cos. mu, lorsque l'arc « est infiniment petit.
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Dans ce cas, les quantités dont les temperatures prises au
méme instant, different de la température moyenne a la-
quelle elles doivent toutes parvenir, sont proportionnelles
aux cosinus qui correspondent aux différents points de la
circonférence divisée en une infinité de parties égales. Si les
masses qui se transmettent la chalear sont situées a distances
égales les unes des autres sur le périmetre de la demi-cir-
conférence =, le cosinus de l'arc a l'extrémité duquel une
masse quclconque est placée, est la mesure de la quantité
dont la température de cette masse differe encore de la tem-
pérature moyenne. Ainsi le corps placé au milieu de tous les
autres est celui qui parvient le plus promptement a cette
température moyenne; ceux qui se trouvent situés d'un
méme coté du milieu ont tous une temperature excédente,
et qui surpasse d’'autant plus la température moyenne, qu'ils
sont plus €loignés du milieu; les corps qui sont placés de
Yautre coté, ont tous une température moindre que la tem-
pérature moyenne, et ils s'en €cartent autant que ccux du
cOté opposé, mais dans un sens contraire. Enfin ces diffé-
rences, soit positives, soit négatives, décroissent toutes en
méme temps, et proportionnellement aux puissances succes-
sives de la méme fraction; en sorte qu'elles ne cessent pas
d'étre représentées au méme instant par les valeurs des
cosinus d'une méme demi-circonférence. Telle est en ge-
néral et si 'on en excepte les cas singuliers, la loi a laquelle
sont assujéties les dernieres températures. L'état iniiial du
systéme ne change point ces résultats. Nous allens présen-
tement traiter unc troisieme question du méme genre que
les précédentes, et dont la solution nous fournira plusicurs
remarques utiles.
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259.

On suppose un nombre » de masses prismatiques égales,
placées a des distances égales sur la circonférence d’un cer-
cle. Tous ces corps qui jouissent d'une conducibilité par-
faite, ont actuellement des températures connues, diffé-
rentes pour chacun d'eux; ils ne laissent échapper a leur
surface aucune partie de la chaleur quils contiennent; une
tranche infiniment mince se sépare de la premiere masse
pour se réunir a la seconde, qui est placée vers la droite;
dans le méme temps une tranche parelele se sépare de la
seconde masse en se portant de gauche a droite, et se joint
a la troisieme; il en est de méme de toutes les autres masses.
de chacune desquelles une tranche infiniment mince se separe
au méme instant, et se joint a la masse suivante. Enfin, les
mémes tranches reviennent immédiatement apres, et se réu-
nissent aux corps dont elles avaient été détachées. On sup-
pose que la chaleur se propage entre les masses au moyen
de ces mouvements alternatifs , qui s'accomplissent deux fois
pendant chaque instant d'une égale durée; il s'agit de trouver
suivant quelle loi les températures varient, c'est-a-dire que.
les valeurs initiales des températures étant données, il faut
connaitre apres un temps quelconque lanouvelle température
de chacune des masses.

On désignera par a,a.a;. .. a.. .. a, les températures ini-
tiales dont les valeurs sont arbitraires, et Par «, o, a5 el x,
les valeurs de ces mémes températures apres le temps écoulé
r. 11 est visible que chacune des quantités « est une fonction
du temps ¢ et de toutes les valeurs initiales @, @, a;. . . a,: ce
sont ces fonctions qu'il s'agit de déterminer.
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26o.

On representera par o la masse infiniment petite de la
tranche qui se porte d'un corps a l'autre. On remarquera en
premier lieu que lorsque les tranches ont été séparées des
masses dont elles faisaient partie , et mises respectivement
en contact avec les masses placées vers la droite, les quan-
tites de chaleur contenue dans les différents corps sont

(7?&——1») ot oa,, (I?Z——w) o, twa,, (In——-m) e300,y (m—m)an+w Un—1

en divisant chacune de ces quantités de chaleur par la
masse m, on aura pour les nouvelles valeurs des tempera-
tures
(0] w )
e — — ) — —_— — I
o -+ o (ocu o'../,,ot,—l—m(a, oc,),oz,+m «, Otj)

7, -+ 2‘(0(5_.,—0(,-) et o, + % (a,;_l—a");

e 7

cest-a-dire que, pour trouver le nouvel état de la tempéra-
ture apres le premier contact, il faut ajouter a la valeur

qu'elle avait auparavant le produit de 2 par l'exces de la
"t

température du corps dont la tranche s'est séparée sur celle
du corps auquel sest jointe. On trouvera, par la méme
regle. que les températures , apres le second contact, sont

(2] ~ [C]
zl-i—;(a,,——ax)—}-;m(a.;-—a,)

moi (@, —a,) = (a5 — )

0]
2, -+ :—L(a;_,—a,) -+ ;}‘(a,'_,_[—a..-)

w w
a,+’—n(a,l_,—v,,,)+77; (e, — a,)



302 THEORIE DE LA CHALEUR.

Le temps étant divisé en instants égaux, on désignera
par d¢ la durée de cet instant, et si l'on suppose que o
soit contenu dans un nombre % d'unités de masse autant de
fois que dt est contenu dans l'unité de temps, on aura
o=k dt. En appelant de,... do,... do;... da;... de,les
accroissements infiniment petits que recoivent pendent l'in-
stant d ¢ les températures «,,a,...2,,a,, on aura les eéquations
différentielles suivantes :

v
(ia,:—( dt ((I,,——zu, + a,)
n

k ,
da,:-;;(lt (e,—2a, +a;)
;ia :ia’t (aizy—20;+ a; )
] m i—1 i i+

: 3
dan__,:;: dt (tn—p——2p—: + ac.)

k
du_—-,—';a’t (a,,_,—2ot,,+ ac,,_‘_;)

261.
Pour résoudre ces équations, on supposera en premier
lieu, suivant la méthode connue

ht
1,——[), €
ht
o, =0, ¢
ht
a3 ——=0; €
ht
x,==0, e
ht
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Les quantités 6,5, 5;. ... b, sont des constantes indeéter-
minées , ainsi que l'exposant 4. Il est facile de voir que ces
valeurs de a,a, a,... a, satisfont aux équations différentielles,
st I'on a les conditions suivantes :

boh=2 (3, —20,+0,)

bh=2 (b —2b, +b,)

bh=t (b, —2b +b.y,)

k

ne

b,,_l]l: (Z)n—a"'gbn—x—‘_bn)

]‘.
=" (b —2b, 4 Do),

hm

. 77 . ’
s0it ¢ =~ , on aura,cn commencant par la derniere équa-

tion .
bo=b, (g +2)—b,_,

by=0b, (¢g+2)—0,
by=0b,(q +2)—0D,

bi=b._, (g+2)—b,_,

bo=bu_(q+2) —ba_..

Il en résulte que l'on peut prendre pour 4,5, b,... b.... b,
les n sinus consécutifs que I'on obtient en divisant la cir-
conférence entiere 2 x en un nombre 7 de parties égales.

En effet, en appelant w larc. 2 ~, les quantités
n

sin. ow, sin. 1w, sin. 2%, sSin. 3u..... sin. n— 1 u
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qui sont cn nombre 2 appartiennent, comme on le sait, ¢
une série récurrente dont l'échelle de relation a deux termes,
savoir: 2¢os. ¥ et — 1; en sorte que l'on a toujours la con-
dition sin. 7 u=2 cos.u. sin. ({ — 1) &.—sin. ({—2) . On
prendra donc pour b,, b,, b;. ... O,.... b, les quantités
sinLow, sin. 1 &, sin.2 ... sin.n—1 u ct Fon aura en-
suite ¢ + 2==2 cos.u ou g=—sin. V. (u) ou

. ™ . r 7
b=—o2sm.V ( 2. ) On a mis précédemment la lettre ¢ au
. hm 2k . ‘o
lieu de —— en sorte que la valeur de 2 est —sin. V( — ),
k " "

en substituant dans les équations ces valeurs de b, et de 4,
on aura

3 . T
. —a2 - ¢tsm. V.2 2
o, ==SIN. 0.U.€ m n

I T

. —oa—tsin. V.o &
a,—=—SIN. [1.Uu.€e m n
K . v

. — a2 tsin. V.2 ¥
ay=SINn.2.u.e m r

k .
— 22 #5in. V.2 T,
m

a,=SI.n—1.u.¢e 7

262.
Ces dernieres équations ne fournissent quune solution
tres-particuliere de la question proposée : car si I'on sup-
pose t—=o0,0n aura, pour les valeurs initiales de «,,a.,«;... «,,

les quantités sin. o, sin. 1, sin.2u... sin.n— 1 u qui en
général different des valeurs données «,, a,,a;. .. a,: mais
la solution précédente mérite d'étre remarquée parce qu'elle
exprime, comme on le verra par la suite, une circonstance
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Yui appartient 4 tous les cas possibles, ot représente les
dernieres variations des températures. On voit par cette
solution que, si les températures 1nitiales a,a,a;.. ... a,
Staient proportionnelles aux sinus

. ™ . ™ . 1y N —_— ™
Sm. 0.2 -, S11. I.2-,8M2.2-.... sin.n—1i.2-,
n n n n

elles demeureraient continuellement proportionnelles a ces
mémes sinus, et 'on aurait les équations

k
—ht et h=—a2 —sin. VT~
m n

a =a.e
—
o, =—=a,e
—he
u;:‘;d;é
—ht
o, ==da,e .

Cest pourquot si les masses qui sont placées a distances
égales sur la circonférence du cercle, avaient des tempé-
ratures imitiales proportionnelles aux perpendiculaires
abaissées sur le diametre qui passe par le premier point;
les températurcs varieraient avec le temps en demeurant
proportionnelles a ces perpendiculaires , et ces tempéra-
tures diminueraient toutes a-la-fois comme les termes d'une
méme progression géométrique dont la raison est la fraction

ko i
—2 —sin. V.22,
m

e n
263.
Pour former la solution générale, on remarquera en pre-
mier lieu que on pourrait prendre pour b, b, ,0,..... b,

les » cosinus correspondants aux points de division de la
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circonférence partagée en un nombre n de parties égales.

Ces quantités cos. ou, €os. 1%, €OS.2U... COS. n— LU dans

;. ’ ™ . , .
lesquelles « désigne lart. 2 ~ forment aussi une serie recur-
rente dont I'échelle de relation a les deux termes 2 cos. u et
— 1,c’est pourquci l'on pourrait prendre pour satisfaire aux
équations différcnticlles, les équations suivantes:

I S
—o2 —¢sin. V.u
a,==C0s.0.ue m

k . N
— 22— ¢sin. V. u
@, =—CO0S.1.ue m

F A
—oa—¢sin. V,u
w3 =—CO0S.2UL.€ m

3 .
— o —¢sin. V.
o, ==CoS.n—1u.e€ m

Indépendamment des deux solutions précédentes, on
pourrait choisir pour les valeurs de 4, 4, b;....5, les quantites

sin.o.2u, sin.1.2u, sin.2.2u, sin.3.2u...sin.n—1.2u%

ou celles-ci,

c0S8.0.2U, COS.1.2U, COS.2.2U, €0s.3.2u...COS. n—1.2 L.

En effet, chacune de ces séries est recurrente et formée de

n termes ; 'échelle de relation a les deux termes 2cos.2u et
. 1 “ . ,o» A

—1; et,si lon continuait la série au-dela de n termes, on

en trouverait n autres, qui seraient respectivement égaux

“aux n précédents. En général,sil'on désigne par v, v, u,...u... 1,

™ amw 27 27 27
les arcs 0.2-,1. —, 2—,3. —,...(n—1)— etc., on pourra
n n n n n
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prendre pour les valeurs de 5,4, 5,. .. b, les n quantités
sin.o.u;, Sin.1.u,, sin.2u,, sin.3.u,;...sln. n—1.4,
ou celles-ci,

C0S.0.%,;, COS. 1.1, COS8.2U,;, €COS.3.U...COS.R— .U,
la valeur de A correspondanteé chacune de ces séries est

. v, . k .
donnée par l'équation hA—=—o—sin. V.u,.
m

On peut donner a ¢ n valeurs différentes, depuis ;=1 jus-
qua i==n. En substituant ces valeurs de 6,6,4,. .. b, dans
les équations de l'art. 261 ; 0n aura, pour satisfaire aux équa-
tions différentielles de l'art. 260, les résultats suivants :

'3 . A .
—o2-—1tsin. V. u. 2~ zsin. V.u
m ! m ‘

2, =SsIn. 0.1, e ou  «,==CO0S.0.U, &

k .
2 - ¢sin. V.

Ao
— 2 = ¢tsin. V.u, —
m o, =—CO0S. I.U; e w

2, ==S8IN. 1.1, e

A . k .
—a2—¢tsin. V.u —a —¢tsin. V. u
m 4 n ¢

x==51N. 2., e 3 =—=CO05. 2.U, e

koL, k .
— 2 —f¢sin. V. i —a — ¢zsin, V. u,
nt m

r==sin.n—11u,e 4,==CO08.n—1.U,e

264.

On satisferait également aux équations de l'art. 260 en
composant les valeurs de chacune des variables o, o, 4;. . . 4,
de la somme de plusieurs valeurs particulieres que l'on au-
rait trouvées pour cette méme variable, et Pon peut aussi
multiplier par des coéfticients constants quelconcues, chacun
des termes qui entrent dans la valeur genérale d'une des va-
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riables. Il suit de la qu’en désignant par A,B, A,B,A;B,... A, B,
des coéfficients quelconques, on pourra prendre, pour
exprimer la valeur générale d'une des variables, par exemple,
de a4, I'équation

A t.sin. V.2
%t x =(A,sin.mu,+B,cos.mu,) e m ST

I
. — o —¢t.sin. V.u,
+ (A,sin.mu, + B, cos.mu,) e m

3 .
— 2— t.sin. V.u,
n

...+ (Asin.mu, + B, cos.mu,) e

Les quantités A, A, A;... A,, B,B,B, B, qui entrent dans
cette équation, sont arbitraires, et les arcs w,u,u;. ... u,
sont donnés par les équations

27 27 2T 27
,=—0.—, U,==1.—, h—2. —.... Y,—n—1.—
n n n n

Les valeurs des variables générales «,a,a;... «, sont donc
exprimées par les équations suivantes :

ko
. —a2 —¢tsin. V.u,
e, ==(A,sin. o.u,+ B,cos. o.u,) e m

I
. —a2—~tsin. V.u,
+ (A,sin. 0.u, 4+ B,cos. 0.u,) e m

A
— o —¢sin. V.u,
Je m

+ (A;sin. o.u; + Bycos. o.u; + etc.

ko
. — o — ¢sin. V.u,
o«,—(A,sin. 1.4, + B,cos. 1.u,) e m

.
. —a— tsin. V.u,
+ (A,sin. 1.4, + B,cos. 1.u,) e m

koL
—o2— ¢tsin. V.u,
m

+(A3 sin. 1.u;+ B;cos. 1.u;) e + etc.
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F
. . . — 2 ——sin. v.u,
w=_(Asin. 2.u, + B,sin. 2.u,)e m

P
. — 2-—~-sin.v.1,
+ (A,sin. 2.1, + B,cos. 2.u,) e m

)3 .
- 2 — s v,
m —

+ (A;sin. 2.u,+ Bycos. 2.1) e 4-cte.

A .
— - =S v. i,
m

a,==(A,sin.n—1.u,+ B cos.n—1.u,) e

N
. — —— —2 — - sin. v.u,
+(Asinn—i1.1,+ B,cos.n—1.1,) € m

k .
2 — - S Vi,
m

+ (Ajsine— 1., + B, cos.n—r1.uy) e 4-ete.
20,

Si V'on suppose le temps nul, les valeurs , z.4; «, doivent

se confondre avec les valeurs initiales «, a, a;... a,. On

tire de la un nombre n d’équations qui doivent servir & dé-
terminer les coéfficients A, B, A, B, A, B,. On reconnaitra
facilement que le nombre des inconnues est toujours égal a
celui des équations. En effet, le nombre des termes qui en-
trent dans la valeur de chacune des variables, dépend du
nombre des quantités différentes sin. Vi, sin. Vu,sin. V...
etc., quon trouve en divisant la circonférence 2 = en un
nombre » de parties égales. Or, le nombre des quantités

. u ™ . ™~ . T~
sin. V.0.2 ~, sin. V'l'zﬁ’ sin. V.2.9 EEEE etc. , est beau-

coup moindre que 7, si I'on ne compte que celles qui
sont différentes. En désignant le nombre n par 27+ 1,
sil est impair, et par 27, s'il est pair, 7+ 1 désignera tou-
jours le nombre des sinus verses différents. D'un autre
coté lorsque dans la suite des quantités

. ki3 . ™ . ™
sm. V.0.2 =y SlIL V.1.2 ~, sin. V.2.2 .2 ete.
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On parviendra a un sinus verse, sin. V.. ?n—ﬂ égal a I'un des

ror . 27 , N .
précédents sin. V.x'.7 . Les deux termes des équations qui

contiendront ce méme sinus verse, n'en formeront quun
seul; les deux arcs différents u, et u,, qui auront le méme

sinus verse, auront aussi le méme cosinus, et les sinus ne
diftereront que par le signe. Il est aisé de voir que ces arcs
uy et u,, qui ont le méme sinus verse, sont tels que le

cosinus d'un maltiple quelconque de u, est égal au cosinus

d'un méme multiple de u.,, et que le sinus d'un multiple

2\

quelconque de «, ne differe que par le signe du sinus du

I

multiple de z.,. 1l suit de la que lorsqu'on réunit en un

X
seul les deux termes correspondants de chacune des équa-
tions, les deux indéterminées A, et A,, qui entrent dans les

équations, sont remplacées par une seule indéterminée, sa-
voir: A, —A,,. Quant aux deux indéterminées B,etB,,,

elles sont aussi remplacées par une seule, qui est B,+B,,:

il en résulte que le nombre des indéterminées est égal dans
tous les cas, au nombre des équations; car le nombre des
termes est toujours Z + 1. Il faut ajouter que l'indéterminée
A disparait d'elle-méme dans tous les premiers termes,
parce qu'elle multiplie le sinus d'un arc nul. De plus, lors-
que le nombre n est pair, il se trouve a la fin de chaque
équation un terme dans lequel une des indéterminées dis-
parait d'elle-méme, parce quelle y multiplie un sinus nul;
ainsi le nombre des inconnues qui entrent dans les équa-
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tions est égal a 2 (i + 1)—2, lorsque le nombre » est pair;
par couséquent le nombre des inconnues est le méme dans
tous les cas que le nombre des équations.
266.
L’analyse précédente nous fournit, pour exprimer les va-
leurs générales des températures «,x,2;. .. o, les équations

i r3 .
. Py am\ — 2= ¢sin, V.o. 2T
o, == A,sm.o.o.—n—+B,cos.o.o.—; e m

k . 2m
. 27 amy —o2— £sin, V.1, —
+(A,51n.0.1.7+B,cos.0.1.7 e m n

A
. o 2T —a2 % tsin, V.2 2"
+(A3sm.o.2.—n—+B3cos.o.2.7 e m

-+ etc.

I3 . 2%
. 2w 27\ —2- tsin, V.o, —
a,:(A,sm.I.o.~n—+B,cos.1.0.—n— e m n

k . 27
—a—¢tsin. V.1 —
m n

. 27 27
+(A,sm.l.l.-;+B,cos.1.1.7)e

k . 2
. 27 a®y —2~—¢sin, V.2 —
+ <Aasm.1.2.7+Bjcos.x.2.7)e m n

+ etc.

k . 27
—o— ¢sin. V.o. —
m n

. 27T am
a3=(A‘sm.2.o.7+B,cos.2.o.—-{)e

k . 27
—a=¢sin. V.1, =
m n

. 27T a7
+ (A,sm.z.o.—;+B,cos.2.o. ?T)e

k . 2w
—~2—tsin.V.2.—
m n

. 27 27
+ (A3sm.2.2.7+ Bjcos.z.z.—-n—> e

—+ etc. - {#)
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. A . 2
- — 27 — 27 —_ 4511, v.0.
x=(A,sm.n—1.o.7-1—B,cos.n—-—1.o.7 wt p

A . 2 7
27 — 2 — 4§ V1. —
— ) e m 7

.o 2% _
+ Azsm.n—l.l.7+ B,cos.n—r1.1. ~

g
- LT 27 e 27 —2— s, V.2,
+(A;sm.n—[.2.,—L+Bscos.n—x.2.—n>e mt

+ etc.

Pour former ces équations, il faut continuer dans chacune
la suite des termes qui contiennent

N 27 . 21T . 27
sin. v.o.==, sin. V.I.T, sin. V'3'T’ ete.

jusqu'a ce qu'on ait épuisé tous les sinus verses différents , et
omettre tous les termes subséquents, en commencant par
celui olt il entrerait un sinus verse égal a I'un des précé-
dents. Le nombre des équations est ». Si n est un nombre
pair égal a 27, le nombre des termes de chaque équation
est 7 + I; si le nombre n des équations est un nombre im-
pair représenté par 2 ¢ + 1, le nombre des termes est encore
égal a i+ 1. Enfin, parmi les quantités A, B, A, B, etc. qui
entrent dans ces équations, il v en a qui doivent étre omises
et disparaissent d’elles-inémes, comme multipliant des sinus

nuls.
267.

Pour déterminer les quantités A, B, A,B, A;B, etc., qui
entrent dans les équations précédentes, il faut considérer
I'état initial qui est connu : on supposera ¢=o0, et 'on écrira
au lieu de «, o, etc., les quantités données a, a, «; etc, qui
sont les valeurs initiales des températures. On aura donc,
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pour déterminer A B, A, B, A;B; etc., les équations sui-
vantes :

. 27 . 27 . 2
a,==A sin. 0.0.— =+ A,sin.o. 1.2~ 4 A,sin.0.2.— + etc.
n n

arw a7 2
+B,cos.o.o.TL + B,cos. 1.1 = +Bzcos.o.2.7 -4 ete.

. 2T 27 . 27
@, =—Asin. 1.0 —|—A,cos.o.l.7+A3sm. 1.2.° " 4 ete.
I

“n

2T . 27T 2T
-+ B, cos. 1.0.—,L—+B,sm. Lor B;cos. 1.2.=— 4- etc.
B I(3

. 2T . 27 - aT
2 ==AsIn. 2.0 4 A sin.a.1 S+ A,sin.2.2.=—= 4 etc.
L 7

e

2T 2T 2T
+B‘cos.2.o.—,—L— + B,cos.2. 1.7+B3cos.2.2.~n~ +- etc.

. 27 . 27 .
w, == A sin.n—jx 0= A sin.n—1.1 L A sin. n—
(4
4 ete.

_— 27 m———— 27 .
+B,Cos.n——1.0.7+B,_,cos.n—1.1.7+ Bysin.n—1

(m) -+ etc.
268.

Dans ces équations, dont le nombre est 7, les quantités

inconnues sont A, B, A, B, A;B,... etc., il sagit d’cffectuer

les éliminations et de trouver les valeurs de ces indéter-
minées. On remarquera d’abord que la méme indéterminée
a un multiplicateur différent dans chaque équation, et que
la suite de ces multiplicateurs compose une série recurrente.
En effet, cette suite est celle des sinus croissants en pro-
gression arithmétique, ou celle des cosinus des mémes arcs:

elle peut étre représentée par
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Sin. O U...SiD. I &...sin. 2 ... sin. Ju...sin. n—1.4,

ou par €0S8. ou...COS. 1U...COS., 2U...COS. 3u..cos. n—1.u.

’ 1 . 2T . qee , .y . .

L'arc © est égal a ¢ <7> si l'indéterminée dont il s'agit

est A . ou B. . Cela posé pour déterminer l'inconnue
41 41

A ;4 ¢ A1 moyen des équations précedentes, il faut comparer

a la suite des équations la série des multiplicateurs sin. o z...
sin. 1 .. sin. 2 ... sin. 3 ... sin. n—1.x, et multiplier
chaque équation par le terme correspondant de la série. Si
Ion prend la somme des équations ainsi multipliées , on
eliminera toutes les inconnucs, excepté celle qu'il s'agit de
déterminer. Il en sera de méme si I'on veut trouver la valeur
de B, il faudra multiplier chaque équation par le multi-

plicateur de Bi+ , dans cette méme €quation , et prendre

ensuite la scmme de toutes les équations. 1 s'agit de démon-
trer qu'en opérant de cette maniere, on fera disparaitre en
effet des équations toutes les inconnues , excepté une seule.
Pour cela il suffit de faire voir 1° que si 'on multiplie terme
a terme les deux suites,

sin. 0.1, Sin. 1.z, sin. 2.%, sin.3.x, sin. 4. .. sin.n—1.u

sin. o.v, sin. 1.v, sin.2.v, sin.3.v, sin. 4.»... sin.n—1.v
la somme des produits
sin. o & SN, 0 v + §in. 1.¢.5i0. 1.v 4 Sin. 2 & .sin. 2 v + etc.

sera nulle, excepté lorsque les arcs u et v, seront les mémes,
chacun de ces arcs étant d’ailleurs supposé un multiple d'une
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partie de la circonférence égale 3 2=; 20 que si I'on mul-
n

tiplie terme a terme les deux séries,

COS. O, COS. 11, COS, 21, COS. U, COS. 41, €OS. Hu... etc.

€OS. 0, COS. 1V, COS. 2V, COS. 3V, €Os. 4 v, cOS. Dw... etc.

la somme des produits sera nulle, excepté le cas ou u est
égal & v; 3° que si I'on multiplie terme a terme les deux
suites ,

sin. ou, sin. 1, sin. 2u, sin. 3u, sin. fu... etc.

C0S. 0V, COS. IV, COS. 2V, COS. 3V, COS. 4V... €tc.

la somme des produits sera toujours nulle.

269.

o » 2T ]
On de&gnera paI‘ q lﬂrC ?7—} ,Pal‘ y.q I'arc w, et par v q

l'arc v, ¢ et v étant des nombres entiers positifs moindres
20

que n. Le produit de deux termes correspondants des deux

premieres séries sera representé par

sin. fuq.sin. jvg ou 2 cos.jy.—--vg—-i COS. Ju +v g

la lettre j désignant un terme quelconque de la sunite, 0. ..
I...2...2...3...¢... n—u;oril est facile de prouver
que si 'on donne a j ses n valeurs successives, depuis o
jusqua n— 1, la somme

I 1 I
~C0S.0p—y g+ - COS. I.u—vq + ~COS. 2p—vq

1 —— I
+-cos. Jp—vg+... +gcos.(n—— [.y.-——v.([)
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aura une valeur nulle,et qu'il en sera de méme de la suite,

;,COS.Oy.—i—vq—i— -IE-COS.I.y.—I-vq-I—iCOS.OP.—I—vq

1 _— 1 _—
-F;COS.3y.+vq... +;COS.(R-—I.y.+v.q)-

En effct, en représentant T'arc pn—v.q par a, qui est par

’ . 2T .
conséquent un multiple de —, on aura la suite recurrente

€0s. 02, €OS. Iz, €OS.2a... COS. n— 1 «, dont la somme est
nulle. Pour le faire voir, on représentera cette somme par
s, et les deux termes de I'échelle de relation étant 2 cos. «
et — 1, on multipliera successivement les deux membres
de I'équation

$==CO0S. Oa + COS. 2+ €08, Jat... + COS. 72— I &

par —2 cos.« et par + 1, puis ajoutant les trois équations,
on connaitra que les termes intermédiaires se détruisent
d’'eux-mémes d’apres la nature de la série recurrente.

Si l'on remarque maintenant que na étant un multiple

de la circonférence entiere, les quantités cos. n—1 a. . ..
COS. n—2«... COS. n—3J«... etc. sont respectivement les
mémes que celles que l'on désignerait par cos. (—«)...
c0os. (—=2a)... c0s. (—3 «)... on en conclura 25— 25 cos. a==0;
ainsi la somme cherchée s doit en genéral étre nulle.
On trouvera de méme que la somme des termes dus au dé-

veloppement de 2 cos. (Ju-+vq) est nulle. 11 faut excepter

le cas ou l'arc représenté par « serait nul, on aurait alors
¢ —cos.a==1; cest-a-dire, que les arcs u et v seraient les
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. 1  —

mémes. Dans ce cas, le terme 5 €08 Jutvg donne encore

un développement dont la somme est nulle: mais la quan-
» 14 I « - ’

tité - cos. jp—v g fournit des termes égaux dont chacun

I . N

a pour valeur >3 donc la somme des produits terme i

Y . 1
terme des deux premieres séries est o

On trouvera de la méme maniere la valeur de la somme
des produits terme a terme des deux secondes séries, ou
3 (cos. j ng.cos. jvgq); en effet, on substituera a.........

C0S./p.g.cos.jvq la quantitéé COS. fu—v .q + 2 Cos.jp+vq

et 'on en conclura comme dans le cas précédent, que

I . ,
est nulle, est que 3 - cos. ju—v g est nulle, excepté le cas

ou p=v. Il suit de la que la somme des produits terme a
terme des deux secondes séries ou X cos. Jug.cos. jvg est
toujours nulle, lorsque les arcs « et » sont différents, et

éoale 4 1 1 lorsque w=w. Il ne faut plus que distinguer les
g 3 q plus q gu

cas ou les arcs p.¢ et vg sont tous les deux nuls, alors on a
o pour la valeur de 3 (sin.j pg.sin. 7 vg), qui désigne la
somme des deux produits terme a terme des deux premieres
sérics. lln'en est pas demeéme de lasomme 2 (cos.j . g.cosjvg),
prise dans le cas ou g et vg sont nuls; cette somme des
. 1 ro. ’ .
produits terme a -terme des deux secondes séries est €évi-
demment égale & n. Quant & la somme des produits terme
g
i terme des deux séries
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sin. o, sin. u, sin. 2u, sin. 3u, sin. 4u... sin. n— 1 .1

C05. 0L, COS. W, COS. 21, COS.3l, COS.4U... COS. n—1.U

elle est nulle, dans tous les cas, ce qu'il est facile de re-
connaitre par I'analyse précédente.
270.

La comparaison de ces seéries fournit donc les consé-
quences suivantes. Si I'on partage la circonférence 2 = en un
nombre n de parties égales, que I'on prenne un arc © com-
posé d'un nombre entier ;. de ces parties, et que 'on marque
les extrémités des arcs u, 2u, 3u, 4u... n—1u, il ré-
sulte des propri€tés connues des quantités trigonomeétriques
que les quantités

sin. o, sin. ¥, sin. 2%, sin. 3u... sin. n—1.u,

ou celles-ci, cos. ou, cos. 1u, cos. 2u, cos. Ju...cos.n—i1u
forment une série recurrente périodique, composée de r
termes; si 'on compare une de ces deux séries correspon-

) 2T r
dantes & un arc « ou u — a une série correspondante & un
2T ’ . . 1
autre arc » ou v.— et qu'on multiplie terme & terme les deux

deux séries comparées; la somme des produits sera nulle
lorsque les arcs u et v seront différents. Si les arcs u et »

, 3 ’ I
sont égaux, la somme des produits est égale a ~n lorsque

I'on compare deux séries de sinus, ou lorsque 'on compare
deux séries de cosinus; mais cette somme est nulle, si I'on
compare une serie de sinus a une série de cosinus. Si l'on
suppose nuls les arcs « et v, il est manifeste que la somme
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des produits terme & terme est nulle, toutes les fois que
l'une des deux séries est formée de sinus, et lorsqu’elles le
sont toutes les deux, mais la somme des produits est 72, si
les deux séries composées sont formées de cosinus. En gé-
néral, la somme des produits terme a terme est égale a o ou

X S . . .
S 7 oun; au restc, les formules connues conduiraient direc-

tement aux mémes résultats. On les présente ici comme des
conséquences évidentes des théorémes élémentaires de la
trigonometrie.

271,

Il est aisé d'effectucr au moyen de ces remarques I'élimi-
nation des inconnues dans les équations précédentes. L'inde-
terminée A, disparait d'elle-méme comme ayant des coéffi-
cients nuls ; pour trouver B, on multipliera les deux membres
de chaque équation par le coéfficient de B, dans cette méme
équation , et I'on ajoutera toutes les équations ainsi mul-
tipliées , on trouvera @, +a, + a;+.... a,—B,.

Pour déterminer A, on multipliera les deux membres de
chaque équation par le coéfficient de A, dans cette équation

s 3 27T N . . z
et en désignant l'arc = par g, On aura, apres avoir ajoute

les équations

- . . N I
@,sin.0.g +a,sin. 1.+ a;sin. 2.9 +...4,sM.n—1L.g=_n. A,.

On aura pareillement pour déterminer B,

- I
@,€08.0 ¢+, cos. 1. +a;€08. 3§+ ... @,C08.n—1.9="~ nB,.

En général, on trouvera chaque indéterminée en multi-
pliant les deux membres de chaque équation par le coeffi-
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cient de l'indéterminée dans cette méme équation, ct en
ajoutant les produits. On parvient ainsi aux résultats suivants:

2B —=a, +a, + a, +ete.

4 . 27 . 2T T 27
-nA,=a, sin. 0.— +a,sin. I.— +a, sin. 2. —-+etc.
2 n n ”n

I 27 27 aw
-nB,=a,cos. 0.~ 4+ a,cos. 1.=— +a,cos. 2. —+etc.
2 n n n

I . a7 . aw . 27
—nA;=a,sin.0.3. = +a,sin. 1.2.— + g, sin. 2.2. — cte
2 n n n

I 27 2T 27
5nB3=a,cos.o.3. ~- + a, cos. l.3.—n— + a; cos. 2.3.7+etc.

I . aT . 2% . 27
S A,=a, sin.0.3. — +a,sin. 1.3. — +a; sin. 2.3. —tetc

1 arw 27 2T
SnB=ca,cos. 0.3. — +a,cos. 1.3. —~+a cos.2.3. — +etc

+ etc.

Il faut, pour trouver le développement indiqu

=Sa,
arw

=Sa,sm. (i—1)1. —

aw

=S8a,cos.(i—1) 1. =

. 2T
- =8a.cos.(-—1)2.—~

. 27

=3Sa, cos. (1—1)2.7
. . ar
=Sa,sin.(i—1)3.—

. 27T
=Sa,cos.(i—1)3.—

S, donner A ¢ ses » valeurs successives 1. 2... 3... 4... etc.

et prendre la somme, on aura en général

P . — = 2T T
-nA, :Sa,~SIH.<l—I .j—[.—) et -nB,=8Sa.cos
2 n 2

Si I'on donne au nombre entier j toutes les

(M)
é par le signe
g g 27
.(l—l.j—l.;

valeurs suc-

cessives I... 2... 3... 4... etc. quil peut avoir, ces deux for-
mules fourniront les équations, et si I'on développe le terme
sous le signe S, en donnant a 7 ses n valeurs 1... 2... 3... 4... etc.
onaura les valeurs des inconnues A, B, A, B, A;B; A B.... etc..
et les équations (m) art. 267 seront entierement résalues.
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272.
Il faut maintenant substituer les valeurs connues des
cocfficients A, B, A,B, A,B,... etc., dans les équations ().
art. 266, et I'on trouvera les valeurs suivantes :

. ¢ 5in. V.q, zsin. V.q,
x,=N, -+ N,: -+ N,z -+ete.
tsin. V.q, . tsin. V.q,
1, =N, + (M, sin.q, + N, cos. ¢,) ¢ + (M, sin. ¢, + N, cos. g.)¢ “+-etc.
. tsin. V.g, . ¢sin.V.q,
w0, =N, 4+(M, sin.29,4N,cos.2 ¢,)z +(M, sin. 2 g,4-N,cos. 2¢,) ¢ ~+-esc.
) L — sin. V.g, L — _— £sin. V.
a}:No—l— (M. sin.j~19,+4N, cos.j—19,}¢ ~+(M,sin.j—19,+N, €0s.J—1¢,)&
: + etc.
R —  tsin. Vg, R— S— ¢sin.V.q
o, =N, +(M sin.n—1¢4,4+N,cos.n—1 q.)¢ + M, sin.n—1q,4N,cos.n—1 q.)E ’
+etc.

dans ces équations
‘.

-_—2 2T 27 27
s==e m, g,=1.—, g.=2.—, 93=3.7, etc.

R

Noz;lSa,

2 . - 2 . e
N,:—Sa‘cos.z—lq, M,:—Sa,sm.z——xq,
n n

2 e 2 . 0
N,_;Sa,-cos.z— 1q, Mj__;l Sa,sin. i—1 q.

2 ——— o . 0
N‘g—,—LSd,-COS. I—1q; M3:; Sa.sin.i—1 g

etc. cte.
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273.
Les équations que 'on vient de rapporter , renferment la
solution complete de la question proposée; elle est repré-
sentée par cette équation genérale

. k
_lg 2, s——amw . T 21 2 a2 %, —— 2\ —2 - tsin. V.27
1,__nba,+(;sm.]—1—n—Sa,-sm.L—l.7+;cos._]—1 n—Sa,cos.z—x.;)e m B0V
v —ZSinTh— 27G i i1 L 1 w— 2T — 2 ——Q—A:tsin.Va.n-"-'
RS —1.2.— a,sxn.z—x.2.7+;cos._]—l.Q.TSa,-cos.z——I.z.—)e m i
n

—+ etc. (e)

dans laquelle il n’entre que des quantités connues, savoir:
a,... Q... ay... d... a,, qui sont les tempeératures ini-
tiales, K mesure de la conducibilité, m valeur de la masse,
n nombre des masses échauffées, et ¢ le temps ecoulé.

11 résulte de toute 'analyse précédente que si plusieurs
corps égaux en nombre 7, sont rangés circulairement, et
quayant recu des températures initiales quelconques, ils
viennent 4 se communiquer la chaleur comme on l'a sup-
posé; la masse de chaque corps étant désignée par m, le
temps par ¢, et par & un coéfficient constant, la température
variable de chacune des masses qui doit étre une fonction
des quantités ¢, m et k, et de toutes les températures ini-
tiales, est donnée par I'équation générale (¢). Il faut d’abord
mettre aun lieu de j le numéro qui indique la place du corps
dont on veut connaitre la température, savoir: 1 pour le
premier corps, 2 pour le second, etc.; ensuite il restera la
lettre £ qui entre sous le signe 8, on donnera 4 i ses n va-
leurs successives I1... 2... 3... 4... etc., et 'on prendra
la somme de tous les termes. Quant au nombre des termes
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qui entrent dans cette équation, il doit y en avoir autant
que Pon trouve de sinus verses différents, lorsque la suite

2T
I —

27 27 s .
des arcs est 0 —. .. ... 3= etc., Cest-a-dire, que le
n n n ’

nombre n étant égal 4 23+ 1 ou a 21 selon qu’il est im-
pair ou pair, le nombre des termes qui entrent dans I'équa-
tion genérale est toujours A + 1.

274.

Pour donner un exemple de l'application de cette formule,
nous supposerons que la premiere masse est la seule que
Fon ait d’abord échauffée, en sorte que les températures ini-
tiales @,... @,... a;..... a, soient toutes nulles, excepté la
premiere, il est visible que la quantité de chaleur contenue
dans la premiere massc se distribuera successivement entre
toutes les autres. Or, la loi de cette communication de la
chaleur sera exprimée par I'équation suivante :

3 . 27
1 2 - o ——2 —fsin. Vo, =
nT=-a,+-a,c08.J—f —e m ”
n n n

I3 . 21

2 - a% —32 - tsin.V.o. =

+-a,cos.j—12.—e m n
n ”

27

2 ¥ tsin V.3,
m n -t ete.

2 v 2%
t+-a,cos.]—1.3 —e
n n

Si la seconde masse était seule échauffée et que les tem-
pératures a,.. a,... a,... a, fussent nulles, on aurait

-
(4

1 2 .= am . am —oax am\ —a2-tsin. V.1
=-a -a J—L—.8ln. — —1— — T
w=_-a,+-a, (smj L -SIN. —= + €OS.f— I —. cos. n_)e "

—— 2

2 . 2w . 2™ — 27 2T\ o - tsi
o a, (5“1-]— 1.2.—$IN. 2. — + C08.J—1.2. — . C0S. 2. -r—-)e’- 2 s Voo~
n n n n
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et si l'on supposait que toutes les températures initiales
fussent nulles, excepté a, et @,, on trouverait pour la va-
leur de a, la somme des valeurs trouvées dans chacune des
deux hypotheses précédentes. En général, il est facile de
conclure de I'équation générale (c) art. 273 que pour trouver
la loi suivant laquelle les quantités initiales de chaleur se
répartissent entre les masses, on peut considérer séparé-
ment les cas ou les températures initiales seraient nulles.
excepté une seule. On supposera que la quantité de chaleur
coutenue dans une des masses se communique a toutes les
autres, en regardant ces dernieres comme affectées de tem-
pératures nulles, et ayant fait cette hypothese pour chacune
des masses en particulier 4 raison de la chaleur initiale
qu'elle a reque, on connaitra quelle est, apres un temps donné,
la température de chacun des corps en ajoutant toutes les
températures que ce méme corps a dia recevoir dans chacune
des hypotheses précédentes.
27b.

Si dans I'équation générale (¢) qui donne la valeur de «,

on suppose que le temps a une valeur infinie, on trouvera

1 .
2, = > Sa,, en sorte que chacune des masses aura acquis

1
la température moyenne; résultat qui est évident par lui-

méme.
A mesure que la valeur du temps augmente, le premier

terme;l S (a,) devient de plus en plus grand par rapport

au suivant, ou 4 la somme des suivants. Il en est de méme
du second par rapport aux termes qui le suivent; et, lors-
que le temps a acquis une valeur considérable, la valeur de
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«; estreprésentée sans erreur sensible par I'équation suivante:

1 2 . 27 . < 27T
wy=-Sa,+ - (sm.]——— 1—.Sassin.i—1 —
n n n n

k. 27
——— a7 - 2 —oa—¢sin, V. —
—|~cos.J—I.TScc,-cos.z—I.Ta e m n

En désignant par a et & les coéfficients de sin. ( Jj—1 %ﬂ

Fooo
—— o . — 2% £sin. V. 2Z
et de cos. (J-——— 1— ),et la fraction e " m 7 parw on

aura o;=— % Sa, + (asin.j_::i 2n—w + bcosj—1 2—2) o' Les
quantités a et b sont constantes, c'est-a-dire , indépendauntes
du temps et de la lettre j qui indique le rang de la masse
dont la température variable est «. Ces quantités sont les
mémes pour toutes les masses. La différence de la tempéra-

. ‘ . X . A
ture variable 4, a la température finale - S @, décroit done

pour chacune des masses, proportionnellement aux puis-
sances successives de la fraction w. Chacun des corps tend

1 ] ’ X
de plus en plus a acqueérir la température finale - S (a.), et

la différence entre cette derniere limite et la température
variable du méme corps finit toujours par décroitre comme
les puissances successives d'une fraction. Cette fraction est
la méme , quel que soit le corps dont on considere les chan-
gements de température, le coéfficient de «' ou « sin. u, +

7. . 27 A .
bcos. u;, en désignant par u; I'arc.(j— 1) ~ " peut étre mis

sous cette forme A sin. (#;4+B) en prenant A et B, tels que
Von ait a=A cos.B et 5=A sin. B. Si 'on voulait déter-
miner le coéfficient de o' qui se rapporte aux corps sui-
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vants : dont la température est « . | ...«

L I
JH1 T+

s 0. .« .o
J+3
. . ar 27 . . . \
faudrait ajouter i u, Varc == ou 2.-—, ainsi de suite ; c'est-4-
J f n n bd ]

dire, que l'on a les équations

1 : ¢
aj.—;Sa,-:A.sm.(B +u,) e + etc.

2.  —-Sa,=A.sin. (B+u,—+ I.E>w'+ etc.
J+r n n
«. —-Sa,—A.sin. (B+u,+2.£>m‘+etc.
J+2 n n

«. —-Sa,=A.sin. <B+u,-+ 3.3f>w' + etc.
‘/+3 n n

etc.
276.

On voit, par ces équations, que les derniéres différences
entre les températures actuelles et les températures finales,
sont représentées par les équations précédentes, en ne con-
servant que le premier terme du second membre de chaque
equation. Ces dernieres différences varient donc selon la loi
suivante : si l'on ne considere qu'un seul corps, la différence
variable dont il s'agit, c’est-a-dire, 'exces de la température
actuelle du corps sur la température finale et commune,
diminue comme les puissances successives d’une fraction, le
temps augmentant par parties égales; et, si I'on compare pour
un méme instant la température de tous les corps, la diffé-
rence dont il s'agit varie proportionnellement aux sinus
successifs de la circonférence divisée en parties égales. La
température d'un méme corps, pris a divers instants succes-
sifs égaux, est représentée par les ordonnées d’une logarith-
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mique, dont l'axe est divisé en parties égales, et la tempé-
rature de chacun de ces corps, prise au méme instant pour
tous, est représentée par les ordonnées du cercle dont la
circonférence est divisée en parties égales. Il est facile de
voir, comme on l'a remarqué plus haut, que si les tempéra-
tures initiales sont telles, que les différences de ces tempéra-
tures a la température moyenne ou finale soient proportion-
nelles aux sinus successifs des arcs multiples, ces différences
diminueront toutes a-la-fois sans cesser d'étre proportion-
nelles aux mémes sinus. Cette loi qui régnerait entre les
températures initiales ne serait point troublée par l'action
réciproque des corps, et se conserverait jusqu’a ce quils
eussent tous acquis une température commune. La diffé-
rence diminuerait pour chaque corps comme les puissances
successives d'une méme fraction. Telle est la loi la plus sim-
ple & laquelle puisse étre assujétie la communication de la
chaleur entre une suite de masses égales. Lorsque cette loi
est établie entre les températures initiales, elle se conserve
d'elle-méme , et lorsqu’elle ne regne point entre les tempéra-
tures initiales, c’est-a-dire lorsque les différences de ces tem-
pératures a la température moyenne ne sont pas proportion-
nelles aux sinus successifs des arcs multiples, la loi dont
il s'agit tend toujours i s'établir, et le systéme des tempé-
ratures variables finit bientét par se confondre sensiblement
avec celui qui dépend des ordonnées du cercle et de celles
de la logarithmique.

Puisque les dernieres différences entre I'exces de la tem-
pérature d’'un corps sur la température moyenne, sont pro-
portionnelles aux sinus de l'arc & 'extrémité duquel le corps
est placé, il s'ensuit que si 'on désigne deux corps placés
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aux extrémités du méme diametre, la température du pre-
mier surpassera la température moyenne et constante autant
que cette température constante surpassera celle du second
corps. Clest pourquoi, si I'on prend & chaque instant la
somme des températures de deux masses dont la situation
est opposée, on trouvera une somme constante et cette
somme aura la méme valeur pour deux masses quelconques
placées aux extrémités d'un méme diametre.
277.

Les formules qui représentent les températures variables
des masses disjointes sappliquent facilement & la propaga-
tion de la chaleur dans les corps continus. Pour en dounner
un exemple remarquable, nous déterminerons le mouve-
ment de la chaleur dans une armille, au moyen de I'équa-
tion générale qui a été rapportée précédemment.

On supposera que le nombre r des masses croit successi-
vement, et qu'en méme temps la longueur de chaque masse
décroit dans le méme rapport, afin que la longueur du
systéme ait une valeur constante égale a 2 =. Ainsi le nombre
n des masses sera successivement 2 ou 4, ou 8 ou 16, a
k7 a3
50U
est nécessaire de supposer aussi que la facilité avec laquelle
la chaleur se transmet , augmente dans le méme rapport que
le nombre des masses m; ainsi la quantité que représente
K lorsquil n'y a que deux masses, devient double lorsqu'il
y en a quatre, quadruple s'il y en a huit, ainsi de suite. En
désignant par g cette quantité on voit que le nombre K
devra étre successivement remplacé par g, 2g, 4g, etc. Si
Ton passe maintenant a la supposition du corps continu,

. . ™
Iinfini, et chacune des masses sera = ou S ou , ete. 11
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on écrira au lieu de m, valeur de chaque masse infiniment
petite, I'élément dx; au lien du nombre » des masses on

27 . 12 k3
mettra 5— , au lieu de &£ on mettra g - ou TE.
dx 2 dx

Quant aux températures initiales a,, a,, a;, a:, a,, elles
dépendent de la valeur de l'arc x, et, en considérant ces
températures comme les états successifs d'une méme variable,
la valeur générale a; représente une fonction arbitraire de .

L'indice ¢ sera alors remplacé par % A Tégard des quan-

tités «,, x,, a3, ces températures sont des variables qui
dépendent des deux quantités x et t. En désignant par »
cette variable on aura v=¢ (x, ). L'indicej qui marque

, dx .
la place que I'un des corps occupe sera remplacé par ——.
P q P p P par —

Ainsi pour appliquer l'analyse précédente au cas ou l'on
aurait une infinité de tranches, formant un corps continu
dont la forme serait celle d'une armille, il faudra substituer
aux quantités n, m, k, a,, ¢, «, j celles qui leur corres-
. a7 ™ ax X
pondent, savoir : —, dx, ﬁ,fx, 720 ¢ (@5 £)y7=-On fera
ces substitutions dans I'équation (¢) art. 273 et l'on écrira
1 . - . . . . .
; dz au lieu de sin. Vdx, et? et jau lieu de / —1 et j—1.
. 1 . ve s
Le premier terme - S a; devient la valeur de lintégrale
2 [ fx dx prise depuis =0 jusqui z =12 r; | ité
- pm epuls r=o0 jusqua x =2 =; la quantite

. » 27 . . . .
sin. (j — 1) — devient sin. j dx ou sin. x; la valcur de

cos. (j—1) 2—5 est cos. x, celle de ’Zlf(a sin. (i —1) 2—,; est

_E,ffa: sin. z dx, l'intégrale étant prise depuis =0 jus-
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2 - —— 27
qu'a r=2r, et celle de %S a; Cos. (L—I 7) est

;_f(f.z cos.x dx),

l'intégrale €tant prise entre les mémes limites, on obtient
par ces substitutions I'équation

?Lm)t)=v=2—;$fxdx+;t(sin.xSfxsin.xdx+cos.xSfxcos.xdx)e—gm
1, . : —2’gne
+_(sin.2z S/ zsin. axzdz+cos. 228 fxcos. 2xd x)e
+ etc. (E)

et représentant par K la quantité g, on aura

ﬂvzgffxdx+(sin.wffx. sin.zdz+ cos.xff.rcos.xdx)e—“

+(sin.2z/pxsin.2xdx+cos. 2 [o.x €OS. 2xd.r)e—2,h

+ ete.
278.

Cette solution est la méme que celle qui a été rapportée
dans la section précéd-nte, pag. 272; elle donne lieu a
diverses remarques. 1° Il ne serait pas nécessaire de recourir
a l'analyse des équations aux différences partielles pour
obtenir I'équation générale qui exprime le mouvement de
la chaleur dans une armille. On pourrait résoudre la ques-
tion pour un nombre déterminé de corps, et supposer ensuite
ce nombre infini. Cette méthode de calcul a une clarté qui
lui est propre, et qui dirige les premieéres recherches. Il est
facile ensuite de passer a une méthode plus concise dont
la marche se trouve naturellement indiquée. On voit d’abord
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que la distinction des valeurs particulieres qui, satisfaisant
A I'équation aux différences partielles, composent la valeur
générale, dérive de la regle connue pour l'intégration des
équations différentielles lindaires dont les coéflicients sont
constants. Cette distinction est d’ailleurs fondée, comme on
I'a vu plus haut, sur les conditions physiques de la question;
20 Pour passer du cas des masses disjointes a celui d'un
corps continu, nous avons supposé que le coéfficient K aug-
mentait proportionnellement au nombre » des masses. Ce
changement continuel du nombre K est une suite de ce que
nous avons démontré précédemment, savoir que la quantité
de chaleur qui s'écoule entre deux tranches d'un méme

. . \ d» ;o y
prisme est proportionnelle a la valeur de 5—,xdésignant]ab-
dx =

scisse qui répond 4 la section, et v la température. Au reste
si l'on ne supposait point que le coéfficient K augmente
proportionnellement au nombre des masses, et que lon
retint une valeur constante pour ce coétlicient; on trouve-
rait, en faisant ~ infini, un résultat contraire a celui qu'on
observe dans les corps continus. La diffusion de la chaleur
serait infiniment lente, et de quelque maniere que la masse
eit été échauffée, la température d'un point ne subirait
aucun changement sensible, pendant un temps déterminé,
ce qui est opposé aux faits, Toutes les fois que l'on a recours
4 la considération d'un nombre infini de masses séparces
qui se transmettent la chaleur, et que¢ 'on veut passer au
cas des corps continus; il faut attribuer au coéfficient K, qui
mesure la vitesse de la transmission, une valeur proportion-
nelle au nombre des masses infiniment petites qui compo-
sent le corps denné.
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30 Si dans la derniere équation que nous venons d’ob-
tenir pour exprimer la valeur de » ou ¢ (z, t), on suppose
t==o0; il sera nécessaire que l'équation représente l'état
initial, on aura done par cette voie I'équation (p) que nous
avons obtenue précédemment. pag. 256, savoir :

+-sin.xffxsin.xdx +sin.2x ffxsin. 2 x dx+ ete.
mf x:; /}' rdx
. ~+ cos. x ffxcos. x dax+ cos. 2 2 ffxcos. 2 xd x+ ete.

Ainsi ce théoréme qui donne, entre des limites assignées,
le développement d’'une fonction arbitraire en séries de
sinus ou de cosinus d’arcs multiples se déduit des regles
élémentaires du calcul. On trouve ici 'origine du procédé
que nous avons employé pour faire disparaitre par des inté-
grations successives tous les coéfficients, excepté un seul
dans I'équation

+-a, sin.x -+ a, sin. 2 x 4 a, sin. 3 x - ete.
or=—=da
—+ b, cos,x b, cos. 22+ b,cos. I x+4-etc.
ces intégrations correspondent aux éliminations des diverses
inconnues dans les équations () p. 313 et 320, et 'on recon-
nait clairement par cette comparaison des deux méthodes
que Véquation (B) page 334, a lieu pour toutes les valeurs de
x comprises entre o et 2 =, sans que l'on soit fondé a I'appli-
quer aux valeurs de z qui excedent ces limites.
279.

1a fonction ¢ (z, t) qui satisfait a la question, et dont la
valeur est déterminée par I'équation (E) pag. 330 peut étre
exprimée comme il suit
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ouzro(x, i=/dafa (1+(2sin.xsin.a+2c0s.2c0s.2)e
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. . . —k
aro(x, h=/fdafu+ (28in.2/dyfasin. a+2c0s.Z/dafacos. ) e !
+(2sin.2x/dyfasin. 24+ 2c0s.22/dafacos.22)e

+(2sin.3zfdafusin.Ja+2cos. 32/ daf«cos. 30()8_—3

-+ etc.

ke

+(2sin. 225in. 22+ 2€05.22C0S. 2a) €
+(25in.3zsin.3a-+2c0s.3xcos. 3a) e

+ etc.)

=fdafa(1+23 cos. i(a-—-x)e“i,“)

Le signe 2 affecte le nombre ¢ et indique que la somme doit
A . . . I .
étre prise de7==1 4 { =_. On peut aussi comprendre le
premier terme 1 sous ce signe 3, et I'on a

+e — ikt
2no(x,t)=fdafa3 cos. i (a—2x)e

{1 faut alors donner a ¢ toutes ses valeurs en nombres en-
tiers depuis —% jusqua + g; cest ce que l'on a indiqué
en écrivant les limites — * et + } aupres du signe 3, I'une
de ces valeurs de 7/ est o. Telle est l'expression la plus
concise de la solution. Pour développer le second membre
de I'équation , on supposera i==o et ensuite i=1,2, 3,4, etc.
et 'on doublera chaque résultat excepté le premier qui

2kt

— 3%

2kt

3
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répond & ¢ =o. Lorsque ¢ est nul il est nécessaire que la
fonction g (x, t) représente I'état initial dans lequel les tem-
pératures sont égales 4 f, on aura donc I'équation identique

25 4
fx:ﬁfdafaﬁ cos. i (x—a) (B)

On a joint aux signes /et I les indices des limites entre
lesquelles l'intégrale et la somme doivent étre prises. Ce
théoréme a lieu généralement quelle que soit la forme de la
fonction fx dans l'intervalle de 2=o0 a x=2x; il est le
méme que celui qui'est exprimé par les équations qui don-
nent le développcment de F z, page 260, et nous verrons
dans la suite que l'on peut démontrer immédiatement la
vérité de l'équation (B), indépendamment des considéra-
tions précédentes.
28o.

Il est facile de reconnaitre que la question n'admet
aucune solution différente de celle que donne I'équation (E)
pag. 330. En effet la fonction ¢ (z, ¢) satisfait entierement

a la question, et d’apres la nature de l'équation différen-

. dv d*» . ..

tielle =~ = k 5—, aucune autre fonction ne peut jouir de
dt dx

cette méme propriété. Pour s'en convaincre il faut con-

sidérer que le premier état du solide étant représenté par

’ . 4 a d’?).
une équation donnée v,= f'x, la fluxion —— est connue,

dt
. , , . v, dfx .. , .
puisqu’elle eqmvautalcTi?. Ainsi en désignant par v, ou
d r
v, + k d_?: dt la température au commencement du second

instant, on déduira la valeur de », de I'état inidal et de
l'équation différentielle. On connaitra donc de la méme

i T R T R R T LT TRy R R Ry R R R R R T
i
i
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maniere les valeurs »; v, »;... v, de la température d’un
peint quelconque du solide au commencement de chaque
instant. Or la fonction ¢(x, ¢) satisfait 4 I'état initial, puisque
I'on a ¢ (x, 0) = fz. De plus elle satisfait aussi a I'équation
différenticlle ; par conséquent étant différentiée elle don-
dt? dt’ dt’
qui résulteraient de I'application successive de cette équation
différenticlle (2). Donc si dans la fonction ¢ (x, ) on donne
successivement a ¢ les valeurs 0, v, 20, 36, 4o, etc. » dé-

nerait pour etc. les mémes valeurs que celles

signant I'élément du temps ; on trouvera les mémes valeurs
V, v, V3 Vg, ete. que l'on aurait déduites de l'état initial et
de l'application continuelle de I'équation ‘—%: k j—;—’ Donc
toute fonction § (x, ¢) qui satisfait a4 I'équation différentielle
et a I'état initial se confond nécessairement avec la fonction
¢(x, ¢): car ces fonctions donneront I'une et I'autre une
méme fonction de z, si l'on y suppose successivement
t—=0, w0, 20, 3w.... Lw, etc.

On voit par la qu'il ne peut y avoir qu'une seule solution
de la question, et que si 'on découvre d’une maniére quel-
conque une fonction ¢ (x, ¢) qui satisfasse & 'équation diffé-
rentielle et a 'état initial, on est assuré qu'elle est la méme
que la précédente donnée par 'équation (E).

281.

Cette méme remarque s'applique 4 toutes les recherches
qui ont pour objet le mouvement varié de la chaleur; elle
suit évidemment de la forme méme de I'équation générale.

Cest par la méme raison que lintégrale de Péquation

dv d* v . , . L.
7= k —7 hie peut contenir qu'une seule fonction arbitraire

en z. En effet, lorsqu'une valeur de v est donnée en fone-
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tion de 2 pour une certaine valeur du temps ¢, il est évident
que toutes les autres valeurs de v qui correspondent a un
temps quelconque sont déterminées. On peut donc choisir
arbitrairement la fonction de z, qui correspond a un certain
€tat, et la fonction de deux variables x et ¢ se trouve alors
déterminée. Il n’en est pas de méme de I'équation
dv d'v
T -+ W =0
que nous avons employée dans le chapitre précédent, et qui
convient au mouvement constant de la chaleur; son inté-
grale contient deux fonctions arbitraires en x et y: mais on
peut ramener cette recherche a celle du mouvement varié,
en considérant T'état final et permanent comme dérivé de
ceux qui le précedent, et par conséquent de I'état initial qui
est donné.
L'intégrale que nous avons donnée

2—17? dafaZ e K cos. I (a—2)

contient une fonction arbitraire fx, et elle a la méme
étendue que l'intégrale générale, qui ne contient aussi
qu'une fonction arbitraire en x : ou plutét elle est cette inté-
grale elle-méme mise sous la forme qui convienta la question.
En effet I'équation v, = f x représentant I'état initial, et
v==1¢ (x, t), représentant l'état variable qui lui succede;
on voit que d’apres la forme méme du solide échauffé la
valeur de v ne doit point changer lorsqu'on écrit, au lieu
de x, x = i.2%, { étant un nombre entier positif quel-
conque. La fonction

—k .
;%./‘dafaze YA cos. i (a— 1)
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remplit cette condition; elle représente aussi I'état initial
lorsqu'on suppose ¢ = o0, car on a alors

fx:-z—l;cfdafazcos.i(m-—x)

€quation qui a été démontrée précédemment, pages 260 et 333
et quil est d’ailleurs facile de vérifier. Enfin la méme fonc-
tion satisfait a I'équation différentielle %?-;:K —g;v Quelle
que soit la valeur du temps ¢, la température » est donnée
par une serie tres-convergente, et les différents termes repré-
sentent tous les mouvements partiels qui se composent pour
former le mouvement total. A mesure que le temps augmente,
les €tats partiels de l'ordre le plus élevé s'altérent rapidement,
et ne conservent aucune influence appréciable ; ensorte que
le nombre des valeurs que l'on doit donner a l'exposant ;
diminue de plus en plus. Apreés un certain temps le systéme
des températures est représenté sensiblement par les termes
que l'on trouve en donnant a ¢ les valeurs o, == 1 et == 2 ou
seulement o et == 1, ou enfin par le premier de ces termes
qui est ;I; f du fa; il y a donc une relation manifeste entre
la forme de la solution et la marche du phénomene physique
que I'on a soumis a I'analyse.
28a.

Pour parvenir a cette solution on a considéré d’abord
les valeurs simples de la fonction » qui satisfont a 1'équa-
tion diftérentielle; on a formé ensuite une valeur qui
convient avec I'état initial, et qui a par conséquent toute la
genéralité que la question comporte. On pourrait suivre une
marche différente et déduire la méme solution d'une autre
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expression de l'intégrale; car cette solution étant une fois
counue , on en transforme aisément les résultats. Si Fon
suppose (ue le diametre de la section moyenne de I'anneau
devient de plus en plus grand a Tinfini, la fonction ¢ (x, ¢}
recoit, comme on l¢ verra par la suite, une forme différente,
et se confond avec l'intégrale qui contient une seule fonction
arbitraire sous le signe d'intégrale définic. On pourrait aussi
appliquer cette derniere intégrale a la question actuelle;
mais, si 'on se bornait & cctte application, on n’aurait qu'une
connaissance trés-imparfaite du phénomene: car les valeurs
des  températures ne seraient pas exprimées par des
séries convergentes, et l'on me distinguerait point les
états qui se succedent & mesure que le temps augmente. Il
faudrait donc attribuer a la fonction qui représente l'état
initial la forme périodique que la question suppose; mais ,
en modifiant ainsi cette intégrale, on n’aurait point d'autre
résultat que celui-ci

1 — ke .
q,(.’]:‘, t):;-i/‘dafazc? COS.L(a—.I‘)-

On passe aisément de cette derniere équation a l'intégrale
dont il s’agit, comme nous l'avons prouve dans le Mémoire
qui a précédé cet ouvrage. 1l n'est pas moins facile d’obtenir
équation en partant de l'intégrale elle-mc¢me. Ces transfor-
mations rendent de plus en plus manifeste l'accord des
résultats du calcul; mais elles n'ajoutent rien a la théorie,
et ne constituent nullement une analyse différente.

On examinera dans un des chapitres suivants les diffé-
rentes formes que peut recevoir lintégrale de I'équation

[Tt I T ) X} L R R A AR AR AR Tl R AR AN A A RN AR L AN LA AL LA L LR L
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dv gLy les rapports qu’elles ont entre elies, et lcs cas
dr da? q )
ou clles doivent étre employées.

Pour former celle qui exprime le mouvement de la chalear
dans une armille, il était nécessaire de résoudre une fonction
arbitraire en une série de sinus et cosinus d'arcs multiples ;
les nombres qui affectent la variable sous les signes sinus et
cosinus sont les nombres naturels 1, 2, 3, 4, etc. Dans la
question suivante, on réduit encore la fonction arbitraire
en une série de sinus; mais les coéfficients de la variable
sous le signe sinus ne sont plus les nombres 1, 2, 3, 4, etc.
ces coéfficients satisfont & une équation déterminée dont
toutes les racines sont irrationnelles et en nombre infini,
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CHAPITRE V.

DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UNFP
SPHERE SOLIDE.

SECTION PREMIERE.

Solution generale.

283.

LA question de la propagation de la chaleur a été exposée

dans le chapitre II, section 2, article 117 (page 111); elle
. R Ny . _dv v 2 dv

consiste a intégrer I'équation—=K (E" + - ——) en sorte

que lintégrale satisfasse, lorsque =X, & la condition

d’?) ;s K 7.

~— + kv =0, K désigne le rapport Cp €t % désigne le rap-
A NI ‘

port & des deux conducibilités; » est la température que

I'on observerait apres le temps écoulé z dans une couche

sphérique dont le rayon est x; X est le rayon de la sphere;

» est une fonction de x et £ qui équivaut a F z lorsqu'on

suppose ¢ = o. La fonction F x est donnée, elle représente

I'état initial et arbitraire du solide.

Si l'on fait y =wvx, y étant une nouvelle indéterminée,

. S d a C e
on aura, apres les substitutions, 7{—{ =K d—; ainsi il faut
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mtégrer cette derniere équation, ct l'on prendra ensuite
b == ;: On cherchera en premier lieu quelles sont les valeurs

les plus simples que I'on puisse attribuer 4 ), ensuite on
en formera une valeur générale qui satisfera en méme temps
a I'équation différentielle, a celle de la surface et 4 I'état
initial, Il sera facile de reconnaitre que lorsque ces trois
conditions sont remplies , la solution est complete, et que
I'on ne pourrait en trouver aucune autre.

284.

Soit y = €™’ &, u étant une fonction de z, on aura
mu=K Z—xu On voit d’abord que la valeur de ¢ devenant
infinie, celle de » doit étre nulle dans tous les points; puis-
que le corps est entierement refroidi. On ne peut donc
prendre pour m qu'une quantité négative. Or K a une
valeur numeérique positive; on en conclut que la valeur de
1 dépend des arcs de cercle, ce qui résulte de la pature

'y . d*u .
connue de l'équation m u=K T Soit = A cos. nx

-4 B sin. n x; on aura cette condition m =— — K #»*. Ainsi
I'on peut exprimer une valeur particuliere de v par I'équa-
—&kne

. e
tion v=—

—— (A cos. nx + B sin. nx), n est un nombre

positif quelconque , et A et B sont des constantes. On
remarquera d’abord que la constante A doit étre nulle; car
la valeur de » qui exprime la température du centre, lors-
qu'on fait x=o0 ne peut pas étre infinie, donc le terme
A cos. x doit étre omis.

De plus le nombre 7 ne peut pas étre pris arbitrairement
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En effet si dans I'équation déterminée :5—;} + A v=—o0 on sub-
stitue la valeur de », on trouvera

nx cos. nx (hx—1)sin. nx==o.

Comme l'équation doit avoir lieu & la surface, on y
supposera x =X rayon de la sphere, ce qui donnera
nX

tang. n X

= 1—Fh X. Soit 2 le nombre 1 —2X et 2 X =,

g . . ey

on aura —-—==). Il faut donc trouver un arc ¢ qui, divisé
tang.e

par sa tangente donne un quotient connu x, et 'on prendra

£ .. b “ .y .

n=-. Il est visible qu'il y a une infinité de tels arcs, qui

ont avec leur tangente un rapport donné; en sorte que

X_ . « .
—“’L—'Tg: 1 — 4 X a une infinité

I'équation de condition
tang n

de racines réelles.
285.

Les constructions sont tres-propres a faire connaitre la
nature de cette équation. Soit u = tang. ¢ (voy. fig. 12),
'équation d'une ligne dont l'arc e est I'abscisse, et « I'ordon-

, . E 342 N N o E r e
née; et soit u ==y I'équation d'une droite dont ¢ et u dési-
gnent aussi les coordonnées. Si on élimine # avec ces deux
, . , .
équations, on a la proposée y == tang. . L'inconnue ¢ est

donc l'abscisse du point d'intersection de fa courbe et de la
droite. Cette ligne courbe est composée d'une innnité d’arcs;
toutes les ordonnées correspondantes aux abscisses & =, 2 =,
Tm, I =, ete. sont Infinies, et toutes celles qui répondent
aux points o, =, 2%, 3=, 4=, etc. sont nulles. Pour tracer

. s . L& .
la droite dont I'équation est &= s=1—7x on forme le
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quarré o 1 o 1, ct portant la quantité AX de wenfh, on
joint le point A avec l'origine o. La courbe dont I'équation
est w==tang. ¢ a pour tangente a 'origine n o n une ligne qui
divise I'angle droit en deux parties égales, parce que la der-
niere raison de 'arc & sa tangente est 1.0n conclut de 1 que
si 2 ou 1— 4 X est une quantité moindre que I'unité, la droite
mom passe a l'origine au-dessus de la courbe non et quil y
a un point dintersection de cette droitc avec la premiere
branche. Il est également évident que la méme droite coupe
toutes les branches ultérieures n w22, 7 2 w 1, ete. Done

&

—1 a un nombre infini de racines réclles.

I'équation
tan
[ . ™
La premiere est comprise entre o et _, la seconde entre =

™ . s ™~ . . .
et3 ,la troisieme entre 2« et b 5+ ainsi de suite. Ces ra-

cines approchent extrémement de leurs limnites supérieures
lorsque leur rang est tres-avance.
286.
Si I'on veut calculer la valeur d’'unc de ces racines, par
exemple : de la premitre, on peut employer la regle sui-
vante: on écrira les deux équations ¢ = arc. tang. u et

u= %, arc. tang. u désignant la longueur de I'arc dont la

tangente est u. Ensuite prenant un nombre quelconque
pour z, on en conclura, au moyen de la premicre ¢qua-
tion, la valeur de ¢; on snbstituera cette valeur dans la
scconde équation, et I'on en déduira une autre valeur de
on substituera cette seconde valeur de u dans la premiere
équation ; on en déduira la valeur de ¢ qui, au moyen de
la seconde ¢quation. fera connaitre une troisicme valeur
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de . En la substituant dans la premiere équation on aura
une nouvelle valeur de ¢. On continuera ainsi de déterminer
2 par la seconde équatiou, et ¢ par la premiere. Cette opé-
ration donnera des valeurs de plus en plus approchées de
I'inconnue ¢, la construction suivante rend cette conver-
gence manifeste.

En effet, si le point u correspond (voy. fig. 13) a la
valeur arbitraire que I'on attribue a I'ordonnée « ; et si 'on
substitue cette valeur dans la premiere équation e—arc. tang. u,
le point ¢ correspondra a l'abscisse que l'on aura calculée,
au moyen de cette équation. Si l'on substitue cette

. , . -3
abscisse ¢ dans la seconde équation « = 34 ON trouvera une

ordonnée #' qui correspond au point «'. Substituant &' dans
la premiere équation, on trouvera une abscisse ¢ qui répond
au point ¢'; ensuite cette abcisse ¢tant substituée dans la
seconde équation fera connaitre une ordonnée «' qui, étant
substituée dans la premiere, fera connaitre une troisieme
abscisse ¢, ainsi de suite a l'infini. C'est-a-dire que, pour
representer I'emploi continuel et alternatif des deux équa-
tions précédentes, il faut par le point & mener 'horizontale
jusqua la courbe, par le point d'intersection ¢ mener la
verticale jusqua la droite, par le point d'intersection
mener l'horizontale jusqu’a la courbe, par le point d'inter-
section ¢ mener la verticale jusqu'a la droite, ainsi de suite
a l'infini, en s'abaissant de plus en plus vers le point cherché.
287.

La figure précédente (13) représente le cas ou I'ordonnée
prise arbitrairement pour u est plus grande que celle qui
répond au point d'intersection. Si I'on choisit au contraire

" R T TR T I L Ny T NN R R L R T R T R TR L
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pour la valeur initiale de z, une quantité plus petite, et

que l'on emploie de la méme maniére les deux €quations

4 . . 1
s == arc. tang. u, ¥ =5, on parviendrait encore & des valeurs

de plus en plus approchées de I'inconnue. La figure (14) fait
connaitre que dans ce cas on s'éleve continuellement vers le
point d'intersection en passant par les points z: u'¢ ©
qui terminent des droites horizontales et verticales. On
obtient, en partant d'une valeur de u trop petite, des quan-
titds ¢ ¢’ ¢ ¢ &7, etc. qui convergent vers I'inconnue et sont
plus petites qu'elles; et 'on obtient, cn partant d’une valeur
de u trop grande, des quantités qui .convergent aussi vers
I'inconnue, et ‘dont chacune est plus grande qu'elle. On
connait donc des limites de plus en plus resserrées, et entre
lesquelles la grandeur cherchée sera toujours comprise.
L'une et P'autre approximation sont représentées par la

o

¢, ete.

formule

§—....arc. tang.(-;—\ arc. tang(% arc. tang. (% arc. tang. ;\)))

Lorsqu'on aura effectué quelques-unes des opérations indi-
quelq
. , . s . ,
quees, les résultats successifs différeront moins et l'on sera
parvenu a une valeur approchée de «.

288.

On pourrait se proposer d’appliquer les deux équations
e==arc. tang. u, et u =— ; dans un ordre différent, en leur

donnant cette forme u ==tang. ¢ et e==2u. On prendrait
pour ¢ une valeur arbitraire, et, en la substituant dans la
premiere équation, on trouverait la valeur de u, qui étant
substituée dans la seconde équation donnerait une seconde
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valeur de :; on emploierait ensuite cette nouvelle valeur de
¢ de Ia méme maniére qu'on a employé la premiere. Mais il
est facile de reconnaitre, par les constructions, qu'en sui-
vant le cours de ces opérations, on s'éloigne de plus en
plus du point d'intersection, au lieu de s'en approcher,
comme dans le cas précédent. Les valeurs successives de ¢
que l'on obtiendrait diminueraient continuellement jusqu’a
zéro, ou augmenteraient sans limite. On passerait successi-
vement de ¢ en «', de &’ en ¢, de ¢ en «, de &' en ¢, ainsi
de suite a l'infini.

La regle que I'on vient d’exposer pouvant s'appliquer au

. ’ . 13
calcul de chacune des racines de I'équation — =1 —hiX
2

qui ont d’ailleurs des limites données, on doit regarder
toutes ces racines comme des nombres connus. Au reste il
¢tait seulement nécessaire de se convaincre que l'équation
a une infinité de racines réelles. On a rapporté ici ce pro-
cedé d’approximation parce qu'il est fondé sur une construc-
tion remarquable, quon peut employer utilement dans
plusieurs cas, et qu'il fait connaitre sur-le-champ la nature
et les limites des racines; mais I'application qu'on ferait
de ce procédé a l'équation dont il s'agit serait beaucoup
trop lente; il serait facile de recourir dans la pratique a une
autre méthode d’approximation.
289.
On connait maintenant une forme particuliere que F'on
peut donner a la fonction v, et qui satisfait & deux condi-
tions de la question. Cette solution est représentée par

—in? . .

Ny . A" Psinna  —4&n’t sin. nax

Véquation v ="—~———"" ouwv=—uae —2, le
k9 nx
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coéfficient @ est un nombre quelconque, et le nombre 7 est

tel que I'on a "X 1 AX. Il en résulte que si les
tang. X

températures initiales des différentes couches étaient pro-

. . sin.nx .. .
portionnelles au quotient ——, elles diminueraient toutes

A-la-fois, en conservant entre elles pendant toute la durée
du refroidissement les rapports qui avaient ¢été établis; et la
température de chaque point s'abaisserait comme l'ordonnée
d'une logarithmique dont P'abscisse désignerait le temps
écoulé. Supposons donc que, larc ¢ étant divisé en parties
égales ct pris pour abscissc, on éleve en chaque point de
division une ordonnée égale au rapport du sinus a lare. Le
systéme de toutes ces ordonnées sera celui des tempéra-
tures initiales, qu'il faut attribuer aux différentes couches,
depuis le centre jusqua la surface, le rayon total X étant
divisé en parties égales. L'arc ¢« dont la longueur représente-
rait dans cette construction le rayon X ne doit pas étre
pris arbitrairement; il est nécessaire que cet arc ait avec
sa tangente un rapport donné. Comme il y a une infinité
d’arcs qui satisfont a cette condition, on formerait ainsi
une infinité de systémes des températures initiales, qui
peuvent subsister d'eux-mémes dans la sphere, sans que
les rapports des temperatures changent pendant la durée
du refroidissement.
29o0.

Il ne reste plus qua former un état initial quelconque,
au moyen d'un certain nombre ou d'une infinité d’états
partiels, dont chacun représente un de ces systémes de
température que nous avons considérés précédemment, ct
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Fx
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dans lesquels 'ordonnée varie avec la distance x, propor-
tionnellement au quotient du sinus par I'arc. Le mouvement
general de la chaleur dans l'intérieur de la sphere, sera alors
décomposé en autant de mouvements particuliers dont
chacun s’accomplira librement comme s'il était seul.
Désignant par #, n, n, n, n;, etc. les quantités qui satis-

1 v, - K 1
font & I'équation tan:;—nxz 1—4X, et que lon suppose

rangées par ordre, en commencant par la plus petite; on
formera I'équation générale

2 k)

knt kntt

sin.n,x+a,e

Si Ton fait =0, on aura pour exprimer I'état initial des

températures
ZV=a, s n, T+ a,sin. n,x+a, sin. n, x+a, sin. n,x+-ete.

La question consiste & déterminer, quel que soit I'état
initial, les coéfficients a, a, a, a,, etc. Supposons donc que
'on connaisse les valeurs de » depuis =0 jusqua z=X,
et représentons ce systéme de valeurs par F x; on aura

I - . . .
= (@.sin.n,x+a,sin.n, 2+ a, sin. n, x+a, sin. n;x + etc.)

291.

Pour déterminer le coéfficient a,, on maltipliera les deux

nombres de l'équation par x sin. nz d z, et l'on intégrera

depuis x=o0 jusqua x=X. L'intégrale /'sin. mx sin. nxdx
prise entre ces limites, est

X

v (—-—m sin. n X cos.m X + nsin. m X cos. nX)~
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. —knit .
sin.n,x+d,e sin. 2, x+ etc.
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Si m et n sont des nombres choisis parmi les racines

. . w1 . nX . -
n, n, n; n,, et qui satisfont a I'équation g A X 1—AX,
on aura
mX nX

oumcos.m X 8in.nX — 751N, 71 X.C0S. n L ==0.

tang.mX ~ tang.nX

Ou voit par-la que la valeur totale de lintégrale est nulle;
mais il y a un seul cas ot cette intégrale ne s'‘évanouit pas,

c'est lorsque m = n. Elle devient alors g, et, par l'applica-
I
4n
Il résulte de 1a que pour avoir la valeur du coéfficient a,,

dans l'équation (e), il faut écrire

. \ ’ . I . -
tion des regles connues, elle se réduit a , X— —sin.anX.

. I .
2fx sin.n,x.dxFax=—a, (X — 5 Sin. 2nxX>-
Le signe /" indiquant que 'on prend l'intégrale depuis x=o0
jusqua & =X. On aura pareillement

I N
— Sl 272, X)

2

2fx sin. n,x dx Fe—a, (X—

On déterminera de méme tous les coéfficients suivants. Il
est aisé de voir que l'intégrale définie 2/« .sin. nx dx Fa
a toujours une valeur déterminée, quelle que puisse étre la
fonction arbitraire F 2. Si cette fonction I' x est representée
par lordonnée variable d'une ligne quon aurait tracée
d’'une maniére quelconque, la fonction x F x.sin. n 2, cor-
respondra aussi a I'ordonnée d'une seconde ligne que I'on
construirait facilement au moyen de la premiere. L’aire
terminéc par cette derniere ligne entre les abscisses x = o,
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x» =X fera connaitre le coéfticient a,, { étant l'indice du
rang de la racine 7.

La fonction arbitraire F & entre dans chaque coéfficient
sous le signe de l'intégration, et donne & la valeur de »
toute la géuéralité que la question exige, on parvient ainsi
a I'équation suivante

sin.n,xfxsin.n, xFr.dx sin.n,xfxsinnxFrde

e——k n:t+

I .

X———sin.2n, X X—
an

. 2,

—knt

2

sin.2an, X

Telle est la forme que Pon doit donner a l'intégrale générale
de I'équation %—_—K %+; %, pour quelle représente
le mouvement de la chaleur dans la sphere solide. En effet
toutes les conditions de la question seront remplies : 1° I'équa-
tion aux différences partielles sera satisfaite; 2° la quantité
de chaleur qui s’écoule a la surface conviendra a-la-fois a
l'action mutuelle des dernicres couches et a 'action de l'air

. ‘ - v, - d’ZJ 1
sur la surface; c'est-a-dire que l'équation — + Av=o0, a

laquelle chacune des parties de la valeur de o satisfait

lorsque « = X, aura lieu aussi lorsqu'on prendra pour »

la somme de toutes ces parties; 3° la solution donnée con-

viendra a l'état initial lorsqu’on supposera le temps nul.
292.

. , . nX
Les racines 7, n, n, n, etc. de I'équation ——==1—~X
tang. nX

sont tres-inégales; d'out 'on conclut que si la valeur du
temps €coulé ¢ est considérable, chaque terme de la valeur
de v est extrémement petit par rapport a celui qui le pré-
cede. A mesure que le temps du refroidissement augmente,
les dernieres parties de la valeur de v cessent d’avoir aucune
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influence scusible; et ces états partiels et élémentaires qui
composent d'abord le mouvement général, afin qu'il puisse
comprendre l'état initial , disparaissent presqu'entierement,
excepté un seul. Dans ce dernier état, les températures des
différentes couches décroissent depuis le centre Jusqua la
surface,, dc méme que dans le cercle les rapports du sinus
a l'arc décroissent & mesure que cet arc augmente. Cette loi
regle naturellement la distribution de la chaleur dans une
sphere solide. Lorsquelle commence a subsister , elle se
conserve pendant toute la durée du refroidissement. Quelle
que soit la fonction F 2 qui représente I'état initial, la loi
dont il s'agit tend de plus en plus a s'établir; et lorsque le
refroidissement a duré quelque temps, on peut supposer
qu'elle existe sans erreur sensible.
293.

Nous appliquerons la solution générale au cas ol la spheére
ayant €té long-temps plongée dans un liquide, a acquis dans
tous ses points une méme température. Dans ce cas, la
fonction Fx est 1, et la détermination des coéfficients se
réduit & intégrer x sin. nz dx, depuis x=o jusqui

. innX — nX
x =X, cette intégrale est =" nn Xcos2X  Donc Ia va-

leur d'un coéfficient quelconque est exprimée ainsi

sin.nX—nXcos.nX
nX—sin.nXcos.n X?

2
a—=.
n

le rang du coéfficient est déterminé par celui de Ia racine 7,
I'équation qui donne ces valeurs de » est

nX cos.nX
sin.n X

=I—-]lX.
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on trouvera donc @ — > rX
% nXcos.ecnX <cosnX

Il est aisé maintenant de former la valeur générale; elle

est donnée par I'équation
—krit . —knyt
v sin.n, x €

. sin.n,
2X%" n,(n Xcosec.n, X —cos.n, X) + n(n, X cosec.n,X —cos.n,X)

-+ etc.

En désignant par :, ¢, ¢ ¢,, etc. les racines de l'équation
49 q

*_=—=1—#hX, et les supposant rangées par ordre en

tang.€
commencantpar la plus petite; remplacant z, X, 7, X,n, X, etc.
par e, e, ¢, €tc., et mettant au lieu de K et A leurs valeurs

K A - N ,
& €t g on aura pour exprimer les variations des tempé-
ratures pendant le refroidissement d'une sphére solide qui
avait été uniformément échauffée, I'équation

K ¢ ; K ¢ .
. x S > . x
sin. €, — e C.D X SIN.E, = e C.D X,
2k x X
p=—="X -+ + etc.
K x . x
g — ¢, COSeC. £, — COS. € &, -  £,COS€C, &,—COS.£,
x X

SECTION IL

Remarques diverses sur cette solution.

294.

Nous exposerons quelques-unes des conséquences que
T'on peut déduire de la solution précédente. Si l'on suppose
que le coéfficient A qui mesure la facilité avec laquelle la
chaleur passe dans l'air, a une tres-petite valeur, ou que le
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rayon X de la sphere est trés-petit, la moindre valeur de .
sera extrémement voisine de zéro, en sorte que I'équation

I
E(I—;&) AX

1 h ’ P |
——1— X seréduitd —— = —1———, Ou, en
tang.¢ K o K
e ——¢&
2.
. . , EX oy
omettant les puissances supérieures de ¢, & =3 - Dun

Ayt s & . R
autre coté la quantité — — cos. e devient, dans la méme

in. (¢ Z
in. (+2)
E g

X

1. En faisant ces substitutions dans l'équation générale,
3h
— Tt
on aura v =e¢ ©2X 4 etc. On peut remarquer que les

termes suivants décroissent tres-rapidement en comparaison
du premier, parce que la seconde racine rn, est beaucoup
plus grande que zéro; en sorte ue si les quantités 2 ou X

ont une petite valeur, on doit prendre, pour exprimer les
3he

variations des températures, I'équation v—=-¢ ¢-D-X. Ainsi
les différentes enveloppes sphériques dont le solide est
composé conservent une tempeérature commune pendant
toute la durée du refroidissement. Cette température diminue
comme l'ordonnée d’'une logarithmique, le temps étant pris

pour abscisse; la température initiale qui est 1 se réduit
3he

apres le temps £ & € ©D-X, Pour que la température initiale

_)i_log.m

3R C.D

Ainsi, pour des spheres de méme matiere qui ont des dia-

1

\ X . 1.
hypothese, 3112—. Quant au terme il se réduit a

devienne la fraction —ln;, il faut que la valeur de £ soit
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metres différents, les temps qu'elles mettent a perdre la
moitié ou unc méme partic déterminée -de leur chalem
actuelle, lorsque la conducibilité extérieure est extrémement
petite , sont proportionnels a leurs diametres. Il en est de
méme des spheres solides dont le rayon est tres-petit; el
'on trouverait encore le méme résultat en attribuant a lu
conducibilité intérieure K une tres-grande valeur. 1l a lieu

’ 7 o /l X \ .
en géneéral lorsque la quantite K est tres- petite. On peut

}Z \ -
regarder le rapport § comme tres-petit, lorsque le corp»

qui se refroidit est formé d’'un liquide continuellement agite
que renferme un vase sphérique d'une petite épaisseur.
Cette hypothese est en quelque sorte la méme que celle
d'une conducibilité parfaite: donc la température décroit

3 t.

suivant la loi exprimée par I'équation » = e ~CDX

295.

On voit par ce qui précede que dans une sphere solide
qui se refroidit depuis long-temps, les températures décrois-
sent depuis le centre jusqu’a la surface comme le quotient
du sinus par I'arc décroit depuis I'origine ol il est 1 jusqu’a
I'extrémité d'un arc donné ¢, le rayon de chaque couche
étant représenté par la longueur variable de cet arc. Si la
sphere a un petit diametre, ou si la conducibilité propre
est beaucoup plus grande que la conducibilité extérieure,
les températures des couches successives different tres-peu
entre elles, parce que I'arc total ¢ qui représente le rayon X
de la sphére a tres-peu d’étendue. Alors la variation de la
température » commune 4 tous les points est donnée par
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h.t
I'équation v —=¢ CDX . Ainsi, en comparant les temps
respectifs que deux petites spheres emploient a perdre la
moitié ou une partic aliquote de leur chaleur actuelle, on
doit trouver que ces temps sont proportionnels aux dia-
metres,

206. _

., , . — 33—
Le résultat exprimé par I'équation » =¢  “¢-D-X ne con-

vient qua des masses d'une forme semblable et de petite
dimension. I] €tait connu depuis long-temps des physiciens,
et il se présente pour ainsi dire de lui-méme. En effet si
un corps quelconque est assez petit pour que l'on puisse
regarder comme égales les températurcs des différents
points, il est facile de rcconnaitre la loi du refroidissement.
Soit 1 la température initiale commune a tous les points,
et 2 la valeur de cette température apres le temps écoulé ¢;
il est visible que la quantité de chaleur qui s'écoule pendant
I'instant & ¢ dans lc milieu supposé entretenu a la tempé-
rature o est 2 Swvd ¢, en désignant par S la surface exté-
rieure du corps. D'un autre coté C étant la chaleur qui est
nécessaire pour élever I'unité de poids de la températui‘e o
a la température 1, on aura C.D.V pour 'expression de la
quantité de chaleur qui porterait le volume V du corps dont
la densité est D de la température o a la température 1.

hrSwvdr
Done 7

nuée lorsque le corps perd une quantité de chaleur égale &
B hS vdr
T CD.V’

est la quantité dont la température » est dimi-

hSudt On doit donc avoir I'équation d v —
hSt
ou v=e ©DV.S8ilecorps a la forme sphérique, on aura,
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3he
en appelant X le rayon total, I'équation v =e  ©-2-X,

297

Supposons que I'on puisse observer pendant le refroidis-

sement du corps dont il s'agit deux temperatures v, et v, ,
correspondantes aux temps ¢, et ¢,; on aura

2SS _ log.»,—log. »,
CDV t—1t,

On connaitra donc facilement par I'expérience I'exposant
hS
CD.V
différents, et si 'on connait d’avance le rapport de leurs

. Si I'on fait cette méme observation sur des corps

chaleurs spécifiques C et C'; on trouvera celui de leurs
conducibilités extérieures % et . Réciproquement, si l'on
est fondé & regarder comme égales les valeurs A et k' de la
conducibilité extérieure des deux corps différents, on con-
naitra le rapport des chaleurs spécifiques. On voit par-la
quen observant les temps du refroidissement pour divers
liquides et autres substances enfermées successivement dans
un méme vase dune tres-petite épaisseur, on peut déter-
miner exactement les chaleurs spécifiques de ces substances.

Nous remarquerons encore que le coéfficient K qui mesure
la conducibilité propre n'entre point dans I'équation

he
—3 =<
— C.D.X
v—2e 3

ainsi les temps du refroidissement dans les corps de petite
dimension ne dépendent point de la conducibilité propre;
et I'observation de ces temps ne peut rien apprendre sur
cette derniere propriété ; mais on pourrait la déterminer en
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mesurant les temps du refroidissement dans des vases de
différentes épaisseurs.
298.

Ce que nous avons dit plus haut sur le refroidissement
d’'une sphere de petite dimension , s'applique au mouvement
du thermometre dans l'air ou dans les liquides. Nous ajou-
terons les remarques suivantes sur l'usage de ces instru-
ments.

Supposons qu'un thermometre 4 mercure soit plongé
dans un vase rempli d'eau échauffée, et que ce vase se
refroidisse librement dans l'air dont la température est
constante. Il s'agit de trouver la loi des abaissements suc-
cessifs du thermometre,

Si la température du liquide était constante, et que le
thermometre y fut plongé, il changerait de température en
s'approchant trés-promptement de celle du liquide. Soit »
la-température variable indiquée par le thermomeétre , c'est-
a-dire son élévation au-dessus de la température de lair;
soit u 1'élévation de la température du liquide au-dessus de
celle de l'air, et ¢ le temps correspondant a ces deux valeurs
v et u. Au commencement de l'instant d ¢ qui va s’écouler,
la différence de la température du thermometre a celle du
mercure étant v — u la variable » tend a diminuer, et elle
perdra dans l'instant d¢ une quantité proportionnelle a
v-—1u ; en sorte que 'on aura I'équation dv=—~A(v—u)dt.
Pendant le méme instant d ¢ la variable z tend a4 diminuer,
et elle perd une quantité proportionnelle a z, en sorte que
I'on a I'équation d u = — Hu d¢. Le coéfficient H exprime
la vitesse du refroidissement du liquide dans lair, quantité
que 'on peut facilement reconnaitre par 'expérience, et le
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coéfficient 4 exprime la vitesse avec laquelle le thermometre
se refroidit dans le liquide. Cette derniere vitesse est beau-
coup plus grande que H. On peut pareillement trouver par
Pexpérience le coéfficient A en faisant refroidir le thermo-
metre dans le liquide entretenu a une tempeérature constante.

Les deux équations du——Hudt et dv=—~"h(v—u)dt
ou u—Ae 1 g %:- ho+ hAe * fournissent
h

. —ht —H .
celle-ci v —u=—=be +aHe %, aet b étant des con-

stantes arbitraires. Supposons maintenant que la valeur
initiale de » — u soit A, clest-a-dire que la hauteur du
thermometre surpasse de A la vraie température du liquide
au commencement de I'immersion ; et que la valeur initiale
de « soit E, on déterminera a et b, et on aura

A —ht H.E , —H: —ht
V—U—=AE€ +m<€ — e )'

La quantité v — u est 'erreur du thermometre , c'est-a-dire
la différence qui se trouve entre la température indiquée
par le thermometre et la température réelle du liquide au
méme instant. Cette différence est variable, et I'équation
précédente nous fait connaitre suivant quelle loi elle tend &
décroitre. On voit par l'expression de cette différence v—u

. . ~—hE . .
que deux de ses termes qui contiennent e diminuent
tres-rapidement, avec la vitesse qu'on remarquerait dans

le thermometre, si on le plongeait dans le liquide a tempé-

L4 . . —_ t
rature constante. A l'égard du terme qui contient e H )

son décroissement est beaucoup plus lent, et s'opere avec
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la vitesse du refroidissement du vase dans l'air. Il résulte
de la quaprés un temps bien peu considérable, l'erreur du
thermometre est représentée par le seul terme

H.E —H: H
- ou . U
299.

Voici maintenant ce que l'expérience apprend sur les
valeurs de H et 2. On a plongé dans l'eau, & 8° : (division
octogésimale ), un thermometre qui avait dabord été
échauffé, et il est descendu dans 'eau de 4o a 20 degrés cn

six secondes. On a répété plusieurs fois et avec soin cette
h

expérience. On trouve d'apres cela que la valeur de e
est 0,000042, sl le temps est compté en minutes, c'est-a-
dire que I'élévation du thermometre étant E au commence-
ment d'une minute, elle sera E (0,000042) a la fin de cette
minute. On trouve aussi 4 log. e = — 4,3761271. On a
laissé en méme temps se refroidir dans l'air a 12° un vase
de porcelaine, rempli d'ean échauffée 4 60°. La valeur de

_H fy ot ’ ~
e dans ce cas a été trouvée de 0,08514, celle de H log. e
est — o0, 006500. On voit par-la combien est petite la valeur

. —h \ .
de la fraction e, et quapres une seule minute chaque

v ye s —ht ce .
terme multiplié par e n'est pas la moitié de la dix-
millieme partie de ce qu'il était au commencement de cette
minute. On doit donc n'avoir aucun égard a ces termes

7 a H.
dans la valeur de v — . Il reste 'équation » — u = TI;I'
ou Hu H Hu D’apres les valeurs t 4

uv—u——-’—l———m' 7 P esS Vv T rouvees

pour H et %, on voit que cette derniere quantité % est plus
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de 673 fois plus grande que H, c'est-a-dire que le thermo-
metre se refroidit dans l'eau plus de six cent fois plus vite

que le vase ne se refroidit dans l'air. Ainsi le terme HTU est

certainement moindre que la 6oo¢ partie de I'élévation de
la temperature de I'eau au-dessus de celle de l'air, et comme
M H
h—H 2
cédent qui est déja tres-petit, il s'ensuit que l'équation
quon doit employer pour représenter tres-exactement

le terme est moindre que la 6oo® partie du pré-

» \ H. . .
lerreur du thermometre est v — uy — Tu En général si &

est une quantité tres-grande par rapport a H, on aura tou-
. ) . H.u
jours lI'équation v — u = -5
300.

L'examen dans lequel on vient d’entrer fournit des consé-
quences tres-utiles pour la comparaison des thermometres.

La température marquée par un thermometre plongé dans
un liquide qui se refroidit est toujours un peu plus forte
que celle du liquide. Cet exces ou erreur du thermometre
diminue en méme temps que l'élévation du thermometre.
On trouverait la quantité de la correction en multipliant
I'élévation actuelle u du thermometre, par le rapport de la
vitesse H du refroidissement du vase dans lair & la vitesse
h du refroidissement du thermometre dans le liquide. On
pourrait supposer que le thermometre, lorsqu'il a été plongé
dans le liquide , marquait une température inférieure. Cest
méme ce qui arrive presque toujours; mais cet €tat ne peut
durer ; le thermometre commence a se rapprocher de la
tempeérature du liquide ; en méme temps le liquide se
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refroidit , de sorte que le thermometre passe d'abord ala
température méme du liquide, ensuite il indique une tem-
pérature extrémement peu différente et toujours supérieure.

300.

On voit par ces résultats que si 'on plonge dans un méme
vase rempli d'un liquide qui se refroidit lentement diffé-
rents thermometres, ils doivent tous indiquer a tres-peu-
pres la méme température dans le méme instant. Appelant

h, k', I, les vitesses du refroidissement de chacun de ces
Hx H«: Hu

thermometres dans le liquide, on aura —, —, -+

les erreurs respectives. Si deux thermometres sont égale-

POlll‘

ment sensibles, c'est-a-dire si les quantités 4 et A’ sont les
mémes, leurs températures différeront également de celles
du liquide. Les coéfficients 2, /%, &°, ont de grandes valeurs
en sorte que les erreurs des thermometres sont des quan-
tités extrémement petites et souvent inappréciables. On con-
clut de la que si un thermometre est construit avec soin et
peut étre regardé comme exact, il sera facile de construire
plusieurs autres thermometres d'une exactitude égale. 1l
suftira de placer tous les thermomeétres que 'on voudra
diviser dans un vase rempli d’un liquide qui se refroidit
lentement, et d'y placer en méme temps le thermométre qui
doit servir de modeéle; on n’aura plus qu'a les observer tous
de degré en degré, ou a de plus grands intervalles, et 'on
marquera les points ou le mercure se trouve en méme temps
dans les différents thermometres. Ces points seront ceux
des divisions cherchées. Nous avons appliqueé ce proeédé &
la construction des thermometres employés dans nos expé-
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riences, en sorte que ces instruments coincidaient toujours
exactement dans des circonstances semblables.

Non-seulement cette comparaison des thermometres pen-
dant la durée du refroidissement du liquide établit entre eux
une coincidence parfaite, et les rend tous semblables 4 un
seul modele; mais on en déduit aussi le moyen de diviser
exactement le tube de ce thermometre principal sur lesquels
tous les autres doivent étre réglés. On satisfait ainsi a la
condition fondamentale de cet instrument, qui est que
deux intervalles quelconques comprenant sur l'échelle un
méme nombre de degrés contiennent la méme quantité de
mercure. Au reste nous omettons ici plusieurs détails qui
n’appartiennent point directement 4 'objet de notre ouvrage.

3o1.

On a déterminé dans les articles précédents la tempé-
rature v que recoit apres le temps écoulé ¢ une couche sphé-
rique intérieure placée a la distance # du centre. Il s'agit
maintenant de calculer la valeur de la température moyenne
de la sphere , ou celle qu'aurait ce solide si toute la quantité
de chaleur qu'elle contient était également distribuée entre
tous les points de la masse. Le solide de la sphére dont le

3
rayon est x étant 4« %, la quantité de chaleur contenue
dans une enveloppe sphérique dont la température est v,
3
et qui est placée a la distance z, sera v d (%) Ainsi la
fq) d(ﬂ:x)
3

chaleur moyenne est 4 zvdx, linte-
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grale étant prise depuis x = o jusqu'a x = X. On mettra
pour v sa valeur

a, —kn't -1
—e

: a, —&nit . a, -——knjt
g sm.n,.r+;e sm.n,x+-;e

sin.n, x +ete.

et 'on aura 'équation

3 7 3 in.n X—nr,Xcos.n, X —knlt
e x”vdx:-}? a, == p hLe

2

i — .17, X —knit
4sm.naX n,X cos.n, 4e n + ete.

1 2

a

n

) , oéd ¢ o sin.m; X —n; Xcos. X 0
A T = - .
n a trouve precedemment ;= i amX —IsnamX

aura donc, en désignant par z la température moyenne,

n

& c.D.X
—_— . __K____.)_‘ t
C.D.X* 4 sin.g,—¢,C08.8, €

3.4 e (2¢,—sin.2¢,)s, £2( 2e,—$1N. 28, )¢,

. —K
z sIn.&, —&, COS. €,

équation dans laquelle tous les coéfficients des exponen-
tielles sont positifs.
3o02.
Nous considérerons le cas ol toutes les autres conditions
demeurant les mémes, la valeur X du rayon de la sphere
deviendra infiniment grande. En reprenant la construction

’ 3 s ~ . L HX
rapportée en larticle 285, on voit que la quantité —— deve-

nant infinie, la droite menée par lorigine, et qui doit couper
les différentes branches de la courbe se confond avec l'axe
des x. On trouve donc pour les différentes valeurs de ¢ les
quantités =, 2, I =, etc. «

4

. ) .=t deve-
Ie terme de la valeur de z qui contient e ¢.D x

-+ etc.
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nant, 4 mesure que le temps augmente, beaucoup plus grand
que les suivants; cette valeur de z apres un certain temps
est exprimée sans erreur sensible par le premier terme seu-

Py . K?Z, ’ ’ ) = .
lement. L'exposant T p ctant €gal a K DX On voit que

le refroidissement final est tres-lent dans les spheres d'un
grand diameétre, et que I'exposant de ¢ qui mesure la vitesse
du refroidissement est en raison inverse du quarré des
diameétres.

303.

On peut d'apres les remarques précédentes se former une
idée exacte des variations que subissent les températures
pendant le refroidissement d’une sphere solide. Les valeurs
initiales de ces températures changent successivement,
mesure que la chaleur se dissipe par la surface. Si les tem-
pératures des diverses couches sont d’abord égales, ou si
elles diminuent depuis la surface jusqu’au centre, elles ne
peuvent point conserver leurs premiers rapports, et dans tous
les cas, le systéme tend de plus en plus vers un état durable
quil ne tarde point & atteindre sensiblement. Dans ce der-
nier état, les températures décroissent depuis le centre
jusqua la surface. Si l'on représente par un certain arc e
moindre que le quart de la circonférence le rayon total de
la sphere, et que, divisant cet arc en parties égales, on
prenne en chaque point le quotient du sinus par larc, le
systéme de ces rapports représentera celui qui s’établit de
lui-méme entre les températures des couches d’une égale
¢paisseur. Des que ces derniers rapports ont lieu, ils con-
tinuent de subsister pendant toute la durée du refroidisse-
ment. Alors chacune des températures diminuc comme l'or-~
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donnée d’une logarithmique, le temps étant pris pour
abscisse. On peut reconnaitre que cet ordre est établi en
observant plusieurs valeurs successives z z' 2" 2", ete. qui
désignent la température moyenne pour les temps ¢, +0,
t+20, t+3 0, etc. la suite de ces valeurs converge toujours
vers une progression géométrique, et lorsque les quotients

s "

o 2 2 z
successifs =, —, —, etc. ne changent plus, on en conclut
Z z Z

g T ,
que les rapports dont il s'agit sont établis entre les tempé-
ratures. Lorsque la spheére est d'un petit diametre, ces
quotients sont sensiblement égaux des que le corps com-
mence a se refroidir. La durée du refroidissement pour un
intervalle donné, c’est-a-dire le temps nécessaire pour que

la température moyenne z soit réduite & une partie déter-
. I3 A Z \
minée d’elle-méme —, est d'autant plus grande que la sphere
m

a un plus grand diametre.
304.

Si deux spheres de méme matiere et de dimensions diffé-
rentes sont parvenues a cet état final o1 les températures
s'abaissent en conservant leurs rapports , et que l'on veuille
comparer les durées d'un méme refroidissement, cest-a-
dire le temps © que la température moyenne z de la pre-

3 . . . 12 4
miere emploie pour se réduire 4 —, et le temps &' que la

’ . Z, .
temperature z' de la seconde met & devenir —; il faut con-

sidérer trois cas différents. Si les spheéres ont I'une et l'autre
un petit diametre, les durées @ et @ sont dans le rapport
meéme des diametres. Si les sphéres ont I'une et l'autre un
diametre trés-grand , les durées @ et @ sont dans le rapport
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des quarrés des diametres; et si les sphéres ont des diametres
compris entre ces deux limites, les rapports des temps
seront plus grands que ceux des diametres, et moindres
que ceux de leurs quarrés. On a rapporté plus haut les
valeurs exactes de ces rapports.

La question du mouvement de la chaleur dans une sphere
comprend celle des températures terrestres. Pour traiter
cette derniere question avec plus d'étendue, nous en avons
fait I'objet d'un chapitre séparé.

305.

L'usage que lon a fait précédemment de I'équation

—1 est fondée sur une construction géométrique qui
tang. &

est tres-propre a expliquer la nature de ces équations. En
effet cette construction fait voir clairement que toutes les
racines sont réelles; en méme temps elle en fait connaitre
les limites , et indique les moyens de déterminer la valeur
numérique de chacune delles. L'examen analytique des
équations de ce genre donnerait les mémes résultats. On
pourra d’abord reconnaitre que I'équation ¢ — A tang. e,
dans laquelle » est un nombre connu moindre que P'unite,
Wa aucune racine imaginaire de la forme m-+n}y/—1. Il
suffit de substituer au lieu de ¢ cette derniere quantité, et
l'on voit apres les transformations que le premier membre
ne peut devenir nul lorsqu’on attribue a m et » des valeurs
réelles, & moins que n ne soit nulle. On démontre aussi qu'il

ne peut y avoir dans cette méme équation
ecos.e—Asin.e

¢ —) tang. e==0, o —————— =0

COS, & ’

aucune racine imaginaire de quelque forme que ce soit.
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. . . .. X
En effet, 1°les racines imaginaires du facteur o =0

n’appartiennent point a I'équation ¢—3 tang. e = o puisque
ces racines sont toutes de la forme m +n}"— 1; 20 I'équa-

. . 4 . .
tion sin. ¢ — Y COS.:—=—0 a nécessalrement toutes ses racines

réelles lorsque » est moindre que 'unité. Pour prouver cette
derniere proposition, il faut considérer sin. ¢ comme le
produit d'une infinité de facteurs qui sont

(=2 (=) (=) (=)

et considérer cos. ¢ comme dérivant de sin. ¢ par la différen-
tiation. On supposera qu’au lieu de former sin. ¢ du produit
d'un nombre infini de facteurs, on emploie seulement les
m premiers, et que l'on désigne le produit par o, . Pour
trouver la valeur correspondante qui remplace cos. ¢, on

!

€ ; , .
prendra d (%7—6—) ou ¢\, ¢ Cela posé, on aura l'équation
3
ont — 3 ¢'» ¢ = 0. Or, en donnant au nombre m ses valeurs

successives 1, 2, 3, 4, etc. depuis 1 jusqu'a linfini, on
reconnaitra, par les principes ordinaires de I'algebre, la na-
ture des fonctions de : qui correspondent a ces différentes
valeurs de m. On verra que, quelque soit le nombre m des
facteurs, les équations en ¢ qui en proviennent ont les carac-
teres distinctifs de celles qui ont toutes leurs racines réelles.

. sz . €
De la on conclut rigoureusement que 1'équation =1,
tzmg.e

dans laquelle % est moindre que l'unité ne peut avoir aucune
racine imaginaire. Cette méme propoposition pourrait
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encore étre déduite d'une analyse différente que nous em-
ploierons dans un des chapitres suivants,

Au reste la solution que nous avons donnée n'est point
fondée sur la propriété dont jouit cette équation d'avoir
toutes ses racines réelles. Il n'aurait donc pas été nécessaire
de démontrer cette proposition par les principes de I'analyse
algébrique. Il suffit pour l'exactitude de la solution que
I'intégrale puisse coincider avec un état initial quelconque;
car il s'ensuit rigoureusement qu'elle doit représenter aussi
tous les etats subséquents.

T R R LR I Ry R R R R R R



Cenvan A

CHAPITRE VL

DU MOUVEMENT PE LA CHALEUR DANS UN CYLINDRE

SOLIDE.

306.

L= mouvement de la chaleur dans un cylindre solide d'une
longueur infinie, est représenté par les équations

dv__ K d’z'+1d'v et /LV+dV_
z=co(z=+2z) kY=o
que l'on a rapportées (pag. 112 et suivantes) dans les arti-
cles 118, 119 et 120. Pour intégrer ces équations, on don-

nera en premier lieu 4 ¥ une valeur particuliére tres-simple

. . . —mt
exprimée par V'équation v —e ©; m est un nombre

quelconque, et » une fonction de x. On désigne par % le
vpp s K . . , .
coefficient 53 qui entre dans la premiére équation et par A

le coéfficient ¢ qui entre dans la seconde. En substituant

la valeur attribuée & », on trouve la condition suivante :

On choisira donc pour % une fonction de x qui satistasse
a cette équation différentielle. Il est facile de voir que cette
fonction peut étre exprimée par la série suivante :
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gz &= g' = gt b ‘
2 2]'4°+22-4,-6’+2=-4=-6’.8’... et(,.,

’ . m . . Y
g désignant la constante T On examinera plus partlcuhe—

rement par la suite I'équation différentielle dont cette série
dérive ; on regarde ici la fonction u comme étant connue, et

, —pgkt . “
lonae . u pour la valeur partlcuhere de ».

Létat de la surface convexe du cylindre est assujéti a une
Vv

condition exprimée par I'équation déterminée 2V + 7—==o0,
z
qui doit étre satisfaite lorsque le rayon x a sa valeur totale
X; on en conclura I'équation déterminée
2 gn X4 g3 X6

g
h (I 2? + 2. 4 + 2%.4%.6"

'Y 1Y 6 ‘)Xb
+€'.1:C.>=g£k—4“Sr X, + —,i; .+ etc.
2 2’4 27.4.6

ainsi le nombre g qui entre dans la valeur particuliere

—8kt L West point arbitraire. 1l est nécessaire que ce nom-
bre satisfasse & I'équation précédente, qui contient g et X.
Nous prouverons que cette équation en g dans laquelle 4 et
X sont des quantités données a une infinité de racines, et
que toutes ces valeurs de g sont réelles. Il s'ensuit que I'on
peut donner 4 la variable v une infinité de valeurs particu-

licres de la forme e~ ¢ ke ., qui differeront seulement par
l'exposant g. On pourra donc composer une valeur plus
générale , en ajoutant toutes ces valeurs particulieres multi-
pliées par des coéfficients arbitraires. L'intégrale qui servira
4 résoudre dans toute son étendue la question proposée est
donnée par I'équation suivante :

—g ke —g kt — g ke
v=—a,e g U, +a,e &5 u +ae &5 w4+ etc.
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3.8.8- - - ete. désignent toutes les valeurs de z qui satisfont
4 I'équation déterminée ; u, u, u, etc. désignent les valeurs de
u qui correspondent a ces différentes racines; a,a,a; ctc.,
sont des coéfficients arbitraires qui ne peuvent étre deéter-
minés que par 'état initial du solide.

3o7.

Il faut maintenant examiner la nature de I'équation déter-
miunée qui donne les valeurs de g, et prouver que toutes les
racines de cette équation sont réelles, recherche qui exige
un examen attentif.

gX  gX X* . .
Dans la série 1 — Pyl f et etc. qui exprm;:
g X

la valeur que recoit # lorsque x=X, on remplacera 2
3 9 2

par la quantité 6, et désignant par f6 ou y cette fonction
6 ¢ g+
de 6,on aura y=f8=—=1—6 + T rI taye b e
Uéquation déterminée deviendra
6 64
hx—e—2—+323, 4 34+etc. efﬂ—
= = UER T E "“TF j§=9-

1—4 +;——~2,.3,+2,‘3,.4,—etc.

4(/9) .
49

[0 désignant la fonction

Chacune des valeurs de § fournira une valeur pour g, au
moyen de I'équation g—f—: 6; et 'on obtiendra ainsi les
quantités g, g, etc. qui entrent en nombre infini dans la so-

lution cherchée.
La question est donc de démontrer que I'équation
ef

6_0
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doit avoir toutes ses racines réelles. Nous prouverons en
effet que I'équation f6=o a toutes ses racines réelles, qu'il
en est de méme par conséquent de I'équation f"8=o0, et

s . ., . 6.0 .
qu’il s'ensuit que I'équation A = f a aussi toutes ses ra-

SO
. ‘ . " X
cines réelles , A représentant la quantité connue — —-
308.
L'équation y=1—08 + Y ete étant
2? n? 3: a3 3: 41

différentiée deux fois, donne la relation suivante :

dy A
Y+ +6de, o.

On écrira comme il suit cette équation , et toutes celles que
Uon en déduit par la différentiation,

d
y+ f—i—ede =o0
dy dy —
-t-l-t+2 +6W_0
d,
d0’+3d0’+ed64'—"o’
ete.
et en géneral
i ti4 1) (i + 1)
d . d d
(1) Sy (+=J) °
d9 d9 a6

Or si on écrit dans Pordre suivant 'équation algébrique
X =o0, et toutes celles qui en dérivent par la différentiation

Xe—o, 4X__, X X d'X

A P B I i LI Pt
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CHAPITRE VI 373
et si 'on suppose que toute racine réelle d'une quelconque
de ces équations étant substituée dans celle qui la précede,
et dans celle qui la suit, donne denx résultats de signe con-
traire; il est certain que la proposéc X ==0 a toutes ses ra-
cines réelles, et que par conséquent il en est de méme de
toutes ses équations subordonnées

dX X a* X

o= = — =0 tc.
dz % T T 9% Tz » €

ces propositions sont fondées sur la théorie des équations
algébriques, ct ont été démontrées depuis long-temps. Il
suffit donc de prouver que les équations
ay 4y .
y==0, 7(5:0’ W:() etc.
remplissent la condition précédente. Or cela suit de I'équa-
tion génerale
i i4-x P42
d . d -
Ly (i+1) A

B

d8 d6't? ag'

— 0 :

car si 'on donne a 6 une valeur positive qui rende nulle la
it x] di_y di+ 1]

5 » les deux autres termes —= et ——=
46 48 49

vront des valeurs de signe opposé. A I'égard des valeurs
négatives de 0 il est visible, d’apres la nature de la fonction
4, quaucune quantit¢ négative mise 4 la place de 6 ne pour-
rait rendre nulle , ni cette fonction, ni aucune de celles qui
en dérivent par la différentiation; car la substitution d'une

quantité négative quelconque, donne a tous les termes le

fluxion

rece-
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méme signe. Donc on est assuré que I'équation y=o0 a toutes
ses racines réelles et positives.
309.
Il suit de la que I'équation /" =0 ou y'=o0 a aussi toutes
ses racines reéelles; ce qui est une conséquence connue des
principes de l'algebre. Examinons maintenant quelles sont

. . 9
les valeurs successives que recoit le terme Off—e, ou 0.%
lorsqu'on donne a 6 des valeurs continuellement croissantes,

depuis =0 jusqu'a 6= é. Si une valeur de 6 rend ' nulle,

la quantité 6L devient nulle aussi; elle devient infinie lors-
q 5 H

que 6 rend y nulle. Or il suit de la théorie des équations
que, dans le cas dont il s'agit, toute racine de y'=o0 est
placée entre deux racines consécutives de y=o, et récipro-
quement. Donc, en désignant par 6, et §, deux racines con-
sécutives de I'équation y'=o, et par 6, la racine de I'équa-
tion y=o qui est placée entre 0, et 8;, toute valeur de 0
comprise entre 0, et §, donnera & y un signe différent de
celui qui recevrait cette fonction y, si § avait une valeur

comprise entre 6, et 6. Ainsi la quantité % est nulle lors-
que 6 =0,; elle est infinie lorsque § =34, , et nulle lorsque
#=1;. Il est donc nécessaire que cette quantité § % prenne

toutes les valeurs possibles, depuis 6 jusqu'a l'infini, dans
l'intervalle de 6, a 6,, et prenne aussi toutes les valeurs
possibles de signe opposé, depuis I'infini jusqu'a zéro, dans

Uintervalle de 6, 4 §;. Donc I'équation A=19. —;— a nécessaire-

ment une racine réelle entre 9, et 6,, et comme l'équation
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y'=o a toutes ses racines réelles en nombre infini, il s'en
suit que l'équation A:e’-; a la méme propriété. On est

parvenu a démontrer de cettc maniere que l'équation deé-

terminée
g: Xi— g: XA 7gJ'X'A
Ax 2———~2,.4,+62,_4,—-—_6,+etc.
T — X X* EE 3IXe
3 1—~£‘:— 2 -4 -+ £ + etc.

T tex Trge

dont l'inconnue est g a toutes ses racines réelles et posi-
tives. Nous allons poursuivre cet examen de la fonction w
et de I'équation différentielle a laquelle elle satisfait.

3ro0.
)y . dy dy P Yt 1o .
De I'équation y + —5 + 6 7 =0, on déduit I'équation
&y Gan) G
énérale —% + (i + 1) — + 6 — = o, et si l'on
§ a8 PR a8t ’
suppose 6==o0, on aura l'équation
d(i+!>_}'_ I diy
aettr T i gt

qui servira a déterminer les coéfficients des différents termes
du développement de la fonction f'6, car ces coéfficients dé-
pendent des valeurs que recoivent les rapports différentiels
lorsquon y fait la variable nulle. En supposant le premier
connu et égal 4 1, on aura la série

et 9
y=1—4V+ ot 35

— etc.,

si maintenant dans I'équation proposée
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d*u 1 du
= 0.

gt g Yoz

On fait gf—, == 0 et que l'on cherche la nouvelle équation en

u et § en regardant z comme une fonction de 6, on trouvera

du 6d’ u_
U+ W—I— 76 — 0,
d’olt l'on conclut
N e ‘
=1 253 +- PR TR + ete..
2 2 4
ou u:l—gx—, +g,',r, + cte.
2 2’3

It est facile d'exprimer la somme de cette série. Pour
obtenir ce résultat, on développera comme il suit la fonc-
tion cos. («sin. z) en cosinus d’ares multiples. On aura,
par les transformations connues,

- ——ae ———ae -
2

2 cos. («sin. x)=e? e e 2 e?

;. V' =
et désignant e "par o
— o
o —aw -0 &

2cos. (asin.x)=—e > .¢ ?

+e 2 e*

En développant le second membre selon les puissances de
w, on trouvera que le terme qui ne contient point » dans le
développement de cos. (« sin.z) est

o’ at a® o’
2 (I T +2’./|’ S ENE + 27.4".6".8”

-— etc. \)
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les coéfficients de w',o’, o, etc. sont nuls, il en est de méme des
wpp . . —r —3 5
coéfficients des termes quicontiennent o y 4@ yete.;

le coéfficientdew  ~ est le méme que celui de o*; le coéfficient

ot i

s - o
de o est2<2_4_6.8 2*.4.6.8.10

o ¥ est le méme que celui de o'; il est aisé dexprimer
la loi suivant laquelle ces coéfficients se succedent; muais,

-+ etc.) , le coéfficient de

A ;s : 2 —2
sans s'y arréter, on écrira 2 cos. 2 x,auliende (o + o )

ou 2 cos. 4 x au lieu de (w4 + w_4),ainsi de suite: donc
la quantité 2 cos. (« sin. ) peut étre facilement développée
en une série de la forme

A+4Bcos.2x+C cos.fx+ D cos. 6x + etc.

et le premier coéfficient A est égal a

£ u4 ]

o o
2 (I—;’—+2’.4'—2’.4'.6’ +etc')’

si l'on compare maintenant l'équation générale que nous
avons donnée précédemment

-Z-wqaxsffq:xdx—f—cos.qu;xcos. xdx + ete.

2

4 celle-ci, 2cos. («sin. )=A + B cos. 22+C cos. fx+ etc.,
on trouvera les valeurs des coéfficients A, B, G, exprimées
par des intégrales définies. Il suffit ici de trouver celle du

premier coéfficient A. On aura donc

iAz;:f(cos. (« sin.z) dx);

lintégrale devant étre pris depuis x==o0 jusque x=r Done
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a4 6

ST g6 T eteest celle

la valeur de la série 1 — ~+

ki
de l'intégrale définie [ da cos. (asin. ). On trouverait de
o
la méme maniere par la comparaison des deux équations les
valeurs des coéfficients suivants B, C etc.; on a indiqué ccs
résultats, parce qu'ils sont utiles dans d'autres recherches
qui dépendent de la méme théorie. Il suit de la que la va-
leur particuliere de « qui satisfait & I'équation

d*u 1 du

gu+dx’ xdx

—oest - [cos (Vg.sinr)dex,

lintégrale étant prise depuis r—o jusqu’a r=r=. En dési-
gnant par g cctte va]eur de u, et faisant u=g¢s, on trou-

vera S — aura pour lintégrale complete

d’u 1 du

de I'équation g u +‘T; + - ——=o,

dx , _ . i
0= (A + Bfm (xl/é.sin.r)dr)’)t/‘cos' (xV7g.sin.r)dr,
A et B sont des constantes arbitraires. Si l'on suppose B—o

on aura, comme précédemment, u:/cos. (zV7g.sin.r)dr.

Nous ajouterons les remarques suivantes relatives & cette
derniére expression.

311,

L’équation

I . _ 6> 2.4 2%.4°.6"
—[cos.(051n.u)du_1—;,+ g — g T etc

A

~
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se vérific d’elle-méme. En effet, on a

o fsin e Bisinfu  6'.sinfu -
fcos. (o sm.u)du:fdu (I-—- s+ 3.4 —2.3.—4:5:6+etc.>

et intégrant depuis #==o0 jusqu'a ==, en désignant par
S,5; S, ete. les intégrales définies

fsin.“u du,fsin.‘u du, /sin.eu du etc. ,

on aura

E[Cos (6 sin. ) dll,“—I——e: S, + A
t‘ - b . e 72'

* 2.3.4'S4

oo
T a3gevs et

il reste & déterminer S, S,S; ete. Le terme sin."«, n étant un
nombre pair, peut étre développé ainsi :

sin.*u=—A, + B, cos. 2n+ C,cos. 4n+ etc.
en multipliant par du et intégrant entre les limites =0
et u ==, on aura seulement /(du sin."u)=A, =, les autres

termes s’évanouissent. On a, d’apres la formule connue pour
le développement des puissances entieres du sinus,

I 1 3.4 1 4.5.6 1 5.6.7.8
A= A= A= o A= g T et
en substituant ces valeurs de S,S,S;S; etc., on trouve

I . 0> 64 ge

;»/‘cos. (esin.u) du—=1 — et reoet ete.

On peut rendre ce résultat plus général en prenant, au
lieu de cos. (¢sin. u), une fouction quelconque ¢ de ¢ sin. «.
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Supposons donc que l'on ait une fonction ¢ z qui soit

'i

ainsi développée gz =0 + 29’ + = ? + —, ¢ +etc.,on aura

2 3

¢(tsin.u)=—¢ + t¢.sin.u +t;q)". sin. u + :—3@"’.sin.3u+ etc.
1 . ' t? 4
et ;rfduq;(tsm.u)_—_q: +t¢.8, + ¢85, +——9 .S;+etc. ()

Or, il est facile de voir que S,S,S,S. etc., ont des valeurs
nulles. A Feégard de S,S,5,S,... leurs v«lleurs sont les quan-
tités que nous avons designécs précédemment par A, A, A,..
etc. C'est pourquoi, en substituant ces valeurs dans I equatlon
(¢), on aura géucralement, et quelle que soit la fonction ¢

¢8

fef([sm u)du—.q;—!— ,rp —i—2 49 e 767 ¢." + etc.,

dans le cas dont il s'agit, la fonction ¢ z représente cos. z,
et on a 9=1, ¢'=—1, ¢"=1, ¢"=—1, ainsi de
suite.

310.

Pour connaitre entiérement la nature de la fonction f4,
et celle de I'équation qui donne les valeurs de g 1l faudrait
considérer la figure de la ligne qui a pour équation

e‘) 1
y=1—6+; ;7 + ete
et qui forme avec l'axe des abscisses des aires alternative-
ment positives ou négatives qui se détruisent réciproque-
ment; on pourrait aussi rendre plus générales les remarques
précédentes sur l'expression des valeurs des suites en inté-

grales définies. Lorsqu'une fonction d'nune variable x est dé-

ower T R T R LT T L TR TR R R R Ry D R T PR AR TR
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veloppée selon les puissances de «, on en déduit facilement
la fonction que représenterait la méme série, si l'on rem-
placait les puissances

x a2’ x'a’... etc. par cos.x, cos. 2z, cos. 3z, cos. fx, etc.

en faisant usage de cette réduction, et du procédé indiqué
par le paragrap. 22 de l'art. (235), on obtient les intégrales
définies qui équivalent a des séries données : mais nous ne
pourrions entrer dans cet examen, sans nous écarter beau-
coup de notre objet principal. Il suffit d’avoir indiqué les
moyens qui nous ont servi a exprimer les valeurs des suites
en intégrales deéfinies. Nous ajouterons seulement le déve-

., " . .
loppement de la quantité ¢ j-}e— en une fraction continue.
313.
L'indéterminée y ou fb satisfait a I'équation

dy dy_
y+ggtizg=0o

d’olt I'on déduit, en désignant par y',»",¥", 5" etc. les fonc-
ay dy &y dy

tions 260 767 F8 Wetc.
—r =y A ouy __—» __ —n d’ou I'on conclut
=2y 48" yo T
':3]””1‘]'eyv ‘)” l?iz-_ I
-Yw':4]/v+]ﬁv ‘}/‘_": —]’” — I ¥
etc. VEEVAE S Y 1—8
' 2—0
‘4:3 ‘VT ;I v— — W 3—
(A W T y-
¥
];v O 4 —_ 5—8
VN TASN Tt ’ F—ete.
J y 4_'_9.}’_” etc.
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. . 678 . .. . ,
Ainsi la fonction —-f—e qui entre dans lequatlon déter-

minée a pour valeur la fraction continuée a linfini

314.

Nous allons maintenant rappeler les résultats auxquels
nous sommes parvenus jusqu’ici.

Le rayon variable de Ia couche cylindrique étant désigné
par x, et la température de cette couche étant v qui est
fonction de x et du temps ¢, cette fonction cherchée v doit
satisfaire a I'équation aux di{férences partielles

d‘u__k (1;1_) 1 dv
dr <dx=+;'zr)f

on peut prendre pour v la valeur suivante:

—mlt
v—e Uy

u est une fonction de . qui satisfait a I'équation

m d*u 1 du .
Ut ot
Si l'on fait e=-’]’;’ . ‘:— et que l'on considéere u comme une

B T RO A O R L T R RN N A RN R A TN T ST TR RN TE RN L TR
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fonction de 6, on aura - %«#6%:0.La valeursuivante,

. 6 61 03 0&
U=1— +Vi;—2"3’ + 2*.3%.4*

— etc.

satisfait 4 I'équation en u et §, on prendra donc pour valeur
de u« en x celle-ci,

3

m x4 m x® + etc
P AIPTER A SRRy T ity SIS R T )

2

la somme de cette série est

b .
_I—rfcos. (x\/% sin. r) dr;
Uintégrale étant prise depuis r=o jusqu’él r = x. Cette

valeur de u en x et m satisfait & I'équation différentielle, et

conserve une valeur finie lorsque x est nulle. De plus,I'équa-

. h d . P
tion ~u + 2% — o doit étre satisfaite lorsque =X rayon
k dx

du cylindre. Cette condition n’aurait pas lieu, si l'on donnait
a la quantité m qui entre dans la fonction z une valeur
quelconque; il faut que 'on ait I'équation

{zl{_ 6
2 1—20
2—6
— 8
4—98

5 —etc.
s . 3 X’ ’ . q - . ’ .
dans laquelle ¢ désigne 'kﬁ —- Cette équation déterminée qui

, . . )
eéquivaut a la suivante :
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X ) . af 36 4B
I 6+—— ,5,+etc>_e Prun oy Ty ,3,4,+etc
donne pour § une infinité de valeurs réelles que 'on désigne
par 6,, 6,, 6;, etc., les valeurs correspondantes de m
2. kB, 2'k8, 2748,
sont — X TXE 0 X
v est exprimeée ainsi,

n?):e_z’f[ifcos. (2;\/0_‘Sin. q) dq.

etc.; ainsi la valeur particuliere de

X
On peut mettre, au licu de 6,, une des racines 6,, 6,, 8,
6, , etc., et on en composera une valeur plus générale

exprimée par I'équation

rv=—a,e = Me /::os ( 2 V8, . sin. q)dg
e—= “e /cos ( < L%, . sin. q)dq

+a,e.__lef_e‘fcos. (2i V6, .sin. q)dg
+- etc.
a,...a,...a, sont des coéfficients arbitraires: la variable ¢
disparait apres les intégrations qui doivent toutes avoir lieu
depuis g==0 jusqua g =r.
315.

Pour démontrer que cette valeur de v satisfait a toutes
les conditions de la question et qu ‘elle en contient la solu-
tion générale, il ne reste plus qua déterminer les coéili-
cients a, , a,, a;, daprés état initial. On reprendra l'é-

quatlon

—m,t —m,t —Tmyt
v=a.e U, a,e u,+aze 0 .u;+ete
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dans laquelle u,, u,, v, sont les différentes valeurs que

prend la fonction « ou

x4
2’. 4

[ &
3

~ + etc.

m m? x®
= + Tk 2 4.6

3

@

[

. . m
lorsqu'on met successivement au lieu de  les valeurs g,

g., &, ete. En faisant t=o, on a I'équation
V=a,u + a,u, + a;u; + etc. ,

dans laquelle V est une fonction donnée de . Soit ¢z cette
fonction, et représentons la fonctian u, dont l'indice est z,

par ¢ (x}7g,). On aura
pr=a, Y (2VF) + @b (2VF) + ab(zV5) + et

Pour déterminer le premier coéfficient, on multipliera chacun
des membres de l'équation par ¢, dx, s, €tant une fonction
de z, et 'on intégrera depuis =0 jusqua x=X. On dé-
terminera cette fonction o, , en sorte qu’apres les intégrations
le second membre se réduise au premier terme seulement,
ou se trouve le coéfficient a,, toutes les autres intégrales
ayant une valeur nulle. Pour déterminer le second coéffi-
cient a,, on multipliera pareillement les deux termes de
I'équation ¢ x =a, u, + a,u, + a,u; + etc. par un autre fac-
teur ¢, dx, et I'on intégrera depuis z=o jusqua x=X.
Le facteur &, devra étre tel que toutes les intégrales du se-
cond membre sévanouissent, excepté une seule, savoir,
celle qui est affectée du coéfficient @,. En général, on em-
ploie une suite de fonctions de x désignées par ¢, 5,5;0,etc,
qui correspondent aux fonctions u,, w#,, « etc.; chacun
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de ces facteurs o a la propriété de faire disparaitre par linté-
gration tous les termes qui contiennent des intégrales défi-
nies excepté un seul; on obtient de cette maniere la valeur
de chacun des coéfficients @, a,a, etc. Il faut donc chercher
quelles sont les fonctions qui jouissent de la propriété dont
il sagit.
316.
Chacun des termes du second membre de I'équation est

une intégrale définie de cette forme a fs.u dx; u est une
fouction de z qui satisfait a I'équation

m d*u 1 du —o:
Pt T T
k d d’
onaura donc ¢ [o.u dx——a— (5 g c——u> En
m_ xrdx dx

développant au moyen de l'intégration par parties les termes

o du d u
‘/‘_.Z‘ &;-(].’Cﬁtfc.‘—i—; dx,
on a (1 A P =C + -G‘——[ud(i>
‘/ X (l'.Z'- >— uz‘ . ax
d*u du dg d’e
et fcﬁ.dx_D+‘—{—‘;a—u.d—;+fud——x, CZ.Z

Les intégrales devant étre prises entre les limites z=o0
et z=X, on déterminera par cette condition les quantités
qui entrent dans le développement, et ne sont point sous

le signef Pour indiquer que l'on suppose x=o0 dans une

expression quelconque en x, on affectera cette expression
de l'indice «; et on lui donnera lindice » pour indiquer la

[Ty 1 LR R TR L T R RN RN IR TN R RRAR A RE LT TY IT SRR IR A T ENAT '
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valeur que prend la fonction de 2, lorsqu'on donne a cette
variable z sa dernicre valeur X.

On aura donc, en supposant x==o0 dans les deux équa-
tions précédentes

s

T du
O:C —+ <lt;>u et 0:D+ (Z;.G—-U«-a @’

on détermine ainsi les constantes C et D. Faisant ensuite
==X dans ces mémes €quations, et supposant que I'inté-
grale est prise depuis z==o0 jusqud =X, on aura

S dn)=(ut) = (1) ,—fud(2)

t d’ud . du des du das d’u’d )
ef(czm x>—<ﬁ°““rx>m‘(a“—“z; a+f(“ﬁ z

on obtient ainsi l’équation

—% (c.udx)zf u ;{x—-ud<i>

dx
du a'c [
— (el +u—) -
x dx x Ja
317.
. ., d? a . . g .
Sila quantltezi;-——d (;) qui multiplie x sous le signe
dx

d'intégration dans le second membre était égale au produit
de ¢ par un coéfficient constant, les termes

fiug;i—— d(;)a’x eti/;.u dx

dx
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pourraient étre réunis en un seul, et I'on obtiendrait pour
l'intégrale cherchée /5.1 d xz une valeur qui ne contiendrait
que des quantités déterminées, et aucun sngne d'intégration;
Il ne resterait plus qu'a égaler cette valeur a zéro.
Supposons donc que le facteur ¢ satisfasse a4 l'équation

différentielle du second ordre 1f° + d - d( > — o de

méme que la fonction z satisfait a I'équation

m . + d*u 1 du —0
k dz " xdx” !
m et n étant des coéfficients constants, on aura

n—um

= audx_<d c-—u ) ( +uz>

.

Il existe entre u et ¢ une relation trés—simple qui se décou-

vre , lorsque dans l'équation ';a + d( ) = o0, on

suppose c==x $, on a, par le résultat de cette substltutlon,

l"ut'n—s d’a +Id—a— c i fait voi |
équatio +dx - 72 =0, ce qui fait voir que la

fonction s dépend de la fonction z donnée par l'équation

d*u 1 du
Tu+

¥ == 0.

zdx
Il suffit pour trouver s de changer m en n dans la valeur

de ©; on a désigné cette valeur de u par ¢ (x \/ %) celle

de ¢ sera donc x ¢ (x\/é’)

du da T
0 _—
n aura mamtenant , c —+ U—5— T -+ z—
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2y (o ") {2/ D=V (2y/ D) 4 (2V5)
S VDV D (VD VD)

les deux derniers termes se détruisant d’eux-mémes, il s'en-
suit qu'en fesant =o, ce qui correspond a l'indice o, le se-
cond membre entier s'évanouit. On conclut de la 'équation
suivante :

o feuda=Xy/ 2y (Xy/2) 4 (XV/1)
=XV ViIVE) o)

Il est aisé de voir que le second membre de cette équation
est toujours nul lorsque les quantités 7 et » sont du nombre
de celles que nous avons désignées précédemment par
m,m, m; etc.

On a en effet

iy mtEVE) sy (V)
Vi ¥ (o \/n) e =XV/% q,(\/)’

X .
comparant les valeurs de 7 on voit que le second membre

de I'équation ( /) s’évanouit.
Il suit de la qu’aprés que 'on a multiplié par « dx les
deux termes de I'équation

px=a,u,+a,u,t+au,+... au +etc,

et intégré de part et d'autre depuis x=o0 jusqua x=X,
chacune des intégrales définies qui composent le second
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membre s'évanouit, il suffit de prendre pour ¢ la quantité

e ouxy (z \/i;-) Il faut excepter le seul cas ou n est égal

a m, alors la valeur de [c u dx tirée de I'équation (/) se

[Y

’ . o] , . \
réduit a —, et on la détermine par les regles connues.

[+]
318.
Soit "=y et 2 —y on aura
7o P2

f(x\p(xy)q,(xv)dx):ﬂ@' EX)PX) —vX ¥ (vx)/uX)

2 2
v —p

le second membre etant différentié au numeérateur et aun
dénominateur par rapport a v donnera en faisant

XY Xy Xy

2

[L:V

On a dun autre c6té I'équation

. d'u  1du___ . [T _—
u u+a—,?,+;(§—o, ou y.y+}¢+y.4»=o,

et celle-ci,

hax

, : ha ‘
TP rprd=o et faisant x=2i%,l¢+w¥=°§

on pourra donc éliminer dans l'intégrale qu'il s'agit d’éva-
luer les quantités ¢’ et {’, ce qui donnera

(w—=2) 4 +wy=o;

on trouvera ainsi pour la valeur de l'intégrale cherchée

AR R AR AR AR AR N AL AN LR AR A AL A LR LR L AL AR AL LA
i
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() ()

en mettant pour p et % leurs valeurs, et désignant par U, la

valeur que prend la fonction z ou ¢ <.z \/ ”;:) lorsqu’on

suppose x=X. L'indice ¢ désigne le rang de la racine m de
Féquation déterminée qui donne une infinité de valeurs de m.

.1 . k U e
Si l'on substitue m; ou 2—,X’6; dans X2 (I + — )

2’ km;
on aura X’U’(I+< kw))
319.
Il résulte de l'analyse précédente que Ton a les deux
¢quations
X

f(:cu u.dzx)=o etf(xu dx)—— I +< /fVe> )X U

0

la premiere a lieu toutes les fois que les nombres 7 et j sont
différents, et la seconde lorsque ces nombres sont égaux.
Reprenant donc I'équation ¢ x=a, u, + a,u, + a; u; + etc.
dans laquelle il faut déterminer les coéfficients a, , a, ,a;,
etc. On trouvera un de ces coéfficients désigné par a,, en
multipliant les deux membres de I'équation par z u, dx, et
en intégrant depuis x=o jusqua a=X; le second membre
sera réduit par cette intégration a un seul terme, et I'on aura

téguation 3 (2 52) . 4) = U7 (0 (245 ),

qui donne la valeur de a,. Les coéfficients a,, a,, a,, a

2

€tant ainsi déterminés, la condition exprimée par I'équation
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pT=a.u, + a,u, + a;u, + etc., qui se rapporte a I'état ini-
tial , sera remplie.

Nous pouvons maintenant donner la solution complete de
de la question proposée; elle est exprimée par I'équation
sulvante :

X
X_;
v—:f(xq;xu,d.r) —aker (x?x‘undx) —2%kt
2 Q —~ %
X" X®
____._._._.u, s
U(""“e U<+4/r’9
X
+f(xqzx.uzd.r) —2ke,
o b,
w.e > + ete.
v, /z’X’

La fonction de x qui est exprimée par « dans |'équation pre-
cédente a pour expression

ifcos. (% Ve—;-Si“"?> dg;

toutes les intégrales par rapport & x doivent étre prises de-
puis x=o jusqu’a x=X, et pour trouver la fonction z on
doit intégrer depuis g==0 jusqua g==; ¢x est la valeur
initiale de la température, prise dans l'intérieur du cylindre
a la distance x de I'axe, et cette fonction est arbitraire, les
quantités 8,6,8,8,... etc. sont les racines réelles et posi-
tives de I'équation
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X
27 10
2—0
3—
4—0
5—etc.
320.

Si I'on suppose que le cylindre ait été plongé pendant un
temps infini dans un liquide entretenu & une température
constante, toute la masse se trouvera également échauffeée,
et la fonction ¢z qui représente l'état initial sera remplacée
par l'unité. Apres cette substitution, I'équation génerale
représentera exactement les progres successifs du refroidis-
sement.

Si le temps écoulé ¢ est infini, le second membre de I'équa-
tion ne contiendra plus qu'un seul terme, savoir : celui ol
s¢ trouve la moindre de toutes les racines 6,,9,,6;, etc.;
c'est pourquoi, en supposant que ces racines sont rangees
selon leur grandeur, et que b est la moindre de toutes, I'état
final du solide sera exprimé par I'équation

’f_X_zf(v@xu( dx) ——z’lfte
2 * 2 2 ux =4 X‘ ’
U (I + . X
i 4:/fze‘

On déduirait de la solution générale des conséquences
semblables a celles que présente le mouvement de la chaleur
dans une masse sphérique. On reconnait d'abord qu’il y a
une infinité d'états particuliers, dans chacun desquels les
rapports établis entre les températures initiales se conser-
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vent jusqu'a la fin du refroidissement. Lorsque 1'état initial
ne coincide pas avec un des états simples, il est toujours
composé de plusieurs d'entre eux, et les rapports des tempé-
ratures changent continuellement, & mesure que le temps
augmente. En général le solide arrive bientot a cet état, ou
les températures des différentes couches décroissent conti-
nuellement en conservant les mémes rapports. Lorsque le
rayon X est tres-petit, on trouve que les températures dé-

croissent proportionnellement 4 la fraction e~ °X. Si au
contraire ce rayon X a une valeur extrémement grande.
Fexposant de ¢ dans le terme qui représente le systéme final
des températures contient le quarré du rayon total. On voit
par-la comment la dimension du solide influe sur la vitesse
finale du refroidissement. Si la température du cylindre dont
le rayon est X, passe de la valeur A a la valeur moindre B,
dans un temps T, la température d'un second cylindre de
rayon égal a X' passera de A a4 B dans un temps différent T'.
Si les deux solides ont peu d'épaisseur , le rapport des temps
T et T sera celui des diametres. Si au contraire les diame-
tres des cylindres sont trés-grands, le rapport des temps
T et T' sera celui du quarré des diametres.
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CHAPITRE VIL

PROPAGATION DE LA CHALEUR DANS UN PRISME

RECTANGULAIRE.

3a1.
L’ ] dv 42 + v 0 que nous avons rapportee
R EQUATION 2‘;4" ar a2 q PP

dans la section IV du chapitre II, page 119, exprime le
mouvement uniforme de la chaleur dans lintérieur d'un
prisme d'une longueur infinie, assujétie par son extrémité a
une température constante, et dont on suppose les tempé-
ratures initiales nulles. Pour intégrer cette équation, on
cherchera en premier lieu une valeur particuliere de v, en
remarquant que cette fonction » doit demeurer la méme,
lorsque y change de signe, ou lorsque z change de signe;
et qu'elle doit prendre une valeur infiniment petite, lorsque
la distance z est infiniment grande. D’apres cela il est facile
de voir que l'on peut choisir pour valeur particuliere de »

la fonction @e  .cos.ny cos. pz; et faisant la substitution
on trouve m’ —n' —p' =o0. Mettant donc pour » et p des

quantités quelconques, on aura m =71 p*. La valeur de
» doit aussi satisfaire a I'équation déterminée

% dv _
T =

1 LN . , d
lorsque y=17 ou —/, et a I'équation i v+

(l]‘ =0, lors-
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que z=/ ou —/, section IV du chapitre II, article 125. Si
I'on donne a v la valeur précédente, on aura

. 7 . A
—— 12 S11. ny—i—zlcos. ny=—oet—psmn. pz—+ 7 €OS. p2=0,

ou }%l:pltang.pl, %:nltang.nl,

on voit par-la que si I'on trouvait un arc « tel que ¢ tang. ¢
;. A o / .

équivalit a la quantité toute connue ZL {, on prendrait pour
n ou pour p la quantité % Or, 1l est facile de reconnaitre

quil y a une infinité d'arcs qui, multipliés respectivement
par leur tangente donnent un méme produit déterminé

Ill LI : »
—» d'ou il suit que l'on peut trouver pour » ou pour p une

infinité de valeurs différentes.

3a2.
Si T'on désigne par ¢, ¢,¢; etc. les arcs en nombre infini
. . v e . , ., kil
qui satisfont a l'équation déterminée : tang. : — - on

pourra prendre pour n un quelconque de ces arcs divisé
par /. 1l en sera de méme de la quantité 25 il faudra ensuite
prendre m’==n’'+ p’. Si I'on donnait & » et & p d'autres
valeurs, on satisferait a I'équation différentielle; mais non
pas a la condition relative & la surface. On peut donc trouver
de cette maniere une infinité de valeurs particulieres de v,
et comme la somme de plusieurs quelconques de ces valeurs
satisfait encore a I'équation, on pourra former une valeur
plus générale de .

On prendra successivement pour 7 et pour p toutes les

i LRI R N R T LR R T RN NN R A A A LR RN TR TR NN L R
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e, & &
77 7
a, etc., b, b, b, ete. des coéfficients constants, on exprimera
la valeur de v par I'équation suivante:

valeurs possibles qui sont etc. Désignant par a, a,

——-x‘/ 2 2 _xV 27 O
o — (ale 2, COS. Ny + a, e na"n .cos.my—i—etc.)lz,cos.n,z

— U] 2 _| a ___xl/ a T
4+ (a‘e Ve pn, cos. 1,y +a,e mat s, nﬂy+ctc.)bzcos.n,,z
—_—V TS — a2V g
4+ (axe ZV n,?n, .CO8. 72,y +a, e 7y irny .COS. n,)‘+etc.)b3cos. nys
4 etc.
323.

Si I'on suppose maintenant la distance x nulle, il faudra
que chaque point de la section A conserve une température
constante. Il est donc nécessaire qu'en faisant x=o0, la va-
leur de v soit toujours la méme, quelque valeur que onl’
puisse donner a y, ou a z; pourvu que ces valeurs soient
comprises entre o et /. Or en faisant /=o0, on trouve

v={a@,cos.n,y + @,c05.n, ¥y + a,cos. n;y + etc.)
(b,cos.n,z+ b, cos.n,z + b, cos. nyz +- ete. ).
En désignant par 1 la température constante de I'extrémité
A, on prendra les deux équations
1==a,C08. 7,y + @,COS8. N, + d5CO8. 1,y + ete.
1=20,cos.n,y -+ b, cos. n.y + bycos. n,y +- etc.
1 suffit donc de déterminer les coéfficients a,a,a, a, etc.

dont le nombre est infini, en sorte que le second mem-
bre de I'équation soit toujours €gal a l'unité. On a résolu
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précédemment cetle question dans le cas ou les nombres
7.y M,y Ny, etc. forment la série des nombres impairs,
section II du chapitre III, page 175. Ici les quantités
n,, 7, ny, etc. sont des irrationnelles données par une
€quation d'un degré infiniment élevé.
2/1.
Posant I'équation

1=a, cos.n,y -+ a, Cos. n,y + a; Cos. 12; ¥ + etc.,

onmultipliera les deux membres del'équation par cos. (n, y) dy,
et Pon prendra lintégrale depuis y—=o jusqua y=.».
On déterminera ainsi le premier coéfficient ,. On suivra un
procédé semblable pour déterminer les coéfficients suivants.
En général , si I'on multiplie les deux membres de I'équation
par cos. vy, et que l'on integre, on aura pour un seul terme
du second membre qui serait représenté par @ cos. ny
I'intégrale,

a/(cos.ny.cos. vydy) ou Eafcos. n—v.ydy+§afcos. n+vydy

a I . I . e N
ou 5(n__v.mn.n—v.y—i~ S+ v.]‘) , etfaisant y—=/,

a (n+v.sin. n—v./4 n—v.sin. n+v.l)

2 n*—v*

Orne valeur quelconque de n satisfait & 'équation

ko A
ntang . n{=7, il en est de méme de v, on aura donc
ntang. nl{=v tang. v/;

ou nsin. nl cos. yl—v sin. v cos. nl=o.
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Ainsi l'intégrale précédente qui se réduit &

[27 . .
—— (»sin. nl cos.v{—v cos. nl sin. v/) est nulle.

Il faut excepter le seul cas ou n=v. En reprenant alors

o azsin.n—v.l  sin. n4-v.Z . -
I'intégrale ;( S v ),onvmtquesﬂonan_v,

Lo . " sin. an/
elle équivaut 4 la quantité 5@ (l +—= —>'

11 résulte de la que si dans I'équation
I=a, COS. N, } + &, COS. 12, ¥ + a; COS. 1,y + clc.

on veut déterminer le coéfficient d'un terme du second mem-
bre désigné par a cos. ny, il faut multiplier les deux membres
par cos. ny.dy, et intégrer depuis y—o jusqua y=1,. On
aura pour reésultat I'équation

:
in. 2 n/7 .
/cos. ny dy:éa(l+sm 2z ):r—ILsm. nil,

a2n

[¢]

3 > . sin. I’LZ I , .
d’ou l'on tire el =i % On déterminera de cette

maniere les coéfficients a,, a,, a;, a,, etc.; il en sera de
méme des coéfficients 5,6,0,4,, etc., qui seront respecti-
vement les mémes que les précédents.

325.

11 est aisé maintenant de former la valeur générale de v ;
dv dv dv .
—— + —— +——=0; 2° elle satis-
dx dy dz?

. dv dv
fera aux deux conditions % T+ hv=o et ko~ +hv=o0;

1° elle satisfera & I'équation

3¢ clle donnera une valeur constante pour 2, lorsqu'on fera
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x=o0, quelles que soient d'ailleurs les valeurs de y et de z,
comprises entre o et /; donc elle résoudra dans toute son
étendue la question proposee.

On est parvenu ainsi a I'équation

1 sin.mlcos.ny  sinml.cos.ny  sinnml.cos.ny
4 a2ndtsin.2nd  2n.l4sinz2nl’ 2nltsinian/

+ etc.

ou désignant par ¢, ¢,¢; etc. les ares n,/, n,/, n,l, ete.

g, . £, . £
7 sim €, €08 5 sin. €, COS. —

= + !
4 26,4-5in,2¢,  2¢-4sin. 26, 2&-45in. 26

sin. €, COS.

(]

+ etc.,

équation qui a lien pour toutes les valeurs de y comprises
entre o et [, et par conséquent pour toutes celles qui sont
comprises entre o et 5

En substituant les valeurs connues de a, b, a,b, a; b; etc.
dans la valeur générale de v, on aura l'équation suivante,
qui contient la solution complete de la question proposée,

v sin.n lcos.n z /sin.n, lcos.ny —x\V'n,Hn,
4.4 a2nl4sin.and\2n,l+sin z2n,!l ¢ -+ etc')

sin.n,lcos.n,z fsinnn lcos.n,y —ax\Vn,gn,
2n, l4sin.2n,/\ 2n, {+sin.an, -+ etc.)

sin.n, [cos.nyz 7 sinn l.cos.ny ~—~xV'5, i 4n,>
2n,{4sin, 27, l( an,l+sin2n,l € -+ etc. )

+ etc. (E)

Les quantités désignées par n,, n,, n; etc. sont en nombre
infini, et respectivement égales aux quantités

g, &, & g
B e
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les arcs ¢, <., ¢, ¢; etc. sont les racines de I'équation déter-

. t _ Rkl
minée ¢ tang. ¢ =—.

326.

La solution exprimée par I'équation précédente E est la
seule qui convienne 4 la question; elle représente l'intégrale
d’v d*vo  dwv
dz Yoy Yo
on aurait déterminé les fonctions arbitraires dapres les con-
ditions données. Il est facile de reconnaitre qu'il ne peut y
avoir aucune solution différente. En cffet , désignons par
$(x,5,2)la valeur de v déduite de I'équation (E), il est
évident que si l'on donnait au solide des températures
initiales exprimées par ¢ (x, y, z), il ne pourrait survenir
aucun changement dans le systéme des températures, pourvu
que la section a l'origine fit retenue a la température con-

)y . dy dv dw
stante 1: car I'équation _— + PR
la variation instantanée de la température cst nécessaire-
ment nulle. Il n'en sera pas de méme, si apres avoir donné &
chaque point intérieur du solide dont les coordonnées sont
x, y, & la température initiale § («, y, z), on donnait i tous
les points de la section a l'origine la température constante
0. On voit clairement, et sans aucun calcul, que dans ce der-
nier cas I'état du solide changerait continuellement, et que
Ja chaleur primitive qu’il renferme se dissiperait peu-a-peu
dans T'air, et dans la masse froide qui maintient Pextrémité
a la température o. Ce résultat dépend de la forme de la
fonction ¢ (x, y, z), qui devient nulle lorsque  a une valeur
infinie comme la question le suppose.

Un effet semblable aurait licu si les températures initiales.

gencrale de I'équation = o, dans laquelle

=o étant satisfaite,
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au lieu d'étre + ¢(x, y,z), étaient — ¢ (x,y, z) pour tous
les points intérieurs du prisme; pourvu que la section a
lorigine fit toujours retenue a la température o. Dans l'un
et l'autre cas, les températures initiales se rapprocheraient
continuellement de la température constante du milieu qui
est zéro; et les températures finales seraient toutes nulles.

32n.

Ces principes étant posés, considérons le mouvement de
la chaleur dans deux prismes parfaitement égaux a celui qui
est 'objet de la question. Pour le premier solide, nous sup-
posons que les températures initiales sont + ¢ (x, ¥, z), et
que Torigine A conserve la température fixe 1. Pour le se-
cond solide, nous supposons que les températures initiales
sont —{(x,y,z),et qua l'origine A tous les points de la
section sont retenus a la temperature o. Il est manifeste que
dans le premier prisme le systéme des températures ne peut
point changer, et que dans le second ce systéme varie con-
tinuellement jusqu'a ce que toutes les températures devien-
nent nulles.

Si maintenant on fait coincider dans le méme solide ces
deux états diffcrents; le mouvement de la chaleur s'opérera
librement, comme si chaque systéme existait seul. Dans
I'état initial formé des deux systémes réunis, chaque point
du solide aura une température nulle, excepté les points de
la section A dont la température sera 1, ce qui est conforme
a I'hypothése. Ensuite les températures du second systéme
changeront de plus en plus, et s'évanouiront entierement,
pendant que celles du premier se conserveront sans aucun
changement. Donc, apres un temps infini, le systéme per-
manent des températures sera celul que représente I'équation

B TIRE LR N I T T N R R AR T R I T T NN R LA R T RO [
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(E), ou v=y(x,y,2z). Il faut remarquer que cette consé-
quence dépend de la condition relative & I'état initial; on la
déduira toutes les fois que la chaleur initiale contenue dans
le prisme est tellement distribuée,, qu'elle s'évanouirait entié-
rement, si P'on retenait I'extrémité A la température o.
328.
Nous ajouterons diverses remarques & la solution précé-

donte; 1° il est facile de connaitre la nature de I'équation

¢ tang. e:ﬁTl, il suffit de supposer (voyez fig. 15) que l'on

ait construit la courbe u=:tang. ¢, l'arc ¢ étant pris pour
abscisse, et « pour ordonnée. Cette ligne est composée de

branches asymptotiques. Les abscisses qlll correspondent

5

I 3 .
aux asymptotes, sont 37 5% 5T %w etc. : celles qui cor-

respondent aux points d'intersection sont: 1=, 2z, 3r, etc.
Si maintenant on éleve a l'origine une ordonnée égale i la

I /l Z S F \
quantite connue T et que par son extrémité on mene une

parallele a I'axe des abscisses, les points d'intersection don-

. ) ¢ . [ ki
neront les racines de I'équation proposée ¢ tang. e = 7 La

construction indique les limites entre lesquelles chaque ra-
cine est placée. Nous ne nous arréterons point aux procédés
de calcul qu’il faut employer pour déterminer les valeurs
des racines. Les recherches de ce genre ne présentent au-
cune difficulté.
329.

2° On conclut facilement de I'équation générale (E), que

plus la valeur de x devient grande, plus le terme de la va-

leur de v, dans lequel se trouve la fraction eIV nI 4 ,
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devient grand par rapport 4 chacun des suivants. En effet,
n, n, n; n, ete. étant des quantités positives croissantes ,

la fraction e TV 2% est T plus grande de toutes les frac-
tions analogues qui entrent dans les termes subséquents.
Supposons maintenant que l'on puisse observer la tempé-
rature d'un point de l'axe du prisme situé a une distance z
extrémement grande, et la température d’'un point de cet
axe situé 4 la distance x + 1, 1 étant 'unité de mesure; on
aura alors y==0, z=o0, et le rapport de la seconde tempéra-
ture 4 la premiére sera sensiblement égal a la fraction

e TV 22 Cette valeur du rapport des temperatures des
deux points de I'axe est d'autant plus exacte,que la distance
« est plus grande.

11 suit de 1a que si 'on marquait sur I'axe des points dont
chacun fit distant du précédent de l'unité de mesure, le
rapport de la température d'un point & celle du point qui
précede , convergerait continuellement vers la fraction

—x a .. . . .
e 2% ainsi les températures des points placés a dis-

tances €égales finissent par décroitre en progression géomé-
trique. Cette loi aura toujours lieu, quelle que soit I'épaisseur
de la barre, pourvu que l'on considere des points situés a
une grande distance du foyer de chaleur.

11 est facile de voir, au moyen de la construction, que si
la quantité appelée / qui est la demi - épaisseur du prisme,
est fort petite, 7, a une valeur beaucoup plus petite que 7, ,

. , " . - >
ou n; etc.; il en résulte que la premiere fraction e 200

est beaucoup plus grande quaucune des fractions analogues.
Ainsi, dans le cas ot I'épaisseur de la barre est tres-petite,

woror oA 1 R N T T T T A R R R R RN R LAY T TS AT SEREEY IR AR ERL i
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il n'est pas nécessaire de s'éloigner de la source de la chaleur

pour que les températures des points également distants

décroissent en progression géométrique. Cette loi regne alors
dans toute I'étendue de la barre.
33o0.

Si la demi-épaisseur 7 est une tres-petite quantité,, la va-

leur générale de v se réduit au premier terme qui contient,

¢~V 217 Ainsi la fonction v qui exprime la température
d’un point dont les coordonnées sont x, y et z, est donnée
dans ce cas par l'équation

4.sin.nl 2 —_— ey
v—( : LCOS.NY.CO8. L2 € ZV an ,
anltsin,2nl

Parc ¢ ou n devient extrémement petit, comme on le voit

. , . A iy e
par la construction. L'équation « tang. e:i_ { se réduit alors

fne

N h . Y .
¢=;1;1a premiere valeur de ¢ ou ¢, cst \/’;_1, a lins-

pection de la figure, on connait les valeurs des autres ra-
cines , en sorte que les quantités ¢, e, & ¢; ¢ etc. sont les sui-

vantes \/l’v ) Ty 27y DTy [ ey ctc Les valeurs de n,72,n,7,2; etc.
1 w27 3-:
viV i T
on T'a dit plus haut, que si 7 est une tres-petite quantité, la
premiére valeur 7 est incomparablement plus grande que
toutes les autres, ct que lon doit omettre dans la valeur
générale de v, tous les termes qui suivent le premier. Si
maintenant on substitue dans ce premier terme la valeur
trouvée pour n, en remarquant que larc n/ et Yarc 2nf

sont donce etc.; on en conclut comme

sont égaux a leurs sinus, on aura
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—x\/2%
m=cos.<\/"7—’.§> COS. (\/{Tg; . ‘”\/;’

le facteur \/? qui entre sous le signe cosinus étant tres-

petit, il s'ensuit que la température varie tres-peu, pour
les différents points d'une méme section, lorsque la demi-
épaisseur / est tres-petite. Ce résultat est pour ainsi dire
évident de lui-méme : mais il est utile de remarquer comment
il est expliqué par le calcul. La solution générale se réduit
en effet & un seul terme, 4 raison de la ténuité de la barre,
et I'on a en remplagant par I'unité les cosinus d’arcs extré-

2h
mement petits fu=e—x\/l:1, équation qui exprime dans
le cas dont il s'agit les températures stationnaires.

On avait trouvé cette méme équation précédemment,
article 76, page 65; on l'obtient ici par une analyse entitre-
ment différente.

331.

La solution précédente fait connaitre en quoi consiste le
mouvement de la chaleur dans l'intérieur du solide. Il est
facile de voir que lorsque le prisme a acquis , dans tous ses
points, les températures stationnaires que nous considérons,
il existe dans chaque section perpendiculaire i T'axe, un flux
constant de chaleur qui se porte vers l'extrémité non échauffée.
Pour déterminer la quantité de ce flux qui répond 4 une
abscisse x. Il faut considérer que celle qui traverse pendant
I'unité de temps, un €élément de la section, est égale au pro-
duit du coéfficient %, de laire dy dz, de I'élément d ¢, et du

dv _ . . .
rapport - pris avec un signe contraire. Il faudra donc pren-
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dre lintégrale — k f dy f dz 22, depuis x = o jusqua
x==1[, demi-épaisseur de la barre, et ensuite depuis y==0
jusqua y==1» On aura ainsi la quatrieme partie du flux
total.

Le résultat de ce calcul fait connaitre la loi suivantlaquelle
décroit la quantité qui traverse une section du prisme; et 'on
voit que les parties éloignées recoivent tres-peu de chaleur
du foyer, parce que celle qui en émane immédiatement , se
détourne en partie vers la surface, pour se dissiper dans
l'air. Celle qui traverse une section quelconque du prisme,
forme, si 'on peut parler ainsi, une nappe de chaleur
dont la densité varie d'un point de la section a lautre.
Elle est continucllement employée & remplacer la chaleur
qui s’échappe par la surface, dans toute Vextrémité du prisme
située & la droite de la section : il est donc nécessaire que
toute la chaleur qui sort pendant un certain temps de cette
partie du prisme, soit exactement compensée par celle qui y
pénétre en vertu de la conducibilité intérieure du solide.

332.

Pour vérifier ce résultat, il faut calculer le produit du flux
établi a la surface. L'élément de la surfaceest da dy, et v
étant sa température 2v dx dy est la quantité de chaleur
qui sort de cet élément pendant I'unit¢ de temps. Donc I'in-
tégrale h fdx fdy.v exprime la chaleur totalc ¢mance
d'une portion finie de la surface. Il faut maintenant em-
ployer la valeur connue de v en y, en supposant z==1{, puis
intégrer une fois depuis y=o0 jusqua y=={, et une seconde

. . . 3 1 . . . e
fois depuis x=2x jusqu a x= . On trouvera ainsi la moitié
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de la chaleur qui sort de la surface supérieure du prisme; et
prenant quatre fois le résultat, on aura la chaleur perdue
par les surfaces supérieure et inférieure.

Si I'on se sert maintenant de l'expression & fdx fdz.v,
que l'on donne a y dans v sa valeur /, et que l'on integre
une fois depuis z=o0 jusqu'a z=1/, et une seconde fois de-
puis x=0 jusqu'a z= %; on aura la quatrieme partie de la
chaleur qui s’échappe par les surfaces latérales.

L'intégrale & fdx fdyv, étant prise entre les limites
désignées donne

ha sin m { cos nle TVm+r
me’+n’- :
et l'intégrale 2 f'dx /'dz.v donne
ka R _xlym,+nz
A e €os. misin.nle

Donc la quantité de chaleur que le prisme perd a sa surface,
dans toute la partie située a la droite de la section dont
T'abscisse est x, se compose de tous les termes analogues a
celui-ct

4th.a e—xl/m’+n’ 1

. I .
—sin.mlcos.nl+ —cos.ml.sm.nla-
m’ 4 n* m n

)

D'un autre c6té la quantité de chaleur qui pénetre pen-
dant le méme temps a travers la section dont I'abscisse est x,
se compose des termes analogues a celui-ci :

Aka\/ m* 4 n* e—xl/_ m* 4 n*

.sin. m{.sin. ni;
m.n

il est donc nécessaire que l'on ait I'équation
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RV mr G mlsin. nl=——t— b—,-Si“- ml.cos.n!

m.n m\ m 1

h .
+ === . COS. ml.sin. nl,

AV RN

ou k(m’ +n)sin.m/{ sin.nl=hm cos. mlsin.n!
4 hnsin.mlcos.ni:

orona séparément Km®sin. misin. nl=~hmcos. mlsin. n/.

msin.mi h .
; OIl 4 aussi

N — == =
ou m cos. m !l h’

fnisin. nl, sin. ml=/hn cos.nisin.m!.

n.sinnl

cos. nl &7
donc I'équation est satisfaite. Cette compensation qui s éta-
blit sans cesse entre la chaleur dissipée et la chaleur trans-
mise, est une conséquence manifeste de Thypothese;et le
calcul reproduit ici la condition qui avait dabord été ex-
primée; mais il était utile de remarquer cette conformité
dans une matiere nouvelle , qui n'avait point encore €té sou-

mise a l'analyse.

332.

Supposons que le demi-cdté / du quarré qui sert de base
au prisme, soit une ligne extrémement grande, et que I'on
veuille connaitre la loi suivant laquelle les températures dé-
croissent pour les différents points de I'axe; on donnera ax
et 4 z des valeurs nulles dans I'équation génerale, et & / une
valeur extrémement grande. Or la construction fait connai-

. ™
tre dans ce cas que la premiere valeur de ¢ est _, la seconde

T Ly T . . ,
3 ~» la troisieme 5 5 etc. On fera ces substitutions dans 1'é-
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quation genérale, et l'on remplacera n,/, n,t, n,l, n,l, etc. par

= 3= 5m rm . .
leurs valeurs o oo ’7, et I'on mettra aussi la fraction

« au lieu de e

PR
R

. On trouve alors

o (2) =1 (T LT LT )

LY )

. (oz l/51+‘,—etc.>
5

N (av7?+"—etc.)
7

-+ etc.

On voit par ce résultat que la température des différents
points de l'axe décroit rapidement & mesure qu’on s'éloigne
de l'origine. Si donc on plagait sur un support échauffé et
maintenu a une temperature permanente, un prisme d'une
hauteur infinie, ayant pour base un carré dont le demi-c6té
[ est tres-grand ; la chaleur se propagerait dans I'intérieur
du prisme, et se dissiperait par la surface dans l'air environ-
nant quon suppose a la température o. Lorsque le solide
serait parvenu a un état fixe, les points de l'axe auraient des
températures tres-inégales, et a une hauteur équivalente a la
moitié du coté de la base, la température du point le plus
échauffé serait moindre que la cinquieme partie de la tem-
pérature de la base.
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CHAPITRE VIIL

DU MOUVEMENT DE LA CHALEUR DANS UN CUBE

SOLIDE.

333.
I+ nous reste encore & faire usage de I'équation

d» K d*v d*» d° 7)) l)
i e \d= Tt s (a

qui représente le mouvement de la chaleur dans un solide
de forme cubique exposé a action de lair. (section IV du
chapitre II, page 119) On choisira en premicr licu pour »

\ . —mt
la valeur tres-simrle e COS. B €OS. Py €OS. ¢z; et en

substituant dans la proposée, on aura I'équation de condi-
tion m =k (n' + p*+¢’), la lettre & désignant le coéfficient

C%‘ Il suit de la que si 'on met au licu de n, p, g des

quantités quelconques, et si l'on prend pour m la quantité
k(n* +p* +q'), la valeur précédente de v satisfera toujours
a l'équation aux différences partielles. On aura donc I'équa-

e F (e ot £ s
(7 +p"+q7) .cos. nx cos. py cos. gz. L'étut

tion v=e
de la question exige aussi que si z change de signe, et si y
et z demeurent les mémes, la fonction ne change point; et
que cela ait aussi lieu par rapport a y et par rapport a z:

or la valeur de v satisfait évidemment a ces conditions.
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334.

Pour exprimer l'état de la surface, on emploiera les
équations suivantes :

dv
3+ —
K +hv=o0,

dv
—+ —
+K— +hv=o,

=K hv=o. ()

Elles doivent étre satisfaites lorsque I'on a x==a, ou
y==a, ou z==xa. On prend le centrc du cube pour
Yorigine des coordonnées; et le coté est désigné par a.

La premiere des ¢quations (5) donne

— —mt . k

“+e ” nsin.nx COS-py COS.gZ'f—KCOS.nxCOS])yCOS-qZ:O,
h

ou I+ ntang. nx+K=o,

€quation qui doit avoir lieu lorsque z—==*a.
II en résulte que l'on ne peut pas prendre pour » une
valeur quelconque, mais que cette quantité doit satisfaire &

.. A .
la condition n @ tang.na=y a. 1l faut donc résoudre I'é-

. dé . b .
quation détermince ¢ tang. e = K @ ce qui donnera la va-

13 ’ .
leur de ¢, et T'on prendra n=-. Or l'équation en ¢ a une

infinité de racines réelles; donc on pourra trouver pour 7
une infinité de valeurs différentes. On connaitra de la méme
maniere les valeurs que I'on peut donner 4 p et 4 ¢; elles
sont toutes représentées par la construction que I'on a em-

x R R TR R XL L R R L T R TR
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ployée dans la question précédente, art. (321). Nous dési-
gnerons ces racines par n,n, n,n,etc. Ainsi 'on pourra
donner a v la valeur particuliere exprimée par l'équation
= T HHEP D) (g, n.CoS.py.cOS. 4z,
pourvu que 'on mette au lieu de 2, une des racines »,,#,,
n; n, ete., et quil en soit de méme de p et de g.
335.

On peut former ainsi une infinité de valeurs particulieres
de v, et il est visible que la somme de plusieurs de ces va-
leurs satisfera aussi a I'équation différentielle (a) et aux
équations déterminées (4). Pour donner a v la forme gené-

rale que la question exige, on réunira un nombre indefini
de termes semblables & celui-ci:

e —ke(w+p+q)

a .COS. 12 & COS. PY €0s. gz.

Nous exprimerons cette valeur de » par I'équation suivante :

kn?

2 El
1

— t —kn,t —knt
*U:(a, cos.n, xre +acos.n,re +acos.n;xe -+ etc.>

2 2 2

—knt —kn’t —hknt
(cos. n,ye +-cos.n,ye +cos. ;7 e + etc,)

3 L

(cos. n, 2o " coson,z e KM cos. nze F 4 ete )

Le second membre doit se former du produit des trois
facteurs écrits dans les trois lignes horizontales, ct les quan-
tités @, a, a; ete. sont des coéfficients inconnus. Or, selon
Ihypothese, si I'on fait t==o0, la température doit étre la
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méme pour tous les points du cube. Il faut donc déter-
miner a, a, a, etc., en sorte que la valeur de v soit con-
stante,, quelles que soient celles de  de y et de z, pourvu
que chacune de ces valeurs soit comprise entre a et —a.
Désignant par 1 la température initiale commune a tous les
points du solide, on posera I'équation

1=—a, CO8. i, X+ @, COS. N, & -+ @; COS. N; X + etc.

dans laquelle il s'agit de déterminer a, a, a, etc. Apres avoir
multiplié chaque membre par cos. 7, z, on intégrera depuis
x=o0 jusqu'a x=a : or, il résulte de l'analyse employée
précédemment art. (325), que l'on a I'équation

sin.n, a cos. n, @ sin. 7, @.cos. n, x SiN. 72, @.COS. 1,

: + . + BT 4 ete.
, sin. 2 2, a sin. 2n,a sin.2n;a
Tn,a(1+——> n,a(x +——-——> n;a(1+————>

2n,a 2n,a 2n,a

sin. 2 n, a

désignant par p, la quantité é (1 + ) , ONl aura

2n a

sin.n, @ sin. n,a sin. 2, @
~—— C08. 72, & + ——— C€0S. n.x, + ————CO0S. n; x -+ etc.
n,ap, n,ap, nyai,
cette équation aura toujours lieu lorsque 'on donnera a z
une valeur comprise entre @ et —a.
On peut en conclure I'expression genérale de v, elle est

donnée par I'équation suivante :

BRI TV R T O R T T R R L N N RN TR L AR T RN Y R
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—kn’t sin.na

, s 7, e, in.n,
V= ——COS n.axe +
napa n,ap,a

Cos.7,x €

sin. n

?cos.nsxe
naa( 3@

sin.n, a —kn’t
( €os.71,ye +

n,apa

sin.n,a
n,ap.a
sin.n

i acos TYe

cos.n,ye

—knrt

sin.n,a
cos.n . ze —_—

sin. n, @
(——— cos.n,ze
n,aka n,ap.a
sin. n,a

nap.a

336.

co8.7;z €

415

—knt

El

—kn'e + etc.)

—knt

2

2

—kntt
s +etc.)

—knzrt

—Inn
ity etc.)-

L'expression de » est donc formée du produit de trois
fonctions semblables, 'une de x, I'autre de y et la troisieme
dez, ce quil est facile de vérifier immédiatement.

En effet, si dans I'équation

r(Lr Ly ),

I'on suppose »==XY Z; en dénotant par X une fonction de
x et ¢, par Y une fonction de y et ¢, et par Z unc fonction

de z et ¢, on aura

-dZ

dY
XY +XZT[+Y.Z.——

on prendra les trois équations séparées

d7 _,d°% dY_,d'Y d4X
e P ra el

=k

_A<\Y“ xz” YZ

d'X
Az

?
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On doit avoir aussi pour la condition relative a la surface

AV kv oAV kg dV  hy
T= R Y=0, 5z tgV=0, p+gV=o,

d'ott I'on déduit
dX A dY |k dZ A
(—z;—i-KX.——O, ’Z);—*—KY-—O, E+KZ—O.

11 suit de la que pour résoudre completement l2 question

. ), . d g a7 , . v,

il suffit de prendre I'équation ‘-1—’; =% d—; et d'y ajouter I'é-
. .. d h . . R

quation de condition d—'; + g t=o qui doit avoir lieu, lors-

que z=a. On mettra ensuite a la place de x, ouy ou z et
Y'on aura les trois fonctions X, Y, Z, dont le produit est la
valeur générale de ».

Ainsi la question proposée est résolue comme il suit :

v=9(x, £).9(y, t).9(2, t)

sin.7m,a —'knt sin.n,a —'knt
¢(x, t)=———cos.n,xe cos.n,xe
n,ap, n,ap,
sin. n, @ —'kny7t
———COS. n;xe -+ etc,

nyap,
n,, n,, n, etc., sont donnés par I'équation suivante :

ha
¢ tang. e=x

dans laquelle ¢ représente na; la valeur de y, est

 { sin. 2 7;a
_— I + —— s
2 an.a

On trouve de la méme maniere les fonctions ¢ (y,¢), ¢(z, ¢).

o e 1 X R R R N L Y R R N L RN L A L R R e AR LT LR R
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337.

On peut se convaincre que cette valeur de v résoud la
question dans toute son étendue, et que lintégrale com-
plete de I'équation aux différences partielles (@) doit né-
cessairement prendre cette forme pour exprimer les tempé-
ratures variables du solide.

En effet, 'expression de v satisfait a I'équation (@) et aux
conditions relatives a la surface. Donc les variations des
températures qui résultent dans un instant de l'action des
molécules et de l'action de 'air sur la surface, sont celles que
I'on trouverait en differentiant la valeur de v par rapport &
¢ 1l s’ensuit que si, au commencement d'un instant, la fonc-
tion v représente le systéme des températures, elle repré-
sentera encore celles qui ont lieu au commencement de l'ins-
tant suivant, et I'on prouve de méme que V'état variable du
solide sera toujours exprimé par la fonction v, dans laquelle
on augmentera continuellement la valeur de z Or cette
méme fonction convient a I'état initial : donc elle représen-
tera tous les états ultérieurs du solide. Ainsi on est assuré
que toute solution qui donnerait pour » une fonction diffé-
rente de la précédente, serait erronée.

338.

Si 'on suppose que le temps écoulé ¢ est devenu tres-
grand, on n’aura plus 4 considérer que le premier terme de
Pexpression de v car les valeurs n, n, 1, etc. sont rangées par
ordre en commencant par la plus petite. Ce terme est donné
par l'équation

sin, 7, @\’ —3kn e
= COS. L, & COS.7L, Y COS. Iz e ,
nl a T

voila donc l'état principal vers lequel le systéme des tempé-
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ratures tend continuellement, et avec lequel il coincide sans
erreur sensible apres une certaine valeur de ¢. Dans cet état
la température de chacun des points décroit proportionnel-

lement aux puissances de la fraction c—‘3 k"',; alors les états
successifs sont tous semblables, ou plutdt ils ne différent
Gue par la quantité des temperatures qui diminuent toutes
ccmme les termes d'une progression géomeétrique, en conservant
leurs rapports. On trouvera facilement, au moyen de I'équation
précédente, la loi suivant laquelle les températures décrois-
sent d'un point a I'autre dans le sens des diagonales ou des
arétes du cube, ou enfin d'une ligne donnée de position.
On rcconnaitra aussi quelle est la nature des surfaces qui
déterminent les couches de méme température. On voit que
dans I'état extréme et régulier que nous consideérons ici, les
points d'une méme couche conservent toujours la méme tem-
pérature, ce qui n'avait point licu dans l'état initial et dans
ceux qui lui succedent immeédiatement. Pendant la durée
infinic de ce dernier état la masse se divise en une infinité
de couches dont tous les points ont une température com-
mune.
330.

Tl est facile de déterminer pour un instant donn¢ la tem-
pérature moyenne de la masse, c'est-a-dirc, de celle que T'on
obtiendrait en prenant la somme des produits du volume de
chaque molécule par sa température, et en divisant cette
somme par le volume entier. On formera aiusi l'expression

ﬁ x.dy.dz

23 a®
L'intégrale doit étre prise successivement par rapport a
®, Ay et iz, cntre les limites @ et — a; v étant €gal au
produit X.Y.Z, on aura

,qui est celle de la température moyenne V.

ATy 1 LRI R R LN I T LR R R R TR R Y RN L R AT RN}



CHAPITRE VIIL 419

V:fdefYa’nyd:,

X dx

3
ainsi la température moyenne est ([ ) , car les trois

intégrales totales ont une valeur commune, donc
8 3

sin. 7, @ 1 —kn’t sin.n,aN\* v —kn,¢
\/V ( ) —.e +<——> —.e
n,a Per n,a i,
sinnn,aN\> 1 —kn,*t
- -—-e

nya 3

+ etc.

La quantité na équivaut a ¢ qui est une racine de 'égquation

y; . I sin. 2 ¢
s tang. e =— IV—“et p. est €gale a - (I— 125 > On a donc,

en designant les différentes racines de cette équation par

3, ¢, ¢ €te.,
e 5, e,”
- t . -—A‘ 3 [2 . —‘A‘—,tig
\/V sin. e, > + sme,)’ e a + (sm.e,)’e a
( sm 2¢, ( c, ) sin, 2§, €y sin. 2 ¢ 1 €tC.
I+ I+
e, 2€, 2,

u

3
:, est entre o et = 5 ™o €st entre = et - 2 ™y & entre 2 x et —7:,

les moindres hmltes %,2m, Jw etc., approchent de plus en
plus des racines e,, ¢, ¢ etc., et finissent par sc confondre
avec elles lorsque I'indice 7 est tres-grand. Les arcs doubles
2,4, 2¢,42¢; €tc. sont compris entre o et =, entre 2 ¢ et 371:,

entre 4= et 5r; cest pourquoi les sinus de ces arcs sont

.. ., sin. 2 g, sin. 2 ¢,
tous positifs : les quantités 1 + o I+ ——, etc.,

i 3

sont positives et comprises entre 1 et 2. Il suit de 13 que
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3
tous les termes qui entrent dans la valeur de \/,v sont po-
sitifs.
34o0.

Proposons nous maintenant de comparer la vitesse du
refroidissement dans le cube, & celle que l'on a trouvée pour
une masse sphérique. On a vu que pour l'un et l'autre de
ces corps, le systéme des températures converge vers un
état durable qu'il atteint sensiblement apres un certain temps;
alors les températures des différents points du cube dimi-
nuent toutes ensemble en conservant les mémes rapports,
et celles d'un seul de ces points décroissent comme les termes
d'une progression géométrique dont la raison n'est pas la
méme dans les deux corps. Il résulte des deux solutions que

£
€

1 . *—k > — - K,
pour la sphere la raison est e " et pour le cubee 3a”r
La quantité n est donnée par I'équation

cos. na ] 3
- =1 —y a
sin. na K™’

a étant le demi-diametre de la sphere, et la quantité « est

’ y 7 . h ’ 4 A ’
donnée par I'équation « tang. : = - @, a étant le demi-coté

du cube.

Cela posé, on considérera deux cas différents; celui o le
rayon de la sphere et le demi-c6té du cube, sont 'un et I'autre
égaux a a, quantité tres-petite; et celui ot la valeur de @ est
trés-grande. Supposons d’'abord que les deux corps ont une

. - - Il Ay . .
petite dimension; Ka ayant une tres-petite valeur, il en sera

A ka .
de méme de ¢, on aura donc + ==, donc la fraction

3 L T L T TR R R T TR R R TR R R R P R T R R PP P N PR
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g* 3/

e "a" estégalea e Tz

.

ainsi les dernieres températures ue l'on observe, ont une
3

] 3, . \

expression de cctte forme A e 2. Si maintenant dans

Véquation 2293 7% __ | A a, on suppose que le second
q sin. na K™? PP {

*a

A n
=3 , done

membre differe tres-peu de Punité, on trouve

3lr.

ke st e— 3 5

la franction e™

On conclut de la que si le rayon de la sphere est tres-
petit, les vitesses finales du refroidissement dans ce solide et
dans le cube circonscrit sont égales , et qu'clles sont I'une ct
I'autre en raison inverse du rayon; c'est-a-dire que si la tem-
perature d'un cube dont le demi-coté est a, passe de la va-
leur A 4 la valeur B dans le temps ¢, une sphere dont le
demi-diametre est @, passera aussi dans le méme temps de
la température A 4 la température B. Si la quantité @ venait
a changer pour I'un et l'autre corps, et devenait @' le temps
nécessaire pour passer de A 4 B aurait une autre valeur £,
et le rapport des temps ¢ et ¢ serait celui des demi-cotés
a et @. Il n'en est pas de méme lorsque le rayon z est extré-

I4 . v X
mement grand : car ¢ équivaut alors a S 7y et les valeurs de

n a sont les quantités r, 2%, 3, 4=, etc.
Oun trouvera donc facilement dans ce cas les valeurs des
fractions

—35k, —kn Sk k=

e e * ces valeurs sont e faor et e o
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On tire de la ces deux conséquences remarquables: 1° si les
deux cubes ont de grandes dimensions, et que a et &’ soient
leurs demi-c6tés; si le premier emploie le temps ¢ pour
passer de la température A a la température B, et le second
le temps ¢ pour ce méme intervalle; les temps ¢ et ¢ seront
proportionnels aux quarrés a’ et a” des demi-cotés. On a
trouvé un résultat semblable pour les spheres de grande
dimension. 2° si un cube a pour demi-cété une longueur
considérable a, et qu'une sphere ait la méme quantité a pour
rayon, et que pendant le temps ¢ la température du cube
s'abaisse de A a B, il s'écoulera un temps différent ¢ pen-
dant que la température de la sphere s'abaissera de A A B, et
les temps ¢ et ¢ seront dans le rapport de 4 a 3.

Ainsi le cube et la sphere inscrite se refroidissent égale-
ment vite lorsqu'ils ont une petite dimension; et dans ce cas
la durée du refroidissement est pour l'un et l'autre corps
proportionnelle a I'épaisseur. Si le cube et la sphere inscrite
ont une grande dimension, la durée du refroidissement final
n'est pas la méme pour les deux solides. Cette durée est plus
grande pour le cube que pour la sphére, dans la raison de
4 4 3, et pour chacun des deux corps en particulier la durée
du refroidissement augmente comme le carré du diametre.

341.

On a supposé que le corps se refroidit librement dans l'air
atmosphérique dont la chaleur est constante. On pourrait
assujétir la surface & une autre condition, et concevoir, par
exemple, que tous ses points conservent, en vertu d une cause
extérieure, la température fixe o. Les quantitésn, p, ¢, qui en-
trentdans la valeur de v sous le signe cosinus, doivent étretelles

' IR TR R T R TR L T R R R T R AR R TR )
|
o
1
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dans ce cas, que nx devienne nulle, lorsque x recoit sa va-
leur complete @, et qu'il en soit de méme de py et de gz.

. Ayt ’ ’ I ’
Si le c6té du cube aa est représenté par 5 ¢, ¢ étant la lon-

gueur de la circonférence dont le rayon est ;... on pourra
exprimer une valeur particuliere de » par I'équation sui-
vante, qui satisfait en méme temps a Uéquation genérale du
mouvement de la chaleur et a4 I'état de la surface,

K
—3
v=e "G.D'.cos.zcos.ycos.z.

Cette fonction est nulle, quel que soit le temps ¢, lorsque o
N A 1 T
ou y ou z recoivent leurs valeurs extrémes + FEou—zc:

mais I'expression de la température ne peut avoir cette forme
simple quapres qu'il s'est écoulé un temps considérable, a
moins que l'état initial donné ne soit lui- méme représenté
par la fonction cos. .cos. y.cos.z. Cest ce que I'on a sup-
posé dans la sect. VIII du chap. I, art. 100, p. 95. L’analyse
précédente démontre la vérité de I'équation employée dans
I'article que 'on vient de citer. Il faut remarquer que le nom-
bre désigne par = dans cetarticle, est le méme que c:il équi-
vaut a la circonférence cntiére, et non a la demi-circonfeé-
rence.

On a traité jusqu'ici les questions fondamentales de la
théorie de la chaleur, et considéré action de cet élément
dans les corps principaux. L'ordre et I'espece des questions
ont été tellement choisis, que chacune d'elles présentit une
difficulté nouvelle et d'un degré plus élevé. On a omis & des-
sein les questions intermédiaires qui sont en trop grand
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nombre, telles que la question du mouvement linéaire de la
chaleur dans un prisme dont les extrémités seraient retenues
a des températures fixes, ou exposées a l'air atmosphérique.
On pourrait généraliser I'expression du mouvement varié de
la chaleur dans le cube ou le prisme rectangulaire qui se
refroidit dans un milieu aériforme, et supposer un état ini-
tial quelconque; ces recherches n'exigent point dautres
principes que ceux qui sont expliqueés dans cet ouvrage.
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CHAPITRE IX.

DE LA DIFFUSION DE LA CHALEUR.

SECTION PREMIERE.

Du mouvement libre de la chaleur dans une ligne infinie.

342.

ON considére ici le mouvement de la chaleur dans une
masse solide homogéne , dont toutes les dimensions sont in-
finies. On divise ce solide par des plans infiniment voisins
et perpendiculaires 4 un axe commun, etl'on suppose d’abord
qu'on a échauffé une seule partie de la masse, savoir, celle
qui est comprise entre deux plans A et B paralleles, dont la
distance est g; toutes les autres parties ont la température
initiale o : mais chacun des plans compris entre A et B a une
température initiale donnée, que l'on regarde comme arbi-
traire, et qui est commune  tous ses points: cette tempéra-
ture est différente pour les différents plans. L'état initial de
la masse €tant ainsi defini, il s’agit de déterminer par le cal-
cul tous les états successifs. Le mouvement dont il s’agit, est
seulement linéaire , et dans le sens de I'axe des plans; car il
est évident qu'il ne peut y avoir aucun transport de chaleur
dans un plan quelconque perpendiculaire a cet axe , puisque
la chaleur initiale de tous ses points est la méme.
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On peut supposer, au lieu du solide infini, un prisme
d'une tres- petite épaisseur, et dont la surface convexe est
totalement impénétrable a la chaleur. On ne considére donc
le mouvement que dans une ligne infinie, qui est 'axe com-
mun de tous les plans.

La question est plus générale, lorsqu’on attribue des tem-
pératures entierement arbitraires a tous les points de la par-
tie de la masse qui a été échauffée, tous les autres points du
solide ayant la température initiale o. Les lois de la distri-
bution de la chaleur dans une masse solide infinie, doivent
avoir un caractere simple et remarquable ; parce que le
mouvement n'est point troublé par l'obstacle des surfaces
et par l'action du milien.

343.

La position de chaque point étant rapportée a trois axes
rectangulaires, sur lesquels on mesure les coordonnées «, y, z,
la température cherchée est une fonction des variables 2, y, z,
et du temps ¢. Cette fonction v ou ¢ (2, ¥, z, t) satisfait a
I'équation générale dv__ K L—il+d—7)+g—y> (@). De

dt C.D\dx* " dy* " dz*

plus, il est nécessaire qu’elle représente l'état initial qui est
arbitraire ; ainsi, en désignant par F (z, ¥, z) la valeur donnée
de la température d'un point quelconque, prise lorsque le
temps est nul, c'est-d-dire, au moment ou la diffusion com-
mence ; on doit avoir ¢(a, 5, z, o)=F(x, y,z) (4). 1l faut
trouver une fonction v des quatre variables x, y, z, ¢, qui
satisfasse a I'équation différentielle (@) et a 'équation déter-
minéc (&).

Dans les questions que nous avons traitées précédemment.
lintégrale est assujettie a une troisieme condition qui dépend

R TY Y L O RN O RN T R IR LR IR RN AR LN LR R LT RN LR TN '
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de I'état de la surface. Clest pour cette raison que Fanalyse
en est plus composée, et que la solution exige Temploi
des termes exponentiels. La forme de V'intégrale est beau-
coup plus simple, lorsquelle doit seulement satisfaire a
I’état initial ; et il serait facile de déterminer immédiatement
le mouvement de la chaleur selon les trois dimensions. Mais
pour exposer cette partie de la théorie, et faire bien con-
naitre suivant quelle loi la diffusion sopere, il est préfé-
rable de considérer d’'abord le mouvement linéaire, en
résolvant les deux (uestions suivantes; on verra par la suite
comment elles s'appliquent au cas des trois dimensions.
344.

Ire question : une partie @5 d'une ligne infinie cst €levée
dans tous ses points ala température I ; les autres parties de Ia
ligne ont la température actuelle o; on suppose que la chaleur
ne peut se dissiper danslemilien environnant; il faut détermai-
ner quel est 'état de la ligne aprés un temps donné. On peut
rendre cette question plus générale, en supposant, 1° que
les températures initiales des points compris entre @ et b sont
inégales et représentées par les ordonnées d’une ligne quel-
conque, que nous regarderons d'abord comme composée de
deux parties symétriques (voyezfig. 15); 2° qu'une partie de
la chaleur se dissipe par la surface dusolide, qui estun prisme
d'une tres-petite épaisseur et d’'une longueur infinie.

La seconde question consiste & déterminer les €tats suc-
cessifs d’'une barre prismatique, dont une extrémité est assu-
jettie & une température constante, et qui est infiniment
prolongée. La résolution de ces deux questions dépend de
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I'intégration de I'équation

dv_ K d'»w H.L
4 CD dz —Cbs?Y

(article 105), qui exprime le mouvement linéaire de la
chaleur. v est la température que le point placé a la distance
x de T'origine doit avoir apres le temps écoulé ¢; K, H, C,
D, L, S, désignent la conducibilité propre, la conducibilité
extérieure, la capacité spécifique de chaleur, la densité, le
contour de la section perpendiculaire, et 'aire de cette
section.
345.

Nous considérons d’abord le premier cas, qui est celui on
la chaleur se propage librement dans la ligne infinie dont
une partie a b a recu des températures initiales quelconques;
tous les autres points ayant la température initiale o. Si I'on
éleve en chaque point de la barre l'ordonnée d’une courbe
plane qui représente la température actuellé de ce point, on
voit qu'apres une certaine valeur du temps ¢, I'etat du so-
lide est exprimé par la figure de la courbe. Nous designe-
rons par ¥=Fx I'équation donnée qui correspond i l'état
initial, et nous supposons d'abord pour rendre le calcul
plus simple que la figure initiale de la courbe, est composée
de deux parties symétriques, en sorte que I'on a la condi-
tion Fx =F(—wx). Soit

K

CD

. H.L ' s . dv__, d*»
k, c5s="s dans I'équation =k gm—hv,

—ht s du d'u .
on fera v=e .« et Pon aura ' =k T On prendra

Ty ' LRI N R AR LA TL AL AR R A A R A L AL
I
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. “ — kgt
pour z la valeur particuliere a cos. ¢z e ;a et g
sont des constantes arbitraires. Soient Gir Gus @is Gyr v - €YC

une suite de valeurs (uelconques, et a,, a,, a,, a;. . . etc.,

4

une suite de valeurs correspondantes du coéfficient Q, on
aura

n=a, cos.(q,x) R g, cos. (g.x) ¢ T 4 g, cos, (g;x) ¢ | ete

Supposons 1° que les valeurs ¢,, 9., ¢, ¢,. .. etc., crois-
sent par degrés infiniment petits,comme les abscisses ¢ d’une
certaine courbe; en sorte quelles deviennent égales a dg,
adq,3dq, 4dgq,... etc.;dg étant la différentielle con-
stante de l'abscisse; 2° que les valeurs a,, a,, a,, a,. . . etc.
sont proportionnelles aux ordonnées Q de la méme courbe,
et qu'elles deviennent égales 4 Q, d¢, Q,dg, Q;dq. .. etc.
Q etant une certaine fonction de g. Il en résulte que la va-
leur de % pourra étre exprimée ainsi :

—kq
u:f(lq Q.cos.gx e 77,
Q est une fonction arbitraire fg, et l'intégrale peut étre
prise de g=o0 a q:(—'). La difficulté se réduit a déterminer

convenablement la fonction Q.
346.
Pour y parvenir, 1l faut supposer t=o0 dans I'expression
de u ct T'égaler & Fx. On a ainsi 'équation de condition

Fx—/ndg Q.cos. g

Si Ton mettait au lieu de Q une fonction quelconcue de .
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. N qre . . . . 1
et que I'on achevat l'intégration depuis g=o jusqua ¢=_,
on trouverait une fonction de x; il s'agit de résoudre la
question inverse, ¢'est-a-dire, de connaitre quelle est la fone-
tion de ¢ qui, étant mise au lieu de Q, donnera pour résul-
tat la fonction Fx, probléme singulier dont la solution exige

un examen attentif.
En développant Ie signe de l'intégrale, on écrira comme

il suit I'équation dont il faut déduire la valeur de Q :

Fr=dqQ.cos.q.x+dqQ,cos.q, x+dgQ;cos.q,x
+ dgQcos. g,z +dqQ;cos. gz + etc.

Pour faire disparaitre tous les termes du second membre,
except¢ un scul, on multipliera de part et dautre par
dx cos.rx, et 'on intégrera ensuite par rapport a x depuis
2=o0 jusqua x=nr, 2 €tant un nombre infini; r repré-
sente une grandeur quelconque égale a I'une des suivantes :
Gis G.> 55 qir-e€tC., 01 ce qui est la méme chose dg, 2dq,
3dq, 4dq... etc. Soit g, une valeur quelconque de la
variable ¢, et g; une autre valeur qui est celle que I'on a
prise pour r; on aura r=¢; dq et g=gq.d q. On considérera
ensuite le nombre infini 7~ comme exprimant combien I'u-
nité de longueur contient de fois I'élément d¢, en sorte que

) 4 . ’ .
l'on aura n—= 77 En procédant a lintégration, on recon-

naitra que la valeur de l'intégrale f dx cos.qx cos. rx est
nulle, toutes les fois que r et ¢ sont des grandeurs diffé-
rentes ; mais cette méme valeur del'intégrale est % n =, lorsque

g=r. Il suit de la que l'intégration €limine dans le second
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membre tous les termes, excepté un seul: savoir, celui qui
contient ¢, ou r. La fonction qui affecte ce méme terme est

Q,, on aura donc
) 8
[(lx Fx.cos.qz=dq.Q;-n=,
et mettant pour n dg sa valeur 1,o0n a

TN :fdx Faxcos. gx:

2
ror 7Q . .
on trouve donc en général —==[dx Fx cos. g z. Ainsi.
(o]

pour déterminer la fonction Q qui satisfait & la condition
proposée , il faut multiplier la fonction donnée Fz par
dx cos.qx, et intégrer de x nulle a x infinie, en multipliant

le résultat par 7%; c'est-a-dire, que de 'équation
Fx_—._qufg cos. gx,

on déduit celle-ci ,fq:%fdx Fx cos. gz, la fonction

F x représentant les températures initiales d'un prisme
infini dont une partie intermédiaire seulement est échauffée,
En substituant la valeur de f¢ dans I'expression de F, on
obtient I'équation générale

w

an:qu cos.qxfdwF.z: cos. g . (e)

347.
Si I'on substitue dans I'expression de » la valeur que lon

A trouvée pour la fonction Q, on a lintégrale suivante, qui
contient la solution complete de la question proposée
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TV

ot —M’t/‘ T
—=¢ qu cos. gxe ) dx Fx cos. gua.

L'intégrale, par rapport a x, étant prise de x nulle a x
infinic, il en résulte une fonction de ¢, et prenant ensuite

l'intégrale par rapport & ¢ de g=o0 & ¢= g, on obtient

pour v la fonction de 2 et ¢, qui représente les états suc-
cessifs du solide. Puisque l'intégration, par rapport a x ,
fait disparaitre cette variable, on peut la remplacer dans
Vexpression de v par une variable quelconque «, en pre-
nant lintégrale entre les mémes limites, savoir depuis

«==0 jusqua cc_.'—_g. On a donc
v —h y —kqgt ]
—=¢ /a’qcos.q.re fdaFacos.qa,
(4] [+

nv —ht N —kq
ou —=e fdal‘xtque ¢ cos. g cos. g
(] (]

L’intégration , par rapport a ¢, donnera une fonction de x,
t et «, et en prenant lintégrale par rapport a «, on trouve
une fonction de x et ¢ seulement. Il serait facile d'effectuer
dans la derniere équation l'intégration par rapport a ¢ et
et 'on changerait ainsi l'expression de ». On peut en gé-
néral donner diverses formes a l'intégrale de I'équation

dv__
7=

d*»

dz*

k ko,

elles représentent toutes une méme fonction de x et ¢

il R T L R T L R T Y R R R R IR
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348.
Supposons en premier lieu que toutes les températures
initiales des points compris entre @ et b, depuis x=—1,

jusqua x=r1, aient pour valeur commune 1, ct que les
températures de tous les autres points soient nulles, la fonc-
tion Fw sera donnée par cette condition. I faudra donc
intégrer, par rapport & x, depuis x=0 jusqua =1, car
le reste de lintégrale est nulle d'apres I'hypothese. On
trouvera ainsi:

|

Q=

‘-S";q et %’:e_ﬁf/%zc —T oo, g x sin. g

A

Le second membre peut ¢tre facilement converti en série
convergente, comme on le verra par la suite; il représente
exactement I'état du solide en un instant donné, et si I'on
y fait =0, on exprime l'état initial.

Ainsi la fonction Ef%z sin. g.cos. g x équivaut a l'unité,
si I'on donne a x une valeur quelconque comprise entre
— 1 et 1: mais cctte fonction est nulle si 'on donne 4 x
toute autre valeur non comprise entre — 1 ct 1. On voit
par-la que les fonctions discontinues peuvent aussi étre
exprimées en intégrales définies.

349.

Pour donner une seconde application de la formule pré-
cédente, nous supposerons que la barre a été échanffée en
un de ses points par I'action constante d’'un méme foyer, et
quelle est parvenue a l'état permanent que l'on sait étre
représenté par une courbe logarithmique.

Il s'agit de connaitre suivant quelle loi s’opérera la diffu-
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sion de la chaleur aprés qu'on aura retiré le foyer. En dési-

gnant par Fz la valeur initiale de la température, on aura
e/

Fx=Aec KS. A est la température initiale du point

le plus échauffé. On fera, pour simplifier le calcul,

HL

A=1 et ="

On a donc Fz=e" 7 on en déduit Q:fdxe_x CO8. 4 X
1
1—|—g’
Ainsi la valeur de v en x et ¢, est donnéc par I'équation

et prenant l'intégrale de x nulle 2 z infinie Q=

suivante :
mv__ _—htfdg.cos.qx
T—e 1-+g¢°
350.
T " T d g.cos. .
Si 'on fait =0, on aura =~ :/w; ce qui cor-
2 14¢

respond & I'état initial. Donc I'expression _%_ j d—gl—grosgi-t équi-
vaut & e~ ~. Il faat remarquer que la fonction Fx, qui
représente l'état initial ne change point de valeur d’apres
I'hypothese lorsque x devient négative. La chaleur com-
muniquée par le foyer avant que I'état initial ne fut forme,
s'cst propagée également a la droite et a la gauche du point
o, qui la recoit immeédiatement, il s'ensuit que la ligne

2

y . . d . -
dont T'équation serait y=—= Ffw

1+g*
deux branches symétriques que lI'on forme en répétant a
droite et & gauche de I'axe de y la partie de la logarithmique
qui est & la droite de l'axe des y, et a pour équation

est composée de

v
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—_—x . . .
y=e . On voit ici un second exemple d'une fonction
discontinue exprimée par une intégrale définie. Cette fonc-
dq.cos. q

tion -
I +g

X . . 1 -—x o
équivaut a e lorsque « est positive,

mais elle est ¢” lorsque x est négative.
351.

La question de la propagation de la chaleur dans une
barre infinie, dont l'extrémité est assujettie & une tempéra-
ture constante, se réduit, comme on le verra dans la suite,
a celle de la diffusion de la chaleur dans une ligne infinie;
mais il faut supposer que la chaleur initiale, au lieu d’affecter
c¢galement les deux moitiés contigués du solide y est distri-
buée d’une maniere contraire; c'est-a-dire qu'en représen-
tant par Fx la température d’'vn point dont la distance au
milieu de la ligne est x, la température initiale du point
opposé pour lequel la distance est —a, a pour valeur Fa.
Cette seconde question differe tres-peu de la précédente ct
pourrait étre résolue par une méthode semblable : mais
on peut aussi déduire la solution de l'analyse qui nous a
servi 4 déterminer le mouvement de la chaleur dans les so-
lides de dimensions finies.

Supposons qu'une partie @ & de la barre prismatique
infinie soit échauffée d'une maniere quelconque, voy. fig. (16}
et que la partie opposée a 8 soit dans un état pareil ,mais de
signe contraire; tout le reste du solide ayant la température
initiale 0. On suppose aussi que le milieu environnant est
entretenu & la température constante o, et qu’il recoit de la
barre ou leur communique la chaleur par la surface exté-
rieure. Il s'agit de trouver quelle sera, apres un temps donné



436 THEORIE DE LA CHALEUR.

¢, la température » d'un point dont la distance a l'origine
est x.

On considérera d’abord la barre échauffée comme ayant
une longueur finie 2 X, et comme étant soumise & une cause
extérieure quelconque qui retient ses deux extrémités ala

i3 . I
temperature constante o; on fera ensuite X = o

2Da.
On emploiera d’abord l'équation

d’u__ K. d”u__C.D.S,v. o dv_kd’v 3
i CD dx HL Y % =Rz,
et faisant
rv-—e'—ht 1z on aura du-—-lcd’u
= : wa =R

on exprimera comme il suit la valeur générale de »

2

kg, ¢

2

—kgt . — .
u=—a,e & sin.g, z-+a,e 5. g, x

—hkgt

. —kg,t .
+a;e sin.gsx +ae s1n. g, r + etc.;

faisant ensuite x=X, ce qui doit rendre nulle la valeur de
v, on aura, pour déterminer la série des exposants g, la con-
dition sin. g X=o0,0ugX =17z, { étant un nombre entier.
Donc

a

t . —k=t . v
u—ae X sm.(x%)+a,e X sm.(zx;{>+etc.

Il ne reste plus qu'a trouver la série des constantes @, a,,
a;, a,, etc. Faisant t—o0 on a

. 3 . i3 . T
u=F x=a, sin. (x-x> +a, sm.(zx}—g) +a, sm.<3 xi) -+ ete.
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soit ¥ —=="r, et désignons Fx ou F (r§) ar fr; on aura
X 8 w P ?
fr=a, sin.r+ a, sin. 27 -+ a;sin. 3r+ a,sin. 4 r+ etc.

’ ror 2 . . .
Or, on a trouvé précédemment @,==_ f drfr.sin.ir, l'in-

tégrale étant prise de r==o0 a r==x. Donc

)—:a,,-—_—fdx Fx.sin. (zx%)

L'intégrale devait étre prise de r—=o a r=g5; donc elle doit
étre prise par rapport a z depuis x=o0 jusqua x=X. En
faisant ces substitutions, on forme I'équation

T
o —ht{ —k—t . ™ . ™
J—— X —_ —
v=gxc¢ {e sm.xxfd.x Fxsm.(.p,x)

a

iy
—k o= 2t . T .
+e X* .sm.(zx)—z fdxF.r sm.(zx%)—l—etc.]

(@)
353.

Telle serait la solution, si le prisme avait une longueur
finie représentée par 2 X. Elle est une conséquence évidente
des principes que nous avons posés jusqwici; il ne reste
plus qua supposer la dimension X infinie. Soit X=nr=,
n étant un nombre infini; soit aussi ¢ une variable dont les
accroissements infiniment petits dg sont tous égaux; on

. qd . (o (o
écrira g['_ au lieu de n. Le terme général de la série qui en-

tre dans I'équation () étant

2
a

—kitr . m
e "X sin(ixg in. ()
sl (zxx fdx Fzx sm.(zxx)
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On représentera par Iqé’ le nombre 7, qui est variable et

qui devient infini. Ainsi I'on aura

=T, n=r. =2
X_dg’ ’l~d(]’ l_dg’

En faisant ces substitutions dans le terme dont il s’agit, ou

—kge . .
trouvera e ' sin. qxfdx Fz sin. gx. Chacun de ces
k3
dg
quantité infiniment petite, et la somme de la série n'est
autre chose qu'une intégrale, qui doit étre prise par rapport

termes doit étre divisé par X ou ——, il devient par-la une

agdeg=oa g:%- Donc

2 —ht ?

—kg
v=re dge

tsin.qxfdx Fzsin.gx  (a).
l'intégrale, par rapport &2 x, doit étre prise de x==0 a
x=% , ce qui donne une fonction de g ; et la seconde inté-
grale doit étre prise par rapport a ¢ de g==o0 a g= % On

peut aussl €crire

(o] (o]
Y —ht -—frg’t . .
—=e fdge sin. qxfdaFasm.qa,
[} a

0 = <]

my__ —ht —gt i

ou —=e daFafdge sin. ¢ x sin. g «.
(] o

L'équation («) contient la solution générale de la question;
et, en substituant pour F z une fonction quelconque, assujettie
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ou mon & une loi continue, on pourra toujours exprimer
en z et ¢ la valeur de la température: il faut seulement re-
marquer que la fonction Fx correspond & une ligne formeée
de deux parties égales et alternes.

354.

Si la chaleur initiale est distribuée dans le prisme de telle
maniere que la ligne FFFF (fig. 17) qui représente cet état
initial soit formée de deux arcs égaux placés a droite et a
gauche du point fixe o, le mouvement variable de la chaleur
est exprimé par I'équation

v

wY —het [ A — kgt

_—= a 1 . 0S. .

=€ d I‘aque COS. § L COS. § =
[s]

o

Si la ligne £/ff (fig. 18) qui représente I'état initial est
formée de deux arcs pareils et alternes, lintégrale qui
donne la valeur de temperature est

Do fdafafdg T sin g sin. gu.
o o

Lorsquon supposera la chaleur initiale distribuée d'une
maniere quelconque, il sera facile de conclure des deux
solutions précédentes I'expression de ». En effet, quelle que
soit la fonction ¢ 2 qui représente la température initiale ct
donnée, elle se décompose toujours en deux autres I' x + f
dont l'une correspond a la ligne FFFF, et 'autre a la ligne
Sfff, en sorte que L'on a ces trois conditions:

Fr=F(—=z), fo=—f(—x), ¢ox=Fx+fx
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On a déja fait usage de cette remarque dans les art. 233 et
234. On sait aussi que chaque état initial donne lieu a un
état variable partiel qui se forme comme sil était seul. La
composition de ces divers états n'apporte aucun changement
dans les températures qui auraient lieu séparément pour
chacun d'cux. Il suit de la qu'en désignant par v la tempé-
rature variable produite par l'état initial que représente la
fonction totale ¢ 2, on doit avoir

asla

2

TY =e_]”(fdge——](g,t cos. qx | du Fu cos. ga
4]

]

+fa'ge-k9,t sin. gx | da fa sin. qa.)

[]

Si l'on prenait entre les limites —2 et +§ les intégrales

par rapport a «, il est évident que l'on doublerait les ré-
sultats. On peut donc, dans I'équaticn précédente, omet-
tre au premier membre le dénominateur 2, ct prendre

dans le second les intégrales pour «, depuis o;:—-s jus-

" I . . . ) .
qua a=+ . On voit facilement aussi que lon pourrait
+1 +1
écrirefda pa €0S. g a, au lieu de [ du Fa cos. ga; car il ré.

o

sulte de la condition a laquelle est assujettie la fonction S,
que l'on doit avoir

+3
o=fdafa €os. ga,
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On peut encore dcrire

+3 +3
/da(pasin.qa au licu de fdo:facos.ga,

, .
car on a évidemment

+3
C).:/du EFasin ga

=

On en conclut

5 +3
xvz=e (qu_k‘]’t(fdz §o COS. Go COS. q&
o A
4k
-+ /dv. 9o SiN. g sin. qx) ,

e

.

)

L E s L
ou mv=—e bydge kg t/da vacos. (qr—u),
by 2

¥

+3 I
ou va:e'ht[du (pr(lg e—_]{q’tcos.(qx—-——:,)-
Y 5
355.

La solution de cette seconde question fait connaitre dis-
tinctement quel rapport il y a entre les intégrales définies
que nous venons d’employer, et les résultats de I'analyse
que nous avons appliquée aux solides d'une figure déter-
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minée. Lorsque, dans les séries convergentes que cette ana-
lyse fournit, on donne aux quantités qui désignent les
dimensiouns, une valeur infinie; chacun des termes devient
mfiniment petit, et la somme de la série n'est autre chose
qu'une iutégrale. On pourrait passer directement de la
méme maniere et sans aucune considération physique des
diverses séries trigonométriques que nous avons employées
dans le chapitre III aux intégrales définies; il nous suffira de
donner quelques exemples de ces transformations dont les
résultats sont remarquables.
356.
Dans I'équation
I

I « I . . I .
Zﬁ:Sln.u+35m.3u+55m.5u+§sm.7u+etc.

, . . o X .
on écrira au heu de « la quantite & est une autre varia-

ble, et 7 est un nombre infini égal A ZI;-; g est une quantité

formeée successivernent par l'addition de ses parties infini-

ment petites égales a 4. On représentera le nombre varia-
I

. L9 Ty c x
ble ¢ par 7 Si dans le terme général srrT s (24 1) =

on met pour ¢ et » leucs valeurs; ce terme deviendra

pat

dg . ;- “dg .
fsm. 2 gx. Donc la somme de la série sera i/ “Lsin.2q .,
g

l'intégrale étant prise de g=0 a g:-—(—l).; on a donc Jé-
I
4
que soit la valeur positive de x. Soit 2gx="r, r étant une

. dg . . . .
quation - r = 2 /—fsm. 2 gz qui a toujours lieu, quelle

. d dr I dr .
nouvelle variable, on aura ?7 = et - -;-:f Tr ST
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ot i dr .
cette valeur de lintégrale définie f —r—'- sin. 7 est connue de-
puis long-temps. Si en supposant r négatif on prenait la

. ’ 1 . s
méme intégrale de r=0 a r==-—¢, on aurait évidemment

r . . ) 4
un résultat de signe contraire — - =.
357.

La remarque que nous venons de faire sur la valeur de
ae , a’r . . I I A f -
T'intégrale [ — sin. r qu est - # ou —-wpeut Servir a laire

o r ’ 2 2
connaitre la nature de I'expression
2 d g.sin.
= f 7959 cos. qx,
T, q

dont nous avons trouvé précédemment (article348) la
valeur égale & 1 ou & o, selon que x est ou n'est pas com-
prise entre 1 et — 1. En effet, on a

/“d—gcos xsin.g=" dqs' 1 —2 ﬂs'n I;
| 3 .q T sin.g=- 71n.q.x+ —3J7 in.gx—r;

) 4 I
— —— n
FToL— selon que x +- 1 est une

quantité positive ou négative; le second é f d—;l sin. ¢ x— 1

le premier terme vaut

vaut > 5 ou — %
4T 4
tive ou négative. Donc lintégrale totale est nulle si x + 1

=, selon que x—1 est une quantité posi-

et x—1 ont le méme signe; car, dans ce cas, les deux
termes se détruisent. Mais si ces quantités sont de signe dif-
férent, c’est-a-dire si I'on a en méme temps

r+1>0 et x—1<o0,

les deux termes s'ajoutent et la valeur de l'intégrale est = .
2
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s o dg . .
Donc l'intégrale définie 13_ / 795"1' g cos. g x est une fonction

de z égale & 1 si la variable x a une valeur quelconque
comprise entre 1 et — 1 ; et cette méme fonction est nulle
pour toute autre valeur de = non comprise entre les limites
I et—r,
358.
On pourrait déduire aussi de la transformation des séries
en intégrales les propriétés des deux expressions

dqcos.qx et gdgsin.gx
1447 1+ ¢° ’

LR , . \ —_— e
la premiere (art. 350) équivaut & e~ lorsque z est positive,

1 x . ’ . —
ct a e~ lorsque x est négative. La seconde équivaut a e

si x est positive, et & —e” sixest négative , en sorte que
ces deux intégrales ont la méme valeur, lorsque = est posi-
tive, ct ont des valeurs de signe countraire lorsque x est né-
gative. L'une est représentée par la ligne ecee, (fig. 19)
Pautre par la ligne ccce, (fig. 28 ).

L'equation

sin. ¢.sin.x  Sin.2e.sin. 2 sin. 3g.sin. 3.

I .
— § . X =— ; -
2a T 2. 3

-+ ctc.,

que nous avons rapportée (art. 226), donne immddiatement

woy 2 dgsin.g=sin. gz o .
Iintégrale - / 71/—1,7~; cette dernicre expression
 {

équivaut a sin. x, si x est comprise entre o et =, et sa valeur
est nulle toutes les fois que x surpasse =.
359.
La méme transformation sapplique a I'équation générale

[ I T Y T X T R I R R L Y L T T SRR RN TR TR T R )
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I . . . ,
-meu==sin.u [duousin.u+sin.2u [dugusin. 2u + etc.
2

faisant =", on désignera gu ou ¢ (=) par fx; on in-
==, 8 9 o () par fx,
troduira dans le calcul une quantité ¢ qui recoit des accrois-

. . . ‘. 3 ’ v I
sements infiniment petits, égaux a d¢, n sera égal 4 a7

ial;

g substituant ces valeurs dans le terme général

o oLx fdax raN . .z
sin. 2= [— (= )sin. (¢ —),
7 I n It
on trouvera d g sin. (]xfclx Sz sin. gx. L'intégrale par

rapport a u est prise de z=o0 a u=r=, dopc l'intégration
par rapport a x doit avoir lieu de z—0 & =n=, ou de x
nulle a « infinie.

On obticnt ainsi un reésultat général exprimé par cette
équation

o0 2]
1 . .
, mJSx=[dq sin. gx‘[dxfxsm.gx, (e)
L] o
c'est pourquoi, en désignant par Q une fonction de ¢, telle

que l'on aitfu.:fclq Q sin. gu, équation dans laquelle fu

. , 2 . .
est une fonction donnéde, on aura Q== [du fusin. gu,l'in-
b = q 2

grale ¢tant prise de « nulle & « infinie. Nous avons déja
résolu une question semblable (art. 346), et démontré I'équa-
tion gencrale
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én Fx:fa’q cos. qx/dxFa: cos.gx  (:)
o o

qui est analogue a la précédente.
360.

Pour donner une application de ces théorémes, nous sup-
poserons fe=2x", le second membre de I'équation () de-
viendra par cette substitutionfa’g sin. g xfdx sin. g -
L'intégrale

fdx sin. gz.z ou g—i—fqu sin. gz.(gx)
9

I

g'-q
u nulle a » infinie. Soit 1. cette intégrale totale

. r
fdu sin. u.u ;

il reste a prendre l'intégrale

qu sin. (¢x)-—— p ou y-xrfdu sin. .z ",
79

désignant par v cette derniére intégrale; prise de u nulle
u infinie, on aura pour résultat des deux intégrations suc-

équivaut a f du sin. u.u”, lintégrale étant prise de

. r . . .
cessives le terme z° p..v. On doit donc avoir, selon la condi-
tion exprimeée par l'équation (e),

! .Z'r—" xr ou =1
P py=_m;

ainsi le produit des deux transcendantes

(S T 1 LR R R RN LRI RN RN TR LSRN AR TN A AR RN A AR SR AN
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fdu w” sin. 1 et f’%‘u——rsin. zoestgw.

. 1 du.sin.u
Par exemple, si r==—-:, ou trouve pour [——-——sa valeur
i

connue \/i =,on trouve de la méme maniere
A

d i cos. u \/T .
—_— = s
‘/u 2 ?

Et de ces deux équations on pourrait aussi conclure la sui-
[+0]
: =9 1\~ qui / ~
: =}, qui mplo : -
vante qu e - 17, qui est employée depuis long
[¢]

tEIIlpS.

361.

On peut résoudre, au moyen des équations (e) et (c), le
probléme suivant, qui appartient aussi a 'analyse des diffé-
rences particlles : Quelle est la fonction Q de la variable ¢
qui doit étre placée sous le signe intégral pour que P'expres-
siouqu Qe 7% soit égale a une fonction donnée, linté-

grale étant prise de 7 nulle & ¢ infinie; mais sans s'arréter &
ces diverses conséquences dont l'examen nous ¢loignerait
de notre objet principal , on se bornera au résultat suivant,
que l'on obtient en combinant les deux équations (e) et (¢).
Elles peuvent étre mises sous cette forme :

oo [+ o]
ér.fx::fd(] sitn. qxfdafx sin. g a
[} o

o} (=]
1
et —Z-an:fdg cos. gz [ da Fa cos. qa.
Q

o



448 THEORIE DE LA CHALEUR.

Sil'on prenait les intégrales par rapport a e, depuis — 3 jus-
qu'a + 3, le résultat de chaque intégration serait doubl¢, ce
qui est une conséquence nécessaire des deux conditions

Sa=—f(—a) et Fa=F(—«),

on a donc les deux équations

o ~+ 00
rfr=[dgsin.qx[dafasin qa
Jireme]

=} ~+ 20

et nFa=/[dgcos.qxr[daFacos qa.
o -+ o0
On a remarqué précédemment qu'une fonction quelconque
p x se décompose toujours en deux autres, dont I'une, Iz
satisfait a la condition fx=F (—x), et dont l'autre fx satis-
fait a la condition fo—=-—f(—x). On a aussi les deux
équations

o:fda Fasin. ga et 0:fdafa €os. g a,

on en conclut

= (Fz-+fr)=n Qx:qu sin. gz [ de fasin. g«
°© - = = -+ o
—i—fdg COs. qxj‘da Fa cos. g «,
=] —R
[ +ac
et mp;t:fa'q sin. qx[(la ga sin. ga

Q -0
+ o0

[ea}
—i—qu cos. g x /da ¢ COS. § a,
‘Q

-0

voan 1 LR N R R T L NN N TR AR RN T XAY 11 SRR IR L VAR L R '
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~+ac <«
ou mpx:fa’a q)a:/dq (sin. g z sin. g a+€0s. g €0s. g a)
- (<]

40 o]

ou enfin @x:;lr/a’a q)afdg €os. (q (.27—-:1)) (E)
-0 o

L'intégration par rapport 4 ¢ donne une fonction de zeta, ct
la seconde intégration ferait disparaitre la variable 4. Ainsi la

fonction représentée par l'intégrale définie / d g cos. (g v—a)

a cette singuliere propriété, que si on la multiplie par une
fonction quelconque ¢« et par d«, et si 'on integre par
rapport a « entre des limites infinies , le résultat est égal a
= ¢ 2, en sorte que l'effet de l'intégration est de changer « en
z et de multiplier par le nombre =.

362.

On pourrait déduire directement I'équation (E) du théoréme
rapporté dans l'art. 234, p. 256 et 257, qui donne le dévelop-
pement d'une fonction quelconque Fx en série de sinus et de
cosinus d'arcs multiples. On passe de cette derniére propo-
sition & celles que nous venons de démontrer en donnant
une valeur infinie aux dimensions. Chaque terme de la série
devient dans ce cas une quantité différentielle. Ces trans-
formations des fonctions en suites trigonométriques sont
des éléments de la théorie analytique de la chaleur; il est
indispensable d'en faire usage pour résoudre les questions
qui dépendent de cette théorie.

La réduction des fonctions arbitraires en intégrales dé-
finies, telles que T'expriment Iéquation (E), et les deux
€quations élémentaires dont elle dérive donne lieu A di-
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verses conséquences que l'on omettra ici parce qu'elles
ont un rapport moins direct avec la question physique.
On fera sculement remarquer que ces mémes équations
se présentent quelquefois dans le calcul sous d’autres
formes. On obtient par exemple ce résultat :

o =]

(pxz;_f(loc 91‘/‘51(1 cos. (qz—a), (E)
[~]

(19

(=]

qui differe de I'équation (E), en ce que les limites de 'inté-
grale prises par rapport 4 « sont o et ; au lieu d'étre — ;
et + *. Il faut considérer dans ce cas que les deux équations
(E) et (E)donnent pour le second membre des valeurs c¢gales
lorsque la variable x est positive. Si cette variable est néga-
tive, l'équation (E') donne toujours pour le second membre
une valeur nulle. Il n'en est pas de méme de I'équation (E),
dont le second membre équivaut & = ¢, soit que l'on donne
4 x une valeur positive ou une valeur négative. Quant a
I'équation (E) elle résoud le probléme suivant. Trouver une
fonction de z telle que si x est positive, la valeur de la
fonction soit gz, et que si x est négative, la valeur de la
fonction soit toujours nulle.
363.

La question de la propagation de la chaleur dans unc
ligne infinie peut encorc étre résolue en donnant a l'inte-
grale de I'équation aux différences partielles une forme dif-
férentc que nous ferons connaitre dans larticle suivant.
Nous examinerons auparavant le cas ou la source de la cha-
leur est constante.

Supposons que la chaleur initiale étant répartie d'une
maniere quelconque dans la barre infinie, on entretienne la

BT 1 BT T O RN TN I T LN R IR A NN A L ALt A R R R LR T ARAE R
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tranche A 4 une température constante , tandis qu'une
partie de la chaleur communiquée se dissipe par la surface
extérieure. Il s'agit de déterminer I'état du prisme apres un
temps donné, ce qui est F'objet de la seconde question que
nous nous sommes proposée. En désignant par 1 la tempé-
rature constante de l'extrémité A, par o celle du milieu, on
aura e K S pour l'expression de la température finale
du point situé a la distance « de cette extrémité, ou seule-

—X . .
ment e en supposant, pour simplifier le calcul, que la

M ’ }{ . 7 1 b . r 7 v 7
quantite K-Lb— soit égale a I'unité. Désignant par » la tempé-

rature variable du méme point apres le temps écoulé ¢, on
a, pour déterminer v cctte équation

dv__ K d"» H.L
4iTCD da €D

AL
. . — [
501t maintenant v=—oe KS 4 o,
du K d*w HL |, du' du ,
o MR G =C D7 Taps Y O g = kg —hu,

en remplacant % par % et CH—DL_b par Z. Si l'on fait

u,__e—/ztu on a du_]cd’u.
- deT "V dx?
/T
la valeur de v ou v—e K.S en celle de la différence

entre la température actuelle et la température finale; cette
différence «, qui tend de plus en plus a s’évanouir, et dont
la derniére valeur est nulle équivaut d'abord 4

%
— —
Fax—e i’
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en désignant par Fx la température initiale d'un point situé
4 Ia distance . Soit fx I'exces de cette tempeérature initiale
sur la température finale , il faudra trouver pour « une fone-
tion qui satisfasse a l'équation ‘(%‘: Ag—;— —hu,etquiait
pour valeur initiale £z, et pour valeur finale 0. Au point A,
/L
ou x=o, la quantit¢ v—e K'S a, par hypothese,
une valeur constante égale a 0. On voit par-lé que u repre-
sente une chaleur excédente qui est d'abord accumulée dans
le prisme, et qui ensuite s'évanouit, soit en se propageant a
l'infini, soit en se dissipant dans le milien. Ainsi pour re-
présenter l'cffet qui résulte de I'échauffement uniforme de
I'extrémité A d'une ligne infiniment prolongée, il faut con-
voir 1° que cette ligne est aussi prolongée 4 la gauche du
point A, et que chaque point situ€ a droite est présentement
affecté de la température initiale excédente; 2° que l'autre
moitié de la ligne a la gauche du point A est dans un état
contraire; en sorte qu'un point placé a la distance —x du
point A a pour température initiale —fx - ensuite la cha-
leur commence & se mouvoir librement dans l'intérieur de
la barre, et & se dissiper 4 la surface. Le point A conserve
la température o, et tous les autres points parviennent insen-
siblement au méme état. Clest ainsi que 'on peut ramener
le cas ol le foyer extérieur communique incessamment une
nouvelle chaleur, 4 celui ou la chaleur primitive se propage
dans l'intérieur du solide. On pourrait donc résoudre la ques-
tion proposée de la méme maniere que celle de la diffusion
de la chaleur, articles (347) et (353); mais afin de multiplier
les moyens de résolution dans une matiere aussi nouvelle,

ot e T R R T R R I L R R TR Y R Ly R LR E LR
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on employera l'intégrale sous une forme différente de celle
que nous avons considérée jusqu’ict.

364.
0 it & T i d“—];d,u (oal
n satisfait a I'équation —==£—— en supposant u égale
. —x kt “ . A
ae e . Or cette derniére fonction de x et ¢ peut étre

mise sous la forme d'intégrale définie, ce qui se déduit tres-

facilement de la valeur connue de f dg ¢ 7.0n a en effet

V= :qu e—qi, lorsque lintégrale est prise de q:——_——g

ag=—+ é On aura donc aussi [/E:qu e_(’/""[’)n, b

étant une constante quelconque et les limites de I'intégrale
étant les mémes qu’auparavant. De I'équation

— —& [ —(q" b
L'r=e fa’ge (g2 7),
on conclut, en faisant &*—==%¢

kt I —q" —a2qgV
e :zfrlgc T,e22V ¢,

., x kt .
donc la valeur précédente de w oue “.e " équivaut A
1 ~ —q -(x—’,—zgl/,e_,)
—l/_';r:j dg e € N ;
on pourrait aussi supposer u égale & la fonction

—nx kn't
e

a e 3

@ et n étant deux constantes (ueclconques; et I'on trouvera
de méme que cette fonction équivaut a

173 @t —n {29V E:
7:[(1(] e 7 e gVke)
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On peut donc prendre en général pour valeur de « la somme
d'une infinité de valeurs semblables, et I'on aura

u:fdg e__?. (a‘ e_n,(x+2g Vke) +a‘e—n, (x+zg;/r,)

+a e———n,(x—|—2q Vke

+ etc.)
Les constantes a,, a,, a; etc., et n,, n,, n, etc. étant indé-
terminees, la série représente une fonction quelconque de

L'intégrale doit étre prise de u=—1 & u =<, et la valeur

de u satisfera nécessairement a I'équation j—:‘ =k ‘%‘ Cette
intégrale, qui contient une fonction arbitraire, n'était point
connue lorsque nous avons entrepris nos recherches sur la
theorie de la chaleur, qui ont été remises a I'Institut de
France dans le mois de décembre 1807 : elle a été donnée
par M. Laplace, dans un ouvrage qui fait partie du tome VI
des Mémoires de I'école polytechnique; nous ne faisous que
l'appliquer & la détermination du mouvement linéaire de la
chaleur. On en conclut

s H.L
—— dge To(z+29VFr)—e *V x5,

/H.L
lorsque t==0 la valeur de z est Fx—e™ ~ V K35 ou fz
donc q,zx:qu e"—g,q)x et q;x—_—‘—/lff:c. Ainsi la fonction

arbitraire qui entre dans lintégrale, est déterminée au

Foatr o O T R R Ty Y T TN Y R TRy R R L R R AR R R
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moyen de la fonction donnée fz, et Yon a I'équation sui-
vante, qui contient la solution de la question

ey /EL g
Ve——oe KS - T/deg e 7f(x+2gl/~/ft):

il est facile de représenter ce résultat par une construction.
365.

Nous appliquerons la solution précédente au cas ou tous
les points de la ligne AB ayant la température initiale o, on
échauffe 'extrémité A pour la retenir continuellement a la
température 1.1l en résulte que Fx a une valeur nulle lors-

H.L

—x junhing
KS§»

que x differe de o. Ainsi fx équivaut & —e
toutes les fois que « differe de o, et & o, lorsque « est nulle.
D’un autre coté il est nécessaire qu'en faisant x négative, la
valeur de fz change de signe, en sorte que l'on a la condi-

tion f( —a)=—/x. On connait ainsi la nature de la fonc-
HL
. . . -z —
tion discontinue fx; elle est —e KS lorsque x sur-

ey |
passe o, et + e XS lorsque « est moindre que o. Il faut
maintenant écrire au lieu de x la quantité x + 241 %z Pour
trouver u oufdg e 1? éf(x + 29V %), on prendra

d'abord l'intégrale depuis

x+2qV%ki==0 jusqua z+ 2q|/ﬂ::1

8]

et ensuite depuis x + 2 gV T r—=— gjusqu’ét xA-2¢V kt==0.

Pour la premiere partie on a
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— HL
1 —g —(xH29VTi)
_;vadq e g e Kb’

-

et remplacant % par sa valeur CLD on a

e VE,

v/ HL g 27\/ HL
I - X< - - T <.t
e KSf{doe . cns-t
ou — = q e
HL HL 2
ou —° x K_seC-D-S dae (7 (.Db )
Va 7

En désignant par r la quantité ¢ + \/ .t, l'expression

C.D.S

. e—=* /UL )
précédente est — =V ¥s.c c D S f dr e " cette in-

tégrale [ dr e doit étre prise par hypothese depuis

K¢ : " Kt I
ﬁ—o ]usqua -Z‘+2g — =,

ri29 C.D Q

ou depuis

. 1
jusqua g = o

. X
7= 2\/Kt
C.D
HL x 3 " I
['s) f — t— — a ==
u de V cos \/Kt jusqua r==g
C.D ’

la seconde partie de l'intégrale est

G e R AL
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K7
Viw-fdr]e_q’e x+2£7\/ ) ;

ald

HL H.L ;
x = _— .
C.D.S —_—
b4 KS e fdf‘ e ,

en désignant par » la quantité q—\/ CHDLS .t. Liintégrale

f dre” " doit étre prise d’apres I'hypothese depuis

K¢ I 1
TH29V e o S
I x . .
A g— —, c'est-a-dire, depuis

oude g=—- 4 g=—
*V o

x
HLt

1 * 7
T e— X == — < -
r o Jusqua CD.S 2\/fz
C.D

Ces deux premieres limites peuvent, d'apres la nature de la

. —r . , .
fonction e, étre remplacées par celles-ci :

¥
et r—-.
o

_ H.L z
r_’\/C.D.St+ 2\/m ’

CD

Il suit de la que la valeur de « est exprimée ainsi :

\/ H.L ¢

——x —

ks (.:.D.S —
. fdre

\/R's CDb
fa’re r——e
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la premiere intégrale doit étre prise depuis

7—\/ Z __ Gusqua r=1

topst e 1Wd o’
CD

¢t la seconde depuis

HL 3 . " 1
r— {— —  jusqua r—-.
C.D.S Kt ] q o

c.D
Représentons maintenant par ¢ R l'intégrale VL_ f dr e
. . 13N 1 4
depuis r—=R jusqu’a r=— et I'on aura
HL HL
x

p DS Ka¢< b )
- ’ CDS ./ Kt

C.D
ch —”\/— < x
ch ) K_t)

Cc.D

HL
T v —FThe b .
donc %' qui équivaut A e €-D-S | 4 a pour expression

HL

—r

x )—6 \/Ks¢(
2\/g CDb

x — HL
KS KS H.L
= —_—C —
et v=¢ ¢(\/ c.n.st m
r )

+e KS¢< x )
CDS Kz
”VcT)
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La fonction désignée par { R est connue depuis long-temps
et lon peut calculer facilement, soit au moyen des séries
convergentes, soit par les fractions continues, les différentes
valeurs que regoit cette fonction, lorsqu’on met au milieu
de R des quantités données; ainsi I'application numérique
de la solution n'est sujette & aucune difficulté.

366.
Si I'on fait H nulle, on a
=) )
2/ B 2/ Kt
cD c.D

Cette équation représente la propagation de la chaleur dans
une barre infinie, dont tous les points étaient d'abord a la
température o, et dont I'extrémité est élevée et entretenue
4 la température constante 1. On suppose que la chaleur ne
peut se dissiper par la surface extérieure de la barre; ou,
ce qui est la méme chose, que cette barre a une épaisseur
infiniment grande. Cette derniere valeur de @ fait donc con-
naitre la loi suivant laquelle la chaleur se propage dans un
solide terminé par un plan infini, en supposant que ce mu
infiniment épais , a d'abord dans toutes ses parties une tem-
pérature constante initiale o, et que I'on assujettit la surface
4 une température constante 1. Il ne sera point inutile de
faire observer quelques résultats de cette solution.

En désignant par ¢(R) l'intégrale -‘—/l—; f dr e " prise
depuis r=o0 jusqua r=R; on a lorsque R est une quan-
tité positive,,

Y(R)=2—¢(R) et {(—R)=:+¢(R),
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donc

Y(—R)—y(R)=24(R) et v=r1—29(—3=);
RV

en développant l'intégrale ¢ (R) on a

o(R)= = (R—;.gW + IR — L 3.537 + etc.);

1.2 0 1.2.

1 1 x O { x 3 I x 5
z”W’—;W——\/——?+I 3(-\/7—7) “35'(7%) + ete.
2 2 il 2 D

1° Si I'on suppose x nulle, on trouvera v=1; 2° si 2 n'étant
P ’ ;
point nulle, on suppose t==o0; la somme des termes qui

contiennent x représente l'intégrale f dr e_r’prise depuis
r=o jusqu’a r—=2=1et par conséquent équivaut a Iv/z:done
o] 2
v est nulle; 3° différents points du solide placés & des pro-
fondeurs différentes z, x, x; etc. parviennent a une méme
temperature apres des temps différents x, x, 2, etc., qui
sont proportionnels aux quarrés des longueurs x, z, 2, etc. ;
4° Pour comparer les quantités de chaleur qui traversent

pendant un instant infiniment petit une section S placée
dans l'intérieur du solide 4 la distance  du plan échauffé
P ’

. d ,
on prendra la valeur de la quantité —K S d—.: et I'on aura
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--cji.,- e R

e . o dw " ‘ ’
ainsi 'expression de la quantité —. est entierement dégagde

du signe intégral. La valeur précédente & la surface du solide
échauffé est S. ‘%)'T/‘é—x, ce qui fait connaitre comment le

-
flux de chaleur 4 la surface varie avec les quantitésC.D K , ¢,
pour trouver combien le foyer communique de chaleur au
solide pendant un temps €écoulé ¢, on prendra l'intégrale

fs VED.VK D \/K dt ou 28 \/c.—n‘/._l/i.v’iz
x
ainsi la chaleur acquise croit proportionnellement 4 la racine
quarrée du temps écoulé.
367.
On peut traiter par une analyse semblable la question de
la diffusion de la chaleur qui dépend aussi de I'intégration

y . dw AT ,
de I'équation 75 =k {—{?—hv. On représentera par fx la

température initiale d'un point de la ligne placée a la dis-
tance x de l'origine, et on cherchera 4 déterminer qu'elle
doit étre la température de ce méme point apres un temps .

faisant v = "% ; R
alsant v=e¢ > ON aura —— = 5, et par consequenr

:=qu e ¥ pla+agV ). Lorsque t==o0 on doit avoir
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1":fx=:qu e T ox ou gx:;’:fx; donc

—bhe

v="or [dg e 77 flax+2qVL7F0)

Pour appliquer cette expression générale, au cas ou une
partie de la ligne depuis x—=—a« jusqu'a =1« est unifor-
mément échauffée , tout le reste du solide étant a la tempéra-
ture o, il faut considérer que le facteur f(x+ 24V %¢) qui
multiplie e~ 7 a,selon I'hypothese, une valeur constante 1,
lorsque la quantité qui est sous le signe de la fonction est

comprise entre —« et a, et que toutes les autres valeurs de

ce facteur sont nulles. Donc l'intégrale f dq e 7 doit étre

prise depuis z+ 2 gl kr=-—0« jusquid x+ 29V Fi=a,
: X . ”n _ —r+ta , .
ou depuis g=———— Jusqua g—=——-—. En désignant

comme ci-dessus par ‘%4; R Tintégrale f dre™ " prise de-
puis =R jusqu’a r:é, on aura
_ —ht ———a —_x+a
v=e MW (GED - (G )

368.

Nous appliquerons encore I'équation génerale

—he
'v=e‘/;qu e ? flx+24qV72),

au cas ou la barre infinie échauffée par un foyer d’une in-
tensité constante 1 est parvenue a des températures fixes,
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et se refroidit ensuite librement dans un milieu entretenu
a la température o. Pour cela il suffit de remarquer que la
%

. e ;. , , . . - iy
fonction initiale désignée par fx équivaut 4 e £ tant
que la variable & qui est sous le signe de fonction est posi-

oSk
tive, et que cette méme fonction équivaut e & lors-

que la variable qui est affectée du signe / est moindre que
o. Donc

—he x\/ﬁ
k

= (fdg e e — e 2OV Ee

+fdg e ‘e _»6271//,7>

la premiere intégrale doit étre prise depuis

"U_

r+ogVkt=o0 jusqua z-+aqlTr="
et la seconde depuis
b ¢ . [XY —
&+ 2gVhki=-— jusquia x+2¢L Ti=o0,

L.a premiere partie de la valeur de » est
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en faisant r=g¢ + 1%+ L'intégrale doit étre prise depuis
__ —x . ”"

1=y Jwsqua 7=

. . ) 4

ou depuis r=V'he—: VA jusqua r=_

La seconde partie de la valeur de » est

dre '

_.ht .z‘\/qu , 337‘/*—‘ ou .r\/’l e

en faisant 7=¢ —|%:. L'intégrale doit étre prise de

I x Z 4
re——-ar— ———_,ouder= — —-
5 V%t PNV kit = ar— 5

on en conclut I'expression suivante :

_’\/Z x x\/ )

v=e 4’(‘/"_"’37ﬁ>+e ‘I’(V—+sz,

369.
On a obtenu art. (367) I'équation

q)___e—/zt —.r-l—ac)_ (-—-x-{-a)!

_ 2 V'ke Y\ 2V )
pour exprimer la loi de la diffusion de la chaleur dans une
barre peu épaisse, échauffée uniformément a son milieu
entre les limites données & =—=—a, =+ «. On avait précé-
demment résolu la méme question en suivant une méthode

différente , et Pon était parvenu, en supposant a=1 &
I'équation

IR R T T T R R L R R R R LR
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v=>2¢" l"fdg cos. g sin.q.e—gzkt art. (348).

™ 4]

Pour comparer ces deux résultats, on supposera dans l'un
et 'autre x=o0; désignant encore par ¢ (R) I'intégrale

fdr e

prise depuis »—o jusqu’'a »=—R, on a

v (Tt ) |

_ l LR 4 3
o V== v E T 3‘(2\/7??>

I 1/ 5 1  { o 7
+x—.2‘5<2Vﬁ> 53 5(2;/;:) +et0-i
d’un autre codte on doit avoir

2 —/ztqu . —qkt
v=<e —Zsin.ge , ou
T q

__a —ht —gke 7 g* g’
V=€ dqe (I 2.3+n.3,4.5—2.3.4.5.6

+ ete.)

" , — am . . . "
Or l'intégrale [due LU prise depuis z=—o jusqu’a
1 .
«=_ aune valeur connue, m étant un nombre entier po-

sitif. On a en général

—u’ 2m
fdue u =

I'équation précédente donne donc, en faisant ¢*kt=uw",
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—ht
o= fdue™ (1= b s
T wVhe 2.3kt 2 3.4.57 k¢
uﬂ

I
3456, FF T etc‘) ’

on w=2°_ [ r_ 1 _._‘:>3+_‘_E ( ‘_)5
Ve L2vViEe 1 3\avia r.2 5\2 V%
1 1 I 7
—“—37<'7?> + ete. |
Cette équation est la méme que la précédente, lorsqu'on
suppose «==1. On voit par-la que ces intégrales , que l'on a
obtenues par des procédés différents ,conduisent aux mémes
séries convergentes , et I'on parvient aussi a deux résultats
identiques, quelle que soit la valeur de .

On pourrait, dans cette question comme dans la préce-
dente, comparer les quantités de chaleur qui, dans un in-
stant donné, traversent différentes sections du prisme échauffé,
et 'expression générale de ces quantités ne contient aucun
signe d’'intégration ; mais, sans s'arréter a ces remarques,
on terminera cette section par la comparaison des différentes
formes que I'on a données a l'intégrale de I'équation qui re-
présente la diffusion de la chaleur dans une ligne infinie.

3ro.

<o ., _du d*u
\ 17

Pour satisfaire a 'équation E—K 75 On peut supposer
—zx kt 'y —nzx nkt P

u—e .e ,eten général u=e .e ', on en déduit

facilement, art. 364, l'intégrale

u—_—‘que_—q“tp(w-f- 2gV'ke),
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+_
De T'équation connue /5= [ dq e 7 on conclut celle-ci

°

43
Vr = f dgq e~ 4+4) o ¢tant une constante quelconque;

a’ T —g —2aqagq’
ona donc e” = ;,—_fdg e 1 e 7, ou
w

LI} 32

&@_ 1 —q" 2‘a9_2ag’
e _‘T;fdg e (1—2ag+—2 =3 +etc.).

Cette équation a lieu, quelle que soit la valeur de 2. On peut
développer le premier membre; et, par la comparaison des
termes, on obtiendra les valeurs déja connues de l'intégrale

f dg e —7 q 2", Cette valeur est nulle lorsque n est impair,

et 'on trouve, lorsque 7 est un nombre pair 2m,

—¢* 2am__ 13519 am-—1 -
qu e q ——';'5';..-. * ‘/"TL'.

2

3.
4
Onaemployé précédemment pour I'intégrale de I'équation

a

du__ ]fd ~ Texpression
de— ‘dr p
~n® ket - —nkt -n® ket
u=a.e cos.n,x4a.e cos.n,x+a,e COS. U; +ete.
ou celle-ci

-nkt . -n’ k¢ . ~n* kit .
U=—a,e sin.n,x+a,e sin.n,x+ae SIn.z;x4-ete.

@.a.aa,... etc. et n,n,n;n, etc. étant deux séries de con-
stantes arbitraires, 1l est aisé de voir que chacun de ces termes
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équivat & lintégrale [d g ¢ sin. n(z+29/F) ov
fdg e~ ! cos. n(x+2qLF7)

En effet, pour déterminer la valeur de I'intégrale
qu e 7 sin. (z+2qV/F7);

on lui donnera la forme suivante :

qu ¢ sin, x cos. 2ql/k—t+que~7’cos.xsin.zg\/k—:;

ou celle-ci,
. 29V =k 2qLV "k¢
_g . & e
que sm.x( - -+ - )
s 29V "ke —3 gV =k
+que qcos.x(eu/__ B PV ),

qui équivaut a
e % sin. x(%qu e—(g—Vﬂ)’+§qu e-—(7+‘/r')")

-l—e_ktcos.x( ! que_ﬂ’e—(q—\/ﬂ)’__;‘/;:_:lqu e——(q+t/1.—h)’)

2V

lintégrale f dq e~ (2EV=R) prise depuis g:—% jus-
qu'a g:% est Lz, on a donc pour la valeur de I'integrale

qu e 7 sin. (x+2¢V%%), la quantité e * sin. V7,

et en géneral
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*‘n%tsin.(nx)\/{::: dq e ¥ sinn(x+ 29V %),

on déterminera de la méme maniere l'intégrale
fdg e ¥ cos.n(x+ 29V %),

dont la valeur est ¢~ ¥ cos. (nx) .V'=.
On voit par-la que l'intégrale

-nt ke . —n* kit .
e "asinnx+bcos.nx)+e T (a.sinn,x + b,cos.n,x)

—nkt .
e (a;sin. nyx + bycos.n,x) + etc.

équivaut a
PR sin.n, (x4-2¢ Vi) + kb, sinn, (v+29 V'ke) + etc.
f q¢€ b cos.n (x+2ag V ke -+ b,cos.n, (k4291 7t) +- ete. ’
La valeur de la série représente, comme on I'a vu précédem-

ment, une fonction quelconque de x+ 241 % ; ainsi l'inté-
grale génerale sera exprimée ainsi :

fu:qu e_q’q)(w -+ 291//7})

. ’ ’ . du d*u

] 1 A
Au reste, l'intégrale de I'équation ——=Fk -— peut étre
présentée sous divers autres formes. Toutes ces expressions

sont nécessairement identiques.
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470 THEORIE DE LA CHALEUR.
SECTION DEUXIEME.

Du mouvement libre de la chaleur dans un solide wnfint.

37a.
; , )1 . dw K 4w .
Iiinréerace de Péquation — =~ .~—  (a) fournit

immeédiatement celle de I'équation 4 quatre variables

dv K rd*y dv dw
e co\dz tay Y ) (A)

comme nous l'avons déja remarqué en traitant la question
de la propagation de la chaleur dans un cube solide. Clest
pour cela qu’il suffit en général de considérer leffet de la
diffusion dans le cas linéaire. Lorsque les corps n'ont point
leurs dimensions infinies, la distribution de la chaleur est
continuellement troublée par le passage du milieu solide
au milien €lastique ; ou, pour employer les expressions
propres a l'analyse, la fonction qui détermine la tempéra-
ture ne doit pas seulement satisfaire a I'équation aux diffé-
rences partielles et & I'état initial; elle est encore assujettic
a des conditions qui dépendent de la figure de la surface.
Dans ce cas l'intégrale a une forme plus difficile 4 connaitre,
et il faut examiner la question avec beaucoup plus de soin
pour passer du cas d'une coordonnée linéaire a celui des
trois coordonnées orthogonales : mais lorsque la masse solide
n'est point interrompue, aucune condition accidentelle ne
s'oppose a la libre diffusion de la chaleur. Cet élément se
meut de la méme maniere dans tous les sens.
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La température variable v d'un point d'une ligne infinie
est exprimée par l'équation

Y

™~
R
-

-+
v=12fdg T flaragl )

o

N

a désigne la distance entre un point fixe o, et le point nz,
dont la température équivaut a v apres le temps écoulé ¢,
On suppose que la chaleur ne peut se dissiper par la sur-
face extérieure de la barre infinie, et I'état initial de cette
barre est exprimé par I'équation »=fz. L'équation diffé-
rentielle & laquelle la valeur de » doit satisfaire est celle-ci:

dv K d* » »
2i—C.D dw (@).
. . . ;o dv d* v
Mais pour simplifier le calcul, on éerit -~ =-— (0);
Ce qui suppose que l'on emploie au lieu de ¢ une autre in-
, <y , « Kz
déterminee ¢ égal a V)

Si dans une fonction de x et de constantes fa on
substitue @+ 2n1-7 a x, et si, apres avoir multipli¢ par

2

dn —n . ' ..
=€ ., on integre par rapport a n entre des limites

. . . 1 —n’ . .
infinies, 'expression Vo fdrz e S(z+2n\ ) satisfera,
v

comme on l'a démontré plus haut, a I'équation différen-
tielle (b); c'est-a-dire que cette expression a la propriété de
donner une méme valeur pour la fluxion seconde par
rapport 4 x, et pour la fluxion premicre par rapport a ¢
Dapres cela il est évident qu'une fonction de trois variables
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f(x,y,z) jouira d'une semblable propriété, si I'on substitue
au lieu de x, y, z, les quantités

x+2nV't, y+2pVe, 2+ 29V,

et si 'on integre apres avoir multiplié par

_— —p? d __nt.
[lne wt dp p't q_e 7t

Vi Vg Vi

En effet, la fonction que l'on forme ainsi,

1 —(+p+q7) - -
—fdrfdp|dg e (x+2nV Ly +2pV 24217
= f f Pf q S W +2p D

donnera trois termes pour la fluxion par rapport a ¢, et
ces trois termes sont ccux que l'on trouverait en prenant
la fluxion seconde pour chacune des trois variables x,y, z.
Donc l'équation

— —%fd ,Jd pfdq D) ok oLy apl Tz 29l 7) (D,

donne une valeur de » qui satisfait 4 I'équation aux diffé-
rences partielles
dv _d*v d'v d'w
wi—aw ot B
373.

Supposons maintenant qu'une masse solide sans figure,
(Cest-a-dire qui remplit I'espace infini) contienne une quantité
de chaleur dont la distribution actuelle est connue. Soit
v=F(x,y, z) I'équation qui exprime cet état initial et arbi-
traire, en sorte que la molécule dont les coordonnées sont

R TR T T Ry I LR TN R R N RN AR R T R KRRy LR AR L KA R
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&, ¥,z a une température initiale égale a la valeur de la
fonction donnée F(x,y,z). Oun peut se représenter que la
chaleur initiale est contenue dans unc certaine partic de la
masse dont le premier état est donné au moyen de l'équation
v==F(x,y, z), et que tous les autres points ont une tempé-
rature initiale nulle. 11 s’agit de connaitre quel sera, apres un
temps douné, le systéme des températures. Il faut par con-
séquent exprimer la température variable » par une fonction
¢ (x, 5,2, t) qui doit satisfaire a I'équation générale (A) et a
la condition ¢ (x,¥,z,0)=F(z,y, z). Or la valcur de cette
fonction est donnée par l'intégrale

v:n~%/dnfdpqu A Pl Flx+any 7).

En effet, cette fonction v satisfait & I'équation (A), et si
Yon y fait £==o0, on trouve

w_%fdnfdpqu e (WHP ) F(xz,y, 2).

ou, en achevant les intégrations, F (x, y, z).
374.

Puisque la fonction v ou ¢ (&, y, 2, t) représente [état
initial lorsqu'on y fait t=o0, et qu'clle satisfait a I'équation
différentielle de la propagation de la chaleur, clle représente
aussi I'état du solide qui a lieu au commencement du second
instant, et en faisant varier le second etat, on en conclut
que la méme fonction représente le troisieme état du so-
lide, et tous les états subséquens. Ainsi la valeur de v, que
'on vient de déterminer, contenant une fouction entiere-
ment arbitraire des trois var