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1 Ââåäåíèå

Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè � ïðè ïîìîùè å�å ìåòîäîâ è
å�å îñíîâíûõ îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ. Ìåòîäû âêëþ÷àþò â ñåáÿ êîìïëåêñíûé àíàëèç, àíàëèç
Ôóðüå, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è òàê äàëåå. Îñíîâíûå îáúåêòû èçó÷åíèÿ àíàëèòè÷å-
ñêîé òåîðèè ÷èñåë � êîëè÷åñòâî, ðàñïðåäåëåíèå, ðîñò.

Êàê ïðàâèëî, îñíîâíàÿ òåìà ââîäíîãî êóðñà àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë ýòî äîêà-
çàòåëüñòâî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë è, åñòåñòâåííî, ñâîéñòâà ζ-ôóíêöèè
Ðèìàíà. Ýòî öåíòðàëüíûå âîïðîñû, íî ìû èìè â ýòîì êóðñå çàíèìàòüñÿ íå áóäåì.

Íàøà öåëü â äðóãîì. Ìû õîòèì äàòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
÷èñåë, ïðèäàâ îñîáîå âíèìàíèå îáëàñòÿì ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé.

Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåãî ïëàíà:

1. Àääèòèâíàÿ ñòðóêòóðà è ñâîéñòâà ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà öåëûõ
÷èñåë Z è, â îáùåì ñëó÷àå, ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ëþáîãî êîììóòàòèâíîé
ãðóïïû.

2. Àääèòèâíàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåë�åííûõ ïîäìíîæåñòâ Z, òàêèõ êàê ìíîæåñòâî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë.

3. Ñâîéñòâà (òàêèå êàê ðîñò) ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû.

Îäíà èç ñàìûõ âàæíûõ òåì â ñîâðåìåííîé òåîðèè ÷èñåë � ìîäóëÿðíûå ôîðìû. Èç-
çà íåäîñòàòêà âðåìåíè, îíè íå âõîäÿò â íàø ìèíèìàëüíûé ïëàí. Çàòî, åñëè â êîíöå
îñòàíåòñÿ âðåìÿ, ìû ðàññìîòðèì èõ îñíîâíóþ òåîðèþ è îäíî èç ïðèëîæåíèé.

2 Àääèòèâíàÿ êîìáèíàòîðèêà

Ïóñòü ìíîæåñòâî A êîíå÷íî è |A| îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A.

Òåîðåìà. (Ðîò, 1953) Ïóñòü A ⊂ {1, . . . , N}. Ïóñòü ρ îáîçíà÷àåò ïëîòíîñòü ìíî-

æåñòâà A â ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë îò åäèíèöû äî N , òî åñòü ρ = |A|
N . Ïóñòü

N > N0, ãäå N0 çàâèñèò îò ρ ñëåäóþùèì îáðàçîì

N0 6 ee
C
ρ
, òî åñòü ρ>

CN

log logN

ãäå C � àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà

∃a, d 6= 0 ∈ Z : a, a+ d, a+ 2d ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå a, d ∈ Z, d 6= 0, òàêèõ ÷òî a, a+ d, a+2d ∈ A, ýêâèâà-
ëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ a1, a2, a3 ∈ A òàêèõ ÷òî a1 + a3 = 2a2, a1 < a2 < a3, ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

(1A ? 1A ? 1−2A)(0) > |A|,
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ãäå

1A(n) =

{
1, åñëè n ∈ A;
0, åñëè n /∈ A,

è ñâåðòêà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f ? g(n) =
∑

m1+m2=n

f(m1)g(m2),

è
−2A = {−2x, x ∈ A}.

Ïî÷åìó ìû òðåáóåì "> |A|"? Êîëè÷åñòâî "òðèâèàëüíûõ"ïðîãðåññèé âèäà a, a, a ñ
a ∈ A � ýòî òî÷íî |A|. Ìû õîòèì çíàòü, åñòü ëè íåòðèâèàëüíûå ïðîãðåññèè â A.

Íàïîìèíàíèå. Ïóñòü f : Z −→ C. Òîãäà å�å ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé

f̂(α) =
∑
n∈Z

f(n)e(αn),

ãäå e(t) = e2πit, α ∈ R/Z. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè f è f̂ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû, òî

âûïîëíåíà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

ˆ̂
f(α) = f(−α), òî åñòü

f(n) =

∫
R/Z

f̂(α)e(−α)dα.

Òàêæå âûïîëíåíî ñâîéñòâî

f̂ ? g = f̂ · ĝ.

Òàêèì îáðàçîì

(1A ? 1A ? 1−2A)(0) =

∫
R/Z

̂1A ? 1A ? 1−2A(α)dα =

=

∫
R/Z

(1̂A(α))
2(1̂−2A(α))dα =

∫
R/Z

(1̂A(α))
2(1̂A(−2α))dα.

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò èíòåãðàë áîëüøå, ÷åì |A|.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1̂{1,...,N}(0) = N, 1̂{1,...,N}(α) ≈ 0, α � 0.

Ïóñòü A ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà èëè âûïîëíåíî

1̂A ∼ ρ1̂{1,...,N}

èëè ñóùåñòâóåò α � 0, òàêîå ÷òî |1̂A(α)| äàëåêî îò |A|. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êàê ìû óâè-
äèì |A| âåä�åò ñåáÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå êàê {1, . . . , N}, èëè êàê ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî
ïëîòíîñòè ρ, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñ òðåìÿ ýëå-
ìåíòàìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â |A| ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ òðåìÿ
ýëåìåíòàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå A íå âåäåò ñåáÿ êàê {1, . . . , N}; ó A åñòü ñòðóêòóðà, è
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äîêàçàòåëüñòâå ýòó ñòðóêòóðó.

Áîëåå ôîðìàëüíî, ïóñòü

fA(n) = 1A(n)− ρ1{1,...,N}.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ
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1.
∀α ∈ R/Z |f̂A(α)| < εN,

ãäå ε áóäåò âûáðàíî ïîçæå. Òîãäa

(1A ? 1A ? 1−2A)(0) =

∫
R/Z

(1̂A(α))
2(1̂A(−2α))dα

=

∫
R/Z

ρ(1̂A(α))
2(1̂{1,...,N})(−2α)dα︸ ︷︷ ︸

=ρ1A?1A?1{−2,...,−2N}(0)=ρ|A|2=ρ3N2

+

∫
R/Z

(1̂A(α))
2f̂(−2α)dα︸ ︷︷ ︸

|·|<εN
∫
R/Z |1̂A(α)|2dα=εN

∑
n |1̂A(n)|2=εN |A|

Òîãäà âûáèðàÿ ε = ρ2 − 1
N , ìû ïîëó÷àåì

(1A ? 1A ? 1−2A)(0) > ρ3N2 −
(
ρ2 − 1

N

)
|A|N = ρ3N2 − ρ2|A|N + |A| = |A|,

÷òî çàâåðøàåò ïåðâûé ñëó÷àé.

2.
∃α ∈ R/Z |f̂(α)|> ρ2N − 1

Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ïðèíöèïà Äèðèõëå

∀Q∃a, q6Q

∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣6 1

qQ
. (1)

ýòî îçíà÷àåò ÷òî αn mod 1 (è e(αn)) ïî÷òè ïîñòîÿííû íà àðèôìåòè÷åñêèõ ïðî-
ãðåññèÿõ äëèíîé ìåíüøå, ÷åì Q ïî ìîäóëþ q.

Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ìíîæåñòâî {1, . . . , N} â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ïî ìîäóëþ q äëèíîé L, òî åñòü

{1, . . . , N} =

( ⋃
P∈P

P

)
∪O,

ãäå P - ñåìåéñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé äëèíîé L ïî ìîäóëþ
q, |P|6 N

L è îñòàòîê O óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |O| < qL.
Äëÿ ëþáîãî P ∈ P è äëÿ ëþáîãî n ∈ P

e(αn) = e(α(n0 + lq)) = e(αn0)e(lαq) = e(αn0)e(l{αq}),

ãäå {x} � ýòî äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (1)

|e(l{αq})− 1|6 2π
L

Q

è ïîýòîìó∣∣∣∣∣∑
n∈P

fA(n)e(αn)

∣∣∣∣∣6
∣∣∣∣∣∑
n∈P

fA(n)e(αn0)

∣∣∣∣∣+ ∑
n∈P
|fA(n)| |e(l{αq})− 1|6

∣∣∣∣∣∑
n∈P

fA(n)

∣∣∣∣∣+ 2π
L

Q
.

Òàêèì îáðàçîì

ρ2N − 16 |f̂(α)| =

∣∣∣∣∣∑
n

f(n)e(αn)

∣∣∣∣∣
6
∑
P∈P

∣∣∣∣∣∑
n∈P

fA(n)e(αn)

∣∣∣∣∣+ ∑
n∈O
|fA(n)|6

∑
P∈P

∣∣∣∣∣∑
n∈P

fA(n)

∣∣∣∣∣+ 2π
|P|L
Q

+ qL.

(2)
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Çàìå÷àåì, ÷òî∑
P∈P

∑
n∈P

fA(n) =
∑
n/∈O

(1A(n)− ρ)6 |A| − ρN + |O| = |O| ≤ qL− 1. (3)

Ìû ìîæåì äîáàâèòü âûðàæåíèÿ (2) è (3)

∑
P∈P

(∑
n∈P

fA(n) +

∣∣∣∣∣∑
n∈P

fA(n)

∣∣∣∣∣
)
> ρ2N − 2π|P|L2

Q
− 2qL

> ρ2N − 2πNL

Q
− 2QL>

ρ2N

2
,

ãäå ìû âûáèðàåì

Q = b
√
πNc, L = bρ

2Q

8π
c ≥ ρ2Q

8π
− 2.

Ïî÷åìó ìû äîáàâëÿåì (2) è (3)? Â îáùåì ñëó÷àå âåðíî, ÷òî

x+ |x| =
{

2x, åñëè x> 0;
0, åñëè x < 0,

Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå, èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ∃P ∈ P, òàêîå ÷òî∑
n∈P

fA(n)>
ρ2N

4|P|
.

Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

|A ∩ P |>
∑
n∈P

1A(n) = ρ|P |+
∑
n∈P

fA(n)

> ρL+
ρ2N

4|P|
>

(
ρ+

ρ2

4

)
L,

òàê êàê |P|6 N
L .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A
′
=
A ∩ P − n0

q
+ 1,

ãäå n0 � ïåðâûé ÷ëåí â P . Ìû çíàåì, ÷òî

A
′
⊂ {1, . . . , L}, |A

′
|>
(
ρ+

ρ2

4

)
L.

åñëè ìû íàøëè a, a + d, a + 2d ∈ A′ , òî â A ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ
ýëåìåíòàìè aq + n0, aq + n0 + dq, aq + n0 + 2dq.

Åñëè æå òàêèå ýëåìåíòû íå ìîãóò áûòü íàéäåíû, òî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A
′′
, êî-

òîðîå ñòðîèòñÿ èç A′ òàê æå, êàê A′ ñòðîèëîñü èç A. Ìû ïîâòîðèì ïðîöåññ ñíîâà è ñíîâà
è, òàêèì îáðàçîì, ìû ëèáî ïðèä�åì ê ïåðâîìó ñëó÷àþ, òî åñòü ìû íàøëè àðèôìåòè÷å-
ñêóþ ïðîãðåññèþ ñ òðåìÿ ýëåìåíòàìè è òåîðåìà äîêàçàíà, ëèáî áóäåì âñåãäà ïîïàäàòü
âî âòîðîé ñëó÷àé, òî åñòü

|A| = ρN, A ⊂ {1, . . . , N}

|A
′
|>
(
ρ+

ρ2

4

)
N
′
= ρ

′
N
′
, A

′
⊂ {1, . . . , N

′
},

|A
′′
|>

(
ρ+

ρ2

4
+
ρ+ ρ2

4

4

)
N
′′
= ρ

′′
N
′′
, A

′′
⊂ {1, . . . , N

′′
},

. . .
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Ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð ïîêà íå âûïîëíåíî óñëîâèå, ÷òî

N (k) > 1.

Îäíàêî, ïëîòíîñòü íà k-ì øàãå ρ(k) íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1, ïîòîìó ÷òî ýòî íå
èìååò ñìûñëà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïëîòíîñòü íà k-ì øàãå ρ(k) ñòàíåò áîëüøå, ÷åì 2ρ,
êîãäà k> 4

ρ è áîëüøå åäèíèöû, êîãäà k> 4
ρ +

1
ρ = 5

ρ (ïîòîìó ÷òî log 1
ρ <

1
ρ ).

Â òî æå âðåìÿ

N (j+1) >
ρ2
√
N (j)

8
√
π
− 2,

è ýòî âûðàæåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü áîëüøå ëèáî ðàâíî, ÷åì ρ2
√
N (j)/15, åñëè

ρ2
√
N (j)

8
> 35.

Ïîýòîìó

logN (k) >
1

2
logN (k−1) − log

15

ρ2
>

1

2

(
1

2
logN (k−2) − log

15

ρ2

)
− log

15

ρ2
> . . .

>
1

2k
logN − 2 log

15

ρ2
.

Òàêèì îáðàçîì N (k) > 35, åñëè

logN > 2k
(
2 log

15

ρ2
+ log 35

)
.

Ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, åñëè

logN > 2
5
ρ

(
2 log

8

ρ2
+ log 24

)
,

÷òî ñëó÷àåòñÿ, åñëè

ρ>
C

log logN
, è N >N0

ãäå C � êîíñòàíòà áîëüøàÿ, ÷åì 5 log 2, N0 � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò C.

Äîêàçàòåëüñòâî áûëî ðàçáèòî íà äâà ñëó÷àÿ

• A âåä�åò ñåáÿ êàê ñëó÷àéíîå èëè òèïè÷íîå ìíîæåñòâî (ò.å. ó f íåò áîëüøèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå), è òîãäà ìû èñïîëüçîâàëè åãî ñëó÷àéíîñòü,

• A � íå âåä�åò ñåáÿ êàê ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà íà A ìîæåò áûòü íàéäåíà
ñòðóêòóðà, êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè â äîêàçàòåëüñòâå. Àíàëèç Ôóðüå � ýòî îäèí
èç íåñêîëüêèõ ñïîñîáîâ çàäàòü òàêóþ ñòðóêòóðó.

Òåïåðü ìû îáñóäèì äàëüíåéøèå íàïðàâëåíèÿ ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè.

1. Â 1975 Ý. Ñåìåðåäè äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ρ > 0 è k > 1 ñóùåñòâóåò N0, òàêîå
÷òî åñëè A ⊂ {1, . . . , N} è |A|> ρN , ãäå N >N0, òîãäà ñóùåñòâóþò

∃a, d 6= 0 ∈ Z a, a+ d, a+ 2d, . . . , a+ (k − 1)d ∈ A.

Ã. Ôþðñòåíáåðã ïðåäñòàâèë ýðãîäè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òîé æå ñàìîé òåîðåìû.
Ò. Ãàóýðñ ïîêàçàë êàê äîêàçàòü ýòó æå òåîðåìó ñ ëó÷øèìè çíà÷åíèÿìè äëÿ N0,
ðàçðàáîòàâ ìåòîä, îáîáùàþùèé èäåè äîêàçàòåëüñòâà Ðîòà.
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Â äîêàçàòåëüñòâå Ãàýóðñà òàêæå ïðèñóòñâóåò äèõîòîìèÿ ìåæäó ñëó÷àåì, êîãäà A
âåä�åò ñåáÿ êàê ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî è ñëó÷àåì, êîãäà ìû ìîæåì íàéòè ñòðóê-
òóðó íà ìíîæåñòâå A. Ñàìîå îñíîâíîå ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåòîäû,
ïðèäóìàííûå Ãàóýðñîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè, ÷åì
êëàññè÷åñêèé àíàëèç Ôóðüå, è ïîýòîìó ìîæèì îáíàðóæèòü ñóùåñòâîâàíèå äëè-
íèèõ ïðîãðåññèè.

Á. Ãðèí è Ò. Òàî äîêàçàëè, ÷òî ñî÷åòàíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ è äðóãèõ èäåé äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî â ìíîæåñòâå ïðîñòûõ ÷èñåë ñóùåñòâóåò ïðîèçâîëüíî
äëèííàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè-
áëèçèòåëüíî N

logN ïðîñòûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâå {1, . . . , N}.

2. Êàê ìû âèäåëè, â äîêàçàòåëüñòâå íàì íåîáõîäèìî

ρ>
C

log logN
.

Ñóùåñòâóåò ðÿä óëó÷øåíèé äàííîé îöåíêè (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óëó÷øåíèé îöåí-
êè äëÿ N0 ÷åðåç ρ). Íàïðèìåð, â ðàáîòå Æ. Áóðãàíà èòåðàöèÿ â äîêàçàòåëüñòâå
ïðÿìî îñíîâûâàåòñÿ íå íà àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ, à íà òàê íàçûâàåìûé
ìíîæåñòâàõ Áîðà

B(S, α) = {n ∈ Z ∀α ∈ S |e(αn)− 1| < ε}.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòè ìíîæåñòâà â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

(×àñòî ìíîæåñòâà Áîðà îïðåäåëÿþòñÿ â Z/NZ âìåñòî Z. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó,
÷òî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ðîòà ÷àñòî íà÷èíàþòñÿ ñ ïåðåõîäîì èç Z â Z/NZ.
Ýòîò ñïîñîá óäîáåí, è ìû áóäåì åãî èíîãäà èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì).

Ñàìàÿ ñèëüíàÿ ãðàíèöà áûëà íàéäåíà Ò. Ñàíäåðñîì (2010) ñ òðåáîâàíèåì, ÷òî

ρ>
N(log logN)5

logN
.

Ïîëó÷èòü ãðàíèöó N
logN � îòêðûòàÿ ïðîáëåìà (ñõîæåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ

ãèïîòåçà Ýðäåøà-Òóðàíà).

Â ñëåäóþùèé ðàç ìû íà÷í�åì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôðåéìàíà-Ðóæà, êîòîðàÿ
óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî îáëàäàåò íåêîòîðûì òèïè÷íûì ñâîéñòâîì (ðîñò), òî
îíî î÷åíü áëèçêî ê îáîáù�åííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
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CNRS - Paris VI/VII
E-mail: harald.helfgott@gmail.com
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