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АННОТАЦИЯ 

Монография посвящена вопросам применения совре-
менной вычислительной техники для построения метео-
рологических полей как с целью автоматической подго-
товки исходных данных для численного прогноза, так и 
для автоматического построения диагностических и про-
гностических карт. Излагается также ряд смежных во-
просов, касающихся, в частности, структуры метеороло-
гических полей и рационального размещения сети стан-
ций. 

В настоящее время монографий по данному вопросу 
не имеется ни в отечественной, ни в зарубежной лите-
ратуре. 

Монография предназначена для научных работников 
в области синоптической и динамической метеорологии, 
а также для аспирантов и студентов соответствующих 
специальностей. Ряд разделов монографии может быть 
использован и при преподавании метеорологических ди-
сциплин. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящая работа посвящена вопросам так называемого 
объективного анализа метеорологических полей — автоматиче-
ского восстановления полей метеорологических элементов по 
данным в пунктах наблюдения при использовании быстродейст-
вующих вычислительных машин. Основное содержание работы 
составляют исследования по объективному анализу, производив-
шиеся начиная с 1958 г. в Главной геофизической обсерватории 
им. А. И. Воейкова (ГГО) . Вместе, с тем автор стремился по 
возможности полно изложить современное состояние и перспек-
тивы исследований по объективному анализу и родственным во-
просам. 

Работа предназначена для широкого круга метеорологов и 
потому оперирует со сравнительно простым математическим 
аппаратом: за небольшими исключениями используются лишь 
элементарные понятия алгебры, статистики и дифференциаль-
ного исчисления. По этой же причине выкладки, как правило, 
приводятся полностью. 

Список литературы содержит наряду со статьями, которые 
упоминаются в тексте, т акже все известные автору работы по 
объективному анализу метеорологических полей. Число этих 
работ составляет к настоящему времени несколько десятков. 
На большую часть их, впрочем, также имеются ссылки в тексте. 

Во время выполнения работы автор пользовался поддержкой 
директора ГГО проф. М. И. Будыко; начальника отдела дина-
мической метеорологии (ОДМ) ГГО проф. М. И. Юдина и за-
местителя начальника О Д М ГГО А. С. Дубова . Благодаря лю-
безному содействию проф. С. И. Титова автор смог привлечь 
к разработке излагаемых ниже вопросов В. П. Болтенкова, 
И. В. Рубцова, А. В. Фатеева, А. П. Кутенко, А. Ф. Курочкина, 
которым удалось получить ряд интересных результатов. Боль-
шую пользу принесли автору неоднократные обсуждения докла-
дов на семинарах О Д М ГГО, О Д М Ц И П а и на симпозиуме по 
объективному анализу, созванном в Институте прикладной гео-
физики АН СССР по инициативе и под председательством 
чл.-корр. АН СССР И. А. Кибеля. 
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Весьма значительный вклад в разработку данной проблема-
тики был внесен сотрудниками О Д М Ц И П а С. Л . Белоусовым и 
И. А. Четвериковым, разработавшими и внедрившими в опера-
тивную практику программу объективного анализа полей геопо-
тенциала с помощью вычислительной машины большого быстро-
действия. Обсуждения различных аспектов- проблемы 
с М. И. Юдиным, А. С. Дубовым, С. А. Машковичем, С. Л- Бе-
лоусовым и И. А. Четвериковым во многом помогли автору. 

Значительное участие в разработке вопросов объективного 
анализа принимали сотрудники расчетной группы, Северо-За-
падного управления гидрометслужбы СССР А. М. Белоликов и 
М. Н. Захарова и в особенности сотрудники О Д М ГГО 
Е. И. Багрова, А. В. Мещерская. Л . В. Руховец и Л- Г. Богны-
чева. 

Автор рад возможности выразить всем упомянутым товари-
щам свою глубокую признательность. 



Глава 1 

ВВЕДЕНИЕ 

§ 1. Содержание и цели объективного анализа 

1.1. За последние годы получили интенсивное развитие иссле-
дования по новой проблеме динамической метеорологии, извест-
ной под названием объективного, или численного, анализа карт 
погоды. Под этим термином понимают разработку и реализацию 
таких методов, которые позволяют по данным метеорологических 
измерений на станциях восстановить объективным путем поля 
метеорологических элементов или хотя бы получить их значения 
в узлах некоторой регулярной сетки. Эти значения могут затем 
использоваться в качестве исходных данных для численного про-
гноза метеорологических полей. 

Следует заметить, что термин «объективный анализ» не яв-
ляется удачным. Действительно, под анализом поля метеороло-
гического элемента или анализом карты естественно понимать 
не сам процесс восстановления всего поля элемента по данным 
наблюдений или построения изолиний этого поля, а исследование 
•свойств уже построенного поля, его анализ в обычном смысле 
этого слова. С этой точки зрения более правильным был бы 
•термин «численные методы построения метеорологических по-
лей» или «численные методы восстановления метеорологических 
полей». Однако, поскольку термин «объективный анализ» яв-
ляется в настоящее время, несмотря на его условность, обще-
принятым, мы также будем им пользоваться. 

Было бы неправильно думать, что объективный анализ сво-
дится лишь к интерполяции значений анализируемого метеоро-
логического элемента со станций в узлы регулярной сетки. 
В действительности интерполяция является важнейшей, но не 
«единственной составной частью объективного анализа. 

Другой частью объективного анализа является- еогласование 
метеорологических полей^__Т1од этим термином мы понимаем 
такую обработк^мйсходных данных или уже проингерполирован-
ных величин, в результате которой удовлетворяются с нужной 
•степенью точности соотношения, связывающие между собой поля 



различных метеорологических элементов, а т а к ж е поля одного 
и того ж е элемента на разных уровнях или в разные моменты 
времени. Примерами таких соотношений могут служить геостро-
фические соотношения, уравнение статики и т. п. 
I Наконец, третья составная часть объективного анализа за-
ключается в выявлении ошибочных данных с последующим их 
устранением или в тех случаях, когда это возможно, их исправле-
рием. Это касается, конечно, лишь достаточно грубых ошибок,, 
а не мелких погрешностей, неизбежно сопутствующих любым 
данным измерений. 

Перечисленные части объективного анализа 1 не являются 
независимыми и не обязательно должны выполняться последова-
тельно друг за другом. Так, методы интерполяции поля давле-
ния, основанные на полиномиальной апроксимации (см., напри-
мер, [86]), предусматривают одновременное геострофическое со-
гласование полей давления и ветра. Однако в целях изучения 
й усовершенствования уже существующих методов объективного 
анализа и построения новых методов целесообразно различать 
эти три части, стремясь к наиболее успешному выполнению к а ж -
дой из этих частей. 

1.2. В принципе объективный анализ может мыслиться без 
использования современной вычислительной техники. В Частно-
сти, первые работы по объективному анализу были опублико-
ваны еще до того, как в метеорологии стали систематически при-
менять электронные вычислительные машины. Однако основной 
стимул к развитию объективного анализа возник в результате 
применения численных прогнозов метеорологических полей с по-
мощью электронных вычислительных машин. Практика таких 
прогнозов показала, что вычислительная машина используется 
в них недостаточно эффективно, так как машинное время, затра-
чиваемое на вычисление прогностических полей, составляет ма -
лую долю (10—20%) от времени, затрачиваемого на подготовку 
вручную исходных данных для прогноза и на построение по ре-
зультатам счета прогностических карт, также призводимое-
вручную. Так, по данным шведских исследователей [108], числен-
ный прогноз поля геопотенциала АТ500 по ограниченной терри-
тории на основании баротропной квазигеострофической модели 
требует около 40 минут времени машины BESK, тогда как под-
готовка исходных данных и ' интерпретация результатов зани-
мает около .6 час. 

Внедрение объективного анализа в известной мере увели-
чило эффективность использования электронных вычислитель-
ных машин, однако далеко не исчерпало их возможностей в этом 
отношении. /Действительно, объективный анализ состоит лишь 
в подготовке исходных данных для численного прогноза и не 
затрагивает интерпретации, результатов прогнозов, т. е. по-
строения прогностических карт. Кроме того, весьма существенно, 
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что объективный анализ может начаться лишь после того, как 
данные метеорологических сообщений со станций опознаны и 
раскодированы. Между тем процесс опознавания и раскодиро-
вания телеграмм, а т а к ж е процесс построения прогностических 
карт являются достаточно трудоемкими. Последний, кроме того, 
нуждается в объективизации, т. е. в том, чтобы результат не 
зависел от субъективного подхода того или иного работника. По-
этому целесообразно, чтобы и эти процедуры выполнялись ав-
томатически с помощью электронных вычислительных машин. 

Объективный анализ с включением этих двух дополнитель-
ных этапов мы будет называть объективным анализом в широ-
ком смысле слова. Главное внимание будет в дальнейшем уде-
ляться объективному анализу в узком смысле, обсужденном 
в п. 1. Однако вопросы раскодирования и вопросы автоматиза-
ции построения карт т а к ж е будут освещены. Каждый из этих 
вопросов имеет техническую и метеорологическую стороны. Тех-
ническая сторона касается автоматического ввода метеорологи-
ческих сообщений в вычислительную машину и автоматического 
вывода из нее результатов расчета карт. Этой стороны вопроса, 
не относящейся к компетенции автора, мы будем касаться лишь 
вскользь. Что касается соответствующих метеорологических 
задач, то им, естественно, будет уделено надлежащее внимание. 
s '1.3. В процессе ̂ разработки объективного анализа выясни-

лось, что объективный анализ может и должен применяться не 
/ т о л ь к о в связи с численным прогнозом, но и"независимо от 
\ него и, хотя в настоящее время в оперативной практике объек-
т и в н ы й анализ независимо от численного прогноза еще не при-
меняется , возможности такого применения нельзя недооцени-
'вать . 

Возможность применения объективного анализа, помимо 
численного прогноза, определяется ограниченностью последнего, 
приложимостью его не ко всем, а лишь к некоторым метеороло-
гическим элементам. Разумеется, с течением времени область 
применимости методов численного прогноза расширялась и будет 
расширяться. Однако на каждом этапе развития численных 
методов прогноза всегда можно будет указать такие элементы, 
поля которых пока не удается предвычислять. Но объективный 
анализ таких полей для их диагностического представления и, 
возможно, прогноза качественными методами синоптики вполне 
возможен. 

Необходимость применения объективного.анализа независимо 
от численного прогноза "обусловливается все возрастающими 
требованиями практики к объему и качеству метеорологической 
информации. Уже в настоящее время синоптики на местах с тру-
дом справляются с расчерчиванием всех требуемых карт, мно-
гие из которых в результате появляются слишком поздно и при-
носят мало пользы при анализе и прогнозе погоды. Вследствие 
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обилия работы по построению карт синоптики часто не успевают 
уделить должное время своей основной задаче — анализу и про-
гнозу. погоды. Требования в отношении построения карт у ж е 
сейчас касаются не всей имеющейся в распоряжении синоптика 
информации, а лишь части ее. Если учесть еще, что с течением 
времени по мере роста потребностей практики количество необ-
ходимых карт будет все увеличиваться, то станет ясно, что един-
ственным выходом из положения явится широкое внедрение 
методов объективного анализа метеорологических полей. При 
этом объективный анализ должен производиться лишь в огра-
ниченном числе крупных прогностических центров, оснащенных 
современной вычислительной техникой, и результаты его дол-
жны передаваться на места с помощью соответствующей, так 
называемой факсимильной аппаратуры. 

С учетом сказанного можно представить себе следующую 
схему автоматической работы прогностического центра, оснащен-
ного быстродействующими вычислительными машинами (рис. 1). 

С помощью специальной «входной» приставки к машине или 
имеющегося в машине устройства ввода метеорологические дан-
ные вводятся с линий телеграфной и радиосвязи в запоминаю-
щее устройство вычислительной машины. Затем с помощью соот-
ветствующей программы эти данные опознаются и раскоди-
руются; из них исключаются такие ошибки, которые можно 
обнаружить по материалам наблюдений одной станции, не при-
влекая данных с других станций; результаты вычислений по 
этой программе располагаются в накопителе машины в таком 
виде, чтобы можно было перейти к объективному анализу. 

Программа объективного анализа предусматривает следую-
щие операции: интерполяцию значений анализируемых элемен-
тов в узлы заранее заданной регулярной сетки; исключение и 
по крайней мере частичное исправление ошибок, выявляющихся 
при сопоставлении данных на различных станциях; согласование 
полей метеорологических элементов и, возможно, их сглажива-
ние. Результаты объективного анализа фиксируются в накопи-
теле машины в виде значений проанализированных элементов 
в узлах регулярной сетки. 

Далее схема разветвляется: результаты объективного ана-
лиза служат исходными данными как для построения диагности-
ческих карт, так и для численного прогноза. При этом диагно-
стические карты могут строиться для всех проанализированных 
элементов, а численный прогноз может выполняться лишь для 
некоторых из них. Результаты численного прогноза также полу-
чаются в виде значений метеорологических элементов в узлах 
регулярной сетки. Эти значения являются исходными для пост-
роения прогностических карт, которое выполняется с помощью 
той ж е программы, что и построение диагностических карт. Эта 
программа предусматривает две основные операции: интерполя- , 
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цию значений элемента в точки весьма густой регулярной сетки 
и поиск среди них точек соответствующих изолиний. Последние 
с помощью специальной «выводной» приставки к машине или 
соответствующего элемента самой машины, если он имеется, 
выдаются из машины в виде карт изолиний. Эти карты, как 

карты марты 

Рис. 1. Схема автоматической работы прогностиче-
ских центров. 

диагностические, так и прогностические, передаются затем с по-
мощью факсимильной аппаратуры всем заинтересованным орга-
низациям. -

1.4. Рассмотрим подробно вопрос о преимуществах и недо-
статках объективных методов анализа карт погоды по сравнению 
с субъективными. 

Единственный недостаток объективного анализа состоит 
9 



„в том, что оперативное применение его немыслимо без исполь-
зования электронных вычислительных машин достаточно боль-
шого быстродействия. Поэтому объективный анализ должен про-, 
изводиться не в мелких подразделениях службы погоды, а лишь 
в нескольких крупнейших прогностических центрах. 

С применением вычислительных машин связана также опас-
ность сбоев и других нарушений правильного режима вычисле-
ний. Поэтому при оперативном использовании методов объек-
тивного анализа необходимо широко использовать возможности 
двойного счета на каждом этапе анализа, дублирование счета 
несколькими машинами и т. п. Желательно также предусмот-
реть возможности обмена информацией между различными про-
гностическими центрами. 

Чтб 'й'Жается преимуществ объективного анализа по сравне-
нию с субъективным, то Ж два — быстрота и объективность. 

Быстрота выполнения объективного анализалолностыо опре-
деляется скоростью работы вычислительной машины и ^придан-
ных ей внешних устройств. По мере развития современной 
вычислительной техники создаются машины, обладающие все 
большим быстродействием, поэтому возможности быстрого вы-
полнения объективного анализа непрерывно увеличиваются. 

Уже в настоящее время существуют вычислительные ма-
шины, обладающие скоростью 10—20 тысяч операций в секунду. 
Подсчеты показывают, что с помощью этих машин объективный 
анализ может быть выполнен за существенно меньшее время, 
чем то, которое расходуется на выполнение анализа вручную. 

Быстрота выполнения объективного анализа в свою очередь 
влечет за собой ряд преимуществ, которые даст использование 
его воперативнойпрактике . Эти преимущества следующие. 

/ 1) Приближение срока готовности карт к сроку наблюдений. 
' В настоящее время «запаздывание» готовности комплекта карт 

барической топографии по отношению к сроку наблюдений, к ко-
торому они относятся, составляет не менее 6—8 час. Это озна-
чает, что фактическая заблаговременность прогноза существенно 
меньше номинальной, что особенно важно для прогнозов на 
небольшие сроки. Переход к объективному анализу позволит 
значительно уменьшить это запаздывание готовности карт. 

2) Увеличение объема информации, используемой при ана-
лизе и прогнозе погоды. По мере развития метеорологии непре-
рывно увеличивается объем информации, поступающей в рас-
поряжение прогнозиста, в результате чего имеет место улуч-
шение качества прогноза. В настоящее время можно указать 
множество путей увеличения объема информации, реализация 
которых была бы весьма полезной. Сюда относится: 

а) увеличение горизонтальных размеров территорйи, для ко ' 
торой строятся карты, и в частности переход к картам полуша» 
рия; 
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б) увеличение количества сроков, для которых составляется 
комплект карт; 

в) увеличение числа уровней, для которых строятся карты, за 
счет введения карт как более высоких уровней (150, 100, 50 мб), 
так и промежуточных (600, 400 мб) ; 

г) увеличение числа картируемых элементов, а именно пост-
роение изолиний тех элементов, которые в настоящее время лишь 
наносятся на карты (например, температура на главных изоба-
рических поверхностях); расчет и построение изогипс относи-
тельного геопотенциала всех главных изобарических слоев, изал-
логипс и т. п.; введение карт новых с точки зрения оперативной 
синоптической практики элементов, таких, как полные потоки, 
вихрь, вертикальная составляющая скорости и т. п. 

Реализация всех этих путей увеличения информации затруд-
няется в настоящее время тем, что при работе вручную эту 
информацию весьма трудно привести к обозримому виду за то 
время, по истечении которого она не устареет для оперативного 
использования. Переход к объективному анализу значительно 
уменьшит эти затруднения. 

1.5. Объективность анализа означает независимость его ре-
зультата от того, кем выполняется анализ, т. е. отсутствие эле-
мента субъективности. Исследования показывают, что субъек-
тивность анализа может заметно сказываться на результатах 
прогноза. Так, Бест [69] выполнял численные прогнозы на сроки 
1, 2 и 3. суток по одним и тем ж е данным, проанализированным 
в различных службах погоды. Результаты получаются сущест-
венно различными начиная со срока 2 суток, а карты, рассчи-
танные на 3 суток, оказываются вообще весьма мало похожими 
друг на друга. Более того, как показал Берггрен [68], оценка 
успешности одного и того ж е численного прогноза, выполненная 
путем сопоставления его с данными различных анализов прогно-
зировавшейся ситуации, дает, вообще говоря, существенно раз-
личные результаты. Такие характеристики, как коэффициент 
корреляции между вычисленными и фактическими изменениями 
и средняя квадратическая ошибка прогноза, могут меняться на 
10—'20% в зависимости от того, какой анализ заключительной 
ситуации используется. 

В свете этих фактов ясно, что объективность численного 
анализа является его существенным преимуществом. Однако 
это преимущество в значительной степени обесценивается, если 
методика объективного анализа недостаточно хорошо разрабо-
тана и испытана. В таком случае анализ каждой конкретной 
ситуации будет вполне однозначным, но- результат его будет 
плохо описывать реальное строение анализируемого поля. По-
этому разработка достаточно совершенных принципов и мето-
дики объективного анализа является весьма важной задачей. 

Рассматривая с этой точки зрения методы объективного ана-
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лиза, разработанные за рубежом (краткий обзор этих методов 
содержится в § 2), можно видеть, что все они в значительной 
мере формальны. Это означает, что методы анализа не учиты-
вают или, точнее, лишь в слабой степени учитывают природу тех 
метеорологических элементов, поля которых подвергаются ана-
лизу. Как следствие, эти методы содержат множество более или 
менее произвольных допущений, причем заранее неясно, сколь 
значительно изменятся результаты анализой вследствие моди-
фикации того или иного из этих допущений. Поэтому вопрос 
о разработке совершенной методики объективного анализа 
отнюдь нельзя считать решенным этими исследованиями. 

1.6. З а последние годы в ГГО разрабатывался метод объек-
тивного анализа метеорологических полей, основанный на по-
следовательном проведении идеи минимизации средней, в стати-
стическом смысле, ошибки результатов. Настоящая работа 
посвящена систематическому изложению результатов разработки 
и испытания этой методики и сопоставлению ее с некоторыми 
другими методами. 

В данном методе существенно используются сведения по 
статистической структуре анализируемых полей. Поскольку 
к началу выполнения работы таких сведений было недостаточно, 
оказалось необходимым произвести специальные разработки. 
Результаты их, по-видимому, представляют и самостоятельный 
интерес и излагаются в гл. 2. 

В тесной связи с вопросами объективного анализа метеоро-
логических полей находится проблема рационализации сети 
метеорологических станций. Действительно, в" процессе объек-
тивного анализа удастся оценить точность, с какой в той или 
иной точке удается восстановить поле интересующего нас эле-
мент^; Исследование этой точности и путей ее повышения пред-
ставляет собой задачу рационализации метеорологической сети. 
Вопросы рационализации сети станций рассматриваются в гл. 7. 

Остальные главы посвящены различным вопросам объектив-
ного анализа метеорологических полей. 

§ 2. Обзор работ по объективному анализу 

2.1. Впервые мысль о применении объективного анализа 
была, насколько нам известно, высказана И. А. Кибелем. В до-
кладе, сделанном в ГГО в 1949 г., И. А. Кибель указал, что рас-
чет барических и термических тенденций по разработанной им 
в то время прогностической схеме было бы весьма удобно произ-
водить, если предварительно описать поля давления и темпера-
туры полиномами. В последующих работах Кибелем были ис-
пользованы формулы для описания плоского поля полиномами 
второй и третьей степеней на основе метода наименьших ква-
дратов по данным в 25 точках квадратной сетки. 
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В конце того ж е 1949 г. появилась работа Пановского [100], , 
в которой, по-видимому, впервые был введен термин «объектив-
ный анализ». Пановский т а к ж е описывал поля полиномами, но 
исходил из значении рассматриваемого элемента не в узлах 
регулярной сетки, а непосредственно на станциях. В противо-
положность Кибелю Пановский интересовался не использова-
нием результатов для прогнозов, а, во-первых, успешностью са-
мого описания полей полиномами и, во-вторых, применением 
этих полиномов для вычисления полей таких элементов, как 
агеострофические отклонения, вертикальные скорости и т. п. Он 
показал, в частности, что поля агеострофических отклонений, 
построенные после предварительной апроксимации давления и 
ветра полиномами, получаются значительно более гладкими, 
чем если проводить вычисления их непосредственно, без исполь-
зования полиномиальной апроксимации. Поле вертикальных 
токов, вычисленное кинематическим способом по результатам 
представления составляющих ветра полиномами третьего по-
рядка, оказалось близко к полю вертикальных токов, рассчитан-
ных совершенно независимым, адиабатическим методом. 

Пановский впервые рассмотрел также вопрос о согласовании 
метеорологических полей. Он предложил два варианта согласо-
вания полей давления и ветра на основе геострофических соот-
ношений. В одном из них требуется, чтобы ветер был близок 
к геострофическому только по направлению, а во втором — и по 
направлению и по величине. Наконец, Пановский исследовал 
также вопрос о влиянии случайных ошибок наблюдений на ре-
зультаты полиномиальной апроксимации поля, для чего он про-
извел специальный статистический опыт с использованием изве-
стной методики «урны со случайными ошибками». Изменение 
значений давления на станциях путем введения этих ошибок 
привело к сравнительно небольшим изменениям результатов по-
линомиальной апроксимации. 

Описанные работы были выполнены еще до того, как в метео-
рологии получили применение численные прогнозы при помощи 
электронных вычислительных машин. Введение последних дало 
мощный стимул к развитию методов объективного анализа. При 
этом основное внимание стало уделяться не построению всего 
поля в целом, а лишь получению значений анализируемых эле-
ментов в узлах регулярной сетки, значений, которые затем 
использовались в качестве исходных данных для численного про-
гноза. „' , 

Д о настоящего времени были известны две принципиально 
отличные друг от друга методики объективного анализа для 
целей численного прогноза, а именно «американская методика», 
разработанная Джилкристом и Кресменом [86], и «шведская ме-
тодика», предложенная Бергторссоном и Дёёсом [67]. Опишем 
вкратце эти работы. 
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2.2. Джилкрист и Крессмен [86] использовали, подобно П а -
новскому, описание поля давления (высоты изобарической 
поверхнофти) полиномами, но, в отличие от Пановского, произ-
водили апроксимацию отдельно для каждой точки сетки. Именно, 
они окружали каждую точку сетки квадратом со стороной 
1000 км и' по данным о высоте и ветре внутри этого квадрата 
описывали поле высоты внутри него полиномом второй степени. 
Результаты этой апроксимации использовались только для 
получения значения высоты в узле сетки. 

При использовании данных как о высоте изобарической по-
верхности, так и о ветре возникает вопрос, какой вес следует 
придать данным о ветре по отношению к данным о высоте. Д л я 
решения этого вопроса был выполнен специальный численный 
эксперимент, при котором подсчеты производились при различ-
ных соотношениях упомянутых весов, и результаты сравнивались 
со средним из трех независимых субъективных анализов той ж е 
ситуации. Оказалось, что можно указать оптимальные в извест-
ном смысле отношения весов. Именно, при одном отношении ока-
зывается минимальным среднее отклонение рассчитанных высот 
от проанализированных субъективно, а при другом — среднее 
отклонение лапласианов высот. Поскольку для численного про-
гноза более существенны не абсолютные значения высот, а их 
дифференциальные характеристики, в частности лапласианы, 
то наиболее приемлемым было признано второе значение от-
ношения весов. Оно оказалось таким, что векторная ошибка 
ветра 5 м/сек. получилась эквивалентной ошибке 1,5 дкм для 
высоты. 

Значительные затруднения возникают для районов, где дан-
ных мало. Очевидно, что для апроксимации поля высоты поли-
номом второй степени необходимо минимум шесть исходных 
величин, причем измерение высоты дает одну величину, а изме-
рение ветра — две (например, две составляющие ветра) . Прак-
тически нужно иметь не шесть, а больше данных — примерно 
не менее 10—12, поскольку иначе обнаруживается заметная 
вычислительная неустойчивость. Между тем в районах с редкой 
Сетью на территории ЮООХЮОО км2 содержится обычно меньше 
данных, чем требуется. Д л я преодоления этого затруднения 
Джилкрист и Крессмен проводили свои вычисления несколько 
раз (до семи), включая в число данных значения высоты в узлах 
регулярной сетки, полученные при предыдущих вычислениях, и, 
кроме того, увеличивая размер окрестности узлов вплоть до 
квадрата со стороной 1'800 км. Они указали также, что для 
районов с редкой сетью существенная информация может быть 
почерпнута из численных прогнозов на данный срок. 

Джилкрист и Крессмен составили программу объективного 
анализа поля по разработанной методике для электронной вы-
числительной машины IAS. Машинное время, требующееся для 
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реализации этой программы для 19 Х'Ш узлов квадратной сетки, 
составляет около 1,5 часа. 

Д л я того чтобы выяснить степень успешности объективных 
анализов, Джилкрист и Крессмен провели ряд вычислений- При-
менительно к одной ситуации они располагали, кроме объектив-
ного, результатами трех независимых субъективных анализов. 
Подсчеты средних квадрэтических разностей показали, что рас-
хождения между объективным и каждым из субъективных 
анализов примерно такие же, как расхождения субъективных 
анализов между собой. Далее , выполнив анализ высот поверхно-
стей 1000, 700 и, 400 мб, Джилкрист и Крессмен построили поле 
второй разности этих высот, пропорциональной вертикальному 
температурному градиенту. Вычисленные значения этой срав-
нительно тонкой характеристики оказались близкими к значе-
ниям ее, полученным как по данным субъективного анализа, так 
и непосредственно из вертикальных профилей температуры. 
Наконец, были выполнены численные прогнозы для одной и той 
ж е ситуации по данным, проанализированным субъективно и 
объективно. Успешность прогноза по данным объективного ана-
лиза оказалась д а ж е большей, чем прогноза по данным субъ-
ективного анализа. Таким образом можно заключить, что 
объективный анализ приводит к результатам не худшим, чем 
субъективный. 

2.3. Совершенно иная методика объективного анализа была 
разработана шведскими исследователями Бергторссоном и Дёё-
сом [67]. Информация, используемая в этом методе, содержит не 
только данные наблюдений, но и результаты численного прогноза 
на данный срок и средние климатологические значения ана-
лизируемых элементов (нормы). Именно, сначала, еще до полу-
чения данных наблюдений, вычисляется так называемое пред-
варительное поле, представляющее собой среднее взвешенное из 
прогностических значений и норм. Соотношение весов, с кото-
рыми следует вводить эти значения, получено путем статистиче-
ского исследования оправдываемости численных прогнозов и ; 
отклонений элементов от норм. Это соотношение может не-
сколько варьировать по территории, для которой осуществляется : 
анализ. Д л я высоты поверхности 500 мб, применительно к кото- • 
рой Бергторссон и Дёёс строили свою методику, вес прогности-
ческих данных в предварительном поле составляет в среднем ; 
около 80%. ' 

П о мере поступления текущих данных о высоте z изобариче- ; 
ской поверхности и ветра на ней эта информация используется i 
для исправления предварительного поля. Это делается тремя • 
путями. Будем обозначать величины, относящиеся к предвари- j 
тельному полю, индексом «п», а наблюдаемые значения — индек- : 

сом «н». Величины, относящиеся к точкам регулярной сетки, 
обозначим индексом «т», а значения в пунктах наблюдения (на 
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станциях) г— индексом «с». Тогда три исправленных значения 
Z\, z2 и z3 высоты изобарической поверхности в данном узле 
регулярной сетки определятся формулами: 

== zhc Т~ 2ПТ Znc, 

z3 = zHC + (^~) h, (3) 
\ I пт . 

где h — расстояние от данной станции до данной точки сетки. 
Формула (1) основана на предположении, что высота изо-

барической поверхности в точке сетки настолько ж е превосходит 
предварительное значение, насколько это имеет место на стан-
ции. Формулы (2) и (3) описывают линейную экстраполяцию со 
станции к точке сетки: формула (2) — экстраполяцию с гради-
ентом, определенным для станции с помощью геострофического 
соотношения по данным наблюдений над ветром, формула (3) — 
экстраполяцию с градиентом в точке сетки, определенным по 
предварительному полю. 

Значения zt, z2 и z3 вводятся с различными весами Щ, Ц2 И 
Эти веса предполагаются зависящими только от расстоя-

ния h. На основании статистического исследования, методика 
которого не излагалась, Бергторссон и Дёёс описали зависи-
мость hi, Ц2 и |Аз от h формулами: 

(5) 

(6) 

где единицей измерения h является 300 км (шаг сетки). 
Согласно этим формулам, fj,! становится ничтожно малым на 

расстоянии около 1500 км, а ц.2 = м.з — на расстоянии около 
900 км. Поэтому при определении высоты изобарической по-
верхности для каждой точки сетки использовались данные о вы-
соте на станциях, отстоящих от нее не более чем на 1500 ком, а 
данные о ветре — на станциях, отстоящих от точки сетки не бо-
лее чем на 900 км. Д л я пунктов, расстояния которых от точки 
сетки больше, чем 900 км, но меньше, чем 1500 км, а т а к ж е для 
пунктов, в которых данных о ветре не было, производился учет 
высоты изобарической поверхности только по формуле (1), при-

(1) 

(2) 

— 2 7 

* Х 2 — Л8 + 70 ' 

— 2 7 

^ з — Д8 + 70 ' 
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чем соответствующий весовой множитель был, естественно, 
принят большим, чем щ, а именно 

£ + Ь + й4 + 20 ~ ° ' 0 1 - ( 7 ) 

Окончательное значение высоты изобарической поверхности 
в точке сетки находится как среднее взвешенное из предвари-
тельного значения и величин z\, z-i и z3, подсчитанных по дан-
ным во всех пунктах, расположенных в упомянутой окрестности 
точки сетки. П р и этом учитывается еще то обстоятельство, что 
вклады близко расположенных друг к другу станций, сильно 
коррелирующие друг с другом, должны вводиться в - расчет 
с меньшим весом, чем вклады станций, расположенных далеко 
от других станций. С этой целью веса всех данных делятся на 
плотность станций р, которая определяется как число станций 
в радиусе 375 км вокруг данной станции, включая в это число и 
последнюю. Тогда окончательная формула имеет вид 

" 1 т 1 
^норм^норм + Рпрог*прог + - ( l ^ l + I ^ + F ^ h + 2 

_ _ _ ; i - i • )=i 

^V) т ~ " j m i 
^ f*HOPM + ftipor + 2 7~ ( и +1А2 + !Аз)г + 2 p 7 

' - 1 1 . 

^ В формуле (8) первые два слагаемых в числителе и знамена-
JN̂  теле относятся к предварительному полю, а именно к норме и 
^ прогностическому значению соответственно; п означает число 

пунктов, в которых используются данные о высоте и ветре, 
т — число пунктов, в которых используются данные только 
о высоте. 

В процессе анализа происходит выявление сомнительных 
данных. Сначала данные наблюдений сравниваются со значе-
ниями предварительного поля, и если расхождение слишком 
велико, то такие данные выдаются на печать и синоптик ре-
шает, оставить ли их или исключить из рассмотрения. Кроме 
того, после выполнения анализа его результаты интерполи-
руются на станции, и если проинтерполированное значение 
сильно отличается от исходного, то снова последнее выдается 
как подозрительное на ошибку. 

Реализовав свой метод с помощью электронной вычислитель-
ной машины BESK, Бергторссон и Дёёс выполнили ряд подсче-
тов для выяснения успешности анализов. Во-первых, они, по-
добно Джилкристу й Крессмену, сравнивали результаты объ-
ективного анализа и двух независимых субъективных анализов 
одной и той ж е ситуации. Эта проверка была выполнена для 

(8) 
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восьми ситуаций и тоже показала, что в среднем расхождения 
между объективным и каждым из субъективных анализов та-
кие же, как расхождение субъективных анализов между собой. 
Во-вторых, результаты анализа интерполировались на станции 
и сравнивались с данными наблюдений на них. Расхождения 
имели порядок величины ошибок наблюдений, а именно среднее 
квадратическое расхождение составляло 2,2 дкм. В-третьих, про-
изводились параллельные численные прогнозы по данным субъ-
ективного и объективного анализов. Оправдываемость их по-
лучилась примерно одинаковой. 

Наконец, Бергторссон и Дёёс исследовали восприимчивость 
метода анализа к ошибочным данным. Они произвольно изме-
нили одно из наблюдавшихся значений высоты на весьма боль-
шую величину — 27 дкм. Это мало сказалось на результатах 
анализа: максимальные изменения высоты в ближайших узлах 
регулярной сетки были равны лишь 3,5 дкм, а с удалением 
от точки с ошибочным значением его влияние быстро умень-
шалось. 

Пользуясь описанным методом, Дёёс [79] выполнил серию из 
36 следующих друг за другом объективных анализов и числен-
ных прогнозов. Оправдываемость этих ; прогнозов оказалась су-
щественно лучшей, чем она получалась раньше [66], когда ис-
пользовались субъективные анализы. Это улучшение, впрочем, 
в значительной мере фиктивно, поскольку прогнозы сравнива-
лись с анализами, в которых эти прогнозы учитывались при 

« построении предварительного поля. Кромё того, Дёёс ввел 
сглаживание исходных полей, которое ранее не .производилось, 
так что частично улучшение прогнозов могло быть обусловлено 
именно сглаживанием полей. Однако несомненно, что по дан-
ным объективного анализа численный прогноз получается во 
всяком случае не худшим, чем по данным субъективного ана-
лиза. 

2.4. Помимо двух описанных методов объективного ана-
лиза — американского и шведского, — рядом авторов разраба-
тывались способы объективного анализа, сходные либо с пер-
вым, либо со вторым из этих методов. 

Так, в отчете Объединенного центра численного предсказа-
ния погоды США ( О Ц Ч П ) [109] приведено описание метода, 
лишь в деталях отличающегося от метода Джилкриста и Крес-
смена. Отличия состояли, во-первых, в наличии подпрограмм 
для обнаружения грубых ошибок и, во-вторых, в использовании 
в районах с редкой сетью наряду с фактическими данными 
еще некоторой дополнительной информации, полученной в ре-
зультате субъективного анализа, выполненного синоптиком. 

В работе Бушби и Хакл [73] описана разновидность метода 
интерполяции с помощью полиномов, отличающаяся от метода 
Джилкриста и Крессмена двумя основными моментами. Бушби 
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и Хакл используют для составления полинома не только данные 
наблюдений, но и прогностические значения. Кроме того, они ис-
пользуют для определения коэффициентов полиномов несколько 
обобщенный метод наименьших квадратов, основанный на ми-
нимизации не суммы квадратов невязок на различных станциях, 
а линейной комбинации этих квадратов с весами, уменьшающи-
мися с ростом расстояния от станции до узла сетки. 

Аналогичный метод описан В. В. Быковым и Г. П. Курбат-
киным [7, 8]. Основная особенность его состоит в том, что интер-
поляция производится с помощью полиномов4 третьей, а не вто-
рой степени. 

Хаугом [88] описан способ объективного анализа, весьма 
сходный с методом Бергторссона и Дёёса. 

Исследование результатов объективного анализа, выполнен-
ного на массовом оперативном материале по методике, описан-
ной в работе [86] и основанной на полиномиальной апроксима-
ции, выявило ряд кардинальных недостатков американского 
метода. Эти выводы изложены в работах Крессмена [75, 76] и 
являются достаточно очевидными независимо от испытания ме- > 
тода. Д а в а я удовлетворительные результаты для хорошо осве-
щенной территории, этот метод оказывается недостаточно точ-
ным применительно к районам с редкой сетью станций. В тех^ 
случаях, когда количество данных, по которым выполняется ин-
терполяция, близко к минимально необходимому, имеет место 
особого рода вычислительная неустойчивость — небольшое из-
менение исходных данных приводит к значительным изменениям 
найденных этим способом интерполяционных весов. 

Кроме того, необходимость каждый раз заново составлять 
сначала условные, а затем и нормальные уравнения метода 
наименьших квадратов и вслед за этим решать системы урав-
нений сравнительно высокого порядка делает этот метод чрез-
мерно трудоемким д а ж е для электронных машин большого 
быстродействия. " " 

По всем этим причинам в О Ц Ч П США начиная с 1958 г. 
применяется совершенно иная методика объективного анализа, 
описанная Крессменом [76] и представляющая собой видоизме-
нение метода Бергторссона и Дёёса. Именно, так ж е как у 
этих авторов, вычисления сводятся к введению поправок к 
некоторому предварительному полю, построенному заранее. 
Имеется, однако, и множество отличий. Опишем главнейшие 
из них. 

1) Не обусловливается заранее, что представляет собой 
предварительное поле. Оно может быть как прогностическим 
полем, так и результатом формальной экстраполяции или 
вообще каких-либо подсчетов. Возможность использования 
норм в качестве одного из источников информации американ-
скими авторами отвергается. 
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2) Используется весьма упрощенная по сравнению с приня-
той в работе [67] зависимость веса данных на Станции от рас-
стояния h между станцией и узлом регулярной сетки, а именно 

I 
ДГ2 ffi 

Ж + W при ( 9 ) 

О при h ^ N 
3) Из трех «поправочных» высот Z\, z2 и z3 метода БергтОрс-

сона и Дёёса [см. формулы (1) — (3)] используются только пер-
вые две. 

4) Вместо однократного исправления предварительного 
поля применяется несколько просчетов по всему полю. При каж-
дом просчете изменяются значения элементов во всех узлах 
сетки. Каждый следующий просчет отличается от предыдущего 
уменьшением предельного расстояния N [см. формулу (9)], что 
соответствует учету более мелкомасштабных особенностей на-
блюдаемого поля. Так, для анализа поля высот применяется 
четыре просчета при значениях Л^ = 4,75; 7̂ 2 = 3,60; N3—Q,20 и 

= 1,80 ( N — в шагах сетки, равных 300 км) . 
Крессмен исследовал успешность объективного анализа 

следующим образом. По данным в узлах регулярной сетки, по-
лученным в результате анализа, выполнялась «обратная» интер-
поляция на станции, и значения сравнивались с данными на-
блюдений. Эта оценка дала хорошие результаты. Однако такой 
способ оценки, примененный ранее также Бергторссоном и 
Дёёсом [67], сам по себе мало надежен, поскольку данные на 
станциях не являются независимыми, а существенно использо-
вались в процессе анализа. Легко представить себе такие пути 
интерполяции, при которых значения на станциях получатся 
совершенно точные, но поле в общем будет описано неудовле-
творительно. В качестве примера можно указать описание всего 
поля полиномом, содержащим столько членов, сколько имеется 
данных наблюдений. Кроме того, существенно, что для браковки 
данных наблюдений использовался тот ж е критерий. В резуль-
тате большие разности оказались исключенными, а малость 
оставшихся разностей принята за свидетельство успешности 
анализа. 

2.5. Помимо упомянутых выше работ, посвященных построе-
нию и испытанию методов объективного анализа, имеется ряд 
публикаций, содержащих рассмотрение различных частных во-
просов методики объективного анализа. 

Так, Сасаки [103] предложил своеобразный способ согласова-
ния полей в процессе их анализа. Именно результат объектив-
ного анализа должен, по Сасаки, получаться из требования ми-
нимума взвешенной суммы квадратов исправлений, вводимых 
для согласования полей, при дополнительном условии точного 
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выполнения уравнений динамики атмосферы при соответствую-
щих гипотезах". Такой подход приводит к некоторой изоперимет-
рической задаче вариационного исчисления. К сожалению, ре-
шение этой задачи д а ж е при использовании быстродействующих 
вычислительных машин вызывает весьма значительные труд-
•ности. 

Оберт [61] предложил «интегральный» метод согласования 
полей высот и ветра на основе геострофического приближения. 
Он делил территорию на некоторое количество районов. Внутри 
каждого района использовались данные о ветре, по ним нахо-
дился вихрь скорости, а затем путем решения уравнения П у а с -
сона определялись высоты. Наблюденные значения высот ис-
пользовались при этом лишь в граничных условиях при решении 
уравнений Пуассона. 

Дёёс и Итон [80] рассмотрели пути повышения точности объ-
ективного анализа над океанами. Учитывая, что количество оке-
анических аэрологических станций в настоящее время весьма 
невелико, а данных для уровня моря имеется значительно 
больше, они предложили воспользоваться для таких районов 
согласованием данных по вертикали, а именно уточнять высот-
ные поля по наземным. 

Джонсон [93] исследовал вопрос о том, как влияет на ре-
зультаты анализа с помощью полиномиальной апроксимации 
степень полинома, а т а к ж е соотношение весов, придаваемых 
сведениям о высоте изобарической поверхности и о ветре. 

Томпсон [114] и Смит [106] теоретическим путем, а Ричардсон 
[102] с помощью специальных численных экспериментов оценили 
эффект, который может дать согласование диагностических и 
прогностических полей в районах с редкой сетью данных. Они 
рассматривали схематизированную задачу, предполагая нали-
чие района с полностью отсутствующими данными («дыры») 
внутри области, в которой объективный анализ может быть вы-
полнен с абсолютной точностью. В упомянутых работах пока-
зано, что если прогностическая схема точна, то ошибка ана-
лиза в «дыре» экспоненциально убывает с течением времени д о 
нуля благодаря проникновению в нее прогностических данных, 
основанных на анализе над освещенной территорией. Если ж е 
учесть неточности прогностической схемы, то можно показать, 
что ошибка анализа в «дыре», убывая, стремится к некоторому 
сравнительно небольшому предельному значению. Так, при 
диаметре «дыры» 2000 км предельное значение средней квадра-
тической векторной ошибки геострофического ветра составляет 
всего около б м/сек. Эти выводы подтверждают большое значе'-
ние, которое имеет использование данных численного прогноза 
в районах с редкой сетью станций. 

В отчете Найтинга, Корби, Бушби и Уоллингтона [96] сопо-
ставлены результаты численных прогнозов по двухуровенной мо-
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.дели Сойера и Бушби [105], выполненных по данным субъектив-
ных и объективных анализов, а также результаты самих этих 
.анализов. Показано, что средняя оправдываемость прогнозов, 
выполненных на основе субъективных и объективных анализов, 
примерно одинакова. Вместе с тем, как заметил Корби [74], объ-
ективные анализы, выполненные по американской и шведской 
методикам, дают систематические погрешности вблизи центров 
циклонов в районах с редкой сетью. С помощью значительно бо-
лее сложной методики' анализа, представляющей собой по 
существу комбинацию этих методов, Корби удалось не-
сколько снизить упомянутые ошибки; однако снижение не-
велико ( и едва ли оно оправдывает значительное услож-
нение расчетов. 

В статье Тьюэлса и Снидеро [I'l l] изложена несколько видо-
измененная методика Крессмена, предназначенная для объек-
тивного анализа геопотенциала и ветра на изобарических по-
верхностях, расположенных в стратосфере. Поскольку на боль-
ших высотах геопотенциал определяется менее надежно, нежели 
ветер, предлагается данным о ветре придавать больший относи-
тельный вес, чем в тропосфере. 

Весьма интересно предложение Деллерта [78] об использова-
нии барограмм для выполнения объективным путем анализа ме-
.зомасштабных барических полей. 

Имеется также ряд работ, посвященных вопросам объектив-
ного анализа в широком смысле слова. Бидиент и Крессмен [65] 
составили программу распознавания, раскодирования и первич-
ного контроля данных. Вопросы автоматического построения 
карт разбираются в работах сотрудников Стокгольмского уни-
верситета [108], Дёёса и Итона [80] и Виппермана [116]. Спосо-
бам выдачи карт из вычислительной машины посвящена работа 
Сойера [104]. Некоторые сведения об этих исследованиях будут 
даны в гл. 6. 

2.6. На основании изложенного выше можно заключить, что 
существующие методы объективного анализа дают неплохие ре-
зультаты, по крайней мере для районов с достаточно густой 
сетью станций. Вместе с тем очевидно; что в основе каждого из 
существующих методов лежат более или менее произвольные 
допущения, а сами эти методы являются в значительной мере 
формальными, не учитывающими или лишь в слабой мере учи-
тывающими реальные свойства полей анализируемых метеоро-
логических элементов. Как следствие, многие положения этих 
методов могут быть изменены, и неясно, к чему приведут такие 
изменения. Например, в методах, основанных на применении 
полиномов, можно изменять степень полинома, размеры «эффек-
тивной» окрестности каждого узла регулярной сетки, соотноше-
ние весов ветра и высоты и т. п. В методе Бергторссона и Дёёса 
и подобных ему можно варьировать, например, весовые функции 
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и способы экстраполяции элемента в узел сетки. При этом зара-
нее, как правило, невозможно указать, какая из вариаций ме-
тода лучше и какие изменения в результатах анализов возник-
нут вследствие перехода от одной вариации к другой. 

Хотя до настоящего времени не производилось сопоставле-
ний различных методов объективного анализа на одном и том ж е 
материале, можно утверждать, что результаты различных объ-
ективных анализов одной и той ж е ситуации могут различаться 
примерно в той ж е мере, как результаты субъективных анали-
зов, выполненных различными синоптиками. Поэтому численные 
прогнозы, выполненные по данным различных объективных ана-
лизов, могут существенно различаться. Следовательно, объек-
тивность таких методов анализа в значительной мере фик-
тивна: если само выполнение расчетного анализа является 
процессом однозначным, объективным, то вычислительный 
алгорифм содержит значительную долю произвола, субъектив-
ности. 

Поэтому заслуживает предпочтения, по крайней мере в прин-
ципе, такая методика объективного анализа, которая строив 
лась бы на некотором едином подходе и алгорифм которой 
был бы однозначным или по меньшей мере допускал бы лишь 
небольшую долю произвола. Попытка построения такой мето-
дики предпринята в работах автора £15, 16, 83]. Она основана на 
минимизации среднего в статистическом смысле квадрата 
ошибки объективного анализа и, как следствие, на использова-
нии сведений по статистической структуре полей анализируемых 
элементов. В данном параграфе этот круг вопросов не рассмат-
ривался, поскольку обоснование, построение, испытания и прак-
тическая реализация этой методики составляют основное содер-
жание последующих глав настоящей работы. 

Глава 2 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА КРУПНОМАСШТАБНЫХ 
МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 

§ 1. Структурные и корреляционные функции 

1.1. Под статистической структурой метеорологических полей 
понимают закономерности, которым подчиняются эти поля 
в среднем, т. е. закономерности, которые относятся не к отдель-
ным значениям метеорологических элементов, а к большим со-
вокупностям таких значений. 

Следует иметь в виду, что выводы относительно структуры 
метеорологических полей могут существенно зависеть от того, 
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как составляется среднее значение, т. е. по каким случаям про-
изводится осреднение. Очевидно, что эти случаи не должны быть 
полностью тождественны, а должны чем-то отличаться друг от 
друга, иначе осреднение по ним было бы беспредметным. Это 
требование выполнить весьма легко, ибо полностью тождествен-
ных случаев не существует. С другой стороны, случаи, по кото-
рым производится осреднение, должны иметь и нечто общее 
друг с другом, иначе выводы по статистической структуре будут 
носить чрезмерно общий, расплывчатый характер и возможности 
практического использования их будут весьма ограниченны. На-
пример, интересуясь структурой ветра, явно нецелесообразно 
объединять данные, относящиеся к нижним слоям тропосферы и 
верхним слоям стратосферы, поскольку закономерности струк-
туры ветра в этих слоях должны быть существенно различными. 
От того, как в каждом конкретном случае решается вопрос о вы-
боре сходных ситуаций, по которым затем производится осред-
нение, зависят, вообще говоря, и результаты этого осреднения, 
т. е. выводы по статистической структуре метеорологических 
нолей. 

Кроме того, эти выводы могут зависеть от объема выборки, 
т. е. от количества единичных случаев, использованных при 
•осреднении. Теоретически имеется в виду, что выводы 
должны относиться к бесконечному объему выборки. Практи-
чески ж е необходимо брать число случаев таким, чтобы даль-
нейшее его увеличение не могло заметно сказаться на получен-
ных результатах. 

Настоящая глава посвящена рассмотрению основных коли-
чественных характеристик статистической структуры метеороло-
гических полей, понимаемой в указанном выше смысле. Нас 
•будут интересовать главным образом характеристики структуры 
в горизонтальном направлении или, точнее, вдоль некоторой 
изобарической поверхности. 

1.2. Пусть /"1 и г2 — две точки на этой поверхности \ a f — не-
который метеорологический элемент. Тогда структурной функ-
цией Bf{r l t г2) называется средний квадрат разности значений 
элемента f в точках Г\ и г2 

^ я Д К . ^ Ы / й - / ^ ) ] 2 , 0) 
где черта сверху означает осреднение. 

Структурная функция зависит, вообще говоря, от векторов г\ 
и г2, от элемента f и от условий осреднения. 

1 Здесь и в дальнейшем точки обозначаются их радиусами-векторами. 
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Наряду со структурной функцией самого элемента / целесо-
образно рассматривать т а к ж е структурную функцию для откло-
нений f от его среднего значения f 

/ ' ( ' ) = / ( г ) - 7 ( г ) . (2) 
Используя термины, принятые в климатологии, будем назы-

вать среднее значение элемента f ( r ) его нормой в точке г, а ве-
личину f' (г) отклонением элемента от нормы, или аномалией. 
Структурную функцию для отклонения f от нормы обозначим 
bf(ru г2]^ Она определяется, согласно. (1), формулой 

= (3> 
Между функциями Bf и bf существует простое соотношение.. 

Д л я получения его подставим (2) в (1), тогда 

в , га з •-11/ га - / raj+[г га - г гапт-
= [ 7 г а - 7 г а г + [ г г а - / - г а г + 

+ 2 [ 7 r a - 7 r a ] [ / ' r a - / ' r a i . 
Но, поскольку осреднение понимается в статистическом 

смысле, последний член правой части написанной формулы р а -
вен нулю, а в первом повторное осреднение является излишним.. 
Поэтому получаем 

B f = [ 7 - 7 й ] 2 + b f 72). (4> 
1.3. Введем теперь понятия о статистической однородности и 

изотропии поля по отношению к структурной функции. Поле 
называется однородным по отношению к структурной функции,. 
если последняя зависит не от векторов г\ и г2 порознь, а лишь. 

- от вектора г2 — г\. 
Иными словами, в случае однородности структурная функция 

не изменится, если мы перенесем пару точек г ь г2 в любое место 
поля, но так, что при этом сохранится неизменным расстояние-
между точками и направление от первой из них ко второй; при 
этом об однородности говорят, разумеется, лишь тогда, когда 
сказанное верно для любой пары точек. Например, для распо-
ложения точек, показанного на рис. 2, в случае однородности 
поля f по отношению к структурной функции имеют место р а -
венства Bj[rh r2) =BjJjtx r 8 ) ; B f j j 4 ) =Bf{r9, По); Bf(r5, r6) = 
= Bf(rn, rI2), но Bf(ru r2) ^:Bf(r3, r4) (различны направления) и 
Bf{ r u гг) # 5 / ( ^ 5 , r6) (различны расстояния). 
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Поле называется изотропным по отношению к структурной 
функции, если последняя зависит не от гi и г2 порознь, а от век-
тора г = 2 ( r i + г г ) и скалярной величины p = | r 2 — п |. Иначе го-
воря, в случае изотропии структурная ' функция не изменится, 
если мы изменим положение точек Г\ и г2, сохраняя неизменным 
положение центра отрезка, соединяющего точки Г\ и г2 и вели-
чину этого отрезка. Например, для точек на рис. 2 в случае изо-
тропности поля f по отношению к структурной функции имеют 
место равенства Bf(ru r2)=Bf(r3, г4) и Bf(r7, r8)=Bf(rg, гго), но 
Bf(r3, гд)фв}(г5, r6) (различны расстояния) и Bf(ru г2)Ф 
ФBf(r9, Гю) (различны положения центров отрезков). 

® 7 

• 5 
91 9 9 910 

94 98 
912 

• 2 
® 6 

Рис. 2. 

Если поле является по отношению к структурной функции 
однородным и изотропным, то эта функция зависит, очевидно, 
только от скалярного расстояния между точками р. В этом 
случае для точек на рис. 2 имеем B f ( r u г 2 ) = В / ( г з , г4) = 
= Bf(r7, r&) =Bf(r9, гю); Bf(ru r6) =Bf{r2, rs) и т. д. 

Практически наибольший интерес представляет именно слу-
чай однородного и изотропного по отношению к структурной 
функции поля. Действительно, зависимость структурной функ-
ции только от одного скалярного аргумента существенно облег-
чает применение этой функции и особенно ее вычисление. 

В связи с этим важно подчеркнуть, что структурные функции 
самих метеорологических элементов не являются, как правило, 
однородными и изотропными по крайней мере для не очень ма-
лых расстояний между точками. Это является следствием неод-
нородности полей норм метеорологических элементов. Поэтому, 
например, для температуры структурные функции в меридио-
нальном направлении больше, чем в широтном, а структурные 
функции в прибрежных районах больше, чем вне этих районов. 
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По этой причине изучаются главным образом структурные 
функции не самих элементов, а их отклонений от норм. Как это1 

вытекает из имеющихся данных, такие структурные функции 
для большинства метеорологических элементов можно с боль-
шой точностью считать однородными и изотропными в весьма 
широком диапазоне расстояний р. 

1.4. Наряду со структурной функцией важной характеристи-
кой статистической структуры метеорологических полей яв-
ляется корреляционная функция. Она определяется как сред-
нее произведение значений двух метеорологических элементов f 
и ф в двух точках п и г2 

= / £ ) ? £ ) . (5> 

В частном случае, если элемент f совпадает с элементом ср, 
функцию (5) называют а в т о к о р р е л я ц и о н н о й Б у д е м обозна-
чать автокорреляционную функцию М/, так что 

Щ (К. К) = М„ 72)=/ / (б> 
Если ж е элементы f и ср различны, то функцию (5) называют 

взаимной корреляционной или кросскорреляционной. 
Так ж е как и в случае структурных функций, целесообразно1 

рассматривать корреляционные функции не для самих метео-
рюлогических элементов, а для их отклонений от норм 

К ) = М Г 9 , рГ, ^ ) = Г ( r l ) ( К ) . (7) 

и в частности автокорреляционную функцию 

m f (7V т^=Mfl G = г ЭД Г(72) . (8> 

В частном случае, когда Г\=г 2 , автокорреляционная функ-
ция равна дисперсии элемента f в точке г\ 

Функции (5) и (7) связаны простым соотношением, которое 
выводится так же, как формула (4), и имеет вид 

л г / Л ' Г 1 . ' Ч ) = 7 Ю ' ? Ю + дал К ' 7 2 ) , (10) 
и в частности для автокорреляционных функций 

M / i K , = + (11) 

1 Часто автокорреляционную функцию просто именуют корреляционной. 
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- Наконец, существует простая связь между автокорреляцион-
ной и структурной функциями одного и того ж е элемента. 
Именно из формулы (1) вытекает, что 

т. е., согласно (6), 

Bf К) f l , +-М/ (71, Я ) - 2 M f 72). (12) 

Аналогичное соотношение имеет место и между функциями 
bf и rrif 

b f ( r i . r^=mf{r{, r^)+mf[r2, r2) — 2m f (ru 72); (13) 

оно следует из формул (3) и (8). 
Понятия об однородности и изотропии поля по отношению 

к корреляционной функции вводятся совершенно так же, как 
они были выше введены по отношению к структурной функции. 
Однородность поля по отношению к корреляционной функции 
включает в себя, очевидно, независимость среднего квадрата ве-
личины f в точке от координат точки. Применительно к откло-
нениям от нормы это означает постоянство дисперсии элемента. 
Если поле однородно относительно M f , то оно однородно и от-
носительно Bf. Действительно, тогда в (12) первые два члена 

правой части постоянны, а последний зависит только от г 2 — Г\. 
Следовательно, и левая часть зависит только от г2 — г\. То ж е 
относится и к формуле (13). Совешенно' так ж е можно по-
казать, что однородность и изотропия поля относительно авто-
корреляционной функции влечет за собой однородность и изо-
тропию по отношению к структурной функции. Обратное, 
вообще говоря, неверно. Именно, как это видно из (13), одно-
родность и изотропия поля относительно bf имеет своим следст-
вием то ж е свойство относительно trif, лишь если дисперсия эле-
мента f постоянна. 

При наличии однородности и изотропии поля по отношению 
к mf и bf соотношение (13) может быть записано в более про-
стом виде 

bf{?) = 2mf(0)-2mf(?), (14) 

где р = [г2 — гх | и функции одного аргумента обозначены 
теми ж е буквами, что и функции двух векторных аргументов. 

1.5. Будем рассматривать структурные и автокорреляцион-
ные функции для отклонений от нормы и считать, что поле эле-
мента однородно и изотропно по отношению к этим функциям. 
Тогда выведенные соотношения позволят установить общий ха-
рактер зависимости функций bf(р) и mf(р) от расстояния р. По-
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скольку, согласно (3), функция bf (р) неотрицательна и 6 / ( 0 ) = О, 
то по крайней мере при малых значениях р функция 6/(р) воз-
растает с ростом р. Следовательно, согласно (14), при тех ж е 
значениях р автокорреляционная функция /и/('р) является убы-
вающей функцией. Очевидно, далее, что с безграничным ростом 
расстояния р между двумя точками статистическая связь 
между значениями f в этих точках должна затухать, так что 
лг/(оо) = 0 . Тогда из равенства (14) получаем 

bf{oo)=2mf(0). (15) 

Сказанным определяется общий характер поведения функ-
ций bf(р) и trif(р) при малых и больших р. Эти выводы пред-
ставлены графически на рис. '3. Сплошными линиями показана 
зависимость этих функций от р для малых и больших р. В про-
межуточном интервале показан пунктиром вид зависимости 
этих функций от р в двух вариантах — когда они монотонны и 
когда они имеют один экстремум к а ж д а я . Разумеется, из наших 
рассуждений не вытекает никаких следствий относительно ре-
ального поведения структурной и автокорреляционной функций 
в этом промежуточном интервале значений р, равно как и отно-
сительно размеров этого интервала. 

С помощью равенства ('15) соотношение (14) можно перепи-
сать также в виде 

bf(p)=*bf(co)-2mf( р). (16) 

Удобно ввести еще нормированную автокорреляционную 
функцию (или автокорреляционный коэффициент) р./(р) соотно-
шением 

, V « / (Р ) 
= ^ j w ( 1 7 ) 

и нормированную структурную функцию Р/(р) соотношением 

Функция (Л/ (р) представляет собой коэффициент корреляции 
между значениями элемента f в двух точках, отстоящих друг от 
друга на расстоянии р, рассматриваемый как функция этого рас-
стояния. Что касается функции Р/(р) , то она связана с р,/(р) 
простым равенством 

Р/(Р) = 1 - Р / ( Р ) , (щ 
вытекающим из формул (14), (.15), (17) и (18). 

Преимущество использования нормированных функций р,/(р) 
и р/(р) определяется тем обстоятельством, что они, как пра-
вило, менее зависят от условий осреднения. Например, по дан-
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ным работы [ 2 0 ] , структурные функции высоты АТ500 оказались 
для различных сезонов различными, но с большой степенью 
точности получающимися одна из другой умножением на посто-
янный множитель. Это д а л о основание описать структуру этого 
поля в разные сезоны одной нормированной структурной функ-
цией. 

1.6. В зависимости от того, д л я расстояний какого порядка 
рассматривается статистическая структура поля, принято гово-
рить о микроструктуре и макроструктуре метеорологических по-
лей. В случае микроструктуры мы имеем дело с расстояниями 
порядка от сантиметров до метров. В случае макроструктуры 

ef(p) 
а) 

/ у 

у" 

/ 
S 

iTfM. 

О 

mftp) 
б) 

s 

Рис. 3. Общий характер зависимости струк-
турной (а) и корреляционной (б) функций 

от расстояния. 

расстояния имеют порядок величины от десятков до тысяч кило-
метров. Вероятно, целесообразно ввести еще термин мезо-
структура — для тех случаев, когда рассматриваются расстояния 
от десятков метров до километров. 

Д л я получения эмпирических данных по микроструктуре 
необходимы измерения метеорологических элементов с помо-
щью весьма чувствительной и малоинерционной аппаратуры. Эти 
исследования получили в последнее время весьма широкое 
распространение. В частности, в а ж н ы е результаты в этом 
направлении получены в Институте физики атмосферы АН С С С Р 
(А. М. Обухов, С. И. Кречмер, В. И. Татарский, .В. М. Бовшеве-
ров, А. С. Гурвич, Л . Р . Цванг ) . Д л я получения ж е эмпириче-
ских данных по макроструктуре могут использоваться д а н н ы е 
обычных сетевых метеорологических наблюдений. Обзор соот-
ветствующих исследований макроструктуры содержится в сле-
дующем параграфе . 
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Д л я большинства метеорологических элементов расстояния, 
при которых автокорреляционная функция становится близкой 
к нулю и маломеняющейся, весьма велики, поэтому при иссле-
довании микроструктуры основных метеорологических полей 
можно считать структурные функции монотонными. В противо-
положность этому при изучении макроструктуры часто бывает 
необходимо учитывать, что расстояния, с которыми приходится 
иметь дело, близки к предельным и не могут считаться малыми 
по сравнению с этими предельными расстояниями. 

В дальнейшем нас будет интересовать, главным образом, 
макроструктура, т. е. статистическая структура метеорологиче-
ских полей крупного, синоптического масштаба. 

\ j 1.7. Д о сих пор мы рассматривали характеристики п р о с т р а н -
ственной статистической структуры метеорологических полей. 1 

Аналогичным образом вводятся характеристики временной 
структуры полей. Например, временной структурной функцией 
элемента f называют средний квадрат разности значений f в од-
ной и той ж е точке в два различных момента времени 

B f ^ Q ^ U ^ - f i t ^ , (20) 

а временной корреляционной функцией элементов f и ф — среднее 
произведение значений / и ф в моменты t\ и t2 

М ^ ^ ^ Т Ш Ш - (21) 

Совершенно так же, как и ранее, могут быть введены струк-
турные и корреляционные функции для отклонений от норм и 
получены соотношения, связывающие их с характеристиками 
структуры самого элемента. ! 

Понятия об однородности и изотропии заменяются, примени-
тельно к характеристикам временной структуры, понятием о ста-
ционарности поля по отношению к этим характеристикам. Ста-
ционарность означает, что соответствующая функция — струк-
турная или корреляционная — зависит не от аргументов t\ и U 
порознь, а лишь от модуля разности этих аргументов x = \ h — 
— Это означает инвариантность функции по отношению 
к изменению начала отсчета времени и направления этого от-
счета. Первое аналогично однородности, а второе — изотропии. 

М. И. Юдин предложил использовать приближенное соотно-
шение между пространственными и временными структурными 
функциями, основанное на известной гипотезе Тэйлора о замо-
роженной турбулентности [110]. Согласно этой гипотезе, индиви-
дуальные изменения турбулентных пульсаций метеорологиче-
ских элементов при движении со скоростью среднего потока 
малы по сравнению с локальными и конвективными их измене-
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ниями. Тогда, пренебрегая этими индивидуальными измене-
ниями, получаем простое соотношение 

М Х ) = М » Т ) . (22) 
где слева стоит временная , а справа пространственная структур-
ная функция, а и есть осредненная скорость ветра. Проверка на 
независимом материале показала , что эта гипотеза выполняется 
с большой степенью точности. 

Подчеркнем в заключение, что введенные в настоящем пара-
графе функции представляют собой лишь простейшие характери-
стики статистической структуры метеорологических полей. Од-
нако более тонкие характеристики в настоящее время почти 
совсем не исследованы на эмпирическом материале , и мы их 
поэтому не будем рассматривать 

§ 2. Изучение характеристик макроструктуры метеорологических 
полей и их приложения 

2.1. Рассмотренные в предыдущем п а р а г р а ф е величины, ха-
рактеризующие статистическую структуру метеорологических 
полей, были впервые введены в теоретической гидродинамике 
в связи с задачей построения статистической теории турбулент-
ности. J1. В. Келлер и А. А. Фридман первыми предприняли по-
пытку создания такой теории [95]. Они ввели в рассмотрение 
корреляционные функции весьма общего вида, названные ими 
моментами связи. Момент связи величин f и ср представляет 
собой среднее произведение отклонений f и ф от их средних 
значений, причем оба отклонения берутся, вообще ' г о в о р я , 
в разных точках и в разные моменты времени, т. е. по Фридману 
и Келлеру, 

m f f (•*"!> У\1 У 2' Z2i ^г) ~ 

= / ' ( * 1 . Уъ Z1> О т ' ( - « а . Уз. z2, (!) 
где х, у, z — декартовы координаты, t — время. 

Корреляционные функции, рассмотренные в § 1, являются , 
очевидно, частными видами функций (1) , а именно временные 
корреляционные функции получаются из (1) при xi=x2, У1—У2, 
z i = z 2 , а пространственные (в горизонтальной п л о с к о с т и ) — п р и 
Zi = Z2Vlt\ = t2. 

Пользуясь уравнениями гидродинамики и предположив, что 
моментами более высокого порядка , чем второй (т. е. средними 
значениями тройных, четверных произведений и т. д . ) , можно 
пренебречь, Фридман и Келлер построили замкнутую систему 
уравнений д л я характеристик осредненного движения и момен-
тов связи. Эти уравнения, однако, весьма громоздки, и з адача 
интегрирования их представляет огромные трудности. 
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Дальнейшее развитие идей Фридмана и Келлера связано 
с работами Д ж . Тэйлора [110] и Т. Кармана [94], которые ввели 
применительно к данному кругу вопросов понятия об однород-
ности и изотропии. Д л я однородной и изотропной турбулентно-
сти уравнения Фридмана и Келлера чрезвычайно упростились. 

В работе И. А. Кибеля [33] исследован более реальный для 
атмосферных движений случай изотропии только по отношению 
к горизонтальным направлениям. Применительно к этому слу-
чаю Кибель упростил уравнения Фридмана—Келлера и рассмот-
рел вопрос об интегрировании этих упрощенных уравнений. 

Е. Н. Блинова [4] предложила воспользоваться аналогичными 
представлениями в задаче долгосрочного прогноза метеороло-
гических полей с учетом макротурбулентных эффектов. 

2.2. Весьма важные идеи в статистической теории турбулент-
ности были высказаны А. Н. Колмогоровым [35]. Он ввел пред-
ставление о локально однородной и изотропной турбулентности. 
На основании сформулированных им соображений о механизме 
передачи энергии турбулентных пульсаций, Колмогоров с по-
мощью простого анализа размерностей установил зависимость 
структурной функции скорости от расстояния. Именно, он пока-
зал, что в интервале расстояний, для-которых верны предполо-
жения о локальной однородности и изотропии, структурная 
функция скорости Ь и (р ) пропорциональна расстоянию р в сте-
пени 2/з- А. М. Обухов [39] получил затем тот ж е «закон двух 
третей» на основе спектрального разложения турбулентных 
пульсаций. С помощью этого метода Обухов получил также 
теоретическим путем зависимость коэффициента турбулентного 
перемешивания от масштаба явления («закон четырех третей»), 
установленную ранее экспериментально. 

Эти работы дали толчок к развитию теоретических исследо-
ваний структурных функций ряда элементов. В настоящее время 
насчитывается значительное число работ, посвященных этому 
вопросу. Итоги этих исследований подведены в статье Обу-
хова [40]. 

Хотя, судя по предположениям, положенным в основу «за-
кона двух третей» Колмогорова—Обухова и других аналогичных 
соотношений, они должны выполняться применительно к микро-
структуре метеорологических полей, анализ эмпирического мате-
риала показывает, что эти закономерности сохраняются в силе 
до значительно больших расстояний. Тем не менее примени-
тельно к макроструктуре метеорологических полей можно ожи-
дать определенного нарушения указанных закономерностей. 
Этот вопрос был рассмотрен М. И. Юдиным. Он показал, что 
для расстояний, на которых связь между вертикальными ком-
понентами скорости отсутствует, «закон двух третей» Колмого-
рова—Обухова должен сменяться «законом первой степени», 
т. е. структурная функция ветра должна быть пропорциональна 
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первой степени расстояния р. Этот вывод подтвердился на эм-
пирическом материале. Юдиным рассмотрен также вопрос о мак-
роструктуре полей других метеорологических элементов. Ре-
зультаты, относящиеся к этому кругу вопросов, изложены 
М. И. Юдиным в работах [52] и [55]. 

2.3. Наряду с теоретическими исследованиями большое зна-
чение имеют эмпирические изыскания по макроструктуре полей 
метеорологических элементов. 

Интересно отметить, что независимо от А. Н. Колмогорова 
[35], который ввел понятие о структурной функции, ана-
логичная характеристика была рассмотрена О. А. Дроздовым и 
А. А. Шепелевским [28] в связи с анализом эмпирических данных 
по пространственной изменчивости основных метеорологических 

элементов. Дроздов и Шепелевский ввели функцию "|/&/(р) и 
назвали ее ошибкой экстраполяции. Этот термин обу-
словлен тем фактом, что функция YPf{p) представляет собой 
среднюю квадрэтическую ошибку замены элемента f (точнее, 
отклонения f = f — f ) в одной точке его значением в другой 
точке, отстоящей от первой на расстоянии р. 

После работы Дроздова и Шепелевского было выполнено 
множество эмпирических исследований по макроструктурным 
функциям различных метеорологических элементов. Значитель-
ная часть этих работ проводилась в связи с задачей рациональ-
ного размещения сети метеорологических станций [59]. Имеются 
также исследования (например, [30, 49]), выполненные безотно-
сительно к этой задаче. Эмпирические исследования по макро-
структуре метеорологических полей продолжаются вплоть до 
самого последнего времени. Так, уже в 1960 г. опубликованы 
результаты расчетов и приложений структурной функции высо-
ты снежного покрова [37]. 

К с о ж а л е н и е расстояния р, которые использовались в боль-
шинстве работ этого направления, сравнительно невелики. По-
этому полученные результаты не позволяют оценить предельное 
значение структурной функции 6/(оо),. а потому и не позволяют 
определить по структурной функции автокорреляционную, что 
можно было бгы сделать по формуле (16) § 1. Что касается 
непосредственных вычислений автокорреляционных функций по 
формуле (8) § 1, то они выполнялись пока в весьма небольшом 
числе работ (например, [81, 82]). Причина этого состоит в значи-
тельно большей трудоемкости вычислений 'rrif(p) по сравнению 
с bf(р) при работе вручную. Действительно, при вычислении 
структурной функции нужно произвести весьма большое число 
вычитаний и возведений в квадрат, а при вычислении автокор-
реляционной функции — примерно такое ж е количество умно-
жений, что требует (если не использовать вычислительных ма-
шин) значительно больших затрат времени. 
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Из сказанного ясно, что, несмотря на наличие большого 
числа исследований по макроструктуре метеорологических полей, 
имеющиеся сведения по структурным и особенно автокорреля-
ционным функциям еще трудно признать достаточными. 

2.4. Сведения по статистической структуре метеорологических 
полей оказываются весьма полезными при решении многих за-
дач теоретической и прикладной метеорологии. В настоящее 
время имеется множество работ, в которых в той или иной мере 
используются данные по статистической структуре полей. Не 
имея в виду давать подробный и исчерпывающий обзор этих 
работ, рассмотрим вкратце лишь некоторые направления этих 
исследований. 

1) Оценка порядков величин метеорологических элементов и 
их производных. В 1917 г. Гессельберг и Фридман опубликовали 
работу [84], в которой на основании обработки весьма многочи-
сленного материала наблюдений построили таблицы порядков 
величин основных метеорологических элементов и их производ-
ных. Таблицы Гессельберга и Фридмана были в течение многих 
лет важным подспорьем для метеорологов-теоретиков. Исполь-
зуя их, можно было выявить, какие эффекты для того или иного 
конкретного процесса являются главными, а какие — второсте-
пенными, и исключить последние из рассмотрения. 

По мере развития динамической метеорологии потребовались, 
однако, более точные сведения о порядке величин производных. 
Выяснилось, в частности, что осредненные производные боль-
шинства метеорологических элементов весьма существенно за-
висят от масштаба осреднения. Эту зависимость можно было бы 
исследовать непосредственно на эмпирическом материале. Од-
нако значительно более рационально использовать для этой 
цели уже имеющиеся сведения по структурным функциям. Эта 
работа была выполнена М. И. Юдиным. Идея ее состоит в том, 
что средние квадратичеСкие значения производных от какого-
либо элемента, осредненные по некоторому интервалу значений 
аргумента, однозначно Связаны со структурной функцией дан-
ного элемента относительно данного аргумента. Так, например, 
среднее квадратическое значение первой производной от f по х, 
осредненной в интервале /, равно 

Используя подобного рода соотношения, Юдин построил таб-
лицы штандартов основных метеорологических элементов и их 
производных. Эти результаты изложены в р.аботах [26], [53] и др. 

2) Оценка ошибок вследствие приближенного выполнения 
некоторых действий. С помощью сведений по статистической 
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структуре полей можно оценивать ошибки, возникающие при 
вычислении приближенного значения той или иной величины. 
Весьма существенно, что эту оценку можно выполнить, не про-
изводя самих вычислений и не сравнивая полученных значений 
с точными, что особенно важно, когда точные значения неизве-
стны. 

Так, О. А. Дроздов и А. А. Шепелевский оценили ошибку 
линейной интерполяции метеорологического элемента на сере-
дину отрезка и на центр треугольника. Соответствующие фор-
мулы для среднего квадрата ошибки имеют вид: 

E2 = b f ( ^ - y ± b f ( r ) , (3) 

^ = (4) 

где г —длина отрезка и соответственно стороны треугольника. 
Формулы (3) и (4) использованы затем применительно к задаче 
рационализации метеорологической сети (см. гл. 7) . 

В работе Д . JI. Лайхтмана и Р. Л. Кагана [37] оценена сред-
няя квадратическая ошибка замены интеграла от некоторого 
элемента по отрезку его приближенным-значением, вычислен-
ным по той или иной формуле численных квадратур. Результат 
выражен через структурную функцию рассматриваемого метео-
рологического элемента. 

Эти оценки использованы авторами для рекомендаций по 
методике наблюдений над снежным покровом. 

М. И. Юдин [54] рассмотрел вопрос об ошибках "вычисления 
производных от лапласиана некоторого элемента по данным 
в узлах квадратной и треугольной сетки и установил на основа-
нии этих оценок принципиальные преимущества треугольной 
сетки. ' -

В работе [12] исследовались ошибки линейной интерполяции 
какого-либо элемента в зависимости от количества использо-
ванных данных и вида структурной функции элемента. Резуль-
таты нашли применение в задаче барометрического нивелиро-
вания местности [6]. 

3) Оптимальная интерполяция, экстраполяция, сглаживание. 
Сведения по статистической структуре полей позволяют раз-
работать оптимальные, в смысле Минимальной средней квадра-
тической ошибки, способы интерполяции, экстраполяции и сгла-

^жйвания (фильтрации ошибок). Эти способы излагаются в по-
следующих главах, и мы здесь не будем вдаваться в существо 
вопроса. -

Приведенный перечень, который легко можно было бы про-
должить, показывает, что уже в настоящее время сведения о ха-
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рактеристиках статистической структуры метеорологических 
полей могут использоваться для решения многих важных вопро-
сов теоретической и прикладной метеорологии. 

§ 3. Методы вычисления структурных и корреляционных 
функций макромасштабных метеорологических полей 

3.1. В теории случайных функций по отношению к статисти-
чески однородным и изотропным полям доказана так называе-
мая эргодическая теорема. Согласно этой теореме, корреляци-
онная и структурная функции могут быть определены по данным 
одной реализации случайной функции. Применительно к метео-
рологическим полям это означает, что для определения корреля-
ционной и структурной функций в принципе достаточно сведе-
ний всего по одной синоптической ситуации. 

Практически, однако, эргодическая теорема не может быть 
использована при исследовании статистической структуры ме-
теорологических полей. Действительно, во-первых, формули-
ровка этой теоремы предполагает, что реализация случайной 
функции известна как функция координат в каждой точке обла-
сти их изменения, тогда как мы имеем значения метеорологиче-
ских элементов лишь в дискретно расположенных точках (пунк-
тах наблюдения) , число которых к тому ж е не очень велико. 
Во-вторых, об однородности и изотропии можно говорить приме-
нительно к полям не самих метеорологических элементов, а их 
отклонений от нормы. Следовательно, нужно привлекать к рас-
смотрению нормы, которые, разумеется, находят по данным не 
одной, а весьма большого количества синоптических ситуаций. 

Более того, для метеорологических полей характерно, что 
нормы, как правило, существенно зависят от состава выборки 
д а ж е при весьма большом ее объеме. Поэтому вместо того, 
чтобы использовать нормы, полученные независимым путем, 
предпочитают брать в качестве норм значения, осредненные по 
тому самому материалу, по которому исследуется статистическая 
структура поля. Разумеется, при этом предполагается исполь-
зование данных значительной совокупности синоптических си-
туаций. 

В идеале, чтобы по данным этой совокупности можно было 
получить точные значения структурной или корреляционной 
функции, она должна удовлетворять следующим требованиям. 

1) Отдельные ситуации должны отличаться друг от друга 
только теми «случайными» свойствами, статистическая струк-
тура которых подлежит исследованию. Во всех ж е иных отноше-
ниях ситуации должны быть тождественны друг другу. 

2) Количество данных при вычислении каждого значения 
структурной (соответственно автокорреляционной) функции 
д о л ж н о быть настолько велико, чтобы введение дополнительных 
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данных не изменило бы, в пределах заданной точности, вычи-
сленного значения. . » 

3) Каждое из данных должно быть абсолютно точным. 
В той мере, в которой эти требования не выполняются, могут 

иметь место ошибки вычисления структурных и автокорреляци-
онных функций. Они могут быть обусловлены, согласно сказан-
ному, неоднородностью выборки, ее ограниченностью и ошиб-
ками в исходных данных. Рассмотрим подробнее эти источники 
ошибок. 

3.2. Ошибки в исходных данных будем называть чисто слу-
чайными, если они удовлетворяют следующим условиям: 

1) среднее арифметическое значение каждой ошибки равно 
нулю, 

2) ошибки не коррелируют с истинными значениями какого-
либо элемента, 

3) ошибки данных о различных элементах не коррелируют 
друг с другом, 

4) ошибки в различных точках не коррелируют друг с дру-
гом. 

Обозначим через f значение элемента известное с некото-
рой ошибкой б/, так что 

/ = / + 8 / . 0 ) 

где f —истинное значение рассматриваемого элемента. 
Тогда, если ошибка б/ чисто случайна, то имеют место равен-

ства: 
. «—* 

при всех г и f 

3 , ( г ) - 0 ; (2) 

при всех r\, r2, f и ф 

Ж К Ш = 0; (3> 

при всех г\, r2, f , и ф, за исключением случая, когда одновременно 
/ = ф и Г1=Г2 

(4> 
Средний квадрат ошибки данных об элементе f в точке г 

обозначим через o f (г) 

W M P V (5>-
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а отношение его к дисперсии элемента f назовем мерой случай-
ной ошибки и обозначим через r\f(r) 

' Y l , ( r ) = _ V J v • (6) '/ V ; f2 J V ; 

Наибольший практический интерес представляет случай од-
нородного поля ошибок, т. е. такого, что Of не зависит от г. 

Если к тому ж е поле элемента f статистически однородно 
относительно дисперсии, то и мера ошибки не зависит от г. 
В этом случае 

Легко проследить влияние чисто случайных ошибок исход-
ных данных на значения структурных и корреляционных функ-
ций. 

а) Чисто случайные ошибки не влияют на значения ненорми-
рованных взаимных корреляционных функций. Действительно, 
в силу (1) и (3) 

г2) = / / (г1)<р /(г2) = 
/ ? 

v R K R ) - (8) 
Но, поскольку f Ф ф, то, согласно (4), последний член (8) 

равен нулю и, следовательно, 

да-г-' / ? 
(r1,72)=m/f(71,72). (9) 

б) Чисто случайные ошибки не влияют на значения ненорми-
рованных автокорреляционных функций, за исключением слу-
чая, когда расстояние между точками равно нулю, т. е. когда 
•автокорреляционная функция равна дисперсии элемента. 

Это следует из того ж е равенства (8), так как теперь в нем 
но г \ Ф г 2 , так что 

т. 
/ К ) — п р и 7хф72. (Ю) 
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в) Чисто случайные ошибки приводят к завышению диспер-
сии на величину среднего квадрата ошибки в данной точке, т. е. 

/ / 2 ( 7 ) = т 7 ( 7 , 7 ) = 7 ^ ( 7 ) + а 2 ( 7 ) . , (11) 

Это сразу следует из (8) и (5). С помощью (6) можно пере-
писать формулу (11) также в виде 

f { г ) = Т 2 ( 7 ) [ \ + ^ ] \ . (12) 
г' 

В случае однородности ошибок и дисперсии значение \ ' г 

также не зависит от г, а именно 

/ ' 2 = F ( 1 + ty). (13) 
г) Чисто случайные ошибки приводят к завышению струк-

турной функции на сумму средних квадратов ошибок в двух точ-
ках, а в частном случае однородного поля ошибок — на удвоен-
ный средний квадрат ошибки. Действительно, согласно (1) 
и (3), -

и Далее, согласно (4) и (5), ' 

. Ч)+°2/Ю+о2/К)- (и) 
Если Gf не зависит от г, то получаем просто 

а если еще поле однородно и изотропно по .отношению к струк-
турной функции, то 

^ ( р ) = МР) + 2 ^ (15) 
/ 1 

и, в частности, так как 6/(0) = 0 , 

Й^(0) = 2а2 (16) 
f 

Ha формуле (16) основан, косвенный метод оценки ошибок 
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исходных данных. Именно, нужно экстраполировать кривую 
р), построенную по исходным данным, на нуль. Тогда орди-

ната точки, в которой р = 0, дает, согласно (16), удвоенный сред-
ний квадрат ошибки. После этого для получения истинной струк-
турной функции нужно вычесть из всех значений Ьу(р) величину'-
2of2 , т. е. провести кривую, параллельную исходной и прохо-
дящую через начало координат (рис. 4) . Практически, впрочем, 
•определять таким путем Of часто затруднительно, поскольку 
именно при малых р может иметь место существенная кривизна 
графика bf(р). 

Следующие положения сформулируем, простоты ради, лишь 
д л я случая однородного поля ошибок и статистически однород-
ного и изотропного поля самого элемента. 

д) Чисто случайные ошибки приводят к занижению значений 
нормированной автокорреляционной функции р,/(р) (исключая 
р = 0) в о т н о ш е н и и - ^ р — у , т . е . 

/ 7 ( р ) = Т + у (17) 

Это сразу вытекает из формулы (13). 
е) Чисто случайные ошибки изменяют значение нормирован-

ной структурной функции Р/(р) согласно формуле 

1 . — ~ 
М Р ) 

Р - ( Р ) = МР) И ( 1 8 ) f 1 ~ '/ 
приближая его к единице. Действительно, при р/(р) < 1 получаем 
1 > by(p) >bf(p), при & / ( р ) > 1 1 <by(p)<bf{p), наконец, при 
bf(р) = 1 by (р) =bf(p) = 1 . 
' На основании выведенных соотношений можно исключить 
влияние чисто случайных ошибок исходных данных на струк-
турные и автокорреляционные функции, если известны меры 
этих ошибок. Заметим, что практически ошибки исходных дан-
ных слагаются под влиянием не только ошибок наблюдений, но 
т а к ж е и «микроклиматических ошибок», обусловленных влия-
нием сравнительно мелкомасштабных особенностей подстилаю-
щей поверхности. 

3.3. Вопрос о влиянии неоднородностей выборок на значе-
ния структурной и автокорреляционной функции нецелесообразно 
формулировать в общем виде, поскольку весьма трудно дать 
общий ответ на вопрос, какого рода неоднородности мы хотели 
бы исключить, а какие должны быть включены в рассмотрение 
при исследовании статистической структуры поля. В известной 
мере ответ на этот вопрос может зависеть от того, какое приме-
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нение мыслится затем для вычисленных статистических харак-
теристик. , 

Однако можно указать по меньшей мере один фактор неод-
нородности выборок, влияние которого является вредным, во 
всяком случае для большинства приложений, и потому подле-
жит исключению. Таким фактором является наличие неодно-
родностей, обусловленных годовым ходом рассматриваемых эле-
ментов. В самом деле, обычно данные по статистической струк-
туре используются применительно к некоторым конкретным 
физическим моментам времени. Один и тот ж е физический 
момент соответствует, правда, различным значениям местного 

Однако разности значений мест-
ного времени существенно мень-
ше суток, а потому их влияние 
пренебрежимо мало. 

Иначе обстоит дело с годовым 
ходом. Чтобы объем выборки был 
достаточно велик, мы вынуждены 
включать в нее ситуации, отно-
сящиеся к различным месяцам, 
а часто и сезонам. При этом на-
ряду с теми отклонениями от 
средних, структуру которых мы 
хотим изучать, будут иметь ме-
сто еще отклонения от средних, 
обусловленные влиянием годо-

вого хода элементов внутри данной выборки. Имея в виду даль-
нейшее применение результатов к каждому физическому мо-
менту, следует стремиться исключить влияние этой неоднород-
ности выборки. 

Рассмотрим этот вопрос подробнее. Будем теперь под f ( г ) 
понимать значение элемента f в точке г, искаженное за счет 
влияния не ошибок наблюдения, а годовОго хода внутри выборки 
Соответственно этому напишем 

/ ( 7 ) = / ( 7 ) + Г ( 7 , t ) , (19) 

где f(r) —значение элемента f в точке г за вычетом его годового 
хода, а функция f" описывает этот годовой ход. Будем считать, 
что производимое статистическое осреднение включает в себя 
осреднение по некоторому участку годового хода от ti до t% 
с одинаковым вкладом всех моментов времени. Тогда, очевидно, 

/ Й = 7 ( г ) + ^ / > М Л . (20) 

времени в различных точках. 

Рис. 4. Определение средней 
квадратической случайной 
ошибки наблюдений и исклю-
чение ее влияния на величину 

структурной функции 
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Вычитая (20) из (19), получим для отклонений от средних 

Г ( г ) = / ' ( 7 ) + / ' " ( 7 , г ) , (21) 
где 

r ^ ^ ^ r ^ ^ - j ^ j l r ( 7 , t ) d t . (22) 
1 h 

Заметим, что из (22) вытекает равенство 

/ ' " ("г, *) = \ / " ' ( 7 , t) dt = 0. (23) 
2 1 h 

Тогда автокорреляционная функция т ~ ( г ь г2) будет равна 

= [ / ' й + / / 7 , ( ^ ) t)} *)] = 

= mf(71, K) + f " t)f"'\72,t) + 

Д в а последних члена равны нулю в силу независимости f'(ri) и 
/ ' ( г 2 ) от годовых ходов и равенства (23). Кроме того, 

J Г" М f'" ftt)dt, 
<1 

поэтому 

« 7 ^ . + t)dt. (24) 

Аналогично можно получить формулы для взаимной корреля-
ционной функции 

т у ; 7 2 ) = « / Д 7 1 , Т2) + 

+ / ' " ( 7 1 5 1 ) ср"' (7 2 , f ) Л (25) 2 1 и 
и для структурной функции 

7 2 ) = б / ( 7 1 , . 7 2 ) + 

+ ^ I [ / '" *)]а Л . (26) Ч 
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Из формул ( 2 4 ) ^ ( 2 6 ) видно, что влияние годового хода 
внутри выборки приводит всегда к завышению структурной 
функции, в то время как значения корреляционных функций 
могут быть и завышены и занижены. Практически дело обстоит 
иначе. 

Рассмотрим сперва случай выборки, включающей данные за 
весь год. В этом случае, согласно (22), f"'=f". Представим годо-
вой ход рядом Фурье 

со 

f" ("г,*) --= 2 / » ( Я Sin { n Z t + d n ( 7 ) } , (27) п— 1 

где fn(г)—амплитуда, а ап(г)—начальная фа-за п-гармоники 
годового хода элемента f в точке г, со —угловая скорость вра-
щения Земли вокруг Солнца. Подставляя (27) в (24)—'(26) и 4 

беря, согласно сказанному, t2— = получим 
со 

Ю = + 
оо 

+ у 2 / » fc) f n COS { а„ (7[) - ап ( £ ) } , (28) п-1 

со 

. + 4 - 2 / « Ю c o s { а « й - р» й ) - (29) 
П -1 

b7(7v , 7 J + 4 - 2 [ л И + л К ) -
п—1 

- 2/я (п) /„ (гг) COS {а„ (гх) - Л„ (rj)}, (30) 

где ф п ( г ) —амплитуда, а $п{г) —начальная фаза п-й гармоники 
элемента ф. 

Поскольку фазы гармоник годового хода какого-либо из ос-
новных метеорологических элементов отличаются друг от друга 
в различных точках ре очень сильно (по крайней мере это отно-
сится к нескольким первым гармоникам, имеющим наибольшие 
амплитуды), то автокорреляционная функция получается, со-
гласно (28), завышенной. Так как амплитуды в точках Т\ и г2 
также близки друг к другу, то завышение структурной функции 
получается существенно меньшим, чем автокорреляционной.. 
Это, разумеется, верно и применительно к любому участку 
годового хода. Что касается взаимной корреляционной функции» 
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то влияние на ее значения годовых ходов внутри выборки, во-
обще говоря, меньше, чем д л я . автокорреляционной, так как 
фазы гармоник годовых ходов различных метеорологических 
элементов могут сильно отличаться друг от друга. 

3.4. Д л я количественных оценок влияния годового хода огра-
ничимся анализом дисперсии метеорологического элемента, для 
которой это влияние максимально, и будем рассматривать 
только первую гармонику годового хода, которая для большин-
ства метеорологических элементов имеет наибольшую величину. 
Введем еще для удобства угол . . , . 

е = mt. (31) 

Подставляя тогда выражение 

/ " fct) = / i р ) a n | » + « i ( r ) } (32) 

в (22) и (24) (при Г\=г2=г), получим после элементарных вы-
кладок 

где 
Г* { г ) = Г2 ( 7 ) + f \ ( 7 ) F { . l f e2, а, ( 7 ) } , (33) 

с t„ , „\ _ 1 sin 2 ( s2 + "-) — Sin 2 (£i + Я) 
^ V i) 2' / ~2 4 ( в 2 _ £ l ) ' 

j" cos(si + g) —cos(s2 + ") j2 

Будем отсчитывать угол e от момента, когда f" = 0 (а > 0 ) . 

Тогда, согласно (33) и (34), 

/ ' 2 ( г ) = / / 2 ( 7 ) + л ( 7 ) 
1 sin 2S2 — sin 2ц 

~2 4 ( в 2 - е 1 ) 

COS Ej — COS s2 \2 
e2 el J (35) 

В табл. 1 приведены значения отношения 

•у = / ' 2 ( г ) Q)> ( 3 6 ) 

f \ [ r ) 

вычисленного по формуле (35) для выборок, включающих раз-
личные участки годового хода. Д л я пояснения наименований 
этих выборок приведены их границы для идеализированного 
случая, когда максимум годовой волны наблюдается 15 июля 
(продолжительность каждого месяца принята за 30 дней). 
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Таблица 1 

Завышение дисперсии у под действием первой гармоники годового хода 
элемента, отнесенное к квадрату амплитуды этой гармоники 

Участок года, Границы участка года 
использованный в выборке (возможные варианты) У 

Год . . . 0,500 
Чисто экстремальное полуго-

15 IV—15 X, 15 X—15 IV дие 15 IV—15 X, 15 X—15 IV 0,095 
Промежуточное полугодие . . 1 I I I— 1 IX, 1 VI—1 XII 0,294 Промежуточное полугодие . . 

1 IX—1 I I I , 1 XII—1 VI 
Чисто переходное полугодие . 
Чисто экстремальный сезон . 

15 1—15 V I I , 15 VII—15 I 0,500 Чисто переходное полугодие . 
Чисто экстремальный сезон . 1 VI—1 IX, 1 XII— 1 III 0,008 
Чисто переходное полугодие . 
Чисто экстремальный сезон . 

15 IV—15 V I I , 15 VII—15 X, 
Промежуточный сезон . . . 15 X—15 I , 15 1 - 1 5 IV 0,094 
Чисто переходный сезон . . 1 IX—1 X I I , 1 III—1 VI 0,182 

Д л я большинства основных метеорологических элементов, 
таких, как температура, точка росы, ветер, высота изобариче-
ских поверхностей в средней тропосфере, квадрат амплитуды го-
дового хода имеет тот ж е порядок величины, что и дисперсия. 
Исключение составляет главным образом наземное давление, го-
довой ход которого мал. За этим исключением можно принять, 
что величина у представляет собой относительное завышение 
дисперсии благодаря влиянию участка годового хода внутри вы-
борки. Учитывая это, можно на основании табл. I заключить, 
что указанное влияние существенно в случаях осреднения за год, 
полугодие или переходный сезон. Если ж е осреднение произво-
дится за экстремальный сезон или за месяц, то соответствую-
щим завышением дисперсии можно пренебречь. 

3.5. В противоположность рассмотренным выше факторам 
ограниченность выборки приводит, вообще говоря, не к система-
тическим, а к случайным ошибкам значений статических 
характеристик метеорологических полей. Среднюю квадрэтиче-
скую ошибку нормированной корреляционной функции, обуслов-
ленную этим фактором, можно оценить по известной в стати-
стике приближенной формуле (см., например, [43]) 

- 1 ~ Г 2 (37) ' ут=I ' 

где г — коэффициент корреляции, а г — его средняя квадратиче-
ская ошибка, п — объем выборки. Формула (37) применима при 
больших п и при г , не очень близких к ± 1, Формула основана на 
предположении, что законы распределения коррелируемых вели-
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чин гауссовы, что, по-видимому, близко к действительности при-
менительно к большинству метеорологических элементов.. 

Формула (37) может быть, очевидно, сразу переписана для 
нормированной автокорреляционной функции, поскольку значе-
ния последней являются коэффициентами корреляции 

^ ( 3 8 ) 

В силу формулы (19) § 1 так что средняя квадрати-
ческая ошибка нормированной структурной функции, обуслов-
ленная ограниченностью выборки, может быть оценена по фор-
муле 

g = Е ( 2 - Р ) ( 3 9 ) 
•р у ^ т 

пригодной для больших п и для р, не очень близких к нулю. 
В табл. 2 приведены оценки по формуле (38) объема осред-

нения п, необходимого для получения р с заданной средней 
квадратической ошибкой. 

Таблица 2 

Количество случаев п, по которым должно быть произведено осреднение, 
чтобы средняя квадратическая ошибка нормированной корреляционной 

функции не превышала а .̂ (приближенная оценка) 1 

1 11 1 Р 

= 

1 ^ 1 
. "V = 

1 11 1 Р 
0,05 а, 02 0,01 

1 ^ 1 
0,05 0,02 0,01 

0,9 ! 0,1 16 91 360 0,4 0,6 285 1775 7100 
0,8 0,2 53 •326 1 300 0,3 0,7 333 2080 8 300 
0,7 0,3 105 650 2600 0,2 0,8 369 2300 9 200 
0,6 0,4 165 1023 4100 0,1 0,9 393 2450 9 800 
0,5 0,5 225 1400 5 600 ОД 1,0 401 2501 10000 

Из этой таблицы, как, впрочем, и непосредственно из фор-
мулы (38) или (39), можно сделать следующие выводы. 

Объем выборки, необходимый для получения значения 
структурной или автокорреляционной функции с удовлетвори-
тельной точностью, весьма велик (заметим в связи с этим, что 
значения п в первых трех столбцах таблицы являются занижен-
ными вследствие плохой применимости приближенной фор-
мулы (37), как об этом упоминалось выше). Поэтому оценки 
структурной или автокорреляционной функции путем осредне-
ния нескольких десятков первичных значений (см., например, 
[5]), явно недостаточны. 
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Необходимый объем выборки растет с ростом р (уменьше-
нием р,), т. е. при прочих равных условиях с ростом расстояния 
между точками. С этой точки зрения нельзя признать удачной 
обычную методику вычисления структурных функций, при кото-
рой используют данные в пунктах, более или менее равномерно 
расположенных на некоторой площади. При этом, очевидно, пар . 
пунктов, отстоящих друг от друга на больших расстояниях, сра-
внимых с размерами области, оказывается меньше, чем -пар 
пунктов с меньшими расстояниями. Д л я того чтобы Объем осред-
нения по большим расстояниям был не меньше, чем по малым, 
целесообразно использовать данные в пунктах «многосвязной» 
области, т. е. выбрать пункты, расположенные в двух или не-
скольких областях, -которые могут отстоять друг от друга на 
расстоянии порядка размеров каждой из областей. 

Вместе с тем из сказанного вытекает, что непосредственное 
определение «насыщенного» значения структурной функции свя-
зано с большими трудностями. 

З.'б. Имеется еще один источник -ошибок при вычислении 
структурных и корреляционных функций, а именно нарушение 
однородности и изотропии полей относительно этих статистиче-
ских характеристик. Влияние этого фактора весьма трудно оце-
нить. Действительно, если не предполагать ни однородности, ни 
изотропии, то подсчеты нужно вести отдельно для каждой пары 
пунктов. Но тогда весьма трудно получить выборку достаточно 
большого объема и вместе с тем достаточно однородную. Более 
того, сама возможность осреднения по различным случаям, т. е. 
в том или ином виде осреднения по времени, становится пробле-
матичной, как только мы отказываемся • от гипотезы простран-
ственной однородности. 

Поэтому в настоящее время нельзя получить каких-либо ко-
личественных данных о влиянии нарушений однородности и 
изотропии на результаты вычисления структурных и корреля-
ционных функций, проводимого в предположении об отсутствии 
таких нарушений. Что касается соображений качественного ха-
рактера, то можно лишь утверждать, что соответствующие по-
грешности будут при прочих равных условиях максимальны 
вблизи земной поверхности, где под влиянием неоднородности 
этой поверхности может иметь место и статистическая неодно-
родность соответствующих полей. Кроме того, можно думать, 
что ошибки будут велики при большйх расстояниях. 

В последнее время М. И. Юдин [55] предложил способ иссле-
дования статистической структуры полей, в значительной сте-
пени свободный от ошибок, обусловленных их неоднородностью 
и анизотропией. Юдин выдвинул идею об изучении структурной 
функции не самого элемента, а его-разделенных разностей раз-
личного порядка. Очевидно, что, чем выше порядок разности, 
тем меньше может быть опасений относительно влияния стати-
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стической неоднородности и анизотропии на ее . величину. 
С другой стороны, структурная функция любой конечной раз-
ности однозначно выражается через структурную функцию са-
мого элемента. Поэтому по данным о структуре полей конечных 
разностей можно если не восстановить структурную функцию 
самого элемента (для этого нужны дополнительные данные) , то 
во всяком случае исследовать сравнительно тонкие свойства по-
следней. 

Помимо исключения влияния неоднородности и анизотропии, 
предложение Юдина преследует еще одну цель. Если по струк-
турной функции самого элемента восстанавливать структуру его 
конечно-разностных комбинаций, то неизбежно появление зна-
чительных ошибок вследствие вычитания близких друг другу ве-
личин. Рекомендуемый ж е Юдиным обратный путь сопрово-
ждается, естественно, не уменьшением, а повышением точности. 

Наряду с преимуществами по сравнению с обычной методи-
кой способ, предложенный Юдиным, не свободен, естественно, и 
от недостатков. Во-первых, при этом способе практически Исклю-
чается возможность сколько-нибудь массовых подсчетов по дан-
ным в пунктах наблюдений, поэтому пользуются данными в ре-
гулярной сетке точек. Это означает, что приходится иметь дело 
с данными, подверженными не только ошибкам наблюдений, но 
и ошибкам интерполяции в точки регулярной сетки. 

Во-вторых, для получения надежных сведений по структуре 
полей конечных разностей требуется, очевидно, тем больший 
объем выборки, чем выше порядок разности. Трудно оценить без 
специальных численных опытов, насколько значительно это уве-
личение. Юдин считает, что вследствие уменьшения влияния не-
однородности и анизотропии полей можно ограничиться при вы-
числении структуры первых и вторых разностей сравнительно 
небольшими .выборками. Выполненные им оценки доверительных 
интервалов подтверждают этот вывод. 

Во всяком случае ясно,' что способ, предложенный Юдиным, 
заслуживает проверки и применения на массовом материале. 

3.7. Д о настоящего времени вычисления характеристик ста-
тистической макроструктуры метеорологических полей произво-
дились почти исключительно вручную. Между тем эти вычисле-
ния при всей их простоте весьма громоздки. Представим себе* 
например, что исходным материалом являются данные о рас-
сматриваемом элементе на 25 станциях для ,100 синоптических 
ситуаций. Полное использование этих данных для вычисления 
пространственной структурной функции требует выполнения 

25-24 
100- 2 = 3 0 0 0 0 вьщитаний и возведений в квадрат, а при 
вычислении автокорреляционной функции —- стольких ж е умно-
жений. Практически вся работа по вычислению структурной 
функции одного элемента, начиная со снятия исходных данных 
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и кончая анализом вида структурной функции, занимает около 
4—5 человеко-месяцев. Вычисления корреляционных функций 
еще более трудоемки. 

В связи с этим естественна мысль об использовании вычисли-
тельных машин для расчетов характеристик макроструктуры 
метеорологических полей. В Главной геофизической обсервато-
рии были составлены программы для вычисления структурных и 
автокорреляционных функций с помощью машин «Урал-1» и 
«Урал-2». 

Исходными данными являются значения некоторого метеоро-
логического элемента / в п пунктах наблюдения за т сроков. 
Числа п я т считаются известными наряду с самими данными. 
Кроме того, считаются заранее известными следующие вели-
чины. 

а) Нормы элемента в п пунктах. Эти нормы могут быть ре-
зультатом осреднения тех ж е данных, которые используются 
для вычисления М'р) и р), а могут быть получены и незави-
симым путем. 

'б) Координаты каждой из п точек, а именно декартовы коор-
динаты их на некоторой картографической проекции. 

в) Границы градаций расстояний р, внутри которых произво-
дится осреднение. 

Вычисления производятся по данным каждого срока наблю-
дений последовательно. Начинаются они с того, что берутся 
первая и вторая станции (если в обеих есть данные) и опреде-
ляются величины . 

' ^ Ч / ' £ ) - / ' г а г <4°> 
и 

m f = f ' { r , (41) 

а также величина расстояния р между этими станциями. Это 
значение р сравнивается с границами градаций р, в результате 
чего определяется, к какой градации относится вычисленное зна-
чение р. Д л я каждой градации имеется три рабочие ячейки — 
для накопления bf, для накопления т / и счетчик числа случаев. 
По результатам каждого единичного счета к содержимому пер-
вых двух ячеек соответствующей градации добавляются вычис-
ленные значения bf и m f, а к содержимому третьей — единица 
(в самом начале во все рабочие ячейки заносятся нули). 

После того как вычисленные bf и m.f занесены в рабочие 
ячейки и к счетчику этой градации прибавлена единица, вместо 
второй станции используется третья, затем четвертая и т. д. 
После этого первая станция заменяется второй, которая опять 
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комбинируется со всеми станциями — от третьей до последней. 
Наконец, когда просчет для всех пар станций закончен, вво-
дятся данные следующего срока, и счет продолжается таким ж е 
образом. 

В результате всех этих вычислений в рабочих ячейках каж-
дой из градаций оказываются суммы значений bf и соответст-
венно mf, а в счетчиках — количество случаев, по которым про-
ведено суммирование. Деление на соответствующее количество 
случаев и дает искомые значения структурной и автокорреля-
ционной функций. Эти значения выдаются на печать. Кроме 
того, при желании можно выдавать на печать результаты по 
окончании подсчетов для любого, а не обязательно последнего 
из сроков. 

Небольшое изменение данной программы делает возмож-
ным вычисление взаимных корреляционных функций. В этом слу-
чае вместо одного массива норм вводится два; структурные 
функции не вычисляются; каждый раз , имея дело с парой стан^ 
ций, используют значение первого элемента в первой точке пары 
и второго — во второй. 

Наконец, аналогичным образом строится программа для 
предложенного М. И. Юдиным вычисления структуры разност-
ных характеристик. Основное отличие от рассмотренной про-
граммы состоит попросту в том, что предварительно вычисляются 
поля этих характеристик, Кроме того, ликвидируется тест на 
отсутствие данных, поскольку используется регулярная сетка 
точек. 

§ 4. Некоторые свойства корреляционных функций 

4.1. Д л я дальнейшего нам понадобятся некоторые более тон-
кие свойства введенных в § 1 функций, чем те, которые там рас-
сматривались. Эти свойства имеют отношение к вопросу о том, 
всякая ли функция может быть корреляционной. 

Пусть fx'(rx) , f 2 ' ( r 2 ) , . . . , fn(rn) представляют собой значения 
отклонений от норм, вообще говоря, различных метеорологиче-
ских элементов в различных точках. Составим линейную комби-
нацию этих значений 

г = х 
в которой bi суть некоторые постоянные, и найдем средний квад-
рат величины G 

п 
(1) 

п 2 п п 

г = и = 1 
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или на основании формулы (8) § 1 
я 

° - 2 ( 2 ) 
i=\ j=i 

Левая часть равенства (2) по самому своему смыслу поло-
жительна, поэтому положительна и правая часть, причем это 
имеет место всегда, независимо от того, какие именно точки ri 
выбраны и какие константы bi использованы при составлении 
линейной комбинации (1). Это ясно показывает, что не любая 
функция может быть корреляционной. Именно, корреляционные 
функции должны быть таковы, чтобы при любых bi и ^ удо-
влетворялось неравенство 

2 (3) 
г = и = 1 < 

т. е. чтобы квадратичная (относительно коэффициентов &,•) 
форма, стоящая в левой части (3), была положительно опре-
деленной. 

В частности, если взять в формуле (1) значения одного и 
того ж е элемента и если поле этого элемента однородно и изо-
тропно по отношению к автокорреляционной функции, то нера-
венство (3) принимает вид 

2 ^ b j r r i f i Р / у ) > 0,- (4) 
i = U= 1 

где -

Ргу = IО — . 
Функции, удовлетворяющие условию вида (4), часто Назы-

вают положительно определенными. При этом имеется в виду, 
что неравенство (4) не нарушается при варьировании как вели-
чин Ьи так и точек г*. Таким образом, автокорреляционными мо-
гут быть только положительно определенные функции. 

4.2. Имея дело с той или иной конкретной функцией, весьма 
трудно непосредственно Проверить, может ли она быть автокор-
реляционной, т. е. является ли она положительно определенной. 
Д л я этого нужно было бы составлять всевозможные комбина-
ции вида (4) и убедиться, что всё Они положительны. Поскольку 
таких комбинаций бесчисленное множество, то надежды на ус-
пешное рёшёние этого вопроса можно связывать лишь с попыт-
ками выявления общих закономерностей их поведения. 

Имеется, однако, косвенный способ выяснения этого вопроса. 
Этот способ основан на так называемой теореме Бохнера—Хин-
чина (см., например, [58]), согласно которой при некоторых 
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ограничениях, практически всегда выполняющихся примени-
тельно к метеорологическим полям, положительная определен-
ность функции эквивалентна положительности ее спектра. 

Спектром некоторой функции принято называть другую 
функцию, получающуюся из данной преобразованием Фурье 
в соответствующем числе измерений. Если имеется некоторая 
функция i|)(xi, х2, . . . , хп) декартовых координат n-мерного про-
странства, то ее преобразование Фурье в этом пространстве вы-
полняется, как известно, по формуле 

ф ( У и У 2 . - - - . Уя) = 
п 

1 2 ** Ук 
= J J ••• J w ( x i> х2,• • •, 

k = l dxldx2.. .dxn. (5) 
00 — 00 — 00 

В нашем случае функция *ф зависит не от координат Х\г 

х2у...., хп порознь, а лишь от величины радиуса-вектора р = 
= Ух12+х2

2 + .. .+х„2, т. е. 

W(xv х2,..., x j — m(p). (6) 

Покажем, что в этом случае функция Ф будет зависеть 
только от одного аргумента c r= j / yi2+y2

2+- • •+уп
2 и что л-крат-

ный интеграл в правой части (5) может быть в этом случае све-
ден к однократному. ' ' 

Для этого перейдем в правой части равенства (5) 
ф (Ух, У2, • • • . Уп) = 

I I J 
— ОО — 00 — со 

2 х * у * 
е й 1 dxxdx2 ... dxn (7> 

к сферическим координатам в n-мерном пространстве хь х2, ...,.' 
х„ по формулам (см., например, [38]): 

ft - 1 
х , = р cos 0, 1 v 

JCA = pcos0A П sin 6г (k = 2, 3 , . . . , п— 1) 
i = l 

re - 1 
Хп = р П sine. 

1=1 

(8)-

ft =i 

п - 1 
dxxdx2.... dxn= П dxk = P

n ~ 1 dp П (sin \)n-l~k dbh, (9> 
ft = i .. 
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тде знак П означает произведение соответствующих сомножите-
лей. Далее , сумма 

л 

2 хкУк 
й= 1 

представляет собой скалярное произведение векторов р и а 
в л-мерном пространстве и потому может быть представлена 
в виде 

я 

л=1 

тде % — угол между векторами р и а. Без умаления общности 
можно считать вектор сг направленным к зениту нашей сфериче-
ской системы координат, поскольку ее ориентация до сих пор не 
<была задана . Тогда угол % будет совпадать с «зенитной» коор-
динатой 0ь так что 

я 

Переходя в правой части (7) к сферическим координатам и 
шспользуя (9) и (10), получим 

с о 1Z Я 7С 2Я 

Ф (Уь У2> • • • > Ул) — j J J • • • f J (р) р" X 

ООО 0 0 

я - 2 

х ei9°cos 01 s i n " - Ч , Sin" - 3 е 2 . . . Sin 0„ _ 2 х 

Xdbn_tdB1de2...dbn_2dP. (И) 

Формулой (М) доказываются оба высказанных положения: 
и з нее видно, что правая часть зависит только от величины а, 
так что 

®<У1, У а , - - - . Уя) = в(о), (12) 

и что квадратуры по всем угловым координатам Gj, 02, . .., 0 n - i 
змогут быть выполнены в общем случае, в результате чего s(cr) 
выразится в виде интеграла по одной только переменной р. 
Остается произвести эти выкладки. 
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4.3. Меняя порядок интегрирования и используя обозначение 
(12) , перепишем (111) в виде 

2it я я 
S (о) = j dbn j sin" ~ 3 e 2 o f 6 2 J sin" ~ 4 63^63 . . . 

0 0 0 
1С 00 1С 

. . . j s i n 0 „ _ 2 r f 6 n _ J /no»)-?*-1 Je '" , c o ' 9 ' sm"- s0 1 i f l ) 1</p. (13> 
о о 0 

Первый интеграл в правой части (13) берется сразу. Для. 
вычисления следующих п-3 интегралов воспользуемся известной, 
формулой, (см., например, [45]) 

Г21 
sinpxdx — 2Р - т 

Г(р + 1) ' и V 

где Г — гамма-функция Эйлера, а для вычисления последнего» 
интеграла формулой 

J cos 0 sin2" 9rf0 = V* Г (v + - i - ) /v (z), 

где J 4 — бесселева функция первого рода [9]. 
В результате получим 

-L ( п 1 \ / о V ^ r 2 ("~ 2Н"- 3> 
= 2 * X 

X Г (п — 2) Г (га — 3) . . . Г (2) J ^ (р) Р 2 ( 1 4 > 

Наконец, произведя сокращения на основании рекуррентной, 
формулы для гамма-функции 

Г ( у + 1) = у Г ( у ) 
и равенств 

Г ( 1 ) = 1 , = 

получим окончательно 

5 (°) = ( " Т ^ 2 0 | (Р) ^ (°Р) Р 2 ( 1 5 > 

Разумеется, формула (15) имеет смысл, только если интег-
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рал справа существует, что должно обеспечиваться достаточно 
быстрым затуханием т(р) на бесконечности; Д л я корреляцион-
ных функций метеорологических полей это требование практи-
чески всегда выполняется. Начиная с достаточно больших зна-
чений р, эти функции вообще можно принять равными нулю, 
т а к что вопрос о существовании интеграла (15) не возникает. 

С помощью интеграла Фурье—Бесселя легко получить обра-
щение преобразования (15), т. е. формулу, выражающую корре-
ляционную функцию т(р) через ее спектр s(a). Именно, запи-
сывая интеграл Фурье — Бесселя в виде совокупности двух фор-
мул 

00 ' . 
ср (о) — J ty(p)Jp(ap)pdp 

Л | (16> 

Ф (Р) = j" <Р (°) J p (Р°) 
о 

и полагая в них 
1 i - i 

? ( : ) :
 ± ° 2 *'("), 

(2-) 2 . 
п J 

Ф(р) = Р 2 т(р), /» = - £ - - 1., 

приведем первую из формул (16) к виду, совпадающему с (15), 
а тогда вторая из формул (16) даст 

J оо п 
ОТ (р) = - J - р j S (a) J ^ _ х (рз) a^da . (17) 

(2®р)2 0 2 

Д л я наших целей представляет интерес случай n=Q, т. е. 
двумерного поля. В этом случае формулы (15) и (17) приобре-
тают вид 

со 

т (р) Л (3Р) Р^Р (18) 
о , 

и 
00 

И(р) = 4 г 1 s{a)Mp3)odo. ' (19) 
о 

Заметим, впрочем, что если двумерный спектр (18) некото-
рой функции положителен, то положителен и одномерный спектр. 
.Действительно, положительность двумерного спектра означает 
положительную определенность квадратичной формы (4) при 
любом положении точек r t на плоскости. В частности, форма (4) 
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будет положительна и в том случае, когда все точки лежат н а 
одной прямой, а это эквивалентно положительности одномер-
ного спектра. 

Очевидно, что и вообще, если положителен n-мерный спектр 
(ilS), то положительны все спектры в п—п' измерениях ( п ' = 
= 1, 2, . . . , / г — 1 ) . 

4.4. Используя формулу (18), можно выяснить, является ли: 
та или иная конкретная функция т(р) положительно опреде-
ленной в двух измерениях, т. е. может ли она быть корреляцион-
ной функцией двумерного поля. Д л я этого нужно, чтобы вели-
чина s(a), вычисленная по формуле (18), была положительной 
при всех а от 0 до оо. 

Д л я некоторых наиболее простых функций т(р) интеграл 
в формуле (18) может быть выражен через известные функции,, 
и выяснение вопроса, является .ли спектр положительным, эле-
ментарно. В более сложных случаях интеграл в (18) не удается 
свести к известным функциям, но можно, и не производя этих 
вычислений, пытаться оценить знак спектра. Кроме того, извест-
ную помощь в этом вопросе может оказать взятие квадратуры 
в формуле (18) численными методами при множестве значе-
ний ст. Разумеется, если производить только численные квадра-
туры, то результат можно • будет признать окончательным,, 
только если он отрицателен, т. е. если обнаружится значение а, 
при котором s (сг) < 0 . 

Из сказанного вытекают следующие соображения об исполь-
зовании корреляционных и структурных функций, определенных 
путем обработки эмпирических данных. 

По данным такой обработки зависимость т ( р ) может быть 
изображена, скажем, графически, и нет никакой необходимости 
в ее аналитической* апроксймации, т. е. приближенном описании: 
ее с помощью той или иной формулы. Однако ошибки, обуслов-

л е н н ы е р ^ л й ч н ы м и факторами (см. § 3) , могут приводить-
к тому, что эмпирически определенная функция не будет обла-
дать существенно положительным спектром. Использование ж е 
такой функции в качестве корреляционной может приводить 
к абсурдным результатам. 

Положительность спектра могла бы быть проверена для гра-
фически заданной функции т(р) путем численных оценок ин-
теграла в формуле (18), как об этом сказано выше. Если при 
этом обнаружились участки значений а, в которых спектр от-
рицателен, то можно было бы изменить соответственно спектр, 
а затем восстановить исправленную функцию т(р) по формуле-
(19). 

Однако значительно более простым и вместе е тем вполне 
достаточным является другой путь. Он состоит в апроксимации 
в пределах точности вычисления, функции т(р) эмпирической 
кривой какой-либо аналитически заданной функцией с сущест-
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венно положительным спектром. Пользование этой апроксима-
щией исключает опасность получения абсурдных результатов. 

Разумеется, указанное представление никогда не будет од-
нозначным. Но, поскольку апроксимация производится так, 
чтобы ее ошибки были меньше ошибок вычисления функции 
т(р), неоднозначность апроксимации может приводить к неод-
нозначности результатов применения корреляционной функции 
не в большей, а в меньшей мере, чем это вызывается ошибками 
определения этой функции. 

§ 5. Некоторые данные по статистической макроструктуре 
метеорологических полей 

5.1. Д л я того чтобы производить объективный анализ метео-
рологических полей с помощью методов, основанных на мини-
мизации средней квадрэтической ошибки анализа, необходимо 
иметь сведения о статистической структуре полей анализируе-
мых элементов, а именно об их корреляционных функциях. 

Как указано в § й, за последние годы выполнено большое ко-
личество работ, в особенности отечественных, посвященных ис-
следованию статистической макроструктуры метеорологических 
полей путем обработки данных наблюдений. Однако в подав-
ляющем (большинстве этих работ исследуются только структур-
ные функции и при том до сравнительно небольших расстояний, 
д л я которых структурная -функция еш;е далека от «насыщения», 
т. е. еще существенно зависит от^.расстояния. На основании та-
ких СйёдёнШ В1Ш5Ш'0Жн0 восстановить автокорреляционные 
•функции метеорологических элементов. Что касается исследова-
ний, посвященных непосредственно определению корреляцион-
ных функций, то они весьма немногочисленны и базируются на 
сравнительно небольшом эмпирическом .материале. 

По этим причинам в О Д М ГГО в связи с разработкой мето-
дов объективного анализа выполнялись также исследования, 
ставившие своей целью получение достаточно надежных сведе-
ний по автокорреляционным макромасштабным. функциям ос-
новных метеорологических элементов. Первые из этих работ 
выполнялись вручную, дальнейшие—-при использовании элект-
ронной вычислительной машины «Урал». 

Детальный отчет об упомянутых работах является предме-, 
том специальных статей. В настоящем ж е параграфе будут при-
ведены лишь основные сведения о постановке и результатах ис-
следования статистической структуры метеорологических полей. 

Попутно будут рассмотрены также некоторые данные, полу-
ченные в предшествовавших работах других авторов. 

5.2. В работе [20] изложены данные по статистической струк-
туре геопотенциала (высоты) Я изобарической поверхности^ 
500 мб. Нам известны два исследования статистической струк-
туры геопотенциала, выполненные ранее указанной работы" или 

58 



одновременно с ней. А. С. Чаплыгина [49] изучила на сравни-
тельно небольшом Шггериале _пространственную структурную 
функцию-геопотенциала р~а зл¥ч н ы х л а а б л р и з еских п о верх н о стей. 
Она показала., что~вплоть" до расстояния примерно 1500 км эта 
функция хорошо описывается «законом пягатрбТёй^ 

вытекающим из теоретических соображений [40]. Коэффи-
циент А растет с ростом_.высщы расположения изобарической 
поверхности, т. е. с уменьшением давлен и я г Ч а плотина обнару-
жила также некоторую анизотропию структурной функции Ьн, 
проявляющуюся на всех уровнях, хотя и весьма незначительно. 

0,2• 
Qf\ I I I I 1 1 -I —1- 1 L~ 

0 250500 750 10001250 1500 175020002250рт 

Рис. 5. Нормированная автокорреляционная 
функция геопотенциала А Т Б О О П О Элиассену 

Полученные результаты были применещл Чаплыгиной к задаче 
Об экстраполяции геопотенциала на небольшие расстояния по 
его значениям в узлах регулярной сетки. Эта задача имеет су-
щественное приложение в численном прогнозе полей геопотен-
циала. 

Элиассен [82] в связи с изучением вопроса о рационализации 
сети аэрологических станций исследовал непосредственно авто-
корреляционную функцию тн (р) геопотенциала АТ500. На рис. 5 
представлен график нормированной автокорреляционной функ-
ции (р) (с неисключенным влиянием случайных ошибок на-
блюдения) по Элиассену, заимствованный нами из отчета [117]. 
Насколько об этом можно судить, кривая на рис. 5 основана на 
весьма немногочисленных данных и не предпринималась по-
пытка описания этой кривой с "помощью той или иной формулы. 

В работе [20] структурная функция геопотенциала АТ50о ис-
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[117]. 
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следовалась по данным двухразовых ежедневных наблюдений за 
два года в 28 пунктах ( / — 2 8 ) , расположение которых показано 
на рис. 6. Значения структурной функции вычислялись не для 
всех возможных пар пунктов, а лишь для тех, в которых пункты 
располагались по отношению друг к другу почти вдоль мери-

' диана , и для некоторых из «широтных» пар. Вследствие недоста-
точного количества данных, относящихся к большим расстоя-
ниям р, насыщение структурной функции Ьн (р) удалось оценить 

Рис. 6. Расположение пунктов, данные в которых использовались для 
вычисления структурной функции геопотенциала [20, 23]. 

лишь весьма приближенно, привлекая для этой цели вычислен-
ные попутно значения дисперсии тн{0) для некоторых пунктов. 
Кривые, приведенные на рис. 7, заметно различаются для раз-
ных сезонов. Однако нормированная структурная функция (р) 
оказалась мало различающейся для разных сезонов и эти раз-
личия не носили закономерного характера. Поэтому была при г 

нята единая для всех сезонов функция Р„(р), график которой 
изображен на рис. 8. -

На основании полученных результатов были также произве-
дены вычисления структурной функции геострофического ветра 
и некоторых других характеристик поля геопотенциала. 
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Была предпринята попытка апрокСимации полученной авто-
корреляционной функции геопотенциала А Т 5 0 0 

(Р) = 1 - Рй (Р) 
функцией, заданной аналитически и имеющей положительный 
Спектр. С весьма большой точностью, заведомо превосходящей 

2000р км 

Рис. 7. Структурная функция геопотенциала АТ500 [20]. 
а — лето, б — осень, в — зима , г — весна. 

точность сведений о функции ри(р1, она апроксимируется функ-
цией 

/ч -0,664р!.94 ^ 
М Р ) = < ? , 0 ) 

где р — в тысячах километров. Значение т я ( 0 ) получилось 
щёственно различным для разных сезонов: для лета оно соста- I 
вило около 100 гп, дкм2 , для весны — около 150 ги. дкм2 и для J 
осени и зимы—"примерно 200 гп. дкм2 . 

^Естественно предположить, что это различие обусловлено 
разной интенсивностью крупномасштабНБГх"вбзмуще11ий7 "имев-
шей место в различные сезоны исследованных лет. Можно по-
этому думать, что если каким-либо образом разбить весь исход-
ный материал по градациям в зависимости от характера атмо-
сферных возмущений, то для таких градаций структурная функ-
ция будет определена более надежно. 
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Такая попытка была предпринята в работе [23]. Разбиение 
всего материала на группы было бы лучше всего производить на 
основе какого-либо достаточно удачного количественного ин-
декса циркуляции из числа индексов, предложенных в большом 
числе за последние годы. Однако к началу выполнения работы 
[23] мы не имели данных по этим индексам и потому восполь-
зовались качественной классификацией общей циркуляции по 
Г. Я. Вангенгейму на три основных типа — западный, меридио-
нальный и восточный. 

Вычисления производились по тем ж е данным, как и в работе 
[20], за исключением следующего. Подсчеты выполнялись только 

Рис. 8. Нормированная структурная функция 
геопотенциала ATsoo [20]. 

для одного сезона —зимы. С целью получения зависимости 
Ьн (р) для больших расстояний были учтены дополнительно дан-
ные еще 17 станций (01—017 на рис. 6) , так что максимальное 
расстояние между станциями превышало 4000 км. Расчеты про-
изводились для всех Пар станций, а не только для избранных, 
как в работе [20]. 

В результате вычислений выяснилось, что распределение 
средних значений («норм») существенно отличается для разных 
типов циркуляции'. Это показывает, что классификация 
Г. Я. Вангенгейма, несмотря на ее качественный характер, по-
зволяет сравнительно четко разграничить макросиноптические 
условия, по крайней мере в пределах основных типов циркуля-
ции. 

Вместе с тем выяснилось, что значения структурной функции 
Ьн(р) для различных типов циркуляции мало и незакономерно 
отличаются друг от друга, так что можно принять единую для 
всех типов зависимость Ь н ( р ) . Это, разумеется, не означает, что 
разделение материала по типам циркуляции было излишним. 
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ибо речь идет о структурной функции для отклонений от норм, 
а нормы были существенно различны. Значения осредненной по 
типам циркуляции функции 6„(;р) представлены на ,рис. 9. 

Отметим, что результаты подсчетов функции Ь н (р) до рас-
стояний ря*3000 км (без деления материала по типам циркуля-
ции) в работе [20] давали некоторые указания на то, что при р, 
•близких к 2500 км, значения Ь н (р ) должны быть больше пре-

vдельных. Однако соответствующие данные были весьма не-
точны, и потому была принята апроксимация й к (р) монотонной 
функцией (1). В работе ж е [23] в связи с увеличением макси-
мальных расстояний отчетливо выяснилось, что 'функция Ьн{р) 

вн(дкм)2 

600 

500 

ЧОО 

300 

200 

100 

О 
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 р(103нм) 

Рис. 9. Структурная функция отклонений гео-
потенциала АТ500 от норм по типам циркуля-

ции Г. Я. Вангенгейма для зимы [23]. 

не является монотонной. В связи с этим для нормированной ав-
токорреляционной функции р н ( р ) была принята апроксимация 

Рк (р) = е ~ 0,188pl'3°cos 0,54р, (2) 
хорошо согласующаяся с полученными данными по этой функ-
ции. Функция (2) имеет, естественно, положительный спектр. 

Значение тн(0) получилось по результатам работы [23] рав-
ным 200 гп. дкм2 , т. е. таким же, как в работе [20] для зимы. 

М. И. Юдин^Ш-Иссдедовал статистическую структуру.гер-
потенциала поверхности 500 мб на сравнительно небольшом ма-
териале, применив для этого предложенный им косвенный ме-
тод, о котором сказано в предыдущем параграфе. Он пришел 
к выводу, что функцию р к (р} можно ..описать простой формулой 

j ^«(р) — 0 + 0,98р).е— °'98р ! (3) 
при значении тн(0) = 2 5 0 гп. дкм2 . 

Таким образом, мы имеем в настоящее время четыре источ-
ника сведений о функции р „ ( р ) — р а б о т ы [20, 23, 55 и 82]. На 
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рис. 10 показаны графики зависимости [хя (р) согласно этим ра-
ботам. График Элиассена [117] исправлен за счет исключения 
влияния случайных ошибок наблюдений. 

Расхождения на рис. 10 между значениями функции р к ( р ) по 
результатам указанных работ весьма заметны. Представляло бы 
интерес получить эту функцию при использовании существенно 

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,5 4,Ор(Ю3км)\ 

\ 
\ 

ч ^ 

Рис. 10. Нормированная автокорреляционная функ-
ция геопотенциала АТ5оо по данным работ [20] (1), 

большего объема данных, что едва ли достижимо без использо-
вания быстродействующих вычислительных машин. Впрочем, 
для тех приложений, которые мы имеем в виду, окончательные 
результаты сравнительно слабо меняются с изменением деталей 
зависимости автокорреляционной функции от расстояния, хотя 
важно, чтобы спектр этой функции был положителен. Поэтому 
полученные результаты могут считаться в первом приближении 
достаточными для наших целей. 

5.3. Пространственная макроструктура поля ветра подверга-
лась изучению в ряде работ. Первая из них, по-видимому, прй-

р-н 
1,0 

-I 
•3 
-4 

[23] (2), [82] (3) и [55] (4). 
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надлежит М. В. Завариной, которая исследовала «горизонталь-
ную» структурную функцию ветра у поверхности земли и на не-
скольких уровнях в нижней половине тропосферы [30]. 
М. И. Юдин подверг результаты М. В. Завариной детальному 
анализу и установил, что они подтверждают «закон первой сте-
пени» 

М Р ) = С Р , 

полученный им теоретическим путем. Эти выводы согласуются 

Рис. 11. Расположение пунктов, данные в которых 
использовались для вычисления структурной функ-

ции ветра [23]. 

по крайней мере в качественном отношении также с данными 
Дёрста [81], который изучал для поверхности 500 мб непосред-
ственно автокорреляционную функцию ветра и показал, что 
вплоть до расстояний около 1600 км нормированную автокорре-
ляционную функцию ветра можно с большой точностью описать 
линейной зависимостью 

h,(p) = l - ^ 4 , (4) 
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где по-прежнему р в тысячах километров. Разумеется, примени-
тельно к существенно большим расстояниям формула (4) ли-
шена смысла. 

В упоминавшейся уже работе [23] была предпринята по-
пытка изучить статистическую структуру ветра вплоть до рас-
стояний, превышающих 3000 км. Использовались данные 
11 станций (рис. 11) за семь лет. (1950—1956). По этим дан-
ным были вычислены структурные функции зональной и мери-
диональной составляющих ветра и трех основных типов цир-
куляции по Г. Я. Вангенгейму. Кроме значений, осредненных по 
всему материалу, подсчитывались еще значения для одного се-
з о н а — зимы. Все вычисления производились вручную и потре-
бовали'около 10 человеко-месяцев. 

Анализ результатов этих вычислений показал, что их нельзя 
признать надежными. Об этом свидетельствовал большой раз-
брос точек на графиках и наличие неправдоподобных особенно-
стей соответствующих кривых. Имеется множество причин для 
малой надежности сведений по структурной функции ветра по 
сравнению со структурной функцией геопотенциала. Прежде 
всего ветер более изменчив, и потому для получения статистиче-
ских данных о нем требуется большой объем исходного мате-
риала. Увеличению же этого объема препятствовала трудоем-
кость вычислений. Кроме того, весьма существенно, что исход-
ные данные о ветре менее достоверны, чем о геопотенциале, 
поскольку, возможности контроля истинности этих данных 
весьма ограниченны. В результате приходится мириться с тем, 
что среди исходных данных могут встречаться грубо ошибочные, 
причем вследствие сравнительной немногочисленности грубых 
ошибок они, вообще говоря, не удовлетворяют тем свойствам, 
которые были приписаны выше чисто случайным ошибкам. По-
этому их влияние весьма трудно, если не невозможно, выде-
лить. 

На основании всего сказанного данные о статистической 
структуре ветра на уровне 500 мб, полученные в работе [23], 
следует считать весьма ориентировочными. 

На рис. 12 представлены данные по структурной функции 
вектора ветра й с (р) , Осредненной по всем типам циркуляции, по 
всем сезонам, а также по градациям расстояния р. На этом ж е 
рисунке приведены две кривые, соответствующие апроксимации 
Ьс (р), функциями 

М Р ) = 5 0 0 . [ 1 —е"0-797р0,684 cos 1,28 р] (5) 

и 

^ ( р ) = 5 4 0 [ 1 - е - ° - а д 0 ' 6 5 ° У 0 (1 ,74р ) ] , (6) 

где / 0 — бесселева функция первого рода нулевого порядка, 
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6 с(р) выражено в м2/сек2, а р — по-прежнему в тысячах километ-
ров. Рассмотрение рис. 12 показывает, что апроксимации (5) и (6) 
обладают примерно одинаковой точностью — они удовлетвори-
тельно описывают результаты вычислений до расстояний по-
рядка 2000 км. Д л я расстояний, превышающих 2000 км, гра-
диенты структурной функции, согласно обеим апроксимациям, 
получаются меньшими, чем по данным обработки наблю-
дений. 

Разумеется, третьи значащие цифры в численных коэффици-
ентах формул (5) и (6) ни в коей мере не являются надеж-
ными. 

Рис. 12. Структурная функция ветра на поверхности 500 ,мб 
для зимы. 

1 — по данным работы [23], 2 —по формуле (5), 3 — по формуле (6). 

Интересно отметить, однако, что эти апроксимации хорошо со-
гласуются как с «законом двух третей» Колмогорова—Обухова 
для малых расстояний, так и с «законом первой степени» Юдина 
для больших расстояний. Действительно, как видно из формул 
(5) и (6), они дают при малых р соответственно 6 е (р)~р 0 > 6 8 4 и 
М 'р ) ~р 0 , 6 5 0 , что очень близко к «закону двух третей» 
М р ) ~ р 0 ' 6 6 7 - При больших ж е значениях р — примерно в интер-
вале от 500 до il400 км — обе функции весьма близки, к линей-
ной. 
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Согласно формуле (5), имеем 

^ ( p ) ^ - ° ' 7 9 7 p 0 ' 6 8 4 cos 1,28р (7) 

при т с { 0 ) = 2 5 0 м2/сек2, а согласно формуле (6), 

\хс (р) — е~0,б95р0 '650 / 0 (1,74 р) (8) 

при те(0) = 2 7 0 м2/сек.2 

5.4. В предыдущем параграфе была детально описана про-
грамма вычисления двумерных структурных и автокорреляцион-
ных функций с помощью быстродействующей вычислительной 

Рис. 13. Расположение пунктов, данные в которых 
использовались для вычисления структурной и автокор-

реляционной функций давления на уровне моря. 

машины. Эта программа была реализована на машине «Урал» 
А. В. Мещерской и В. П. Мелешко, Ниже приводищя.краткое 
ргщсание иссдедований.. структуры п р и ё м н о г о давления й "тем-
пературы точки росы на уровне 850 мб, выполненных с помощью 
машины «Урал». 

Исходными данными по давлению р явились значения его на 
50 станциях «двухсвязной» области (рис. 13), снятые с синопти-
ческих карт для 60 сроков. Сроки отстояли друг от друга не ме-
нее чем на 72 часа и охватывали один сезон (зиму) по данным 
двух лет. Этот этап потребовал около >16 часов работы двух лиц 
(при работе «в две руки»), примерно столько ж е времени за-
няла перфорация материала и около 40 часов — счет на ма-
шине «Урал-1». Оценки показывают, что выполнение такого ж е 
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объема вычислений вручную потребовало бы не менее ;1б чело-
веко-месяцев. 

Значения функций т р (р) и Ь р (р) вычислялись для 20 града-
ций расстояния р ( < 2 0 0 , 200—400, 400—600 3600—3800 и 
> 3 8 0 0 км) и относились к серединам интервалов. В табл. 3 при-
ведены значения функций тр(р) и Ьр(р), полученные по всему 
материалу 60 ситуаций. Указано т а к ж е количество данных п, 
результатом осреднения которых является каждое значение. Из 
этой таблицы видно, что обе функции меняются весьма плавно 
с изменением р, что может служить подтверждением достаточ-
ности использованного объема данных. Анализ вычислений по-
казывает, что примерно такая ж е степень плавности достигается 
уже при использовании вдвое меньшего объема данных. 

Таблица 3 

Значения структурной и автокорреляционной функций приземного давления 
для зимы 

р • 10 — км 
Мб1 т„ мб2 

р-10 — 3 км 
Ь„ мб2 т„ мб2 

0 , 1 
0 , 3 
0 ,5 
0 ,7 
0 ,9 
1 , 1 
1,3 
1,5 
1,7 
1,9 

7 ,0 
20,5 
45.1 
74.2 

109,8 
160,4 
200,0 
238,4 
273,2 
302,0 

223,5 
219,9 
202.5 
180.6 
158,6 
142,3 
119,2 
97,9 
80,0 
65,0 

1574 
5435 
5586 
5473 
4899 
4221 
2867 
2472 
1733 
2252 

2,1 
2,3 
2,5 
2,7 
2 ,9 
3 ,1 
3 ,3 
3,5 
3,7 
3 ,9 

331,8 
361,0 
382.2 
406,8 
432.5 
458.0 
496.6 
520.3 
560.1 
606,3 

50,8 
38,0 
25,0 
13,4 

- 4 , 9 
- 1 0 , 9 
—19,4 
—26,3 
- 3 4 , 3 
- 3 1 , 8 

Всего . . . 

3701 
3949 
3624 
3262 
2741 
2554 
1870 
1866 
857 
580 

61516 

Сумма bp(p) +2tnp(p) равна Ь р (оо) и потому должна быть 
одинаковой для всех градаций. В действительности она не-
сколько меняется, хотя и слабо и незакономерно, от одной града-
ции р к другой. В связи с этим было подсчитано среднее значе-
ние Ьр(оо) по данным всех 61 516 пар. Оно составило (до исклю-
чения влияния случайных ошибок исходных данных) 441,5 мб2. 
Д а л е е все значения функций Ь р (р ) и тр(р) были несколько из-
менены так, чтобы сумма Ьр (р) + 2 т р (р) для каждой градации 
составила 441,5 мб2. 

При этом надо было выяснить, какую долю расхождения 
между суммой Ьр + 2тр для данной градации и величиной 
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441,5 мб2 относить за счет Ьр , а какую — за, счет тр. Д л я этого 
из машины выдавались наряду со значениями Ь р и т р , осред-
ненными по всему имевшемуся материалу, также значения, 
осредненные по половине материала. Модули разностей значе-
ний bp (соответственно т р ) , полученных по всему материалу и 
по половине материала, принимались пропорциональными ошиб-
кам определения этих величин. Поэтому изменения Ьр и тр про-
изводились пропорционально этим модулям разностей. Затем 
было оценено и исключено влияние случайных ошибок исходных 
данных. Средняя квадратическая случайная ошибка составила 
около 1 мб. Разумеется, для давления р эта ошибка обусловлена 
главным образом не погрешностями измерений, а микроклима-
тическими особенностями поля. 

В результате всех этих вычислений была построена норми-
рованная автокорреляционная функция р-р(р) (рис. 14) и пред-
приняты Попытки апроксимации этой функции. На рис. 14 пред-

Мр) 

Рис. 14. Нормированная автокорреляционная функция давления на 
уровне моря. 

1—.по результатам вычислений, 2 — по формуле (9), 3 — по формуле (10). 

ставлены две кривые, апроксимирующие зависимость р,Р(р), 
а именно 

М Р ) ^ - ° ' Ш р 1 ' 5 6 cos (0,534 Р) (9) 
и 1 

^ ( р ) = ^°Д 8 5 р 1 , 4 8 5 Л (0 ,82р) . (10) 
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Обе кривые достаточно хорошо апроксимируют эмпириче-
скую кривую, за исключением лишь области р > 3 0 0 0 км, где, 
как и для других элементов, градиенты функции р.Р(р) по эмпи-
рическим данным больше, чем по апроксимациям. 

5.5. В настоящее время интенсивно разрабатываются методы 
численного прогноза влажности и на его основе — облачности и 
осадков. Естественно, что успешность таких прогнозов сущест-
венно зависит от точности описания исходных полей характери-
стик влажности воздуха. Между тем хорошо известно, что эта 
точность невелика, особенно в районах, плохо освещенных дан-, 
ными наблюдений. Можно рассчитывать на увеличение точности 
начальных значений характеристик влажности, если перейти от 
субъективного анализа полей этих характеристик к объектив-
ному анализу, основанному на использовании сведений по их 
статистической структуре. Однако таких сведений пока чрезвы-
чайно мало. 

В свете сказанного представляются весьма важными иссле-
дования структуры поля точки росы на поверхности 850 мб, 
предпринятые В. П. Мелешко с помощью вычислительной ма-
шины «Урал-1». Методика этих вычислений не отличалась от ме-
тодики, описанной выше применительно к полю наземного дав-
ления. Вычисления велись отдельно для различных сезонов. Д л я 
каждого сезона в качестве исходных данных использовались на-
блюдения .50 станций за 50 сроков. Данные вычислений группи-
ровались по 23 градациям расстояний р, а именно 0—200, 200— 
—400, . . . , 4400—4600 км. 

Обработка результатов вычисления производилась совер-
шенно так же, как для приземного давления. Оценка влияния 
случайных ошибок исходных данных показала, что средняя 
квадратическая ошибка составляет около 1,2°. При этом надо 
иметь в виду следующее. Известно, что данные вл^ажностного 
зондирования атмосферы подвержены значительным инерцион-
ным ошибкам, обусловленным недостаточно быстрой реакцией 
приемников радиозонда на изменения влажности в процессе его 
подъема. Однако инерционные ошибки являются в основном не 
случайными, а систематическими, так как влажность в среднем 
убывает с высотой. Поскольку же в качестве норм использова-
лись значения, осредненные по тому ж е самому материалу, на 
котором исследовалась структура поля точки росы, систематиче-
ские ошибки исключаются в процессе определения отклонений 
от норм и не сказываются на результатах. Этим и объясняется 
сравнительно небольшая величина полученной средней квадра-
тической ошибки. Впрочем, будучи малыми по сравнению с из-
менчивостью точки росы, эти ошибки оказываются достаточно 
значительными по сравнению с дефицитом точки росы, которым 
определяется прогноз облачности и осадков. 

Общий характер зависимости структурной и автокорреляци-
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онной функции точки росы 6Т (р) и т т ( р ) от расстояния р полу-
чился несколько иным, чем для геопотенциала (давления) и 
ветра. Именно, вполне отчетливо обнаруживается область, в ко-
торой структурная функция практически «насыщается», т. е. пе-
рестает меняться с изменением р, а корреляционная функция, 
соответственно оказывается пренебрежимо малой по сравнению 
с дисперсией. Небольшие отклонения 6 t ( p ) от 6 т ( ° о ) и тх (р) от 
нуля в этой области являются весьма мелкомасштабными и мо-
гут быть объяснены единственно недостаточно большим объе-
мом исходного материала. 

Значения нормированной автокорреляционной функции для 
различных сезонов оказываются близкими друг к другу, хотя 
имеются определенные закономерные различия. В качестве при-
мера на рис. 15 представлены графики функции fj.x(p) для зимы 
и весны. Учитывая небольшую величину различий, трудно ут-
верждать, что они обусловлены именно тем, что одна из выбо-
рок относится к зиме, а другая к весне, а не какими-либо иными 

1 — д л я весны, 2 — д л я зимы, 3 — по формуле (11). 

свойствами этих выборок. Поэтому была выполнена единая ап-
роксимация для функции р т ( р ) , осредненной по сезонам. Соот-
ветствующая формула имеет вид 

^ ( Р ) = в - 1 . 0 8 Р . ( И ) 

Что касается значений дисперсии т х ( 0 ) , то они получались 
Следующими: 31,3 град.2 для зимы и 32,1 град.2 для весны, т а к 
что и эти значения с большой точностью равны друг другу. 
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Глава 3 

ОПТИМАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 

§ 1. Объективный анализ и интерполяция полей 
1.1. Пусть имеется некоторая функция f(x) одной независи-

мой переменной х и пусть известны значения этой функции при 
п значениях х. Расположим эти значения х в порядке возраста-
ния 

< <С х2 <С хь • • • хп. 

Тогда интерполяцией функции f{x) называют получение по 
этим данным ее значения в точке, лежащей внутри отрезка 

Яп, а экстраполяцией — получение значения функции 
f{x) вне отрезка . я ^ л : С хп. В частности, возможна экстраполя-
ция в некоторую точку х<х\ или х~>хп по значениям функции 
f(x) во всех точках отрезка х\ х ^ х п . 

Это определение можно различным образом обобщить на 
случай функции нескольких независимых переменных. Наиболее 
естественным является следующее обобщение. Пусть функция f 

известна в п точках многомерного пространства: г\, г2, . • •, г п . 
Проведем в этом пространстве сферу наименьшего радиуса, та-
кую, чтобы все точки г* оказались либо на поверхности этой 
сферы, либо внутри ее. Тогда интерполяцией функции f(r) бу-
дем называть получение по данным в точках г г значения ее для 
точки г, расположенной внутри проведенной сферы или на ее 
поверхности, а экстраполяцией — получение значения функции 
в точке вне указанной сферы. 

Такое определение не связано с выбором той или иной коор-
динатной системы в рассматриваемом пространстве, но требует 
задания метрики этого пространства. Последнее иногда обреме-
нительно. Так, например, если f зависит от координаты х и вре-
мени t, то неясно, что следует понимать под окружностью в пло-
скости х, t. 

В связи с этим для метеорологических целей удобнее обычно 
другое определение интерполяции и экстраполяции функции 
многих переменных, хотя ответ на вопрос, имеем ли мьь дело 
с интерполяцией или экстраполяцией, может в эТ01^ случае ме-
няться с поворотом системы координат. 

Пусть функция f(r) задана в п точках и пусть координаты 
этих точек суть (хи уh (х2, у2,..., t2),..., {хп, уп,..., tn). 
Найдем наименьшую ъхт и наибольшую хм из всех величин х, 
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наименьшую ут и наибольшую ум из всех величин' у и т. д. 

Тогда назовем интерполяцией определение по известным f ( r i ) , 

f ( r 2 ) , ..., f{rn) значения функции f(r) в любой точке многомер-
ной призмы х т < х < х ж , У О Т < У < у м , . . . , а экстра-
поляцией—определение по тем ж е данным значения f(r) в лю-
бой точке вне этой призмы. В частности, возможна экстраполя-
ция по значениям f во всех точках упомянутой многомерной 
призмы., 

В дальнейшем будем пользоваться этим вторым определе-
нием понятий об интерполяции и экстраполяции функции многих • 
независимых переменных. Заметим, впрочем, что большая часть 
рассуждений в этой главе будет в равной мере относиться и 
к интерполяции, и к экстраполяции. В таких случаях во избежа-
ние повторений будем употреблять термин «интерполяция», если 
это не будет создавать возможности превратного толкования. 

1.2. Интерполяция и экстраполяция весьма широко приме-
няются в метеорологии. Любой прогноз представляет собой 
экстраполяцию по времени. Проведение изолинии какого-либо 
поля неизбежно сопровождается интерполяцией. Интерполяция 
со станций в узлы регулярной сетки является одним из основных 
этапов объективного анализа метеорологических полей. 

* В существующих методах объективного анализа интерполя-
ция поля давления производится одновременно.с согласованием 
полей давления и ветра. Изучение этого вопроса показывает 
(см. гл. 5), что интерполяцию и согласование целесообразнее 
производить раздельно. Помимо этого, в методических целях 
удобно рассматривать эти два процесса независимо друг от дру-
га. С этой точки зрения удобно разделять все применявшиеся 
в объективном я нялизе интерполяционные методы на три группы. 

первой группе)относятся способы интерполяции, основан-
ные'на йГЦЩШШ5ции грля анализируемого элемента в окрест-
ности интересующей нас тЬчюГсетки полиномом некотррой сте-
пени. Т а к о й способ был предл оже н Д ж и л к р и стом и Крессменом 

использовался также Джонсоном [93] и сотрудниками 
Объединенного центра численных прогнозов погоды в США 

1ной способ)был предложен Бергторссоном и Дёёсом [67]. 
Этот спосПб сВТЖЙтся к составлению взвешенного среднего из 
данных наблюдений над рассматриваемым элементом в пунктах, 
близких к точке сетки, с весами; зависящими от расстояния от 
данного пункта до точки сетки. С иной весовой функцией этот 
способ применяется сейчас в Объединенном центре в США, как 
это описано в статье Крессмена [76]. 

Наконец, в работах Бушби и Хакл [73], а т а к ж е Быкова 
и КурДаткина [7, 8] применяются, так сказать, 

^Способы! поле описывается полиномом, . но при определении ' ^ 
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коэффициентов последнего данные в различных пунктах 
вводятся с™различными весами, зависящими от расстояния этих 
пунктов до точки сетки. 

Рассмотрим указанные способы интерполяции несколько по-
дробнее. 

1.3. В методе Бергторссона и Дёёса интерполяция высоты по-
верхности '500 мб производится по формуле 

i м м / г 

fo = J=lTjL • (1) 

г=1 Рг 
Здесь fо — значение отклонения высоты от предварительного 

ее значения в узле регулярной сетки, f , — значения этих величин 
в пунктах наблюдения, расположенных на расстоянии г* не бо-
лее 1500 км от рассматриваемого узла сетки, п — количество та-
ких пунктов, pj — плотность станций в окрестности /-того 
пункта (число пунктов наблюдения в 375-километровой окрест-
ности г'-того пункта, включая и сам этот пункт), р,(г,) —значения 
весовой функции р ( г ) , соответствующие расстояниям г*. Функ-
ция |д,(г) описывается формулой 

] 1 Й + й ^ 2 0 - 0 ' 0 1 ПРИ Г < 5
 ( 2 ) 

0 при г > 5 
где единицей измерения г является 300 км. 

Формулу (1) можно записать в виде 
п 

/ о = 2 a j l t (3) 
i — 1 

где „ 

К г ) : 

« 1 = „ Л ч • (4) 

A 
В американском методе поле анализируемого элемента в ок-

рестности каждого узла сетки представляется в виде полинома 
по степеням координат х и у, который в общем случае можно за-
писать следующим образом 

к 

' . / ( * . У) = 2 - (5) а=1 

1 Заметим, что в формуле (5) порядок перечисления членов полинома 
не оговбрен. 
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Степень полинома (5) равна, очевидно, наибольшей из сумм 
Pift+Ргь при различных k. 

Пусть в окрестности этого узла известны значения элемента f 
в I точках. Обозначим эти значения fi(i= 1, 2, . . . , / ) , а коорди-
наты точек (Х{, Уг). Д л я того чтобы по этим данным определить 
с помощью метода наименьших квадратов коэффициенты поли-
нома (5), потребуем, чтобы была минимальна относительно этих 
коэффициентов величина 

I 

( / — Л ) 2 , (6) 

где 
к 

f i = f \ x h уд = (7) 
й«=1 

Д л я упрощения дальнейших выкладок введем обозначения 
yk = x ? l k у р » . . 

Величины Yft представляют- собой «компоненты» полинома 
(5), т. е. его члены без коэффициентов. Например, в случае по-
линома второго порядка можно принять 

Ti — 1. Та = * . Тз = У. = Ts == ху , т6 = у2 . 
Значение компонента уи в г'-той точке обозначим ущ'-

= (8) 
На основании (7) и (8) имеем 

к . 

А = 2 акЧл- (9) 
й — 1 

Подставляя (9) в (6) и выполняя возведение в квадрат, по-
лучим 

- / К I 

^ = 2 л - 2 2 ^ 2 т i k f i + 
t=i л=1 t = i 

К К I 
+ 2 2 a k a i 2 т«тн- ( i ° ) 

s = i i = i i=i 
Находя из (10) производные от Е по и приравнивая их 

нулю в соответствии с требованием минимальности Е, получим К 
уравнений для определения коэффициентов полинома aft. 

К I I 

2 2 т « т и = 2 ( п ) г=1 t = i г = 1 
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— так называемых нормальных уравнении метода наименьших 
квадратов. 

Матрица величин 
I 

Хы = 2 Т«Ти (А, 1 — \ , 2 , . . . , К), 
г = 1 

очевидно, симметрична, поэтому будет симметричной и матрица 
||Льг11, ей обратная. Пусть элементы матрицы найдены. То-
гда, согласно (11), коэффициенты полинома (5) могут быть оп-
ределены по формуле 

я / 

2 = 1, 2 , . . . , К). (12) 
1=1г=1 

Д л я наших целей, впрочем, нет необходимости отыскивать 
все коэффициенты поскольку единственной искомой величи-
ной является значение f в рассматриваемом узле сетки. Удобно 
принять этот узел за йачало координат, тогда нужно определить 
только свободный член полинома (5). 

Пусть'этот свободный член будет а\. Тогда, согласно (12), к / 
f o = a i ~ 2 2Л»Т«/| (13) 

; = 1 г = 1 
и для его определения достаточно знать лишь первую строку 
(или столбец) обратной матрицы ||Л,ы||. Элементы этой строки 
проще всего найти, решая систему К уравнений 

( 1 при k = 1 
= ( о п р и k + x • (14) 

Если обозначить 
к 

2 x « T « = ftf. <15) 
1 = 1 

то формулу (13) можно представить в виде 
I 

7 о = 2 b-J i- (16) 
i = 1 

Формула (16) аналогична равенству (3) — она также пред-
ставляет искомое значение в виде линейной комбинации вели-
чин f в пунктах наблюдения. 

Проведенные рассуждения легко обобщаются на случай при-
менения"' упомянутых выше комбинированных методов. Эти ме-
тоды основаны на минимизации взамен (6) величины 

1 

/ £ , = 2 A i ( / < - / i ) 2 , (17) 
i = 1 ' 
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где множители hi зависят от расстояния г = г { между узлом 
сетки и пунктом наблюдения, убывая с ростом этого расстояния. 

В этом случае вместо (10) будем иметь 
/ к I 

£ ' = 2 v ? -1 =1 Jfe=1 
К К I 

+ 2 2 a k a i 2 hXikiu ( is) 

и соответственно вместо системы (11) 
К I I 

2 ^ 2 h i i ik4n = 2 h i i a f t - ( i s ) i = i i=i v j = i 
Поэтому вместо матрицы |Ыы11 нужно теперь рассматривать 

матрицу величин 
I 

Кг = 2 hibkbi (20) 
/ = 1 

и после обращения ее искать f0 не в виде (13), а в виде 
к I 

/ о = 2 2 М Л т « / , 
1 = 1 i = 1 

ИЛИ 
/ 

/ о - 2 b \ f v (21) г = i 
где • 

к 

2 (22) 
г = 1 

а величины Ян образуют первую строку матрицы, обратной ма-
трице 'Нхщ'Ц, и могут быть найдены решением системы К уравне-
ний 

« ; _ 1 -при 
^ 1ы к и — \ о при к ф 1 " (23) 

Все изложенные способы приводят в конечном счете к опре-
делению результата интерполяции в виде линейной комбинации 
значений рассматриваемого элемента в пунктах наблюдения, 
т. е. в виде 

п 

/ о = % c t f h (24) 
г = i 

и отличаются друг от друга лишь способом и результатами опре-
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деления весов Все эти способы являются формальными в том 
смысле, что они основываются на принципах, никак не связан-
ных со свойствами полей анализируемых элементов и д а ж е про-
тиворечащих этим свойствам. 

Так, описывая поле высоты изобарической поверхности в ок-
рестности данного узла регулярной сетки полиномом некоторой 
степени и предполагая выполнение геострофических соотноше-
ний, мы получаем для составляющих ветра полиномы степени на 
единицу меньшей,' так что поле ветра окажется в среднем д а ж е 
более гладким, чем Поле давления, в то время как в действитель-
ности имеет место обратное. 

С нашей точки зрения, вместо формальных методов интер-
поляции целесообразнее использовать в объективном анализе 
так называемую оптимальную, интерполяцию. 

1.4. Под оптимальной понимается интерполяция, подчинен-
ная требованию, чтобы средний в статистическом смысле квад-
рат ошибки интерполяции был минимальным. 

Это требование совпадает с тем, на основании которого 
строятся уравнения множественной регрессии. Отличие ж е опти-
мальной интерполяции от классического метода множественной 
регрессии состоит в том, что коэффициенты регрессии не опре-
деляются каждый раз заново путем соответствующей обработки 
массового материала, а выражаются единообразным путем че-
рез характеристики статистической структуры поля рассматри-
ваемой функции. 

Задача об оптимальной интерполяции была впервые в наи-
более полном виде сформулирована А. Н. Колмогоровым [34], 
которому принадлежит также ряд важных результатов по опти-
мальной интерполяции и экстраполяции. В дальнейшем идеи 
Колмогорова получили весьма широкое применение в различ-
ных отраслях науки и техники. Это. относится, впрочем, главным 
образом к задачам экстраполяции и фильтрации применительно 
к функциям, заданным во всех точках некоторой обасти, а не 
в дискретно расположенных точках. Из зарубежных исследова-
телей большую роль в разработке и популяризации этих идей 
сыграл Н. Винер [115]. Винер, по-видимому, ввел впервые тер-
мин «оптимальная интерполяция». В отечественной литературе 
этот термин пока почти не использовался. Весьма систематичное 
и вместе с тем достаточно элементарное изложение основных во-
просов оптимальной интерполяции, экстраполяции и фильтрации 
дано А. М. Ягломом [58]. 

В метеорологии очерченный круг идей почти не применялся. 
Опыты статистического прогноза с помощью оптимальной экст-
раполяции по времени предпринимались А. М. Ягломом, а также 
Н. П. Богдановой [5]. Ф. Томпсон, обобщая результаты Винера, 
разработал теорию оптимального сглаживания двумерных полей 
и применил ее к сглаживанию полей геопотенциала [112]. Весьма 
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близка к рассмотренным идеям теория построения эмпирически 
ортогональных разложений, предложения А. М. Обуховым [41] 
и применявшаяся также в работах Н. А. Багрова [1, 2]. 

Наконец, в самое последнее время опубликован отчет рабо-
чей группы Всемирной метеорологической организации, посвя-
щеной проблеме рационализации сети метеорологических стан-
ций [117]. Некоторыми из участников этой группы применен для 
исследования путей рационализации сети станций метод опти-
мальной интерполяции. Любопытно отметить, что в указанном 
отчете оптимальная интерполяция именуется «интерполяцией 
по Элиассену». 

В противоположность случаю функций, заданных во всех 
точках некоторой области, теория оптимальной интерполяции 
функций, заданных в отдельных, дискретно расположенных точ-
ках, вполне элементарна. Некоторые вопросы этой теории изла-
гаются в последующих параграфах настоящей главы. 

§ 2. Оптимальная интерполяция точных значений 

2.1. Пусть известны значения некоторого метеорологического 
элемента f в п точках ги г2, . . . , гп 

А = / ( п ) ' ( ' = 1 , 2 , . . . , п) 

и пусть требуется найти значение этого элемента в некоторой 
точке г0 

/ о = / ( г „ ) . 
Вычтем из каждого значения элемента f величину его нормы 

в соответствующей точке, понимаемой в смысле, подробно рас-
смотренном в гл. 2 ( § 1 ) , и будем искать отклонение f0' эле-
мета f от нормы в интересующей нас точке г0 в виде линейной 
комбинации этих отклонений в точках г< 

п 

П - l i P i f v (!) 
i = 1' 

где pi — весовые множители (веса), пока не определенные. 
Будем считать, что значения элемента f в точках г» известны 

абсолютно точно. Однако значение fo неизвестно, и поэтому ни-
каким выбором весов pi нельзя, вообще говоря, достичь того, 
чтобы в каждом случае равенство (1) выполнялось точно. Од-
нако можно потребовать, чтобы средний в статистическом 
смысле квадрат невязки равенства (1) 

(2) 
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был бы минимальным и из этого требования найти веса pi. Ин-
терполяцию с такими весами ри обращающими в минимум сред-
ний квадрат ошибки Е, будем называть оптимальной интерполя-
цией. 

Предварительно несколько преобразуем формулу (2). Вы-
полняя в (2) возведение в квадрат, получим 

п п tl 

или 
п п п 

Е = тй0 — 2 2 Pimoi + 2 2 PiPjmip (3) 
г=1 i = i j = i 

• где rtiij представляет собой значения автокорреляционной функ-
ции элемента f . Поле этого элемента будем считать статисти-
чески однородным и изотропным, так что величины т з а в и с я т 
от соответствующих скалярных расстояний 

m0i = mf(\ri-~rQ\), 

Удобно еще перейти в формуле (3) к безразмерным величи-
нам. 

Обозначим для этого 

£ = — = = ; (4) % ^ • w 

Величину е," представляющую собой отношение среднего 

квадрата ошибки интерполяции к дисперсии элемента f ' 2 будем 
называть мерой ошибки интерполяции. Подставляя (3) в (4), 
получим 

п п п 
e = 1 - 2 2 АРМ + 2 2 PiPft-ф (5) 

где через р,0г и од обозначены значения нормированной автокор-
реляционной функции (коэффициента автокорреляции) эле-
мента f при соответствующих расстояниях. 

2.2. Формула (5) дает выражение для меры ошибки интер-
поляции, выполненной любым методом, лишь бы эта интерпо-
ляция сводилась к определению линейной комбинации вида (1) 
и лишь бы значения fi(i='1, 2, . . . , п) были известны точно, а не 
с некоторыми ошибками. 
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Потребуем теперь, чтобы интерполяция была оптимальной, 
т. е. определим веса р, из того требования, чтобы мера ошибки 
интерполяции е была минимальна по сравнению с ее значением 
при любых других pi. Необходимые условия минимума е по р{ 
имеют вид 

п 
= - 2( i 0 / +-2 2 PjV-ij = О, 

y i J= i 
т. е. представляют собой систему п линейных алгебраических 
уравнений 

и 

2 V4jPj = Ht (г = 1, 2,..., п) (6) 
}=i 

для определения весов р^ Поскольку автокорреляционная функ-
ция является положительно определенной, то детерминант си-
стемы (6) отличен от нуля, так что эта система всегда имеет ре-
шение (если только среди точек гг- нет совпадающих) . Матрица 
| |ц^| | является симметричной ((Xij= М-i») и е е диагональные эле-
менты равны единице ( |Xu=l ) -

С помощью соотношений (6) выражение -(5) для меры 
ошибки интерполяции е может быть, применительно к оптималь-
ной интерполяции, записано в более простом виде. Действи-
тельно, умножая (6) на pi и суммируя по i, получим 

п п п 

2 2 I i u P i P j = 2 рюРг ( j ) 
Г = 1 . 7 = 1 ' = 1 

Комбинируя (5) и (7), получим следующие два выражения 
для г: 

п 
е = 1 - 2 Ро/А» (8> 

1 —1 

п п 

6 = 1 - 2 2 v-VPiPJ- (9> 
г = 1 / = 1 

Так как квадратическая форма 
п п 

Н Р ) = 2 2 v-ijPipj ( 1 0 ) 
г = 1 у = 1 

является положительно определенной, то из (9) вытекает, что 
мера ошибки оптимальной интерполяции никогда не превосхо-
дит единицу, т. е. средний квадрат ошибки оптимальной интер-
поляции никогда не превосходит дисперсии интерполируемого 
элемента. ^ 

2.3. Рассмотрим некоторые предельные случаи оптимальной 
интерполяции точных данных. 
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1. Пусть точка, в которую производится интерполяция, совпа-
дает с одной из станций, в которых имеются данные. Тогда вес 
данных станции, совпадающей с нашей точкой, равен единице, 
а все остальные веса —нулю. 

Действительно, пусть точка г0 совпадает с точкой 
rk( 1 < £ < п ) . Тогда в системе (6) столбец коэффициентов при 
Ph будет совпадать со столбцом правых частей. Поэтому 

1, Л = 0 ( 1 Ф к ) , (11) 
будет решением системы (6). ' Единственность решения оче-
видна. Ошибка такой «интерполяции», разумеется, равна нулю. 
Это видно хотя бы из формулы (8), которая после подстановки 
в нее равенства (11) дает 

£ = 1 — ^ = 0 , 

так как p.oft= 1 в силу совпадения точек г0 и 
2. Если все точки с данными расположены от интересующей 

нас точки г0 настолько далеко, что значения элемента f в них 
статистически не связаны с его значением в точке г0 (хотя и мо-
гут быть связаны друг с другом), то все веса равны нулю, так 
что результатом интерполяции является климатическая норма. 

Действительно, в этом случае все р0г равны нулю, и си-
стема (6) принимает вид 

п 

2 V-ijPj = 
1 = 1 

Как уже упоминалось, определитель этой системы отличен от 
нуля, поэтому единственным решением этой однородной системы 
является нулевое • 

• Pt = 0 2 , . . . , п) 
и, согласно (1), f 0

/ = 0 , т. е. f0=fo-
В этом случае е—1, т. е. средний квадрат ошибки «интерпо-

ляции» равен дисперсии рассматриваемого элемента. 
С практической точки зрения представляет, интерес не этот 

предельный случай, а случаи, близкие к нему. Именно, на осно-
вании сказанного можно утверждать, что с удалением точек r t 

от точки г0 проинтерполированное значение приближается 
к норме /о-

3. Рассмотрим еще случай, когда взаимное расположение то-
чек таково, что значения f в точках Г{ статистически не связаны 
друг с другом, но хотя бы некоторые из них статистически свя-
заны со значением /о. В этом случае все од при равны 
нулю, и система (6). принимает простой вид 
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так как (x« = l . Таким образом, весами для интерполяции неза-
висимых друг от друга данных являются значения автокорре-
ляционного коэффициента. Если все расстояния | r t — г 0 | меньше 
того, при котором функция р,(г) рассматриваемого элемента до-
стигает первого минимума (в частности, если эта функция моно-
тонна во всем интервале г < о о ) , то данные в более удален-
ных точках будут входить с меньшим весом. В противном случае 
эта закономерность может нарушаться. 

2.4. Имея дело с системой линейных алгебраических уравне-
ний, важно представлять себе, не является ли она плохо обу-
словленной. Плохо обусловленной называют такую систему, 
решение которой сильно меняется в результате небольших изме-
нений коэффициентов'. Разумеется, такое определение носит 
качественный характер. Существуют различные количественные 
показатели степени обусловленности системы уравнений. Однако 
вычисление их представляет значительные трудности, поэтому 
при обсуждении данного вопроса мы ограничимся качествен-
ными рассуждениями. 

С геометрической точки зрения каждое из уравнений си-
стемы (6) можно рассматривать как уравнение некоторой пло-
скости в n-мерном пространстве. Тогда решением системы яв-
ляются координаты точки пересечения этих плоскостей. Система 
является плохо обусловленной в том случае, когда все эти пло-
скости пересекаются друг с другом под малыми углами. 

С алгебраической точки зрения плохая обусловленность си-
стемы означает, что главный определитель ее мал по сравнению 
с теми произведениями коэффициентов, алгебраической суммой 
которых он является. Это ж е может иметь место не только по 
отношению к главному определителю, но и к его минорам, т. е. 
определителям порядка п — 1, п — 2 и т. д., составленным из 
его коэффициентов. 

Рассматривая с этой точки зрения систему (6), можно ви-
деть, что юна при прочих равных условиях тем хуже обуслов-
лена, чем гуще сеть станций, т. е. чем ближе друг к другу 
точки Г{. Действительно, с уменьшением расстояний |гг- — г3-| ве-
личины \iij приближаются к единице, и все определители, начи-
ная с определителей второго порядка, становятся малыми в ука-
занном смысле. 

Следовательно, в случае густой сети небольшое изменение 
значений автокорреляционной функции может привести к значи-
тельным изменениям интерполяционных весов. Поскольку ж е 
автокорреляционные функции метеорологических элементов из-
вестны со сравнительно небольшой степенью точности, это об-
стоятельство создает4 определенный произвол в выборе значе-
ний весов. 

Применительно к нашей задаче этот произвол сам по себе не 
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является источником принципиальных затруднений. Действи-
тельно, будем, обращаясь снова к геометрическим образам, рас-
сматривать уравнение (5) как уравнение некоторой поверхности 
второго порядка в п+ 1-мерном пространстве (рь ра, . . . , рп, е) . 
Тогда наша задача сводится к отысканию координат точки, в ко-
торой эта поверхность наиболее близка к плоскости е = 0 . Н о 
плохая обусловленность системы (6) означает, что рассматри-
ваемая поверхность вблизи этой точки минимума имеет весьма 
малую кривизну. Поэтому д а ж е в результате большой ошибки 
в значениях весов рг- мы получим величину е, лишь немного пре-
восходящую ее минимальное значение. Поэтому использование 
таких значений pi вполне приемлемо. 

Н а основании приведенных рассуждений можно сделать сле-
дующий важный с практической точки зрения вывод. В случае 
густой сети станций любой разумный метод интерполяции будет 
давать точность, лишь немногим меньшую точности оптималь-
ной интерполяции. Иначе должно обстоять дело в районах 
с редкой сетью данных. В таких районах оптимальная интерпо-
ляция будет приводить в среднем к существенно более точным 
результатам, чем любой формальный метод интерполяции. 

2.5. Хотя плохая обусловленность систем (6) в районах с гу-
стой сетью не является причиной каких-либо принципиальных 
затруднений, она приводит к значительным трудностям вычисли-
тельного характера. Именно, плохо обусловленные системы об-
ладают тем свойством, что ошибки округления, неизбежные 
в процессе решения, могут весьма сильно исказить результат и 
привести д а ж е к абсурдным выводам. Этот эффект называют 
вычислительной неустойчивостью. 

Опасность появления вычислительной неустойчивости застав-
ляет прежде всего подходить с осторожностью к выбору метода 
решения систем (6). В частности, отпадают все итерационные 
методы. Некоторые из них (как, например, метод простой итера-
ции) могут вообще расходиться, другие (например, метод Зей-
деля) сходиться, но чрезвычайно медленно, так что для получе-
ния результата с удовлетворительной степенью точности прихо-
дится выполнять весьма большое количество итераций и вести 
вычисления с весьма большим числом значащих цифр. 

После ряда проб мы остановились на классическом методе 
Гаусса, как сравнительно слабо чувствительном к плохой обу-
словленности систем. Но и при применении этого метода иногда 
проявлялась вычислительная неустойчивость. Она в ы р а ж а л а с ь 
в том, что около половины весов были отрицательными и некото-
рые веса были по модулю значительно больше единицы. Иногда 
существенно положительная величина е оказывалась в резуль-
тате вычислений отрицательной. 

Однако эти осложнения появлялись только при вычислении 
весов для интерполяции точных значений. Если ж е учесть при 

85 



•оптимальной интерполяции тот факт, что данные известны 
всегда с некоторой случайной ошибкой (см. ниже, § 4) и при-
нять разумные значения последней, то вычислительная неустой-
чивость не проявляется, поскольку учет наличия случайных оши-
бок наблюдений существенно . увеличивает обусловленность си-
стемы для определения весов. 

§ 3. Некоторые свойства оптимальной интерполяции 
-3.il. В настоящем параграфе рассматриваются некоторые об-

щие свойства оптимальной интерполяции в дополнение к тем 
простейшим свойствам, которые были описаны в предыдущем 
параграфе. 

Рассмотрим прежде всего вопрос об оптимальной интерполя-
ции линейной комбинации. 

Пусть 

/ Я + Й = / ' С ^ + Й ) ( f t = l , 2 , . . . , т ) 
представляют собой значения отклонения элемента f от нормы 
1в т точках г„+ь и пусть эти значения нам неизвестны. Составим 
некоторую линейную комбинацию этих значений 

т 

а ) fc=i 
где Ck (k = 1, 2, . . . , т ) — известные константы. 

— 

Пусть далее имеются данные о значениях f в п точках rit 
т. е. значения 

/ ; = / ' £ ) . ( / = 1 , 2 , . . . , п), 
и по этим данным нам нужно путем оптимальной интерполяции 
найти величину ij/. Этого можно достигнуть двумя различными 
путями, а именно либо производить непосредственно оптималь-
ную интерполяцию величины г|/, либо сначала путем оптималь-
ной интерполяции найти значения f'n + R, а затем по формуле (1) 
вычислить величину т|/. Покажем, что в обоих случаях получится 
один и тот ж е результат. 

Если искать непосредственно то следует записать соотно-
шение, аналогичное формуле (1) § 2 , 

п 

f = 2 Q j \ (2) 
i = 1 

и для отыскания весов qi потребовать, чтобы средний квадрат 
невязки соотношения (2) 

(з) 
86 



был минимален. Подставляя в (3) г|/ из (1) и выполняя возве-
дение в квадрат, получим 

mm т п 

2 2 2 2 + 6= i г=1 &=i г=г 

/ = 1 y = l 

Вводя снова, как и в § 2, безразмерные величины г и ц, пере-
пишем формулу (4) в виде 

m m т п 

s = 2 2 2 2 2 w i . « + * + ft=iг = i й=1г = 1 
n n 

+ 2 2 W f / - (5> 
/ = i } = i 

Минимизация g по весам qi приводит к системе уравнений 
я т 

2 = 2 +ft, r (fi)s 

/ = 1 6=1 
С другой стороны, если находить путем оптимальной интер-

поляции значение fn + то, согласно формуле (6) § 1, веса рт 
для определения этого значения найдутся из системы уравнений 

. п ' 

2 здг^^.+г ( п 
7 = 1 

Умножая уравнение (7) на Си и производя суммирование 
по k от 1 до т (при фиксированном г), получим 

. т п . т 

2 2 vi)Pj* = 2 с ^ п + к г ( g ) 
й=1 Й=1 

Сопоставляя (8) с (6), найдём 
т 

<71 = 2 ckPik• (9) 
ft = i 

Равенство (9) доказывает высказанное утверждение. Это ут-
верждение может быть'сформулировано так: оптимально проин-
терполированная линейная комбинация равна линейной комби-
нации оптимально проинтерполированных величин. 

3.2. С практической точки зрения доказанный факт важен 
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по следующим соображениям. Наряду с определением путем ин-
терполяции значений самого измеряемого элемента часто возни-
кает необходимость вычисления величины градиента этого 
элемента в интересующей нас точке. Например, если рассматри-
вается поле давления или геопотенциала некоторой изобариче-
ской поверхности, то нахождение геострофического ветра 
сводится к вычислению горизонтального градиента. 

Может показаться, что если определять поле градиента после 
интерполяции значений самого элемента, то получатся пре-
уменьшенные величины градиентов. Действительно, поскольку 
интерполяция отклонений элемента от нормы производится на 
основании статистической структуры, то, естественно, должна 
иметь место тенденция приближения элемента к норме, т. е. 
проинтерполирЬванные отклонения от нормы будут, вообще го-
воря, меньше реальных. Но в таком случае и разности проин-
терполированных значений'должны быть меньше реальных, и, 
следовательно, градиенты должны быть преуменьшены. По-
этому может показаться, что правильным путем для определе-
ния с помощью оптимальной интерполяции величин градиентов 
является лишь вычисление их на основе требования, чтобы сред-
няя квадратическая ошибка величины градиента была мини-
мальной. 

В действительности это, однако, не так. Градиент или, точ-
нее, его составляющая по любому направлению' является част-
ным случаем линейной комбинации. Именно, полагая в фор-
муле ( 1 ) т = 2 , ci = — у , с2 — р где г — расстояние между точками 

rn+k при k—\ и k = 2, получим составляющую градиента вели-
чины f в направлении от первой из этих точек ко второй. 
Поэтому к градиенту полностью относится вывод, что оба 
очерченных выше пути его вычисления эквивалентны. Это ж е 
относится и к лапласиану и другим часто встречающимся харак-
теристикам, причем не только к конечно-разностным, но и к диф-
ференциальным, поскольку предельный переход ничего не изме-
нил бы в проведенных выше рассуждениях. 

Следует только оговориться, что при этих рассуждениях име-
лось в виду использование в качестве исходного материала для 
определения как величины ij/, так и каждого из значений 
одного и того ж е комплекса данных — значений Если это не 
так, то переставимость линейной комбинации и оптимального 
интерполирования не будет иметь места. 

3.3. При практическом выполнении интерполяции каждый 
раз возникает естественный вопрос: данные в каких пунктах 
наблюдений целесообразно учесть при интерполяции в интере-
сующую нас точку, а данными в каких точках можно без 
ущерба для точности интерполяции пренебречь? Некоторые ука-
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зания на этот счет можно получить, рассматривая в общем виде-
вопрос о влиянии добавления или исключения из рассмотрения-
данных на результат интерполяции. 

Пусть сначала интерполяция производилась по данным 
в п — 1 пункте, т. е. по формуле 

л = 2 * ; / ; , s т 
г=1 

где веса р/ определялись из соотношений 
я - 1 

2 = ( г ' = 1, 2 , . . . , п — 1). (11> 
i = 1 

Согласно формуле (8) § 2, при этом выполнялось равенство 
я — 1 

о2> 
i = 1 

Включим теперь дополнительно величину f n ' — з н а ч е н и е от-
клонения элемента f от нормы в /г-й точке. Тогда /о' будет опре-
деляться по формуле я 

/о= 2 РЛ (13> 
> г = t 

где веса pi найдутся из уравнений 
я 

2 lxi/Pf = Pi0 ( г ' = 1 , 2 , . . . , /г), (14> 
1 

а мера ошибки интерполяции е будет равна 

1 - 2 fЧоРг (15> S : 
г = 1 

Покажем, что между весами р/ и pj имеют место следующие; 
соотношения: 

я — 1 . 
IV>— 2 V-njP] 

Р п = ^ f r (16> 
!хпя — l x n ] P " j 

p l = p ' i - p ' ; p n V = 1, 2 , . , . , л - 1 ) , (17), 

где p i " суть решения системы уравнений 
л - 1 

2 V-ijP'j = bn - 1, 2 , . . . , « - 1), (18> 
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отличающейся от системы (11) лишь тем, что в правых частях 
вместо значений автокорреляционной функции р,го для интере-
сующей нас точки входят ее значения для добавляемой 
точки. Покажем, что если р / удовлетворяют системе (11), 
p i " — с и с т е м е (18) и имеют место соотношения (16) и (17), то 
•определяемые этими соотношениями веса pi удовлетворяют си-
стеме (14). 

Действительно, подставляя (17) в любое из уравнений си-
стемы (14), кроме последнего, и учитывая (18) и (1Д), получим 

п л — 1 Л — 1 

2 !*«/>>= 2 lxuPj + hnPn== 2 bjP'j + 
7=1 , i = 1 i = 1 

{ n - 1 \ n — 1 

+ p « (ixtn - 2 b j p ' i = 2 b j p ' j = j=1 I }=1 

= P-i0 ( i = l , 2 , 1 ) , 
т. е. первые t i — 1 уравнений системы (14) удовлетворяются. 

Подстановка (17) в последнее уравнение системы (14) дает 
лри учете (16) 

л л — 1 л — 1 

2 PnjPj= 2 2 + 
7=1 j = 1 7 = 1 

(л — 1 \ л — 1 

I V - 2 = 2 + О -
7=1 / / = 1 л - 1 

- 2 ! xnjPj = 

т. е. и последнее из уравнений системы (14) выполняется. Тем 
самым соотношения (16) и (17) доказаны. 

Подставим теперь эти соотношения в формулу (15) для е. 
Получим 

л — 1 л — 1 

e = 1 - 2 м - Р л о Р п = 1 - 2 р\ + 
i = 1 i = 1 

л—1 / я—1 \ 

+ / > „ 2 ^ ( Х - t W „ = S ' - Р п (^«0 - 2 . PioPl 

Р . К - 2 PioPi'.)-

i = 1 . V i - 1 
И Л И 

/ л - 1 

1 
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Но в силу симметрии матрицы ||p,i3-|| 
п—1 п—1 п—1 п—1 п—1 п — 1 

2 ij-;o p i = 2 p i 2 * ц р ' ] = 2 p'j 2 m " = 2 hv"Pp i = 1 i = l ]= 1 7=1 i = 1 7=1 
поэтому 

s ' - e = P n (^«0 - 2 • (1 9> 

Заметим теперь, что выражения, стоящие в числителе и зна-
менателе формулы (16), имеют простой смысл. Комбинация 

п-1 

p'n^V-na- 2 V'njP'j (2 0> 
7 = 1 

есть то значение веса р„, которое получится из последнего урав-
нения системы (14), если в качестве всех остальных весов под-
ставить решения системы (11) для п — 1 точки. Далее, по-
скольку в силу однородности поля элемента f р , п и = 1, величина 

п — 1 
е" = Рпп— 2 Pnjp'j (21> J = 1 

есть не что иное как мера ошибки оптимальной интерполяции 
в точку г п по данным п — 1 точки г ь г2, . . . , гп- \ . 

С помощью обозначений (20) и (21) формулы (16) и (19) 
можно переписать в виде 

(22) 

е' - *- = РпР'п- (23) 

Комбинируя (22) и (23), можно получить еще следующие 
две формулы: 

e ' - e = p«s* (24) 
/2 

Е = (25) 

Так как г" есть мера ошибки оптимальной интерполяции, то, 
как показано в § 2, имеет место неравенство 

0 < е " < 1 . 
Поэтому из (24) или (25) сразу вытекает, что е ' ^ е , т. е. при 

исключении каких-либо данных из рассмотрения средняя квад-
ратическая ошибка интерполяции может только увеличиться. 

Из формулы (22) следует, что рп всегда больше (точнее, не 
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меньше), чем р п \ и имеет тот ж е знак, а на основании формул 
(24) и (25) можно написать два неравенства: 

' е ' ( 2 6 ) 

*'-*>Рп- (27) 
3.4. Имея результаты вычисления весов р / для интерполяции 

по данным в п — 1 точке, вряд ли целесообразно производить 
вычисление весов с помощью формул (16) и (17), поскольку 
при этом нужно еще решить систему порядка п — il для опреде-
ления p i" . Однако формулы (26) и (27) весьма удобны для оце-

Рис. 16. Расположение и нумерация точек для расчетов 
примера оптимальной интерполяции с использованием раз-

личного количества данных. 

возможности исключения из рассмотрения данных в одной из 
точек: в результате такого исключения мера ошибки интерполя-
ции увеличится не более чем на рп

2. Например, если вес дан-
ных в одной из точек оказался равным 0,01, то такую точку воз-
можно исключить из рассмотрения (пересчитав заново веса для 
остающихся точек). Величина s возрастет при этом меньше чем 
на 0,0001. 

Неравенство (27) может применяться для обоснования необ-
ходимости включения дополнительной точки. Вычислив для нее 
рп', что делается весьма просто, мы можем затем утверждать, 
что в результате включения данных в этой точке мера ^ошибки 
интерполяции уменьшится более чем на рп'2. 

Приведем пример, иллюстрирующий сказанное. 
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Пусть по данным о геопотенциале изобарической поверх-
ности 500 мб в точках 1—5 (рис. 16) нужно найти значение геот 
потенциала в точке 0. В табл. 4 приведены матрицы расстояний 
между точками и соответствующих значений нормированной ав-
токорреляционной функции геопотенциала. Верхние числа 
в каждой строке этой таблицы означают расстояния в километ-
рах, округленные до десятков километров, а нижние — значения х 

автокорреляционной функции, полученные на основании резуль-
татов работы >[20] и округленные до 0,01. 

Таблица 4 

Расстояния между точками и соответствующие им значения нормированной 
автокорреляционной функции геопотенциала поверхности 500 мб 

1 
3 

1 
1 2 3 4 5 0 

1 0 
1,00 

1780 
0,14 

1300 
0,37 

2540 
0,02 

1820 
0,12 

820 
0,66 

2 1780 
0,14 

0 
1,00 

1000 
0,55 

1110 
0,48 

2780 
0,01 . 

1160 
0,46 

3 1300 
0,37 

1000 
0,55 

0 
1,00 

1320 
0,36 

1760 
0,15 

1200 
0,43 

4 2540 
0,02 

1110 
0,48 

1320 
0,36 

0 
1,00 

2860 
0,01 

2140 
0,05 

5 1820 
0,12 

2780 
0,01 

1760 
0,15 

2860 
0,01 

0 
1,00 

2440 
0,02 

В табл. 5 приведены веса и меры ошибок оптимальной интер-
поляции, подсчитанные по данным табл. 4 для пяти случаев. 
В первом случае использованы все пять точек, во втором исклю-
чена точка 5, в третьем исключена, кроме того, точка 4 и т. д.; 
в последнем случае использована только точка / . Вычислены 
т а к ж е значения рп'. Все результаты приведены с точностью 
до 10"5. 

Данные таблицы иллюстрируют выводы, полученные в об-
щем случае. Величины рп имеют тот ж е знак, что й рп, и 
меньше их по модулю. В результате исключения точки из рас-
смотрения мера ошибки интерполяции возрастает. Из последних 
трех строк таблицы видно, что соответствующее прираще-
ние Де меры ошибки интерполяции меньше, чем рп

2, и больше, 
чем рп2, причем эти границы являются достаточно узкими. 

Во всех приведенных рассуждениях мы допускали, не огова-
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Таблица 5 

Веса и меры ошибок для пяти вариантов оптимальной интерполяции по 
данным табл. 4 (рис. 16) 

Использованные точки 

1—5 1— 4 1--3 1--2 1 

Л 0,59237 0,588661 0,60800 0,60751 0,66000 
Рг 0,44551 0,45079. 0,37575 0,37495 К =0,36760 
Рь 0,04291 0,03264 —0,00164 f 

р3 =0,00100 
РА —0,19057 —0,18990 р'=0,14194 
PS —0,05673 1 —0,05464 

в 0,39652 0,39961 0,42657 0,42657 0,56400 
Де 0,00309 0,02696 0,00000 0,13783 
f п 0,00322 0,03606 0,00000 0,14059 

Рп 0,00299 0,02015 0,00000 0,13513 

ривая этого, что автокорреляционная функция элемента из-
вестна с абсолютной точностью. Следствием этого допущения 
явился тот факт, что включение дополнительных данных всегда 
приводило к уточнению результатов интерполяции или, точнее, 
никогда не приводило к их ухудшению. Фактически автокорре-
ляционная функция любого элемента всегда известна с некото-
рой ошибкой. Поэтому, увеличивая количество «влияющих» то-
чек, мы неизбежно встретимся с тем обстоятельством, что начи-
ная с некоторого я дальнейшее включение в расчет данных во 
все более удаленных точках будет приводить не к уменьшению, 
а к увеличению фактических ошибок интерполяции. 

С этой точки зрения мыслима постановка некоторой экстре-
мальной задачи, т. е. задачи об отыскании при заданном распо-
ложении всех пунктов, заданной корреляционной функции и за-
данной ее точности тех пунктов, данные в которых надо учесть 
для получения наиболее точных результатов. К решению этой 
задачи теоретическим путем подойти весьма трудно. По-види-
мому, некоторые указания на этот счет можно получить с по-
мощью численных экспериментов, производя оценку фактиче-
ской ошибки интерполяции путем сопоставления результатов 
интерполяции с независимыми данными. 

3.5. Рассмотрим еще некоторые свойства оптимальной интер-
поляции, связанные с введением так называемых фиктивных 
станций. Пусть имеется п точек (А), в которых есть данные на-
блюдений за рассматриваемым элементом f , т точек (В) , в ко-
торых таких данных нет, и точка С, в которой т а к ж е нет данных 
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наблюдений и значение fc элемента f в которой мы хотим полу-
чить путем оптимальной интерполяции. Покажем, что если сна-
чала выполнить интерполяцию из точек (А) в точки (В) , а за-
тем по данным в точках (А) и (В) получить значение в точке С, 
то результат будет таким же, как если бы мы просто произво-
дили оптимальную интерполяцию из точек (А) в точку С. 

Действительно, веса Для последней интерполяции найдутся 
из системы 

п 

2 V-ijPi = Ы = !»2» • • •' (28) 

а сама эта интерполяция будет осуществляться по формуле 
п 

/ с = 2 л / | - (29) г = 1 
Аналогичным образом интерполяция из точек (А) в каждую 

из точек (В) осуществляется по формуле 

и 

/ : + * = 2 л -* / ; ( k = \ , 2 , . . . , т ) , (зо) 
i=i 

где веса р ^ определяются из систем 
п 

2 bjPjh = bn + k ( / = = 1 > 2 . - - - , л; k = l, 2 , . . . , т). (31) 

Наконец, интерполяция из точек (А + В) в точку С осущест-
вляется по формуле 

• п + т 

' / с = 2 P'tf'v (32) 
i . = 1 

где веса р / определяются из системы 
п + т 

2 ' ( * ' = 1 . 2 , . . . , п + т). (33) 
3= 1 

Подставляя (30) в последние т членов суммы (32), полу-
чим 

« / т \ 

/ с = 2 2 / ; • 04> 

г = 1 \ й =1 / 

Сопоставление (2:8) с (34) показывает, что в силу произволь-95 



ности величин f / для эквивалентности обоих путей интерполя-
ции необходимо, чтобы выполнялись п равенств 

т 

Pj+% P'n + bP]b=Pj U ^ h 2 , . . . , « ) . (35) 
ft=i 

Покажем, что эти равенства действительно выполняются. 
Д л я этого умножим левую часть (35) на од и просуммируем 
по } от 1 до п. Преобразуя получающееся выражение на основа-
нии соотношений (29), (31) и (33), получим 

га : / т \ п 

2 lJv />;+ 2 P'n + kPjk = 2 bjP's + i V * = i J )=i 
m n it 

+ 2 p'n+n 2 b , p 3 k = 2 b j p ' i + k=i j=i j=i 
m n + m n 

+ 2 ihn+uPn+k = 2 > ^ = ^ 0 = 2 bjPi 
ь=\ j=i j=i 

или 

Но в силу положительной определенности автокорреляцион-
ной функции определитель из первых п строк и столбцов мат-
рицы НодН отличен от нуля, поэтому однородная система (36) 
имеет лишь нулевые решения. Следовательно, из (36) вытекает 
(35). Тем самым сформулированное положение доказано. 

3.6. Пусть теперь после интерполяции из точек (А) в точки 
(В) значение f в точке С получается путем интерполяции по 
данным только в точках (В) без повторного использования дан-
ных в точках (А). Покажем, что ошибка такой интерполяции 
будет больше или по крайней мере не меньше, чем ошибка не-
посредственной интерполяции из точек (А) в точку С. 

Интерполяция из точек (В) в С будет производиться по фор-
мулам 

т 

/ с = 2 л + * / « + * ' (37> 
k=\ 

где pn+k — вес данных &-той из точек (В) . Подставляя (30) 
в (37), имеем 

п т 

/ с - 2 2 Рп+ьРшГг (38) 
1 = 1к=1 
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Мера ошибки интерполяции по формуле (38) равна 
п т \2 

f'c — 2 2 Pn+kPikf ' i = 
* = i л = i j 

n m 
= 1 - 2 2 2 ы p n + k p i k + 

i=i s = i 
n n m m 

+ 2 2 2 2 bjPn+kPn+iPikPjp 
i=i j=ift=ii=i 

а мера ошибки интерполяции по формуле (28) равна 

я л 

= 1 - 2 2 ро iPi + 2 2 ^ - а д -
г = 1 i=ij=i 

Находя разность е с ' — е с и подставляя в нее fXio из (29), по-
лучим л л 

s c - ®с = 2 2 V-ijPIPJ -
i=lj=l 

п п т . 

- 2 2 2 2 ^ ) P j P n + k P i k + 

л л m m 

+ 2 2 2 2 b j P n + k P n + i P i k P j i = 
г = 1 j = i f t = i i = i 

я л / /л 

= 2 2 ^ вд - ^ p j 2 л* + f = 1 У = 1 \ ft = 1 
mm \ 

+ 2 +ьРп + iPibPjl I • 
ft=l1=1 / 

В этой двойной сумме наряду с выписанным членом ее будет 
также член, получающийся из написанного заменой i на j и j 
на L Так как матрица Hfiijll симметрична, этот член может быть 
записан в виде 

f т 1 ' 

\ ft=i 
mm \ 

+ 2 2 pn+bPn+iPikPji ft = i г = i 
7 л , С. Гандин 9 7 



Изменим теперь несколько порядок суммирования, а именно 
половину второго слагаемого (вычитаемого) общего члена сум-
мы отнесем в симметричный ему член, и наоборот. Тогда получим 

п п / т 
е с - е с = 2 2 h i P i P j - P i 2 Р п + * p ] k -

i =1j=l . \ . ft=l 
m mm 

~ Pj Jmd Pn+kPm "b 2d Z Pn + nP n т iPibPjl 
k=l й=11 = 1 

ИЛИ 
n n / m \ / 

s c - s c = 2 2 [ я - 2 P n + k P i * ) \ P j -i=i j=i V k=i J \ 
m \ 

- 2 Pn+bPjk}- (39) 
ft = l J 

В силу положительной определенности автокорреляционной 
функции квадратичная фо^ма в правой части (39) положи-
тельна, за исключением того случая, когда выполняется п соот-
ношений 

т 

Л - 2 Рп+ъРл = ° ( / = 1 , 2 , . . . , л). k=i 
Таким образом, 

s c > £ c 
что и нужно было доказать. 

3.7. Из приведенных положений вытекают некоторые выводы, 
относящиеся к методике объективного анализа. > 

Многие авторы рекомендуют использовать при объективном 
анализе наряду с данными наблюдений также данные некото-
рых «фиктивных станций», полученные путем интерполяции по 
фактическим данным. В частности, в качестве таких фиктивных 
станций часто используют (см., например, [86]) узлы регуляр-
ной сетки, интерполяция в которые уже выполнена. 

Из доказанного вытекает, что применительно к оптимальной 
интерполяции такие рекомендации несостоятельны — включение 
фиктивных станций никогда не приведет к улучшению резуль-
тата интерполяции, а может привести лишь к его ухудшению. 

В какой мере этот вывод может быть распространен на дру-
гие методы интерполяции, неясно. Однако и применительно 
к другим методам нет никаких оснований считать, что использо-
вание фиктивных станций может приводить к систематическому 
улучшению результатов интерполяции. 
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§ 4. Влияние случайных ошибок наблюдений на оптимальную 
интерполяцию 

4.1. В предыдущих параграфах была рассмотрена оптималь-
ная интерполяция некоторого элемента, данные о котором счи-
тались известными с абсолютной точностью. В действительности 
наблюдения всегда подвержены тем или иным ошибкам. Учет 
этого обстоятельства необходим также при оптимальной ин-
терполяции полей. 

Будем считать, что ошибки наблюдений являются чисто слу-
чайными в том смысле, который детально разъяснен в § 3 гл. 2, 
а именно, что 

1) среднее арифметическое значение каждой ошибки равно 
нулю, 

2) ошибки никак не коррелируют с истинными значениями 
элемента, 

3) ошибки в различных точках никак не коррелируют друг 
с другом. 

Как показано в § 3 гл. 2, такие ошибки не изменяют значений 
автокорреляционной (ненормированной) функции для разных 
точек и увеличивают значение автокорреляционной функции для 
совпадающих точек, т. е. дисперсии элемента, на/средний квад-
рат ошибки наблюдений в этой точке.. Сказанное описывается 
формулами (10) и (11) § 3 гл. 2: 

m 7 К ) ПРИ 0.) 

Т 2 ( 7 ) = т у ( 7 , 7 ) = F ( r ) + ^ ( r ) , , (2) 

где f — означает "истинное значение элемента, f — измеренное 
значение, а 0/ — среднюю квадратическую ошибку наблюдений. 
Если разделить соотношения (1) и (2) на дисперсию истинных 
значений элемента f и обозначить 

~ТЧ7г=а/у' (3) 

IV при К О 

1 + 17, при = 

где rji — мера ошибки наблюдения за элементом f в точке г*. 
При наличии ошибок наблюдения формула (5) § 2 для меры 

ошибки интерполяции е заменится выражением 
п . п п 

8 = 1 - 2 2 А«0/ + 2 2 PlPjaij> (5) 
I = 1 i = 1 J = 1 

, 7* ч gg 

то получим 



отличающимся от нее тем, что вместо значений нормированной 
автокорреляционной функции р. фигурируют соответствующие 
значения а . Подставляя их из . (4), преобразуем формулу (5) 
к виду 

л п п п 

в = 1 - 2 2 P I H I + 2 2 P i P j b j + 2 ( 6 ) 
1 = 1 1 = 1 ]-1 i = l 

Потребуем далее снова, чтобы интерполяция была оптималь-
ной, т. е. чтобы выполнялись условия минимума е по Pi. Эти ус-
ловия, служащие для отыскания весов рг-, примут теперь вид 

я 

' 2 l4jPj+rliPi = l10i (г = 1,2, . . п ) . (7) 
j = i 

С помощью соотношений (7) выражение (6) для меры 
ошибки оптимальной интерполяции может быть упрощено. Ум-
ножая (7) на pi и суммируя по i от 1 до п, найдем 

я л л я 

2 2 v-i jPiPj+ 2 4 I P \ = 2 v-oipf ( 8 ) 1 = 1 }=1 i = 1 i = 1 

Комбинируя (6) и (8), можно получить две формулы: 

л 
s = 1 - 2 Poift (9) 

i = i 
и 

я л л 
s = i - 2 2 v - i jP iP j - 2 ( i o ) г = г j = i i = i 

Написанные соотношения можно было бы, разумеется, полу-
чить и непосредственно из соответствующих формул § 2 путем 
подстановки в них вместо од величин ац. 

Заметим, что формула (9) не содержит в явном виде вели-
чин rji и потому совпадает по форме с выражением (8) § 2. По-
скольку, согласно (7), веса pi зависят от мер ошибок наблюде-
ния т)г, то и величина е, вычисляемая по формуле (9), также бу-
дет от них зависеть. 

Наиболее простым и практически важным является случай 
одинаковой точности наблюдений во всех точках. В этом случае 
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и формулы (6), (7) и (10) приобретают вид 
п п п п 

е = 1 - 2 2 p i H i + 2 2 p i p p u + f i 2 о 1 ) 
i=1 « = х i 

2 № + "ПА = ^ог ( « = 1,2, . . я ) , (12) 

п п п 
e = i - 2 2 р ф р ц — Ч 2 / ' г ( 1 3 ) 

i = i / =1 г = 1 

В дальнейшем будет рассматриваться только этот случай. 
4.2. Характер влияния случайных ошибок наблюдений на 

оптимальную интерполяцию можно хорошо представить себе на 
основании следующих положений. С ростом меры ошибок наблю-
дений г) увеличивается и мера ошибки оптимальной интерполя-
ции е, а интерполяционные веса сглаживаются в том смысле, что 
сумма их квадратов уменьшается. 

Д л я доказательства этих положений продифференцируем со-
отношения (12) пот] 

и подставим р, из (14) в выражение для производной от суммы 
квадратов весов 

и 
а(Р)= 2 Р\ (15) 

i = i 
ПО Т] 

га 
da (Р) о V „ dPi 

Тогда получим 

где обозначено п 
'dp\ _ V /Ш2 

о v u SldT,)— Z PVdn ^r 
i = 1 
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Мера ошибки наблюдений rj, разумеется, существенно поло-
жительна, так ж е как и сумма Квадратичная форма 

s также существенно положительна в силу положительной 
определенности автокорреляционной функции. Следовательно, 
оба члена правой части формулы (17) существенно отрица-

ла (р) • _ 
тельны, так что действительно — < 0 . 

Дифференцируя далее по rj соотношение (13), которое при при-
нятых обозначениях можно записать в виде 

8 = 1 - 4 a{p)-s(p), (18) 

п 
s (/>) = 2 \hjPiPp (19) 

где 

i = 1 
получим 

_ ъаа(Р)У д(п\ d S ( Р ) 
d7i , ' d-ri W d-q • (20) 

Но в силу (19), (14) и (16) 
п п 

i = l j=z l / = 1 ; = 1 

i = 1 j = 1 i = 1 

« = i 

Подставляя это выражение в (20), получаем простое соотно-
шение 

^ = а{р), (21) 

ds 
из которого очевидно, что - ^ - > 0 . Таким образом, оба выска-
занных утверждения доказаны. 

Так как с ростом т] величина а(р) уменьшается, то формула 
(21) показывает, что при больших ошибках наблюдения дальней-
шее увеличение этих ошибок мало влияет на точность интер-
поляции. 
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Формулу (21) можно применить для приближенной оценки из-
менения е в результате изменения rj, а именно 

% 

4.3. Приведем пример. Н а рис. 17 показаны восемь пунктов 
наблюдения, по данным в которых необходимо найти отклонения 

Рис. 17. Расположение и нумерация точек для 
расчетов примера оптимальной интерполяции 
при различных значениях средней квадратиче-

ской ошибки наблюдений. 

геопотенциала поверхности 500 мб от нормы в точке 0. Д л я этой 
интерполяции выполнены расчеты весов и мер ошибок интерпо-
ляции при шести значениях т] в пределах от т) = 0 до т) = 0,20 
( т а б л . 6 ) . . 

Рассмотрение этой таблицы показывает, что с ростом т] сумма 
квадратов весов существенно убывает, так что распределение ве-
сов становится более сглаженным. При этом максимальные по 
модулю веса уменьшаются по абсолютной величине, а также 
уменьшается количество отрицательных весов (если таковые, 
как в данном случае, имелись). Так, при т] = 0 отрицательны 4 
из 8 весов, при т] = 0,01 и т] = 0,02 — лишь 3, а при 0,05 е ^ 
^ 0 , 2 имеется лишь один отрицательный вес. 

В а ж н о отметить, что с ростом т] уменьшается чувствитель-
ность весов к изменениям значений автокорреляционной функции 
и ошибкам округления при счете. Можно сказать, что в каче-
ственном отношении увеличение ошибок наблюдений влияет на 

103 



оптимальную интерполяцию так же , как уменьшение густоты 
сети станций. 

П р и больших т] мера ошибки интерполяции е и значения ин-
терполяционных весов pi в меньшей степени зависят от т), чем 
при малых. 

В таблице приведены т а к ж е приращения величины е при пе-
реходе от каждого значения г] к последующему. Эти приращения 
вычислены т а к ж е по приближенной формуле (22), которая , к а к 
видно из сопоставления двух последних строк табл . 6, дает хо-
рошие результаты. 

Таблица & 
Веса и меры ошибки интерполяции геопотенциала АТ500 при разных мерах 

ошибок наблюдений 

4 

0,00 0,01 0,02 0,05 0,10 0,20 

Pi 0,599 0,363 0,290 0,200 0,151 0,121 
Pi 
Pz 

—0,169 —0,060 —0,016 0,050 0,098 0,136 Pi 
Pz 0,161 0,106 0,088 0,068 0,057 0,048 
Pi 0,376 0,347 0,330 0,297 0,265 0,232 
P5 —0,126 - 0 , 0 7 9 - 0 , 0 4 6 0,010 0,050 0,080 
Рв —0,093 0,182 0,239 0,265 0,254 0,232 
Pi 0,761 0,446 . 0,363 0,287 0,253 0,229 
P% —0,440 . —0,263 —0,199 —0,119 —0,068 —0,027 

a{p) 1,306 0,574 0,432 0,302 0,242 0,196 
s 0,0038 0,0119 0,0168 0,0274 0,0407 0,0625 

Де 

е по (22) 

0,0081 

0,0094 

0,0049 

0,0050 

0,0106 

0,0110 

0,0133 

0,0136 

0,0218 

0,0219 

4.4. Предыдущие рассуждения верны в предположении, что 
нам известно точное значение меры ошибок наблюдений т). П р а к -
тически дело обстоит сложнее. Поскольку статистические х а р а к -
теристики ошибок никогда не известны с абсолютной точностью,, 
то приходится предполагать , что ошибки характеризуются неко-
торой величиной г], в то время как истинное значение меры оши-
бок наблюдения rj может отличаться от у]. 

В этом случае мера ошибки интерполяции s(г| , т]) д о л ж н а 
быть вычислена по формуле (11), в которой вместо г) следует 
написать rj 

п 
е , Yj) = 1 - 2 ^ PiHi + ' 

i = 1 

+ 2 2 PlPAJ r n t PI • (23> 
i = 1 j —1 1 = 1 
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При этом имеется в .виду, что веса ри фигурирующие в фор-
муле (23), вычислены в предположении, что мера ошибок наб-
людений равна г), а не т]. 

Обозначая теперь в соответствии со сказанным величину s 
в формулах (11), (13), (18) и (21) через e(ri, т)) и комбинируя 
формулы (11) и (23), получим соотношение 

s = е (ц, Y]) + (vj - 7)) а (р). (24) 

И з этого соотношения видно, что с ростом действительного 
значения меры ошибок наблюдений т] величина e(ri, г]) моно-
тонно растет при любом фиксированном предположенном зна-
чении т]. Если ж е рассматривать е(т|, rj) как функцию от т) при 
фиксированном т) (учитывая, что от г) зависят также веса pi), то 
можно показать, что она имеет минимум при TJ = т]. 

Действительно, дифференцируя (24) по т], имеем 

Подставляя сюда d e ^ ^ из (21), получим простую формулу 

(25) 

Поскольку, согласно ( 1 7 ) , н е нуль (а именно < 0 ) , 

из (25) сразу вытекает, что экстремальное значение e(ri, т]) до-
стигается при TJ = т]. То, что это значение минимально, сразу 
следует из формулы 

(26) 

получающейся дифференцированием (25) по т), поскольку при 
г] = г] второй член правой части (26) обращается в нуль, а пер-
вый член всегда положителен. 

Тем самым доказано, что при заданном истинном значении 
меры ошибок наблюдений наибольшая точность оптимальной ин-
терполяции будет иметь место в случае, если принять меру оши-
бок наблюдений равной истинной. _ 

В табл. 7 приведены значения величины е(т], т]), вычисленные 
по формуле (24) при различных г) и т] по данным предыдущего 
примера (табл. 6) . Таблица 7 иллюстрирует тот факт, что функ-
ция &(rj, г]) является возрастающей функцией первого аргумента, 
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а при изменении только второго аргумента она имеет минимум 
при rj = т). Эти минимальные значения, разумеется, совпадают 
с величинами, приведенными в табл. 6. При этом, однако, суще-
ственно следующее. 

Таблица 7 
Функция е (ч, г)) 

•Ч 
ч • 

•Ч 
0,00 0,01 0,02 0,05 0,10 0,20 

0,00 
0,01 
0,02 
0,05 
0,10 
0,20 

0,0038 
0,0169 
0,0299 
0,0691 
0,1344 
0,2650 

0,0062 
0,0119 
0,0176 
0,0349 
0,0636 
0,1210 

0,0082 
0,0125 
0,0168 
0,0298 
0,0514 
0,0946 

0,0123 
0,0153 
0,0183 
0,0274 
0,0425 
0,0727 

0,0165 
0,0189 
0,0213 
0,0286 
0,0407 
0,0649 

0,0233 
0,0253 
0,0272 
0,0331 
0,0479 
0,0625 

Если при вычислении весов не учитывать наличия случайной 
ошибки наблюдений, то ошибка интерполяции при таких весах 
непременно будет больше ошибки наблюдений. Это сразу видно 
из первой графы табл. 7. Если ж е вычислять веса, учитывая на-
личие ошибок наблюдений, и если последние не слишком малы, 
то можно достичь того, что ошибка интерполяции будет в сред-
нем существенно меньше ошибки наблюдений. 

Пусть, например, для нашего случая т]=0,10, т. е. средняя 
квадратическая ошибка наблюдений составляет около 32% сред-
ней квадратической изменчивости геопотенциала. Если не учиты-
вать этого при вычислении весов, т. е. считать rj = 0, то получим 
е = 0,134, так что средняя квадратическая ошибка интерполяции 
составит около 37% изменчивости. Если ж е учесть наличие оши-
бок наблюдений наилучшим образом, т. е. принять т) = rj, то 
получим е = 0,041, т. е. средняя квадратическая ошибка интерпо-
ляции составит лишь около 20% изменчивости. 

Таким образом, при оптимальной интерполяции весьма суще-
ствен надлежащий учет наличия случайных ошибок наблюдений. 

4.5. Оптимальная интерполяция, производимая с учетом на-
личия случайных ошибок наблюдений, обладает некоторыми 
свойствами, отличными от свойств оптимальной интерполяции 
точных значений. 

Так, в § 2 среди прочих элементарных свойств оптимальной 
интерполяции было доказано следующее: если интерполяция 
производится в один из пунктов, где имеются данные, то в ре-
зультате получаются эти самые данные, а ошибка интерполяции 
равна нулю. При учете наличия ошибок наблюдений в процессе 
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оптимальной интерполяции это положение уже не имеет места. 
Поскольку данные в той точке, куда производится Интерполяция, 
неточны, привлечение данных в других точках оказывается не 
излишним и приводит к уточнению результата. 

Это обстоятельство можно иллюстрировать рассмотрением 
следующего предельного случая. Представим себе, что имеется 
п станций, совпадающих между собой и с той точкой, куда про-
изводится интерполяция. В этом случае уравнения (12) для ве-
сов pi принимают вид 

п 

^ / + ¥ , = 1, (27) 
J = 1 

откуда 

( 2 8 ) 

так что 

i - 1 

и на основании (9) 
v 

п 

/ i - j r r r l j / i <29> 

е = — г — . ^ (30) 

л + Ч v ' 

При больших п формула (30) переходит в известную формулу S : (31) 

согласно которой средняя квадратическая ошибка определения 
некоторой величины по п независимым измерениям в Y 1 1 Р а з 

меньше ошибки ее определения по одному измерению. При ма-
лых п убывание е происходит быстрее, чем по (31). Это обус-
ловлено тем обстоятельством, что в качестве искомого значения 
отклонения /о от нормы получается не среднее арифметическое 
из значений f , а меньшая величина (29). 

Формула (30) дает нижний предел меры ошибки интерполя-
ции, которая может иметь место при использовании п наблюде-
ний, мера ошибки каждого из которых равна т). Таким образом, 
пределы 

0<е<1, 
в которых заключается мера ошибки оптимальной интерполяции 
точных данных, могут быть применительно к мере ошибки дан-

107 



ных, подверженных случайным ошибкам, заменены более уз-
кими пределами 

Я + 1) <е < 1 . 

Заметим, что многие свойства оптимальной интерполяции 
сохраняются и для случая, когда она проводится с учетом нали-
чия ошибок наблюдений. Так, при доказательстве положений, 
сформулированных в § 3 в пп. 3.5 и 3.6, использовалась только 
положительная определенность матрицы НодН. Но при учете на-
личия ошибок наблюдений матрица ИодИ заменяется матрицей 
llpiijll. Легко показать, что последняя также является положи-
тельно определенной. Действительно, квадратичная форма 

п 

S ' ( A ) = 2 2 а / А А / = 2 2 2 -ntf (32) .1=1 j=i i=i j=i i=i 
представляет собой средний квадрат линейной комбинации 

« 

2 h-j ' i 
£•= 1 

при условии, что величины f / определены со случайными ошиб-
ками, меры которых т]г. Следовательно, величина s'(h) сущест-
венно положительна. Поэтому упомянутые свойства оптималь-
ной интерполяции полностью переносятся на случай наличия 
ошибок наблюдения. 

Весьма важным является отмеченный выше факт, что учет на-
личия случайных ошибок увеличивает обусловленность системы 
уравнений для определения оптимальных весов. Это становится 
вполне ясным, если записать систему (7) в виде 

п 

( ' = 1 , 2 , . . . , я) , (33) 
j = 1 

где штрих при сумме означает, что в ней опускается слагаемое 
с / = I. Из формулы (33) сразу видно, что, чем больше т), тем 
при прочих равных условиях недиагональные члены матрицы ко-
эффициентов меньше по сравнению с диагональными. Это и при-
водит к увеличению обусловленности системы/ 

§ 5. Оптимальная интерполяция с нормировкой весов 

5.1. Д о сих пор мы рассматривали оптимальную интерполя-
цию, веса которой определялись из единственного условия, чтобы 
средний квадрат ошибки интерполяции был минимальным. При 

"этом не требовалось, чтобы сумма весов была равна единице, 
"т. ёГлто'бы'они'"были" нормированы. Как следствие, такого рода 
108 



интерполяция может применяться только к отклонениям неко-
торого элемента f от его среднего значения (нормы) f . При этом 
для самого элемента f (а не его отклонений от нормы) из фор-
мулы (1) § 2 

• о) i = 1 
вытекает выражение 

к /! I! 

2 а л (2) 
«= 1 г = 1 

Обычно градиенты поля норм существенно меньше градиен-
тов, наблюдаемых в каждой конкретной ситуации. Поэтому 
в формуле (2) можно приближенно положить 

f i — f Oi 
тогда эта формула примет вид 

• а ) Т о + 2 (з) 
1 ) г = 1 

К а к показано в § 2 и 4, с ростом расстояний |г{ — г0| и умень-
шением точности исходных данных веса оптимальной интерполя-
ции становятся при прочих равных условиях меньше. Точнее го-
воря, это верно начиная с некоторых достаточно больших 

ki — и г]. При этом уменьшается и сумма весов. Поэтому, со-
гласно формуле (3), чем реже сеть станций и чем меньше точ-
ность наблюдений, тем больший вес приобретают данные о норме 
интерполируемого элемента. Этот вполне естественный эффект 
получается автоматически при выполнении оптимальной интер-
поляции, а не является следствием какого-либо специально вве-
денного учета норм, как это принято, например, в методе Берг-
торссона и Дёёса [67]. 

Таким образом, отсутствие требования о нормировке весов 
должно положительно сказываться на объективном анализе, по-
скольку оно приводит к учету дополнительной информации 
по отношению к наблюдениям для анализируемой ситуации, 
а именно данных о норме элемента в каждой интересующей нас 
точке. 

Тем не менее иногда может встретиться необходимость в вы-
полнении такого .варианта оптимальной интерполяции, при кото-
ром постулируется условие нормировки весов 

п 

2 л - 1 - (4) 

109 



] Так может оказаться в том случае, если поле норм интерполи-
руемого элемента неизвестно. Тогда мы вынуждены интерполи-
ровать не отклонения от норм, а сами наблюдаемые значения, 

^ условие"(4)_ необходимо, так как иначе результат интерполя-
ции зависел бы от начала отсчета значений /. Могут встретиться 
и такие обстоятельства, когда известна не; автокорреляционная, 
а лишь структурная функция элемента f и притом неизвестно ни 
ее «насыщающее» значение bf(oo) (т. е. эта функция известна 
лишь для не очень больших расстояний), ни .величина дисперсии 
m.f(0) элемента f. Легко видеть, что этих сведений недостаточно 
для выполнения оптимальной интерполяции в обычном смысле, 
а достаточно лишь для выполнения оптимальной интерполяции 

<Jipn условии (4) . -
" По этим соображениям в настоящем параграфе будет рас-

смотрен этот вариант оптимальной интерполяции. 
5.2. Будем теперь в соответствии со сказанным требовать 

минимума меры ошибки интерполяции 
п п п 

• 8 = 1 - 2 2 + 2 2 ( 5 ) 
i=i i=i j=i 

при дополнительном условии (4), Применяя метод Л а г р а н ж а , 
образуем величину " " 

8 + 2X^2 1 ) ' 
где к — неопределенный пока множитель, и приравняем нулю про-
изводные от этой величины по pi. Получим систему п уравнений 

п 

2 VijPiPj + Х = Р-О / ( /==1, 2, . . . , « ) (6) 
}=1 

с п+1 неизвестной pi (i= 1, 2 , . . . , « ) и Я,, к которой для замы-
кания нужно добавить соотношение (4). Умножая (6) на pi 
и производя суммирование по г, получим соотношение 

я п л 

2 2 \xijPiPj+l= 2 ^Рь 
1 = 1 j =1 1 = 1 

комбинируя которое с (5), можно написать еще следующие две 
формулы для меры ошибки интерполяции 

я 

. 8 = 1— 2 PoiPi (7) 
i = i 

и 
я я 

s = 1 - 2 2 vuPiPj - 2 L (8) 



В полученных формулах можно перейти от автокорреляцион-
ной функции к структурной. Вводя сначала с помощью формул 

Pot =* 1 — Р<м . 
значения нормированной структурной функции (3 и пользуясь 
равенством (4), перепишем формулы (5) — (8) в виде 

я п п 
е = 2 2 2 2 VijPiPj ' . 

г=1 г = 1 j = i 
я 2 Му - Х и Рог (г = 1, 2,..«), 

7=1 
л 

в = 2 Р о ^ < — 
/ = 1 

я я 

/ = 1 7 = 1 

Перейдем теперь к обычной, ненормированной структурной 
функции. Так как 

s —-hi— V i J ~ b (со) 

R °0i P o ' '~"6(оо) • 

£ IE S : 'яг(О) 6 (со) ' 

то получим 

( 1 0 ) 

I = 1 г = 1 / =1 
п 

= (i = l, 2,..., п), (И) 
7=1 

я 

( 1 2 ) 

г = 1 
я я 

( 1 3 ) 

1 = 1 7 = 1 
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где 

^ ~b( оо) 

Из написанных формул видно, что рассматриваемый вариант 
оптимальной интерполяции может быть реализован и в том слу-
чае, если известна только структурная функция интерполируе-
мого элемента. Именно, интерполяционные веса и величина Я 
могут быть найдены из системы линейных уравнений (11), (4), 
после чего средний квадрат Е ошибки интерполяции может быть 
оценен по формуле (10) или, что проще, по формуле (12) 
или (13). 

5.3. Совершенно очевидно, что оптимальная интерполяция 
с нормированными весами обладает не большей точностью, чем 
с ненормированными. Действительно, не требуя нормировки ве-
сов, мы ищем точку «-мерного пространства [р\, р2> • • •, Рп), да-
ющую минимум величине е, среди всех точек этого пространства. 
В случае ж е нормировки мы ищем нужную нам точку только среди 
точек «плоскости» р\ + р2 + . . . + рп = 1. Отсюда ясно, что если 

"оптимальная интерполяция, производившаяся без нормировки, 
привела к значениям весов, сумма которых оказалась равной 
единице, то те ж е веса получаются и в результате оптимальной 
интерполяции с нормировкой. Во всех ж е остальных случаях 
средняя квадратическая ошибка интерполяции с нормировкой 
весов будет больше, чем без нормировки. 
" Д л я количественной оценки этого расхождения применим спо-

соб, аналогичный использованному в § 3. Будем искать решение 
системы уравнений оптимальной интерполяции с нормировкой 
весов (4), (6) в виде 

Pi=P',~W, (И) 

где р / представляют собой веса обычной оптимальной интерпо-
ляции, которые определяются из системы (6) § 2 

п 

2 = (г = 1, 2 , . . . , п.), (15) 
з= 1 

а величины р" удовлетворяют системе уравнений, отличающейся 
от (15) тем, что вместо рг-о в правых частях уравнений фигури-
руют единицы 

п 

2 ^jPJ-1
 ( * = 1 . 2 , . . . , п ) . (16) 

Легко видеть, что веса pi, определенные равенствами (14), 
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удовлетворяют системе уравнений (6). Действительно, в силу 
(15) и (16) 

я я я 

2 b j P j + х = 2 ^ - х 2 + у=1 у=1 } = 1 

Необходимо еще, чтобы удовлетворялось условие нормировки 
(4). Подстановка (14) в это условие дает 

2 2 i = 1 I = 1 
откуда 

I ft-1 
X = . (17) 

' 2 f t i = 1 
Найдем теперь разность между мерой ошибки интерполяции 

с нормировкой весов е (7) и без нормировки весов 

в ' = 1 - 2 ЬьР'г 

Используя (11), получим 
л 

i = 1 

Но, согласно (15) и (16), 
л я л я 

2 2 2 i w x = 2 
i = l г = 1 7 = 1 

так что 
/ я \ 

S • 

Подставляя сюда значение Я из (17), получим окончательно 
п \ 2 

2 ft-0 
(18) 

2 К г= i 
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Формула (18) показывает, что разность мер ошибок пропор-
циональна квадрату разности 

п 

2 / v - i -i=i 
характеризующей «степень ненормированное™» .весов, получен-
ных при обычной оптимальной интерполяции. 

Сумма, стоящая в знаменателе формулы (18), положительна. 
Это вытекает из положительной определенности матрицы 
так как, согласно (16), 

я я я 

2 р \ = 2 2 h j p ' i p ] -i=i i = 1 j = i 
Поэтому из (18) действительно следует, что Б > е'. Более того, 

легко видеть, что сумма в знаменателе формулы (18) превосхо-
дит единицу. Именно, суммируя все уравнения системы (16), 
получим 

п я 

2 р ) 2 (1 9> ]=1 i=i 
Но величины од не превосходят единицы и равны ей только 

при i = j. Следовательно, при любом / 
я 

21ч/ <п 
i = 1 

и поэтому, согласно (19), 
я 

2 / > ; > ! • (2°) 
3=1 

Из (18) и (20) получаем оценку 
\ ( " \2 
\ * - е ' < ( Д p ' i - ч • \ (2i> 

Согласно (21), разность мер ошибок интерполяций с норми-
ровкой и без нормировки весов меньше квадрата степени норми-
рованное™ весов последней. Этот вывод дает возможность за-
ранее оценить, насколько может уменьшиться точность интерпо-
ляции в результате перехода к нормированным весам. Помимо 
"таких оценок, формулы (14), (17) и (18) можно использовать и 
для количественной реализации указанного перехода. Однако 
при этом необходимо еще решить систему п уравнений (16) для 
определения величин pi". 

5.4. Кроме рассмотренного случая оптимальной интерполяции 
при дополнительном условии нормированное™ весов, можно 
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' применять другой, значительно более простой путь, получения 
нормированных весов, а именно после получения весов обычной 
оптимальной интерполяции нормировать их путем деления каж-
дого веса на их сумму. Интерполяцию с такими весами мы будем 
называть квазионтималыюй. 

Квазиоптимальная интерполяция, вообще говоря, отличается 
от рассмотренной выше оптимальной интерполяции с нормиров-
кой весов. Это проще всего показать на случае интерполяции по 
данным в двух точках. В этом случае система уравнений опти-
мальной интерполяции без нормировки весов (15) имеет вид " 

откуда 

Pi + l W i ^ i o 

WlP'l + />2 = 1Х20 

„' Р-10 — И-20̂ 12 
Р\ ~ 1 _ „ 2 

„ ' Iх 20 — W-12 

(22) 

(23) 

и, следовательно, сумма этих весов равна 

„' I „' НО + 2̂0 
Pi-Г Pi — ~ + -142 

(24) 

Поэтому, если обозначить веса квазиоптимальной интерпо-
о 

I 
Pi Р-10 — Е20И2 

ляции через р\" и р / " , то 

Pi 

•Ра 

р[ + р2 (1—^12) (НО + Р'20) 
I 

Р2 Н-20 —W12 
P'l+P2 ^ ~ !J'12) (WO + Р-20) 

(25) 

С другой стороны, для случая двух точек система (4), (6) 
приобретает вид 

Pi + 
+/>2 + X = fA20 ] (26) 

Pl+P2 = l 
откуда 

Pi 

Р2 = 

_ 1 — Р-12 + 1̂10 — lJ-20 
2 ( 1 - н а ) 

1 — Н-12 + jJ-20 ~ "10 
2(1— Н2> 

8* 

(27) 
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Н а основании (25) и (27) легко получить, что р\ =р и 
р2 = Р 2 " только в случае, если выполняется следующее соотно-
шение между значениями, нормированной автокорреляционной 
функции: 

1 + t»12 = 1̂ 10 + Лю- (28) 
Соотношение (28) можно записать на основании (9) в виде 

Pl2 = Pl0 + P20. " (29) 
где р — нормированная структурная функция. 

Выполнимость этого соотношения определяется, очевидно, 
как видом зависимости структурной функции от расстояния, так 
и взаиморасположением точек г0, и г2. Например, если точки 
Г\ и г2 л е ж а т на одной прямой с точкой г0 и притом по разные 
стороны от нее, то соотношение (29) выполняется, если структур-
ная функция удовлетворяет закону первой степени р ( f ) = A r . 
Если векторы г\ — г0 и г2 — г0 перпендикулярны, то соотношение 
(29) удовлетворяется при структурной функции р(г) = В г 2 и т. п. 
Д л я заданного ж е элемента, т. е. при заданной структурной 
функции соотношение (29) может, очевидно, выполняться лишь 
при некоторых, исключительных положениях точек f \ , г2, Го-
Лишь в этих исключительных случаях оптимальная интерполя-
ция с нормировкой весов сводится к квазиоптимальной. Во всех 

" ж е остальных случаях квазиоптимальная интерполяция будет 
давать большую среднюю квадратическую ошибку, чем опти-
мальная йнтерполяция с нормировкой весов. Последнее очевидно, 
поскольку оптимальная интерполяция с нормировкой дает, по 
определению, среднюю квадратическую ошибку меньшую, чем 
л!обая другая интерполяция с нормированными весами. 

В дальнейшем, однако, мы будем иногда пользоваться квази-
оптимальной интерполяцией, поскольку веса для нее получить 
значительно проще, если известны веса для оптимальной интер-
поляции. 

Глава 4 

ПРИМЕНЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ПРИ 
ОБЪЕКТИВНОМ АНАЛИЗЕ 

§ 1. Сравнение точности различных методов интерполяции 
геопотенциала АТ500 

I 
; 1.1. Как было показано в предыдущей главе, в настоящее 

время можно говорить о трех методах интерполяции метеороло-
; гических полей при их объективном анализе, а именно/об аме-

риканском методе, основанном на пблйНоминальной апрокеи-
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мадии уча ст к а. д о ля !J одцве д с комметоде , в котором составляется 
в з в е щ ж ю е среднее из данных на окружающих точку станциях, 

Д й об оптДальноУ'йнтерполящ ' 
Рассуждения, проведенные ,в предыдущей главе, дают осно- 1 

вание предшдагать , что из упомянутых трех методов наилучшие , 
результаты будет давать оптимальная интерполяция. Однако эти ; 

рассуждения носят умозрительный характер, и для получения 
окончательных заключений необходимо' выполнить количествен-
ное сопоставление результатов, получаемых с помощью различ-
ных методов интерполяции. Такое сопоставление было выполнено 
"применительно к геопотенциалу поверхности 500 мб и излагается 
в настоящем параграфе. 

Есди_имеются данные о статистической структуре рассматри-
ваемого^ метеорологического элемента, а именно известна его i 
автокорреляционная функция, то точность различных способов 
интерполяции может_бщь .дсследодаЗ-а^и^р,^еоретаческим .пу-
тём бёзЪыполнёния1инт ; 
^мпиричёсщм ...материале К Однако такое исследование трудно 
бьшобысчитат-ь-до результаты такого • 
исследования были бы точны лишь в той ж е мере, в какой точны 
исходные данные от автокорреляционной функции. Последние 
ж е обладают определенными неточностями. В частности, предпо-? 
ложение о^заюсимости этих функций толысоьот расстояния (т. ё".|1 
об их однородности и изотропии) в действительности, „выпрел;^ 
1|яётся_лишьприближенно. 

Поэтому наряду с теоретическюй дцента 
способо! целесообразно произвести их испытание на конкретном 
материале наблюдений. Д л я этой цели следует интерполировать 
не в узел регулярной сетки, а на одну из станций с тем, чтобы 
результаты интерполяции можно было сопоставить с данными 
наблюдений на этой станции. 

i.2. Д л я эмпирической проверки точности различных спосо-
бов интерполяции геопотенциала АТвдо были выбраны две группы 
станций, показанные на рис. 18. Первую группу станций можно 
считать характерной (по расстояниям между станциями) для 
сравнительно густо освещенной аэрологическими наблюдениями 
территории суши. Вторую группу станций будем считать харак-
терной для редкой аэрологической сети над акваторией океанов. 
Данные об автокорреляционной функции геопотенциала АТда 
были взяты из работы [20]. 

Матрицы расстояний рц и значений нормированной автокор-

1 Сказанное верно, если интерполяция линейна относительно наблюдаемых 
значений элемента, в противном случае нужно иметь более детальные харак-
теристики статистической структуры элемента, нежели автокорреляционная 
функция. Однако все применяемые способы интерполяции, в том числе и три 
упомянутых выше способа, являются линейными относительно наблюдаемых 
значений. 
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Рис. 18. Расположение и нумерация станций 
в опытах по сравнению точности различных 

методов интерполяции, 
а — первая группа станций (густая сеть), б —вто-

рая группа станций (редкая сеть) . 



реляционной функции геопотенциала приведены для густой 
сети в табл. 8 и для редкой сети в табл. 9. Расстояния даны 
в километрах и округлены до 10 км. По этим расстояниям на ос-
новании результатов работы [20] подсчитаны соответствующие 
значения коэффициентов автокорреляции, использованные затем 
при вычислении весов оптимальной интерполяции й при теорети-
ческой оценке точности различных способов интерполяции. 

Таблица 8 
Матрицы расстояний (верхняя строка) и коэффициентов автокорреляции 

(нижняя строка) для первой группы станций 

1 

i 
} 

1 

i 
1 2 3 4 5 6 0 

1 0 
1,00 

110 
0,98 

400 
0,89 

560 
0,80 

560 
0,80 

270 
0,94 

350 
0,91 

2 0 
1,00 

350 
0,91 

540 
0,82 

600 
0,78 

340 
0,92 

320 
0,92 

3 0 
1,00 

220 
0,96 

490 
0,85 

470, 
0,86 

230 
0,95 

4 0 
1,00 

400 
0,89 

530 
0,82 

280 
0,94 

5 0 
1,00 

360 
0,91 

300 
0,93 

6 0 
1,00 

270 
0,94 

Д л я каждой из двух групп станций использовано по три вы-
борки из данных наблюдений. Первые "две выборки состояли из 
30 случаев каждая , а третья — примерно из 100 случаев (106 для 
густой сети и 87 для редкой). При составлении всех этих выборок 
отбраковывались такие случаи, когда на карте отсутствовали 
данные о геопотенциале поверхности 500 мб хотя бы на одной 
из станций данной группы. Применительно к третьим выборкам 
это было единственным требованием. При отборе материала д л я 
первых и вторых выборок сверх того отбраковывались такие слу-
чаи, когда данные хотя бы на одной из станций представлялись 
явно сомнительными в свете выполненного на карте субъектив-
ного анализа, т. е. начерченного поля изогипс. Грубо говоря, 
можно утверждать, что ,в первых и вторых выборках отсутствуют 
резко ошибочные данные наблюдений, в то время как в третьих 
выборках эти ошибочные данные представлены. Это было сде-
лано на основании следующих соображений. 
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Таблица 9 
Матрицы расстояний (верхняя строка) и коэффициентов автокорреляции 

(нижняя строка) для второй группы станций 

i 
j 

i 
i 2 3 4 5 6 7 0 

1 0 
1,00 

1020 
0,54 

220 
0,04 0,00 0,00 

1980 
0,08 

1320 
0,36 

1830 
0,12 

2 о 
1,00 

1300 
0,37 

1900 
0,10 

1680 
0,18 

1650 
0,19 

1650 
0,19 

1050 
0,52 

3 0 
1,00 

720 
0,72 

1000 
0,55 

1560 
0,23 

2250 
0,04 

700 
0,73 

4 0 
1,00 

720 
0,72 

1600 
0,21 0,00 

. 1040 
0,52 

5 

6 

0 
1,00 

900 
0,61 

0 
1,00 

1940 
0,09 
1150 
0,47 

660 
0,75 

900 
0,61 

7 0 
1,00 

1550 
0,23 

р* Одной из целей объективного анализа метеорологических по-
i лей является исключение грубых ошибок исходных данных. К а к 
^показано ниже (гл. 5, § 3) , имеются два основных пути выявле-

ния и устранения грубых ошибок — статический контроль (про-
i верка выполнимости уравнения статики для каждой станции) и 
! оптимальная интерполяция на станции с окружающих. При при-

менении второго из этих путей надо считаться с тем, что часть 
исходных данных будет грубо ошибочной и это повлияет на точ-
ность интерполяции. Если пренебречь возможностью статиче-
ского контроля, то для исследования этой точности нужно пред-
ставить в рассматриваемой выборке явно ошибочные данные 
в той ж е мере, в какой они встречаются в действительности. 
Учитывая, что грубо ошибочные данные на уровне 500 мб срав-
нительно редки, мы сочли необходимым взять объем третьих 
выборок достаточно большим. Д л я целей же^сравнительной 
оценки точности различных ся055б0В .ищ^рюлящш 'бёзотноси-
тель'но^к^за^ачам объективногб "анализа желательно, разумеется, 
ИСКЛЮЗВЗ^ г.вязанныр р."~ре-
г*льной изменчивостью метеорологических полейТ Д л я этого слу-
ж а т первые и вторые выборки, причем объем их можно было 
взять сравнительно небольшим. Известно, что качество аэроло-
гических наблюдений за последние годы заметно повысилось, и 
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было интересно выяснить, как скажется этот факт на точности 
интерполяции. В связи с этим в первые выборки включены слу-
чаи за 1957—1958 гг., а во вторые — за 1959—1960 гг. 

1.3. Д л я определения весов Pi, соответствующих оптималь-
ной интерполяции, необходимо решить системы линейных алгеб-

i раических уравнений вида 

п 

2 Ъ}Р) + VPi = Р / о (г = 1, 2 , . . . , «), (1) 

! где цц — значения нормированной автокорреляционной функции 
! (табл. 8, 9) , п — количество станций с исходными данными 
1 (п = 6 для густой сети и п = 7 для редкой), а величина rj — 

мера случайной ошибки наблюдений. Вычисления Pi производи-
лись для четырех значений т] (0; 0,02; 0,05 и 0,10) и выполнялись 
на вычислительной машине «Урал-1» с помощью специальной 
программы, составленной Л. В. Руховцом и предусматривавшей, 
в частности, автоматический переход от одного значения rj к дру-
гому. В программе Руховца предусмотрено также вычисление 
величины . 

п 
е = 1 - 2 Ы Р 1 (2) 

г = 1 

•— меры ошибки интерполяции. 
Результаты вычисления весов Pi и мер ошибок интерполяции 

е представлены в табл. 10. В последней графе этой таблицы при-
; ведены значения сумм весов р*. 

Оптимальная интерполяция должна , вообще говоря, выпол-
няться для отклонений от норм, а для этого нужно знать значе-
ния норм. Эти значения снимались с карт норм геопотенциала 
поверхности 500 мб, построенных для каждого месяца по дан-
ным, приведенным в работе [32]. Н а р я д у с этим для ряда стан-
ций мы рассмотрели нормы, приведенные в работе [60]. Оказа -
лось, что эти нормы, как правило, несколько больше их значений, 
получающихся по данным работы [32], что объясняется, по-види-
мому, тем, что материал более ранних наблюдений, использован-
ный в [60], подвержен радиационным ошибкам. Поэтому мы 
использовали только данные работы [32]. Следует оговориться, 

, впрочем, что небольшая вариация норм не сказалась бы сущест-
: венно на результатах интерполяции. 

Представляло определенный интерес выяснить, насколько мо-
! гут ухудшиться результаты оптимальной интерполяции, если ин-

терполировать не отклонения от норм, а наблюдаемые значения. 
; " Поскольку так можно поступать только, если сумма весов равна 
1 1, то для этой цели веса, приведенные в табл. 10, были нормиро-
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ваны на единицу путем простого деления каждого веса на 2p i . 
Будем называть .выполненную таким образом интерполяцию ква-
зиоптимальной. 

Таблица 10 
Оптимальные интерполяционные веса и значения величины е 

п Pi Pi Pa р* Ps Pt Рч £ 

Первая группа станций (густая сеть) 
0,00 
0 ,02 
0,05 
0,10 

/—0,185 
—0,024 

0,041 
0,077 

0,415 
0,248 
0,188 
0,161 

0,052 
0,121 
0,148 
0,160 

0,305 
0,267 
0,245 
0,229 

0,237 
0,232 
0,228 
0,221 

0,221 
0,197 
0,183 
0,174 

0,0216 
0,0274 
0,0341 
0,0438 

1,045 
1,041 
1,033 
1,021 

Вторая группа станций (редкая сеть) 

0,00 —0,080 0,264 0,516 —0,289 0,525 0,156 0,067 0,1410 1,159 
0,02 —0,079 0,269 0,485 —0,234 0,479 0,179 0,060 0,1545 1,159 
0,05 —0,076 0,273 0,450 —0,175 0,430 0,200 0,052 0,1723 1,154 
0,10 —0,070 0,271 0,409 - 0,110 0,380 0,217 0,046 0,1971 1,143 

Нахождение весов для полиномиальной апроксимации про-
изводилось по формулам, приведенным в § 1 гл. 3. Д л я каждой 
группы станций в интересующую нас точку (0) помещалось на-
чало координат х, у, оси которых направлялись произвольно, и 
произвольно ж е выбиралась единица измерения расстояний. За-
тем по координатам точек определялись значения «компонентов» 
полинома Yift в этих точках. После этого составлялась матрица 
\\%ы\\ произведений этих компонентов, и путем решения соответ-
ствующей системы уравнений находились элементы %и первой 
строки матрицы обратной матрице 1Ым1|. Наконец, по фор-
муле (15) § 1 гл. 3 определялись веса bi. Определение величин 

производилось с помощью машины «Урал-1», остальные опе-
рации — вручную. 

По соображениям, излагаемым ниже, апроксимация с по-
мощью полиномов второй степени производилась только для ред-
кой сети, т. е. для второй группы станций. Что касается полино-
мов первой степени, то они использовались для обеих групп. Так 
как число станций, по данным которых выполнялась апрокси-
мация, не превышало семи, то использовать полиномы более 
высоких степеней было невозможно. 

Вычисленные значения весов 6г-приведены в табл. 11. 
Строго говоря, веса bi могут измениться при изменении на-

правления осей координат. Исходя из этого, мы произвели вычис-
ление этих весов дважды, при направлениях осей, повернутых 
на 45°. В случае полиномов первой степени различия между зна-
чениями весов bi для этих двух направлений оказались весьма 
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Таблица IT 
Полиномиальные веса 

Сеть 
Степень 

полинома ь, bt Ьз Ьъ &9 6, 

Редкая 1 а ) 
2 б) 

0,078 
—0,304 
—0,175 

0,131 
0,348 
0,108 

0,191 
0,864 
0,815 

0,212 
—1,530 
—1,334 

0,180 
2,588 
2,428 

0,135 
—1,575 
- 1 , 3 1 1 

0,074 
0,629 
0,479 

Густая 1 0,101 0,095 0,168 0,247 0,216 0,159 — 

малы, максимальное расхождение составило 0,005. Поэтому не 
было смысла выполнять интерполяцию для этих двух систем 
весов отдельно. Вместо этого были использованы веса, осреднен-
ные по этим двум расположениям осей координат. Эти осреднен-
ные веса и приведены в табл. 11. При апроксимации полиномами 
второго порядка веса при разной ориентации осей получились 
существенно различными и приведены в табл. 11 для обоих слу-
чаев. 

_ Определение весов для интерполяции по способу Бергторс-
сона и Дёёса, который будем в дальнейшем называть способом: 
взвешенного среднего, производится чрезвычайно просто на ос-
новании графика, приведенного в работе [67], или формулы 

описывающей этот график. В формуле (3) г —расстояние от 
точки, в которую производится интерполяция, до точки, вес дан-
ных в которой разыскивается (единицей измерения г является 
300 км) ; \х,н — величина, пропорциональная весовому1 множителю 
способа взвешенного среднего ai, а именно а* получается из \хн 
путем нормировки на единицу 

. 2 v-n (П) 
] = 1 

(в соответствии с конфигурацией групп станций плотность их 
принята одинаковой). Если расстояние превышает 1500 км 
(/*г>5), то вес принимается равным нулю. 

При вычислении весов выявились некоторые расхождения 
между графиком из [67] и формулой (3), поэтому мы пользова-
лись лишь значениями, подсчитанными по формуле (3) (табл. 12). 

Кроме этого, для густой сети производилась также интерпо-
ляция средним арифметическим, т. е. с весами, равными ]/б-

1.4. После._(ШРеделения интерполяционных весов выполнение 
самой интерполяции £ а н н ы х _ ш б л ю д е щ 

123 



Таблица 12 
Веса для интерполяции по способу взвешенного среднего 

Сеть «1 аг а3 at <h at о, 

Густая 

Редкая 

0,145 

0 

0,172 

0,074 

0,173 

0,369 

0,146 

0,074 

0,173 

0,369 

0,191 

0,114 0 

просто. В случае оптимальнойинтерполяции нужно было сначала 
из каждого "наблюдён н о го значения высоты вычесть величину 
нормы для данного пункта и данного месяца, а затем интерполй-

; ровать эти отклонения от норм. Во всех остальных случаях интер-
полировались наблюденные значения, точнее, их отклонения от 

; некоторой константы, определявшейся удобством подсчетов. 
Сопоставление проинтерполированного значения высоты со 

значением, наблюдавшимся на станции, в которую производи-
лась интерполяция, дает возможность для каждого случая опре-
делить величину А— ошибку сопоставления1 . Затем для каждой 
выборки были построены кривые распределения ошибок сопо-
ставления А с результатами интерполяции каждым из использо-
ванных способов. По этим кривым распределения были найдены 
их первые два момента — среднее значение ошибки сопоставле-
ния А и средний квадрат ее А2. Результаты этих вычислений 
представлены в табл. 13. Анализ их позволяет сделать следую-
щие выводы. 

1) Интерполяция по Данным третьих выборок приводит к су-
щественно большим ошибкам сопоставления, чем по данным пер-
вых и вторых выборок. Это означает, что если заранее не отбра-
ковать заведомо ошибочные данные, то нет оснований рассчиты-
вать на высокую (в среднем) точность интерполяции. 

Бергторссон и Дёёс £67], исследуя чувствительность предло-
женного ими способа интерполяции по отношению к грубым 
ошибкам исходных данных, взяли в качестве одного из таких 
данных значение, отличающееся от .истинного на 27 дкм. Оказа-
лось, что влияние этой ошибки локализуется в сравнительно не-
большой окрестности «ошибочной» точки и приводит к ошибкам 
в узлах сетки, н е превосходящим 4 дкм. 

Действительно, если бы речь шла об одной, пусть д а ж е чрез-
вычайно грубой ошибке наблюденного значения, то ее влиянием 
на результат объективного анализа можно было бы, по крайней 
мере на большей части территории, пренебречь. Однако в дей-
ствительности грубые ошибки встречаются сравнительно часто, 

1 Ошибка сопоставления Д, вообще говоря, не равна ошибке интерполя-
ции, поскольку данные, с которыми производится сопоставление, сами под-
вержены влиянию некоторых случайных ошибок (см. ниже). 
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и, как показывает табл. 13, благодаря им значительно снижается 
точность интерполяции, а именно на 1,0—1,5 дкм. Это снижение 
точности особенно существенно для густой сети, ибо оно соот-
ветствует для этой сети увеличению средней квадратической 
ошибки интерполяции почти вдвое. 

Отсюда вытекает, что, несмотря на слабую чувствительность 
объективного анализа к единичной грубой ошибке исходных. дан-' 
пых, бйстематииёсюоё-Ёбавлениё таких о ш ] ^ к ^ щ т е т в е н н о сни*-
жает точность объективного анализа. Поэтому^иШлючёнйе гру-
"бых^.ошибок следует...лризнать одной из основных задач оОъёК-
тйвного анализа метеорологических полей. 

2) Интерполяция с по-
мощью полиномов второй сте-
пени дает в нашем случае 
очень плохие результаты, как 
это видно из табл. 13, где при-
ведены данные для редкой 
сети. Причина столь низкой точ-
ности заключается в том, что 
количество станций (семь) 
лишь не намного превосходит 
минимально необходимое коли-' 
чество, т. е. количество коэффи-
циентов полинома второго по-
рядка (шесть). Вследствие это-
го поверхность второго поряд-
ка, почти в точности проходя 
через известные точки, может 
давать «отскакивающие» зна-
чения между этими точками. 

Д л я пояснения сказанного рассмотрим элементарный пример, 
соответствующий интерполяции в одном измерении по данным 
в трех точках (рис. 19). Парабола , проводимая единственным 
образом через три точки с абсциссами А, В, С, может и часто бу-
дет давать значительно более «выскакивающие» значения между 
этими точками, например, в точке М, чем прямая, проведенная 
на основе метода наименьших квадратов. Так ж е обстоит дело 
и в нашем случае. 

Кроме сказанного, имеет значение еще «вычислительная не-
устойчивость» — сильное влияние небольших изменений коорди-
нат точек на интерполяционные веса, а потому и сильное 
влияние ошибок округления при счете. Указания на нали-
чие этой неустойчивости, т. е. плохой обусловленности соот-
ветствующих систем уравнений, имеются также в работе Кресс-
мена [75]. 

Применительно к густой сети, где было взято шесть станций, 
описанные факторы сказываются в еще большей мере. Поэтому 

н 

Рис. 19. К возможному объясне-
нию больших ошибок полино-
миальной интерполяции при не-
большом числе используемых 

данных. 
1 — линейная аппроксимация профи-
ля Я , 2 — параболическая аппроксима-

ция профиля Я , 
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неудивительно, что получились очень большие ошибки, измеряе-
мые десятками декаметров. Эти ошибки не приведены в табл. 13. 

3) Интерполяция по данным вторых выборок дает хотя и 
небольшое, но систематическое увеличение точности по сравне-
нию с интерполяцией по данным первых выборок. Эти выборки 
отличаются друг от друга лишь тем, что первые относятся 
к 1957—1958 гг., а вторые — к 1959—1960 гг. Поэтому единствен-
ное объяснение полученного вывода состоит в том, что за указан-
ные годы качество аэрологических наблюдений улучшилось, т.е. 
уменьшились в среднем ошибки этих наблюдений. 

Соответствующее уменьшение средней квадратической 
ошибки интерполяции составляет в среднем около 0,4 дкм и яв-
ляется достаточно существенным. 

4) Д л я густой сети все интерполяционные методы (кроме 
применения полинома второй степени) обеспечивают примерно 
одинаковую точность-—средняя квадратическая ошибка сопо-
ставления составляет около 2 дкм. Поэтому в районах с густой 
сетью данных практически безразлично, каким из исследован-
ных интерполяционных методов пользоваться. Д а ж е весьма гру-
бый способ среднего арифметического дает ту ж е точность, что 
и другие способы. 

Важно иметь в виду, что нет оснований рассчитывать на по-
явление такого способа интерполяции, который привел бы 
к ошибке сопоставления, существенно меньшей, чем 2 дкм. Дей-
ствительно, наблюдения, с которыми производится сопоставле-
ние, сами обладают средней квадратической случайной ошибкой 
порядка 1,5—1,7 дкм, а ошибка сопоставления может быть, 
разумеется, лишь больше этой величины. 

5) Ошибки сопоставления для редкой сети весьма сильно 
превосходят ошибки сопоставления для густой сети. Именно, 
наименьшее из полученных значений средней квадратической 
ошибки сопоставления для редкой сети (5,0 дкм) в 2,5 раза пре-
восходит среднее значение ошибки для густой сети. Это дает ко-
личественную меру той потери в точности, которая получается 
за счет недостаточной густоты сети. Некоторые дополнительные 
соображения на этот счет будут приведены ниже. 

6) Д л я редкой сети точность результатов интерполяции раз-
личными способами оказывается существенно различной. Наи-
лучшие результаты, как и следовало ожидать, дает оптимальная 
интерполяция. Переход от оптимальной интерполяции к квази-
оптимальной, т. е. к интерполяции наблюдаемых значений, а не 
отклонений от норм, дает увеличение ошибки в среднем на 0,5— 
0,6 мб. Еще хуже получаются результаты по методу Бергторс-
сона и Дёёса и еще несколько хуже — при использовании поли-
номиальной апроксимации. 

7) Выбор того или иного значения ri при отыскании интер-
поляционных весов почти не влияет на результаты интерполяции. 
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Все же можно заметить, что при значениях г] = 0,02 и rj = 0,05 
точность интерполяции в среднем слегка выше, чем при крайних 
значениях т] = 0 и т] = 0,10. 

8) Обращает на себя внимание тот факт, что средние алгебра-
ические ошибки сопоставления Д сравнительно велики по своим 
абсолютным значениям и, как правило, отрицательны. Отрица-
тельность А в случае редкой сети объясняется (для всех методов, 
кроме оптимальной интерполяции) тем, что норма для точки, 
в которую производилась интерполяция, несколько больше, чем 
среднее из норм точек 1—7. В остальных ж е случаях значения 
А связаны, .видимо, только с неболыиим_объемом выборок. Все 
же в подавляющем большинстве случаев А? значительно меньше, 
чем Д2, так что объем выборок можно признать достаточным для 
наших целей. , . 

1.5. Как уже указывалось, ошибки интерполяции, выполнен-
ной различными способами, могут быть вычислены по данным 
об автокорреляционной функции чисто теоретическим путем. 
Выведем соответствующие формулы. 

Будем представлять наблюденное значение элемента в i-той 
точке fi в виде суммы трех величин — нормы fi, истинного от-
клонения от нормы f / и ошибки наблюдения 6i 

f t = 7 i + f t + 4 (5) 

Тогда средний квадрат ошибки сопоставления проинтерполи-
рованного значения элемента 

л 

(6) 
г = г 

с наблюдаемым значением fo будет равен 

£ = ( / о - / О ) 2 = 

/ о - 2 v i ) + ( / ; - 2 л / ; ) + ( V - 2 ъ ъ (7) 

_Считая, что поле отклонений от норм не коррелирует с полем 
норм, а также что ошибки наблюдений не коррелируют ни с ис-
тинными значениями метеорологического элемента, ни друг 
с другом, получим из (7) 

(л \ 2 / л - \ 2 л __ 
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Деля (8) на дисперсию рассматриваемого элемента mf(0), 
получим 

\ 2 
1 / — ^ » 

:mf <°) V - г J - г л - 2 /»</* + 1 - 2 . 2 / ' i P w + 

+ 2 2 / д а у + ч о + 2р2Л, о ) 
/ = 1 ; = 1 г = . 1 

где т]о есть мера ошибки в точке 0, а г)г — в остальных точках. 
Если нас интересует ошибка самой интерполяции, то нужно в (9) 
положить т]о=0, поскольку очевидно, что ошибка интерполяции 
имеет смысл по отношению к реальному, а не к измеренному 
значению элемента.. Отсюда получаем очевидное соотношение: 
средний квадрат ошибки сопоставления равен сумме средних 
^квадратов ошибки интерполяции и ошибки наблюдения. Если, 
"как мы будем считать в дальнейшем, точность наблюдения оди-
накова во всех точках, то формула (9) примет несколько более 
простой вид 

1 (— п _ \ 2 ' ' " 
6 = 1HJW) ~ 2 / ' / г ) * 1 _ 2 . 2 Pitoi + 

п п п 
^ + 2 2 о о ) 

i = \ j = i i = i 

Таково выражение для меры ошибки сопоставления в общем 
случае. 

, 'Рассмотрим некоторые частные случаи. 
' случае., оптимальной интерполяции мы имеем дело.. лишь, 
£_отклонением от нормы,.поэтому первый член правой части (10) 
пропадает. Кроме того, в силу соотношений (1) 

гага га га 

2 2 p i p j b j + 1 2 / » ? = 2 р ^ г о / = 1 у = 1 1 = 1 1 = 1 

В результате для оптимальной интерполяции выражение (10) 
упрощается и приобретает вид 

га 
8 о п т = 1 - 2 PiHi + 'n- (12) 

1 = 1 

/ _ Перейдем к случаю квазиоптимальной интерполяции. Веса 
! для этого варианта интерполяции обозначим Они отличаются 

9 Л. С. Гандин 1 2 9 



от pi лишь нормировкой ria единицу, т. е. 

<7; — k p h (13) 

где k = . В силу этого формула (10) 

1 1~Г 

1 = 1 п \ 1 п 

-КВ. опт — т, (0) , / 0 - 2 qi Jl J + 1 ~ 2 2u 

n n n 

+ S * ? (14) 
i = 1 ) = 1 I = 1 

может быть несколько упрощена. Именно на основании (11) и 
(13) 

п п п п 

2 2 ь ч ^ и + - п 2 = 2 P i \ \ i > 
i = 1 j =1 i = 1 i = l 

n n 

2 W v i = k 2 
i=1 i=1 

так что 
( " \ 2 . n 

екв. опт ( Л - S 9,7,) + 1 - A (2 - А) + Ч- (15) 

Сравнивая (15) с (12), можно написать 

(
п \ 2 я 

Л - 7, J + (i - kf (i6) 

Формула (16) показывает, что ошибка квазиоптимальной ин-
терполяции превосходит ошибку оптимальной интерполяции за 
счет двух факторов — ошибки интерполяции норм (второе сла-
гаемое в правой части (16)) и неоптимальности весов (третье 
слагаемое) , причем квадраты соответствующих ошибок попросту 
складываются. Эти ж е два дополнительных фактора имеют место 
и по отношению к любому другому из использованных способов 
интерполяции. Различие состоит лишь в том, что влияние послед-
него фактора (неоптимальности весов) выражается более 
сложно, чем в случае квазиоптимальной интерполяции, и должно 
оцениваться непосредственно по формуле вида (10). Лишь в слу-
чае интерполяции путем замены средним арифметическим фор-
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мула (.10) существенно упрощается и приобретает вид 

_ - ( « ) 
Scp. ар = ^7(0) ( / о - / )2 + 1 - 2 , г о

 (л ) + +- Ч • + 1 , (17) 

где черта со скобками означает результат арифметического ос-
реднения величин, количество которых указано в скобках. 

1.6. Н а основании приведенных формул были вычислены ве-
личины ошибок интерполяции и ошибок сопоставления для каж-
дого из примененных способов. Д л я того чтобы сопоставить ре-
зультаты этого вычисления с данными обработки эмпирического 
материала, , необходимо еще знать величину дисперсии геопотен-
циала /77/(0). По данным работы [20], дисперсия высоты поверх-

н о с т и 500 мб варьирует в годовом ходе примерно от 100 до 
200 дкм. Поскольку в наших выборках примерно поровну пред-
ставлен материал различных месяцев, было принято т}(0) = 
= 150 дкм. 

Значения меры ошибки интерполяции для случая оптимальной 
интерполяции уже были приведены в табл. 10. Если наряду с ней 
рассматривать меру ошибки сопоставления, т. е. прибавить зна-
чение г) и перейти путем умножения на m f (0 ) и извлечения корня 
к средним квадрэтическим ошибкам, то получатся данные, при-
веденные в табл. 14. 

Таблица 14 
Теоретические значения средних квадратических ошибок наблюдения, 

интерполяции и сопоставления в случае оптимальной интерполяции (дкм) 

Ошибка 

1 
Ошибка 

0 0,02 0,05 0,10 0 0,02 0,05 0,10 

Густая сеть Редкая сеть 
Наблюдения . . . . 0 1,73 2,64 3,88 0 1,73 2,74 3,88 
Интерполяции . . . . 1,8 2,0 2 ,3 2,6 4,6 4,8 5,1 5 ,4 
Сопоставления . . . . 1 , 8 2,6 3,5 4,6 4,6 5,1 5 ,8 6,7 

На рис. 20 выполнено графическое сравнение теоретических 
и эмпирических значений ошибок сопоставления как функции 
меры ошибки наблюдения т). Абсцисса точки пересечения теоре-

тической кривой с соответствующей эмпирической должна быть 
равна, очевидно, истинному значению меры ошибки наблюдения 
г] для данной выборки. Д л я редкой сети эти значения для наших 
трех выборок составляют соответственно 0,032, 0,046, 0,086, что 
в пересчете на средние квадратические ошибки наблюдения дает 
2,2, 1,6, и 3,6 дкм. Эти значения представляются вполне разум-
ными, если учесть особенности наших выборок и, в частности, тот 
факт, что в третьей выборке не исключены грубые ошибки исход-
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ных данных. Д л я густой сети значения ошибок наблюдения для 
всех трех выборок получились значительно меньшими, а именно 
1,5, 0,7 и 2,1 дкм. Это расхождение трудно объяснить, во всяком 
случае полностью, тем фактом, что наблюдения на станциях пер-
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Рис. 20. Теоретические и эмпирические значе-
ния средних квадратических ошибок сопо-

ставления. 
а — для редкой сети, б — д л я густой сети. 1 — пер-
вая выборка, 2 — вторая выборка, 3 — третья вы-

борка, 4 — теоретические значения. 

вой группы более точны, чем на станциях второй группы. Более 
правдоподобным представляется иное объяснение. 

Расстояния между станциями, характерные для густой сети, 
лежат вблизи нижнего предела тех расстояний, которые могли 
быть использованы в работе [20] для определения автокорре-
ляционной функции. Поэтому данные о структурной и автокор-
реляционной функциях для этих расстояний являются, как ука-
зано в [20], малонадежными. Н а основании данных рис. 20 можно 
утверждать, что значения структурной функции для малых рас-
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стояний, полученные в [20], являются несколько завышенными, 
а значения автокорреляционной функции соответственно зани-
жены. Это подтверждается всеми дальнейшими сопоставлени-
ями, поскольку теоретические значения ошибок сопоставления 
для всех методов получаются для густой сети завышенными. 

В этом отношении значительно большего доверия заслужи-
вают теоретические оценки ошибок для редкой сети, ибо фигури-
рующие там расстояния лежат в середине интервала расстояний, 
использованных в работе [20], и, следовательно, являются вполне 
надежными. 

Из анализа табл. 14 вытекает также следующее. В случае гу-
стой сети ошибка интерполяции имеет тот ж е порядок, что и 
ошибка наблюдений, в то время как в случае редкой сети первая 
.заметно превосходит вторую. Это означает, что при редкой сети 
та точность, с которой определяется высота поверхности 500 мб, 
является для целей объективного анализа излишней: наши све-
дения о распределении высот по территории с редкой сетью об-
ладают существенно меньшей точностью. 

Перейдем к оценке ошибок квазиоптимальной интерполяции. 
Они больше, нежели ошибки оптимальной интерполяции, за счет 
двух величин — квадрата средней ошибки интерполяции норм и 
дополнительного слагаемого, обусловленного неоптимальностью 

_интерполяционных весов, а именно их нормировкой. 
Первое из этих слагаемых не зависит от величины т], но ме-

няется от выборки к выборке вместе с изменением состава вы-
борки по месяцам (нормы брались по месяцам) . Средняя Ошибка 
интерполяции норм вычислялась как среднее взвешенное из 
ошибок интерполяции норм разных месяцев, где весом было ко-
личество случаев данного месяца, входящее в данную выборку. 
Эти вычисления производились лишь для первых двух выборок 
каждой группы станций и дали следующие средние ошибки ква-
зиоптимальной интерполяции норм (в дкм) : 

Второе слагаемое, обусловленное неоптимальностью весов, за-
висит от ошибки наблюдений (через интерполяционные веса) и, 
разумеется, не зависит от выборки. Значения соответствующей 
дополнительной ошибки (в дкм) получаются такими: 

Густая сеть 

1 2 
—0,5 —0,6 

Редкая сеть 

1 2 
—0,6 —0,5 

Густая сеть Редкая сеть 

о 
0 ,02 
0,05 
0,10 

0,5 
0 ,5 
0 ,4 
0,2 

1 , 6 
1,5 
1,5 
1,4 

133-



Таким образом, при густой сети оба вида дополнительных 
ошибок имеют примерно одинаковую величину и весьма малы. 
Это означает, что для густой сети точность квазиоптимальной ин-
терполяции должна быть лишь незначительно ниже точности 
оптимальной интерполяции. Именно, если в соответствии с фор-
мулой (22) сложить квадраты всех ошибок, то окажется, что 
средняя квадратическая ошибка интерполяции, а также сопо-
ставления в результате перехода от оптимальной к квазиопти-
мальной интерполяции увеличивается лишь примерно на 0,1 дкм. 
Это согласуется с результатами, приведенными в табл. 13 и по-
лученными эмпирическим путем. 

. При редкой сети вклад ошибок интерполяции норм по-преж-
нему весьма мал, а вклад неоптимальности весов становится за-
метным. Элементарный подсчет, аналогичный предыдущему, по-
казывает, что для редкой сети приращение ошибки при переходе 
от оптимальной к квазиоптимальной интерполяции составляет 
0,4—0,5 дкм, что также согласуется с данными табл. 13. 

На основании этого вывода мы при дальнейших расчетах 
теоретических значений ошибок интерполяции и сопоставления 
для редкой сети пренебрегли весьма малыми вкладами ошибок 
интерполяции норм. 

В табл. 15 приведены для редкой сети ошибки сопоставления 
при различных методах интерполяции, рассчитанные по приве-
денным выше формулам в предположении, что т] = 0,02. Д л я 
удобства сравнения в этой таблице еще раз приведены соответ-
ствующие эмпирические значения ошибок сопоставления для 

Таблица 15 
Теоретические значения ошибок сопоставления 

(дкм) для редкой сети 

Способ интерполяции 

Ошибки сопоставления 

Способ интерполяции теоретическая 
при 11=0,02 

фактическая 
для второй 

выборки 

Оптимальная . . . . 5 ,1 5,0 
Квазиоптимальная . . 5 ,7 5,6 
Полином 1-й степени . 7,2 7,1 
Полином 2-й степени. . 15,3 11,6 
Взвешенное среднее . . 6 ,4 6 ,3 
Среднее арифметическое 7,8 — 

второй выборки, характеризующейся наименьшим влиянием 
ошибок наблюдений. 

Таблица 15 иллюстрирует очень хорошее согласование между 
значениями ошибок сопоставления, полученными эмпирическим 
и теоретическим путем. Исключение составляет интерполяция 
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с помощью полинома' второй степени, для которой расхождения, 
по-видимому, связаны с упоминавшейся выше вычислительной 
неустойчивостью. Кроме того, подсчитано теоретическое значение 
для интерполяции с помощью среднего арифметического, которая 
для редкой сети не производилась. Полученное значение 
(7,8дкм) показывает лишний раз недостаточность такого спо-
соба для редкой сети. 

§ 2. Исследование успешности оптимальной интерполяции 
метеорологических полей 

2.1. В предыдущих параграфах данной главы было выяснено, 
что оптимальная интерполяция обеспечивает, особенно в районах 
с редкой сетью станций, существенно лучшие результаты, чем 
"другие методы интерполяции, применяемые при объективном 
"анализе метеорологических полей. В связи с этим выводом пред-
ставляет определенный интерес исследовать успешность приме-
нения оптимальной интерполяции не для получения какого-либо 
значения анализируемого элемента, как это делалось выше, 
а для построения поля этого элемента. 

— Э т а работа производилась в два этапа. Вначале в Главной 
геофизической обсерватории были выполнены некоторые иссле-
дования методического характера с помощью вычислительной 
машины небольшого быстродействия «Урал-1». Одной из целей 
этой работы являлось выяснение некоторых методических во-
просов, существенных для последующего оперативного приме-
нения оптимальной интерполяции. Затем сотрудниками Цен-
трального института прогнозов - ( Ц И П а ) была составлена и оп-
робована в разных вариантах программа для оперативного вы-
полнения оптимальной интерполяции с помощью вычислитель-
ной машины большого быстродействия. 

Исследования, выполненные в ЦИПе, рассматриваются в сле-
дующем параграфе, а настоящий параграф посвящен методике 
и результатам опытов по оптимальной интерполяции метеороло-
гических полей, выполненных с помощью машины «Урал-1». Эти 
опыты касались оптимальной интерполяции двух метеорологиче-
ских элементов — геопотенциала изобарической поверхности 
500 мб и ветра на этой поверхности. 

Будем исходить из предположения, что как регулярная сетка 
точек, в которых нужно определить значения "рассматриваемых 

"элементов, так и сеть станций, в которых эти значения известны, 
являются постоянными, т. е. не меняются от случая к случаю и 

'"известны заранее. 
Предположение о постоянстве регулярной сетки точек, 

очевидно, вполне законно. В качестве такой сетки была выбрана 
квазитреугольная широтно-долготная сетка, предложенная и 
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использованная М. И. Юдиным [57]. Шаг сетки составляет в сред-
нем около 330 км. Расположение точек сетки видно на рис. 25 

, и 26. Количество точек равно 333. 
I Что касается предположения о постоянстве сети станций, то 

оно недопустимо при интерполяции, выполняемой в оперативном 
' порядке, и может быть использовано только в методических це-

лях. Действительно, в каждый срок наблюдений сообщения с ка-
кого-то количества станций по тем или иным , причинам отсут-
ствуют и, кроме того, имеется ряд явно ошибочных данных, ко-
торые приходится исключать. Часто имеются дополнительные 
данные, как, например, сообщения с кораблей неметеорологиче-
ского назначения, которые могут оказаться весьма полезными. 
Поэтому при оперативном выполнении объективного анализа 

"приходится считаться с тем фактом, что сеть станций является 
; существенно переменной и становится окончательно известной 
. "лишь при поступлении всех данных. 

Однако' при переменной сети станций вычисление интерполя-
цйонных весов приходится производить в процессе анализа, что 
вполне выполнимо с помощью вычислительной машины, и.мею-

в щей достаточное быстродействие. Н а машине ж е «Урал-1» только 
" вычисление весов для одной точки сетки занимает несколько ми-
нут машинного времени. Поэтому нам пришлось вычислять веса 
заранее, что и обусловило предположение о постоянстве сети 
станций. 

Выбор сети станций был произведен сотрудником расчетной 
группы Северо-западного УГМС А. М. Белоликовым, который 
на основании анализа карт за несколько месяцев выяснил, на 
каких станциях реже всего отсутствуют данные о геопотенциале 
и соответственно о ветре. В результате была выбрана 151 стан-
ция, дающая значения геопотенциала, и 130 станций, дающих 
значения ветра (рис. 25 и 26). 

Благодаря этим предосторожностям случаи отсутствия дан-
ных были редки, но все ж е имели, место. Практически для тех 
станций, данные в которых отсутствовали или были ошибочными, 
значения геопотенциала и ветра определялись по субъективно 
проанализированной карте АТ5оо, а данные в пунктах, не входя-
щих в состав фиксированной сети, попросту не принимались, 
в расчет. Разумеется, для исследования возможностей опти-
мальной интерполяции полей такой путь вполне допустим,, 
хотя использование субъективной интерполяции (особенно 
-ветра) и игнорирование некоторых данных снижало точность 
анализа. 

Д л я получения значений геопотенциала в узлах регулярной 
сетки использовались только данные наблюдений геопотенциала, 
а для получения значений ветра — только данные о ветре. Иначе 
говоря, производилась только интерполяция полей геопотенци-
ала и ветра без их согласования. При этом Имелось в виду, что 
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согласование должно производиться, как указывалось выше, не 
в процессе интерполяции, а после нее. Заметим, что одной из 
целей произведенных подсчетов являлось накопление исходного 
материала для опытов по согласованию полей геопотенциала и 

, ветра . При оценке результатов рассматриваемых вычислений 
важно иметь в виду, что согласование полей не производилось. 

1 Вполне понятно, что поле геопотенциала, согласованное с Дан-
: ; ными о ветре, будет более близким к реальному, чем поле, полу-

ченное по данным только о геопотенциале. — .. 
f 2.2. Вычисления, 'производимые для оптимальной Интерпол я-41 

ции поля метеорологического элёмёнта~по~его значениям~"н1ПфшГ-
сированнои сети станции, делятся на два этапа — предваритель-
ные вычисления и непосредственная интерполяция. В свою оче-
редь предварительные вычисления состоят из следующих этапов: 

1) выбор влияющих станций д л я каждого узла сетки, 
2) составление систем уравнений д л я определения интерпо-

ляционных весов, 
3) решение систем уравнений и определение теоретических 

значений ошибки интерполяции, 
1 4) определение норм в узлах сетки и пунктах наблюдения. 
I Опишем к а ж д ы й из этих этапов. 

^ и шведском "методах объективного анализа 
/ в качестве влияющих станций берутся станции, расположенные 
! в фиксированной (для данного элемента) окрестности узла регу-
i лярной сетки. В результате этого условия интерполяция в рай-

онах с редкой сетью станций производится по меньшему числу 
; данных, чем над хорошо освещенной территорией, что само по 
; себе существенно снижает точность анализа в районах с редкой 

сетью станций. Во избежание этого мы фиксировали не размеры 
окрестности, а количество станций, признаваемых влияющими 

" д л я каждого узла регулярной сетки. Именно, после некоторых 
оценок было решено интерполировать геопотенциал Н в каждый 
узел треугольной сетки по данным в восьми окружающих стан-
циях, а составляющие ветра и. и v — по данным в шести стан-
циях. 

Выбор влияющих станций для каждого узла сетки произво-
дился "на оснований' двух требований: эти станции должны быть 
"возможно ближе к узлу сетки и окружать узел со всех сторон. 
'Разумеется , такой выбор влияющих станций содержал элемент 
субъективности, однако специальные контрольные подсчеты (при 
варьировании числа влияющих станций и их выбора) показали, 
что влияние этой субъективности на ошибку интерполяции не-
значительно. 

1 Далее , д л я каждого узла регулярной сетки составлялись 
/ д в е системы вида (7) § 4 гл. 3 

и 

2 V-ijPj + 4Pi = Hi = 2, . . . , /г) (1) 
j=i 
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для определения интерполяционных весов — одна для интерпо-
ляции геопотенциала Я, другая для интерполяции составляющих 
ветра и и v. Д л я этого прежде всего по карте определялись рас-
стояния между всеми влияющими станциями и от каждой из 
них до узла сетки, после чего строилась соответствующая мат-
рица расстояний. Затем на основании сведений об автокорреля-
ционных функциях геоПотенциала и ветра по каждому значению 
расстояния определялось значение автокорреляционной функ-
ции, результатом чего явились матрицы этих значений (цу 
и Mo;)- г -
" Именно, применительно к Я была использована таблица зна-
чений \хн (г), составленная по результатам работы [20] (см. также 
гл. 2, § 5). Что касается и и v, то первоначально мы пользова-
лись автокорреляционной функцией конечно-разностного гео-
строфического ветра [и8(г) (шаг конечно-разностного дифферен-
цирования , был 600 км) , вычисленной по данным о функции 
\к,н{г). Однако результаты вычисления весов pi для ряда точек 
оказывались при этом- абсурдными. Так, в некоторых случаях 
получались весьма большие по модулю значения pi, отрицатель-
ные значения меры ошибки интерполяции е, с увеличением меры 
ошибок наблюдений т) сумма квадратов весов возрастала и т. п. 
Единственное объяснение этого факта заключается в том, что 

""функция |x g ( r ) не обладала существенно положительным спёкт-
ром. . 

К тому моменту, когда обнаружились абсурдные резуль-
таты, были закончены непосредственные вычисления автокорре-
ляци6н'нбй[-'"'"функции ветра, которая была апроксимирована 

^функцией с положительным спектром. Вычисление весов, было 
произведено заново с этой автокорреляционной функцией. 
Абсурдных результатов при этом не получалось. 

Весьма трудоемкая работа по составлению и контролю упо-
мянутых матриц была выполнена Е. И. Багровой. В составлении 
матриц для интерполяции ветра принимали также участие 
А. М. Белоликов и М. Н, Захарова . 

Л . В. Руховцом была составлена программа для решения си-
' стем вида (I) на машине «уртл-1». По"ЭТ5и~программе решение 

ведется методом исключения в режиме с фиксированной запя-
той. Предусмотрен ввод не всей симметричной матрицы, а лишь 
треугольной матрицы с последующей ее «симметризацией» ма-
шиной. Помимо весов Pi, вычисляется также мера ошибки ин-

, терполяции е по формуле (9) § 4 гл. 3 
i . 1 
t tl 

S £ = l ~ 2 f W V (2) 
5 i = \ 

Вычисления могут быть автоматически выполнены для не-
; скольких значений меры ошибок наблюдений г]. Различные сред-
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ства контроля вычислений (двойной счет, вычисление невязок 
уравнений, подсчеты при разных г] и т. п.) обеспечивают надеж-
ность получаемых результатов. Счет для одной системы длится 
4—6 мин. , 

Вычисление весов pi для интерполяции геопотенциала произ-
водилось при трех значениях ц (0, 0,02 и 0,05), а для интерполя-
ции ветра — при двух значениях т] (0,05 и 0,10). В дальнейших 
вычислениях использовались «геопотенциальные» веса при 

чт] = 0,02 и «ветровые» веса при т] = 0,10. 
2:3. При оптимальной интерполяции весовые множители Pi 

зависят не только от расстояний |r4—r01 между каждой .влияю-
щей станцией и узлом сетки, но и от взаиморасположения влияю-
щих станций. 

В методах же, применяемых в Швеции и США и описанных 
в работах [67] и [76], интерполяционные веса принимаются за-
висящими только от расстояний | г* — г0 | . В связи с этим инте-
ресно было выяснить, насколько сильно отклоняются оптималь-
ные интерполяционные веса от зависимости вида 

• Л = (3) 

С этой целью были построены графики, на осях абсцисс ко-
—*• 

торых откладывались расстояния —\г0|, а на осях ординат — 
веса Pi (рис. 21 и 22) . На рис. 21 представлена зависимость (3) 
применительно к интерполяции геопотенциала в узлы сетки, для 
которых мера ошибки интерполяции не превышает 0,033, на 
рис. 22 — зависимость (3) для всех ветровых весов. 

При рассмотрении этих, а также других аналогичных графи-
ков, которые здесь не приводятся, бросается в глаза очень боль-
шой разброс точек. Он означает, что оптимальные интерполяци-
онные веса весьма сильно зависят от взаиморасположения вли-
яющих станций и попытка описания их единой зависимостью 
вида (3) привела бы к большим ошибкам. 

Тем не менее представляет определенный интерес описать 
для случая густой сети станций среднюю зависимость р от \Гг—г0|. 
Действительно, как показано в § 1, при достаточно густой сети все 
разумные способы интерполяции геопотенциала обеспечивают 
примерно одийаковую точность. При этом, если учесть перемен-
ность сети станций, становится ясно, что производить вычисле-
ния весов, зависящих только от расстояния | г^—г01, значительно 
проще, чем весов оптимальной интерполяции. Д л я облегчения 
вычислений желательно представить зависимость (3) какой-либо 
простой формулой, подсчеты по которой достаточно быстро осу-
ществлялись бы вычислительной машиной. 
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С этой целью была построена кривая регрессии (рис. 21) и 
предприняты попытки описания ее формулой вида 

( 4 ) 

Наилучшая апроксимация была получена при k = 1,7, но фор-
мула с дробным показателем степени неудобна для вычислений 
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Рис. 21. Зависимость весов для оптимальной интерполяции геопотен-
циала АТ500 от расстояния г между станцией и узлом сетки (ii=0,02; 

8 < 0,033). 
Сплошная линия — кривая регрессии. 

с помощью машины. В связи с этим была получена наилучшая 
апроксимация формулой вида (4) с целым показателем, а именно 

Pi = - 0 , 1 4 5 , (5) 
1 +0,066 I г£ —г 0 | 

где |г,- — г01 — в сотнях километров. 
Поскольку в процессе вычислений при использовании весов, 

зависящих только от расстояний \ r t — производится их нор-
мировка, то функцию pi( | Гг—г0 () достаточно знать с точностью 
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до постоянного множителя. Поэтому удобнее вместо (5) исполь-
зовать формулу 

Pi = * - 0,232. (6) 
1 + 0,0661 rL - r01 

Интересно отметить, что зависимость р* от |г* — г0|, согласно 
формуле (5) или (6), существенно отличается от зависимости, 
предложенной Бергторссоном и Дёёсом и приведенной в § 1 гл. 3. 
Впрочем, применительно к густой сети станций это различие не 
должно иметь существенных последствий. 

Помимо двух крайних вариантов — использования точных зна-
чений оптимальных весов и применения «сглаженных» зависимо-
стей типа (3), можно еще думать о промежуточных вариантах, 
таких, чтобы интерполяционные веса не слишком сильно отли-
чались от оптимальных, но определялись бы более простым 
путем. В частности, по идее М. И. Юдина, была предпринята по-
пытка описать отдельно зависимость от расстояния |г* — г0| весов 

"для станций, ближайших к соответствующим узлам регуляр-
ной сетки, отдельно — д л я точек вторых по удалению и т. д. По-
скольку при прочих равных условиях вес данных в ближайшей 
точке должен быть наибольшим, вес для следующей по близости 
точки — следующим по величине и т. д., можно было ожидать, 
что в результате такого разделения материала произойдет и рас-
слоение «облака» точек на графиках, в результате чего окажется 
возможным с большей точностью описать среднюю зависимость 
от расстояния веса для ближайшей станции, для следующей по 
дальности и т. д., чем это удалось сделать в среднем для всех 

^станций. 
В действительности, однако, получилось нечто иное. На 

рис. 23 приведены результаты обработки указанным способом 
части материала по «геопотенциальным» весам. Рассмотрение 
этого рисунка показывает, что если и произошла группировка 
точек, то скорее в направлении оси К —rol- Это группировка яви-
лась следствием того очевидного факта, что ближайшая к узлу 
сетки станция расположена в среднем ближе к нему, чем самая 
отдаленная. Вместе с тем на рис. 23 видно; что следствием про-
веденной классификации материала явилась практическая неза-
висимость средних весов для каждой группы от расстояния. 

Еще отчетливее этот факт иллюстрируется рис. 24, на кото-
ром проведено разделение всех точек, соответствующих ветровым 
весам шести влияющих станций, на три группы — для ближай-
ших станций, для следующих двух и для трех остальных. В этом 
случае вследствие сравнительно быстрого затухания автокорре-
ляционной функции ветра с расстоянием произошло весьма чет-
кое расслоение облака точек. Однако внутри каждой группы, 
в отличие от всего облака точек в целом, средняя зависимость 
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весов от расстояний — г0\ ничтожна. Это естественно, по-
скольку проведенная классификация никак не учитывает взаимо-
расположения влияющих станций. 

На основании изложенного следует сделать вывод, что вряд 
ли можно найти простой способ, приводящий к значениям ин-
терполяционных весов, близких к оптимальным. 

2.4. Как указано выше, при вычислении интерполяционных 
весов попутно определялась мера ошибки оптимальной интерпо-
ляции е. Это дает возможность оценить заранее, до выполнения 

Рис. 25. Распределение теоретических значений средней квадратической 
ошибки (гп. дкм) оптимальной интерполяции геопотенциала в узлы 

треугольной сетки. 
7 — узлы регулярной сетки, 2 — точки, данные которых используются. 

самой интерполяции в каждый узел регулярной сетки, среднюю 
квадратическую ошибку интерполяции 

(7) 
Распределения ошибок, вычисленных по формуле (7), пред-

ставлены на рис. 25 (для геопотенциала) и 26 (для ветра) . В со-
ответствии с результатами работ [20] и [23] (см. гл. 2) дисперсия 
геопотенциала тн(0) была принята равной 150 (гп.дкм)2 , а ди-
сперсия компонента ветра т и ( 0 ) — р а в н о й 135 м2/сек2. 

Рассмотрение рис. 25 и 26 показывает, что наряду с мелко-
масштабными особенностями, обусловленными близостью того 
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или иного узла сетки к станции аэрологического зондирования, 
величины закономерно меняются по территории, возрастая 
в районах с более редкой сетью наблюдений. Обращают на себя 
внимание большие абсолютные значения величины"}//: для ветра. 
Они отражают тот факт, что ,вследствие значительной простран-
ственной изменчивости ветра для обеспечения достаточно точных 

Рис. 26. Распределение теоретических значений средней квадра-
тической ошибки (м/сек.) оптимальной интерполяции ветра на 

поверхности 500 мб в узлы треугольной сетки. 
Усл. обозначения см. рис. 25. 

сведений о ветре на некоторой территории требуется сущест-
венно более густая сеть станций, чем для геопотенциала. 

Так как оптимальная интерполяция производится для откло-
нения от норм, то для анализа полей геопотенциала и ветра с по-
мощью оптимальной интерполяции необходимо знать значения 
норм обоих элементов как в пунктах наблюдения, так и в уз-
лах регулярной сетки. Мы приняли в качестве норм многолетние 
средние месячные значения. 
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В настоящее время имеется множество данных о нормах гео-
потенциала поверхности 500 мб. После рассмотрения некоторых 
из них было решено остановиться на таблицах, опубликованных 
в работе А. Л . Каца, Г. И. Морского и В. Г. Семенова [32]. По 

! данным этих таблиц А. М. Белоликовым были построены карты 
I норм, с которых затем снимались значения геопотенциала в уз-
f лах регулярной сетки и в пунктах наблюдения. 
! Что касается норм ветра, то просмотр литературы показал, 
:_что имеющиеся данные трудно использовать для наших целей. 
• В большинстве источников имеются лишь средние значения мо-
: дуля скорости и розы направлений; по этим данным определить 
I нормы составляющих ветра невозможно. В тех случаях, когда 
; имеются данные о составляющих ветра, они либо основаны на 

весьма коротких рядах наблюдений, либо касаются лишь немно-
; тих станций, либо, наконец, представлены картами слишком 

большого масштаба. По этим причинам оказалось необходимым 
I вычислить нормы ветра над рассматриваемой территорией. 
I "" Хорошо известно, что в свободной атмосфере высоких и уме-

ренных широт агеострофические отклонения ветра носят, случай-
ный характер по отношению к самому ветру. Поэтому нормы 
ветра АТмпДля рассматриваемой территории вполне можно за-

"менить нормами геострофичёского ветра. При вычислении по-
следних для обеспечения"большой точности горизонтальные гра-
диенты геопотенциала определялись графически путем вычита-
ния полей изогйпе, смещенных в различных направлениях; ^ана-
литическим путем производился лишь переход от градиента гео-

Тготенциала к геострофическому ветру. Результатом этой работы, 
выполненной Е. И. Багровой, явились 24 карты норм зональной 

^и меридиональной составляющих ветра для всех месяцев года. 
/ 2.5. Непосредственная Интерполяция производилась с по-
{ мощью"машины «Урал-1» по программе, составленной А. В. Ме-
* щерской. Соответствующие вычисления в 'принципе весьма про-
I сты: нужно сначала вычесть нормы из наблюдаемых значений, 
S затем составить для каждого узла сетки линейную комбинацию 
\ отклонений от норм во влияющих точках с известными весами и, 
, наконец, прибавить к вычисленным величинам значения норм 
^в^узлах сеткк('. Однако вследствие обилия вводимого материала и 

прежде всего интерполяционных весов (по восемь для геопотен-
циала и по шесть для ветра для каждого из 333 узлов сетки) 
при малой скорости ввода реализация программы для одного 
случая требовала значительного машинного времени — около 
1,5 часа. Это обстоятельство характерно, разумеется, лишь для 
рассматриваемых опытов методического характера и не имеет 
места применительно к оперативной программе объективного 
анализа с помощью машины большого быстродействия, в кото-
рой интерполяционные веса вычисляются в процессе анализа. 

По описанной программе были выполнены две серии вычисле-
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ний, к а ж д а я для 10 конкретных сроков. Первая серия касалась 
только- геопотенциала и была произведена при участии А. В. Фа-
теева, который подготовил исходные данные для расчетов, 
а также проанализировал их результаты. Вторая серия состояла 
в параллельной интерполяции для одних и тех ж е сроков полей 
геопотенциала и ветра. Существенную помощь в выполнении 
опытов второй серии оказала М. Н. Захарова , которая подгото-
вила исходные данные, произвела субъективный анализ полей 

Рис. 27. Распределение средних квадратических расхождений между ре-
зультатами субъективной и оптимальной интерполяции геопотенциала 

А Т 5 0 0 по данным первой серии вычислений. 

и и v (составляющих ветра) и участвовала в обсуждении полу-
ченных результатов. 

При оценке успешности интерполяции метеорологических по-
лей мы лишены возможности использовать вполне объективные 
критерии, поскольку истинные (или хотя бы наблюденные) зна-
чения элементов в узлах регулярной сетки неизвестны. Прихо-
дится поэтому судить о точности интерполяции по расхождениям 
между результатами объективного и субъективного анализов. 

На рис. 27, 28 и 29 приведены распределения средних квадра-
тических расхождений между результатами субъективной и объ-
ективной интерполяции для геопотенциала по первой и второй 
сериями вычислений и для составляющих ветра. Рассмотрение 
этих распределений позволяет сделать следующие выводы. 
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1. Средние распределения расхождений для геопотенциала 
по двум сериям подсчетов незначительно отличаются друг от 
друга. Не только общие закономерности полей расхождений, но 
сравнительно мелкие их особенности на рис. 27 и 28 в значитель-
ной мере повторяют друг друга. Это означает, что результаты 

Рис. 28. Распределение средних квадратических расхождений между 
результатами субъективной и оптимальной интерполяции геопотен-

циала АТ500 по данным второй серии вычислений. 
Усл. обозначения см. рис. 25. 

каждой из серий можно считать достаточно надежными, харак-
терными для интерполяции поля геопотенциала. 

2. Н а д большей частью территории, где сеть станций доста-
точно густая, расхождения между результатами объективной и 
субъективной интерполяции геопотенциала существенно меньше 
теоретических значений средней квадратической ошибки интер-
поляции (см. рис. 25). В областях ж е с редкой сетью среднее 
расхождение, приближается к теоретической ошибке, а в неко-
торых районах и превосходит ее. 

3. Средние расхождения между результатами анализа ветра 
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подчиняются в общем тем ж е закономерностям, что и расхожде-
ния геопотендиала. Однако для ветра эти расхождения, весьма 
значительные, все ж е повсеместно существенно меньше теорети-
ческих ошибок (см. рис. 26). 

Рассмотрение отдельных случаев позволяет получить даль-
нейшие сведения о расхождениях между субъективной и опти-
мальной интерполяцией, дополняющие сказанное выше. Анализ 

Рис. 29. Распределение средних квадратических расхождений ме-
жду результатами субъективной и оптимальной интерполяции 

ветра на поверхности 500 мб. 
Усл. обозначения см. рис. 25. 

карт для ветра показывает, что расхождения в значительной 
мере обусловлены более сильным сглаживанием мелкомасштаб-
ных особенностей при объективной интерполяции, чем при субъ-
ективной. В значительной мере это определяется сильной измен-
чивостью ветра, но, вероятно, сглаживание ветра получилось все 
же слишком сильным вследствие принятия слишком большого 
значения г] для ветра (0,10). 

Оптимальная интерполяция приводит и к сглаженному по 
150-



сравнению с субъективным анализом полю геопотенциала. Од-
нако здесь это сглаживание значительно меньше и его следует, 
на наш взгляд, считать полезным для суждения о закономерно-
стях строения поля и в особенности для целей численного прог-
ноза. В самом деле, хорошо известно, что перед началом числен-
ного прогноза и в процессе его приходится производить сглажи-
вание полей. В какой-то мере сглаживание заменяет влияние 
турбулентного макрообмена, не учитываемого явно в прогности-
ческих схемах. Но имеются все основания считать, что необходи-
мость сглаживания начальных полей обусловлена также неаде-
кватностью их субъективного анализа, а именно тем фактом, 
что при субъективном анализе чрезмерное внимание уделяется 
мелкомасштабным особенностям поля, несущественным для 
процессов с характерным временем сутки и более. 

Среднее квадратическое расхождение между результатами 
субъективной и объективной интерполяции поля геопотёнциала 
составляет в среднем по всей использованной территории 2,0 дкм, 
а если исключить районы с редкой сетью станций, то оценка по-
нижается до 1,7 дкм. Эти цифры показывают, что точность пред-
ставления поля геопотенциала АТ500 с помощью оптимальной 
интерполяции, без использования данных о ветре, примерно та-
кова же, как точность представления этого поля другими, при-
меняемыми в настоящее время методами анализа при использо-
вании данных и о геопотенциале и о ветре, а возможно, и выше. 

Этот вывод еще раз подтверждает преимущества оптимальной 
интерполяции и позволяет признать полезным ее внедрение 
в оперативную практику объективного анализа метеорологиче-
ских полей. 

§ 3. Оперативная программа оптимальной интерполяции 
и анализ результатов 

3.1. Если исследования методического характера по приме-
нению оптимальной Интерполяций при объективном анализе 
метеорологических полей можно было выполнить с помощью 
такой вычислительной машины, как «Урал-1», то для оператив-
ного применения этого метода необходимо использовать машину 
достаточно большого быстродействия. 

Важная работа в этом направлении была выполнена в от-
деле динамической метеорологии Центрального института про-

, гнозов. Сотрудник О Д М ЦИПа И. А. Четвериков под руковод-
1 ством С. Л . Бёлоусова составил программу для оперативного 
[ выполнения оптимальной интерполяций с помощью быстродей-
- ствующей вычислительной машины и произвел по этой про-
| грамме расчет ряда конкретных примеров [50]. 

" Разумеется, оптимальная интерполяция поля метеорологиче-
ского элемента в узлы регулярной сетки не решает полностью 
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задачи объективного анализа. JEe необходимо дополнить исклю-
чением грубых ошибок и согласованием полей (см. гл. 5) , а для 

, полной автоматизации работы прогностического центра нужно 
Грешить еще множество задач, которым посвящена гл. 6. Однако 
(было бы нерационально пытаться решать сразу проблему опе-
ративного внедрения объективного анализа во всей его слож-
ности. Правильным является лишь принятый сотрудниками 

1 О Д М Ц И П путь поэтапного решения этой проблемы. 
'Несомненно, что интерполяция в узлы регулярной сетки 

является главным этапом объективного анализа метеорологиче-
ских полей. Лишь решив эту задачу, можно затем на основе 
достаточно удовлетворительного ее решения вводить и другие 

'[упомянутые этапы. От того, насколько успешно решена задача 
[интерполяции, весьма существенно зависит и успешность мето-
д и к и объективного анализа в целом. 

При этом весьма важно, что в первом приближении резуль-
таты интерполяции могут рассматриваться как результаты 
объективного анализа. Поэтому оперативное внедрение одной 
только интерполяции в узлы регулярной сетки есть первый 

[этап оперативного внедрения объективного анализа. 
| Программа оперативного анализа описана И. А. Четверико-
• вым в статье [50]. Общее строение программы с учетом пекот 
торых дальнейших усовершенствований излагается ниже. 

' 3:2: Хотя программа оперативной оптимальной" интерполя-
ции требует выполнения на быстродействующей вычислительной 
машине значительного количества операций, удается произво-
дить все вычисления применительно к территории, представлен-
ной на карте формы МПК-1, не прибегая к помощи промежу-
точных накопителей машины, а используя только оперативную 
память. Эта возможность определяется единообразием произво-
димых операций и приводит к тому, что машинное время ана-
лиза оказывается небольшим;—в 2—3 раза меньше времени, 
затрачиваемого на численный прогноз. 

Вся территория разделена на квадраты, в центре каждого 
из которых находится узел квадратной сетки. Порядковый но-
мер квадрата отождествлен с номером узла. В оперативном 
накопителе машины выделена совокупность ячеек, названная 
«машинной картой». В ней фигурируют данные о нормах эле-
ментов в соответствующих узлах и могут заноситься сведения 
о пунктах наблюдения, расположенных в соответствующем 
квадрате. Этими сведениями являются координаты станций, 

| данные наблюдений в них и величины норм анализируемых ме-
\ теорологических элементов. 
j Д р у г а я часть ячеек выделена под «словарь станций». В сло-
варе установлено соответствие между синоптическим индексом 
станции, с одной стороны, и номером квадрата машинной карты, 

1 координатами станции на карте и нормами анализируемых эле-
< „ • 
152 

\ 



4 

! ментов — с другой. Наконец, еще одна совокупность ячеек вы-
1 делена под «машинные телеграммы»'—сообщения об индексах 

станций "и наблюдаемых на этих станциях значениях анализи-
руемых элементов. Машинные телеграммы составляются по 
данным обычных метеорологических телеграмм и заносятся 
в машину непосредственно перед началом анализа, в то время 
"как остальные "данные могут быть введены в машину или по-
Iкрайней мере отперфорированы заранее. 
• Первый этап работы машины может быть назван предвари-
телГнои'' обработкой данных наблюдений и имитирует наноску 
данных на карту. Он состоит в том, что индексы во введенных 
телеграммах «распознаются» с помощью словаря станций и ин-
формация, содержащаяся в телеграммах, вместе с данными,, 
имеющимися в самом словаре, засылается в ячейки машинной 
карты, соответствующие квадратам, в которых расположены 
"станции. В результате этапа вся потребная для дальнейших опе-
раций информация оказывается сконцентрированной в машин-

i ной карте. 
' В программе предусмотрена возможность появления сообще-
ний со станций, отсутствующих в словаре. Такие сообщения 
автоматически выдаются на печать и могут быть далее исполь-

! зованы по усмотрению оператора. 
] Описанным путем можно вводить в машину метеорологиче-
с к у ю информацию в произвольном порядке, причем если сооб-
' щенйя некоторых станций дублируются, это не вызовет никаких 
I затруднений. 
| Практически может случиться, что пункт приема метеороло-
; гической информации находится на некотором удалении от 
! вычислительной машины, так что данные наблюдений прихо-
; дится передавать операторам машины, скажем, по телефону.. 

В этом случае весьма важно свести объем передаваемой инфор-
; мации к минимуму. С этой целью наряду с описанным произ-

вольным вводом Предусмотрен еще фиксированный ввод, со-
стоящий в том, что телеграммы вводятся, в том самом порядке, 
в каком станции перечислены в словаре. При фиксированном 

"вводе нет необходимости в передаче индексов станций. Практи-
чески основная часть сведений становится известной за неко-
торое время до начала анализа и потому может быть з аслана 
в машину фиксированным вводом (на месте отсутствующих 
данных при этом ставится специальный признак) . Лишь не-
большая часть информации поступает непосредственно перед 

; началом анализа. Ее приходится засылать путем произвольного' 
? ввода. 
j Наконец, в подпрограмме предварительной обработки дан-
1_ных предусмотрен еще блок интерполяции норм" с узлов регу-

лярней сетки на станций. Это сделано для того, чтобы при 
переходе от одних значений норм к другим (например, при 
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I смене месяцев) не приходилось менять содержание словаря 
станций. Поскольку градиенты норм малы по сравнению с гра-
диентами для каждого отдельного срока, нет необходимости 

"производить интерполяцию норм сложным путем. Поэтому для 
этой цели применена трехтОчечная схема с осредненными ве-

^сами (см. ниже п. 4) . ' > 
"с'Ждующим этапом работы машины является поиск 

в л и я ю 1 Щ ? Г Т т а т ^ ^ в том, чтобы 
наити применитёльно1Глюбому узлу~рёгулярпо1Гсёткй~заданное 
число п ближайших станций. Uh состоГГтПв'послёдовательном 

"извлечении из машинной карты информации для квадратов, 
•ближайших к рассматриваемому узлу сетки (начиная с квад-
рата, в котором заключен этот узел) , до тех пор пока не будет 
извлечено п станций. 

При этом важно предусмотреть, чтобы влияющие станции 
располагались по возможности равномерно во все стороны от 
рассматриваемого узла сетки. С этой целью С. Л. Белоусов 
предложил следующий алгорифм перечисления квадратов. 
Квадраты, "центры которых расположены на расстоянии г— 
='}/г x2jt~y2, извлекаются из машинной карты лишь после того, 
к а к были извлечены квадраты с меньшими значениями г. Фик-
сированному г соответствует, вообще говоря, восемь квадратов. 
Они извлекаются в следующем порядке__(х и у означают по-
прежнему координаты центра квадрата относительно рассмат-
риваемого узла сетки): ' 

I) х, у; 2 )—х,у; 3) х, — у; 4) — х, — у; 
•5)у,х; 6) — у,х; • 7) у, — х\ 8)—у,—х. 

Если среди извлекаемых квадратов имеются совпадающие 
(как это будет в случаях х = 0 или у = 0, или х=у), то извлече-

ние каждого из них производится только один раз. 
После окончания этого цикла координата у увеличивается 

на "единицу" (т.' е. на шаг регулярной сетки) и цикл произво-
дится заново и так далее до тех пор, пока не окажется у• х. 
После э т о г о увеличивается на единицу координата х, а у пола-
г а е т с я равным нулю и т. д. Порядок перечисления квадратов 
по этой методике показан на рис. 30 а. 

Необходимо еще предусмотреть, что если рассматриваемый 
узел находится вблизи границы сетки, то некоторые из получен-
ных описанным путем квадратов окажутся за пределами карты. 
Поэтому каждый раз ставится т е с т — н е находится ли получен-
Vibii'i квадрат за пределами сетки, и информация извлекается" йз" 
машинной карты лишь в случае отрицательного ответа. Пример 
перечисления квадратов для одного такого случая приведен на 
рис. 30 б. 

^ Поиск влияющих станций для узла сетки заканчивается 
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после того, как будет выбрано заданное количество (п) таких 
станций. После этого машина переходит к выполнению для 
данного узла сетки следующего этапа — интерполяции. П о 
окончании ее производится поиск влияющих станций для сле-
дующего узла сетки и т. д. 

3.4. При выполнении интерполяции исходными данными яв-
[ ляются значения анализируемого элемента, его норм и коорди-
! нат на карте для п + 1 точки — для п влияющих станций и узла 
! сетки. Процесс интерполяции в свою очередь может быть под-
j разделен на два этапа. Сначала по координатам рассматривае-

мых точек вычисляются элементы матрицы расстояний, 
а именно расстояния рм от каждой из влияющих станций до 

а) 

\'23 '20 '12 •18 '22 • 

45 '7 '6 44 * 

•11 '3 { •2 40 * 

• 17 '9 "5 '8 •16 • 

• 25 •21 43 49 '24 • 

б) 

•28 '22 »26 • 

• 17 .11 ,15 '49 ' 

7 - '4 j»5 43\*24 

'3 о1 »2 40 • 21 

•9 «5 «б • 14 '25 

| '18 '12 »16 '20 . 

в 29 ф 23 в 27 » а 

Рис. 30. Порядок перечисления квадратов при поиске 
влияющих станций. 

а — д л я узла , расположенного д а л е к о от границ области, 
б — д л я узла , соседнего с граничным рядом. 

узла сетки и расстояния рг-3- между влияющими станциями. 
Затем с помощью матрицы расстояний строится матрица зна-
чений автокорреляционной функции (р,го и Это делается 
на основании задания функции р,(р) таблицей ее значений, со-

) ставленной таким образом, чтобы между соседними табличными 
/ значениями была допустима линейная интерполяция. Послед-
Ч^няя выполняется с помощью специальной программы. 

Величины цго'я 'цц представляют собой коэффициенты си-
; стемы уравнений 

2 PyPj + Wr : !J-io (1) 
i=i 

; для определения весов pi оптимальной интерполяции. Мера 
1 ошибок наблюдений г) задается заранее. Решение системы (1) 
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i выполняется в программе И. А. Четверикова путем обращения 
j матрицы левых частей методом Ершова [29] с последующим 
I умножением, обратной матрицы на вектор правых частей. В ре-
! зультате определяются значения (весов pi. Попутно может быть 

вычислена мера ошибки интерполяции 
п 

(2) 
i = 1 

Затем выполняется собственно интерполяция, состоящая 
в вшитанййГиз значений~элемента f на влияющих станциях его 
норм на этих с т а н ц и я х с о с т а в л е н и и линейной комбинации 
полученных отклонений от норм 

п 

/ i = 2 v ; р ) 
i=i 

и прибавлении к полученной величине нормы анализируемого 
элемента в узле сетки 

/ о = /'о + Т 0 - . (4) 

/ В программе предусмотрен и другой вариант интерполя-
ц и и — с нормированными средними весами, зависящими только 
от расстояния между станциями и узлом сетки' и не завися-
щими от взаиморасположения станций. Пример такой осреднен-

1 ной весовой функции для геопотенциала поверхности 500 мб 
| был приведен в предыдущем параграфе. Этот вариант интерпо-
л я ц и и значительно проще. При нем определяются только рас-
с т о я н и я рго, по ним находятся значения осредненной весовой 
'['функции,' что достигается описанием этой функций формулой 
] достаточно простого вида. После этого веса нормируются на 

единицу и служат для вычисления линейной комбинации либо 
отклонений элемента от нормы, либо непосредственно наблю-

д е н н ы х значений — практически безразлично, чего именно. 
Первоначально предполагалось пользоваться оптимальной 

интерполяцией лишь для районов с редкой сетью станций, 
а применительно к районам с густой сетью использовать осред-
ненную весовую функцию, поскольку, как показано в § 1, 
в районах с густой сетью все разумные способы интерполяции 

| обеспечивают примерно равную точность. В этом варианте рас-
с т о я н и я рй подвергались а н а л и з у — н е превосходит ли какое-

нибудь из них величины рШах (расстояния, в пределах которого 
"сеть станций можно считать густой). После этого программа 
разветвлялась. 

1 Это вычитание может выполняться и раньше, при предварительной 
обработке данных. 
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Однако опытные расчеты, выполненные применительно 
к геопотендиалу поверхности 500 мб И. А. Четвериковым, при-
вели к следующим заключениям. Применение осредненнной 
весовой функции дает в районах с густой сетью достаточно 
удовлетворительные результаты там, где поле близко к линей-
ному. В областях ж е особенностей поля происходит их сглажи-
вание", значительно более сильное, чем при применении опти-
м а л ь н о й " интерполяции. Можно было пытаться снизить этот 
эффект путем применения весовой функции, более быстро зату-
хающей с расстоянием, как это сделано, например, в работе 
Бергторссона и Дёёса [67]. Однако улучшение качества анализа 
особенностей происходило бы тогда за счет ухудшения качества 
анализа всего поля в целом. К тому ж е выяснилось, что пере-
ход к оптимальной интерполяции по всей карте не приводит 

t к "существенному увеличению времени счета, поскольку основ-
ную часть машинного времени занимает не интерполяция, 

' а поиск влияющих станций. По этим причинам было решено пе-
j рента к использованию"" оптимальной интерполяции по всей 

карте. 
Тем не менее осредненная весовая функция также нашла 

себе применение. Во-первых, она использовалась при упомяну-
той выше интерполяции норм с узлов сетки на станции, причем 
в этом случае было принято п=3. Во-вторых, та ж е функция 
использовалась при опытах по коррекции анализа, которые 
с л а г а ю т с я ниже. 

3.5. Описанная методика была испытана в различных ва-
риантах применительно к анализу геопотенциала поверхности 
500 мб на территории, охватываемой картой формы МПК-1. ' 
Интерполяция производилась в узлы квадратной сетки с шагом 
около 300 км. Общее количество узлов сетки равно 520, коли-
чество используемых станций — около 250. 

Автокорреляционная функция геопотенциала АТ50о была за-
дана следующей таблицей, составленной на основании резуль-
татов работы [20]. 

Таблица 16 
Табличные значения нормированной автокорреляционной функции 

геопотенциала поверхности 500 мб 
р-10~3 км . . . . . . 0 0,1 0,2 0 ,3 0,4 0,5 0,75 1,0 1,25 

(р) . . . . . . . . 1 0,992 0,972 0,940 0,897 0,846 0,691 0,522 0,368 

р - 1 0 - 3 км . . . . . . 1 ,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,75 3,00 3,25 3,50 
t*H (Р) 0,240 0,148 0,083 0,044 0,022 0,010 0,004 0,002 0,000 

Между табличными значениями, как сказано выше, произво-
дилась линейная интерполяция. ' В дальнейшем с помощью той 
ж е корреляционной функции выполнялся объективный анализ 
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полей геопотенциала трех изобарических поверхностей — 850, 
500 и 300 мб. Благодаря использованию единой автокорреля-
ционной функции машинное время анализа трех полей лишь 
весьма незначительно превосходит машинное время ана-
лиза одного поля. Общее количество логических и арифме-
тических операций в обоих случаях составляет приблизительно 
2,5-106 . 

Большая часть вычислений выполнена при значении т], рав-
ном 0,02. Наряду с этим производились специальные численные 
опыты при других значениях т]. Эти опыты показали, что приме-
нять меньшие значения rj явно нецелесообразно, так как при 
этом может заметно проявляться вычислительная неустойчи-
вость. Она проявляется двояким путем: во-первых, веса pi мо-

" гут получаться «осциллирующими», т. е. среди весов некоторые 
оказываются существенно превосходящими по модулю единицу, 
причем часть из них отрицательные; во-вторых, веса весьма 
чувствительны к ошибкам округления при счете и соответст-
венно к изменениям значений членов матрицы ру. 

По поводу последнего обстоятельства необходимо, впрочем, 
заметить следующее. Поскольку величины являются значе-
ниями автокорреляционной функции, исследование чувстви-
тельности весов к изменению, скажем, одной из этих величин 
при постоянных значениях остальных носит в известной мере 
абстрактный характер. Правильнее говорить об изменениях 
всей функции р(р) в целом. Как показали вычисления, веса p i 
сравнительно мало реагируют на такие изменения. Разумеется, 
это верно лишь в том случае, если измененная функция р (р ) 
остается положительно определенной. 
4 При т] = 0,02 указанные проявления вычислительной неустой-
чивости не имеют места. Вместе с тем опыты показали, что не 
следует стремиться к более сглаженным результатам, чем те, 
которые получаются при r j=0 ,02 , т. е. не следует применять 
значения т), превышающие 0,02. Поэтому было решено остано-

в и т ь с я на значении т]= 0,02. 
Д л я оценки успешности выполненных объективных анализов 

было использовано три пути. Во-первых, значения геопотен-
циала в узлах сетки,, полученные в результате объективного 
анализа, сравнивались со значениями, снятыми с субъективно 
проанализированной карты. Во-вторых, на основании результа-
тов объективного анализа заново определялись значения гео-
потенциала на станциях и сравнивались с исходными значе-
ниями. В-третьих, выполнялся параллельный численный прогноз 
на основании одной и той ж е прогностической схемы по дан-
ным субъективного и объективного анализов и сопоставлялась 
успешность прогнозов. 

В результате этих опытов было установлено следующее. 
В районах с густой сетью станций и с не очень сложным бари-
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ческим полем результаты объективного анализа геопотенциала 
не обнаруживают никаких расхождений с результатами тща-
тельного субъективного анализа. В районах с редкой сетью 
станций иногда обнаруживаются заметные расхождения, свя-
занные с тем, что поле в таких районах часто анализируется 
по-разному машиной и синоптиком. Эти расхождения особенно 
существенны при больших градиентах поля на плохо, освещен-
ной территории. Нет оснований утверждать, что эти расхожде-
ния обусловлены ошибками именно объективного анализа, а не 
субъективного. Напротив, на основе общих соображений, 
а т а к ж е некоторых результатов прогноза можно заключить, что 
в̂  таких районах ошибки объективного анализа в среднем 
меньше, чем субъективного. 

Аналогичный характер носят расхождения в районах с не 
очень редкой сетью станций, когда в них встречаются сравни-
тельно мелкомасштабные барические образования (гребни, 
ложбины, струи), которые также могут по-разному анализиро-
ваться машиной и синоптиком. 

Поскольку в описанной программе не предусматривалось 
исключение или исправление явно ошибочных данных, то есте-
ственно, что значительные расхождения между объективным и 
субъективным анализами наблюдались также в районах мас-
совой выбраковки данных синоптиком. 

Однако наиболее систематические расхождения между ре-
зультатами субъективных и объективных анализов наблюдались 
в мелкомасштабных глубоких циклонах. Чем меньше масштаб 
циклона по сравнению с характерным расстоянием между стан-
циями и чем больше его интенсивность, тем более значительным 
оказывается уменьшение его глубины по сравнению с фактиче-
ски наблюдающейся. Этот эффект связан, по-видимому, с тем 
обстоятельством, что оптимальная интерполяция производится 
на основании сведений о статистической структуре всего поля 
в целом, в то время как в районах интенсивных циклонов зако-
номерности структуры могут быть существенно иными. 

Как показал Корби [74], для американского и шведского 
методов объективного анализа также характерны заметные ис-
кажения вблизи центров глубоких мелкомасштабных циклонов. 
Причины этих искажений совершенно иные, чем для метода 
оптимальной интерполяции, и выявлены Корби путем анализа 
тех формальных приемов интерполяции, которые применяются 
в этих методах. 

Комбинируя сравнительно сложным образом рецепты амери-
канского и шведского методов, Корби удалось несколько умень-
шить искажения в циклонах, однако неясно, не будет ли давать 
такая комбинированная методика искажений в других бариче-
ских образованиях. 

Применительно к методу оптимальной интерполяции можно 
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рассчитывать на улучшение анализа глубоких циклонов путем 
привлечения данных о ветре. Вместе с тем заслуживают вни-
мания предлагаемые И. А. Четвериковым способы введения 
«коррекций» на основании данных только о геопотенциале. Не 
останавливаясь на этом вопросе подробно, опишем вкратце 
один из предложенных Четвериковым способов. Он представ-
ляет собой как бы способ второго приближения и состоит в сле-
дующем. Данные в узлах сетки, полученные путем оптимальной 
интерполяции, используются для определения значений гео-
потенциала на станциях с помощью схемы с осредненной весо-
вой функцией. Затем составляются разности исходных и только 
что полученных значений геопотенциала на станциях. Эти раз-
ности подвергаются далее оптимальной интерполяции в узлы 
сетки, после чего результаты добавляются к ранее полученным 
значениям. 

Наиболее удобно и логично применение этого способа кор-
рекции в рамках варианта методики, при котором нормы на 
станциях не задаются заранее, а вычисляются по схеме с ос-
редненными весами. В этом случае дело сводится к тому, что 
поле, полученное путем оптимальной интерполяции, принимается 
за поле норм, после чего оптимальная интерполяция произво-
дится вторично. 

Как показывают предварительные результаты испытания 
этого способа, он практически не меняет поле вне глубоких 
мелкомасштабных циклонов, а в районах последних обеспечи-
вает существенное приближение к результатам субъективного 
анализа. 

Однако в настоящее время нельзя утверждать, что введение 
коррекций желательно во .всех отношениях. Дело в том, что 
прогнозы, полученные по данным анализа без коррекции, 
иногда оказываются лучшими, чем по данным с коррекцией, 
причем они во всяком случае не уступают по качеству прогно-
зам, выполненным по данным субъективного анализа. 

По-видимому, вообще для целей численного прогноза нужно 
иметь начальные поля геопотенциала, проанализированные 
с несколько большей степенью сглаживания, чем та, которая 
практикуется в настоящее время синоптиками. Это объясняется 
тем, что прогностические схемы, применяемые в настоящее 
время, базируются на предположениях, выполняющихся приме-
нительно к движениям достаточно большого масштаба, и вклю-
чение мелкомасштабных возмущений способно лишь «засорить» 
прогноз. Поэтому представляется весьма вероятным, что к ре-
зультатам анализа следует предъявлять различные требования 
в зависимости от того, используются ли они в качестве исход-
ных данных для численного прогноза или безотносительно 
к нему. Впрочем, этот вопрос нуждается в дальнейшем исследо-
вании. -
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Рис. 31. Карта АТ85о за 03 часа 8 марта 1961 г. Анализ синоп-
тика ЦИПа. 

Рис. 32. Карта ATsso за 03 часа 8 марта 1861 г. Объективный анализ. 

П Л , С. Гандин 



тика ЦИПа. 

Рис. 34. Карта АТ5оо за 03 часа 8 марта 1961 г. Объективный анализ. 
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Начиная с мая 1961 г. оперативные прогйозы геопотенциала 
поверхностей 850, 500 и 300 мб по трехуровенной схеме 
С. J1. Белоусова [3] стали производиться по данным оператив-
ного объективного анализа геопотенциала этих поверхностей. 
Программа объективного анализа реализуется непосредственно 
перед программой прогноза и требует в несколько раз меньше 
машинного времени, чем последняя. Результаты анализа по-
ступают в соответствующие ячейки накопителя машины в ка-
честве исходных данных для прогноза и одновременно вы-
даются на печать. 

Накопленных д а н н ы х \ е щ е недостаточно для того, чтобы 
можно было выполнить их статистическую обработку. Поэтому 
мы ограничимся рассмотрением серии карт, иллюстрирующих 
успешность объективного анализа полей геопотенциала и его 
использования при численном прогнозе. Эти карты, любезно 
предоставленные нам И; А. Четвериковым, приведены на 
рис. 31—39. 

Рассмотрим сперва рис. 31 и 32, на которых приведены 
карты А Т 8 5 о за 0 3 часа 8 марта 1 9 6 1 г., полученные соответ-
ственно по субъективному анализу синоптика Центрального ин-
ститута прогнозов и по объективному анализу, выполненному 
по описанной программе. Легко убедиться, что эти две карты 
чрезвычайно схожи между собой, различия весьма малы. 
Вместе с тем можно обнаружить некоторые закономерности 
этих малых различий. Н а д районами, хорошо освещенными ме-
теорологическими данными, объективный анализ обнаруживает 
некоторую тенденцию к сглаживанию структуры барических 
образований по сравнению с субъективным анализом. Так, ча-
стный циклон над ETC имеет по объективному анализу более 
правильную форму, чем по субъективному. Мелкомасштабный 
частный максимум на востоке области повышенного давления 
над Западной Европой выявился только при субъективном ана-
лизе и т. п. Однако различия этого рода чрезвычайно малы. 
В частности, во всех этих образованиях первая замкнутая изо-
гипса имеет одно и то ж е значение геопотенциала как по 
субъективному, так и объективному анализу. 

Более заметны расхождения вблизи границ рассматриваемой 
территории, где плотность сети аэрологических станций низка. 
При этом в некоторых местах объективный анализ дает более 
сглаженную картину, чем субъективный (например, по объек-
тивному анализу не получилось замкнутой изогипсы в области 
повышенного давления вблизи юго-восточного угла карты) , 
а в некоторых — более детальную (например, объективный 
анализ привел к появлению замкнутой изогипсы в области 
низкого давления над Турцией, в то время как по субъектив-
ному анализу такой изогипсы не выявилось). Однако и эти раз-
личия сравнительно невелики, причем весьма трудно выяснить, 
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связаны ли они в большей степени с погрешностями субъектив-
ного или объективного анализа. 

К аналогичным выводам можно прийти й при рассмотрении 
рис. 33—36, на которых приведены результаты субъективного 
и объективного анализов за тот ж е срок для поверхностей, 500 
и 300 мб. Однако сглаживание • барических образований объек-
тивным анализом на этих поверхностях проявляется сильнее, 
чем на поверхности 850 мб. Это может быть объяснено отчасти 
увеличившейся пестротой поля, отчасти некоторым уменьше-
нием количества исходных данных с высотой. Впрочем, трудно 
делать сколько-нибудь уверенные выводы на основании анализа 
одного случая. 

В недавней работе Найтинга. Корби, Бушби и Уоллингтона 
[96] произведено сопоставление карт, полученных в результате 
субъективного и объективного анализов, причем последний 
производился по методике Бушби и Хакл [73]. Эта методика 
основана на полиномиальной апроксимации и использует све-
дения как о геопотенциале, так и о ве^ре. Расхождения между 
результатами субъективных и объективных анализов в работе 
[96] заметно превосходят те, о которых говорилось выше, не-
смотря на то что в нашей методике данные о ветре не исполь-
зовались. Это еще раз подтверждает преимущества опти-
мальной интерполяции по сравнению с формальными мето-
дами. ! 

Обратимся Теперь к рис. 37—38, на которых приведены ре-
зультаты численного прогноза АТ500 на сутки, полученного по 
методу С. JI. Белоусова [3]. В качестве начальных полей ис-
пользовались приведенные выше результаты субъективных и 
Объективных анализов. Н а этих картах видно, что результаты 
прогнозов, полученных по субъективно и объективно проанали-
зированным данйым, чрезвычайно мало отличаются друг от 
друга, причем ни о каком более сильном сглаживании прогно-
зов по объективно проанализированным данным говорить 
не проиходится—степень пестроты полей примерно одина-
кова. 

Если сравнить полученные различия с теми, которые приве-
дены английскими авторами [96], то снова можно видеть, что 
в нашем случае различия существенно меньше. Это, впрочем, 
Не обязательно свидетельствует о преимуществах использован-
ной методики, а может быть также связано с определенными 
достоинствами прогностической схемы Белоусова. 

Н а рис. 39 приведены для сравнения данные анализа фак-
тической ситуаций 9 марта 1961 г. Сопоставление этой карты 
с Предыдущими показывает, что различия между двумя прогно-
зами совершенно ничтожны по сравнению с отличиями каждого 
из них от фактического поля, хотя и последние различия отнюдь 
не чрезмерны. 
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Рис. 35. Карта-АТзоо за 03 часа 8 марта 1961 г. Анализ синоп-
тика ЦИПа. 

10 О Ю 20 30 «О 50 60 
Рис. 36. Карта АТзоо за 03 часа 8 марта 1961 г. Объективный анализ. 
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Рис. 37. Численный прогноз AT50o на 03 часа 9 марта 1961 г. по дан-
ным синоптического анализа. 

Рис. 38. Численный прогноз АТ 5 0 0 на 03 часа .9 марта 1961 г. по дан-
ным объективного анализа. 



Рис. 39. Карта АТ500 за 03 часа 9 марта 
тика ЦИПа. 

1961 г. Анализ синоп-

В заключение приведем таблицу статистических характери-
стик оправдываемое™ численных прогнозов, выполненных по 
данным субъективных и объективных анализов, а именно коэф-
фициентов корреляции между предвычисленными и фактиче-
скими изменениями геопотенциала и средних квадратических 
разностей между ними (табл. 17). Из этой таблицы видно, что 

Таблица 17 

Характеристики оправдываемое™ численных прогнозов с 8 на 9 марта 1961 г. 
по схеме С. JI. Белоусова [3], выполненных по данным объективного (о) 

и субъективного (с) анализов 

Поверхность, мб 

Относительная ошибка прогноза 

Коэффициент корреляции 

оправдываемость численных прогнозов, произведенных по дан-
ным объективного анализа, не ниже, а д а ж е несколько выше, 
чем прогнозов, выполненных по субъективно проанализирован-
ным данным. Впрочем, это улучшение весьма невелико и, ра-
зумеется, не может быть признано достоверным на основании 
лишь одного случая. 
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Глава 5 

СОГЛАСОВАНИЕ ПОЛЕЙ 

§ 1. Объективный анализ и согласование полей 

( 0 ) П р и объективном анализе метеодологических полей_ ши-
роко применяется согласование данных о различных метеороло-
гических элементах илн об одном и том ж е метеорологическом 
элементе, определенном различными способами. Так, например, 
данные измерений ветра привлекаются для уточнения сведений 
о геопотенциале изобарических поверхностей, результаты про-

\ гноза "момент 
' времени используются в дополнение к данным наблюде-
) ний и т. п. 
. Согласование полей является важным этапом объективного 

анализа. Дополнительная информация, привлекаемая при со-
гласовании, позволяет получать согласованные .поля, об л ада ю-

; щие существенно "большей' точностью, чем каждое из исходных 
полей до их согласования. Согласованные поля будут удовлет-

• ворять с должной степенью точности тем соотношениям между 
} полями метеорологических элементов, которые должны выпол-
няться в атмосфере. Кроме того, анализ процесса согласования 

! может способствовать выявлению, а затем и устранению или 
| исправлению ошибочных данных. 
™ В существующих методах объективного анализа, нашедших 
практическое применение, согласование полей производится па-
раллельно с их интерполяцией. Рассмотрим вкратце эти спо-

„ С И З В так называемом американском методе объективного 
анализа ' оерущем начало от работы Джилкриста ТГ'Крессмёна 
[8Ь|, согласование полей геопотенциала и ветра производится'^ 
путём использования на основе геострофических соотношений 
данных о ветре., гфй^мйса'нйи поля геопотенциэла вблизи каж-

'дого узла регулярной сетки полиномом заданной .степени. 
В § 1 гл. 3 был рассмотрен вопрос о том, как определить иско-
мое значение геопотенциала (или вообще любого элемента) 
в узле сетки на основе апроксимацйи его полиномом по степё-
ням координат в окрестности этого узла. ^Рассмотрим теперь ' 
ту ж е задачу для случая, когда, помимо данных о геопотеп-

"циале, используются т а к ж е данные о ветре, который считается 
геострофическим. 

Пусть на некоторой территории (практически в небольшой 
окрестности узла сетки) известны значения геопотенциала в I 
точках. Обозначим эти значения Фг (i= 1, 2 , . . . , / ) , а коорди-
наты точек г/i). Пусть, кроме того, в N точках на той ж е 
территории (хп, уп) ( п = 1 , 2 , . . . , N), которые могут отличаться, 
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от точек (Xi, tji) и могут совпадать С ними, известны значения 
ветра. Составляющие ветра по осям х и у в этих точках обозна-
чим соответственно ип и vn-

Наряду с реальным полем геопотенциала Ф введем его 
апроксимацию некоторым полиномом 

Л ^ У ы . 0 ) ф 
Й = 1 

Здесь К — число членов полинома. Его степень равна, оче-
видно, наибольшей из сумм Pift+P2/t при различных к. 

Тогда составляющие геострофического ветра 
^дФ 

и ~ I ду ' V ~ I дх 

(I — кориолисов параметр) будут апроксимироваться выраже-
ниями 

к 

(2) 

1 V D Р2Й-1 
2d a$2kX у 

й = 1 
К 

~ 1 "V о Pi» - 1 p2ft 
v = 7 2 d . У k=\ 

Д л я того чтобы определить с помощью метода наименьших 
квадратов коэффициенты полинома (1), потребуем, чтобы была 
минимальна относительно этих коэффициентов величина 

Е = 2 (ф , - Фг)2 + . 7 * 2 [("* - «*)' + (« . - « Л • (3) 
1-- 1 п= 1 ' 

Здесь Ф{, и„ и vn — значения величин (1) и (2) в соответст-
вующих точках, получаемые подстановкой координат этих точек 
в формулы (1) и (2); Г —константа , характеризующая соотно-
шение весов, придаваемых информации о ветре и геопотенциале, 
и зависящая от точности определения этих метеорологических 
элементов. " 

Д л я упрощения дальнейших выкладок введем сокращенные 
обозначения. Обозначим * " • ' ' " 
" " ' -

Величины Y?t представляют собой «компоненты» полинома (1), 
т . е. его члены без коэффициентов, величины бь и ед — такие ж е 
компоненты, но для полиномов, представляющих производные от 
.—' 
Ф по координатам х н у соответственно. Например, в случае 
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полинома второй степени можно положить: 

Ti = l . Ъ = Тз==У- = 15 = *У, Тб = У2; ; 

8 i==0, 82 = 1, S3 = 0, 84 = 2л, S5 = y, 86 = 0; 

= 0, е2 = 0, е 3 = 1 , е4 — 0, s5 = x , s6 = 2у. 

Значение компонента \>ь в г'-той точке обозначим через 

T« = V l f t y f 2 f t , (4) 
а значения компонентов и ги в я-ной точке — через Ьпи и гпи 

-nk -~ Хп1к Уп21г ~ 1 
( 5 ) ; 

Н а основании (1), (2), (4) и (5) имеем 

к 

= 2 «*Т« ft = i 
к 

и„= — aksnk 
ft = 1 

К 

ft = l 

(6) 

Подставляя (6) в (3) и выполняя возведение в квадрат, по-
лучим ' 

I N 

1=1 п = 1 
К I К N 

- 2 2 2 - ' п г 2 а * 2 ~ 
ft=l 1=1 ft = 1 в = 1 

AT Л" / 
л) + ^ ^J 2 TttT/m + 

ft = l т = 1 • i = l 
К JC N 

• 2 ^ akCtm ^ run nk nmr 

— enkUn) 

+ 72 
(7) 

n = l ft= 1 rn = 1 

Находя отсюда производные от Е по ан и приравнивая их 
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к нулю, получим К уравнений для определения коэффициентов 
полинома аи 

ат liktim^T i^nk^nm + enksntn) 
m = 1 л = 1 

I N 

i = 1 n = l 

Матрица величин 

Hm = ^ TttT/я + ("Т")2 ^ (8 

t = 1 ^ ' л = 1 
ntfinm "Ь ^nk^nm) 

является, очевидно, симметричной. Поэтому будет симметричной 
| и матрица lUhmll, обратная матрице Hxftmll ' \ 
[ Если эта обратная матрица найдена, то, согласно (8), иско- j 
' мыё коэффициенты dk полинома (1) определятся с помощью ; 

формул 
К Г / N 

т = 1 i = 1 л = 1 

(k = \, 2,..., К). (9) 

Поскольку единственной искомой величиной является значе- j 
ние полинома (1) в узле регулярной сетки, то удобно поместить j 
в этот узел начало координат. Тогда, очевидно, Ф о = а ь где а.\ — 
свободный член полинома (1), и потому, согласно (9), 

Фо = 

К / N 
Хш 2 ТШф1 + Т" 2 (bnmV„ - е„ти„) 

т = 1 i = 1 л = 1 

И Л И 
/ 

i = i 

N 

ф 0 = 2 + 2 е л . + 
п = 1 

(10) 

( ( 1 1 ) ) 
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где 

b i 2 hmlim, (12) 

К 

m=z 1 

К 
T 2 = г 

m = 1 
(13) 

К 

^ W w (14) 
m = 1 

_ Здесь представляют собой элементы первой строки 
матрицы llXftmll, которые можно найти путем решения системы 
уравнений 

| Г 1 при k = \ 
ЧшКш = ( о п р и k i 

f Формула (11) выражает значение геопотенциала в узле ре-
г у л я р н о й сетки в виде линейной комбинации данных наблюдений 
над геопотенциалом (Фг) и ветром ('«„ и v„) в окрестности этой 

"точки. При этом веса bi, с п и d n не зависят от данных наблю-
дений, а определяются расположением пунктов наблюдений, 
степенью полинома и принятым значением параметра Т2. 

Проведенные рассуждения легко обобщить на случай, когда 
при применении метода наименьших квадратов данным в раз-
личных точках придается различный вес. Поскольку аналогичное 
обобщение рассматривалось в § 1 гл. 3, мы здесь не приводим 

\ соответствующих выкладок. 
f.3j!B методе Бергторссона и Дёёса [67] геострофщщское 

согласование полей ветра и. давления используется в процессе 
'-введения попрдвок"КТ1^ДВ^рЯТёЛЕному полю. Одна из этих по-

правок*" получается путём линейной экстраполяции геопотен-
циала со станции в узел сетки с градиентом, пропорциональным 
геострофическому ветру на станции. Иначе говоря, соответствую-
щая поправка Ф2 определяется формулой 

Ф2 = Фст + <ЭФ 

g J 
(15) 

ст 

где индекс «ст» соответствует значению на станции, г — вектор, 
соединяющий станцию с узлом сетки, а г — е г о абсолютная ве-
личина; индекс g означает величину составляющей градиента 
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в предположении, что ветер геострофический. Формулу (15) 
можно переписать в виде 

или, если подставить из геострофических соотношений 

( 1 7 > 

Ф2 = ФСТ + / {v c rkx - ястДу), . (18); 

где и и v — составляющие ветра*по осям х и у, а Ах и Ау— при- , 
ращения координат х н у при переходе от станции к узлу сетки-, 

В рассматриваемом методе поправка ф 2 вводится с весом рг. 
зависящим от расстояния г между узлом сетки и станцией. Берг-
торссон и Дёёс принимают эту зависимость в виде 

127 

* * * """ Г < 3 (19) О при г > 3 
где единицей измерения г является 300 км. 

Аналогичный способ согласования геопотенциала, исполь-
зуется в методе, который применяется в настоящее время в опе-
ративной практике 0 1 Ч П США [76]. Отличия состоят в основном 
в использовании более простой, нежели (19), формулы для рг 

V-2 = 

Dl- fl ^ г, 
Л 2 , г 2 при r < Z > 
l )
 (2Q) 

. О при D 

и в том, что поправки (18) вводятся несколько раз при последо-
вательно уменьшающихся значениях «граничного» расстояния Р . 

^ Н П л ! ) Весьма интересный подход к задаче о согласовании псР 
леи различных метеорологических элементов Рыл развит в не-

'давней раооте японского метеоролога с а с а к и [1031. Рассуждения 
"Сас а к и с водятся к следующему'. " " : 

Пусть нам известны поля ряда метеорологических элементов 
$2, •••!%•••, fm в некоторой области атмосферы, которую мы 

обозначим через V. Эти элементы должны удовлетворять неко-
торому количеству соотношений, являющихся следствием урав-
нений динамики атмосферы при тех или иных гипотезах. В об-
щем случае такие соотношения можно записать в виде 

F k { U U • • ' • . / * ) = : О . ( * : = 1 . , 2 (21) 
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_где под Fk понимается некоторый дифференциальный оператор, 
п означает число таких соотношений. 

Предположим, что в действительности для известных нам 
значений элементов fu f2,..., fm уравнения (21) не удовлетво-
ряются. 

Образуем тогда измененные поля элементов 

7 , - - = / / + / ; , (22) 
где через / / обозначены «изменения», т. е̂  разности между из-
мененными и" исходными значениями элементов. ^Потребуем, 
чтобы измененные значения удовлетворяли точно соотношениям 
(21), т. е. чтобы имели место равенства 

п)=о (23) 

и чтобы изменения были минимальными в том смысле, что ин-
теграл по области V от взвешенной суммы квадратов изменений 

т 

М П . 2 « з / ; а ^ (24) (v) / = 1 

чбыл минимальным по сравнению с любым другим выбором 
функций, описывающих изменения f i . Здесь a j 2 — множители, 
зависящие от того, какой вес мы придаем данным о каждом эле-
менте. 

Таким образом, приходим к так называемой изопериметри-
ческой задаче вариационного исчисления, т. е. к задаче оботыс-

^KaHra^yHiTiw^ о б р а щ а ю п щ ^ 
летворяющих дополнительным соотношениям (23). 

В" рабЭтё"^Сасаки этот общий подход применён к двум слу-
чаям согласования полей геонотенциала Ф, ветра и, v и темпе-
ратуры Т: на основе гипотезы квазигеострофичности и на "ос-
нове гипотезы квазисоленоидальности. В обоих случаях исполь-
зуется, кроме того, гипотеза квазистатичности. Мы ограничимся 
рассмотрением первого из этих случаев. В этом случае изме-

ненные поля Ф, и, v и Т должны удовлетворять уравнениям 
геострофического ветра 

<-' 1 дФ 1 дФ /осч 

и уравнению статики 

-«ад 
Здесь х и у — горизонтальные координаты, р — давление, 

используемое в качестве вертикальной координаты, R — газовая 
постоянная для воздуха, / — кориолисов параметр. 
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! ] 
Уравнения (25) и (26) играют роль соотношений (23) общей ' 

теории. 
Д л я упрощения дальнейших выкладок введем вместо р не-

зависимую переменную rj соотношением 

^ = _ # In £ (/> = const). 

Тогда уравнение (26) примет более простой вид ; 

arj (27) 

Переходя в уравнениях (25) и (27) к исходным полям Ф, и, 
v, Т и изменениям Ф' , и', v\ Т' с помощью формул (22) 

. f ^ r + T ' , ' ( 2 8 ) ф = ф - | _ ф ' ) и — и-{-и', v = v + v' 
получим 

: и! — г ^ г - — и 1 <?Ф' 
I ду I ду 

, 1 дФ' . 1 дФ v =-г -з v 4- т т -I дх ' I ах 

rj,, дФ' т _1_дф 

ду дц 

(29)) 

Образуем теперь для нашего случая интеграл / . Так как оче- ; 
видно, что данным о двух составляющих ветра и и v следует 
придавать одинаковый вес, то формула (24) будет иметь вид 

/ = Ш [ « ? («,2 + V'2) + «2Ф /2 + « в г 2 ] dxdy dn. (30) 
(V) 

Необходимым условием минимума интеграла (30) является 
равенство нулю его вариации 

S/ = 0. (31) 
Подставляя (30) в (31), получим 

j j j [ а2 [и'Ьи' + v'W) + а\ Ф'8 Ф' -}- а | Т'ЪТ'] dx dy d-ц = 0, (32) 
(V) 

. где б и', bv'r 6Ф' и б Т — вариации величин и', v', Ф ' и Т' . На ос-
новании соотношений (29) легко" найти соотношения между 
этими вариациями, а именно 

Ъи,'-. 1 
I ду 

I дх 

ЬТ' =' д-п 

(33) 
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Подстановка (33) в (32) дает 

a-* J J |ф'йф' dx dy d-q • %f j j J у dx dy dr> + 
(V) . . (V) • 

+ a i J Я T ^ а У + аз J j J T ^ d x d y d ^ 0. (34) 
(10 (V) 

^Предположим теперь, что на поверхности, ограничивающей 
объем V, вариация 6Ф' обращается в нуль, и выполним во всех 
интегралах левой части (34), кроме первого, преобразование 
типа интегрирования по частям 

Я Ш ^ Н 5 " ) d x d y d r i ~ 

(Ю .. (V) 

(V) 

(у) (10 
- S n M ^ m ' d x d y d r > ' (У) 

j j j r ^ d x d y d 7 ) = j j j - ^ ( r m O d x d y d v ~ 
(V) (V) 

- j j j w ? J * ' d x d y d r ' -
' \ V . (V) 

Но первые члены правых частей в написанных тождествах 
равны нулю. Действительно, выполняя .в каждой из них интегри-
рование но соответствующей переменной, получим интегралы, 
в подынтегральные функции которых войдет множителем зна-
чение 6Ф' на границе области V, равное, по нашему предполо-
жению, нулю. Учитывая это и подставляя получающиеся соотно-
шения в уравнение (34), преобразуем его к виду 

(Ю 
xi ду ^ l J а1 дх\1 ) аз дт, + 

ЬФ' dxdydt] — 0. (35) 

^ Т а к как вариация 6Ф' произвольна, то уравнение (35) удов-
летворяется только в том случае, если равно нулю выражение 
в квадратных скобках, т. е. 

( 3 6 ) 
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Уравнение (36) в совокупности с соотношениями (29) обра-
зует систему четырех уравнений для определения четырех функ-

" 'цийи' , v', Т и Ф' . Поэтому с получением уравнения (36) задачу 
"можно считать в принципе решенной. Действительно, после 
определения упомянутых функций поля измененных элементов 
сразу найдутся с помощью соотношений (28); 

Можно еще, комбинируя (36) и (29), получить одно уравне-
ние для определения изменений Ф ' поля геопотенциал ^ Н а п р а в -
л я я ось у к северу и вводя обозначение для параметра Россби 

" dy ' 

получим следующее уравнение: 

V +UJ дг,2 I ду 

(37) 

= + + + (38) 

где 

v дх2 1ду2' 

q dv да 
' дх ду ' 

Заметим, что Сасаки получил уравнение несколько более 
частного вида . Его уравнение получается из (38), если пренеб-
речь зависимостью параметра Кориолиса от широты, т. е. поло-
жить 0 = 0 . - \ ^ 

Если производится согласование только геопотенциала и 
ветра, без привлечения данных о температуре, то уравнение (38) 
принимает несколько более простой вид 

" V 2 _ + (39) 

Поскольку правая часть уравнения (38) или (39) содержит 
лишь характеристики исходных, несогласованных полей и по-
тому может считаться известной, Для нахождения изменений Ф ' 
из этого уравнения необходимо еще задать граничные условия. 
Такими условиями должно служить задание (в частности, обра-
щение в нуль) искомых изменений на границах рассматриваемой 
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с I 
; части пространства. Однако, как замечает Сасаки, для участков,! 
расположенных далеко от этих границ, можно приближенно! 
требовать выполнения «локальных» граничных условий, 

j ja именно обращения в нуль средних значений величин Ф' , « ' , . . . j 
на окружностях (или сферах) достаточно большого радиуса, 
окружающих каждую рассматриваемую точку. Локальные гра-
ничные условия, как известно, широко используются в современ-
ных расчетных методах прогноза. Н а подобных ж е основаниях 
такие условия применимы при согласовании полей геопотен-^ 
циала и ветра. / ' 1 

С" 1.5. Анализируя изложенные способы согласования полей 
! геопотенциала и ветра при их объективном анализе, можно ви-

деть следующее. Д л я способов согласования, принятых в аме-
риканском и шведском методах, характерно, во-первых, что со-
гласование проводится одновременно с интерполяцией и, во-вто-
рых, что согласование основано на формальных приемах, почти 
никак не связанных со свойствами согласуемых полей. 

\ ^Имеется множество причин, в силу которых параллельному 
i выполнению интерполяции и согласования следует предпочесть 
[ последовательное проведение этапов — сначала интерполяции, 
| затем согласования. Упомянем, в частности, следующее. 
9 ' 1) В зависимости от характера последующих задач может 

проводиться различное согласование проинтерполированных 
полей. Если использовать результаты анализа в качестве исход-

Co ных данных для численного прогноза, то согласование исходных 
^ У^ полей должно соответствовать прогностической схеме. Напри-
х мер, для квазигеострофических прогностических схем естест-

венно проводить геострофическое согласование начальных по-
лей, для квазисоленоидальных схем — н а основе так называе-
мого уравнения баланса, для схем, использующих агеострофиче-
ские соотношения, — на основе этих соотношений и т. п. Разу-
меется, такую вариацию способов согласования значительно 
удобнее осуществлять, если оно проводится после интерполяции 
согласуемых полей, а не параллельно с ней. 

\ 2) По мере уточнения существующих представлений о свой-
; ствах метеорологических полей, естественно, будут возникать 

возможности усовершенствования методики их объективного 
анализа. При этом вполне вероятны такие обстоятельства, когда 
потребуется изменить методику интерполяции полей, не изменяя 
методики их согласования, и наоборот. Такие изменения значи-
тельно легче будет осуществлять, если интерполяция и согла-

; сование производятся не параллельно, а последовательно. 
т 3) При посл едовательном проведении указанных этапов ста-

| j н о в и т с я в о з м о ж н ы м производить согласование полей только по 
I "данным в регулярной сетке точек. Это существенно упрощает 
J процедуру согласования и увеличивает его возможности. В част-

"ности, можно видеть, что использование уравнений, выведенных 
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Сасаки, мыслимо практически только на основании данных в ре-
гулярной сетке точек. Действительно, определение дифферен-
циальных характеристик несогласованных полей, входящих; 
в правую часть уравнения (38) или (39), по данным на нерегу-j 

j лярной сети станций вызвало бы весьма большие трудности к а к ) 
v принципиального, так и, особенно, практического характера. 

Что касается формальности используемых способов согласо-
вания полей геопотенциала и ветра, то она состоит в том, что 
рассматриваемые способы не только не используют сведений п<э 
структуре согласовываемых полей, но зачастую противоречат 
им. В частности, как указал М. И. Юдин [56], описание полей 
давления (геопотенциала) и ветра на основе полиномиальной 
апроксимации и геострофических соотношений противоречит са-

_мым[_элементарным представлениям о статистической структуре 
полей этих элементов. 

. Значительно более строгим является подход к задаче согла-
j сования полей, предложенный в описанной выше работе Сасаки,, 

однако и этот подход не свободен от недостатков. 
Во-первых, результаты применения метода, развиваемого 

Сасаки, существенно зависят от соотношений весов и . 
Между тем Сасаки не дает никаких указаний о выборе этих 
весов; упоминая лишь, что они должны зависеть от точности 
данных'' о согласовываемых элементах. Очевидно, отыскание 
наилучших значений весов является задачей, которую необхо-
димо решить для того, чтобы рационально применять предлагае-
мую методику. 

Во-вторых, уравнения (38) и (39) являются сравнительно 
сложными д а ж е для их реализации по данным в регулярной 
сетке точек. Использование ж е этих уравнений для согласования 
данных на станциях, образующих нерегулярную сетку точек, 
связано с трудностями не только практического, но и принци-
пиального характера. 

По этим причинам в следующем параграфе рассматривается 
подход к согласованию полей геопотенциала и ветра и вообще 
к"согласованию любых полей, отличный от изложенных выше. 

§ 2. Оптимальное согласование метеорологических полей 

(2.1^В гл. 3 был рассмотрен способ интерполяции метеороло-
гических полей, который был назван оптимальной интерполя-
цией. Этот способ основан на минимизации средней квадратиче-
ской ошибки интерполяции и использует сведения по статистиче-
ской, структуре интерполируемого элемента. Как показано 
в гл. 4, оптимальная интерполяция дает, вообще говоря, суще-
ственно лучшие результаты, чем другие способы интерполяции. 

Естественно поэтому попытаться и к вопросу о согласовании 
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метеорологических полей подойти с той ж е точки зрения мини-
мизации средней квадратической ошибки. 

" " Пусть имеются поля двух метеорологических элементов <р и 
ajj, и пусть мы имеем сведения об этих двух полях с некоторыми 

' ошибками, т. е. знаем не величины ср и if>, а величины 

? Ф = ф - + - 8 ф . ( ! ) 

г д е и —ошибки определения элементов <р и о|з. Пусть 
далее с заданным коэффициентом корреляции выполняется про-
стое , соотношение 

? = (2) 
так что наряду со статистическими характеристиками полей <р и 
•ф и их ошибок б ¥ и бф известны также характеристики стати-
стической связи величин <р и д|э. З а д а ч а состоит в том, чтобы на 
основании этих сведений определить «истинные» значения Ф и 
•ф с наименьшей средней квадратической ошибкой. 

; Эта задача аналогична известной задаче фильтрации случай-
ных последовательностей (см., например, [58]) и может рассмат-
риваться как некоторое ее обобщение. Именно, в задаче о филь-
трации речь идет об одной случайной последовательности, а не 
о двух. Уменьшение ошибокдостигается при этом за счет при-
влечений данных при других значениях аргументов,, т. ё.*в"нашем' 

' с л у ч а е — . з н а ч е н Щ ц ^ е о р о л о г и ч е с к о г о элемента д других точ-
д&Х, При согласовании'"'полей таЩеТаожно привлечь данные 
в других точках, помимо рассматриваемой, и тогда_переход от 
фильтрации к согласованию представляет собой вполне очевид-

н о е обобщение задачи. Весьма существенно, Однако, что согла-
сование в противоположность фильтрации можно производить 
и в*простейшем, «одноточечном» варианте, т. е. уточнять данные 
о ф и ф только по их значениям в одной точке. 

" То обстоятельство, что мы рассматриваем лишь величины, 
между которыми выполняется обязательно «корреляция типа 
равенства» (2), а не какое-либо более общее соотношение,' 
в действительности лишь слабо ограничивает общность поста-
новки задачи. Действительно, если вместо (2) должно выпол-
няться с заданной точностью соотношение общего вида 

F('r,b) -Л), : ; (3) 

то мы все равно придем к условию (2), если только уравнение 
(3) есть уравнение с разделяющимися переменными, т. е. если 
оно представиМо в виде 

=F2( 'b). , - (4) 
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Именно, мы тогда примем Fi (<р) и Р 2 ("ф) за те два элемента,, 
которые подлежат согласованию. В результате получим согла-
сованные поля не элементов <р и я|з, а функций / ^ (ф) и /72,(1Ф), 
а д л я того чтобы перейти к согласованным <р и •ф, надо еще-
выполнить обращение функций Fi и В частности, если 
в F1 и F2 входят значения элементов в нескольких точках, то> 
обращение их сведется к решению соответствующих разностных 
уравнений. 

Лишь в случае, когда переменные в соотношении (3) не раз-
деляются, т. е. оно не может быть представлено в виде (4), 
задача согласования полей является более общей, чем сформу-
лированная выше. Н о такие случаи при объективном анализе 
метеорологических полей, как правило, не встречаются. 

Заметим еще, что, поскольку сформулированная з адача 
вполне симметрична относительно элементов <р и aj), достаточно-
искать согласованные значения только одного из этих элемен-

j ^ B j ^ n g i H M e p ^ . ^ 
^2.2.) Рассмотрим сначала общий случай согласования полей 

по данным во многих точках. Именно, пусть известны значения 
— V " . . . , . . • . . - " • • • " • - • • ' - -v . . -

Ф в п точках, которые мы снабдим индексами i= 1, 2 , . . . , п, 
а значения — в т точках k=\, 2 , , . . , т, возможно, совпа-
дающих, полностью или частично, с предыдущими. Будем искать-
значение ф в некоторой точке с индексом 0, которая" может сов-
падать или не совпадать с какой-либо из перечисленных выше 
точек, в виде линейной комбинации 

<Ро: 2 а M i + 2 , i = 1 к = 1 
(5) 

где di и bu подчиним требованию, чтобы средний квадрат 
" ошибки такого представления 

Е = <Ро 2 + 2 ь * ь ,1=1 к=% 
(6) 

был минимальным. 
Выражение (6) можно переписать в виде 

Е = ?о - 2 2 a &o?i - 2 2 b*rof* + 
i = 1 k= 1 

+ 2 2 a / 0 / f / f y + 2 2 M z f * f / + 2 2 2 « A f i f * 
i=i j=i ft=ir=i i=i k=i 
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или на основании (1) 
" " " .'" л т 

i = 1 k = 1 
п я 

+ 2 + i = 1 / =1 
т т 

+ 2 2 w ^ + M ^ + M + v л—11 = i 
я т 

+ 2 2 2 ( ? , + » * ) (<•*+*•») • <7> i=i k =1 
где, например, 6ri означает ошибку определения величины <р2-, 
т. е. величины ф в г-той точке. Сделаем теперь ряд предположе-
ний о статистических характеристиках рассматриваемых полей 
и ошибок их определения. Как и ранее (см. гл. 2) , ошибки бу-
дем считать случайными в том смысле, что они не коррелируют 
"ни с истинными значениями элементов 

= = = (8) 

ни между собой в различных точках 

= 0 (кф1) 

ни между собой для различных элементов 

(9) 

0 ° ) 
В силу (8), (9) и (10) выражение (7) примет вид 

— -•- _ . . • - . . . , и т 
E=Jl~ 2 2 - 2 2 + 

i = 1 к = 1 
п п п m m 

+ 2 + 2 a > l + 2 2 b * b t W i + 
i = Vj=\ i = l ft=lZ=l 

m n m 
+ 2 ^ 1 + 2 2 2 a f i * W * > ( " ) 

fc = 1 i = 1 fe = 1 
где 

02 __ "82" T2 _ i V> ft 41ft 

Представляют собой средние квадраты ошибок. 
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Относительно самих величин <р и 1|з предположим, что сред-
ние значения их равны нулю; практически это означает, что 
"вместо самих значений элементов все время рассматриваются 
отклонения их от нормы. Тогда можно с большой степенью 
точности считать поля ф и однородными и изотропными в от-

"нбшении моментов второго порядка. При этом 

<р8=,р2=:<р», Ф1== Ф/ =Ф а » 

а средние произведения вида ф^ф3-, ф ^ и г]3йг|зе зависят только 
от расстояний между соответствующими точками./ Соответст-

венно" этому введем безразмерные величины, а именно: 
нормированную автокорреляционную функцию для ф 

/1 ov 
Ъ ' - ^ Г ' ( 1 2 ) 

нормированную автокорреляционную функцию для 

= v f , ( 1 3 > 

нормированную взаимную корреляционную функцию 

• r „ = J B l = - , (44) 
У <р2 ф2 

нормированные средние квадраты ошибок («меры ошибок») 
определения ф и i|) 

меру ошибки согласования 

s = 4 , (1б> 

отношение дисперсий -ф и ф 

= (17) 
(f 2 ... 

С помощью обозначений (12—17) перепишем формулу (11) 
в виде" * •" 

п т 

8 = 1 — 2 2 1 - 2Х 2 V o * + 
г = 1 ft =i 

п п п mm 

+ 2 2 w w + 2 a h i + Х 2 2 2 ; =. 1 j=i i=i * = i i = i 
m n m 

+ ^ 2 ^ f t + 2^ 2 2 aArik- (18) 
ft = 1 i = 1 ft = 1 



Заметим, что некоторые из введенных предположений не яв-
лялись необходимыми, а были приняты лишь на основании 
соображений об использовании полученных теоретических фор-
мул для согласования конкретных метеорологических полей. 

Условия минимума е по отношению к коэффициентам а* и 
bh приводят к системе /?г-Ьп линейных уравнений """"•"" 

( 1 9 ) 
2 + v f l i + V 2 А = Pw (/ = 1 , 2 , . . . , п) 

j=l ft=I 
п т 

2 r i k a i + 1 2 v u b i + Х С А = roft = 1, 2 т ) 
i = 1 I = 1 

с помощью которой выражение (18) может быть приведено 
к простому виду п т 

е = 1 - 2 aiPoi - Х 2 bkrok- (20) 
- ч /=i k = 1 
2.3. Если статистические характеристики полей up и г|э и оши-

бок, фигурирующие в системе (19), известны, то решение ее не 
представляет трудностей. После этого по формуле (20) можно 
оценить и меру ошибки согласованного значения <ро- Само это 
значение определится по формуле (5). 

Аналогичным образом Согласованное значение "фо можно 
найти по формуле 

• Ф о = 2 + " (21) 
1 1 = 1 

где коэффициенты bh' и а/ определятся из системы уравнений: 
т в 

2 V*IB'I + + " Г S R « A ' ' = V°FT (Л = 1, 2 , . . . , ДА) 
i = 1 i = 1 

т п 

2 r'kb» + ~Г S ^ + 4 - = Г0/ (* = 1, 2 , . . . , я ) 
k = 1 

(22) 

а мера ошибки согласования (отнесенная к -ф2) найдется по 
формуле 

е' = 1 - 2 ~ а>г°г ( 2 3 ) 
fe = i £= г 

Подчеркнем тот очевидный факт, что в результате согласо-
вания получаются два, вообще говоря, различных значения 

(фо и ^ . . И с к л ю ч е н и е составляет лишь случай, когда ф и -ф 
лредставляют собой значения одного и того ж е элемента, но 
184 , "7"" 



определенные различными способами. В этом случае, очевидно, 
Х = 1 и, кроме того, корреляционные функции ц, v и г совпадают 
друг с другом. Тогда и система (22) совпадает с системой (19), 
так что я|)о=фо- Практически такой случай может встретиться, 
например, если строить два поля высоты изобарической поверх- ; 
JIOCTH : определенной по температуре из уравнения статики и 
найденной радиолокационным методом. Согласование измерен-
ных и прогностических значений также может рассматриваться 
"как согласование одних и тех ж е значений, но определенных 
различными путями. В случае ж е если, например, согласуются; 
значения реальной и геострофической функции тока 1 , мы в pe-s 

зультате получим два поля — поле геострофической функции; 
тока, согласованное со значениями реальной функции тока, и ; 
поле реальной функции тока, согласованное со значениями ] 
геострофической функции тока. 

В связи со сказанным отметим еще следующее обстоятель-
ство. Ж е л а я сравнить между собой два каких-либо элемента, 
обычно требуют, чтобы значения этих элементов были опреде-
лены независимым образом. По таким независимым значениям 
определяют меры связи полей двух элементов, например, сред-
нюю кёадратическую разность, коэффициент корреляции и т. п. 
Но такая процедура законна только в том идеальном случае, 
когда ошибки определения обоих элементов равны нулю. Нали-
чие ж е этих ошибок существенно и притом систематически 
искажает результаты. В частности, если ошибки случайны, то 
расхождения между двумя элементами оказываются завышен-
ными: средняя квадратическая разность получается больше ее 
действительного значения, а коэффициент корреляции — меньше.. 
Ж е л а я ж е получить правильные результаты, необходимо сопо-
ставить между собой не независимо определенные, а согласован-
ные значения двух элементов, которые лишь в минимальной. 
дере-Д}скажены влиянием ошибок наблюдений. 

(2.4] Выведенные выше формулы позволяют производить при 
объективном анализе метеорологических полей согласование 
о д н о в р е м е н н о с интерполяцией их в узлы регулярной сетки. 
'Однако практически объединять эти два процесса неудобно, по 
крайней мере в настоящее время. Действительно, взаимные кор-
реляционные функции метеорологических элементов изучены , 
еще чрезвычайно слабо. Кроме того, использование формул 
типа (19) приводит хотя и к элементарным, но сравнительно 
громоздким выкладкам. Например, чтобы проинтерполировать. 
отдельно элемент <р и элемент г|) нужно решить две системы — 
порядков пят. Система ж е (19) есть система порядка т+п, и 

1 Под реальной функцией тока здесь понимается функция тока соленои-
дальной части реального ветра. 
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> решение ее займет существенно больше времени. Далее , если 
выполнять согласование после интерполяции в узлы регулярной 
сетки, то легче выявить ошибочные данные. Именно, сильное 
расхождение между согласованным и несогласованным значе-
нием элемента в узле сетки может служить одним из признаков 
наличия ошибок в исходных данных. Наконец, особенно сущест-
венно то обстоятельство, что после выполнения оптимальной 
интерполяции полей в узльГ регулярной сетки сравнительно 
точное согласование их может быть произведено весьма про-
стым путем. Речь идет об одноточечном согласовании, т. е. 
о получении согласованных значений ср и в некоторой точке 
по данным об этих элементах только в этой ж е точке. 

Разумеется «многоточечное» согласование должно, по край-
ней мере в принципе, давать результаты более точные, чем 
одноточечное, за счет использования дополнительной информа-
ции о взаимной корреляционной функции при расстояниях, от-
личных от нуля. Однако ввиду отсутствия сведений о взаимных 
корреляционных функциях многоточечное оптимальное согласо-
вание в настоящее время практически неосуществимо. Кроме 
того, можно думать, что переход от многоточечного согласова-
ния к одноточечному не будет связан с большой потерей точ- , 

fности. 
Г Действительно, в отношении оптимальной интерполяции 
I было доказано (см. § 3 гл. 3) , что введение фиктивных станций 

не изменяет ее результатов. Применительно ж е к согласованию 
значения элементов ф и г|з в других точках, полученные ранее 
путем оптимальной интерполяции, в известной мере аналогичны 
значениям в фиктивных станциях. Иначе говоря, если привлече-
ние данных об элементе ф в точке В ничего не дает для уточне-
ния элемента ф в точке А, полученного путем оптимальной 
интерполяции, то можно думать, что сведения о ф и т|з в точке 
В окажутся мало полезными и для согласования оптимально 
проинтерполированных значений этих элементов в точке А. 

По всем этим причинам возможности одноточечного согласо-
вания полей заслуживают детального рассмотрения. 

Формулы Для такого согласования получаются из общих 
формул, выведенных в п. 3, как простейший частный случай. 
Именно, в этом случае 

СР = А С Р + £ Ф , ( 2 4 ) 

Где а и Ь находятся из системы уравнений 

(\+ri)a + lrb = l | 
га + Ц1 J 

186-



( г = r 0 0 — коэффициент корреляции между ф и ij)), т. е-
1 + е—/-а а — (1 + т,)(1 + е ) - г 2 

a = J " L 
( 2 6 ) 

X ( 1 + т,) ( 1 + Q — Г2 

а мера ошибки согласования е равна 

е = 1 - а — \гЬ. (27) 
Формулы (26) и (27) весьма просты и позволяют легко вы-

полнить согласование, если известны меры ошибок г] и £,, коэф-
фициент корреляции г и отношение изменчивостей К. 

Проанализируем эти формулы. 
Если ф определяется совершенно точно (г ]=0) , то 6 = 0, а = 1 

и е = 0, т. е. в этом случае никакой нужды в данных о яр нет. 
Вес данных о i|) при прочих равных условиях тем больше, чем 
больше ошибка определения ф и чем больше коэффициент кор-
реляцйи г. Этот вес весьма просто связан с относительной из-
менчивостью «второго» элемента Л: произведение ЬХ от X не 
зависит. Не зависят от X ни вес «первых» данных а, ни ошибка 
согласования е, поскольку она содержит лишь произведение Ь%. 

Если £ = 0 , г = ± 1 и г\Ф0. то а—0, т. е. данные о первом эле-
менте не нужны, если второй элемент определяется совершенно 
точно и между <р и ч|з имеет место точная линейная прямая или 
обратная связь. Соответственно этому вес первых данных тем 
больше, чем менее точно меряется и менее точно коррелирует 
с ними второй элемент. 

Если ф и /ф представляют собой значения одного и того ж е 
элемента, но определенные различными путями, то r=X— 1 и 
формулы (26) и (27) принимают вид: 

а- Z 

ъ — 

ч + £ + (28) 

Ч + С.+ ЧС # 

• (29) 

Из формулы (29) видно, что согласование полей сущест-
венно уточняет результаты анализа. В частности, сколь бы ве-
лики ни были г) и величина е всегда меньше единицы. Впро-
чем, более реальным является случай, когда г\ и £ малы. Тогда 
уменьшение квадрата ошибки происходит в отношении 

Л v + ' 
е ~ £ 
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которое может неограниченно расти с ростом точности дополни-
тельно привлекаемых данных. 

(2.5^5 Формулы (26) и (27) дают возможность производить 
^ г л а с о в а н и ё полей, если известны статистические характери-
стики истинных полей <р и яр. Более доступны, непосредственному 
определению характеристики измеренных полей ф и яр. В рам-
ках принятых нами предположений (8), (9) и (10) между ха-
рактеристиками этих двух родов существуют простые соотно-
шения. 

Величина 
а2 

' Л : " ? 

есть мера ошибки q> по отношению к дисперсии истинного 
значения ср. Аналогичная мера ошибки ф по отношению к дис-
Персии измеренных значений ф будет 

а2 с2 

откуда 

2 ¥2 + о2 1 + 11' 

- 4 = ! ^ ; (3°) 
Аналогично 

С 
1 — " 

Совершенно так ж е по аналогии с 

(31) 

~\F ^ 
введем величину, характеризующую отношение изменчивостеи 
•ф И Я|3, 

т. е. такую, что 

X 

Наконец, коэффициент корреляций измеренных значений г ' 
связан с коэффициентом корреляции истинных значений г соот-
ношением 

г = ' г ' - • (33) 
У О - Y ) ( 1 - С ) 
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Подставляя соотношения (30) — (33) в формулы (26) и 
(27), получим выражения 

по которым удобно производить вычисления, но анализ которых 
затруднен тем обстоятельством, что величины г ' и содержат 
в себе влияние ошибок наблюдения. Любопытно, в частности, 
что формулы (34) не содержат меры ошибки £', хотя результат 
согласования, конечно, зависит от точности, с которой известно 
значение а|). 

ч 2.63 Приведем пример согласования полей. На рис. 40 при-
веден ' участок пол суточных изаллогипс АТ300 за период 
с 3 час. 20 октября до 3 час. 21 октября 1959 г., построенный 
по данным наблюдений (а) и по результатам прогноза (б) пу-
тем имитации графического метода на вычислительной машине 
«Урал-1», выполненного Л. В. Руховцом. 

Как показано в гл. 4, мера ошибки tj анализа высоты по-
верхности 500 мб над хорошо освещенной территорией состав-
ляет около 0,04. Можно думать, что для поверхности 300 мб 
точность несколько ниже. Примем rj = 0,05. Но мы имеем дело 
не с самой высотой, а с ее изменениями за сутки. Это скажется 
на значении т] двояким путем. Так как суточные изменения по-
лучаются вычитанием из одного значения Е ш другого, то квад-
рат абсолютной ошибки, а с ним и rj нужно увеличить вдвое. 
Кроме того, нам нужна теперь мера ошибки по отношению 
к дисперсии не самой высоты, а ее межсуточных изменений. 
Д л я поверхности 300 мб дисперсия межсуточных изменений 
геопотенциала составляет по ориентировочным оценкам около 
70% дисперсии геопотенциала. Поэтому нужно еще разделить 
г] на 0,7. В результате получим r i=0,14. 

Что касается меры ошибок прогностических изменений £, то 
поскольку эти ошибки велики, можно с достаточной точностью 
принять £ равным квадрату относительной ошибки прогноза, 
который составляет примерно от 0,5 до 1. 

'Мы рассмотрели два крайних случая: случай наименьшего 
влияния прогностических значений (ri = 0,10; £=1,00) и случай 
наибольшего их влияния ( r j=0,20; £=0 ,50) . Подсчеты по фор-
мулам (44) и (45) дали для первого случая а=0 ,833 ; 6 = 0,083; 
8 = 0,083, а для второго а = 0,625; 6=0 ,250 ; е=0 ,125 . Естественно, 
что во втором случае имело место значительно большее сниже-
ние ошибки в результате согласования (0,125 по сравнению 

а 

Л I _ f 

У (1 — ц'-г* 2) 
( 1 - Ч ' ) < 1 - г ' 2 ) 

(34) 
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Рис 40. Карты изаллогипс 300 мб за сутки с 03 часов 20 октября 
1959 г.: 

а — диагностическая, б — прогностическая. 



Рис. 41. Согласованные поля изаллогипс поверхности 300 мб за 
сутки с 03 часов 20 октября 1959 г. 

а) Т)=0,10; С = 1.00: б) i) =0,20; С =0,50. 



с 0,200), чем в первом (0,083 по сравнению с 0,100). Поля, по-
лучившиеся в результате этих двух вариантов согласования, 
показаны на рис. 41. 

Можно видеть, что различия полей наблюденных и прогно-
стических изменений высоты заметно сказались на обоих согла-
сованных полях. Как видно на рис. 40, основное различие 
между наблюденным и прогностическим полем состоит в нали-
чии в юго-западном секторе района сильно выраженного про-
гностического ядра падения, не подтвердившегося данными 
наблюдений. Этот факт привел к тому, что на обоих согласован-
ных полях (рис. 4 1 а и б) язык отрицательных изменений Нзоо 
распространился дальше к югу по сравнению с рис. 40 а. Кроме 
того, вблизи западной границы района градиенты изаллогипс 
Нзоо получились в результате согласования с прогнозом сущест-
венно меньшими, чем по данным наблюдения. Имеются и дру-
гие, менее выраженные различия. 

Вместе, с тем сравнение рис. 41 а и б показывает, что; не-
смотря на отличие значений в ряде точек, общая конфигурация 
изаллогипс в этих двух вариантах согласованного поля отли-
чается весьма мало. Это показывает, что, изменяя параметры 
согласования в сравнительно широких, но разумных пределах, 
можно рассчитывать, что эти изменения мало повлияют на ре-
зультат согласования. 

§ 3. Исключение грубых ошибок при объективном анализе 

3.1. Значения метеорологических элементов никогда не бы-
вают известными с абсолютной точностью — всегда имеются 
ошибки, искажающие в той или иной мере эти значения. 
В большинстве своем эти ошибки сравнительно невелики и мо-
гут считаться случайными. Способы учета наличия таких оши-
бок в процессе объективного анализа обсуждались выше. 

Наряду с такими небольшими ошибками, присущими, по 
сути дела, всем данным, встречаются также ошибки, весьма 
большие по величине. Такие грубые ошибки присущи лишь 
малой части всей имеющейся информации. Они могут быть вы-
званы различными причинами: неисправностью приборов, по-
грешностями первичной обработки и кодирования сообщений, 
искажениями на линиях связи и погрешностями раскодирова-
ния и наноски данных (если эти последние процедуры выпол-
няются вручную). 

При анализе карт, производимом вручную, грубо ошибоч-
ные данные стремятся исключать или, если это возможно, 
исправлять. Понятно, что наличие грубых ошибок в исходных 
данных может существенно повлиять и на качество объектив-
ного анализа. Поэтому исключение грубых ошибок должно 
явиться важной составной частью объективного анализа. 
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Автоматизация исключения грубых ошибок представляется 
особенно важной потому, что ни в чем ином не проявляется столь 
сильно субъективность анализа, как в ртбраковке данных, пола-
гаемых ошибочными. Иногда синоптик бракует отдельные дан-
ные по той лишь причине, что иначе не реализуются его пред-
ставления о том, как должен протекать процесс, хотя эти 
представления вполне могут быть оспариваемы. В связи с этим 
важно разработать объективные критерии, позволяющие вполне 
однозначно заключить, следует ли считать то или иное значение 
метеорологического элемента истинным или ошибочным. 

Разработка таких рекомендаций была бы значительно об-
легчена, если бы имелись статистические исследования, касаю-
щиеся грубых ошибок. В частности, большой интерес с этой 
точки зрения представляло бы изучение повторяемости ошибок, 
обусловленных различными причинами, взаимосвязей грубых 
ошибок в значениях различных метеорологических элементов, 
путей их выявления и исправления, используемых синоптиками. 
К сожалению, в настоящее время почти нет данных такого 
рода. Имеется лишь указание сотрудников Объединенного 
центра численного прогноза погоды США [109], что около 50% 
общего числа грубых ошибок обусловлено погрешностями пер-
вичной обработки и кодирования данных вертикального зонди-
рования атмосферы, около 25% — искажениями на линиях 
связи и около 25% —погрешностями раскодирования и наноски. 
Разумеется, этих сведений недостаточно для того, чтобы на них 
можно было основывать методику исключения грубо ошибочных 
данньщ. Однако они показывают, что многих ошибок удастся 
избежать после перехода к объективному анализу, понимае-
мому в широком смысле. Действительно, тогда раскодирование 
и вообще обработка сообщений будет производиться с помощью 
вычислительной машины и, следовательно, этот источник оши-
бок, дающий в настоящее время около 25% всех грубых оши-
бок, практически отпадет. 

3.2. В методах объективного анализа метеорологических по-
лей, предлагавшихся различными авторами, предусматривались 
определенные возможности обнаружения и исключения грубо 
ошибочных данных. Так, Джилкрист и Крессмен [86] предло-
жили параллельно с объективным анализом производить на-
носку данных на карту и их обработку вручную для устранения 
грубых ошибок, после чего вводить соответствующие Исправле-
ния и в объективном анализе. Понятно, что при такой методике 
браковка данных не является ни быстрой, ни объективной. Тем 
не менее с некоторыми изменениями этот путь нашел примене-
ние и в последующих работах американских авторов [109], [76]. 
В частности, Крессмен [76] предложил воспроизводить схемати-
чески с помощью вычислительной машины распределение зна-
чений анализируемого элемента на станциях и путем визуаль-
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ного рассмотрения этого схематического распределения выяв-
лять ошибочные данные. 

Существенно дальше «пошли в этом отношении Бергторссон 
и Дёёс [67]. Они произвели автоматический поиск данных, по-
дозреваемых на ошибочность. В процессе объективного ана-
лиза такой поиск производился дважды. Сначала данные 
наблюдений над ветром и геопотенциалом сравнивались со зна-
чениями, вычисленными по предварительному полю. Если рас-
хождение превышало - определенные, сравнительно широкие 
пределы (10 дкм для геопотенциала и 30 узлов для ветра) , то 
такие данные считались подозрительными на ошибочность. За -
тем, в конце вычислений, данные наблюдений сравнивались 
с результатами объективного анализа, проинтерполированными 
на станцию. Теперь уже данные наблюдений считались подо-
зрительнь1ми на ошибку, если расхождение превосходило более 
узкие пределы, а именно 5 дкм для геопотенциала и 25 узлов 
для ветра. Н а обоих этапах данные, подозреваемые на ошибоч-
ность, выводились на печать и сообщались синоптику, который 
выносил окончательное решение — признать ли то или иное из 
подозрительных значений истинным или ошибочным. Ошибоч-
ные значения затем исключались, анализ производился заново. 

Процедура, аналогичная второму из описанных этапов, при-
менялась т а к ж е Крессменом [76]. Более того, если Бергторссон 
и Дёёс оставляют окончательное решение вопроса за синопти-
ком, то Крессмен идет дальше, предлагая автоматически исклю-
чать данные, расхождение которых с результатами объектив-
ного анализа превышает некоторые пределы. 

Значительные возможности выявления грубо ошибочных 
данных' кроются в том факте, что атмосферные движения с боль-
шой точностью квазистатичны, т. е. подчиняются уравнению ста-
тики (в проекции на вертикаль) . Именно, можно проверить, как 
согласуются данные о геопотенциале и температуре по каждой 
станции с уравнением статики. 

Необходимо, впрочем, иметь в виду, что геопотенциальные 
высоты изобарических поверхностей не определяются, по край-
ней мере в настоящее время, независимым путем, а вычис-
ляются по данным температурного зондирования на основании 
уравнения статики. Поэтому, если бы д а ж е уравнение статики 
в атмосфере выполнялось с малой точностью, это ни в какой 
мере не уменьшило бы возможности применения, его для выяв-
ления грубо ошибочных данных. 

Соответствующий «статический» контроль данных вертикаль-
ного зондирования был предложен Бидиентом и Крессменом, 
как часть разработанной ими методики автоматической подго-
товки исходных данных для объективного анализа [65]. К сожа1-
лению, Бидиент и Крессмен исходили из произвольного, как 
они сами отмечают, предположения, что данные, относящиеся 
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к поверхности 500 мб, всегда безошибочны, а ошибки могут со-
держаться только в значениях геопотенциала и температуры на 
других изобарических поверхностях. Более обстоятельное рас-
смотрение вопроса содержится в работе И. В. Рубцова [44], 
т акже посвященной автоматической подготовке исходных дан-
ных для объективного анализа . 

3.3. Если проинтегрировать уравнение статики в слое между 
двумя изобарическими поверхностями р=рп и р=рп+ь то по-
лучится формула для относительного геопотенциала 

Нп. +1 — = 67,4 Г lg > (1). гп -j- 1 

где Нп и Яп+1 — значения абсолютного геопотенциала поверх-
ностей Рп и p„+i (в гп. м) , Т — средняя температура слоя между 
поверхностями рп и рп+\ ( в ° К ) . _ Е с л и профиль температуры 
в этом слое линеен, то величина Т равна полусумме значений 
температуры на поверхностях рп и рп+ь так что 

. ^ + 1 - ^ = 33 ,7 (Г л + Г л + 1 ) 1 ё - ^ - . (2) 

Если применить формулу (2) к слоям между соседними 
главными изобарическими поверхностями и перейти в ней 
к температуре t°, выраженной в обычной десятичной шкале, то 
легко получить следующие формулы: 

^850 - "юоо = 1 3 0 0 + 2,38 (t%00 + 
^700 - ^850 = 1553 + 2,86 ( /»50 + *°00) 
^500 - ^700 = 2690 + 4 ,93 ( ^ + *°00) 
^400 - ^500 = 1784 + 3,27 ( ^ + (3) 
"зоо - " « о = 2 3 0 0 + 4,21 ( + 
^2оо - "зоо = 3242 + 5,94 ( t ° m + 
^ ю о - ^2оо = 5 5 4 2 + 10,15 ( ^ + t°m) 

Расхождения между левой и правой частью каждой из фор-
мул (3) могут возникать только за счет нелинейности верти-
кального профиля температуры в соответствующем слое. Эти 
расхождения не могут быть очень велики. Проанализировав 
имеющиеся сведения по вертикальным профилям температуры, 
И. В. Рубцов пришел к выводу, что расхождения между левой 
и правой частями формул (3) не могут по абсолютной величине 
превышать следующие'значения: 
Для слоя 1000—850 мб Д=30 гп. м Для слоя 400—300 мб Д=40гп. м 

. „ 850—700 „ Д=30 „ „ 300—200 „ Д=50 „ 
, „ 700-500 „ Д=40 „ „ , 200—100 „ Д=80 „ 
. „ 500—400 , Д=30 . 
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Таким образом, выявление сомнительных данных на основа-
нии статического контроля выполняется весьма просто: машина 
вычисляет разности между правой и левой частями каждого из 
соотношений (3) и сравнивает эти разности по абсолютной ве-
личине с соответствующими допустимыми значениями А. Если 
все модули разностей меньше значений Д, то сообщение данной 
станции признается правильным, в противном случае оно вы-
зывает сомнение. 

Более того, статический контроль позволяет в большинстве 
случаев выявить, какая именно из величин ошибочна, и внести 
соответствующие исправления. 

Действительно, пусть сначала все вычисления геопотенциаль-
ных высот выполнены на станции правильно, а ошибка вкра-
лась в процессе кодирования, передачи, продвижения по линии 
связи или приема сообщения в какое-нибудь одно значение 
геопотенциала или температуры. Как сразу видно из формул 
(3), в этом случае не будут выполняться два соседних из ра-
венств (3), а остальные будут выполняться (в пределах указан-
ной точности). Поэтому и обратно, нарушение только каких-
либо двух соседних из равенств (3) при выполнении остальных 
можно принять за признак наличия ошибки в значении геопо-
тенциала или температуры изобарической поверхности, раз-
деляющей эти два слоя. Разумеется, такое сочетание нарушений 
Может быть в принципе вызвано и иными погрешностями, но 
тогда погрешности должны быть связаны между собой весьма 
причудливым образом, вероятность чего весьма мала, так что 
такой возможностью вполне можно пренебречь. 

Таким образом, остается решить вопрос, какие из значений 
ошибочны — температуры или геопотенциала. Но ошибка в зна-
чении геопотенциала приводит к невязкам в соседних равен-
ствах (3), имеющим противоположные знаки и равным по абсо-
лютной величине. Ошибка ж е в значении температуры дает 
невязки в соседних равенствах (3), имеющие одинаковые знаки, 
а по величине пропорциональные коэффициентам перед скоб-
ками в этих формулах. Н а основании этого различия легко 
установить, какое из значений — Н или t° — ошибочно. 

Наконец, легко ввести соответствующие исправления. Д л я 
этого достаточно прибавить к неверному значению геопотен-
циала полуразность невязок соседних равенств. Если ж е не-
верна температура, то ее исправление достигается добавлением 
средней взвешенной из невязок с весами, пропорциональными 
коэффициентам при круглых, скобках. 

Пусть теперь все данные переданы и приняты правильно, 
а ошибка вкралась в процессе вычисления геопотенциальных 
высот на станции. При анализе этой возможности необходимо 
учитывать, что вычисления геопотенциала производятся «снизу 
вверх» — сначала определяется #юоо, затем вычисляется и до-

196-



бавляется к нему относительный геопотенциал 50 -— ^юоо и т. д. 
Если при одном из этих вычислений допущена ошибка, то 

в результате не будет выполняться только одно из соотноше-
ний (3), а все остальные будут удовлетворяться в пределах за-
данной точности. Такое сочетание расхождений можно принять за 
признак того, что ошибочен именно этот относительный гео-
потенциал, так как вероятность этого сочетания расхождений 
под действием иных ошибок пренебрежимо мала. 

При этом, поскольку предыдущее значение относительного 
геопотенциала правильно, можно заключить, что из двух гео-
потенциальных высот — нижней и верхней границы слоя — 
ошибочна вторая. Исправление этого значения достигается 
простым добавлением к нему невязки соответствующей фор-
мулы (3). Эту ж е невязку следует добавить и ко всем геопотен-
циальным высотам более высоко расположенных поверхностей. 

Понятно, что с помощью статического контроля удается 
выявить и тем более исправить далеко не все грубые ошибки. 
Во-первых, в одном сообщении может встречаться несколько 
ошибок, обусловленных искажениями при кодировании и пере-
даче данных или погрешностями вычисления геопотенциальных 
высот. Наличие нескольких ошибок будет выявлено при стати-
ческом контроле и выразится в наличии невязок нескольких из 
формул (3). Однако установить, какие именно данные оши-
бочны, будет при этом трудно, не говоря уже об исправлении 
ошибок. В таких случаях целесообразно считать сомнительным 
все сообщение данной станции. 

Кроме перечисленных, встречаются еще ошибки, обусловлен-
ные неправильностью самих данных о давлении и температуре, 
принятых от радиозонда. Такие ошибки принципиально невоз-
можно обнаружить путем статического контроля, если геопотен-
циальные высоты вычисляются на основании уравнения статики, 
а не определяются независимым путем. 

Впрочем, можно думать, что ошибки указанного рода встре-
чаются сравнительно редко. Во всяком случае они полностью 
отсутствуют в приведенной выше классификации ошибок, пред-
ложенной сотрудниками Объединенного центра численного 
прогноза погоды США [109]. 

Заметим еще, что описанная методика статического контроля 
й исправления данных, весьма удобная для вычислений с помо-
щью машины, пригодна и в случае анализа карт вручную. 
В этом случае целесообразно подвергать контролю не все сооб-
щения подряд, а лишь те из них, которые вызывают сомнения 
в свете выполненного анализа. Тогда вычислений будет сравни-
тельно немного и вместе с тем удастся в ряде случаев обнару-
жить и исправить ошибки, вкравшиеся при вычислении геопотен-
циальных высот, кодировании, передаче, приеме, раскодировании 
или наноске данных. В случае нужды эти вычисления можно 
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упростить путем составления специальных таблиц и номограмм. 
3.4. К а к видно из изложенного, с помощью статического 

контроля не удается выявить и тем более исправить все грубые 
ошибки в исходных данных. Вообще можно утверждать, что 
любой способ контроля данных, взятый сам по себе, недостато-
чен для полного устранения грубых ошибок (если не говорить 
о таком «способе», как полное исключение всех данных) . По-
этому необходимо на различных этапах объективного анализа 
производить контроль данных разными способами. При этом 
целесообразно ставить результаты проверки различными мето-
дами в зависимость друг от друга. Если, например, некоторым 
способом контроля установлена сомнительность данных либо 
на станции А, либо на станции В, а ранее статический контроль 
показал, что сомнительны данные на станции А, то естественно 
эти данные исключить, а данные на станции В оставить вне 
подозрения. 

Эту связь различных контролей можно реализовать путем 
введения специального «признака сомнительности», засылаемого 
в ячейки, где хранится сомнительный материал. Результаты 
дальнейших тестов могут ставиться тогда в зависимость от нали-
чия или отсутствия этого признака сомнительности. 

3.5. Когда анализ метеорологических полей производится 
вручную, основным средством выявления грубых ошибок служит 
проверка не вертикальной, а горизонтальной согласованности 
поля. Иначе говоря, о сомнительности данных судят на основа-
нии того, что они «выскакивают» на карте, не согласуются со 
строением поля, явствующим из всех других данных. 

При автоматическом объективном анализе основным сред-
ством выявления грубых ошибок явится, вероятно, статический 
контроль. Однако и при объективном анализе контроль согла-
сованности по горизонтали также можно использовать для 
выявления ошибок. 

Выше упоминался способ, использованный для этой цели 
Бергторссоном и Дёёсом [67] и Крессменом [76]. Он состоял 
в том, что результаты объективного анализа интерполировались 
«обратно» из узлов регулярной сетки в пункты наблюдения и 
сравнивались с исходными данными в этих пунктах. Если рас-
хождения в каких-либо пунктах превышали заранее предписан-
ные пределы, то. исходные данные в таких точках считались 
ошибочными и исключались. После этого весь объективный ана-
лиз выполнялся заново. 

Необходимость этих повторных вычислений является суще-
ственным недостатком указанного способа. Во избежание их 
следует проводить контроль данных на горизонтальное согласо-
вание не после интерполяции в узлы регулярной сетки, а до нее. 

Д л я этого достаточно выполнить оптимальную интерполяцию 
анализируемого элемента на каждую станцию по данным опре-
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деленного количества окружающих станций. После этого будем 
иметь для каждой станции два значения анализируемого эле-
м е н т а — исходное и проинтерполированное по данным окру-
жающих станций. Большие расхождения между этими двумя 
значениями будут служить признаком сомнительности первых 
из них. 

Наличие ошибочных данных на некоторой станции может 
привести к значительным расхождениям между исходными и про-
интерполированными значениями не только для этой станции, 
но и для других станций, ближайших к ней. В самом деле при 
интерполяции на эти ближайшие станции будут использованы 
•ошибочные данные на рассматриваемой станции, что и явится 
причиной отклонений. Однако, поскольку весовые множители 
при оптимальной интерполяции (производимой с учетом наличия 
случайных ошибок), как правило, существенно меньше единицы, 
расхождение будет максимальным для станции с ошибочными 
данными. 

Отсюда следует, что для правильного выявления грубых 
ошибок нужно в первую очередь при прочих равных условиях 
обращать внимание на те станции, для которых расхождения 
между вычисленными и проинтерполированными значениями 
получились максимальными. Исключив данные таких станций, 
можно рассчитывать, что тогда уменьшатся расхождения и для 
других, соседних станций. 

Н а м представляется неправильным использовать для всей 
анализируемой карты один и тот ж е критерий для отбраковки 
данных, как это предлагается в работах [67] и [76]. Действительно, 
в районах с редкой сетью станций ошибки интерполяции на 
станцию с окружающих в среднем существенно больше, чем 
в районах с густой сетью. Поэтому одно и то ж е расхождение 
между исходным и проинтерполированным значением может при 
редкой сети станций рассматриваться . как следствие ошибок 
интерполяции, а при густой сети — как показатель ошибочности 
данных. 

Отсюда следует, что для выявления грубых ошибок нужно 
сопоставлять расхождение между исходным и проинтерполиро-
ванным значением не с некоторой константой, а со средней 
квадрэтической ошибкой оптимальной интерполяции рассмат-
риваемого элемента на данную станцию 1/~Е. Величина Е может 
быть вычислена по формуле 

(е — м е р а ошибки оптимальной интерполяции, f'2— дисперсия 
рассматриваемого элемента) сразу ж е после определения 
интерполяционных весов, так что указанное сопоставление не 
вызывает трудностей. 
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Расхождения между результатом интерполяции на некото-
рую станцию с-окружающих ее станций и данными на ней могут 
быть обусловлены не только ошибочностью этих данных и слу-
чайными ошибками интерполяции, но и особенностями поля 
анализируемого элемента. Например, вблизи центров циклонов 
наблюденные значения геопотенциала будут, как правило, мень-
шими, чем проинтерполированнЫе по окружающим станциям. 
Поэтому рассматриваемым путем могут быть, естественно, 
исключены лишь ошибки, значительно превосходящие по своей 
величине возмущения поля данного элемента. 

Отсюда следует, что данные на станциях можно считать 
ошибочными лишь в том случае, если расхождение между ними 
и проинтерполированными значениями превышает величину е 
в несколько раз. 

• 3.6. На основании изложенных соображений может быть 
предложен следующий способ выявления и устранения грубых 
ошибок исходных данных по горизонтальной согласованности 
полей. 

Первым этапом способа является оптимальная интерполяция 
элемента на каждую станцию с окружающих. Методика этой 
интерполяции отличается от рассмотренной в гл. 4 методики 
интерполяции в узлы регулярной сетки лишь тремя моментами: 

1) станции не образуют регулярной сетки, ' ч т о несколько 
усложняет поиск и отбор «влияющих» станций, однако это ус-
ложнение невелико; 

2). «адреса» влияющих станций для каждой рассматривае-
мой Станции хранятся в запоминающем устройстве машины; 

3) для всех станций вычисляются и также хранятся теоре-
тические значения средней квадратической ошибки интерполя-
ции е. 

Поскольку обычно при объективном анализе используется 
регулярная сетка, имеющая большую густоту, чем средняя гус-
тота сети станций, количество вычислений здесь меньше, чем 
при получении значений в регулярной сетке. 

Второй этап состоит в поиске ошибочных^данных. Д л я этого 
применительно к каждой станции составляется отношение 

1 А Я д { _ где Ад есть разность между исходным и проинтерполи-
V Е 

рованным значением рассматриваемого элемента. Затем находит-
ся наибольшее из этих отношений; оно сравнивается с некоторым 
заранее заданным числом N. Если оно меньше, чем N, то на 
этом вычисления заканчиваются и все данные считаются вер-
ными. Если ж е наибольшее из ^ А

/£- превосходит N, то данные 
У Е-

соответствующей станции исключаются и заново производится 
интерполяция на те станции, по отношению к которым исклю-
ченная станция была влияющей. Д л я этих станций заново 
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вычисляются отношения ., Затем снова ищется наиболь-
VE 

шее из всех имеющихся отношений и так далее до тех пор, 
пока все они будут меньше N. Сведения об исключенных данных 
можно выдавать из машины для последующего анализа причин 
их ошибочности. 

Число N должно быть определено для каждого метеорологи-
ческого элемента на основании специальных численных опытов. 
По предварительным данным, применительно к геопотенциалу 
поверхности 500 мб целесообразно принять N равным 4—5. 

Описанную методику можно варьировать. В частности, можно 
предусмотреть маловероятные, но в принципе все-таки воз-

I А/1 
можные случаи, когда максимальное у— окажется не на 

станции, давшей ошибочные данные, а на одной из ближайших. 
Д л я этого после повторной интерполяции на станциях, ближай-
ших к исключенной, следует выяснить, не стало ли в какой-либо 
из них превышать N. В случае положительного ответа 

можно тогда еще испытать вариант, при котором первоначально 
исключенные данные снова включены в рассмотрение, а исклю-
чаются «испортившиеся» данные соседней станции. 

Кроме того, если выполнялся статический контроль, то целе-
сообразно ввести, кроме числа N, еще другое число N'<N, 
такое, что данные для станции, где 

N ' < \ b f \ l V E < N , . 

считаются ошибочными лишь в том случае, если они были сом-
нительны в свете статического контроля. 

Возможны и другие изменения методики, на которых мы не 
останавливаемся. 

3.7. В процессе согласования полей геопотенциала и ветра 
может быть применен еще один способ контроля данных. 

Известно, что синоптики при анализе карт часто бракуют 
данные о ветре, если они противоречат структуре барического 
поля. Иначе говоря, если ветер очень сильно отличается от гео-
строфического, то возникает сомнение в его истинности. 

Было бы, вероятно, весьма трудно использовать это обстоя-
тельство для контроля данных о ветре в рамках методов объек-
тивного анализа, развитых в иностранных исследованиях. По-
скольку эти методы предусматривают согласование полей 
в процессе их интерполяции, нелегко выделить значения ветра, 
плохо согласующиеся с данными о геопотенциале, и наоборот. 

В противоположность этому выявление данных о ветре, резко 
противоречащих строению барического поля, становится неслож-
ным, если интерполяцию и согласование производить последова-
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тельно друг за другом, как это предложено выше. Именно, после 
того как путем оптимальной интерполяции получены независима 
друг от друга значения геопотенциала и составляющих ветра 
в узлах регулярной сетки, достаточно вычислить с помощью 
простых конечно-разностных формул составляющие геострофи-
ческого ветра в тех же точках (исключая, быть может, гранич-
ные). Если векторная разность между проинтерполированным и 
геострофическим ветром превышает некоторые пределы, то> 
первый из них естественно считать сомнительным. Можно попы-
таться далее уменьшить это расхождение путем исключения из 
рассмотрения данных о ветре на станции, ближайшей к рас-
сматриваемому узлу регулярной сетки. -

Могут быть предложены и другие способы контроля данных 
для выявления грубых ошибок. Сюда относится сравнение про-
анализированного поля с прогностическим, вычисление диффе-, 
ренциальных характеристик с последующим поиском выскаки-
вающих значений их и т. п. Несомненно, однако, что основными 
способами выявления грубых ошибок являются два способа, 
детально рассмотренные выше: статический контроль и проверка 
согласованности по горизонтали. 

Глава 6 

ВОПРОСЫ АВТОМАТИЗАЦИИ РАБОТЫ 
ПРОГНОСТИЧЕСКИХ ЦЕНТРОВ 

§ 1. Автоматизация подготовки исходных данных 

1.1. В предыдущих главах были рассмотрены основные этапы 
объективного анализа в узком смысле — процедуры, позволяю-
щей на основании данных наблюдений над метеорологическими 
элементами на станциях получать согласованные друг с другом 
и лишенные влияния отдельных грубых ошибок этих данных 
значения метеорологических элементов, в узлах регулярной 
сетки. Как об этом упоминалось в гл. 1, внедрение объективного 
анализа ( в указанном смысле) и численного прогноза в работу 
некоторого прогностического центра не приведет к полной авто-
матизации этой работы, поскольку останутся не автоматизиро-
ванными предварительный и заключительный этапы, работы. 
Предварительный этап состоит в приеме, опознании и раскоди-
ровании метеорологических сообщений. Заключительный этап 
состоит в построении диагностических карт по данным объектив-
ного анализа, построении прогностических карт по данным чис-
ленного прогноза и передаче этих карт в подразделения службы 
погоды и заинтересованным организациям. 

Система работы вычислительной машины, включающая авто-
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матическое выполнение указанных предварительного и заключи-
тельного этапов была в гл. 1 названа объективным анализом 
в широком смысле. Внедрение объективного анализа, понимае-
мого в широком смысле, позволит подойти к полной автомати-
зации работы крупных прогностических центров на основе ис-
пользования современной высокоскоростной техники. 

Настоящая глава посвящена вопросам объективного анализа 
в широком смысле этого термина. В данном параграфе рассмат-
риваются пути автоматического выполнения с помощью элект-
ронной вычислительной машины предварительного этапа — опо-
знавания и раскодирования метеорологических сообщений. 
Следующий параграф посвящен расчетам изолиний метеороло-
гических элементов с помощью вычислительной машины. На-
конец, в последнем параграфе вкратце рассматриваются некото-
рые технические вопросы, связанные с реализацией объективного 
анализа в широком смысле. 

1.2. Если подготовка исходных данных для объективного 
анализа проводится вручную, то она состоит из следующих 
последовательно выполняемых этапов: опознания типа сообще-
ния, его раскодирования, выявления грубо ошибочных данных, 
исключения или исправления последних и, наконец, набивки 
полученного материала на перфокарты или перфоленты, кото-
рые затем вводятся в машину для выполнения объективного 
анализа . 

Применительно к данным над достаточно обширной террито-
рией эта работа требует немало времени. Например, для терри-
тории размером около 115 полушария ручная подготовка исход-
ных данных занимает 1—1,5 часа, что явно чрезмерно. Кроме 
того, несмотря на возможные меры предосторожности, нет га-
рантий от введения в процессе этой подготовки всякого рода 
ошибок. Поэтому естественно стремление выполнять все эти 
действия с помощью вычислительной машины, автоматизиро-
вать их. 

Нам известны лишь две работы, посвященные этому кругу 
вопросов,— Бидиента и Крессмена [65] в США и И. В. Руб-
цова [44] в СССР. Основные выводы этих работ совпадают. 
В них показано, что с помощью машин достаточно большого 
быстродействия можно выполнить автоматическую подготовку 
данных за практически вполне приемлемое время. Так, по дан-
ным Рубцова, подготовка данных над полушарием с помощью 
вычислительной машины, имеющей трехадресную систему 
команд и обладающей быстродействием 20—25 тысяч операций 
в секунду, потребует всего 10—20 мин. машинного времени. 

Вместе с тем в упомянутых работах показано, что сущест-
вующая система кодирования и передачи метеорологических 
сообщений, весьма несовершенная и сама по себе, особенно 
нецелесообразна с точки зрения автоматической подготовки 
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исходных данных .для объективного анализа. Несовершенства 
этой системы приводят к весьма значительному усложнению и 
«разбуханию» программы работы вычислительной машины. Так,, 
по Рубцову [44], программа опознавания, раскодирования и пер-
вичного контроля данных только главных изобарических поверх-
ностей занимает всю оперативную память машины «Урал-1». 
В результате сильно увеличивается машинное время. Кроме 
того, некоторые сообщения вообще не удается опознать. По-
этому вопросы автоматической подготовки данных тесно связаны 
с проблемой рационализации кодирования и передачи метеоро-
логических сообщений. 

Автоматическая подготовка исходных данных для объектив-
ного анализа состоит в последовательном выполнении следую-
щих этапов: ввод сообщений в машину, их опознание, раскоди-
рование и первичный контроль. Вопросы первичного контроля 
уже излагались в § 3 гл. 5 и здесь рассматриваться не будут. 
Задача ввода данных метеорологических сообщений в машину 
есть задача технического характера. Некоторые соображения 
на этот счет будут приведены в § 3. 

В настоящем ж е параграфе будут рассмотрены пути автома-
тического опознания и раскодирования сообщений, а также-
тесно связанные с ними вопросы рационализации системы коди-
рования и передачи этих сообщении. 

1.3. В настоящее время основным средством передачи метео-
рологических сообщений является телетайп. Телетайп представ-
ляет собой автоматическую пишущую машинку, работающую от 
электрических импульсов, передаваемых по проводам или по 
эфиру (радиотелетайп). Каждое элементарное действие теле-
тайпа вызывается комбинацией из семи импульсов. Первый из 
них является стартовым, последний — стоповым; они служат для 
синхронизации начала и конца данного элементарного действия 
в передающем устройстве (трансмиттере) и приемном устройстве 
(телетайпе). Остальные пять импульсов — смысловые. К а ж д ы й 
из них может представлять собой токовую или бестоковую 
посылку. Соответственно этому возможны 25, т. е. 32 комбина-
ции из пяти импульсов. Эти комбинации называют сигналами. 
Каждый сигнал соответствует, очевидно, определенному пяти-
разрядному двоичному числу и приводит к определенному эле-
ментарному действию телетайпа. Сигналы делятся на печатаю-
щие и управляющие. В результате какого-либо печатающего 
сигнала телетайп печатает на бумажной ленте соответствующую 
букву или цифру. Управляющие сигналы служат для пропуска 
знака (шпации), перевода каретки в начальное положение, пере-
хода к следующей строке и т. п. . 

Таким образом, печатающих сигналов имеется меньше, чем 
32. В то. ж е время количество различных букв того или иного 
алфавита (26—28) и количество различных цифр десятичной 
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системы (10) в сумме превосходят 32. Поэтому на каждом мо-
лоточке печатающего устройства телетайпа, как и в обычной 
пишущей машинке, имеются две литеры, из которых может 
печататься та или другая в зависимости от положения шрифта 
относительно каретки. Переход от одного положения к другому 
осуществляется с помощью специальных управляющих сигна-
л о в — «Буквы» (переход от цифр к буквам) и «Цифры» (обрат-
ный переход). Это увеличивает число различных знаков, кото-
рые может печатать телетайп — ц и ф р , букв и некоторых знаков 
препинания,— почти вдвое (исключая комбинации, израсходо-
ванные на сигналы «Буквы» и «Цифры»)', но несколько замед-
ляет его работу. 

Система соответствия между комбинациями токовых и бес-
токовых посылок — сигналами — и элементарными действиями 
телетайпа носит название кода телетайпа. В табл. 18 показан 
код радиотелетайпа РТ-51. Кроме комбинаций импульсов, 
в таблице приведены т а к ж е соответствующие им пятиразрядные 
двоичные числа (0 — бестоковая посылка, 1 — токовая посылка) 
и их десятичная запись. В таблице видно, что каждый из печа-
тающих сигналов может приводить к двум различным результа-
там в зависимости от того, какой из двух сигналов — «Буквы» 
или «Цифры» — последний раз встретился среди всех предшест-
вующих сигналов. 

Одновременно с печатанием текста на обычном рулоне бу-
маги телетайп производит пробивку отверстий на специальной 
выходной перфоленте. Пробивка производится рядами, перпен-
дикулярными движению ленты. Каждый ряд соответствует од-
ному сигналу, безразлично — печатающему или управляющему. 
В каждом ряду может пробиваться пять отверстий соответст-
венно количеству смысловых импульсов — токовых или бестоко-
вых посылок — в сигнале. Токовая посылка приводит к проби-
ванию в нужном месте перфоленты отверстия, при бестоковой 
отверстие не пробивается (принципиально возможно, разу-
меется, и обратное соответствие). 

Основное назначение выходной перфоленты — ретрансляция 
сообщений. Именно, если принятое телетайпом сообщение тре-
буется передать по тому или иному адресу, то для этого доста-
точно запустить полученную перфоленту в трансмиттер нужной 
линии связи. Перфолента будет автоматически протягиваться 
через соответствующий узел трансмиттера, благодаря чему 
также автоматически будет происходить передача сообщения 
и одновременно его прием телетайпом на другом конце исполь-
зуемой линии связи.. 

Такая ж е перфолента используется и при первичной передаче 
сообщения. В этом случае сообщение сначала набивается на 
перфоленте ( с помощью того ж е телетайпа) вручную. 
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Таблица 18 

Код телетайпа РТ-51 

Действие печатающего 
устройства 

Порядок импульсов в сигнале 
Двоичное 

число 
Десятич-
ный экви-

валент 
.Буквы" .Цифры" 1 2 3 4 5 

Двоичное 
число 

Десятич-
ный экви-

валент 

А Ж + + + 1 0 1 1 0 2 2 
Б 

й ' 
' — + + — 0 0 1 1 0 6 

В й ' — + —s 1 0 0 1 0 18 
Г 5 — — — + 0 0 0 0 1 1 
Д — ' + — • — . + 0 1 0 0 1 9 
Е 3 + — — — 1 0 0 0 0 16 
3 7 + + + — — 1 1 1 0 0 • 2 8 

15 И ? + + + + 0 1 1 1 1 
• 2 8 

15 
к 2 + + — — + 1 1 0 0 1 25 
л Щ + + + + — . 1 1 1 1 0 30 
м 

Щ + + + + — 0 1 1 1 0 14 
н 4 — + — — 0 1 0 1 0 10 
О № + + — • + — 1 1 0 1 0 2 6 
п Ъ + — + + 0 1 0 1 1 11 
р °/о — 

+ + — + 0 0 1 0 1 5 
с 

°/о 
+ — + + + 1 0 1 1 1 23 

т + — — + + 1 0 0 1 1 19 
У 1 ' + + + — + 1 1 1 0 1 29 
ф Э + + — — — 1 1 0 0 0 24 
X 8 + + — — 0 1 1 0 0 12 
ц 0 — + + — + 0 1 1 0 1 13 
ч 9 — — + 0 0 0 1 1 3 
ш 6 + + — + 1 0 1 0 1 21 
ы Ь + — + 

+ 
— —1 1 0 1 0 0 , 20 

ю — — . 
+ 
+ + + 0 0 1 1 1 7 

я / + — — + 1 0 0 0 1 17 
Перевод строки . + — — — 0 1. 0 0 0 8 

4 Пробел . . . . . . — — + , — — 0 0 1 0 0 
8 
4 

Возврат каретки . — — — + — 0 0 0 1 0 2 
Цифры + + — + ' + 1 1 0 1 1 27 
Буквы . + + + + + 1 1 1 1 1 31 
Звонок . . . . — — — — — 0 0 0 0 0 0 

Совершенно очевидно, что информацию для ввода в вычисли-
тельную машину значительно удобнее черпать не с печатного 
текста, выдаваемого телетайпом, а с выходной перфоленты. При 
этом, однако, надо иметь в виду, что форма представления 
чисел на перфоленте телетайпа отличается от той формы, в ко-
торой числа фигурируют на входных устройствах вычислитель-
ных машин. Например, на перфолентах машин «Урал-1» и БЭСМ 
осуществляется продольная развертка чисел, а на перфоленте 
телетайпа — поперечная. Помимо этого введенные двоичные 
числа представляют собой результат двукратного кодирования 
метеорологической информации— согласно метеорологическому 
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коду и согласно коду телетайпа. Наконец, необходимо еще. учи-
тывать, что среди принятых сообщений лишь небольшая часть 
содержит информацию, потребную для объективного анализа 
с последующим численным прогнозом или без него. Такие ж е 
данные, как об особых точках профилей температуры, о качест-
венных условиях погоды у земной поверхности и многие другие, 
не нужны для целей объективного анализа и .потому не под-
л е ж а т автоматической подготовке. 

Поэтому, для того чтобы данные, введенные в машину с пер-
фоленты телетайпа, можно было использовать для анализа 
метеорологических полей, над этими данными необходимо вы-
полнить следующие операции: 

1) перевести запись импульсов в форму, «привычную» для 
используемой вычислительной машины; 

2) распознать нужные для объективного анализа сообщения, 
отделить их от ненужных, найти начало каждого нужного сооб-
щения; 

3) раскодировать данные, содержащиеся в опознанных сооб-
щениях, или ту часть их, которая потребуется для анализа; 

4) заслать раскодированные данные в ячейки запоминающего 
устройства в форме, удобной для их последующего анализа. 

1.4. Следуя цитированной выше работе [44], опишем вкратце 
процесс опознания и раскодирования данных с помощью универ-
сальной вычислительной машины. 

Первым этапом является поиск .начала сообщения и опре-
деление его типа. Это достигается путем последовательного 
сопоставления серий сигналов с их комбинациями, соответствую-
щими заголовкам нужных для наших целей сообщений. Если 
исследуемая серия не является ни одним из таких заголовков, 
анализируется серия, начинающаяся со следующего сигнала. 
Когда таким образом заголовок найден, то в зависимости, от 
того, каков этот заголовок, машина переходит к той ветви про-
граммы, которая предусматривает раскодирование сообщения 
данного типа. 

Вторым этапом является определение координат станции. 
Оно производится на основании считывания пятизначного 
индекса станции, состоящего из двузначного индекса большого 
района и трехзначного индекса — номера станции внутри дан-
ного района. Каждому двузначному индексу соответствует опре-
деленная зона промежуточного накопителя машины, в которой 
содержится «словарь» станций большого района, т. е. соответ-
ствие между трехзначным номером и географическими коорди-
натами. Словарь больших районов содержится в оперативной 
памяти. Поэтому определение координат сводится к обращению 
по номеру района к нужной зоне промежуточного накопителя, 
и извлечению из нее по номеру станции ее координат. Вместо 
географических можно использовать любые координаты на за-
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данной проекции карты, что удобнее для целей объективного 
анализа. 

Третий этап состоит в раскодировании данных о высотах 
главных изобарических поверхностей, температуре, точке росы, 
скорости и направлении ветра на них. Раскодирование произво-
дится сразу двойное, так что по числам, закодированным кодом 
телетайпа и аэрологическим кодом, машина непосредственно 
получает значения элементов в виде двоичных чисел в форме, 
принятой в машине. Раскодирование осуществляется последова-
тельно от одной поверхности к другой. Результаты засылаются 
в предназначенные для них ячейки оперативного накопителя. 
На место отсутствующих данных засылается специальный при-
знак ( — 0 ) . 

Четвертый этап представляет собой совокупность некоторых 
дополнительных вычислений, таких, как раскодирование знака 
Тх, изображающего одновременно десятые доли температуры и 
точки росы и добавление этих долей к значениям указанных 
элементов; уточнение знака высоты поверхности 1000 мб; выяс-
нение количества целых километров высоты поверхности 700 мб 
и т. п. 

Наконец, пятым этапом является первичный контроль дан-
ных, уже рассмотренный выше (§ 3 гл. 5) . 

В табл. 19 показан пример раскодирования аэрологического 
сообщения с помощью машины «Урал-1» по программе, состав-
ленной И. В. Рубцовым. Приведен текст сообщения, напечатан-
ный телетайпом, результат раскодирования, выданный на печать 
машины «Урал-1», и запись раскодированных значений в привыч-
ной для синоптика форме. 

1.5. Программа Рубцова работает при ряде ограничений. 
Опознаются только сообщения, закодированные отечественным 
метеорологическим кодом. Раскодируются только данные о вы-
соте, температуре, точке росы и ветре на главных изобарических 
поверхностях. Постулируется определенное взаимно однозначное 
соответствие между пробивками на перфоленте телетайпа и 
текстом сообщения. 

Последнее условие требует пояснений. 
Известно, что, печатая на машинке и будучи связанными 

заданием воспроизвести вполне определенный текст, мы все ж е 
обладаем некоторой степенью произвола. Ж е л а я , например, 
перейти к следующей строке, можно либо сначала вернуть 
каретку машинки в первоначальное положение, а затем произве-
сти «перекат», . либо выполнить эти операции в обратном 
порядке. Это различие не будет видно в тексте. Можно перед 
переходом к следующей строке сделать несколько «пробелов» — 
пропусков букв; они т а к ж е не будут видны. Можно в любом 
месте текста поднять каретку (перейти от строчных букв к за-
главным) и сразу же опустить — это также не отразится на 
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Таблица 19 

Пример раскодирования аэрологической телеграммы, полученной машиной 
«Урал-1» 

Пункт Волгоград (<р=48°41,8'; Х=44°31,5') 
Бюл. 111/112/2 0915 

34560 15 214 85 535 51682 01316 70071 56 777 01 317 
50564 71/ /0 01219 40724 82//9 01 215 30921 96 089 
02412 20177 16//4 02115 10604 00/ /2 02608 55555 

№ п/п Результат счета Фактические данные 

1 048 798426 tp = 48°41,8' 
2 044 395448 X = 44°31,5' 
3 021 392822 я 1 0 0 0 = 214 
4 153 495 788 # 8 5 0 = 1 3 3 5 г п . м 
5 —011993408 7 = 1 , 2 ° 
6 —184 989 928, Та = —13,5° 
7 129997 254 d = 130° 
8 159 996032 F = 16 м / с е к . 
9 307090760 #7оо = 3071. гп. м 

10 —067 993164 Т = ~ 6 ,8° 
11 —271 995 546 Тй = — 27,2° 
12 129 997 254 й = 130° 
13 169 998 168 F = 17 м/сек. 
14 563995362 //,500 = 5640 гп. м 
15 —209 999086 7 = 21° 
16 —000000000 Та отсутствует 
17 119995118 d = 120° 
18 189 994812 F = 19 м/сек. 
19 72399024 / /4 0 0 = 7240 гп. м 
20 —329002380 Т = — 32,9° 
21 000 000 000 Та отсутствует 
22 119 995118 d= 120° 
23 149993 898 F = 15 м/сек. 
24 920 997620 Язоо = 921 гп. м 
25 —467 994690 Т — 46,8° 
26 —587 989 808 Та = —58 ,8 а 

27 239 997 864 d = 240° 
28 119 995118 F= 12,0 м/сек. 
29 176 994324 # 2 0 0 = 11770 гп. м 
30 —663 993 S36 Т = — 66 ,'4° 
31 —000000000 Td отсутствует 
32 209 999086 <2 = 210° 
33 149 993890 F —15 м/сек. 
34 ' 603 996 276 # ioo=16040 гп. м 
35 —591 995238 Т = — 59,2° 
36 —000000000 Та отсутствует 
37 259994508 d = 250° 
38 079994 202 /? = 8 м/сек. 
39 000 000000 Ошибок в телеграмме нет 
40 000000000 
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тексте. Наряду с этими «невидимыми» возможны и «видимые» 
модификации, не влияющие на содержание печатаемого текста, 
такие, как печатание строк через один или несколько перекатов, 
пропуск одного или нескольких знаков между словами и т. п. 

Так ж е обстоит дело и с телетайпом. Поскольку на e r a 
перфоленте фиксируются все сигналы, не только печатающие, н а 
и управляющие, между записью на перфоленте и текстом нет 
взаимно однозначного соответствия. Однозначность сохра-
няется только в одном направлении — от перфоленты к тексту, 
а в противоположном направлении имеется определенный 
произвол. 

В принципе можно было бы учесть наличие этого произвола 
в программе автоматического опознавания и раскодирования 
сообщений. Однако это привело бы к чрезвычайно сильному уве-
личению и без того громоздкой программы. Так, например, только 
для того чтобы предусмотреть возможность наличия лишних 
сигналов перевода каретки («Буквы» и «Цифры»), необходимо 
следующее. 

Сравнивать каждый текущий сигнал с сигналом «Буквы» 
чтобы выяснить, не является ли он таковым. 

Если да, то выяснить, какой из двух сигналов «Буквы» и 
«Цифры» был последним во всем предшествующем тексте. 

Если последним был тоже сигнал «Буквы», то опознанный си-
гнал был лишним и нужно его пропустить; если ж е последним 
был сигнал «Цифры», то нужно еще выяснить, не следует ли 
непосредственно за опознанным сигналом «Буквы» новый сигнал 
«Цифры». Тогда оба последних сигнала лишние и их следует 
пропустить. 

Тот ж е анализ нужно произвести, сравнивая каждый теку-
щий сигнал с сигналом «Цифры». 

Понятно, что введение этих и многих других текстов на .не-
однозначность связи между пробивками и текстом примени-
тельно к каждому сигналу сообщения привело бы к чрезвычайно 
сильному увеличению необходимого : машинного времени. По-
этому единственным правильным выходом из положения яв-
ляется разработка и внедрение на линиях связи вполне опре-
деленной регламентации однозначного способа передачи сооб-
щений. Такая регламентация необходима для автоматической 
обработки любых сообщений, передаваемых по каналам связи,, 
а отнюдь не только метеорологических. 

Рассмотрение программ, опубликованных в работах [65] и 
[44], показывает также, что наиболее сложные и отнимающие 
много машинного времени блоки этих программ обусловлены: 
исключительно недостатками существующих кодов. К числу 
этих недостатков относятся в первую очередь следующие. 

1) Большое многообразие кодов. Разные страны применяют 
различные коды. Кроме того, различают морские и «сухопутные» 
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коды, радиозондовые и шаропилотные коды и т. п. Понятно, что 
каждому коду должна соответствовать своя группа блоков рас-
кодирования, что сильно загружает программу. 

2) Трудность распознания «заголовка» сообщения, т. е. пер-
вой для данного сообщения группы сигналов, по которой можно 
судить о типе сводки. Заголовки т а к ж е бывают многообразными, 
и при машинной подготовке их легко спутать с данными наблю-
дений. 

3) Обилие «лишних» с точки зрения применения объектив-
ного анализа и численного прогноза данных, таких, как сведе-
ния качественного характера (например, о виде барограммы или 
о болтанке самолета) и данные об особых точках вертикальных 
профилей. В результате большая часть вводимого в машину 
материала остается неиспользованной. Ввод этих лишних дан-
ных и опознание того факта, что они лишние, существенно 
удлиняет машинное время, так как ввод данных является одной 
из самых медленных операций электронных вычислительных 
машин. 

4) Отсутствие контрольных знаков. Контрольные знаки яв-
ляются важным средством проверки того, что сообщение не 
исказилось в процессе кодирования, передачи или приема. Вве-
дение их позволяет почти однозначно выявить все случаи такого 
искажения. 

5) Вместо координат исходных станций передаются их 
синоптические индексы. Д л я того чтобы по индексу станции 
восстановить ее координаты, приходится прибегать к словарю 
станций, который вследствие его большого объема приходится 
располагать не в оперативном, а в промежуточном запоминаю-
щем устройстве машины. Обращение к этой промежуточной 
памяти является также весьма медленной операцией, и необхо-
димость ее использования существенно увеличивает машинное 
время. • 

6) Если те или иные данные отсутствуют, то место от-
сутствующей группы данных передается следующей. Это крайне 
неудобно, поскольку возможность каждой смены расположения 
данных приходится специально предусматривать в программе. 

Большая часть этих недостатков осложняет также раскодиро-
вание метеорологических сообщений вручную. Но в особенно-
сти вредны все эти недостатки применительно к автоматическому 
раскодированию метеорологических сообщений. Несложные под-
счеты показывают, что введение усовершенствованной системы 
кодирования, лишенной этих недостатков, позволит уменьшить 
машинное время, затрачиваемое на подготовку исходных данных 
для анализа, по крайней мере й'несколько десятков раз. 

1.6. Американский метеоролог-теоретик Ф. Томпсон предло-
жил недавно специальный код для первоочередных метеороло-
гических сообщений [113]. Если не вдаваться в несущественные 
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для дальнейшего подробности, то суть предложения Томпсона 
можно изложить следующим образом. 

Поскольку в настоящее время сообщения, используемые для 
получения исходных данных для численного прогноза, приходят 
в прогностические вычислительные центры с запозданием 5— 
6 час., Томпсон предлагает, сохранив все существующие пере-
дачи и существующие коды, ввести передачу специальных сооб-
щений первой срочности, содержащих исходные данные для чис-
ленных прогнозов и закодированные специальным образом. 
Такими данными должны являться значения высоты, темпера-
туры и ветра на некоторых, заранее оговоренных изобарических 
поверхностях. При этом для уменьшения размеров сообще-
ний предлагается передавать не сами значения этих элемен-
тов, а их изменения за 12 час., которые, естественно, выража-
ются меньшими числами. 

При составлении кода для таких сообщений Томпсон исходил 
из представления, что телетайп может оперировать с 32 различ-
ными сигналами. Один из них предлагается использовать для 
обозначения начала сообщения. Все остальное сообщение со-
стоит, по Томпсону, из сигналов, могущих принимать одно из 
оставшегося 31 значения, что эквивалентно числам в 31-ричной 
системе счисления (т. е. в системе с основанием 31). 

Все сообщение делится на группы по пять знаков (сигна-
лов) . Первая группа — заглавная . Кроме уже упомянутого 
признака начала сообщения, в ней фигурирует однозначный 
31-ричный «ключ», указывающий характер сообщения (с непод-
вижной или движущейся станции, с данными температурно-ве-
трового зондирования или только температурного, или только 
ветрового и т. п-). Наконец, последние три сигнала этой группы 
образуют трехзначное 31-ричное число, представляющее собой 
индекс для неподвижной станции или номер одного из 28 800 
широтно-долготных четырехугольников, на которые по опреде-
ленной системе делится поверхность Земли; этот номер исполь-
зуется для обозначения положения движущейся станции, напри-
мер корабля. 

Все остальные группы сообщения — смысловые. Каждое зна-
чение метеорологического элемента или, точнее, его 12-часового 
изменения передается одной 31-ричной цифрой. Именно, область 
возможных изменений элемента за 12 час. (от — Зсг до + За, где 
а — среднее квадратическое изменение) разбивается опреде-
ленным образом на 31 интервал, и передаваемая цифра пред-
ставляет собой номер интервала, в котором оказалось наблюден-
ное изменение элемента. После каждых четьфех таких цифр 
следует и замыкает собой пятизначную группу контрольная 
цифра. Она представляет собой последнюю цифру (в 31-ричной 
системе) суммы предыдущих четырех смысловых цифр группы 
и служит для контроля правильности данной группы. 
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Переходя к анализу предложения Томпсона, заметим прежде 
всего, что оно технически неосуществимо. Сразу ясно, что прием 
сообщения, закодированного по Томпсону, не может произво-
диться при включенном блоке печати телетайпа. Действительно, 
все сигналы телетайпа несут у Томпсона смысловую нагрузку. 
Следовательно, несет ее и сигнал возврата каретки. Но в тех 
случаях, когда этот сигнал не встретится через достаточно боль-
шое количество знаков, печать телетайпа работать не сможет. 
Если ж е вести прием с выключенной печатью, то, во-первых, 
затрудняется контроль сомнительных данных на глаз, который 
легко производить по печатному тексту, а не по пробивкам на 
перфоленте. Во-вторых, при использовании линий связи, пере-
дающих и другую информацию, требование каждый раз выклю-
чать печать телетайпа при приеме метеорологической информа-
ции достаточно обременительно. Наконец, в-третьих, и при 
выключенной печати код полностью не осуществим, ибо нечем 
выполнить разделения сообщения на группы. Необходимый для 
этого сигнал — «пробел» — т а к ж е несет у Томпсона смысловое 
значение. 

Впрочем, отмеченные недостатки, несмотря на всю их суще-
ственность, не являются, на наш взгляд, главными минусами 
предложения Томпсона. Чтобы правильно оценить это предло-
жение, необходимо ответить на два вопроса: 

1) целесообразно ли, сохраняя все многообразие существую-
щих кодов и всю их нерациональность, вводить еще один код 
для первоочередных сообщений? 

2) можно ли рассчитывать на значительное ускорение хода 
метеорологической информации по линиям связи только за счет 
усовершенствования кодов? 

По нашему мнению, правильный ответ на оба вопроса — от-
рицательный. 

По первому вопросу можно высказать следующие соображе-
ния. 

1) Введение дополнительных сообщений, д а ж е передаваемых 
весьма быстро, даст дополнительную нагрузку и без того сильно 
загруженным каналам связи. 

2) Прежде чем внедрить новый код, необходимо провести 
длительную и трудоемкую работу по обучению новому коду 
всех лиц, занимающихся кодированием и передачей метеороло-
гических сообщений. Явно нерационально проводить такую ра-
боту д в а ж д ы — при введении кода для первоочередных сообще-
ний и затем при пе'реходе к усовершенствованной системе коди-
рования всех метеорологических сведений, необходимость 
которой не вызывает сомнений. 

3) Решение вопроса о том, какие данные требуются для це-
лей численного прогноза1 и потому должны быть первоочеред-
ными, а какие нет, зависит от состояния развития численных 
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методов прогноза и потому может быстро меняться. Примером 
может являться предложение Томпсона. Со времени разработки 
этого предложения к числу элементов, подвергаемых объектив-
лому анализу и численному прогнозу, стали относить также 
влажность, Между тем в коде Томпсона влажность не фигури-
рует. Часто ж е менять код, разумеется, совершенно невозможно. 

4) Наконец, существенно, что объективному анализу_можно 
и должно подвергать поля и тех метеорологических элементов, 

•сведения о которых не нужны для численного прогноза. Но по-
скольку целесообразен объективный анализ таких элементов, 
целесообразна и автоматическая подготовка к нему, следова-
тельно, и такие элементы должны кодироваться так, чтобы это 
не создавало труднопреодолимых препятствий для автомати-
ческого раскодирования. 

Все эти соображения показывают, что вместо введения спе-
циального кода для первоочередных сообщений следует карди-
нально усовершенствовать всю существующую систему кодиро-
вания метеорологической информации. 

Разумеется, разработка и внедрение усовершенствованных 
кодов потребует немалого времени. Поэтому в настоящее время 
целесообразно, не меняя кодов, ввести простую перестановку 
передачи метеорологических данных, а именно передавать сна-
чала сведения, используемые при объективном анализе и чис-
ленном прогнозе метеорологических полей, и лишь затем — всю 
остальную информацию. Это предложение было высказано 
М. И. Юдиным при обсуждении кода Томпсона. 

Перейдем теперь ко второму из поставленных выше вопро-
сов. 

Усовершенствование системы кодирования будет полезным во 
многих отношениях. Оно даст возможность кардинально упрос-
тить и значительно ускорить автоматическую подготовку данных 
д л я объективного анализа . Оно позволит устранять все ошибки, 
возникающие в процессе кодирования, передачи и приема сооб-
щений и приведет к некоторому уменьшению времени прохож-
дения метеорологической информации до прогностических цент-
ров: 

Однако основным препятствием к резкому уменьшению 
времени движения информации является отнюдь не система 
кодирования, а использование на линиях связи механических 
устройств трансмиттера и телетайпа. Сравнительно низкая ско-
рость работы этих устройств резко контрастирует со скоростью 
обработки метеорологической информации на вычислительных 
машинах. 

В настоящее время в ряде стран разрабатываются системы 
автоматического приема и обработки сигналов радиозондов и 
вообще вертикальных зондирований атмосферы. В таких систе-
мах предусматривается и автоматическия передача результатов 
214-



обработки, причем эта передача может производиться' не с «ме-
ханической», а с «электронной» скоростью, минуя механические 
устройства типа телетайпа. Такие данные могут, по крайней 
мере в принципе, вводиться непосредственно в оперативные на-
копители вычислительных машин, минуя малоскоростные вход-
ные устройства. Трудно сомневаться в том, что этот путь может 
привести к кардинальному уменьшению вр.емени прохождения 
метеорологической информации от пунктов наблюдения до прог-
ностических центров. Что касается усовершенствования кодов, 
то таким путем можно добиться ускорения движения метеороло-
гической информации максимум в два-три раза . Этого недоста-
точно уже сейчас и тем более окажется недостаточным в буду-
щем, когда сеть метеорологических станций значительно воз-
растет. 

Таким образом, усовершенствование системы кодирования и 
передачи метеорологической информации должно, на наш 
взгляд, происходить в три этапа. Первый этап осуществим в са-
моё ближайшее время и состоит во введении первоочередной 
передачи сведений, необходимых для объективного анализа и 
численного прогноза метеорологических полей. Второй этап со-
стоит во внедрении системы кодирования метеорологических 
данных, кардинально усовершенствованной по сравнению с су-
ществующей. Этот этап требует определенной подготовительной 
работы. Его осуществление приведет к резкому увеличению воз-
можностей автоматического раскодирования метеорологических 
сводок. Наконец, третьим этапом должен явиться переход в связи 
с внедрением автоматической обработки сигналов вертикаль-
ного зондирования атмосферы к «безмеханической» передаче й 
приему метеорологических сообщений. 

1.7. Представляется нерациональным, чтобы разработка 
усовершенствованной системы метеорологического кодирования 
производилась только метеорологами-теоретиками. Необходимо 
привлечь к решению этого важного вопроса также представи-
телей других специальностей, в частности синоптиков и связи-
стов. Пример с предложением Томпсона, на наш взгляд, хорошо 
иллюстрирует этот тезис. 

Однако именно от метеорологов-теоретиков естественно ожи-
дать разработки тех требований, которым должна удовлетво-
рять система кодирования для целей автоматической подготовки 
данных для объективного анализа и численного прогноза по-
годы. 

Попытаемся сформулировать некоторые из этих требований. 
1) Целесообразно отделить сообщения о значениях основных 

метеорологических элементов — геопотенциала, ветра, темпера-
туры и влажности — на главных изобарических поверхностях 
(включая и поверхность 1000 мб)" от всех остальных сообщений 
и передавать первые сообщения прежде остальных. 

215-



2) Расположение станций следует характеризовать не услов-
ным индексом станции, а непосредственно ее географическими 
координатами, как это в настоящее время предусмотрено в мор-
ских кодах. 

3) Следует отказаться от системы «опознавательных групп» 
и «опознавательных знаков» сообщений, как чрезмерно расточи-
тельной. Взамен этого необходимо вполне однозначно оговорить 
место расположения тех или иных данных в сообщении. Жела -
тельно ввести специальные сигналы для начала и конца метео-
рологического сообщения. 

4) Ни в коем случае нельзя допускать, чтобы при отсутст-
вии тех или иных данных на их месте передавались бы следую-
щие данные. Необходимо заполнять соответствующие места 
сообщений специальными знаками, свидетельствующими об от-
сутствии данных. Проще всего использовать для этой цели 
управляющий сигнал «пробел», так что на бумажном рулоне 
(но не на перфоленте) соответствующие места сообщения будут 
попросту пустыми. 

5) Необходимо предусмотреть пути проверки правильности 
сообщаемых данных и отсутствия искажений их в процессе пере-
дачи. Помимо контрольных цифр (наподобие предлагаемых 
Томпсоном), сюда относится также передача наряду с абсолют-
ным геопотенциалом относительного, наряду с ветром — терми-
ческого ветра и т. п. 

Впрочем, вопрос об обеспеченности надежности сообщений 
в настоящее время хорошо разработан в теории информации. 
Следует воспользоваться этими разработками. 

6) Необходимо вполне однозначно определить такие мо-
менты, как расположение переходов с одной строки на другую, 
количество перекатов между строками и пробелов между груп-
пами сообщения. Необходимо также ввести четкую регламен-
тацию способа передачи сообщений, как об этом уже говорилось 
выше, в п. 5. 

Изложенные рекомендации, несомненно, не являются ни бес-
спорными, ни тем более исчерпывающими. Нам представляется, 
однако, желательным, чтобы рекомендации такого рода учиты-
вались при разработке усовершенствованной системы кодирова-
ния метеорологической информации. 

§ 2. Вычисление координат изолиний с помощью универсальной 
электронной вычислительной машины 

2.1. В предыдущем параграфе был рассмотрен вопрос о путях 
автоматизации этапов работы прогностических центров, пред-
шествующих анализу метеорологических полей. Д л я того чтобы 
полностью автоматизировать работу прогностического центра, 
необходимо еще перейти к автоматическому построению карт 
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изолиний метеорологических элементов. При этом имеется в виду-
автоматизация построения не только прогностических карт по 
данным численного прогноза, но т а к ж е и диагностических к а р т 
по данным объективного анализа. 

Некоторыми авторами были предложены весьма простые-
приемы расчерчивания карт вручную по данным объективного 
анализа или численного прогноза. Так, в заметке Хантера [90J 
предлагается для этой цели использовать двухкоординатное 
выходное печатающее устройство, имеющееся у машины IBM-704. 
Такое устройство выдает результат анализа или прогноза не 
в виде колонки расположенных друг под другом чисел, к а к 
в большинстве машин, а в виде «двумерной» таблицы. Если 
предусмотреть в программе требование, чтобы машина печатала 
результаты счета в виде таблицы, построенной в соответствии 
с расположением узлов регулярной сетки, то на такой таблице-
на основании выданных чисел можно непосредственно расчер-
тить поле изолиний рассматриваемого метеорологического эле-
мента. Удобно еще отпечатать на этой ж е таблице широтно-дол-
готную сетку или контуры материков и океанов, или и то и дру-
гое. Тогда построенное поле изолиний может применяться 
в оперативной работе в качестве карты — прогностической или: 
диагностической. Н а рис. 42 приведен пример такого поля изо-
линий, заимствованный из [90]. 

Такого рода предложения обладают тем несомненным преи-
муществом, что реализация их не требует ни значительных 
затрат машинного времени, ни придания машине каких-либо 
сложных устройств. Необходимо только иметь двухкоорди-
натную печать. Правда , в подавляющем большинстве су-
ществующих универсальных вычислительных машин двух-
координатная печать отсутствует, но устройство ее не представ-
ляет значительных трудностей и не является чрезмерно дорого-
стоящим. 

Вместе с тем описанный способ построения карт о б л а д а е т 
множеством недостатков. Во-первых, построение изолиний про-
изводится вручную и потому неизбежно содержит элемент 
субъективности. Во-вторых, расчерчивание карт вручную зани-
мает время, которое трудно существенно уменьшить, в то время 
как скорость автоматического выполнения этого процесса цели-
ком зависит от быстродействия вычислительной машины (и 
приданных ей устройств) и может увеличиваться вместе с уве-
личением этого быстродействия. Наконец, в-третьих, наличие на 
карте чисел существенно затемняет картину изолиний и затруд-
няет пользование картой. 

По всем этим причинам изложенный способ построения карт 
может рассматриваться лишь как приемлемая полумера при 
недостаточной оснащенности прогностического центра вычисли-
тельной техникой. По мере ж е увеличения возможностей исполь-
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зования вычислительных машин следует стремиться к полной 
автоматизации построения карт изолиний. 

Автоматическое построение карт изолиний неизбежно сла-
гается из двух этапов: сперва рассчитываются координаты точек 
изолиний, затем результаты этих расчетов выдаются из машины 
в виде карты. Осуществление первого из этих этапов сводится 
к составлению и реализации на машине некоторого вычисли-
тельного алгорифма. Второй этап требует для своей реализации 
решения технических задач. 

2.2. Поскольку станции аэрологического зондирования не об-
разуют, разумеется, геометрически правильной сетки точек, то 
мыслимы два различных пути: либо строить карту непосредст-
венно по данным в нерегулярной сетке пунктов наблюдения, 
либо предварительно получать значения интересующего нас 
элемента в точках какой-либо правильной (скажем, квадратной 
или треугольной) сетки и лишь затем строить карту изолиний 
этого элемента. Следующие соображения заставляют предпо-
честь второй путь. 

1) Программа работы машины для построения карты по 
данным в правильной сетке точек значительно проще, чем по 
данным в неправильной сетке. 

2) Д л я того чтобы данные наблюдений можно было исполь-
зовать при построении карты, необходимо, помимо всего про-
чего, исправить, или по крайней мере исключить ошибочные 
данные, выполнить согласование данных о различных элементах 
на различных уровнях и, возможно, произвести сглаживание 
для уменьшения несущественных мелкомасштабных возму-
щений. Все эти операции выполняются в процессе объектив-
ного анализа, результатом которого являются значения анали-
зируемого элемента (или элементов) в узлах правильной 
сетки. 

3) Результаты объективного анализа играют роль исходных 
данных для численного прогноза. Их ж е естественно взять в ка-
честве исходных данных для построения карт. 

4) Поскольку результаты численного прогноза получаются 
в виде прогнозированных значений в правильной сетке точек, 
то методика построения изолиний по данным в правильной 
сетке будет обладать универсальностью: она будет в равной 
мере применима к построению как диагностических, так и про-
гностических карт. 

Поэтому мы будем рассматривать лишь методы построения 
карт изолиний по данным в узлах регулярной, а именно квад-
ратной сетки точек. 

Д л я расчета изолиний необязательно использовать универ-
сальную вычислительную машину — для этой цели может быть 
применена и специализированная машина. Однако, поскольку 
построение карты мыслится не как изолированная операция, 
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а как завершение цикла действий, выполняемых с помощью 
универсальной вычислительной машины, естественно планиро-
вать, по крайней мере на первых порах, применение для этой 
цели той ж е универсальной машины. 

2.3. Д о настоящего времени опубликовано весьма небольшое 
число работ, посвященных автоматическому построению карт 
с помощью вычислительной машины. 

Бидиентом в 1954 г. был предложен метод построения про-
гностической карты барической топографии с помощью авто-
матической печатающей машинки типа телетайпа. Краткое 
изложение этой методики имеется в работе [108]. Рассмотрим 
эту методику. 

Результаты прогноза, полученные для точек квадратной 
сетки, интерполируются в точки значительно более густой сетки 
с помощью формул билинейной интерполяции. Д а л е е машина 
анализирует каждое из значений высоты изобарической поверх-
ности. Применительно, например, к карте А Т 5 0 0 этот анализ со-
стоит в следующем. Если значение геопотенциала в рассматри-
ваемой точке лежит в пределах от 500 до 508 гп. дкм (интервал 
между изогипсами принят равным 8 дкм) , то вычислительная 
машина дает управляющий сигнал печатающей машинке: напе-
чатать в месте, соответствующем этой точке, цифру 0. Если зна-
чение геопотенциала находится в пределах от 508 до 516 гп. дкм, 
то следует сигнал печатающей машинке: не печатать никакой 
цифры в месте, соответствующем этой точке. Д а л е е точки, в ко-
торых значения геопотенциала лежат в пределах 5 1 6 < # < 5 2 4 , 
печатаются в виде цифры 2; точки, в которых 5 3 2 < # < 5 4 0 , 
печатаются в виде цифры 3 и т. д. В точках ж е 5 2 4 < # < 5 3 2 
или 5 4 0 < # < 5 4 8 и т. д. не печатается никаких цифр. Н а осно-
вании этих правил машина анализирует последовательно зна-
чения геопотенциала во всех точках густой сетки. В результате 
получается карта, состоящая из чередующихся темных (т. е. 
заполненных цифрами) и светлых полос. Изогипсами являются, 
очевидно, границы между темными и светлыми полосами. При-
мер карты, построенной с помощью описанной методики, при-
веден в работе [108] и воспроизведен на рис. 43. 

Основные недостатки описанной методики построения карты 
изолиний связаны с применением печатающей машинки. Во-
первых, скорость работы такой машинки вследствие наличия 
в ней механических устройств значительно ниже скорости ра-
боты электронной вычислительной машины, в результате чего 
построение карты отнимает непропорционально много времени. 
Во-вторых, расстояние между точками густой сетки не может 
быть принято достаточно малым, ибо оно ограничено разме-
рами литеры и шпации печатающей машинки; поэтому изоли-
нии получаются чрезмерно грубыми. Наконец, в-третьих, карта 
получается слишком загруженной, так что, скажем, построение 
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двух полей изолиний на одной и той ж е карте с помощью этой 
методики невозможно. 

Более совершенный метод был предложен Брингом в 1957 г. 
Он кратко изложен в статье [80]. Там приведена и карта, по-
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Рис. 43. Карта изогипс ATsoo, построенная способом Бидиента [108]. 

строенная с помощью этого способа; она воспроизведена на 
рис. 44. 

Вместо печатающей машинки Бринг использовал катодно-
лучевую трубку с разверткой 256X256, а затем и 512X512 
точек. 

Первый этап вычислений в методе Бринга таков же, как 
для метода Бидиента — он состоит в билинейной интерполяции 
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на точки густой сетки. Д а л е е производится анализ; он заклю-
чается в выявлении не •полос точек между изолиниями, а полос 
то,чек, примыкающих к изолиниям. Именно значение геопотен-
циала # в к а ж д о й точке густой сетки испытывается на выполне-
ние двойных неравенств вида 

Я 0 + гаДЯ-8<Я<Я0 + /гДЯ + В. (1) 
Здесь # о — некоторое начальное значение геопотенциала 

(у Бринга # о = 5 0 4 гп. д к м ) ; Д # — р а з н о с т ь значений геопо-

Рис. 44. Фотография карты изогипс ATsoo> полученной на 
экране катодно-лучевой трубки машины BESK - способом 

Бринга [80]. 

тенциала между соседними изогипсами (Бринг принимал Д # = 
= 8 гп. д к м ) ; п—• число, пробегающее значения 0, ± 1 , ± 2 , — 
и отличающее одну изогипсу от другой; б — допуск, от кото-
рого зависит «толщина» изогипсы. Если # в данной точке 
густой сетки удовлетворяло неравенству (1) при каком-нибудь 
значении п, то эта то,чка светилась на экране катодно-лучевой 
трубки, в противном случае она оставалась темной. В резуль-
тате на экране получались полосы, изображавшие изогипсы. 
При этом для обеспечения примерно одинаковой толщины этих 

222-



полос—изогипс — величина 6 бралась различной в разных точ-
ках, а именно тем большей, чем больше градиент геопотен-
циала вблизи соответствующей точки. 

Благодаря применению катодно-лучевой трубки метод 
Бринга обладает высоким быстродействием. Однако он не ли-
шен недостатков. Изображение изогипс в виде полос несколько . 
затемняет карту. К тому же, несмотря на варьирование б, не-
возможно достичь полностью одинаковой толщины этих полос. , 

Кроме того, билинейная интерполяция, примененная в обоих 
рассмотренных методах, является, вообще говоря, слишком 
грубой. Именно, если представить себе линейную интерполя-
цию в одном измерении, то очевидно, что она будет давать 
ошибочные результаты вблизи максимумов и минимумов, осо-
бенно если они имеют место где-то посередине между точками, 
в которых заданы значения анализируемого элемента. Соот-
ветственно этрму билинейная интерполяция может давать зна-
чительные искажения вблизи центров циклонов, антициклонов, 
гиперболических точек, а т а к ж е осей ложбин и гребней. 

Випперман [116] разработал методику построения карт 
с помощью вычислительной машины IBM-704. Карта изобра-
ж а л а с ь на экране приданной этой машине катодно-лучевой 
трубки IBM-740 CRT с разрешающей особенностью 1024Х 
1024 точек. Способ вычисления изолиний, принятый Випперма-
ном, состоял в следующем. 

Сначала путем кубической интерполяции определяются зна-
чения метеорологического элемента в точках сетки, вдвое более 
густой, чем исходная (шаг исходной сетки был 300 км) . Затем 
на каждой стороне этой более густой сетки ищутся тонки изо-
линий. Д а л е е для каждого квадрата этой сетки разыскиваются 
соответствующие друг другу точки изолиний на прилежащих 
его сторонах. Эти точки соединяются прямыми линиями. Та-
ким образом, изолинии получаются в виде ломаных. Эти ло'ка-
ные подсвечиваются на экране катодно-лучевой трубки и затем 
фотографируются. Н а рис. 45 приведена фотография такой 
карты. 

Сравнивая способы расчета изолиний, принятые Випперма-
ном и Брингом, можно видеть что первый из этих способов 
заведомо грубее. Н а снимке карты, приведенном в статье Вип-
пермана, нетрудно различить отдельные изломы изолиний. Кроме 
того, толщина изолиний на снимке получается явно чрезмерной, 
как это имеет место и у Бринга. 

В 1958 г. автором совместно с В. П. Болтенковым [21] была 
построена методика расчета точек изолиний, по нашему мне-
нию, более совершенная,, чем рассмотренные выше. В основу 
этой методики было положено принятое т а к ж е Бидиентом и 
Брингом разделение задачи на два последовательных этапа — 
интерполяцию в узлы весьма густой сетки и поиск точек изо-
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линий. Однако выполнение обоих этапов было значительно 
усовершенствовано по сравнению с тем, как оно проводилось 
упомянутыми авторами. Ниже излагается эта методика. 

2.4. Термин «билинейная интерполяция» не является обще-
принятым в математике. Поэтому, строго говоря, невозможно 

О 7 0 3 Б 6 0 3 0 0 5 О О И Б 2 4 Н R Е: й F- и Т F 
PROG L f t B E L • ZОM НS 1С L I'ME = Ч-Sb l 

Рис. 45. Фотография карты изогипс ATsoo, полученной на экране 
катодно-лучевой трубки машины IBM-704 способом Виппермана [116]. 

однозначно заключить, какой смысл вкладывали авторы упо-
мянутых работ в этот термин. Однако поскольку они пользова-
лись квадратной сеткой исходных точек и при интерполяции 
точно удовлетворяли значениям в четырех вершинах квадрата, 
то, по-видимому, процесс состоял в последовательном выполне-
нии линейной интерполяции в двух взаимно перпендикулярных 
направлениях. Легко, показать, что этот процесс эквивалентен 
описанию зависимости Н(х, у) внутри каждого квадрата урав-
нением второй степени . 

/ / — #оо + а10х -(- а01у + апху, (2) 
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линейным относительно каждой из координат х и у в отдель-
ности. С геометрической точки зрения уравнение (2) описывает 
поверхность второго порядка (гиперболоид), линейчатую в на- , 
правлениях, параллельных плоскостям (х, Н) и {у, Н). Если про-
стоты ради принять шаг крупной квадратной сетки за единицу 
и поместить начало координат в левом нижнем углу рассматри-
ваемого квадрата, то коэффициенты уравнения (2) связаны со 
значениями Я в вершинах квадрата формулами: 

« о о = Я 0 0 
а ю — ^ ю Н т 

а 0 1 = Н 0 1 - Н 0 0 - w 
« и = н п + Я о р — Н 1 0 — Н 0 1 

где индексы у Я означают координаты вершин, квадрата . Под-
ставляя (3) в (2), получаем формулу билинейной интерполя-
ции в указанном смысле 

Н = Н00(1-х)(1-у) + Н10х(\-у) + 

1- //щУ (1 — х) + Ппху. (4) 

Здесь координатам х и у следует придавать значения , 
где п — количество интервалов, на которые разбивается шаг 
редкой сетки при переходе к густой, a t пробегает целые зна-
чения от 0 до и. 

С помощью формулы (4) был рассчитан вручную один при-
мер билинейной интерполяции. Исходными данными явились 
значения геопотенциала поверхности 500 мб в 10X10 точках 
квадратной сетки с шагом, равным примерно 300 км. Вычисле-
ния проводились в двух вариантах (п — 5 и п = 1 0 ) и сопостав-
лялись с результатами тщательного субъективного анализа 
поля геопотенциала. При этом сопоставлялись также профили 
геопотенциала — реальный и билинейный — вдоль нескольких 
избранных прямых на карте. На рис. 46 изображен один из 
таких профилей. Н а этом рисунке видно, что погрешности би-
линейной интерполяции могут быть значительны, особенно там, 
где кривизна барического профиля велика. Эти погрешности 
связаны с разрывом производных в точках исходной сетки. На-
ряду с этим было выяснено, что более густое дробление сетки, 
а именно переход от п = 5 к п = 1 0 , мало влияет на результаты 
интерполяции. 
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Поскольку билинейная интерполяция оказалась, вообще 
говоря, недостаточной, были испытаны другие способы интерпо-
ляции. После ряда проб мы остановились на способе, который 
назвали бикубичной интерполяцией. Он состоит в следующем. 

Производя интерполяцию внутри квадрата, используем дан-
ные о геопотенциале не только в четырех вершинах этого квад-
рата, но и еще в 12 точках редкой сетки, окружающих этот 
квадрат (рис. 47). При этом будем описывать зависимость 

Н дкм 

Рис. 46. Профиль геопотенциала ATsoo по результатам 
субъективной интерполяции (1) и билинейной интерпо-

ляции (2). 

Я (х, у) полиномом шестой степени, кубичным относительно 
каждой из координат х, у, 

Н{х,у) — а 0 0 + а^х + а 0 1 у + а20х2 + апху + ай2у2 + 

+ аййх3 + а21х2у + al2xy2 -f а0зу3 + а31х3у + а22х2у2 + а13ху3 + 

+ а32х3у2 + а23х2у3 - f а33х3у3. (5) 

16 коэффициентов а0о, аю а3 3 уравнения (5) определим 
из условия, чтобы это уравнение точно удовлетворялось в 16 
указанных точках квадратной сетки, В результате получим 
формулу, справедливость которой проще всего проверить не-
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посредственной подстановкой в нее координат точек сетки 
(см. рис. 47) 

H{x,y) = ± H _ l i _ l x { \ - x ) { 2 - x ) y { \ - y ) { 2 - y ) -

~ ^ H _ l 0 x { l - x ) { 2 - x ) { \ + y ) { \ - y ) { 2 - y ) ~ 

- - j j j * (1 - x) (2 - x) ( 1 + у)у (2 - у) + 

- Я 0 ( _ х (1 + х) (1 - х) (2 - х) у (1 - у) (2 - у) + 

+ ^ Я 0 0 ( 1 + х ) ( 1 - х ) ( 2 - х ) ( 1 + ^ ) ( 1 - у ) ( 2 - у ) - Ь 

+ ^ Я 0 ; 1 ( 1 + л ; ) ( 1 - Л : ) ( 2 - ^ ) ( 1 + у ) у ( 2 - у ) -

- ^ Я 0 2 ( 1 + х ) ( 1 - ^ ) ( 2 - х ) ( 1 + у ) у ( 1 - у ) -

-•~Н1>_1{\+х)х{2-х)у{\-у){2-у) + 

+ Х Я 1 , оО + * ) * ' ( 2 - + У)(1 - У)(2 - У) + 

+ 4 - Я 1 л ( 1 + х ) х ( 2 - х ) ( 1 + у ) у ( 2 - у ) -

- - ^ Я 1 2 ( 1 + х ) х ( 2 - х ) ( 1 + у ) у ( 1 - у ) + 

+ _ j(1 + х) .*(1 - х) у (1 - у ) (2 - у ) -

- ^ Я 2 0 (1 Ч- х ) х ( 1 - х ) (1 + у)(1 - у)(2 - у) -

- - L t f 2 > х(1 + (1 - * ) (1 + у) у (2 - у) + 

. + ± Я2> 2 (1 + х) х (1 - х) (1 + У) У (1 - У). (6) 

В формуле (6) приняты те ж е обозначения, что и в фор-
муле (4), и переменные х и у пробегают в ней такие ж е зна-
чения. 
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Бикубичная интерполяция, очевидно, неприменима к гра-
ничным квадратам исходной сетки точек, поэтому в этих квад-
ратах приходится ограничиваться билинейной интерполяцией. 

К а к будет показано ниже, бикубичная интерполяция обла-
дает существенно большей точностью, чем билинейная. Вместе 
с тем нельзя считать вопрос о выборе наилучшей методики ин-
терполяции на точки густой сетки решенным. В частности, за-
служивает внимания мысль об использовании для этой цели 
оптимальной интерполяции. В противоположность изложенным 
способам оптимальная интерполяция не является формальным 
приемом, так как при оптимальной интерполяции используется 
статистическая структура поля интерполируемого элемента. 

Поэтому можно ожидать, что при 
одинаковом объеме исходных дан-
ных оптимальная ' интерполяция 
будет обладать наибольшей точ-
ностью по сравнению с формаль-
ной. Существенно также, что при 
оптимальной интерполяции можно 
учесть наличие случайных ошибок 
в исходных данных. Наконец, удоб-
но и то, что, используя оптималь-
ную интерполяцию, можно не только 
провести изолинии, но и оценить 
точность, с которой они Прове-
дены. Вообще вопрос об использо-
вании оптимальной интерполяции 
как первого этапа построения кар-
ты с помощью машины нуждается, 

на наш взгляд, в специальном исследовании. 
2.5. При разработке методики поиска точек изолиний мы 

исходили из необходимости в возможно меньшей степени «за-
гружать» карту. Поэтому было принято требование, чтобы 
толщина каждой изолинии составляла одну точку. 

Поясним разработанную методику на примере построения 
карты изогипс барической топографии, проводимых через 
4 гп. дкм. Очевидно, что с несущественными изменениями эту 
методику можно применить для нахождения изолиний любого 
элемента. 

Разделим сначала значения геопотенциала во всех точках 
густой сетки на 4. Тогда очевидно, что при переходе через изо-
гипсу целая часть этого разделенного значения увеличивается 

н 
на единицу. Следовательно, сравнивая значения в двух со-
седних точках густой сетки, мы можем заключить, что если 
целые части этих значений отличаются, то одна из этих двух 
точек принадлежит изогипсе. Чтобы решить, какая именно из 

Рис. 47. Расположение исполь-
зуемых узлов квадратной сетки 
при бикубичной интерполяции. 
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этих точек есть точка изолинии, нужно лишь сравнить откло-

нения от целого значения в обеих точках. Та точка, для 
которой это отклонение по модулю меньше, и будет точкой 
изогипсы. 

Нет смысла производить сначала интерполяцию в точки 
густой сетки по всей карте, а затем переходить к поиску точек, 
ибо при этом окажется перегруженной память машины. Целе-
сообразно производить интерполяцию для одного квадрата, 
ограниченного соседними сторонами исходной, редкой сетки, 
затем выполнить поиск точек изолиний внутри этого квадрата 
и лишь затем переходить к следующему квадрату. При этом 
для -обеспечения плавности изолиний при переходе с одного 
квадрата на другой необходимо включать точки сторон квад-
рата в каждый из соответствующих квадратов. 

2.6. На основании разработанной методики В. П. Болтенко-
вым были составлены две программы построения карты изо-
гипс с помощью машины «Урал-1». Исходными данными явля-
лись значения геопотенциала в 1 1 X 1 1 точках квадратной 
сетки с шагом около 300 км, так что территория, охватываемая 
этой сеткой, имела размеры 3000 X 3000 км. Параметр разбие-
ния сетки п был принят равным восьми. 

Д в е программы отличались лишь способом интерполяции. 
В первой программе была использована билинейная интерпо-
ляция, и результаты получались для всей территории 
(100 квадратов) . Во второй программе применялась бикубич-
ная интерполяция, и результаты получались для всей террито-
рии за вычетом квадратов, примыкающих к ее границе, т. е. для 
64 квадратов. Поскольку мы не располагали проецирующей 
приставкой к вычислительной машине, координаты точек изо-
линий выдавались на печать, а затем наносились на бланк 
карты вручную. Попутно выдавались на печать значения целой 

Н 
части показывающие, чему равен геопотенциал на этой 
изолинии, а также значения дробной части, показывающие, 
насколько отличается величина Н в точке от точного значения 
на изолинии. 

С помощью каждой из этих программ был выполнен расчет 
двух примеров (рис. 48 и 49). Н а этих рисунках наряду с точ-
ками изолиний, вычисленными при билинейной интерполяции 
(кружки) и при бикубичной (крестики), показаны также 
изогипсы, проведенные предварительно в результате весьма 
тщательного субъективного анализа поля геопотенциала. Рас-
смотрение рис. 48 и 49 позволяет сделать следующие выводы. 

1) Расчетные изогипсы имеют требуемую толщину в одну 
точку и не загромождают карту. 

2) Расчетные изогипсы очень хорошо сопрягаются при пе-
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реходе из одного квадрата в другой, пропусков участков изо-
гипс не наблюдается. 

3) Значение п = 8 при шаге исходной сетки 300 км обеспечи-
вает более или менее достаточную наглядность и плавность 
изогипс. Все ж е желательно несколько увеличить значение п, 
а именно до п= 16. Дальнейшее увеличение п было бы явно 
излишним. 

4) Билинейная интерполяция обеспечивает достаточную 

Рис. 48. Участок карты ATsoo за 03 часа 25 июля 1958 г. 
Изогипсы построены на основании: 1 — субъективного анализа , 2 — били-

нейной интерполяции, 3 — бикубичной интерполяции. 

точность лишь в областях, где поле близко к линейному. 
Вблизи ложбин, гребней и особенно барических центров били-
нейная интерполяция может давать значительные погрешности. 
Интересна, в частности, самопересекающаяся циклоническая 
изогипса на рис. 49, резко расходящаяся с результатом как субъ-
ективного анализа, так и бикубичной интерполяции. Поскольку 
варьировать методику интерполяции в зависимости от .конфи-
гурации поля было бы затруднительно, из сказанного вытекает 
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заключение, что билинейную интерполяцию следует заменить 
какой-либо иной, более совершенной, например бикубичной, 
интерполяцией. Можно также с помощью бикубичной фор-
мулы осуществлять интерполяцию на не очень густую сетку и 
применять затем билинейную интерполяцию для получения зна-
чений в более густой сетке точек. 

В частности, для наших примеров можно мыслить себе при-

Рис. 49. Участок карты АТ500 за 03 часа 1 сентября 1958 г. ; 

Усл. обозначения см. рис. 48. 

менение билинейной интерполяции для перехода от: п = 8 
к п~ 16. 

5) Бикубичная интерполяция обеспечивает всюду доста-
точную для практических целей точность. Анализируя неболь-
шие расхождения между результатами субъективного анализа 
и изогипсами, построенными при использовании бикубичной 
интерполяции, практически невозможно установить, вызваны 
ли эти расхождения погрешностями бикубичной интерполяции 
или субъективного анализа. 
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2.7. Машинное время, затрачиваемое на реализацию про-
грамм на машине «Урал-1» с выдачей результатов на печать, 
разумеется, весьма значительно. Оно составляет около 4 час. 
при билинейной интерполяции и около 5,5 4ас. при бикубич-
ной. Около 20—25% этого времени занимает печать результа-
тов. 

Понятно, что при таких затратах времени оперативное ис-
пользование метода с помощью машины «Урал-1» и без проеци-
рующей приставки невозможно. Иначе будет обстоять дело 
при использовании приставки и применении более быстродей-
ствующей современной электронной вычислительной машины. 
Выполним приближенный расчет машинного времени при та-
ких условиях. 

Применение проецирующей приставки практически полно-
стью упраздняет те затраты времени, которые шли на печать 
результатов, поскольку приставка работает одновременно 
с машиной. Поэтому на машине «Урал-1» с приставкой время, 
затрачиваемое на построение карты для территории 
3000 X 3000 км2, т. е. порядка размеров Европы, должно сни-
зиться примерно с 5,5 до 4 час. Пусть, далее, используется ма-
шина, обладающая скоростью не 100 операций в секунду, как 
«Урал-1», а 20 000, и пусть она имеет трехадресную систему 
команд. Переход от одноадресной к трехадресной системе 
команд снижает количество операций, а потому и затрачивае-
мое время примерно вдвое. В результате для построения изо-
линий на территории 3000 X 3000 км2 уйдет время, примерно 
в 400 раз меньшее, чем 4 часа, т. е. около 36 сек. Если д а ж е 
увеличить территорию до размеров полушария, т. е. примерно 
в 30 раз, увеличив при этом расстояние между соседними точ-
ками сетки вдвое1 , то машинное время составит около 4,5 мин. 

Сказанное отнюдь не следует понимать в том смысле, что 
карта может,-быть построена машиной за несколько минут 
непосредственно после получения данных наблюдений. По-
строению диагностической карты должен предшествовать объ-
ективный анализ, а построению прогностической карты — еще 
и численный прогноз. Машинное время, потребное для выпол-
нения этих этапов, существенно превосходит несколько минут. 
Так, только для прогноза поля геопотенциала над полушарием: 
нужно время порядка часа. Именно поэтому и можно утверж-
дать, что разработанная методика построения карт, требуя при 
использовании быстродействующей машины лишь нескольких 
минут в дополнение к часу, затрачиваемому на прогноз, может 
применяться в оперативном порядке. 

1 При этом имеется в виду, что изогипсы по-прежнему проводятся через 
4 гп. дкм; если же проводить их через больший интервал, что рационально 
для карты полушария, то затраты времени соответственно снизятся. 
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§ 3. Вопросы ввода данных в вычислительную машину и выдачи 
результатов объективного анализа 

3.1. В § 1, рассматривая методику автоматической подго-
товки исходных данных для объективного анализа метеорологи-
ческих полей, мы предполагали, что метеорологическая инфор-
мация, содержащаяся на перфоленте телетайпа, автоматиче-
ски вводится в вычислительную машину. 

Среди универсальных вычислительных машин имеются та-
кие, в которых предусмотрено специальное устройство ввода 
данных в оперативный накопитель непосредственно с перфо-
ленты телетайпа- Иначе говоря, для таких машин перфолента 
телетайпа является одним из внешних накопителей. Таковы, 
в частности, американская машина IBM-704 и английская ма-
шина «Meteor», построенная специально для метеорологических 
целей. Применительно к таким машинам вопрос об автомати-
ческом вводе метеорологической информации, принятой теле-
тайпом, решается сам собой. 

Однако большинство существующих универсальных машин 
не обладает таким специализированным входным устройством и 
для автоматического ввода данных с телетайпа в такие ма-
шины необходимы специальные приставки, переводящие приня-
тую на телетайпе информацию в форму, приемлемую для 
машины. 

Проанализировав различные возможности устройства вход-
ных приставок, А. П. Кутенко пришел к выводу, что для ма-
шин с внешней памятью на перфоленте (таких, как БЭСМ-2, 
«Урал-1», «Урал-2» и т. п.) наиболее простым и достаточным 
для практических целей вариантом является считывающая при-
ставка, работающая в составе контрольно-считывающего уст-
ройства 1(КСУ) машины. 

Принцип работы такой приставки чрезвычайно прост. Од-
ним из режимов работы КСУ является режим реперфорации, 
т. е. изготовления копии с входной перфоленты машины. Этот 
режим состоит в синхронной протяжке двух перфолент, в про-
цессе которой происходит считывание пробивок с одной из 
перфолент и одновременно перфорация таких же пробивок на 
другой из них. Если сконструировать и присоединить к КСУ 
приставку, позволяющую считывать пробивки не с перфоленты 
машины, а с перфоленты телетайпа, то КСУ будет автоматиче-
ски пробивать заимствованный с перфоленты телетайпа мате-
риал на входной перфоленте машины. 

Приставки будут полезны не только для ввода данных в элек-
тронную машину с целью их объективного анализа, но и для на-' 
колления данных и ввода их в счетно-аналитические машины 
для климатологических обработок. 

Как уже указывалось в § 1, форма представления двоичных 
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чисел на перфоленте телетайпа и на перфоленте или перфокар-
тах вычислительной машины может быть совершенно различ-
ной. Например, на перфоленте телетайпа пробиваются пяти-
разрядные двоичные числа рядами, перпендикулярными дви-
жению ленты, а на перфоленте машины «Урал-1» пробиваются 
четырехразрядные двоичные числа (двоично-десятичные цифры) 
рядами, параллельными ходу ленты. Понятно, что перевод чи-
сел из одной формы в другую может быть осуществлен, если 
составить специальную подпрограмму такого перевода с по-
мощью машины. Однако, имея в виду массовый оперативный 
счет, целесообразно предусмотреть в машине специальную 
команду, позволяющую осуществить такой перевод за сравни-
тельно небольшое число тактов. 

Все приведенные соображения относились к вводу данных, 
принятых телетайпом. Как упоминалось в § 1, в дальнейшем 
по мере внедрения сети автоматических станций вертикального 
зондирования атмосферы встретится необходимость непосред-
ственного ввода данных с импульсов на линиях связи в опера-
тивную память машины. Однако в настоящее время этот во-
прос еще далеко не актуален и мы его не рассматриваем. 

3.2. Вопрос о выводе результатов объективного анализа из 
вычислительных машин является существенно более сложным, 
чем вопрос о вводе исходного материала. Результатом объек-
тивного анализа, понимаемого в широком смысле, являются 
диагностические карты метеорологических полей или, точнее, 
координаты точек изолиний метеорологических элементов. Вы-
числение этих изолиний имеет смысл в оперативной практике 
только в том случае, если оказывается возможным автомати-
чески представить результаты вычислений в виде карты. 

В § 2 были приведены некоторые сведения о путях реше-
ния этого вопроса зарубежными исследователями. Помимо при-
веденных там источников, имеется еще статья Сойера [104], 
посвященная обзору возможных методов графического вывода 
результатов объективного анализа из вычислительных машин. 

По Сойеру, способы графического построения карт по ре-
зультатам счета электронной машины можно подразделить на 
три группы: 

1) использование механических наносчиков, 
2) использование печатающих приспособлений, 
3) выдача изолиний на катодно-лучевую трубку. 
Рассмотрим вкратце возможности этих способов. 
Механическими наносчиками называют приборы, в которых 

наносящая головка движется над неподвижно расположенной 
картой, нанося на нее в нужных местах требуемые знаки. Меха-
нические наносчики работают от перфокарт или перфолент, так 
что они, по крайней мере в принципе, могут управляться вы-
ходной перфолентой или выходными перфокартами вычисли-
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тельной машины. Однако время, затрачиваемое на построение 
карты с помощью такого наносчика, во всяком случае не мо-
ж е т быть меньше времени выдачи результатов из машины на 
перфоленту или перфокарты, а в действительности существенно 
больше, так как скорость работы самих наносчиков сравни-
тельно невелика. По оценкам Сойера [104], время, необходимое 
для построения с помощью такого наносчика карты на поле из 
256X256 точек, занимает в общем 3—5 мин. Если ж е использо-
вать более детализированное представление с помощью 
1024ХЮ24 точки, то время возрастает до весьма значительной 
величины — 50—80 мин. Поэтому механические наносчики, по-
видимому, не имеют существенных перспектив применительно 
к рассматриваемой задаче. 

В отличие от механических наносчиков, в печатающих уст-
ройствах карта не неподвижна, а перемещается в процессе 
печатания в «вертикальном» направлении от строки к строке, 
а в устройствах типа пишущей м а ш и н к и — и вдоль строки. 

Печатающие устройства типа пишущей машинки были ис-
пользованы для графического представления карт Бидиентом 
[108], а т а к ж е сотрудниками Объединенного центра численного 

прогноза погоды США [109]. Более удобными для этой цели 
являются двумерные печатающие устройства, т. е. такие, ко-
торые одновременно печатают все нужные знаки данной строки, 
так что бумага (бланк карты) перемещается только в верти-
кальном направлении. Например, вычислительной машине 
«Meteor» (Англия) придано печатающее устройство, имеющее 
92 знака в строке. Скорость работы таких устройств достаточно 
велика благодаря одновременной печати всех нужных знаков 
в пределах строки. Недостатком их является малая развертка 
вдоль строки. В результате изолинии получаются чрезмерно 
грубыми, как это можно видеть на примере, приведенном 
в статье Сойера. 

По нашему мнению, можно рассчитывать на вполне успеш-
ное применение идеи двумерных печатающих устройств, если 
отказаться от использования универсальных устройств, способ-
ных печатать различные знаки, а сконструировать специальное 
устройство, могущее печатать только точки. Это позволит, во-
первых, получить значительно более детальную развертку вдоль 
строки, во-вторых, тогда существенно упростится механическая 
часть и управление ею, что в свою очередь даст возможность 
увеличить скорость работы устройства. Д а ж е если исходить из 
сравнительно невысокой оценки скорости — 20 строк в секунду, 
то печать карты, имеющей 1024 строки, займет менее минуты. 

3.3. Некоторые из существующих быстродействующих вычи-
слительных машин, такие, как IBM-704 в США, BESK в Шве-
ции, «Mercury» в Англии, снабжены катодно-лучевыми труб-
ками, на которых результат решения той или иной задачи мо-
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<жет быть изображен графически. Эти трубки могут с успехом 
применяться и для построения диагностических и прогности-
ческих карт с? помощью соответствующих машин. Некоторый 
опыт такого использования уже имеется и описан в статьях 
Дёёса и Итона [80] и Виппермана [116]. Випперман высказал 
также интересную мысль о создании «прогностических филь-
мов». Если машина выполняет, допустим, прогноз на сутки ша-
гами по полчаса, то выдавая результаты счета каждого шага 
на катодно-лучевую трубку, можно .рассчитывать получить 
почти непрерывную картину прогнозируемых изменений поля 
рассматриваемого метеорологического элемента. Разумеется, 
на пути реализации этой идеи имеется еще много технических 
трудностей. 

Использование лучевой трубки для графического вывода 
карт из машины представляется в принципе более соответ-
ствующим природе самих машин, чем применение тех или иных 
механических устройств. Д л я машин, в комплекте которых не 
предусмотрены катодно-лучевые трубки, могут быть сконструи-
рованы специальные приставки, содержащие такие трубки. 
Детальность развертки и скорость выдачи изображения на 
трубку вполне достаточны для рассматриваемых целей. 

Вместе с тем при использовании катодно-лучевой трубки 
в оперативной работе по выдаче диагностических и прогности-
ческих карт возникают определенные трудности. Время после 
свечения трубок обычного типа весьма невелико и значительно 
меньше времени счета координат точек изолиний на машине. 
Поэтому на экране такой трубки карта не видна, а видны 
лишь отдельные «вспышки», соответствующие подсветке той или 
иной точки или группы точек. 

Если стремиться сделать карту видимой на экране, то -нужно 
либо использовать специальные трубки с длительным после-
свечением, либо засылать результаты счета изолиний в спе-
циальную буферную память, из которой их можно будет 
с должной скоростью выдать на трубку. 

Однако поскольку построенные карты необходимо сохранять 
для последующей работы с ними, а также передавать заинтере-
сованным организациям, то независимо от того, является ли 
изображение видимым на экране или нет, его необходимо фо-
тографировать. Разумеется, если производится фотографиро-
вание, то нет нужды делать изображение видимым на глаз: до-
статочно держать затвор фотоаппарата открытым все то время, 
пока выдается изображение. 

Само по себе фотографирование экрана трубки не сопря-
жено с какими-либо трудностями. Однако, как отмечает 
Сойер [104], могут возникнуть некоторые технические затрудне-
ния при необходимости весьма быстро обрабатывать множе-
ство фотографий. Впрочем, преодоление1этих затруднений ве-
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дет скорее к удорожанию, аппаратуры, чем к решению каких-
либо новых задач. 

Таким образом, наиболее перспективным способом графиче-
ской выдачи результатов вычисления изолиний из машины 
следует признать использование- катодно-лучевой трубки с фо-
тографированием изображения на ней. Вместе с тем не сле-
дует сбрасывать со счетов и иные способы, в особенности спо-
соб двумерной печати с помощью специализированных уст-
ройств. Этот способ существенно проще (в частности, при нем 
не требуется фотографирование) и в то же время вполне 
достаточен для практических целей. 

Глава 7 

ВОПРОСЫ РАЦИОНАЛИЗАЦИИ СЕТИ 
АЭРОЛОГИЧЕСКИХ СТАНЦИЙ 

§ 1. Задача о рациональном размещении сети станций 

1.1. Вопрос о рациональном построении и работе сети ме-
теорологических станций не является частью проблемы объек-
тивного анализа. Однако решение проблемы объективного ана-
лиза весьма сильно зависит от решения задач рационализации: 
сети станций. ' Недостаточная густота аэрологической сети 
в ряде районов земного шара является в настоящее время одним 
из основных препятствий к улучшению качества анализа ме-
теорологических полей, и в частности их объективного анализа. 
Исходя из результатов, полученных в исследованиях по объек-
тивному анализу, можно наметить конкретные рекомендации 
количественного характера по рационализации сети станций. 

Помимо этой принципиальной связи между проблемами 
объективного анализа метеорологических полей и рационали-
зации сети станций, имеется еще тесная связь методического 
характера. Суть этой связи состоит в том, что задачу о рацш> 
нализации сети можно решать на основе тех же сведений о ста-
тистической структуре метеорологических полей и с примене-
нием тех же методов, которые привлекаются к решению задач 
объективного анализа. 

По всем этим соображениям было целесообразно рас-
смотреть в настоящей работе, посвященной объективному ана-
лизу метеорологических полей, также вопросы рационализации 
сети метеорологических станций. 

Наиболее правильный подход к вопросу о рациональном 
размещении сети станций должен основываться на экономиче-
ских соображениях. Именно, если сеть станций весьма редка, 
то естественно, что увеличение числа станций даст вследствие 
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уточнения диагноза и прогноза погоды экономический эффект, 
превышающий затраты на оборудование и содержание новых 
станций. Наоборот, в случае ' очень густой сети некоторое 
уменьшение количества станций мало скажется на обслужива-
нии народного хозяйства, дав в то ж е время существенную 
экономию средств. Поэтому в принципе может быть указана 
«оптимальная» густота сети, такая, что ни увеличение, ни 
уменьшение ее нерациональны с экономической точки зрения. 

Однако описанный подход к задаче о рациональном разме-
щении сети метеорологических станций возможен лишь на базе 
систематических исследований экономических эффектов метео-
рологического обслуживания народного хозяйства. Несмотря 
на важность таких исследований для целого ряда проблем, 
они до настоящего времени не производились. Поэтому прихо-
дится ограничиваться чисто метеорологической постановкой 
вопроса о рациональном размещении сети станции, а именно 
задавать на основании тех или иных соображений степень точ-
ности, с которой нужно знать некоторый метеорологический 
элемент всюду на данной территории, и определять, базируясь 
на этом требовании, максимально возможное расстояние между 
пунктами, в которых производятся измерения этого элемента. 

В такой, чисто метеорологической постановке, задача о ра-
циональном размещении сети не является экстремальной зада-
чей, в рамках этой постановки нельзя говорить о нахождении 
некоторого оптимального решения задачи. В связи с этим зада-
ние ошибки, с какой допустимо знать рассматриваемый эле-
мент, является всегда в известной мере произвольным. Следо-
вательно, и результаты решения задачи в такой постановке мо-
гут в некоторой степени оспариваться. Однако ввиду невоз-
можности в настоящее время решения задачи о рационализа-
ции сети на экономической основе, приходится ограничиваться 
метеорологическим подходом к ней. Всюду в дальнейшем 
имеется в виду именно такая постановка вопроса. 

1.2. Вопросу о рациональном размещении сети метеоро-
логических станций посвящено множество исследований. 
О. А. Дроздов [27] предложил методику, основанную на вычи-
слении по данным наблюдений средней квадратической ошибки 
линейной интерполяции значений метеорологического элемента 
на середину отрезка, соединяющего две станции, как функции 
расстояния между этими станциями. Д л я вычисления ошибок 
интерполяции для каждого расстояния необходимо, очевидно, 
иметь данные наблюдений на трех станциях, расположенных 
на одной прямой и равноотстоящих друг от друга. Поэтому 
при таких непосредственных вычислениях ошибок интерполя-
ции удается использовать лишь немногие из имеющихся дан-
ных , наблюдений. Кроме того, соответствующие подсчеты 
сравнительно громоздки и трудоемки. 
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В работе О. А. Дроздова и А. А. Шепелевского [28] пока-
зано, что существует косвенный способ вычисления ошибки ин-
терполяции, значительно более универсальный и более удобный, 
нежели непосредственное вычисление ее. Именно, Дроздов и 
Шепелевский ввели в рассмотрение так называемую ошибку 
экстраполяции, представляющую собой среднюю квадратиче-
скую разность отклонений рассматриваемого метеорологиче-
ского элемента от .нормы в двух пунктах, как функцию рас-
стояния между ними. Ошибка экстраполяции есть, очевидно, 
не что иное как квадратный корень из структурной функции. 
Дроздов и Шепелевский показали, что ошибки линейной интер-
поляции при заданном расположении точек однозначно свя-
заны со структурной функцией. 

Так, в случае линейной интерполяции в одном измерении, 
производимой по формуле 

+ + /'(£ + /), (1) 

где f' — отклонения рассматриваемого элемента от нормы, | и 
| + 1—координаты точек, в которых значения этих отклонений 
известны, а % + х — координата точки, в которую производится 
интерполяция, средний квадрат ошибки интерполяции может 
быть определен с помощью соотношения 

E1 = -j-bf(l—x) + (l - - f ) Ь,(х) - -f (l - -f ) MO. (2) 

где 6 / ( p ) — с т р у к т у р н а я функция рассматриваемого элемента 

М р ) = [ / ' ( * ) - / ' ( * + р)]а- (3) 
При этом зависимость структурной функции от расстояния, 

по крайней мере для большинства метеорологических элемен-
тов, такова, что величина £ i , рассматриваемая как функция 
координаты х, имеет максимум при т. е. ошибка интер-
поляции максимальна при интерполяции на середину отрезка. 
Д л я этого случая формулы (1) и (2) приобретают простой вид 

f ' ( t + - r ) = : r \ f ' ® + f ' ( t + W' (4) 

^ = = 6 / ( т г ) - 4 - W ' (5) 

Д л я линейной интерполяции на плоскости по данным в трех 
точках А. X. Хргиан [48] вывел формулу 

,, a i f ' i + a2f'2 + a3f'3 
/ о = а : — ' w 

где f i , /2' и fz — з а д а н н ы е значения отклонений метеорологи-' 
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ческого элемента от нормы в точках 1, 2 и 3 (рис. 51), а\, а2 и 
а3— площади соответствующих треугольников, a = ai + a 2 + ' a 3 — 
площадь большого треугольника. Средний квадрат ошибки 
интерполяции, производимой по формуле (6), равен [12] 

= JaiMri) + a2bf{r2) + a3bf(r3)] -

~ ^ [ ^ M ' i ) + + Л^/Св) ] (7) 

при обозначениях, указанных на рис. 50. 

Рис. 50. 

В частности, если интерполяция производится на центр 
равностороннего треугольника, так что r± = r 2 —rz=- j= . , 

V & 
h = h = h = l,"TO формулы (6) и (7) принимают простой вид: 

К = т [f'l + f* + /*)•> '(8) 

E 2 = b f ( ^ y ± b f { l ) . (9) 

Формула (9) была также предложена Дроздовым и Шепе-
левским. 

Приведенные формулы дают выражение для ошибки интер-
поляции в том случае, если известны точные, измеренные без 
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ошибок значения f . Наличие ошибок наблюдений приводит 
к увеличению ошибки интерполяции. Тогда вместо формул (5) 
и (9) получим, в частности, 

= ( 4 - ) — < 1 0 ) 

Н а основе изложенного, О. А. Дроздовым и А. А. Ше-
пелевским была разработана методика определения максималь-
ного допустимого расстояния между пунктами наблюдений. 
Именно, прежде всего определялась структурная функция рас-
сматриваемого элемента и исключалось влияние ошибок наблю-
дений. Затем по формуле (5) или реже по формуле (9) опреде-
лялась ошибка линейной интерполяции "jAEi или У Е г как 
функция расстояния между пунктами I. Наконец, з адавая до-
пустимую ошибку, с какой можно знать элемент f, приравни-
вали ее ошибке интерполяции и определяли соответствующее 
значение расстояния I. 

По этой методике было выполнено множество исследований, 
посвященных различным метеорологическим элементам. Боль-; 
шая часть этих работ, опубликованная в сборнике [59], ка -
сается наземных измерений. Лишь немногие работы, как, на-; 
пример, [31], касаются т а к ж е аэрологических данных. 

В настоящее время, особенно в связи с развитием числен-
ных методов прогноза полей давления, весьма большое значе : 

ние приобрел вопрос о рационализации аэрологической сети. 
Существует множество исследований, в которых выявлена недо-
статочность существующей аэрологической сети для нужд чи-
сленных прогнозов и разработаны требования по ее рациона-
лизации. Необходимо рассмотреть вопрос о том, как удовлетво-
рить этим требованиям. 

Принципиальные основы. метода Дроздова—Шепелевского, 
описанные выше, могут быть, по-видимому, усовершенствованы. 
В этом методе схема интерполяции задается с самого начала, 
а затем требуется, чтобы ошибка интерполяции не превосхо-
дила определенной величины. Целесообразнее не задавать 
заранее интерполяционную формулу, а определять ее на осно-
вании требования, чтобы ошибка интерполяции была мини-
мальной по сравнению с ее значениями при использовании дру-
гих интерполяционных формул. 

Такой подход приводит к целесообразности замены простой 
линейной интерполяции оптимальной интерполяцией. Весьма 
существенно, что в процессе оптимальной интерполяции можно 
учесть не только взаимное расположение точек, но также нали-
чие случайных ошибок измерений. 
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Поясним сказанное простым примером, относящимся к пре-
дельному случаю. Пусть расстояние I настолько велико, что 
значения в точках, отстоящих на -g-, уже не связаны статисти-
чески друг с другом. Тогда &/(-тг) = &/(0 =bf(oo) и, если поль-
зоваться линейной интерполяцией, то, согласно формуле (5), 
квадрат ошибки интерполяции будет равен 

г . - ^ / И (12) 

Однако совершенно очевидно, что в этом случае вообще не 
следовало производить интерполяции, а нужно было просто 
положить интересующее нас значение метеорологического эле-
мента равным норме, т. е. -f- = Средний квадрат ошибки 
такого предположения равен 

£ = (13) 

т. е. существенно меньше, нежели при линейной интерполяции. 
Анализируя причины этого факта, легко видеть, что 

неоправданно большое значение ошибки интерполяции получа-
лось потому, что мы с самого начала ограничили себя исполь-
зованием формулы линейной интерполяции (4). Если ж е вместо ' 
(4) использовать формулу более общего вида 

/'(*+ - r ) = P i f ' ® + P * f + О 4 ) 

и определить весовые множители (веса) pi и рг из условия 
минимума квадрата ошибки интерполяции, то pi и рг не будут, 
вообще говоря, равны '/2- В частности, в нашем предельном 
случае получим попросту p i = p 2 = 0 (см. § 3 гл. 3), так что 
ошибка интерполяции определится формулой (13), а не (12). 

Подход к вопросу о рациональных расстояниях между стан-
циями при использовании оптимальной интерполяции отли-
чается от подхода к этому вопросу при использовании простой 
линейной интерполяции. Рассмотрим вкратце эти различия. 

Если игнорировать пока влияние наличия ошибок наблюде-
ний, то различие сводится к тому, что веса при интерполяции 
подобраны таким образом, что ошибка интерполяции мини-
мальна. Она, разумеется, меньше, чем ошибка интерполяции по 
простой линейной формуле. Поэтому допустимые расстояния 
между станциями окажутся большими. 

Однако этот факт, будучи правильным в качественном отно-
шении, дает совершенно незначительный количественный эф-
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фект, по крайней мере применительно к большинству метеоро-
логических элементов. Так, в случае интерполяции на середину 
отрезка или на центр равностороннего треугольника отличие 
сведется лишь к тому, что. сумма весов не будет равна единице. 
Н о для тех сравнительно небольших расстояний, с которыми 
мы имеем дело в задаче о рационализации сета, значения нор-
мированной автокорреляционной функции еще мало отли-
чаются от единицы.1 Как видно из уравнений оптимальной 
интерполяции (см. гл. 3) , в этом случае и сумма весов близ-
ка к единице. Поэтому новые соображения, которые возникают, 
если к задаче о рациональном размещении сети привлечь оп-
тимальную интерполяцию, связаны в основном с учетом 
влияния ' ошибок наблюдений. 

Учет случайных ошибок наблюдений может существенно из-
менить веса р^ Существует множество метеорологических эле-
ментов, таких, как ветер, влажность и др., случайная ошибка 
определения которых лишь немногим меньше их изменчивости. 
Кроме того, значения многих элементов вблизи поверхности 
характеризуются наличием так называемой микроклиматиче-
ской погрешности, которую тоже целесообразно включать в со-
став случайной ошибки. Неучет наличия случайных ошибок 
наблюдений в процессе интерполяции может приводить к зна-
чительным изменениям весов и соответственно к неоправдан-
ному увеличению ошибки интерполяции. 

Если меры случайных ошибок различаются в точках, из ко-
торых производится интерполяция, то это, естественно, приво-
дит к различию весов: при прочих равных условиях вес тех дан-
ных меньше, для которых rj больше. Этот эффект также может 
оказаться значительным. 

Наиболее существенно, однако, то, что, пользуясь оптималь-
ной интерполяцией, мы получаем возможность определять зна-
чения рассматриваемого элемента всюду на интересующей нас 
территории, в том числе и в пунктах наблюдения, с точностью, 
значительно большей, чем точность наблюдений. Эта возмож-
ность весьма существенна особенно в связи с потребностями 
численных "прогнозов, в процессе которых необходимо опреде-
лять дифференциальные характеристики анализируемых полей. 
Например, случайная ошибка порядка 2,5 дкм при определении 
высоты поверхности 500 мб сама по себе не представляется 
чрезмерной, но в результате ее при определении геострофиче-
ского вихря появляется ошибка порядка самого геострофиче-
ского вихря, что, разумеется, недопустимо. Поэтому необходимо 
стремиться к тому, чтобы в результате интерполяции средняя 

1 Исключение могут составлять такие метеорологические элементы, как 
грозы, туманы, снежный покров и т. п., для которых автокорреляционная 
функция весьма быстро затухает с расстоянием. 
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ошибка, с какой мы знаем рассматриваемый элемент, стала 
всюду, в том числе и в самих пунктах наблюдений, меньше. 
средней ошибки наблюдений. 

Оставаясь в рамках, скажем, линейной интерполяции, этого 
достичь трудно. Например, если имеются три пункта наблюде-
ний, расположенных равномерно на одной прямой, то наблю-
денное значение в средней точке может быть уточнено на осно-
вании данных в крайних точках. С этой целью можно вычи-
слить среднее арифметическое из значений f в крайних точках 
и как-то скомбинировать его с наблюдаемым значением / 
в средней точке. Но как именно составить эту комбинацию — 
этот вопрос трудно решить, не выходя за пределы формальных 
путей интерполяции. Вместе с тем применение оптимальной 
интерполяции дает вполне однозначный ответ на этот вопрос. 
Этот ответ зависит как от расположения точек, так и от вели-
чины ошибок наблюдений. При прочих равных условиях, чем 
больше ошибки наблюдений, тем с большим весом входят дан-
ные в более отдаленных пунктах. 

Таким образом, среди изменений, вносимых в решение за-
дачи о рационализации сети благодаря привлечению оптималь-
ной интерполяции вместо линейной, основную роль играет то 
обстоятельство, что оказывается возможным получать проин-
терполированное поле с точностью, существенно превосходя-
щей точность наблюдений. 

Поэтому целесообразно попытаться наметить общий подход 
к вопросу о рациональном размещении сети станций с точки 
зрения оптимальной интерполяции. Изложению такой попытки 
посвящен следующий параграф. 

§ 2. Меры точности представления элемента и его разностных 
характеристик 

2.1. Пользуясь методом оптимальной интерполяции и зная 
автокорреляционную функцию некоторого метеорологического 
элемента f, можно оценить, с какой точностью мы будем иметь 
сведения об этом элементе в любой точке. Д л я этого не тре-
буется использовать какие-либо данные наблюдений. Нужно 
лишь составить систему уравнений оптимальной интерполяции 
в интересующую нас точку с достаточно большого количества 
окружающих ее станций и на основе решения этой системы 
определить меру ошибки интерполяции е. Тогда средняя квад-
ратическая ошибка, с которой может быть известно значение 
элемента f в точке, определится по формуле 

где rrif{0)—дисперсия рассматриваемого элемента. Величина 
У~Е будет зависеть от густоты и вообще от расположения стан-
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ций, о к р у ж а ю щ и х н а ш у точку, и от средних квадратических 
случайных ошибок определения элемента f на к а ж д о й станции. 

В принципе такие вычисления могут быть выполнены д л я 
весьма большого количества точек. Построенное по результа-
там этих вычислений распределение величины У~Е дает тогда 
вполне объективные данные о точности представления эле-
мента f в рассматриваемом районе. П р и м е р а м и таких распреде-

лений могут служить карты изолиний величины У Е ДЛЯ геопо-
тенциала и ветра на поверхности 500 мб (§ 3 гл. 4 ) , построен-
ные по данным вычислений д л я квазитреугольной широтно-дол-
готной сетки точек с шагом в среднем около 330 км. Б е р я более 
густую сетку точек, можно получить более детализированное 
распределение величины У~Ё. 

П р и этом предполагается , что значение f в интересующей 
нас точке вычисляется по данным только о том ж е элементе, 
только на том ж е уровне и только в тот ж е срок, т. е. что не 
используется согласование полей. Поэтому вычисленные зна-
чения ~\fE следует рассматривать к а к оценки сверху д л я сред-
них квадратических ошибок представления элемента f. Это за -
мечание остается в силе и д л я всего дальнейшего. 

Вычисления описанного типа могут служить базой д л я ре-
шения вопросов рационализации сети станций в наиболее 
конкретной их постановке: где необходимо основать новую 
станцию, а где можно закрыть существующую станцию. Если 
на карте величины У Е имеются районы, в которых она превы-
шает некоторое значение ] / £ о , признаваемое максимально-
допустимым, то в таких районах необходимо основать новые 
станции, причем соответствующий эффект4 в виде уменьшения 

значений "|/Ё в этом районе может быть оценен заранее с по-
мощью вычислений того ж е типа. Совершенно т а к ж е примени-
тельно к районам, г д е ^ / ^ з н а ч и т е л ь н о меньше, чемY~Eq , удается 
заранее оценить, можно ли упразднить в них ту или иную 

станцию. Если в результате этого значения ~\fE возрастут всюду 
менее чем до величины ] / £о , то такое упразднение можно при-
знать допустимым. 

Ч а щ е , однако, говоря о рациональном размещении сети 
станций, формулируют з а д а ч у не в столь конкретной форме, 
а в более общем виде: требуется установить, какова минималь-
ная густота станций, допустимая д л я представления метеороло-
гического элемента с достаточной степенью точности. П р и этом 
густота станций д о л ж н а характеризоваться некоторым харак-
терным расстоянием U между станциями. 

Д л я решения такой задачи необходима определенная схе-
матизация подхода, введение некоторых гипотез, использование 
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которых заменило бы знание конкретного расположения 
станции. 

2.2. Будем, во-первых, считать, что мера г) случайной ошибки 
на всех станциях одинакова. Если аппаратура на станциях 
стандартная и микроклиматические ошибки невелики, то закон-

• «ость этого предположения не вызывает сомнения. 
Во-вторых, допустим, что интерполяция в .каждую точку 

производится по данным трех станций, образующих правиль-
ный треугольник. Здесь, собственно говоря, содержатся два 
допущения, касающиеся количества используемых станций и их 
расположения. 

Разумеется, производя интерполяцию с большего количества 
станций, можно рассчитывать на получение меньших значений 
~\fE. Однако для большинства метеорологических элементов 
соответствующее уточнение весьма невелико. Поскольку ж е мы 
все равно получаем верхнюю оценку величины У Е , то это об-
стоятельство можно признать несущественным. Заметим в этой 
связи, что О. А. Дроздов и А. А. Шепелевский [28] в своем ме-
тоде определения рациональной густоты станций имеют дело 
с интерполяцией д а ж е не по трем, а по двум станциям. 

Кроме того, если пользоваться интерполяцией с большего 
числа станций, то пришлось бы выдвигать далеко идущие гипо-
тезы о взаиморасположении этих станций. Предположение 
ж е о том, что треугольник, образованный тремя ближайшими 
друг к другу станциями, можно приближенно считать правиль-
ным, связано, вероятно, применительно к реальной нерегуляр-
ной сети станций с наименьшими ошибками по сравнению 
с другими простейшими предположениями. 

Наконец, в-третьих, поместим интересующую нас точку 
в центр правильного треугольника, образованного станциями. 
Более строгий подход заключается в определении средней 
ошибки 'по площади правильного треугольника, однако приня-
тие этого подхода привело бы к значительному усложнению 
формул. 

Заметим, что при оптимальной интерполяции нельзя утвер-
ждать , что средняя квадратическая ошибка интерполяции 
в центр треугольника максимальна по сравнению с окружаю-
щими его точками. Тем не менее эта ошибка достаточно хо-
рошо характеризует точность описания поля рассматриваемого 
элемента при заданной густоте станций. 

Д л я случая оптимальной интерполяции в центр треуголь-
ника уравнения (7) § 4 гл. 3. 

п 

2 w + v / ^ b (1) 
i=\ 
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переходят в одно уравнение 

+ Ч + = (2) 

где I — сторона треугольника, а р — интерполяционный вес. 
Находя р из (2) и подставляя в формулу (9) § 4 гл. 3 

л 

8 = 1 — 2 (3) 
i = 1 

которая в данном случае приобретает вид 

( 4 ) 

будем иметь 

1 \Уз ) /ГЧ 
1 1 + 1 , + 2ц(/) • W 

Если перейти в формуле (5) к средней квадратической 
ошибке интерполяции, то получим 

V (-7=) 
УЁ=У7Ш)-\/ 1 , (6) У Т i + m f (0) + 2 И О 

где m.f(0)—дисперсия элемента f , а Оо — средняя квадратиче-
ская случайная ошибка наблюдений. 

При заданной функции р.(р) и постоянном значении rrif(0) 
(а это значение меняется разве лишь от сезона к сезону) вели-
чина У~Е зависит от двух аргументов,— расстояния I, опреде-
ляемого густотой станций, и величины rj, зависящей главным 
образом от точности наблюдений. На рис. 51 и 52 вид этой за-
висимости для геопотенциала и ветра на уровне 500 мб пред-
ставлен семейством изолиний У Е в системе координат /, а0- На 
основании этих графиков можно как судить о точности пред-
ставления упомянутых элементов при заданной точности наблю-
дений в районах с различной густотой сети, так и предвидеть, 
насколько повысится эта точность в результате увеличения 
густоты станций и уменьшения ошибок наблюдений. 

Так, для геопотенциала Н величина со составляет в на-
стоящее время около 1,5—2,0 гп. дкм. Рассматривая рис. 52 
можно видеть, что при редкой сети станций ( /=1000—1500 км) 
мы будем иметь сведения о поле Н с ошибкой 3—6 гп. дкм,. 
причем совершенно бесцельно пытаться повысить точность этих 
сведений за счет увеличения точности наблюдений. Более того, 
можно без заметного ущерба для точности представления Я 

247-



в районах с редкой сетью существенно увеличить величину слу-
чайных ошибок с%. Д а ж е в районах с густой сетью (/=300—< 
400 км) , в которых ошибка интерполяции несколько меньше 
ошибки наблюдений, дальнейшее увеличение точности предста-
вления поля Н может быть достигнуто главным образом за 
счет дальнейшего увеличения густоты сети станций, в то время 
как повышение точности наблюдений даст сравнительно не-
большой эффект. 

Аналогичным образом обстоит дело и в отношении ветра. 
Однако, поскольку в настоящее время величина его для ветра 

Рис. 51. Средняя квадратическая ошибка интерполяции геопотен-
циала А Т 5 0 0 на центр правильного треугольника как функция 
длины I стороны треугольника и средней квадратической ошибки сг0 

исходных данных. 

составляет около 5 м/сек., в случае густой сети некоторый 
эффект может дать уточнение исходных данных о ветре. Это 
уточнение может быть, в частности, достигнуто введением пол-
ных потоков ( см. § 4) . 

Графики, аналогичные рассмотренным, строили также Пон 
[101] и Куиперс [97], причем последний автор идет несколько 

дальше, предлагая принять в качестве оптимальной (при за-
данном г]) такую густоту сетй, при которой касательная к кри-
вой e = const образует угол —45° с осью абсцисс. Куиперс 
имеет в виду, что тогда увеличение точности исходных данных 
и увеличение густоты сети приведет к одинаковому эффекту. 

Трудно согласиться с этим рассуждением: наклон кривой 
е = const к оси абсцисс зависит, помимо всего, от масштаба 
построения. Вообще для того чтобы сопоставлять приращения 
0о и I, едва ли можно использовать что-либо иное, кроме сооб-
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ражений экономического характера. Но и независимо от этих 
соображений графики рассмотренного вида дают достаточно,на-
глядное описание точности представления поля элемента 
в функции густоты сети и точности наблюдений и могут ис-
пользоваться для конкретных рекомендаций по рационализации 
сети станций. 

2.3. Всюду выше говорилось о точности представления поля 
самого наблюдаемого элемента. Между • тем в ряде случаев 
основной интерес приобретают сведения не о самом элементе, 
а о различных конечно-разностных характеристиках его поля. 

Рис. 52. Средняя квадратическая ошибка интерполяции составляю-
щей ветра на поверхности 500 мб (м/сек.) на центр правильного 
треугольника как функция длины I стороны треугольника и средней 

квадратической ошибки <т0 исходных данных. 

Так, для суждения о геострофическом ветре необходимо з н а т ь 
конечно-разностный градиент геопотенциала и т. п. Особенно 
большое значение приобрели разностные характеристики под. 
влиянием численных методов прогноза погоды. 

Совершенно очевидно, что при переходе от самого элемента 
к его конечно-разностным характеристикам относительная точ-
ность наших сведений может только уменьшаться. Это умень-
шение точности можно количественно оценить, если известна-
автокорреляционная функция элемента. 

Рассмотрим этот вопрос подробнее, например, примени-
тельно к «пятиточечному» конечно-разностному лапласиану, 
который, как известно, вычисляется по формуле (рис. 53) 

у 2 у __ f\ + / 2 + / з + / 4 — 4/о ^ jy 

где г — шаг квадратной сети. 
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Считая среднюю квадрэтическую ошибку УЕ, С которой из-
вестны значения элемента f , одинаковой в различных точках, 
а сами значения ошибок статистически независимыми, можно 
пользоваться сложением квадратов ошибок. Тогда для среднего 
квадрата D ошибки лапласиана у 2 / получим формулу 

20 Е 
~ ~ /-4 ' 

Средний квадрат величины у 2 / 

(8) 

(у 2 ._ < /i + /а + + /а - 4/О)2 

легко вычислить,- зная автокорреляционную функцию эле-
мента f . Именно 

( V 2 / ) 2 [ 20 - 32Кг) + 8ц (г / 2 ) + 4а(2г)] (9) 

11 3 

• 7 

10 

2 *5 
V-*-

б) 

•3 

о 1 9 

4 .8 

12 

Рис. 53. Нумерация точек квадратной сетки (а) 
и треугольной сетки (б). 

Н а основании (8) и (9) средний квадрат относительной 
ошибки значения y2/i будет равен 

D 
% 

V3/ 
(V2/)2 mf <°> 5 - 8ц (г) + 2[х(г / 2 ) + (i <2г) ' 

Но величина 

^ / " т Л О ) 

(10) 

(П) 

есть квадрат относительной ошибки значения самого эле-
мента /. Поэтому Отношение 

V y 
V3/ 

(12) 
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описывает увеличение средней квадрэтической ошибки при 
переходе от f к лапласиану у2/- Согласно (10) и (11), отноше-
ние (12) может быть вычислено по формуле 

Р = 7=4 • (13) 
5 — 8(х (г) + 2[х (г Y l ) + ;•<• (2г) 

Совершенно таким ж е путем могут быть получены формулы 
для оценки уменьшения точности при переходе к другим ко-
нечно-разностным характеристикам. Н и ж е приводится сводка 
таких формул применительно к простейшим конечно-разностным 
характеристикам, вычисляемым при использовании квадратной 
и треугольной точечной сетки, а также простейшие формулы для 
конечно-разностных отношений (индексы у f означают номера 
точек на рис. 53) и для соответствующих величин 

1. Квадратная сетка точек 
а) первая разность 

8 f = hizll § f = hrzl4 uxJ о г ' yj 

¥ 

2Г ' yJ ~~ 2г 

1 
1 —и- (2г) ' 

б) вторая кратная разность 

s f / 1 + / з — 2/р « , / 2 + f j — 2 /о хх J Г2 ' yyJ Г2 

* 3— 4(j. (г) + [J. ( 2 г ) ' 

в) вторая смешанная разность 

/5 + /7 — /б — f& 
Kyf 

i2 

xyJ 4 Г 2 

1 
1 - 2 И 2 г ) + Ц ( / - / 8 ) ' 

г) третья кратная разность 
/ 9 - / 1 1 + 2 / 3 - 2 / ; 

£2 = 

^хххf 2г3 ' 

* / 1 0 — / 1 2 + 2 / 4 2 / 2 
yyyJ 2r3 ' 

5 
: 5 - 4(i (г) - V ( 2 r ) +4jj. ( 3 г ) - у . (4г) ; 
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д) третья смешанная разность 

5. f /5 + /б — / 7 — /8 + 2 / 4 2/2 
xxyJ 2гЗ ' 

+ - / 8 - / 6 - / 7 + 2/8 - 2/1 
2/-3 ' 

3 
3 — 4(Х (г) — 2а (2г) + 4[Х ( г / 5 ) — ^ ( r / g ) ' 

2. Треугольная сетка точек 
а) первая разность 

В f = / 1 + / б — / з — Л 
2/-УЗ 

» 2 / 2 — 2 / 5 + / 1 + / з — / 4 — / б 
<V ~ бг 

j.2 _ 1 . 

1 + t1 ( r ) — Iх if j/3) — (л (2r) ' 

б) вторая кратная разность 

» f __ 2/1 + 2/з + 2 / 4 + 2/6 /2 /5 ' 6/Q 3 /-2 ! 

ft / / 2 + / 5 — 2 / р уу/ /-2 ' 

3 
3 — 4[i (г) +.[1 (2г) ' 

в) вторая смешанная разность 

/1 + / 4 - / з - / б 
/•2 у з 

62 1 

^ ( r / 3 ) . + |i(2r) ' 

г) лапласиан 

v = 2 / ! + 2/а + 2 / 3 + 2 / 4 + 2/5 + 2 / 6 - 1 2 / 0 

Е2 = 

3/-2 

7 
7 - 10ц (г) + 2[х (г У 3 ) + [х (2г) 

В качестве примера в табл. 20 приведены значения пара-
метра | для перечисленных конечно-разностных отношений при 
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шагах 200, 400, 600, 800 и 1000 км применительно к геопотен-
циалу Я поверхности 500 мб. Эти значения вычислены на осно-
вании данных по автокорреляционной функции ц н (р) , получен-
ных в работе ;[23] и приведенных в § 5 гл. 2. 

Таблица 20 

Значения параметра | 

г к м 

200 400 600 800 1000 

Квадратная сетка точек 

By 
В X X > By у 

,влту 
"XXX > Вуу у 

3 , 7 2 , 2 1 ,6 1 , 4 1 , 2 By 
В X X > By у 

,влту 
"XXX > Вуу у 

8 , 8 
7 , 4 

6 , 1 
3 , 5 

4 , 0 
2 , 5 

3 , 1 
1 , 9 

2 , 7 
1 , 5 

By 
В X X > By у 

,влту 
"XXX > Вуу у 9 , 4 5 Д 3 , 5 2 , 7 2 , 2 
}хху > ®*уу 

у 2 
1 1 , 7 

9 , 4 
6 , 3 
6 , 6 

-Треугольная 

4 , 4 
4 , 2 

сетка точек 

3 , 4 
3 , 2 

2 , 8 
2 , 7 

В*, ®у 2 , 9 1 , 8 I , 4 1 Д 1 , 0 
$хх> Byу 

В*у 
V 2 

8 , 8 
7 , 4 

6 , 1 4 , 0 3 , 1 2 , 7 $хх> Byу 

В*у 
V 2 

8 , 8 
7 , 4 5 , 5 3 , 7 2 , 9 2 , 4 

$хх> Byу 

В*у 
V 2 9 , 1 6 , 4 4 , 0 3 , 1 2 , 6 

Н а основании выписанных формул и таблицы можно сде-
лать некоторые выводы. 

Все величины % с ростом г убывают и при безграничном 
росте г стремятся к единице. Это естественно, поскольку вели-
чины | описывают уменьшение точности при переходе к конеч-
ным разностям безотносительно к тому, насколько хорошо сами 
конечные разности апроксимируют значения производных. . 

При малых расстояних г величина g в наибольшей мере 
зависит от порядка дифференцирования, возрастая с его ро-
стом. 

С ростом расстояния приобретают существенное значение 
два других фактора — величина шага конечной разности по от-
ношению к шагу сетки и вид сетки. С увеличением шага ко-
нечной разности | , естественно, уменьшается, так что точность 
возрастает. Это особенно отчетливо видно из сопоставления | 
для вторых кратных и смешанных производных в случае квад-
ратной сетки. Структура этой сетки такова, что смешанная 
производная вычисляется по ней фактически при вдвое боль-
шем шаге, чем кратная. Этим и обусловлены меньшие значения | . 
Разумеется, это обстоятельство представляет собой недостаток 
квадратной сетки, поскольку желательно, чтобы производные 
одного и того ж е порядка определялись с одинаковой точно-
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стью и имели одинаковый порядок величины. С этой точки зре-
ния значительно более удобна треугольная сетка, поскольку 
применительно к ней значения | для разностей бжж и Ь х у 
близки друг к другу. Другим преимуществом треугольной сетки 
является большая по сравнению с квадратной точность опре-
деления первой разности, как это видно из сопоставления зна-
чений | для ЬХ(ЬУ). Более детально вопрос о преимуществах 
треугольной сетки точек по сравнению с квадратной был рас-
смотрен в недавней работе М. И. Юдина [54]. Следует, однако, 
отметить, что наряду с принципиальными преимуществами тре-
угольная сетка обладает тем недостатком практического харак-
тера, что формулы для вычисления конечных разностей по 
данным в такой сетке являются более громоздкими, а расположе-
ние точек — менее удобным с точки зрения программирования 
задач для электронных вычислительных машин, чем в случае 
квадратной сетки. 

Весьма существенно, что конечно-разностные отношения, 
найденные при малом шаге, оказываются недостаточно надеж-
ными д а ж е в районах с густой сетью станций. Применительно 
к геопотенциалу поверхности 500 мб "можно считать, что 
в районах с весьма густой сетью средняя квадратическая 
ошибка геопотенциала, отнесенная к его изменчивости, состав-
ляет около 15%. Тогда, согласно табл. 20, средняя относительная 
квадратическая ошибка лапласиана Н при шаге 200 км составит 
около 14%. В свете этого весьма важным является указание 
М. И. Юдина [56] о том, что при вычислении лапласиана сле-
дует пользоваться шагом, примерно вдвое большим, чем при 
вычислении первых разностей. Практически дело сводится 
к переходу примерно от г = 3 0 0 км к г = 6 0 0 км. Как видно из 
таблицы 20, этот переход приводит к увеличению точности по-
лучаемых значений приблизительно вдвое. 

§ 3. Представление осредненных характеристик 
метеорологических полей 

3.1. В предыдущем параграфе был рассмотрен вопрос о точ-
ности представления дифференциальных (точнее, разностных) 
характеристик полей метеорологических элементов по данным 
о самих этих элементах. Наряду с дифференциальными харак-
теристиками встречается необходимость в определении различ-
ных интегральных характеристик метеорологических полей. 
Наиболее простой и часто встречающейся интегральной харак-
теристикой является среднее значение, метеорологического' 
элемента по той или иной пространственной области. 

Можно указать множество таких характеристик, находя-
щих себе применение в различных вопросах теоретической и 
прикладной метеорологии. К числу их принадлежат, в частно-
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сти, всевозможные индексы циркуляции атмосферы, при вычи-
слении которых используется осреднение по широтному поясу 
или иному достаточно большому району. Так называемый 
геопотенциал среднего уровня, применяемый в баротропных 
прогностических схемах, представляет собой, по существу, ре-
зультат осреднения геопотенциала изобарических поверхностей 
по вертикальной коррдинате—-давлению. Полные потоки, рас-
сматриваемые в следующем параграфе, пропорциональны 
ветру, осредненному по высоте или давлению и т. п. 

Однако едва ли можно найти более важную с практической 
точки зрения проблему, приводящую к исследованию точности 
осредненных характеристик, чем проблема рационализации сне-
гомерных съемок. Вследствие весьма сильной пространственной 
изменчивости характеристик снежного покрова, и в частности 
его высоты h, данные наблюдений над величиной h в одной 
точке практически лишены интереса, и применение находят 
лишь значения h, осредненные по некоторому району, хотя и 
они не отличаются большой точностью. К тому ж е районы, ох-
ватываемые снегомерными съемками, невелики и значительно 
меньше тех площадей, суммарные снегозапасы по которым не-
обходимо знать. В результате точность определения снегозапа-
сов при существующей постановке наблюдений недостаточна 
для практических целей и вопрос о рационализации этих наблю-
дений является весьма актуальным. 

Начиная, по-видимому, с работы М. А. Великанова [10] 
о точности данных по высоте снежного покрова h судили на ос-
новании элементарной формулы статистики, согласно которой, 
если дисперсия h на изучаемой территории равна mh(0), то 
средняя квадратическая ошибка данных об h, полученных 
осреднением п измерений, равна 

= • (1) 

Однако формула (1) верна только в предположении ста-
тистической независимости измерений, в то время как высота 
измеряется в точках, расположенных на небольших расстоя-
ниях друг от друга, в результате чего получаются статисти-
чески зависимые значения. 

Поэтому для правильной оценки точности результатов та-
ких измерений необходимо привлечь к рассмотрению данные 
о статистической структуре высоты снежного покрова. Этот 
вопрос был рассмотрен в работах Д. Л.- Лайхтмана и 
Р. Л . Кагана [37] и Р. Л . Кагана и автора [22]. 

Во второй из этих работ была принята следующая схема. 
Пусть в п точках xi =—I; х%=—1+Ах; хз=—1+2Ах,..., хп = 1, 
расположенных равномерно на отрезке — 1 < х < 1 длиной 21 
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21 через интервал Ах= n __ ^ • >• нам известны значения элемента f . 
Требуется выяснить точность приближенной замены значения /, 
осредненного по большому отрезку — L < x < L , в середине ко-
торого находится отрезок — 1 < х < 1 , 

S = ~ j f ( x ) d x , 
— L 

средним арифметическим из известных значений / 

п п 

i = 1 1=1 

Средний квадрат ошибки указанной замены равен 
' п п. 

« г = 1 j = X 

п L L L 

j m{\x-xt\)dx + — j j m(\x-y\)dxdy, 

(2) 

(3) 

i = j - L -L —L 

где m(p)—автокорреляционная функция элемента f . 
Переходя к мере ошибки е указанной замены и к нормиро-

ванной автокорреляционной функции, можно после несложных 
преобразований переписать последнюю формулу в виде 

п - 1 
е = 

1= 1 
г- L — х, 

^^ J (х) dx + [А (х) dx 
1= 1 0 о 

2 L 

+ 2I2J (2L — x)p(x)dx. 

+ 

(4) 

Из формулы (4) видно, что если значения элемента f в раз-
личных точках не коррелируют друг с другом, т- е. если 

1 при р = 0 
0 при р Ф 0 
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то в согласии с формулой (1) получается в В противном 

ж е случае е может существенно отличаться от Соответ-
ствующие оценки могут быть выполнены по формуле (4) хотя 
бы численно. Удобнее однако апроксимировать автокорреля-
ционную функцию ц(р) достаточно простой формулой, чтобы 
квадратуры и суммирования в выражении (4) выполнить в об-
щем виде. С этой целью в работе [22] использована аппрокси-
мация 1 

(5) 

сравнительно хорошо описывающая корреляционную функцию 
высоты снежного покрова. Лишь при больших р корреляцион-
ная функция снежного покрова обычно затухает медленнее, чем 
по экспоненте (х5). 

Подставляя (5) в (4), можно получить следующее выраже-
ние для меры ошибки е: 

£— п ^ (l—q) п2 у1 1-
1 , 2 q ( „ \ - д " \ , 2 - a ( L - l ) 1 - д » 

naL 1 — о 

J _ aL 2aL 

где введено обозначение 

(6) 

д = = е Г * ь * (7) 

3.2. Д л я получения из формулы (6) выводов, представляю-
щих наибольший практический интерес, нет нужды в выполне-
нии численных оценок при изменении всех входящих в эту 
формулу параметров: достаточно произвести вычисления лишь 
применительно к некоторым частным случаям. Рассмотрим эти 
случаи. 

1) Пусть L — 1 и п—2, т. е. оценивается мера ошибки замены 
значения f , осредненного по отрезку длиной 21, средним ариф-
метическим из значений / на концах того ж е отрезка. В этом 
случае формула (6) принимает вид 

Ц Ш т Л ^ - V + a L x y q ] . (8) 

Результаты вычислений по формуле (8) приведены 
в табл. 21. Из этой таблицы видно, что наличие корреляции 
между значениями элемента / приводит к существенному уточ-
нению среднего значения по интервалу. Д а ж е при таком малом 
значении ц(Ал:), как 0,1, средний квадрат ошибки уменьшается 
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от 0,5 до 0,3. Можно показать, что при больших значениях п 
этот эффект еще усиливается, хотя усиление и невелико. 

Таблица 21 
Мера ошибки замены среднего по промежутку арифметическим средним 

из значений на краях 

q 
0 0,01 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 

акх . . . . оо . 4 , 6 0 3 , 0 0 2 , 3 0 1 ,61 1 ,20 0 , 9 2 

s . . . . . 0 , 5 0 0 , 4 2 0 , 3 4 0 , 3 0 0 , 2 3 0 , 1 8 0 , 1 4 

я 
0,5 | 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

аАх . . . . 0 , 6 9 0 , 5 1 0 , 3 6 0 , 2 2 0 , 1 1 0 , 0 0 

S . . . . . 0 , 1 1 0 , 0 8 0 , 0 6 0 , 0 3 0 , 0 2 0 , 0 0 

Применительно к снегомерной съемке отсюда вытекает, что 
расстояния между отдельными замерами могут без заметного 
ущерба для точности интерполяции данных этих замеров 
браться достаточно большими. В частности, применяемые сей-
час расстояния (10 м) целесообразно увеличить в несколько 
раз. 

2) Пусть теперь L = oо, т. е. результаты наблюдений распро-
страняются на отрезок весьма большой по сравнению с тем, 
на котором производятся измерения. В этом случае формула 
(6) принимает вид 

Результаты вычислений по формуле (9) для нескольких 
первых значений п приведены в табл. 22. Заметим, что при 
<7=1 величина е терпит при всех п разрыв — ее предел слева 
равен единице, а значение в самой точке <7 = 1 — нулю. 

Из этой таблицы видно, что наличие статистической связи 
отрицательно сказывается на распространении среднего из ре-
зультатов измерений на большую территорию, приводя к уве-
личению средней квадратической ошибки. Этот эффект также 
заметен уже при малых значениях автокорреляционной функ-
ции. 

Применительно к снегомерной съемке отсюда вытекает, что 
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Таблица 22 

Мера ошибки замены среднего по бесконечному промежутку арифметическим 
средним из значений в точках конечного промежутка 

ч 
п 

0 '0,01 0,05 0,1 0,2 0,3 £0,4 

2 0 , 5 0 0 , 5 1 0 , 5 2 0 , 5 5 0 , 6 0 0 , 6 5 0 , 7 0 
3 0 , 3 3 0 , 3 4 0 , 3 6 0 , 3 8 0 , 4 3 0 , 4 9 0 , 5 5 
4 0 , 2 5 0 , 2 5 0 , 2 7 0 , 2 9 0 , 3 4 0 , 3 9 0 , 4 5 
5 0 , 2 0 0 , 2 0 0 , 2 2 0 , 2 3 0 , 2 8 0 , 3 2 0 , 3 8 

я 
п 7 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 - 0 1 

2 0 , 7 5 0 , 8 0 0 , 8 5 0 , 9 0 0 , 9 5 1 ,00 0 
3 0 , 6 1 0 , 6 8 0 , 7 5 0 , 8 3 0 , 9 0 1 ,00 0 
4 0 , 5 2 0 , 5 9 0', 68 0 , 7 7 0 , 8 8 1 ,00 0 
5 0 , 4 4 0 , 5 2 0 , 6 2 0 , 7 2 0 , 8 5 1 ,00 0 

следует стремиться к максимальному увеличению протяженно-
сти маршрутов съемки. В частности, применяемые в настоя-
щее время маршруты (по треугольнику периметром 1 км) явно 
недостаточны для суждений о снегозапасах по сколько-нибудь 
обширным районам. 

3) Рассмотрим вариант предыдущего случая, соответствую-
щий большим значениям п (при любом фиксированном Ах). 
В этом случае формула (3) приобретает весьма простой вид 

1 1 + д 
п 1 —а 

1 cth ah.x (10) 

причем, как показывают оценки, формула (9) может быть за-
менена выражением (10) начиная у ж е со значений п порядка 20 
(если только q не очень велико).. 

Из формулы" (10) видно, что в данном случае (который 
близко соответствует современной практике снегомерных съе-
мок и использования данных этих съемок) средняя квадрати-
ческая ошибка УТГтак же, как и в формуле (1), обратно про-
порциональна корню из числа измерений, но коэффициент 
пропорциональности равен Упгь,{0) только при отсутствии кор-
реляции между измерениями, а в остальных случаях он больше. 
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Именно, согласно (10), 

' т / £ — \ f 1 + 1 V . ' (11) 
У У 1 —Я Vn 

В табл. 23 приведены значения множителя Т / ^ — п о к а з ы -
I т I q 

вающие, во сколько раз ошибка при том или ином коэффи-
циенте корреляции между значениями h в соседних точках из-
мерения превосходит ее значение, вычисленное по формуле (1). 

Таблица 23 
Коэффициент увеличения средней кпадратической ошибки 

я 0 0,01 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 

1 / 1 + 9 
V 1 ^д 

1 1 ,01 1 ,05 1 ,11 1 , 2 3 1 ,35 1 , 5 3 

я 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

l / ! + Я 1 , 7 3 2 , 0 0 2 , 3 3 3 , 0 0 4 , 3 6 
V 1 - д 

Практически для расстояния 10 м величина нормированной 
автокорреляционной функции высоты снежного покрова варьи-
рует для различных условий примерно от 0,4 до 0,8. Соответ-
ственно этому формула (1) будет давать значения средней 
квадрэтической ошибки У~Е,- заниженные в 1,5—3 раза . В дей-
ствительности занижение еще более значительно благодаря 
двумерности задачи и тому факту, что при больших расстоя-
ниях автокорреляционная функция высоты снежного покрова 
затухает медленнее, чем по экспоненте. 

4) Пусть, наконец, п = оо, Дл: = 0, а / и L конечны, т. е. за-
меры производятся в каждой точке отрезка длиной 21. 
Согласно формуле (1), результат экстраполяции среднего из 
таких замеров на большую территорию является абсолютно 
точным. В действительности это не так: из формулы (6) полу-
чаем в этом случае 

s = т (al) + 9 { a L ) - ^ r е~ UL sh al> (12) 

где 

т(У) = Т - ( 1 3 ) 

Результаты вычислений по формуле (12) 'приведены 
в табл. 24. Фигурирующие в ней цифры представляют собой, по 
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существу, предельные значения меры ошибки экстраполяции 
среднего с отрезка 21 на отрезок 2L, к которому мы придем, 
увеличивая количество замеров на первом из этих отрезков. 
Из этой таблицы видно, что если отношение -у- и автокорреля-
ционный коэффициент ii(al) достаточно велики, то, сколько бы 
мы не брали замерных точек, ошибка не может быть меньше 
некоторой, сравнительно большой величины. Так, д а ж е если 
fx (а/) = 0,02 и -у— = 10, то 8 = 0,33, т. е. средняя квадратическая 
ошибка указанной замены составляет около 56% от изменчи-
вости рассматриваемого элемента. 

Таблица 24 
Средний квадрат относительной ошибки замены среднего по промежутку 

2L средним по меньшему промежутку 21 

al И- (2 al) 

L 
1 

al И- (2 al) 
1 2 5 10 20 50 100 оо 

0 , 0 5 0 , 9 0 0 0 , 0 1 0 , 0 4 0 , 1 2 0 , 2 7 0 , 5 5 0 , 7 4 0 , 9 6 
0 , 1 0 , 8 2 0 0 , 0 2 0 , 0 8 0 , 2 2 0 , 4 3 0 , 6 9 0 , 8 1 0 , 9 1 
0 , 2 0 , 6 7 0 0 , 0 3 0 , 1 8 0 , 3 9 0 , 6 0 0 , 7 7 0 , 8 2 0 , 8 7 
0 , 5 0 , 3 7 0 0 , 0 8 0 , 3 3 0 , 5 2 0 , 6 4 0 , 7 0 0 , 7 2 0 , 7 4 

1 0 , 1 7 0 0 , 1 0 0 , 3 5 0 , 4 6 0 , 5 2 0 , 5 5 0 , 5 6 0 , 5 7 
2 0 , 0 2 , 0 0 , 1 1 0 , 2 7 0 , 3 3 0 , 3 5 0 , 3 7 0 , 3 7 0 , 3 8 
5 0 ,00004 0 0 , 0 8 0 , 1 4 0 , 1 6 0 , 1 7 0 , 1 8 0 , 1 8 0 , 1 8 

10 2 - 1 0 - 9 0 0 , 0 4 0 , 0 7 0 , 0 8 0 , 0 9 0 , 0 9 0 , 0 9 0 , 1 0 

Применительно к наблюдениям над снежным покровом от-
сюда вытекает, что бессмысленно стремиться к их рационали-
зации путем учащения замерных точек, а единственно правиль-
ным путем является увеличение длины снегомерных маршрутов. 

3.3. Всюду до сих пор данные наблюдений использовались 
лишь в виде среднего арифметического из значений элемента 
в равноотстоящих точках отрезка, что соответствует использо-
ванию простейшей из формул численных квадратур — так на-
зываемой формулы прямоугольников. Вместо этого можно было 
бы воспользоваться какой-либо иной из существующих формул 
численных квадратур — это едва ли привело бы к существен-
ному изменению общих выводов. 

Однако возможна и иная постановка задачи. Именно, можно 
отыскивать такую формулу численных квадратур, применение 
которой привело бы к наименьшей средней квадратической 
ошибке по сравнению с другими аналогичными формулами. 
В такой постановке вопрос имеет, по-видимому, не только ме-
теорологическое значение, а представляет собой задачу нахожде-
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ния оптимальных формул численных квадратур для случайной 
функции. 

Простоты ради преобразуем интеграл от функции F(x) по 
некоторому отрезку [Л, В] 

в 
j F(x)dx 
А 

с помощью подстановки 
х = А + {В-А)у 

в интеграл по отрезку 0 < г / < 1 от функции F{ А + (В—А) у) = 
Ч(у) 

1 

/ = J / ( y ) r f y (14) 
о 

и будем апроксимировать этот интеграл линейной комбинацией 
значений функции f в п точках этого отрезка 

я 

/ = 7 = 2 ' А / ( У / ) - (15) 
2 = 1 

Формулу (15) применительно к интегралу (14) называют 
формулой численных квадратур. 

В настоящее время известно весьма большое количество фор-
мул численных квадратур [36]. Наибольшим распространением 
пользуются простейшие из них — формулы Ньютона—Котеса, 
Чебышева и Гаусса. 

В формуле Ньютона—Котеса абсциссы yi фиксируются в ка-
честве абсцисс точек деления отрезка на равные части, вклю-
чая в число этих точек и границы отрезка, 

y* = 7i=T (/ = 1 , 2 , , . . , л), ' . ( 1 6 ) 

а веса pi берутся такими, чтобы применительно к полиномам 
любой степени до п—1 включительно формула давала точный 
результат. В частности, при п = 2 получаем формулу трапеций^ 
а при п=3 — формулу Симпсона (парабол) . Эти формулы бо-
лее распространены в варианте, при котором они применяются 
не ко всему интервалу интегрирования в целом, а к нескольким 
его частям. 

В формуле Чебышева веса pi принимаются равными друг 
другу и дающими в сумме единицу (нормированными), т. е. 

Л = 4 ( г ' = 1 , 2 , . . . , я) , (17) 

а абсциссы разыскиваются на основании требования, чтобы 
262 



формула была абсолютно точна применительно к полиному 
степени, не превышающей п—1. Это удается сделать лишь 
применительно к п< 7 и п = 9 . 

Наконец, в формуле Гаусса п абсцисс и п весов подобраны 
таким образом, чтобы эта формула давала точный результат 
применительно ко всем функциям, представляющим собой, по-
линомы степени не выше, чем 2я—1. 

Откажемся от требования получения точных' результатов 
для полиномов и взамен выдвинем требование, чтобы сред-
ний квадрат разности между точным значением интеграла (14) 
и величиной, вычисленной по формуле (15), 

E = [ l - 1 ) \ (18) 

где осреднение понимается в статистическом смысле, был ми-
нимальным. При этом, как и всюду выше, будем считать функ-
цию статистически стационарной относительно автокорреля-
ционной функции. Тогда, подставляя (14) и (15) в (18), легко 

Е получить следующее выражение для величины • 

h п 

п 1 1 1 
\v{\y-z\)dydz. (19) 

I = 1 о 0 0 

Руководствуясь формальной аналогией с формулами Нью-
тона—Котеса, Чебышева и Гаусса, будем рассматривать три 
варианта задачи: 

1) схему равноотстоящих ординат, в которой при каждом 
•фиксировании п абсциссы задаются формулой (16), а веса оп-
ределяются минимизацией величины е (19). 

2) схему равных нормированных весов, в которой при дан-
ном п веса задаются формулой (17), а абсциссы определяются 
минимизацией величины (19). 

3) «общую» схему, в которой задается только п, а абсциссы 
и веса находятся в результате минимизации величины s. 

3.4. Применительно к схеме равноотстоящих ординат удобно 
несколько изменить обозначения, а именно вести нумерацию по 
i не от i= 1, а от г = 0, так что t/o=0, уп — 1 и вообще 

Vi = 4 " - (20) 
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Тогда формула (19) примет вид 
л п 

2 P i P A V ^ A ) -
i = о j =0 V I I / 

1 1 

- 2 1 P i ^ ( \ y - - T ) d y + l ^ { \ y - z \ ) d y d z . (21) г = о о VI / о о 
Требование минимума величины е относительно весов pi 

приводит к системе / г + 1 уравнений для определения pi 
п 1 

2 Iх 

}=0 о \ 
X • I 

п dx (/ = 0 , 1 , 2 , . . . , п). (22) 

Эти, соотношения, собственно говоря, и представляют собой 
решение задачи. Зная функцию р(р) , можно найти интегралы 
в правых частях соотношений (22) хотя бы численно, после 
чего решение системы (22) не вызывает трудностей. Вместе 
с тем представляет определенный интерес исследовать решение 
системы (22) применительно к достаточно простым автокорре-
ляционным функциям. В качестве примера снова рассмотрим 
экспоненциальную автокорреляционную функцию (5), которая 
после перехода к координате у запишется в виде 

„- ь I у \ 

где 
Ь = (В — А)а. 

(23) 

- (24) 

Согласно (24), малые значения безразмерного пара-
метра b соответствуют или медленно затухающей автокорреля-
ционной функции, или малым интервалам интегрирования; 
большие значения параметра b описывают случаи больших от -
резков интегрирования или быстро затухающей корреляцион-
ной функций. Величина 

[ х ( 1 ) = е - 6 

представляет собой коэффициент корреляции между значениями; 
функции на концах отрезка интегрирования. 

Подставляя (23) в (22), получим систему уравнений 
г = 1 л 

V J - ) п _L „ I V r,i - 1 - 1 
_ 'pj+pi+ Z v 'PJ-

}=0 - j = l+1 
( i = 0 , 1, 2 , . . . , n), 

• (2 — # — (Г ) 

где 

<7 = e = n 

(25> 

(26), 
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К а к легко проверить непосредственной подстановкой, реше-
ние системы (25) имеет вид 

Л = Л , = - Г Т Т ? - ' ^ = С = (27) 

или, согласно (26), 

= Я —1) . (28) 

П о д с т а в л я я (28) и (20) в (15), получим формулу числен-
ного интегрирования 

1 

J / (У) dy « i Л Ц f (0) + 2/ ( i ) + 2/ (А) + 

+ . . . + 2 / ( ^ ) + / ( 1 ) (29) 

которая по своему виду напоминает формулу трапеций, при-
чем не только д л я случая двух точек (когда последняя фор-
мула является частным случаем формулы Н ь ю т о н а — К о т е с а ) , 
но и д л я любого числа точек. Аналогия с формулой трапеций 
состоит в том, что в формуле (29) все промежуточные ординаты 
входят с равными весами, вдвое превосходящими веса крайних 
ординат. Отличие ж е формулы (29) от формулы трапеций вы-
р а ж а е т с я в том, что сумма весов 

i = О 

вообще говоря, меньше единицы и лишь стремится к ней при 
Ь-уО ИЛИ п-уоо. 

В связи с этим отличием интересно рассмотреть другой ва-
риант схемы равноотстоящих ординат, а именно потребовать 
с самого начала нормировки весов 

п 

г = 0 

П р и условии (30) з а д а ч а сводится, очевидно, к минимиза-
ции величины 

в ' ^ + г х ^ л - 1 ) ' (31) 
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где 2Х — неопределенный множитель метода Л а г р а н ж а . Под-
ставляя (21) в (31) и приравнивая производные по pi нулю, 
получим уравнения 

) = о 

\l—J 

• И 

Р , + \ = 

dy (г — 0, 1 , 2 , . . . , п), (32) 

которые при корреляционной функции (23) преобразуются 
к виду 

I - 1 п 

PJ+P/+ 2 r ' p j + l = 
}=0 j — i + l 

l - q n ~ X ) (i = 0, 1, 2 , . . . , n). = 1 ( 2 -a v (33) 

Решение уравнений (33) совместно с урав|нением (30) дает 

Ро=Рп: 

, п 1 
1 — — п - g ) 

n(\-q) + {l+q) ' 

i + j Q c i - g ) 
'и ( \ - q ) + (1 + ?) (г' = 1, 2 , . . . , п - 1), (34) 

In 
Х ( 1 - ? ) - ( ! + ?) 
n(\-q) + (\+q) 

и в результате получаем следующую формулу численного ин-
тегрирования: 

1 

где 

J / ( У ) * У - 2 + ( « - l ) , [ / + Ш + 
о 

+ + + + (35) 

/70 ft — ( л —-1) (1 — 9 ) ^ ' 

Формула (35) также напоминает формулу трапеций, 
а именно тем, что веса всех промежуточных ординат равны и 
сумма всех весов равна единице. Но в отличие от формулы 
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трапеций, в формуле (35) веса промежуточных ординат пре-
восходят веса крайних ординат, вообще говоря, менее чем 
вдвое. Соответствующее соотношение весов s заключено, со-
гласно (36), в пределах от 1 (при Ь = оо) до 2 (при 6 = 0 ) . 

3.5. Переходя к схеме равных нормированных весов, полу-
чим выражение для е путем подстановки (17) в (19) 

п п 

i=i i =i 
п 1 1 1 

\ ^ ^ { \ y - y A ) d y + ^ * { \ y - z \ ) d y d z . (37) 

Требуя, чтобы е было минимальным относительно абсцисс 
tji, получим систему уравнений 

в 1 

(38) 
j = i о 

и в частности при автокорреляционной функции (23) 

2 V t ( , r V - 2 е~НуГу1] = 
3=1 3 = 1 +1 

= (/ = 1 , 2 , . . . , п). (39) 

Анализируя систему (39), можно получить весьма простые 
выражения для абсцисс г/* в двух предельных случаях — ма-
лых и больших значений параметра Ь. Именно, в случае ма-
лых b 

* = (40) 

т. е. оптимальными являются абсциссы, равноотстоящие друг 
от друга, причем расстояние между ними вдвое больше рас-
стояний крайних из них до концов отрезка. В этом случае фор-
мула численного интегрирования имеет вид 

Щ Ц + F ( | ) + / ( ! ) + . . • • <«> 

В случае больших b из (39) можно поЛучить 

1 (42) 
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так что оптимальными являются абсциссы, делящие отрезок на 
равные части, причем концы отрезка «е входят в число этих 
абсцисс. В этом случае формула численного интегрирования 
имеет вид 

J. 

J f ( y ) d y . 
1 

/ 1 
1 

п + 1 + / п+ 1 + 

п+ 1 ( 4 3 ) 

Интересно отметить, что в формуле Чебышева, которой ана-
логичны формулы (41) и (43), абсциссы отнюдь не обяза-
тельно попадают в границы, даваемые значениями (40) и (42). 
Это видно из табл. 25, дающей величины абсцисс для первых 
пяти значений п. В этой таблице наряду с пределами, давае-
мыми формулами (40) и (42) (верхние числа в каждой кле-
точке), приведены значения абсцисс в формулах Чебышева 
(средние числа) и Гаусса (нижние числа) . Все числа приве-

Таблица 25 
Значения абсцисс по формулам (40) и (42) (верхние числа), Чебышева 

(средние числа) и Гаусса (нижние числа) для п от 1 до 5 

п= 1 

п = 2 

п= 3 

п= 4 

п = 5 

0 , 2 5 0 - 0 , 3 3 3 
0 ,211 
0 ,211 

0 ,167—0,250 0 ,500—0,500 
0 , 1 4 6 0 ,500 
0 , 1 1 3 0 ,500 

0 ,125—0,200 0 ,375—0,400 0 , 6 0 0 — 0 , 6 2 5 
0 , 1 0 3 0 , 4 0 6 0 , 5 9 4 
0 , 0 6 9 0 , 3 3 0 0 ,670 

0 , 1 0 0 — 0 , 1 6 7 0 , 3 0 0 - 0 , 3 3 3 0 , 5 0 0 — 0 , 5 0 0 0 ,667—0,700 
0 , 0 8 4 0 , 3 1 3 0 ,500 0 , 6 8 7 
0 , 0 4 7 0 ,231 0 , 5 0 0 0 ,769 

0 , 5 0 0 — 0 , 5 0 0 
0 ,500 
0 ,500 

0 ,667—0,750 
0 , 7 8 9 
0 , 7 8 9 . 

0 , 7 5 0 — 0 , 8 3 3 
0 , 8 5 4 
0 , 8 8 7 

0 , 8 0 0 — 0 , 8 7 5 
0 , 8 9 7 
0 , 9 3 1 

0 ,833—0,900 
0 , 9 1 6 
0 , 9 5 3 

дены с точностью до 0,001. 
При промежуточных значениях параметра Ь система (39) 

с помощью очевидной замены 
(44 ) , 

сводится к системе алгебраических уравнений, которая может 
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быть решена хотя бы численно. Так как п=2, получаем уравне-
ние ДЛЯ 1/1=1 —1/2 

(45) 

а для п = 3 —уравнение для z/ i=l—t/з 
ь 

Ь „ 7 (46) 

И 1 / 2 = 

3.6. Обратимся теперь к «общей» схеме. В этой схеме нужно, 
очевидно, потребовать минимума величины s, определяемой 
равенством (19), относительно 2п величин — весов pi и абсцисс 
tji. В результате получим систему уравнений: 

п 1 

2 P j Iх (I yi ~ У j I ) = J р (IУ - yi I)1dy 
з=1 

п 

з = i 

(47) 

Применительно к автокорреляционной функции (23) си-
стема (47) преобразуется к виду 

3=1 3 = 1 +1 

г - 1 

- 2 P j e - " ^ - ^ + 2 
— ь (у . — у . ) 

3=1 3 = 1 + 1 

(48) 

= 4 - [ e - " i 

(г = 1, 2 , . . . , п) 

Исследование системы (48) показывает, что при заданном п 
все веса равны между собой 

PI=P. ( 4 9 ) 

при'чем в случае малых Ь они равны —, так что получается пре-
дельный случай предыдущей схемы, а в случае больших Ь 

2 веса р не зависят и от п и равны . 
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Таким образом, при корреляционной функции (23) общая 
схема отличается от схемы равных (нормированных весов лишь 
отсутствием этой нормировки, но не различием весов друг от 
друга. 

Значения абсцисс в предельных случаях больших и малых 
значений параметра b в рассматриваемой схеме таковы же, 
как в схеме равных нормированных весов, т. е. определяются 
формулами (40) и (42) соответственно. Значения абсцисс 
в формуле Гаусса, формально аналогичной, рассматриваемой 
общей схеме, не обязательно попадают в пределы между зна-
чениями (40) и (42), в чем легко убедиться на основании 
табл. 25. 

Применительно к промежуточным значениям параметра b 
подстановка (44) превращает (48) в систему алгебраических 
уравнений для определения величин щ и р. В частности, при 
п=2 имеем уравнение для определения yi=l—г/г 

еьи\ + — 2 = 0, (50) 

а при п—3, У2=-т£, а У\ = 1—г/з может быть найдено из уравнения 
б 

е 2 «« + ^ - 2 = 0. (51) 

Что касается веса р, то после определения величины щ он может 
быть найден по формуле 

> = 4 ( 1 - ^ ) ' , (52) 

верной при любом п. 
3.7. В табл. 26 приведены результаты некоторых вычисле-

ний на основе формул (45), (46), (50), (51) и (57), иллюстри-
рующие зависимость абсцисс и веса от параметра b в схемах 
равных нормированных весов и общей схеме для п = 2 и п = 3 . 

Рассмотрение этой таблицы показывает, что в схеме II 
(схема равных нормированных весов) абсциссы, вплоть до 
больших значений Ь, весьма близки к своим предельным по-
ложениям, соответствующим Ь = 0, и лишь при исчезающе ма-
лых значениях становятся близкими к противоположным пре-
дельным значениям. Д л я общей схемы III г/i растет с ростом b 
быстрее, а вес р сравнительно быстро убывает от своего нор-
мированного значения до весьма малых величин, которые 
практически не зависят от п. 

Заметим в заключение, что было бы интересно получить 
дальнейшие результаты в рассматриваемом направлении. 
В частности, имело бы практическое значение распространение 
теории на приближенное вычисление двойных (и вообще крат-
ных) интегралов, а т а к ж е на случай, когда интервал, в кото-
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Таблица 26 
Зависимость абсцисс yt и веса р от параметра Ъ для схемы с равными 

нормированными весами (II) и общей схемы (III) 

ъ у. (1) —е~~в 

Схема 

ъ у. (1) —е~~в II III II III 
ъ у. (1) —е~~в 

У> Уг У1 У% р У> Уз у* Уз Р 

п = 2 

0 
1 
3 

10 
30 

100 

1 
0,368 
0,050 

2,20-10-5 
1,06-10-14 
2,5-10-43 

0 

0,250 
0,253 
0,258 
0,279 
0,303 
0,320 
0,333 

0,750 
0,747 
0,742 
0,721 
0,697 
0,680 
0,667 

0,250 
0,260 
0,283 
0,310 
0,325 
0,331 
0,333 

0,750 
0,740 
0,717 
0,690 
0,675 
0,669 
0,667 

0,500 
0,460 
0,382 
0,191 
0,067 
0,020 

О 

0,167 
0 ,168 
0,172 
0,188 
0,212 
0,235 
0,750 

0,833 
0,832 
0,828 
0,812 
0,788 
0,765 
0,750 

0,167 
0,175 
0,190 
0,218 
0,238 
0,247 
0,250 

0,833 
0,825 
0,810 
0,782 
0,762 
0,753 
0,750 

0,333 
0,320 
0,290 
0,177 
0,067 
0,020 

О 

ром допустимо выбирать абсциссы, меньше интервала интегри-
рования. Целесообразно рассмотреть также другие корреля-
ционные функции, кроме экспоненциальной. Наконец, во всех 
случаях желательно вычислять не только абсциссы и веса, но 
также и средние квадратические ошибки формул. 

§ 4. Полные потоки и их применение 
4.1. В настоящем параграфе речь пойдет не о рационализа-

ции размещения пунктов наблюдений а о некоторых путях ра-
ционализации обработки наблюдений, производимых на этих 
пунктах. 

Обычно принято считать, что увеличение точности метеоро-
логических сведений на некоторой территории при заданной 
точности наблюдений может быть достигнуто лишь за счет 
увеличения густоты станций на этой территории. Между тем 
это не совсем так. Значительные резервы в отношении уточне-
ния метеорологических сведений заложены в возможностях усо-
вершенствования обработки данных наблюдений на станциях. 

При вертикальном температурно-ветровом зондировании ат-
мосферы с помощью радиозондов и радиопилотов на станцию 
поступают сведения о давлении, температуре, ветре и влажно-
сти с весьма большого числа уровней. По этим сведениям 
можно сравнительно детально восстановить вертикальные про-
фили перечисленных метеорологических элементов. В то ж е 
время основной информацией, используемой в процессе анализа 
и прогноза атмосферных движений большого масштаба, яв-
ляются данные на главных изобарических поверхностях, рас-
положенных значительно реже, чем уровни, с которых посту-
пают данные зондирования. Иначе говоря, в процессе анализа 
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и прогноза погоды мы пользуемся, вообще говоря, значительно 
меньшей информацией, чем та, которая имеется в пунктах 
наблюдения. 

В принципе наиболее простой выход из положения состоял 
бы в резком увеличении числа изобарически? поверхностей, 
считаемых главными, т. е. таких, для которых на станциях опре-
делялись бы значения геопотенциала, температуры, ветра и 
влажности и карты которых строились бы в прогностических 
центрах. Практически, однако, этот путь, по крайней мере 
в настоящее время, совершенно неприемлем, так как он потре-
бовал бы значительного увеличения объема обработок, произво-
димых на станциях, объема метеорологических сообщений, пере-
даваемых по каналам связи, и объема работы прогностиче-
ских центров. 

Но если невозможно передавать всю имеющуюся информа-
цию, то естественно потребовать, чтобы сведения, которые сооб-
щаются в прогностические центры, содержали эту информацию 
в концентрированном виде. Иначе говоря, необходимо, чтобы 
уменьшение количества передаваемых данных сопровождалось 
улучшением их качества, повышением их надежности. 

Рассмотрим, как обстоит дело в этом отношении в на-
стоящее время. Можно считать, что в отношении геопотен-
циала изобарических поверхностей синоптик обладает доста-
точно полной информацией. Вертикальная изменчивость этого 
элемента1 сравнительно невелика. Поэтому по данным для 
главных изобарических поверхностей можно с высокой сте-
пенью точности восстановить вертикальный профиль геопотен-
циала. Включение значений геопотенциала на некоторых про-
межуточных поверхностях было бы с этой точки зрения мало 
плодотворным, по крайней мере пока речь идет о не очень 
больших высотах. Этот вывод вытекает, в частности, из иссле-
дований А. М. Обухова [41] по разложению геопотенциала по 
эмпирически ортогональным функциям. 

Иначе обстоит дело с температурой. Температура обладает 
существенно большей пространственной, и в частности верти-
кальной изменчивостью, чем геопотенциал изобарических по-
верхностей. Поэтому поля температуры лишь на главных изо-
барических поверхностях недостаточно полно отражают трех-
мерное распределение температуры. По этой же причине 
распределения температуры на изобарической поверхности ока-
зываются подверженными мелкомасштабным возмущениям бо-
лее или менее случайного происхождения или, как принято го-

1 Речь идет, разумеется, не о закономерном росте геопотенциала от одной 
изобарической поверхности^ другой, а об отклонениях от этого закономер-
ного изменения. 
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ворить, эти поля статистически недостаточно устойчивы. 
Однако по данным о геопотенциале главных изобарических 

поверхностей могут быть найдены средние температуры глав-
ных изобарических слоев, поскольку они пропорциональны от-
носительному геопотенциалу. Поля этих средних температур 
оказываются, естественно, в значительно меньшей мере иска-
женными влиянием мелкомасштабных возмущений и поэтому 
с успехом могут использоваться при анализе и прогнозе 
погоды. В частности, в численных методах прогноза почти ни-
когда не используют данных о температуре на главных изоба-
рических поверхностях, хотя в соответствующих формулах 
фигурирует температура, — ее выражают через относительный 
геопотенциал изобарических поверхностей. 

На примере с температурой можно видеть, что одним из 
средств концентрирования информации — простейшим из таких 
средств — является осреднение. Осредненные значения надеж-
нее потому, что при их получении использовано множество 
отдельных значений. Разумеется, существуют задачи, для реше-
ния которых желательно знать детальный профиль темпера-
туры. Но если нельзя кардинально увеличить количество пере-
даваемых сведений о температуре, то мы лишены возможно-
сти восстановить этот профиль с достаточной точностью. Что 
ж е касается температуры на главных изобарических поверхно-
стях и средней температуры главных изобарических слоев, то 
оба эти рода информации имеют примерно одинаковый объем. 
Но второй род информации значительно надежнее первого, что 
и обусловливает его преимущество. 

Таким образом, можно признать, что информация о темпе-
ратуре, содержащаяся в комплекте карт барической топогра-
фии в виде геопотенциальных толщин главных изобарических 
слоев, является достаточно концентрированной и потому при-
годной для большинства практических задач. 

К сожалению, совсем иное следует сказать о двух других 
метеорологических элементах — влажности и ветре. На картах 
барической топографии нет других источников информации об 
этих элементах, кроме значений их на главных изобарических 
поверхностях. Между тем и ветер и влажность обладают зна-
чительной изменчивостью, в результате чего их распределения 
на главных изобарических поверхностях статистически недоста-
точно устойчивы. Это значит, что при переходе от данных зон-
дирования к данным на картах барической топографии значи-
тельная часть информации о полях ветра и влажности 
теряется. 

Особенно неудовлетворительно положение с ветром. Дело 
в том, что требования к точности данных о ветре усиливаются 
благодаря близости реального ветра в свободной атмосфере 
к геострофическому. Именно, в тех случаях, когда реальный ве-
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тер можно считать равным геострофическому, т. е. пользоваться 
геострофическим приближением, данные о ветре на главных 
изобарических поверхностях могут быть в известной мере ис-
пользованы. Но тогда они не очень необходимы, ибо основная 
часть информации о ветре черпается при этом, из данных 
о геопотенциале на основе геострофического приближения. 

Существует, однако, множество важных вопросов, для ус-
пешного решения которых нужно знать именно отклонения 
реального ветра в свободной атмосфере от геострофического. 
К числу этих вопросов относится, в частности, определение 
вертикальной составляющей скорости (вертикальных токов) 
в атмосфере из уравнения неразрывности. Этот способ опреде-
ления вертикальных токов обладает многими преимуществами 
перед другими существующими методами — о н дает значения 
вертикальных токов w без «опоздания», т. е. для того ж е мо-
мента времени, за который используются данные о ветре; этот 
способ применим в любых широтах, в том числе экваториаль-
ных, и в любой местности, в частности горной. Однако, как по-
казали многочисленные исследования, вертикальные токи, най-
денные этим способом по значениям ветра на главных изобари-
ческих поверхностях, получаются с ошибками несколько сотен 
процентов. Одной из причин этого обстоятельства, является 
потеря информации при переходе от данных радиопилотных 
наблюдений к значениям ветра лишь на главных изобариче-
ских поверхностях. 

4.2. По-видимому, наиболее рациональным средством по-
вышения надежности данных, фигурирующих на картах бари-
ческой топографии и полученных в результате ветрового зон-
дирования атмосферы, является внедрение в оперативную прак-
тику полных потоков. 

Полным потоком 5 будем называть интегральный в слое от 
подстилающей поверхности до уровня h вектор ветра 

h 
S = $7(z)dz, (1) 

о 
где c(z) —вектор ветра на уровне z. Иначе говоря, полный по-
ток представляет собой вектор, численно равный объему воз-
духа, проходящему за единицу времени через вертикальную 
полосу высоты h и единичного горизонтального сечения, и на-
правленный вдоль среднего движения этого объема. 

Термин «полный поток» заимствован нами из океанологии, 
где полным потоком называют интегральный вектор течения 
в слое от поверхности моря до заданной глубины. Полные по-
токи "получили в динамике моря весьма широкое применение 
(см., например, [47] и [51]). Это применение в значительной 
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мере обусловлено тем фактом, что скорости течения в океанах 
сравнительно невелики, так что уравнения движения для 
гидросферы можно с большой точностью считать линейнкми. 
Поэтому интегрирование этих уравнений по вертикали приво-
дит к замкнутым «уравнениям в полных потоках». 

Применительно к большинству атмосферных движений урав-
нения движения нельзя считать линейными и указанная воз-
можность отсутствует. Однако применение полных потоков 
в атмосфере в качестве источников концентрированной инфор-
мации о ветре явится во многих отношениях весьма плодо-
творным. 

Можно ввести полный поток и несколько иным способом, 
чем указано выше, а именно считать его численно равным не 
объему, а массе или еще лучше весу воздуха, протекающего 
через указанное сечение за единицу времени. Тогда получим 
вектор 

h 
gp (z) с (z) dz, (2) 

где р(г)—плотность воздуха на уровне 2, g — ускорение силы 
тяжести. Если в формуле (2) перейти от высоты z к давлению 
р, то получим 

S'=fj°7(p)dp, (3) 
Ph 

где ро и рн — давление у подстилающей поверхности и на 
уровне h соответственно. Разумеется, векторы 5 и 5 ' в прин-
ципе мало отличаются друг от друга. Для определенности мы 
будем в дальнейшем говорить только о векторе S. 

Составляющие вектора полного потока 5 по некоторым го-
ризонтальным направлениям л: и̂  у определяются равенствами 

л л 
Sx = J и (z) dz, = j w (г) dz. (4) 

о о 
Полный поток, очевидно, пропорционален среднему вектору 

ветра в слое (0, h), а именно 

~S = h~c, (5) 
откуда также 

Sx = hu,Sy — hv, (6) 

где черта сверху означает осреднение по слою толщиной h. 
Поэтому использование полных потоков в принципе не отли-
чается от применения векторов ветра, осредненных по слоям. 
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Однако полные потоки несколько уд'обнее благодаря их адди-
тивности. Именно, для того чтобы найти полный поток в слое 
(О, hi), зная полный поток в слое (0, hi), где hi<h2, достаточно 

прибавить к последнему интегральный в слое (hi, hz) вектор 
ветра. 

Весьма важно также, что полные потоки связаны простым 
соотношением с вертикальными токами w. Именно из уравне-
ния неразрывности, которое для атмосферных движений больг 
шого масштаба можно с достаточной точностью записать в виде 

du.dv.dw п / 7 Ч 

и равенства нулю величины w на подстилающей поверхности 
вытекает формула 

1 ^ = = + (8) 

так что вертикальные скорости на уровне h лишь знаком отли-
чаются от дивергенции полного потока в слое (0, h). 

Полный поток имеет размерность квадрата длины, делен-
ного на время, так что в системе метр — секунда единицей для 
5 является 1 м2/сек. С практической точки зрения более удобна 
единица, в тысячу раз большая: 103 м 2 /сек .= 1 км. м/сек. 

4.3. Внедрение полных потоков в оперативную практику по-
требует массового вычисления их на сети станций ветрового 
зондирования. С этой точки зрения весьма существенно, что-
по обычным данным пеленгирования радиозонда или шара-пи-
лота полные потоки вычисляются не сложнее, а проще, чем зна-
чения ветра на фиксированных уровнях. 

Первым этапом обработки таких данных является, как из-
вестно, построена на круге Молчанова горизонтальной проек-
ции траектории шара . Если подъемная скорость шара W по-
стоянна, то полный поток попросту пропорционален вектору L, 
проведенному из центра круга Молчанова в соответствующую 
точку горизонтальной проекции траектории шара . Действи-
тельно, в этом случае 

t 
5 = (9) 

о 
где t — время достижения шаром уровня h. Согласно (9), 

Sx = W X , Sy = WY, (10) 

где X и Y — проекции вектора L. 
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В общем случае переменной подъемной скорости W имеем 
вместо (9) 

t t 
5 = J 7 ( T ) H P ( T ) d < c = . J \ F ( T ) d I ( x ) , (11) 

0 0 

где dL(x)—горизонтальное перемещение ш а р а з а время dx. 
Отсюда приближенно, при разбиении подъема ш а р а на п 
участков с постоянной подъемной скоростью Wh на к а ж д о м 

л 
(12) 

й = 1 
и соответственно 

п л 

S y = ^ W k W k , (13). 
к=1 й = 1 

так что в общем случае вычисление полных потоков сводится 
к нахождению линейной комбинации горизонтальных переме-
щений ш а р а на участках с постоянной подъемной скоростью. 

Г. Ф. Фроловой произведено на материале 10 базисных ша-
ропилотных наблюдений детальное сопоставление различных 
способов вычисления полных потоков. Сопоставление пока-
зало, что замена подъемной скорости ш а р а постоянным стан-
дартным значением редко приводит к заметным ошибкам в ве-
личинах S. В тех ж е случаях, когда эти ошибки существенны^ 
они обусловлены главным образом не переменностью W, а отли-
чием ее от стандартной и могут быть устранены введением 
в качестве W не стандартной, а реальной средней подъемной 
скорости ш а р а . 

Таким образом, д а ж е в случае базисных наблюдений, к а к 
правило, отсутствует необходимость пользоваться д л я опреде-
ления полных потоков формулами (13) взамен более простых 
формул (10). В случае ж е обычных, однопунктных наблюдений, 
производимых без определения наклонной дальности ш а р а , 
истинная величина подъемной скорости W неизвестна и ее при-
ходится заменять постоянным стандартным значением, так что 
вопрос о переходе к ф о р м у л а м (13) отпадает сам собой. 

Н а р я д у с описанным графическим способом Г. Ф. Фролова 
применяла т а к ж е аналитические способы вычисления полных 
потоков непосредственно по ф о р м у л а м (4) по данным о ветре 
на различных уровнях. П р и использовании всех уровней пе-
ленгирования при этом получаются значения Sx и Sy, практи-
чески не отличающиеся от результатов применения описанного 
выше графического способа. Однако графический способ значи-
тельно менее трудоемок, чем аналитический, и не требует пред-
варительного построения профиля ветра. По этим причинам 
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графический способ, несомненно, заслуживает предпочтения. 
Упомянутая обработка показала, что переход от использо-

вания данных на всех уровнях пеленгирования шара к данным 
о ветре только на стандартных аэрологических уровнях при-
водит, как правило, к сравнительно небольшим ошибкам опре-
деления S. Значительные ошибки возникают лишь при пере-
ходе к использованию данных о ветре только на главных изо-
барических поверхностях. Эти ошибки особенно велики в ниж-
них слоях атмосферы, что объясняется значительной кривизной 
вертикальных профилей ветра в этих слоях. 

4.4. Д л я исследования свойств полей полных потоков и воз-
можностей их использования А. Ф. Курочкин [24] произвел вы-
числения полных потоков на пяти уровнях h, равных 1,о; 3, 5, 
7 и 9 км над 50 пунктами Европейской территории СССР для 
шести сроков, следующих друг за другом через сутки. При 
этих вычислениях первичных данных ветрового зондирования 
в распоряжении не было и пришлось воспользоваться значе-
ниями ветра на стандартных аэрологических уровнях, что зна-
чительно увеличило трудоемкость расчетов. Данные о ветре на 
стандартных уровнях были любезно предоставлены Научно-
исследовательским институтом аэроклиматологии. 

Н а основании проведенных вычислений Курочкин по-
строил карты изотах и линий тока полных потоков, а также 
карты составляющих Sx и Sy. Анализ этих карт показал, что 
поля полных потоков оказываются более «гладкими», менее 
подверженными влиянию мелкомасштабных возмущений, чем 
поля ветра на фиксированных уровнях. Это обстоятельство 
естественно приписать небольшому влиянию на полные потоки 
мелкомасштабных особенностей распределения ветра, а также 
ошибок его определения. По этой ж е причине изменчивость 
полных потоков по горизонтали, вертикали и во времени 
должна быть меньше изменчивости ветра. Обработка получен-
ных данных показала, что это действительно так, хотя количе-
ственно различия не очень велики. Д л я иллюстрации в табл. 27 
приведены значения межсуточной относительной изменчивости 
модулей ветра и полного потока на уровнях 3 и 5 км и измен-
чивости направления этих векторов, осредненные по всем 
пунктам и срокам. 

Д л я исследования возможностей применения полных по-
токов Курочкин произвел вычисления вертикальной ско-
рости с помощью формулы (8). Вычисления производились 
для ряда пунктов на основе обычного разностного приближе-
ния для дивергенции с полушагом 500 км. Параллельно про-
изводилось вычисление вертикальных скоростей по данным 
о ветре на главных изобарических поверхностях по методу, пред-
ложенному Е. М. Орловой [47]. Кроме того, результаты сопо-
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Таблица 27 
Межсуточная изменчивость ветра 

и полного потока 

Уровень, км 
Относительная 
изменчивость 

модуля 

Изменчивость 
направления, 

град. 

В е т е р 

3 0,40 36 
5 0,42 48 

П о л н ы й п о т о к 

3 
5 

\ 

0,26 
0,32 

34 
31 

ставлялись с данными о вертикальных токах, вычисленными 
на оперативной основе в Центральном институте прогнозов 
с помощью совершенно независимого динамического метода. 

В табл. 28 приведены значения вертикальных токов, вычи-
сленные тремя указанными способами для одного характерного 
случая. Анализ этой и других аналогичных таблиц, получен-
ных Курочкиным, позволяет утверждать следующее. 

Вертикальные скорости, вычисленные по полным потокам, 
значительно лучше согласуются со значениями, полученными 
в ЦИПе независимым путем, нежели вертикальные скорости, 

Таблица 28 
Вертикальная составляющая скорости w см/сек. на уровне 3 км на 15 час. 

6 января 1959 г., вычисленная тремя различными способами 

s X 
О s 

X 
О KJ S 

а 
f-а> еЗ ta 

СО 
Ь 0> 

Ь О ч 5- X s'ST Н О S а? 

Станция 
Е 
S 2 § « ® V н I s Станция 

С 
S 

. Я X 2 * те S o н | С 
o S з в =: о в 

о ' 
С 

^ <и и 
s г 8 
r s я 
% а \0 СУ О С) со 
C g g 

D* 
S 3 W 
S S 

X 
ч 
о 
н 
о 
С 

о 9 - s и £ сих 
ffl ХО О) 
п о со 
e g g 

s ® « 
1 я 

Ленинград . . . + 1 , 2 —0,9 + 0 , 8 Казань . . . . + 0 , 2 —2,2 + 0 , 3 
Архангельск . . —1,2 —0,8 —0,2 Саратов . . . . —2,4 —4,9 + 0 , 5 
Бологое . . . . —0,8 —2,3 - 0 , 3 Харьков . . . . + 0 , 9 + 3 , 0 + 0 , 8 
Вологда . . . . + 0 , 7 —0,8 + 0 , 2 Волгоград . . . - 2 , 1 —6,3 - 0 , 4 
Киров . . , . + 0 , 8 + 2 , 6 - 1 , 0 Киев . . . . . —1,7 - 2 , 6 — 0 , 6 
Минск . . . . - 1 , 2 - 1 , 3 + 0 , 7 Ростов . . . . - 1 , 2 - 2 , 1 + 0 , 7 
Смоленск . . . - 1 , 2 - 1 , 5 - 1 , 2 Петрозаводск . . + 0 , 4 + 0 , 8 + 0 , 6 
Москва . . . . —1,4 —2,4 —0,5 Куйбышев . . . 

\ 

- 1 , 2 - 5 , 9 - 1 , 8 
Горький . . . . + 0 , 9 + 1 , 2 —0,3 

Куйбышев . . . 

\ 
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вычисленные по данным о ветре на изобарических поверхностях. 
Кроме того, абсолютные величины последних заметно прево-
сходят в среднем абсолютные величины до, полученные двумя 
другими методами. 

Естественно поэтому предположить, что на результаты вы-
числений вертикальных токов по данным о ветре на главных 
изобарических поверхностях существенно влияют мелкомас-
штабные особенности поля ветра и ошибки наблюдений, как 
это следует и из общих соображений. Это предположение под-
тверждается также результатами «диагональной проверки», 
т. е. подсчетов при разных положениях координатных осей (от-
личающихся на угол 45°). Значения до, вычисленные по полным 
потокам при разной ориентировке системы осей координат, мало 
отличаются друг от друга (коэффициент корреляции 0,7), 
в то время как для до, вычисленных по ветру на главных изоба-
рических поверхностях, г составляет лишь около 0,3. 

Таким образом, несомненно, что применение полных потоков 
приводит к значительно более надежным величинам верти-
кальной составляющей скорости, нежели использование данных 
о ветре лишь на главных изобарических поверхностях. Более 
того, по замечанию М. И. Юдина, имеются некоторые основа-
ния предпочесть значения до, определенные по полным 'потокам, 
величинам, полученным динамическим методом. Это вытекает 
из того факта, что, как видно из табл. 28, значения до, найден-
ные по полным потокам, лучше коррелируют со значениями, 
полученными каждым из двух остальных способов, чем эти по-
следние коррелируют между собой. 

Важно , иметь в виду также, что в способе, основанном на 
использовании полных потоков, вертикальная скорость опреде-
ляется только по текущим данным без использования предшест-
вующих сроков, и что область применимости этого способа срав-
нительно широка. Она охватывает, в частности, горные районы и 
тропические области, где большинство других существующих ме-
тодов вычисления до неприменимо. 

Разумеется, вычисление вертикальных токов не является 
единственным применением сведений о полных потоках. Боль-
шая надежность этих сведений заставляет предположить, в ча-
стности, что полные потоки можно будет с большей точностью 
прогнозировать, чем ветер на фиксированной изобарической 
поверхности. Некоторые изыскания по этому вопросу проводи-
лись в США, однако в настоящее время трудно делать опреде-
ленные выводы, на этот счет. 

Во всяком случае применение полных потоков, и в частно-
сти вычисление до по данным о них, может проводиться 
в сколько-нибудь массовых масштабах лишь после того, как 
вычисление полных потоков будет внедрено в оперативную 
практику. 
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