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Hoofdstuk 1

Reële getallen

In dit hoofdstuk herhalen we een aantal basisbegrippen: verzamelingen, functies, reële getallen.

1.1 Verzamelingen

Het begrip verzameling ligt aan de gehele wiskunde ten grondslag en is daarom moeilijk te de-
finiëren. Men kan het als volgt omschrijven: een verzameling is een vereniging van zaken, voor-
werpen, dingen,... Hetgeen tot de verzameling behoort noemt men element van de verzameling.
Een verzameling is gegeven of bepaald als het mogelijk is te zeggen of een element tot de ver-
zameling behoort of niet. Men kan op verschillende manieren aanduiden welke dingen element
zijn van een verzameling: men kan een lijst opstellen van de elementen, of men kan de elementen
bepalen door hun kenmerkende eigenschap(pen).

Voorbeelden 1.1.1 V = {a,b,c}; de verzameling V bestaat uit de elementen a, b, en c;
de verzameling van de studenten van een klas;
de verzameling van de klassen van school (de elementen van een verzameling kunnen zelf verza-
melingen zijn);
de natuurlijke getallen N= {0,1,2,3, · · ·}
Men kan een verzameling ook karakteriseren binnen een gegeven verzameling door een eigenschap
van de elementen op te geven. Zo kunnen we bijvoorbeeld de verzameling van de natuurlijke ge-
tallen deelbaar door 3 als volgt opschrijven: V = {n ∈ N | n is deelbaar door 3}.
De verzameling van de “mooie schilderijen”bestaat niet. We kunnen namelijk niet bepalen of een
element al dan niet tot de verzameling behoort (wat is mooi?)
De lege verzameling (deze bezit geen enkel element) wordt /0 genoteerd.

Opmerking 1.1.2 De volgorde waarin de elementen van een verzameling voorkomen heeft geen
belang: zo is {a,b,c} = {b,a,c}. Merk ook op dat een element slechts eenmaal voorkomt: alle
elementen in de verzameling zijn verschillend. Een verzameling kan voorgesteld worden door een
Venn-diagram (zie Figuur 1.1).
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° a

° b
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°d

Figuur 1.1: De verzameling V = {a,b,c}

Deelverzamelingen

Per definitie stellen we dat een verzameling A een deelverzameling is van een verzameling B indien
elk element van A een element is van B:

A⊂ B⇔∀a ∈ A : a ∈ B

Voorbeeld 1.1.3 {a,b} ⊂ {a,b,c}.

B

° a

° b
° c

A

Figuur 1.2: A⊂ B

De lege verzameling is een deelverzameling van elke verzameling.

De vereniging

De vereniging (of unie) van twee verzamelingen A en B is de verzameling van de elementen die tot
A of tot B behoren:

A∪B = {x|x ∈ A of x ∈ B}

Bewijs zelf de volgende eigenschappen:

A∪ /0 = /0∪A = A
A∪B = B∪A (commutativiteit)

A∪ (B∪C) = (A∪B)∪C (associativiteit)
A∪A = A
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Beschouw een rij verzamelingen A1,A2,A3, · · ·. We definiëren de unie van deze rij verzamelingen
als volgt:

+∞⋃
i=1

Ai = A1∪A2∪A3∪·· ·= {x | x ∈ Ai voor minstens 1 index i }

Voorbeeld 1.1.4
+∞⋃
n=1

[−n,n] = R

De doorsnede

De doorsnede van twee verzamelingen A en B is de verzameling van de elementen die tot A en B
behoren:

A∩B = {x | x ∈ A en x ∈ B}

Bewijs zelf de volgende eigenschappen:

A∩ /0 = /0∩A = /0

A∩B = B∩A (commutativiteit)
A∩ (B∩C) = (A∩B)∩C (associativiteit)

A∩A = A
A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C)

A∩ (B∪C) = (A∩B)∪ (A∩C)

A⊂ B ⇐⇒ A∪B = B

Beschouw een rij verzamelingen A1,A2,A3, · · ·. We definiëren de doorsnede van deze rij verzame-
lingen als volgt:

+∞⋂
n=1

An = A1∩A2∩A3∩·· ·= {x | x ∈ Ai voor elke index i }

Voorbeeld 1.1.5
+∞⋂
n=1

[
0,

1
n

]
= {0}

Het verschil

Het verschil van twee verzamelingen A en B is de verzameling van de elementen van A die niet tot
B behoren:

A\B = {x ∈ A | x 6∈ B}
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Het produkt

Het produkt van twee verzamelingen A en B is de verzameling van de koppels (a,b) waarbij a ∈ A
en b ∈ B:

A×B = {(a,b) | a ∈ A en b ∈ B}

1.2 De reële getallen

We herhalen eerst notaties voor de natuurlijke, gehele en rationale getallen:

N = {0,1,2,3,4, · · ·}
Z = {0,1,−1,2,−2, · · ·}
Q = { p

q
: p ∈ Z, q ∈ Z0}

In Q, de verzameling van de rationale getallen, kan men optellen, aftrekken, vermenigvuldigen
en delen (zolang de noemer verschillend van 0 is. In de analyse werken we met een verzameling
getallen die nog groter is dan de verzameling van de rationale getallen, de verzameling R van de
reële getallen. Het is niet eenvoudig om de reële getallen op een wiskundig correcte manier in te
voeren, en daarom beperken we ons hier tot het opsommen van enkele van de belangrijkste eigen-
schappen van de reële getallen. In de komende hoofdstukken zullen we naar deze eigenschappen
herhaaldelijk verwijzen, omdat zij dikwijls de cruciale argumenten in onze redenering zullen zijn.
R is een verzameling getallen die Q bevat. Ook in R kan men optellen, aftrekken, vermenigvul-
digen en delen. Er is een 1-1 correspondentie (een bijectie) tussen de reële getallen en de punten
op een rechte. Deze correspondentie hangt af van een gekozen ijk op de rechte, d.w.z. twee ver-
schillende punten op de rechten die men respectievelijk laat overeenstemmen met de getallen 0 en
1. Bovendien voldoen de reële getallen aan de volgende twee axioma’s.

Axioma 1.2.1 De reële getallen voldoen aan het axioma van Archimedes :

∀x > 0,∀y≥ 0,∃n ∈ N : y≤ nx

Voor elke a≤ b ∈ R noteren we:

(a,b) = {x ∈ R | a < x < b}
[a,b] = {x ∈ R | a≤ x≤ b}
(a,b] = {x ∈ R | a < x≤ b}
[a,b) = {x ∈ R | a≤ x < b}

(a,b) en [a,b] worden respectievelijk open en gesloten interval genoemd. (a,b] en [a,b) worden
halfopen intervallen genoemd.
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Axioma 1.2.2 R is volledig. Dit betekent: voor een dalende rij gesloten intervallen

I0 = [x0,y0]⊃ I1 = [x1,y1]⊃ ·· · ⊃ In = [xn,yn]⊃ ·· ·

bestaat minstens 1 reëel getal x dat tot elk interval In behoort:

x ∈
∞⋂

n=0

In

Opmerkingen 1.2.3 1) Als toepassing van axioma 1.2.2 kan men aantonen dat elk positief reëel
getal juist een positieve n-de machtswortel heeft.
2) Herhaal de definitie van absolute waarde van een reëel getal:

|x|=
{

x als x≥ 0

−x als x≤ 0

Bewijs zelf de volgende belangrijke eigenschap:

|x+ y| ≤ |x|+ |y|

3) Aan de verzameling van de reële getallen voegen we twee elementen toe genaamd plus oneindig
en min oneindig, die we noteren als +∞ en −∞. De verzameling die we aldus krijgen, noemen we
de vervolledigde reële rechte, en we noteren deze als

R= R∪{+∞,−∞}

Deze nieuwe elementen bezitten per definitie de volgende eigenschappen, voor elke x ∈ R:

−∞ < x <+∞

+∞+ x =+∞

−∞+ x =−∞

x(±∞) =

{±∞, als x > 0

∓∞, als x < 0

Merk op dat (+∞)+(−∞) en 0(±∞) niet gedefinieerd worden.

1.3 Verzamelingen met n dimensies

Beschouw de produktverzameling Rn = R×R× ·· · ×R. De elementen van Rn zijn dus geor-
dende n-tallen (x1,x2, · · · ,xn). Een dergelijk n-tal stellen we voor door een kleine letter met een
pijl erboven, en wordt vector of punt genoemd. Soms zullen we vectoren voorstellen door een
hoofdletter:

~x = X = (x1,x2, · · · ,xn)
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Een deelverzameling van Rn noemen we een n-dimensionale verzameling. Een n-dimensionale
verzameling X is begrensd als de lineaire deelverzamelingen gevormd door de k-de coördinaten
van elk punt van X begrensd zijn als deel van R, en wel voor elke k = 1,2, · · · ,n. Voor ~x =
(x1,x2, · · · ,xn), ~y = (y1,y2, · · · ,yn) ∈ Rn definiëren we~x+~y als volgt:

~x+~y = (x1 + y1,x2 + y2, · · · ,xn + yn)

De vermenigvuldiging met een reëel getal k wordt gedefinieerd door:

k~x = (kx1,kx2, · · · ,kxn)

Met deze bewerkingen vormt Rn een vectorruimte. Men definieert ook nog het scalair produkt van
twee vectoren:

~x ·~y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn =
n

∑
i=1

xiyi

Het schrijven van een · is hier verplicht. Ga zelf na dat het scalair produkt voldoet aan de volgende
eigenschappen, voor elke~x,~y,~z ∈ Rn en k ∈ R:

1. ~x ·~y =~y ·~x

2. (k~x) ·~y = k(~x ·~y)

3. ~0 ·~x = 0

4. (~x+~y) ·~z =~x ·~z+~y ·~z

5. ~x 6=~0 =⇒ ~x ·~x > 0

Hierin was~0 = (0,0, · · · ,0). Men noteert dikwijls ook ~x ·~x =~x2. Per definitie is dit het kwadraat
van de lengte van de vector~x:

‖~x ‖=
√
~x2 =

√
n

∑
i=1

x2
i

Bewijs zelf dat

∀~x ∈ Rn,∀i = 1,2, · · · ,n : |xi| ≤‖~x ‖≤
n

∑
i=1
|xi|

Hint: kwadrateer beide betrekkingen.

Stelling 1.3.1 Voor~x,~y ∈ Rn hebben we de volgende ongelijkheden:

1. |~x ·~y| ≤‖~x ‖ ‖~y ‖ (ongelijkheid van Cauchy-Schwarz)

2. ‖~x+~y ‖≤‖~x ‖+ ‖~y ‖ (driehoeksongelijkheid)

3. |‖~x ‖ − ‖~y ‖| ≤‖~x−~y ‖

10



Bewijs. Als~y =~0, dan zijn beide leden van de eerste ongelijkheid nul. We mogen dus onderstellen
dat~y 6=~0. Voor elke t ∈ R hebben we

0≤ (~x+ t~y)2 = ~x2 +2t~x ·~y+ t2~y2

= ‖~x ‖2 +2t~x ·~y+ t2 ‖~y ‖2

Het rechterlid is dus een kwadratische veelterm in t waarvan de discriminant negatief of nul is:

(~x ·~y)2− ‖~x ‖2 ‖~y ‖2 ≤ 0

of
|~x ·~y| ≤‖~x ‖ ‖~y ‖

Dit bewijst de formule van Cauchy-Schwartz. We bewijzen de driehoeksongelijkheid nu gemak-
kelijk als volgt:

(‖~x+~y ‖)2 = ‖~x ‖2 +2~x ·~y+ ‖~y ‖2

≤ ‖~x ‖2 +2 ‖~x ‖ ‖~y ‖+ ‖~y ‖2

= (‖~x ‖+ ‖~y ‖)2

en dit bewijst de driehoeksongelijkheid.
Ongelijkheid 3) volgt uit 2):

‖~x ‖=‖~x−~y+~y ‖≤‖~x−~y ‖+ ‖~y ‖

Hieruit volgt dat
‖~x ‖ − ‖~y ‖≤‖~x−~y ‖

Op dezelfde manier krijgen we (wissel de rollen van~x en~y om):

‖~y ‖ − ‖~x ‖≤‖~x−~y ‖

�

Opmerking 1.3.2 De afstand tussen twee punten~x en~y in Rn wordt gegeven door ‖~x−~y ‖.

1.4 Functies

Definitie 1.4.1 Gegeven zijn twee verzamelingen X en Y . Onderstel dat met ieder element x ∈ X
een enig element y ∈ Y overeenstemt. De verzameling f van de koppels (x,y) noemt men een
functie of afbeelding van X naar Y . Men kan een functie van X naar Y dus ook definiëren als
een deelverzameling van X ×Y zodanig dat elk element van X juist eenmaal optreedt als eerste
element in een koppel. Men noteert

f : X −→ Y
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Het element y van Y dat met x ∈ X overeenstemt noteert men f (x), en men noemt f (x) het beeld
van x. We kunnen dus schrijven:

f = {(x, f (x)) | x ∈ X}

Liever gebruiken we de notatie:

f : X −→ Y : x −→ y = f (x)

Een functie is dus volledig bepaald als men de verzameling koppels (x, f (x)) voor elke x∈ X geeft.
Twee functies f en g zijn identiek als voor iedere x ∈ X geldt dat f (x) = g(x).
X noemt men de definitieverzameling of het domein van f . Y noemt men de variatieverzameling
of de waardeverzameling van f .

Voorbeelden 1.4.2 1) X = {a,b,c,d},Y = {α,β,γ,δ}

f (a) = β ; f (b) = α ; f (c) = β , f (d) = δ

f bestaat dus uit de koppels (a,β),(b,α),(c,β),(d,δ). We kunnen f voorstellen op een Venn-
diagram:

a

b

c

d

a

b

g

d

Figuur 1.3: Een functie f voorgesteld op een Venn-diagram

2) f : R −→ R : x −→ x2 = f (x)
3) f : X −→ X : x −→ x = f (x)
Deze functie noemt men de identiteit op de verzameling X .

Opmerkingen 1.4.3 1) We maken geen onderscheid tussen de begrippen functie en afbeelding.
2) Niet ieder element van Y is noodzakelijk het beeld van een element uit X (zie voorbeelden 1) en
2)).
3) Een functie f : X ⊂ R −→ R wordt ook een numerieke functie genoemd. x en y worden dan
veranderlijken genoemd.
4) Een functie u : N −→ R of u : N0 −→ R wordt ook een numerieke rij genoemd. We
noteren dan gewoonlijk u(n) = un. In een volgend hoofdstuk zullen we numerieke rijen uitgebreid
bestuderen. Enkele voorbeelden:

un =
1

n+1
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Men schrijft dikwijls ook:

(un) =

(
1

n+1

)
=
(
1,

1
2
,
1
3
,
1
4
,
1
5
, · · ·
)

(vn) = ((−1)n) = (1,−1,1,−1,1,−1, · · ·)
(wn) = (n!) = (1,1,2,6,24,120,720, · · ·)

5) Een numerieke functie wordt dikwijls gegeven door een eenvoudig functievoorschrift, met be-
hulp van een formule: zie voorbeeld 2 hierboven: f (x) = x2. Een functievoorschrift hoeft echter
niet noodzakelijk gegeven te worden door een enkele formule: er zijn veel meer ingewikkelde
functievoorschriften denkbaar:

f : R −→ R :


x 7→ x2 als x≤ 0;

x 7→ 2 als 0 < x < 2;

x 7→ x3 als x≥ 2.

g : R −→ R :

{
x 7→ sin(x)

x als x 6= 0;

x 7→ 0 als x = 0.
6) Een functie f : Rn −→ R noemt men een functie van n veranderlijken. Een functie~r : R −→ Rn

noemen we een vectorwaardige functie . Merk op dat een vectorwaardige functie wordt gegeven
door n numerieke functies:~r(t) = (x1(t),x2(t), · · · ,xn(t)). De xi noemt men de componentfuncties
van~r. Meer algemeen zullen we in deze syllabus functies ~F : Rm −→ Rn bestuderen.

1.5 Grafische voorstelling van een functie

Numerieke functies

Neem een numerieke functie f : X ⊂ R −→ R. De verzameling {(x, f (x)) | x ∈ X} is dan een
deel van R2. Indien we R2 identificeren met het vlak, dan wordt deze verzameling in het algemeen
een kromme in het vlak die men de grafiek van de functie f noemt: Teken zelf de grafieken van de

y=f(x)

y

x0

Figuur 1.4: De grafiek van een numerieke functie f

functies f en g uit opmerking 5 hierboven.
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Functies van twee veranderlijken

x

y

z

(x, y, 0)

(x, y, f(x,y))

Figuur 1.5: De grafiek van een functie van twee veranderlijken

Neem nu een functie f : X ⊂ R2 −→ R. De grafiek van f is nu

{(x,y, f (x,y)) | (x,y) ∈ R2} ⊂ R3

en is dus een oppervlak in de driedimensionale ruimte, die we kunnen identificeren met R3 door
een assenstelsel te kiezen. In figuren 1.6 schetsen we de grafieken van enkele functies van twee
veranderlijken.

Het spreekt vanzelf dat het tekenen van de grafiek van een functie van twee veranderlijken heel
wat moeilijker is dan het tekenen van een grafiek van een functie van één veranderlijke. Een
manier om hier een mouw aan te passen is het bekijken van de hoogtelijnen. Dit zijn de krommen
met vergelijking f (x,y) = c, waarbij c een constante is. Zo zijn de hoogtelijnen van de functie
f (x,y) = x2 + y2 de cirkels met straal

√
c.

Functies van drie veranderlijken

Voor een functie f van drie veranderlijken heeft het niet veel zin de grafiek te trachten te tekenen:
deze is een driedimensionaal hyperoppervlak in de vierdimensionale ruimte. Wel kan men de
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Figuur 1.6: De grafieken van h(x,y) = x2− y2 en k(x,y) = sin(x)cos(y)

14



5 10 15 20 25

5

10

15

20

25

5 10 15 20 25 30 35 40 45

10

20

30

40

50

60

Figuur 1.7: De hoogtelijnen van h(x,y) = x2− y2 en k(x,y) = sin(x)cos(y)

niveauoppervlakken bekijken. Dit zijn de oppervlakken met vergelijking f (x,y,z) = c, waarbij c
een constante is. Zoek zelf de niveauoppervlakken van de functie f (x,y,z) = x2 + y2 + z2.

Vectorwaardige functies

Neem een functie~r : [a,b]⊂R −→ Rn waarbij n = 2 of n = 3. Als t het interval [a,b] doorloopt,
dan doorloopt~r(t) een kromme in het vlak of in de ruimte: Men noemt~r =~r(t) de vectorvergelij-

ta b

x

y

z

(x(a), y(a), z(a))

(x(b), y(b), z(b))

Figuur 1.8: Een ruimtekromme

king van de kromme. Bekijken we de drie componentfuncties
x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

dan krijgen we een stel parametervergelijkingen van de kromme.

Voorbeelden 1.5.1 1) Neem twee vectoren~a en ~d.

~r =~a+ t~d
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is de vectorvergelijking van de rechte door~a met richtingsvector ~d.
2) Een stel parametervergelijkingen van de cirkel in het vlak met de oorsprong als middelpunt en
r als straal: {x = r cos t

y = r sin t
3) Een schroeflijn is een kromme met parametervergelijking

x = r cos t

y = r sin t

z = ht

Deze kromme wordt geschetst in Figuur 1.9
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Figuur 1.9: De schroeflijn

Functies ~F : R2 −→ R3

Neem een functie ~F : [a,b]× [c,d] ⊂ R2 −→ R3. Deze bestaat uit drie componentfuncties
x(u,v), y(u,v), z(u,v) : [a,b]× [c,d]⊂ R2 −→ R. Als (u,v) de rechthoek [a,b]× [c,d] doorloopt,
dan loopt (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) door een oppervlak in de driedimensionale ruimte. We noemen

x = x(u,v)

y = y(u,v)

z = z(u,v)

de parametervergelijkingen van dit oppervlak.

Voorbeelden 1.5.2 1) Neem drie vectoren~a,~b en~c.

~r =~a+u(~b−~a)+ v(~c−~a)

is de vectorvergelijking van het vlak door ~a,~b en ~c. Schrijf zelf een stel parametervergelijkingen
op.
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2) Een stel parametervergelijkingen voor de bol met straal r en middelpunt de oorsprong wordt
gegeven door 

x = r sinucosv

y = r sinusinv

z = r cosu
Hierbij is 0≤ u≤ π en 0≤ v < 2π.

1.6 Injecties, surjecties en bijecties

Gegeven zijn twee functies f : X −→ Y en g : Y −→ Z. We definiëren een nieuwe functie g
na f , of g “bolletje” f , genoteerd g◦ f : X −→ Z door

(g◦ f )(x) = g( f (x))

voor elke x ∈ X . We noemen g◦ f de samenstelling van de functies f en g. Merk op dat de samen-

X
Y Z

x f(x)
g(f(x))

g o f

f

g

y

g(y)

Figuur 1.10: De samenstelling van functies

stelling van functies associatief is, maar niet commutatief; dit blijkt uit het volgende voorbeeld:

Voorbeeld 1.6.1

f = R −→ R : x −→ x2

g = R −→ R : x −→ ax+b
g◦ f = R −→ R : x −→ ax2 +b
f ◦g = R −→ R : x −→ (ax+b)2

De inverse functie

Noteer iX voor de identiteit op de verzameling X . Deze wordt gedefinieerd als volgt:

∀x ∈ X : iX(x) = x

Merk op dat voor elke functie f : X −→ Y geldt dat f ◦ iX = f en iY ◦ f = f . Bestaat er een
functie g : Y −→ X zodanig dat f ◦g = iY en g◦ f = iX ? Een eerste idee om dit probleem op te
lossen is gewoon: keer alle pijlen van f om. We krijgen dan echter niet noodzakelijk opnieuw een
functie! Om een functie te hebben moeten twee voorwaarden vervuld zijn:
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• g moet welbepaald zijn: in elk punt van Y moet een pijl van g vertrekken, of, wat hetzelfde
is, in elk punt van Y moet een pijl van f aankomen;

• g moet éénduidig zijn: in elk punt van Y mag ten hoogste één pijl van g vertrekken, of,
wat hetzelfde is, mag ten hoogste één pijl van f aankomen. Dit betekent ook nog dat twee
verschillende elementen van X op twee verschillende elementen van Y afgebeeld worden.
Vandaar de volgende definities:

Definitie 1.6.2 Een functie f : X −→ Y heet surjectie als elk element van Y het beeld is van een
element van X, m.a.w.,

∀y ∈ Y, ∃x ∈ X : f (x) = y

Definitie 1.6.3 Een functie f : X −→ Y heet injectie als elk element van Y het beeld is van ten
hoogste één element van X, m.a.w.,

x1 6= x2 =⇒ f (x1) 6= f (x2)

of
f (x1) = f (x2) =⇒ x1 = x2

Definitie 1.6.4 Een functie f : X −→ Y heet bijectie als f zowel injectief als surjectief is, of

∀y ∈ Y,∃!x ∈ X : f (x) = y

of er bestaat een g : Y −→ X zodanig dat f ◦g = iY en g◦ f = iX .

We noteren in dit geval g = f−1, en we noemen f−1 de inverse functie van f . We zeggen dan dat
f inverteerbaar is, en we hebben de eigenschap:

∀y ∈ Y : f−1(y) = x ⇐⇒ f (x) = y

Opmerkingen 1.6.5 1) Van een functie f : X −→ Y kan men een surjectie maken door de
variatieverzameling te beperken tot {y ∈ Y | ∃x ∈ X : f (x) = y}. Men kan er een injectie van
maken door de definitieverzameling X zo te beperken dat in elk element van Y slechts één pijl
aankomt.
2) Voor B⊂ Y noteert men

f−1(B) = {x ∈ X : f (x) ∈ B}
Indien f geen bijectie is, noteert men soms ook voor y ∈ Y :

f−1(y) = f−1({y})

1.7 Verzamelingen van reële getallen

Beschouw een verzameling A⊂R. Indien er een getal M ∈ A bestaat zodanig dat M ≥ a voor elke
a ∈ A, dan noemen we M het maximum, of grootste element, van A, en we noteren

M = max(A)

18



Op identieke manier definiëren we het minimum (of kleinste element) van A. Dit is een getal m ∈ A
waarvoor m≤ a voor elke a ∈ A. We noteren

m = min(A)

Voor eindige verzamelingen zijn deze begrippen volstrekt toereikend. Voor oneindige verzamelin-
gen is er echter een probleem. Zo zijn de verzamelingen (0,1] en {1/n | n ∈ N0} wel begrensd,
maar ze hebben geen minimum. In beide gevallen zien we dat 0 een soort van onderste grens van
de verzameling is. In deze sectie willen we dit nauwkeurig beschrijven. In het vervolg is A steeds
een niet lege deelverzameling van R.

Definitie 1.7.1 Een majorant of bovengrens (upper bound) van A is een getal M ∈ R dat groter is
dan of gelijk aan elk element van A.
Een minorant of ondergrens van A is een getal m ∈ R dat kleiner is dan of gelijk aan elk element
van A.
De kleinste onder alle majoranten van A noemen we de kleinste bovengrens of supremum van A:

supA = min{M ∈ R |M is een majorant van A}

De grootste onder alle minoranten van A noemen we de grootste ondergrens of infimum van A:

infA = max{m ∈ R | m is een minorant van A}

Voorbeelden 1.7.2 1) inf(0,1) = 0, sup(0,1) = 1.
2) inf{1,1/2,1/3,1/3,1/4, · · ·}= 0.
3) Indien maxA bestaat, dan is maxA = supA.
4) Indien minA bestaat, dan is minA = infA.
5) Indien A niet naar boven begrensd is, dan stellen we supA =+∞.
6) Indien A niet naar beneden begrensd is, dan stellen we infA =−∞.

Het supremum wordt gedefinieerd als het minimum van de verzameling der majoranten. A priori
zijn we dus niet zeker dat het supremum bestaat. De volgende stelling vertelt ons dat elke naar
boven begrensde verzameling een supremum heeft:

Stelling 1.7.3 Elke niet lege naar boven begrensde verzameling A heeft een supremum. Elke niet
lege naar beneden begrensde verzameling heeft een infimum.

Bewijs. Het bewijs van deze fundamentele stelling steunt op de volledigheid van de reële getallen.
Door inductie construeren we een dalende rij intervallen

I0 = [x0,y0]⊃ I1 = [x1,y1]⊃ I2 = [x2,y2]⊃ ·· ·

zodanig dat de volgende eigenschappen gelden voor elke n ∈ N:

1. yn is een majorant voor A;

2. In bevat elementen van A;

19



3. yn+1− xn+1 = (yn− xn)/2.

Neem voor y0 een willekeurige majorant van A; zulk een majorant bestaat aangezien A naar boven
begrensd is. Neem voor x0 een willekeurig element van A (A is niet leeg). I0 = [x0,y0] voldoet dan
aan de voorwaarden 1) en 2).
Onderstel dat de intervallen geconstrueerd zijn tot op index n≥ 0 en voldoen aan de voorwaarden
1), 2) en 3). We construeren In+1 als volgt: neem z = (yn + xn)/2, het midden van het interval In.
Er zijn twee mogelijkheden:
1) z is een majorant van A. In dat geval stellen we In+1 = [xn,z]. In+1 voldoet dan duidelijk aan de
voorwaarden 1), 2) en 3).
2) z is geen majorant van A. In dat geval stellen we In+1 = [z,yn]. In+1 voldoet dan duidelijk aan
de voorwaarden 1), 2) en 3).
Uit voorwaarde 3) volgt dat yn− xn = l/2n, waarbij l = y0− x0. Vanwege het axioma over de
volledigheid van de reële getallen bevat

⋂+∞

n=0 In een element x. We hebben dus dat

x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ ·· ·xn ≤ ·· · ≤ x≤ ·· · ≤ yn · · · ≤ y2 ≤ y1 ≤ y0

We tonen aan dat x het supremum is van A. We bewijzen eerst dat x een majorant is. Onderstel van
niet, dan bestaat a ∈ A zodat a > x. Voor n groot genoeg is yn− xn = l/2n < a− x, waaruit volgt
dat a > yn. Dit is strijdig met het feit dat yn een majorant is.
x is de kleinste majorant van A. Onderstel dat y < x ook een majorant is. Voor n groot genoeg is
yn−xn = l/2n < x−y, waaruit volgt dat y < xn. Maar dit impliceert dat ∀a∈ A : a≤ y < xn, zodat
In geen elementen van A bevat. Dit is in strijd met voorwaarde 2. De eigenschap over het bestaan
van het infimum volgt uit de volgende formule (bewijs deze zelf)

infA =−sup(−A)

waarbij we impliciet de volgende notatie invoerden :

−A = {−a | a ∈ A}

�

We presenteren nu een technische eigenschap van supremum en infimum. Deze eigenschap vertelt
ons dat er in A elementen gevonden kunnen worden die willekeurig dicht bij het supremum en het
infimum liggen:

Stelling 1.7.4 M = supA en m = infA voldoen aan de volgende eigenschappen:

∀ε > 0,∃a ∈ A : M− ε < a≤M
∀ε > 0,∃a ∈ A : m≤ a < m+ ε

Bewijs. We bewijzen aleen de eerste formule. Voor elke a ∈ A geldt automatisch dat a ≤ M.
Onderstel dat de formule onwaar is voor een zekere ε > 0. Dan geldt voor elke a ∈ A dat

a≤M− ε
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Maar dan is M− ε een majorant, zodat M niet de kleinste majorant is. Contradictie! �

Als toepassing van stelling 1.7.3 zullen we nu aantonen dat elk positief reëel getal juist één posi-
tieve n-de machtswortel heeft. We beperken ons tot de vierkantswortel van 2. Het algemeen geval
wordt op analoge manier aangetoond.

Stelling 1.7.5 Er bestaat juist één c ∈ R+ zodat c2 = 2.

Bewijs. Stel A = {x > 0 | x2 < 2} en B = {x > 0 | x2 > 2}. Merk eerst op:
Als x ∈ A en 0 < y≤ x, dan is y2 ≤ x2 < c en dus y ∈ A.
Op analoge wijze hebben: als x ∈ B en y≥ x, dan is y ∈ B.
Als x ∈ A en y ∈ B, dan is y > x. Immers

x ∈ A, y ∈ B =⇒ x2 < 2 < y2

=⇒ y2− x2 = (y+ x)(y− x)> 0
=⇒ y− x > 0.

Dus elke y ∈ B is een majorant van A. Aangezien B niet leeg is, is A dus naar boven begrensd. A
heeft dus een supremum, en we stellen c = supA. We zullen aantonen dat c2 = 2
Eerste geval: c2 < 2. Stel ε = 2− c2 > 0. Kies δ zo dat

0 < δ < min(1,
ε

1+2c
).

Dan hebben we
(c+δ)2− c2 = (2c+δ)δ < (2c+1)

ε

1+2c
= ε,

en dus is
(c+δ)2 < c2 + ε = 2.

Maar dan is c+δ ∈ A, en hieruit volgt dat c geen majorant is van A. Dit is een contradictie.
Tweede geval: c2 > 2. Stel nu ε = c2−2 > 0, en kies δ zo dat

0 < δ < min(2c,
ε

2c
).

Dan is

0 < 2c−δ < 2c;

δ(2c−δ) < 2cδ < 2c
ε

2c
= ε;

(c−δ)2 = c2−2cδ+δ
2 = c2−δ(2c−δ)> c2− ε = 2.

Maar dan is c−δ∈ B, zodat c−δ een majorant is van A. Dit is strijdig met het feit dat c de kleinste
majorant van Ais.
Derde geval: c2 = 2. Dit is het enige geval dat overbliijft.

Uniciteit: Als c,d > 0 en c2 = d2 = 2, dan is c2−d2 = (c+d)(c−d) = 0, en dus c = d aangezien
c+d > 0. �
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Hoofdstuk 2

Rijen

2.1 De limiet van een rij

Zoals we reeds zagen, is een rij (un) een functie van N0 naar R. Bekijk bijvoorbeeld de volgende
rij:

(
1
2
,
3
4
,
7
8
,
15
16

, · · · , 2n−1
2n , · · ·)

of
un =

2n−1
2n

Hoe verder we in de rij kijken, hoe dichter un bij 1 komt te liggen.
Of, preciezer uitgedrukt: un ligt zo dicht bij 1 als we willen, als we ermaar voor zorgen dat n groot
genoeg is.
Symbolisch geformuleerd: als we een willekeurig getal ε > 0 kiezen, dan ligt un tussen 1− ε en
1+ ε als we er maar voor zorgen dat n voldoende groot is, groter dan een index N die afhangt van
ε.
We schrijven

lim
n→∞

2n−1
2n = 1

Definitie 2.1.1
lim
n→∞

un = l ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N : n > N ⇒ |un− l|< ε

We noemen l de limiet van de rij (un), en we zeggen dat de rij convergent is. Een rij die niet
convergent is, noemen we divergent. Op dezelfde manier definiëren we

lim
n→∞

un =+∞ ⇐⇒ ∀α ∈ R, ∃N : n > N ⇒ un > α

en
lim
n→∞

un =−∞ ⇐⇒ ∀α ∈ R, ∃N : n > N ⇒ un < α

We zeggen dan dat (un) divergeert naar +∞, resp. −∞.
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Voorbeelden 2.1.2

lim
n→∞

1
2n = 0

lim
n→∞

n2 =+∞

lim
n→∞
−
√

n =−∞

lim
n→∞

(−1)nbestaat niet

Indien een rij divergent is, en ook niet divergeert naar ±∞, dan noemen we de rij schommelend of
oscillerend. Een rij heeft niet altijd een limiet (zie het voorbeeld hierboven). Wel is het zo dat de
limiet, indien hij bestaat, uniek is:

Stelling 2.1.3 Als een rij (un) een limiet l bezit, dan is l enig.

Bewijs. Onderstel dat l < l′ allebei voldoen aan de voorwaarden van de definitie: voor elke ε > 0
hebben we dan

∃N : n > N ⇒ |un− l|< ε, of l− ε < un < l + ε (2.1)
∃N′ : n > N′ ⇒ |un− l′|< ε, of l′− ε < un < l′+ ε (2.2)

Kies

ε =
l′− l

2
en neem een index n die groter is dan N en N′. Uit (2.1) volgt dan

un < l +
l′− l

2
=

l + l′

2

en uit (2.2):

l′− l′− l
2

=
l + l′

2
< un

en dit is een contradictie. �

Neem een rij (un). Vun = {u1,u2,u3, · · ·} is de verzameling van de waarden die de elementen van
de rij aanneemt. Neem bijvoorbeeld de rij

(1,−1,1,−1, · · ·)

Dan is Vun = {1,−1}.

Stelling 2.1.4 Een convergente rij is begrensd. Dit wil zeggen dat de verzameling Vun begrensd is.

Bewijs. Kies ε = 1 in de definitie. Dan geldt voor n > N :

l−1 < un < l +1
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zodat {uN+1,uN+2,uN+3, · · ·} begrensd is. Aangezien {u1,u2,u3, · · · uN} eindig en dus begrensd
is, volgt dat de rij begrensd is. �

De omgekeerde eigenschap geldt niet: een begrensde rij kan divergent zijn: zie voorbeeld 4 hier-
boven. Wel geldt dat een begrensde monotone rij convergent is (zie stelling 2.1.6). Eerst hebben
we een definitie nodig.

Definitie 2.1.5 Neem een rij (un).
(un) heet strikt dalend als

∀m,n ∈ N0 : m > n =⇒ um < un

(un) heet niet stijgend als
∀m,n ∈ N0 : m > n =⇒ um ≤ un

(un) heet strikt stijgend als

∀m,n ∈ N0 : m > n =⇒ um > un

(un) heet niet dalend als
∀m,n ∈ N0 : m > n =⇒ um ≥ un

In elk van deze vier gevallen noemen we un een monotone rij.

Stelling 2.1.6 Een niet dalende (niet stijgende) rij, die naar boven (naar onder) begrensd is, con-
vergeert naar haar bovenste (onderste) grens.

Bewijs. Onderstel un niet dalend, en noteer m = supVun . We hebben de volgende eigenschap voor
het supremum gezien:

∀ε > 0, ∃N : uN > m− ε

Aangezien un niet dalend is, geldt voor elke n > N :

m− ε < uN ≤ un ≤ m < m+ ε

of
|un−m|< ε

zodat
lim
n→∞

un = m

Het bewijs voor een niet stijgende rij verloopt analoog. �

Volledig analoog kunnen we aantonen:

Stelling 2.1.7 Een niet dalende (niet stijgende) rij die niet begrensd is, divergeert naar +∞ (−∞).
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Bewijs. We bewijzen alleen het geval waarin de rij (un) niet dalend en niet begrensd is. Dan bestaat
voor elke α ∈ R een index N zodat uN > α. Voor elke n > N geldt dan un ≥ uN > α. �

Opmerking 2.1.8 De stellingen 2.1.6 en 2.1.7 gelden ook voor rijen die slechts vanaf een zekere
index N monotoon zijn.

Stelling 2.1.9 Onderstel dat voor n > N geldt dat un ≤ wn ≤ vn. Indien

lim
n→∞

un = lim
n→∞

vn = l

dan geldt ook
lim
n→∞

wn = l

Bewijs. Voor elke ε > 0 hebben we:

∃N′ : n > N′ ⇒ |un− l|< ε, of l− ε < un < l + ε

∃N′′ : n > N′′ ⇒ |vn− l|< ε, of l− ε < vn < l + ε

Neem nu een willekeurige n > max{N,N′,N′′}. Dan volgt

l− ε < un ≤ wn ≤ vn < l + ε

en
|l−wn|< ε

�

Stelling 2.1.10 Onderstel
lim
n→∞

un = l1 en lim
n→∞

vn = l2

Dan geldt

lim
n→∞

(un + vn) = l1 + l2 (2.3)

lim
n→∞

(unvn) = l1l2 (2.4)

lim
n→∞
|un|= |l1| (2.5)

Als l1 6= 0 dan geldt

lim
n→∞

1
un

=
1
l1

(2.6)

Bewijs. Voor elke ε > 0 hebben we indexen N1 en N2 zodat

n > N1 =⇒ |un− l1|< ε

n > N2 =⇒ |vn− l2|< ε
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Kies ε′ > 0 willekeurig. Als n > max{N1,N2}, dan geldt

|(un + vn)− (l1 + l2)|= |un− l1 + vn− l2| ≤ |un− l1|+ |vn− l2|< ε+ ε = ε
′

als we ε = ε′/2 kiezen. Dit bewijst (2.3).
(2.4) zit iets subtieler in elkaar. Voor n > max{N1,N2} hebben we ook

|unvn− l1l2|= |(un− l1)vn + l1(vn− l2)| ≤ |un− l1||vn|+ |l1||vn− l2|< ε(|vn|+ |l1|)

Bij onderstelling weten we (neem ε = 1) dat er een index N3 bestaat zodat

n > N3 =⇒ |vn− l2|< 1
=⇒ −|l2|−1≤ l2−1 < vn < l2 +1≤ |l2|+1
=⇒ |vn|< |l2|+1

Voor n > max{N1,N2,N3} vinden we dus:

|unvn− l1l2|< ε(|l2|+1+ |l1|) = ε
′

als we ε = ε′/(|l2|+1+ |l1|) nemen. Dit bewijst (2.4).
Voor n > N1 vinden we ∣∣|un|− |l1|

∣∣≤ |un− l1|< ε

en dit bewijst (2.5).
Tenslotte bewijzen we (2.6). Voor n > N1 hebben we∣∣ 1

un
− 1

l1

∣∣= ∣∣ l1−un

l1un

∣∣< ε

|l1un|

Omdat l1 6= 0 kunnen we ε = |l1|/2 kiezen. Dan volgt dat er een index N2 bestaat zodat voor elke
n > N2 geldt:

|un− l1|<
|l1|
2

of

l1−
|l1|
2

< un < l1 +
|l1|
2

Als l1 > 0, dan vinden we dat
l1
2
=
|l1|
2

< un = |un|

Als l1 < 0, dan vinden we dat

un < l1−
l1
2
=

l1
2
< 0.

In beide gevallen hebben we dat |un|> |l1|/2. Voor elke n > N = max{N1,N2} hebben we dus∣∣ 1
un
− 1

l1

∣∣< 2ε

|l1|2
= ε
′

als we

ε =
|l1|2ε′

2
kiezen. �
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Stelling 2.1.11 Onderstel dat voor n groter dan een zekere index N geldt dat un≥ 0. Als lim
n→∞

un = l
bestaat, dan geldt dat l ≥ 0.

Bewijs. Onderstel dat l < 0. Kies 0 < ε <−l. Dan bestaat er een N′ zodanig dat voor alle n≥ N′

geldt dat |l−un|< ε. Voor n > max{N,N′} krijgen we dus dat

l− ε < un < l + ε < 0

en dit is strijdig met de onderstellingen. �

Gevolg 2.1.12 Onderstel dat voor n groter dan een zekere index N geldt dat un≥ vn. Als lim
n→∞

un = l

en lim
n→∞

vn = l′ bestaat, dan geldt dat l ≥ l′.

Bewijs. Pas stelling 2.1.11 toe op wn = un− vn. �

Opmerking 2.1.13 Stelling 2.1.11 is niet langer geldig als we beide ongelijkheden vervangen door
strikte ongelijkheden. De rij

(1
n) bezit immers alleen strikt positieve elementen, terwijl de limiet

toch nul is.

2.2 De stelling van Bolzano-Weierstrass

Beschouw de verzameling V = {1,−1,1/2,−1/2,1/3,−1/3,1/4,−1/4, · · ·}. 0 behoort niet tot
V , maar bezit wel de eigenschap dat er willekeurig dicht bij 0 elementen van V zitten. We noemen
0 een verdichtingspunt van V .

Definitie 2.2.1 Neem ~a ∈ Rn. Een open bol met middelpunt ~a noemen we ook een omgeving van
~a:

O~a = {~x ∈ Rn | ‖~x−~a‖< δ}.

Definitie 2.2.2 Een punt ~a ∈ Rn is een verdichtingspunt (of ophopingspunt) van de verzameling
V ⊂ Rn, als elke omgeving van~a minstens een punt van V bevat verschillend van~a.

Stelling 2.2.3 Als ~a een verdichtingspunt is van V , dan bezit elke omgeving van ~a een oneindig
aantal punten van V .

Bewijs. Onderstel dat een omgeving O~a slechts een eindig aantal punten ~x1,~x2,~x3, · · · ,~xn ver-
schillend van ~a van V bevat. Stel ε = min{‖~xi−~a‖ : i = 1,2, · · · ,n}. Dan bevat de omgeving
{~x ∈Rn : ‖~x−~a‖< ε} geen enkel punt van de verzameling V . Dit is in strijd met de onderstelling
dat~a een verdichtingspunt is. �

Stelling 2.2.3 impliceert dat een verzameling met een verdichtingspunt steeds oneindig is. Niet
elke oneindige verzameling heeft een verdichtingspunt (zoek zelf een voorbeeld). Wel hebben we
de volgende belangrijke fundamentele stelling:
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Stelling 2.2.4 (Bolzano-Weierstrass) Elke oneindige begrensde deelverzameling van Rn bezit
minstens 1 verdichtingspunt.

Bewijs. We beperken ons tot het bewijs van het geval n = 1. Het hogerdimensionaal geval verloopt
op analoge wijze. Ons bewijs steunt op de volledigheid van de verzameling der reële getallen.
Schrijf a = infV en b = supV . Dan geldt dat [a,b] ⊃ V zodat [a,b] zeker een oneindig aantal
punten van V bevat. Noteer l = b−a.
Per inductie construeren we nu een dalende rij intervallen

I0 = [x0,y0]⊃ I1 = [x1,y1]⊃ ·· · ⊃ I j = [x j,y j]⊃ ·· ·

waarvoor geldt:

1. elke In bevat een oneindig aantal punten van V;

2. yn− xn = l/2n.

We stellen hiervoor I0 = [x0,y0] = [a,b]. Onderstel dat I0, I1, · · · , In geconstrueerd zijn en voldoen
aan de voorwaarden 1) en 2). We construeren nu In+1 als volgt: stel z = (xn + yn)/2, en beschouw
de intervallen

[xn,z] en [z,yn]

Noodzakelijkerwijs bevat een van deze twee intervallen een oneindig aantal punten van V . Indien
[xn,z] een oneindig aantal elementen van V bevat, dan stellen we In+1 = [xn,z]. Anders stellen we
In+1 = [z,yn]. In beide gevallen is aan de voorwaarden 1) en 2) voldaan.

Uit het Axioma van de volledigheid (1.2.2) volgt dat er een x ∈
∞⋂

n=0

In bestaat, m.a.w., xn ≤ x ≤

yn,∀n. We tonen aan dat x een verdichtingspunt is van V . Hiertoe kiezen we ε > 0 willekeurig en
tonen aan dat (x− ε,x+ ε) een oneindig aantal punten van V bevat. Kies n zo groot dat l/2n < ε.
Dan geldt noodzakelijk dat In ⊂ (x− ε,x+ ε). Vanwege voorwaarde 1) bevat In en a fortiori ook
(x−ε,x+ε) een oneindig aantal punten van V . Dit bewijst de stelling van Bolzano-Weierstrass. �

Opmerking 2.2.5 Onderstel V ⊂ R, m = infV en M = supV . Dan behoort elk verdichtingspunt
van V tot [m,M].
Immers, onderstel dat a een verdichtingspunt is strikt kleiner dan m. Neem ε = m−a. Het interval
(a− ε,a+ ε) bevat dan geen enkel punt van V .

2.3 Het convergentiekenmerk van Cauchy

We zullen nu de stelling van Bolzano-Weierstrass toepassen op rijen. Als (un) een rij is, dan
noteren we

V(un) = {u1,u2,u3, · · ·}

We noemen V(un) de waardenverzameling van (un).
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Voorbeeld 2.3.1 Neem de rij (un) = ((−1)n). Dan is

V(un) = {−1,1}

Een deelrij van een rij is een rij die ontstaat door termen weg te laten. Meer bepaald ontstaat een
deelrij als volgt: neem een stijgende rij indexen

N1 < N2 < N3 < · · ·

De rij
(uNk) = (uN1,uN2 ,uN3 , · · ·)

is dan een deelrij van (un).
We hebben gezien dat een convergente rij steeds begrensd is. De omgekeerde eigenschap geldt
niet, maar we hebben wel:

Stelling 2.3.2 Elke begrensde rij heeft een convergente deelrij.

Bewijs. Eerste geval: de waardeverzameling V(un) is eindig. Dan is er een a ∈ R die een oneindig
aantal keer optreedt als element van de rij: un = a voor een oneindig aantal indexen n = Ni met
N1 < N2 < N3 < · · ·. De deelrij (uNk) is dan de constante rij, en is dus convergent.
Tweede geval: de waardeverzameling V(un) is oneindig. Aangezien V(un) ook begrensd is, heeft
V(un) een verdichtingspunt c, vanwege de stelling van Bolzano-Weierstrass. We construeren nu een
deelrij

(uNk) = (uN1,uN2,uN3 , · · ·)
die convergeert naar c.
Kies een index N1 zodat |uN1−c|< 1/2; dit is mogelijk omdat c een verdichtingspunt is van V(un).
Onderstel nu dat we N1 < N2 < · · ·< Nk zo geconstrueerd hebben dat

|uNi− c|< 1
2i ,

voor i = 1, · · ·k. Omdat c een verdichtingspunt is van V(un), bestaan er een oneindig aantal indexen
n waarvoor

|un− c|< 1
2k+1

Onder deze indices kunnen we er dus zeker een kiezen die groter is dan Nk. Noem deze Nk+1.
Per inductie vinden we dus een rij indexen N1 < N2 < · · · zodat

|uNi− c|< 1
2i ,

voor elke i ∈ N0. Dit betekent dat
lim
i→∞

uNi = c.

�

Het is soms belangrijk te kunnen bewijzen dat een rij convergeert, zonder daarom de limiet te
hoeven kennen. Zulk een criterium zullen we nu opstellen.
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Definitie 2.3.3 Een rij (un) is een Cauchyrij indien

∀ε > 0, ∃N > 0 : n,m > N =⇒ |un−um|< ε (2.7)

Meetkundig gezien betekent dit dat alle elementen zeer dicht bij elkaar liggen als hun index maar
groot genoeg is. Net als een convergente rij is een Cauchy rij begrensd.

Lemma 2.3.4 Elke Cauchy rij is begrensd.

Bewijs. Neem ε = 1 in (2.7). Voor alle n > N0 vinden we

|un−uN0+1|< 1

of
uN0+1−1 < un < uN0+1 +1

Dit betekent dat
{uN0+1,uN0+2,uN0+3, · · ·}

begrensd is. De verzameling
{u1,u2, · · · ,uN0}

is eindig, en dus begrensd. �

Stelling 2.3.5 Een rij is convergent dan en slechts dan als ze een Cauchyrij is.

Bewijs. Onderstel eerst dat (un) convergent is, en stel lim
n→∞

un = l, m.a.w.

∀ε > 0, ∃N > 0 : n > N =⇒ |un− l|< ε

2
Neem nu n,m > N. Dan geldt

|un−um| ≤ |un− l|+ |l−um|<
ε

2
+

ε

2
= ε

Dit bewijst een implicatie.
Omgekeerd, onderstel dat (un) een Cauchy rij is. Vanwege lemma 2.3.4 is (un) begrensd, en dus
bestaat er een convergente deelrij (uNk). Stel

lim
k→∞

uNk = c.

We zullen bewijzen dat de rij (un) naar c convergeert. Neem ε > 0 willekeurig. Omdat (uNk) naar
c convergeert, hebben we

∃k0 > 0 : ∀k > k0 : |uNk− c|< ε

2
.

Omdat (un) een Cauchy rij is hebben we

∃M > 0 : ∀n,m > M : |un−um|<
ε

2
.

Neem nu k > k0 zodanig dat Nk > M. Voor alle n > Nk geldt dan

|un− c| ≤ |un−uNk |+ |uNk− c|< ε

2
+

ε

2
= ε.

�
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Hoofdstuk 3

Limieten en continue functies

3.1 Limieten van functies

Bekijk de volgende numerieke functie:

f : R\{1} −→ R : x −→ x(x−1)
x−1

De grafiek van deze functie is de eerste bissectrice, met uitzondering van het punt (1,1), zoals
geschetst in Figuur 3.1 Als x dicht bij 1 ligt, dan zal f (x) dicht bij 1 liggen; iets nauwkeuriger

1

1

x

y

Figuur 3.1: Limieten

kunnen we het als volgt stellen: f (x) ligt zo dicht als we willen bij 1, als we x maar dicht genoeg
bij 1 nemen. We schrijven dit als volgt op:

lim
x→1

f (x) = 1

en we zeggen dat de limiet van f (x), als x nadert tot 1, 1 is. De precieze mathematische formulering
hiervan is de volgende:

lim
x→a

f (x) = b

dan en slechts dan als

∀ε > 0,∃δ > 0 : 0 < |x−a|< δ =⇒ | f (x)−b|< ε
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Deze definitie zagen we reeds in het middelbaar onderwijs; ze kan veralgemeend worden tot func-
ties Rn −→ Rm, als we de absolute waarden in de definitie vervangen door lengten:

Definitie 3.1.1 Beschouw een functie ~F : V ⊂ Rn −→ Rm. Dan zeggen we dat

lim
~x→~a

~F(~x) =~b

dan en slechts dan als

∀ε > 0,∃δ > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ =⇒ ‖~F(~x)−~b‖< ε

Opmerkingen 3.1.2 1) De definitie is volledig onafhankelijk van de eventuele waarde van ~F in~a.
Indien ~F(~a) gedefinieerd is, dan is het perfekt mogelijk dat

~F(~a) 6= lim
~x→~a

~F(~x)

2) De definitie heeft alleen maar zin als ~F(~x) gedefinieerd is voor 0 < ‖~x−~a‖< δ voor een zeker
positief getal δ. We kunnen dus zeggen dat ~F(~x) gedefinieerd moet zijn “in de buurt van” het punt
~a. Men noemt het bolletje

O~a = {~x ∈ Rn | ‖~x−~a‖< δ}
een (δ-)omgeving van~a. We kunnen dus onze definitie als volgt herformuleren: een functie ~F : V ⊂
Rn −→Rm die gedefinieerd is op een omgeving van~a (behalve eventueel in~a zelf), heeft tot limiet
~b als~x nadert tot~a indien voor elke omgeving O~b van~b er een omgeving O~a van~a bestaat zodat

~x ∈ O~a \{~a} =⇒ ~F(~x) ∈ O~b

3) Men gebruikt soms ook de volgende notaties:

~F(~x)→~b als ~x→~a

of
~F(~x)~x→~a−→~b

4) Het is perfect mogelijk dat er geen enkele vector ~b bestaat die aan de voorwaarden van de
definitie voldoet. Het kan dus zijn dat de limiet niet bestaat. De volgende voorbeelden maken dit
duidelijk.

Voorbeelden 3.1.3 1)
lim
x→0

sin(1/x)

bestaat niet.
2) De functie f : R−→ R gedefinieerd door{

f (x) = 0, als x ∈Q;

f (x) = 1, als x 6∈Q;

bezit in geen enkel reëel getal een limiet.
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Aan de andere kant hebben we wel de volgende eigenschap:

Stelling 3.1.4 Indien de limiet van een functie bestaat, dan is deze limiet uniek. M.a.w. er bestaan
geen twee verschillende vectoren~b en~b′ die beide aan de voorwaarden van de definitie voldoen.

Bewijs. Onderstel dat~b en~b′ beide aan de voorwaarden van de definitie voldoen, m.a.w., voor elke
ε > 0 hebben we

∃δ > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ =⇒ ‖~F(~x)−~b‖< ε

∃δ′ > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ
′ =⇒ ‖~F(~x)−~b′‖< ε

Vervang δ en δ′ door het kleinste van die twee getallen. We kunnen dan onderstellen dat δ = δ′.
Neem

ε =
‖~b−~b′‖

2
Dan geldt voor 0 < ‖~x−~a‖< δ tegelijkertijd:

‖~F(~x)−~b‖< ‖
~b−~b′‖

2
en

‖~F(~x)−~b′‖< ‖
~b−~b′‖

2
Dit impliceert een contradictie:

‖~b−~b′‖ ≤ ‖~b−F(~x)‖+‖F(~x)−~b′‖< ‖
~b−~b′‖

2
+
‖~b−~b′‖

2
= ‖~b−~b′‖.

�

Stelling 3.1.4 rechtvaardigt de notatie

lim
~x→~a

~F(~x) =~b

De volgende stelling stelt ons in staat ons te beperken tot functies met waarden in R. Herinner u
uit hoofdstuk 1 dat we een functie ~F : Rn −→ Rm kunnen schrijven als

~F = ( f1, f2, · · · , fm)

waarbij
fi : Rn −→ R

de componentfuncties van ~F genoemd worden. Met deze notaties hebben we:

Stelling 3.1.5
lim
~x→~a

~F(~x) =~b = (b1,b2, · · · ,bm) ⇐⇒ lim
~x→~a

fi(~x) = bi

voor elke i = 1,2, · · · ,m. Met andere woorden, de i-de component van de limiet is de limiet van de
i-de component.
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Bewijs. Onderstel eerst dat
lim
~x→~a

~F(~x) =~b

of
∀ε > 0,∃δ > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ =⇒ ‖~F(~x)−~b‖< ε

Dan geldt voor elke index i:

| fi(~x)−bi| ≤
√

m

∑
j=1

(
f j(~x)−b j

)2
= ‖~F(~x)−~b‖< ε

en dit bewijst een richting. Omgekeerd, onderstel dat voor elke index i:

lim
~x→~a

fi(~x) = bi

Dan geldt voor elke ε′ > 0 dat er een δi > 0 bestaat zodat

0 < ‖~x−~a‖< δi =⇒ | fi(~x)−bi|< ε
′

Neem nu ε > 0 willekeurig, en stel ε′ = ε√
m . Dan geldt voor elke ~x met 0 < ‖~x−~a‖ < δ =

min{δ1, · · · ,δm} dat

‖~F(~x)−~b‖=
√

m

∑
j=1

(
f j(~x)−b j

)2
<
√

mε′2 =
√

mε
′ = ε

en dit bewijst onze stelling. �

Door stelling 3.1.5 kunnen we ons in de volgende stellingen beperken tot functies die waarden
aannemen in R.

Stelling 3.1.6 Beschouw de functies f ,g : Rn −→ R.
Als

lim
~x→~a

f (~x) = l

en
lim
~x→~a

g(~x) = l′

bestaan, dan is
lim
~x→~a

(
f (~x)+g(~x)

)
= l + l′

Met andere woorden, de limiet van de som is de som van de limieten.

Bewijs. Uit de definitie van limiet weten we dat voor elke ε > 0

∃δ′ > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ
′ =⇒ | f (~x)− l|< ε

2

∃δ′′ > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ
′′ =⇒ |g(~x)− l′|< ε

2
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Derhalve geldt voor 0 < ‖~x−~a‖< δ = min{δ′,δ”} dat

| f (~x)+g(~x)− l− l′| ≤ | f (~x)− l|+ |g(~x)− l′|< ε

2
+

ε

2
= ε

en dit bewijst stelling 3.1.6 �

Stelling 3.1.7 Onderstel dat f ,g,h : Rn −→ R gedefinieerd zijn op een omgeving van ~a. Indien
er een δ1 > 0 bestaat zodanig dat voor 0 < ‖~x−~a‖< δ1 geldt dat

f (~x)≤ g(~x)≤ h(~x)

en indien
lim
~x→~a

f (~x) = lim
~x→~a

h(~x) = l

dan geldt
lim
~x→~a

g(~x) = l

Bewijs. Bij onderstelling weten we dat ∀ε > 0 :

∃δ2 > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ2 =⇒ | f (~x)− l|< ε

=⇒ l− ε < f (~x)< l + ε

∃δ3 > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ3 =⇒ |h(~x)− l|< ε

=⇒ l− ε < h(~x)< l + ε

Kies δ = min{δ1,δ2,δ3}. Dan geldt voor 0 < ‖~x−~a‖< δ dat

l− ε < f (~x)≤ g(~x)≤ h(~x)< l + ε

zodat
|g(~x)− l|< ε

en dit bewijst stelling 3.1.7. �

Stelling 3.1.8 Beschouw de functies f ,g : Rn −→ R. Als

lim
~x→~a

f (~x) = l

en
lim
~x→~a

g(~x) = l′

bestaan, dan is
lim
~x→~a

(
f (~x)g(~x)

)
= ll′

Met andere woorden, de limiet van het produkt is het produkt van de limieten.
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Bewijs. Kies ε′ > 0 willekeurig. Uit de definitie van limiet weten we dat voor elke ε > 0

∃δ1 > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ1 =⇒ | f (~x)− l|< ε

∃δ2 > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ2 =⇒ |g(~x)− l′|< ε

Derhalve geldt voor 0 < ‖~x−~a‖< min{δ1,δ2} dat

| f (~x)g(~x)− ll′| = |( f (~x)− l)g(~x)+ l(g(~x)− l′)|
≤ |( f (~x)− l)| |g(~x)|+ |l| |(g(~x)− l′)|
< ε|g(~x)|+ ε|l|

Bij onderstelling weten we dat

∃δ3 > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ3 =⇒ |g(~x)− l′|< 1
=⇒ −|l′|−1≤ l′−1 < g(~x)< l′+1≤ |l′|+1
=⇒ |g(~x)|< |l′|+1

zodat voor 0 < ‖~x−~a‖< δ = min{δ1,δ2,δ3} geldt:

| f (~x)g(~x)− ll′|< ε(|l|+ |l′|+1) = ε
′

als we stellen dat

ε =
ε′

|l|+ |l′|+1
en dit beëindigt ons bewijs. �

Stelling 3.1.9 Beschouw een functie f : Rn −→ R. Als

lim
~x→~a

f (~x) = l 6= 0

dan is
lim
~x→~a

1
f (~x)

=
1
l

Bewijs. We weten dat

∀ε > 0 : ∃δ1 > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ1 =⇒ | f (~x)− l|< ε

Verder hebben we ∣∣∣ 1
f (~x)
− 1

l

∣∣∣= ∣∣∣ l− f (~x)
l f (~x)

∣∣∣
De teller kunnen we gemakkelijk kleinpraten. De factor l in de noemer stoort ons niet, maar f (~x)
in de noemer zou stokken in de wielen kunnen steken! We moeten beletten dat f (~x) dicht bij 0
komt, want dan wordt de breuk heel groot. Daarom gebruiken we de volgende redenering. Kies
ε1 = |l|/2. Dan bestaat een δ2 > 0 zodat 0 < ‖~x−~a‖< δ2 impliceert dat

| f (~x)− l|< |l|
2

36



of

l− |l|
2

< f (~x)< l +
|l|
2

Als l > 0 volgt uit de eerste ongelijkheid:

f (~x)>
l
2

en als l < 0 volgt uit de tweede ongelijkheid:

f (~x)<
l
2

In beide gevallen kunnen we besluiten dat

| f (~x)|> |l|
2

Voor 0 < ‖~x−~a‖< δ = min{δ1,δ2} geldt dus∣∣∣ 1
f (~x)
− 1

l

∣∣∣< ∣∣∣2(l− f (~x))
l2

∣∣∣< 2ε

l2 = ε
′

als we ε = l2ε′/2 kiezen. �

Gevolg 3.1.10 Beschouw de functies f ,g : Rn −→ R. Als

lim
~x→~a

f (~x) = l

en
lim
~x→~a

g(~x) = l′ 6= 0

bestaan, dan is

lim
~x→~a

f (~x)
g(~x)

=
l
l′

Met andere woorden, de limiet van het quotiënt is het quotiënt van de limieten.

Stelling 3.1.11 Beschouw een functie ~F : Rn −→ Rm, gedefinieerd op een omgeving van~a.

lim
~x→~a

~F(~x) =~b =⇒ lim
~x→~a
‖~F(~x)‖= ‖~b‖

Bewijs. Bij onderstelling weten we dat

∀ε > 0,∃δ > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ =⇒ ‖~F(~x)−~b‖< ε

Dit impliceert onmiddellijk dat ∣∣‖~F(~x)‖−‖~b‖
∣∣≤ ‖~F(~x)−~b‖< ε

�
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Oneigenlijke limieten

We bekijken het geval van functies van één veranderlijke :

f : R→ R

Ons doel is te definiëren wanneer de volgende formules gelden:

lim
x→+∞

f (x) = b lim
x→−∞

f (x) = b

lim
x→a

f (x) = +∞ lim
x→a

f (x) =−∞

Het eenvoudigste is het begrip “omgeving van ±∞”te definiëren en de definitie van limiet gefor-
muleerd in termen van omgevingen te nemen.

Definitie 3.1.12 Een omgeving van +∞ is een verzameling van de vorm

{x ∈ R | x > α}

Een omgeving van −∞ is een verzameling van de vorm

{x ∈ R | x < α}

Als we deze definities “vertalen” in ε−δ-formules, krijgen we onmiddellijk:

lim
x→+∞

f (x) = b ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃α ∈ R : x > α =⇒ | f (x)−b|< ε

lim
x→−∞

f (x) = b ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃α ∈ R : x < α =⇒ | f (x)−b|< ε

lim
x→a

f (x) = +∞ ⇐⇒ ∀α ∈ R,∃δ > 0 : 0 < |x−a|< δ =⇒ f (x)> α

lim
x→a

f (x) =−∞ ⇐⇒ ∀α ∈ R,∃δ > 0 : 0 < |x−a|< δ =⇒ f (x)< α

De limieten die hierboven gedefinieerd zijn, noemen we oneigenlijke limieten.

Voorbeelden 3.1.13

lim
x→+∞

x−1
x+1

= 1

lim
x→0

1
x2 = +∞

Opmerkingen 3.1.14 1) De stellingen die we hierboven bewezen hebben, gelden ook voor onei-
genlijke limieten indien we rekening houden met de rekenregels die we in hoofdstuk 1 invoerden:
(+∞)+a =+∞, a+(−∞) =−∞, enz.
De stellingen gelden echter niet indien men uitdrukkingen krijgt die niet gedefinieerd werden, zo-
als (+∞)+(−∞), 0/0, +∞/+∞, enz.
2) Formuleer zelf de definities voor de uitdrukkingen

lim
x→±∞

f (x) =±∞
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3.2 Continue functies

Definitie 3.2.1 Zij een functie ~F : V ⊂ Rn −→ Rm gedefinieerd minstens in een omgeving van
~a. We zeggen dat ~F continu is in~a indien

lim
~x→~a

~F(~x) = ~F(~a)

met andere woorden, indien de limietwaarde gelijk is aan de functiewaarde, of, gebruik makende
van de definitie van limiet:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ‖~x−~a‖< δ =⇒ ‖~F(~x)−~F(~a)‖< ε

Opmerkingen 3.2.2 1) Er zijn drie eisen, namelijk

1. lim
~x→~a

~F(~x) moet bestaan;

2. ~F moet gedefinieerd zijn in~a ;

3. lim
~x→~a

~F(~x) = ~F(~a)

2) Als men de definitie neerschrijft in de vorm ε−δ, dan is het niet meer nodig te schrijven

0 < ‖~x−~a‖

3) In het geval van een functie van één veranderlijke wordt de definitie: f is continu in a indien

lim
x→a

f (x) = f (a)

met andere woorden,

∀ε > 0, ∃δ > 0 : |x−a|< δ =⇒ | f (x)− f (a)|< ε

Met behulp van de eigenschappen die we gezien hebben over limieten van functies, bewijzen we
nu gemakkelijk de volgende resultaten:

Stelling 3.2.3 Opdat ~F = ( f1, f2, · · · , fm) : V ⊂ Rn −→ Rm continu is in ~x, is het nodig en
voldoende dat fi continu is in~x voor i = 1, · · · ,m.

Bewijs. Deze eigenschap is een rechtstreeks gevolg van Stelling 3.1.5. �

Het is dus voldoende eigenschappen te bestuderen van functies met waarden in R.

Stelling 3.2.4 Onderstel dat f ,g : Rn −→ R continu zijn in ~a. Dan zijn ook de functies f + g,
f g, | f | en, indien g(~a) 6= 0, f/g continu in~a.
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Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit de stellingen 3.1.6, 3.1.8, 3.1.9 en 3.1.11. �

Stelling 3.2.5 Onderstel dat f : Rn −→ R continu is in ~a en dat f (~a) 6= 0. Dan bestaat er een
omgeving van~a waar f (~x) een vast teken heeft.

Bewijs. We weten dat

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ‖~x−~a‖< δ =⇒ | f (~x)− f (~a)|< ε

of
f (~a)− ε < f (~x)< f (~a)+ ε

Onderstel f (~a)> 0, en kies ε = f (~a)/2. Dan volgt dat voor ‖~x−~a‖< δ dat

0 < f (~a)− ε =
f (~a)

2
< f (~x)

en f (~x) heeft dus hetzelfde teken als f (~a) op een omgeving van~a. Indien f (~a)< 0 dan neemt men
ε =− f (~a)/2 en men gaat op analoge manier te werk. �

Stelling 3.2.6 Onderstel dat de functies

~F : V ⊂ Rn −→ Rm

~G : W ⊂ Rm −→ Rp

voldoen aan de volgende eigenschappen :

lim
~x→~a

~F(~x) =~b

en ~G is continu in~b. Dan is
lim
~x→~a

~G(~F(~x)) = ~G(lim
~x→~a

~F(~x))

Men andere woorden, men mag een limiet en een continue functie met elkaar van plaats doen
verwisselen.

Bewijs. Aangezien ~G continu is in~b geldt :

∀ε > 0, ∃δ1 > 0 : ‖~y−~b‖< δ1 =⇒ ‖~G(~y)− ~G(~b)‖< ε

Aangezien
lim
~x→~a

~F(~x) =~b

geldt ook (neem ε = δ1 in de definitie):

∃δ > 0 : 0 < ‖~x−~a‖< δ =⇒ ‖~F(~x)−~b‖< δ1

Uit 0 < ‖~x−~a‖< δ volgt dus dat ‖~G(~F(~x))− ~G(~b)‖< ε en dit bewijst de stelling. �
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Stelling 3.2.7 Onderstel dat de functies

~F : V ⊂ Rn −→ Rm

~G : W ⊂ Rm −→ Rp

voldoen aan de volgende eigenschappen : ~F is continu in ~a en ~G is continu in ~F(~a). Dan is ~G◦~F
continu in~a.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit stelling 3.2.6. �

Definitie 3.2.8 Een functie f : R→R die gedefinieerd is op een interval (a−δ,a], is linkscontinu
in a als

lim
x→a−

f (x) = f (a)

Een functie f : R −→ R die gedefinieerd is op een interval [a,a+δ), is rechtscontinu in a als

lim
x→a+

f (x) = f (a)

Stelling 3.2.9 Een functie f : R −→ R is continu in a dan en slechts dan als f zowel rechtscon-
tinu als linkscontinu is in a.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit de eigenschap dat de limiet van f in a bestaat als en alleen als
de linker- en rechterlimiet van f in a bestaan en aan elkaar gelijk zijn. �

3.3 Open en gesloten verzamelingen

Definitie 3.3.1 Een deelverzameling V ⊂ Rn heet gesloten indien de verzameling V al haar ver-
dichtingspunten bevat.

Voorbeelden 3.3.2 1. [a,b] is een gesloten verzameling in R.
2. (a,b) is niet gesloten.
3. {1/n | n ∈ N0} is niet gesloten.
4. {(x,y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1} is gesloten.
5. /0 en Rn zijn gesloten.

Definitie 3.3.3 Zij V ⊂ Rn. Een punt ~a noemen we een inwendig punt van V indien er een omge-
ving O~a van ~a bestaat die volledig tot V behoort. We noemen V een open deelverzameling van Rn

als elk punt van V een inwendig punt is.

Voorbeelden 3.3.4 1. (a,b) is een open deel van R.
2. [a,b] is geen open deel van R.
3. {(x,y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1} is een open deel van R2.
4. /0 en Rn zijn open delen van Rn.
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Definitie 3.3.5 Zij ~f : [a,b] −→ Rn een continue functie. Men noemt

{~f (t) | a≤ t ≤ b}

een continue boog met beginpunt ~f (a) en eindpunt ~f (b).

Definitie 3.3.6 Een verzameling V ⊂Rn heet boogsamenhangend indien er voor elke~a,~b ∈V een
continue boog bestaat, volledig binnen V gelegen, met beginpunt~a en eindpunt~b.

In Figuur 3.2 zijn V en W samenhangende delen van R2; X is niet samenhangend.

V W

X

Figuur 3.2: V en W zijn samenhangend; X niet

Definitie 3.3.7 Een verzameling D⊂ Rn noemen we een domein als
1) D begrensd;
2) D open;
3) D boogsamenhangend.

Merk op dat een domein in R juist een open interval is.

Definitie 3.3.8 Neem V ⊂Rn. We noemen~a ∈Rn een randpunt van V als~a geen inwendig punt is
van V , en ook niet in Rn \V . Dit betekent dat elke omgeving van ~a zowel punten van V als Rn \V
bevat. De verzameling van alle randpunten van V noteren we door ∂(V ).

Stelling 3.3.9 Voor elke V ⊂ Rn is V ∪∂(V ) gesloten.

Bewijs. Onderstel dat ~a een verdichtingspunt is van V ∪ ∂(V ). We moeten aantonen dat ~a ∈ V ∪
∂(V ).
We onderscheiden twee gevallen.

1. ~a is een inwendig punt van V . Dan is~a ∈V ⊂V ∪∂(V ).

2. ~a is geen inwendig punt van V . We zullen dan aantonen dat~a ∈ ∂(V )⊂V ∪∂(V ).

Onderstel dat~a geen inwendig punt is van V . Om aan te tonen dat~a ∈ ∂(V ) volstaat het om aan te
tonen dat, voor een willekeurige omgeving B van~a, B∩ (Rn \V ) 6= /0 en B∩V 6= /0.
Omdat~a geen inwendig punt is van V is B geen deelverzameling van V , en dus B∩ (Rn \V ) 6= /0.
Omdat ~a een verdichtingspunt is van V ∪ ∂(V ), bevat B een punt ~x dat gelegen is in V ∪ ∂(V ),
m.a.w. ∃~x ∈ B∩ (V ∪∂(V )). Er zijn twee mogelijkheden:
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a) ~x ∈V , dan is~x ∈V ∩B 6= /0.

b) ~x ∈ ∂(V ).

In dit tweede geval nemen we een omgeving B′ van~x die volledig binnen B gelegen is. Deze bevat
een punt ~y ∈ V , en ~y ligt dus in B∩V , zodat B∩V 6= /0. In beide gevallen hebben we dus zodat
B∩V 6= /0. �

V ∪∂(V ) noemt men de sluiting van V .

Definitie 3.3.10 De sluiting van een domein noemt men een gebied. Een gebied is dus zeker ge-
sloten, begrensd, en samenhangend.

3.4 Uniforme continuı̈teit

Onderstel dat V ⊂ Rn open. Een functie f : V −→ R is continu over V als f continu is in elk
punt van V . Als V niet noodzakelijk open is, dan passen we deze definitie op de volgende manier
aan.

Definitie 3.4.1 Neem V ⊂Rn. Een functie f : V −→ R is continu over V indien voor elke~a ∈V
geldt :

∀ε > 0, ∃δ~a > 0 : ~x ∈V,‖~x−~a‖< δ~a =⇒ | f (~x)− f (~a)|< ε (3.1)

of
lim

~x→~a,~x∈V
f (~x) = f (~a)

Continue functies respecteren limieten van rijen, zoals we kunnen zien in volgende stelling.

Stelling 3.4.2 Onderstel dat f : V −→ R continu is over V , en dat (~un) een rij binnen V is die
naar~a ∈V convergeert. Dan is

lim
n→∞

f (~un) = f (~a).

Bewijs. Kies ε > 0 willekeurig, en kies δ~a zoals in (3.1). Omdat (~un) naar ~a convergeert, hebben
we

∃N : ∀n > N : ‖~un−~a‖< δ~a.

en dan is | f (~un)− f (~a)|< ε, vanwege (3.1). Dit bewijst het gestelde. �

Onderstel weer dat f : V −→ R continu is over V . We bekijken nu twee rijen (~un),(~vn) binnen
V gelegen, en onderstellen dat

lim
n→∞

~un−~vn =~0.

Volgt hieruit dat
lim
n→∞

f (~un)− f (~vn) = 0?
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Uit de twee volgende voorbeelden zal blijken dat dit niet altijd het geval is.

Voorbeelden 3.4.3 1) De functie f : (0,2)→ R, f (x) = 1/x is continu over (0,1). Bekijk nu de
rijen un = 1/n en vn = 1/2n. Duidelijk is

lim
n→∞

(un− vn) = lim
n→∞

1
2n

= 0

en
lim
n→∞

( f (un)− f (vn)) = lim
n→∞

(−n) =−∞ 6= 0.

2) De functie f : (0,1)→ R : x 7→ sin(1/x) is continu over (0,1). Neem nu

un =
2

(4n+1)π
en vn =

2
(4n+3)π

Dan is
lim
n→∞

(un− vn) = 0

en f (un) = 1, f (vn) =−1, zodat

lim
n→∞

( f (un)− f (vn)) = 2 6= 0

We voeren nu een sterkere eigenschap van continuı̈teit in, genaamd uniforme continuı̈teit. Deze
heeft wel de gewenste eigenschap. Voor een aantal eigenschappen die we verderop zullen zien, is
deze sterkere eigenschap vereist.

Definitie 3.4.4 Neem V ⊂ Rn. Een functie f : V → R noemen we uniform continu over V indien

∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀~x,~y ∈V : ‖~x−~y‖< δ =⇒ | f (~x)− f (~y)|< ε (3.2)

Stelling 3.4.5 Voor een functie f : V ⊂ Rn→ R zijn de volgende eigenschappen equivalent:

1. f is uniform continu over V ;

2. voor elk tweetal rijen (~un),(~vn) binnen V gelegen, waarvoor geldt dat

lim
n→∞

~un−~vn =~0,

hebben we dat
lim
n→∞

f (~un)− f (~vn) = 0.

Bewijs. Onderstel eerst dat f uniform continu is over V . Kies ε > 0 willekeurig, en neem δ zoals
in (3.2) Als

lim
n→∞

~un−~vn =~0,

dan hebben we
∃N : ∀ n > N : ‖~un−~vn‖< δ
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en dan volgt uit (3.2) dat | f (~un)− f (~vn)|< ε. Dit bewijst een van de twee implicaties.
Omgekeerd, onderstel nu dat f niet uniform continu is over V . Dit betekent

∃ε > 0 : ∀δ > 0 : ∃~x,~y ∈V met ‖~x−~y‖< δ en | f (~x)− f (~y)| ≥ ε.

Stel hierin δ = 1/n (n = 1,2,3, · · ·). We vinden dan voor elke n~xn,~yn ∈V waarvoor:

|~xn−~yn|<
1
n
, zodat lim

n→∞
(~xn−~yn) =~0,

en
| f (~xn)− f (~yn)|> ε, zodat lim

n→∞
f (~xn)− f (~yn) 6= 0.

Aan de tweede voorwaarde van de stelling is dus niet voldaan. �

Het is duidelijk dat een uniform continue functie over V continu is in elk punt~x ∈V . Immers f is
continu in~x ∈V als

∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀~y ∈V : ‖~x−~y‖< δ =⇒ | f (~x)− f (~y)|< ε

Het omgekeerde geldt niet noodzakelijk: voor een vaste ε > 0 vinden we een δ > 0 die mogelijk
afhangt van~x. Enkel als we δ onafhankelijk van~x kunnen kiezen is f uniform continu. Dit blijkt
voorbeelden 3.4.3 en stelling 3.4.5. We kunnen dit ook rechtstreeks aantonen, gebruik makend van
definitie 3.4.4.

Voorbeelden 3.4.6 1) De functie f : (0,2)→ R : x 7→ 1/x is continu maar niet uniform continu.
Immers, neem ε = 1 in de definitie, en onderstel dat er een δ > 0 bestaat zo dat

|x− y|< δ, x,y ∈ (0,2) =⇒
∣∣∣1
x
− 1

y

∣∣∣< 1

Neem nu n > max{1/δ,1}, en stel x = 1/n, y = 1/2n ∈ (0,2). Dan is |x− y| = 1/2n < δ en
tegelijkertijd |1/x−1/y|= n > 1, en dit is strijdig met de onderstelling.
2) De functie f : (0,1)→ R : x 7→ sin(1/x) is continu maar niet uniform continu.
Immers, neem ε = 1 in de definitie. Neem nu een willekeurig kleine δ. In het interval (0,δ) bestaan
er punten x en y zodat f (x) = 1 en f (y) =−1. We hebben dan dat

|x− y|< δ en | f (x)− f (y)|= 2 > 1 = ε

In onze voorbeelden is I een open interval. Voor een gesloten interval geldt de omgekeerde eigen-
schap wel; meer algemeen hebben we:

Stelling 3.4.7 Zij G⊂ Rn gesloten en begrensd. Als f : G⊂ Rn→ R continu is over G, dan is f
begrensd en uniform continu over G.

Stelling stelling 3.4.7 is een zeer fundamentele stelling, die we verderop een aantal keer zullen
gebruiken om andere, belangrijke resultaten aan te tonen. Het bewijs van stelling 3.4.7 wordt
gegeven in § 3.5, maar behoort niet tot de leerstof. Om stelling 3.4.7 aan te tonen hebben we een
ander fundamenteel resultaat nodig, de stelling van Heine-Borel.
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3.5 De stelling van Heine-Borel

Beschouw een deelverzameling V ⊂ Rn, en een verzameling B bestaande uit open bollen in Rn.
We zeggen dat B een open overdekking is van V als

V ⊂ ∪B∈BB,

met andere woorden, elke~v ∈V ligt in tenminste één bol B ∈ B .

Voorbeelden 3.5.1 1) Neem de open eenheidsschijf in het vlak

V = {~x ∈ R2 | ‖~x‖< 1}

Voor elke n ∈ N0 stellen we

Bn = {~x ∈ R2 | ‖~x‖< 1− 1
n
}

Het is duidelijk dat
B = {Bn | n ∈ N0}

een open overdekking is van V .
2) Neem in het vlak het inwendige V van het vierkant met hoekpunten (1,1), (1,−1), (−1,1) en
(−1,−1). Stel B1, · · · ,B5 de open schijven met middelpunten respectievelijk (0,0), (1,1), (1,−1),
(−1,1) en (−1,−1), en straal 1. Dan is

B = {B1,B2,B3,B4,B5}

een open overdekking van V .

Er is een wezenlijk verschil tussen de twee voorbeelden: in het eerste voorbeeld is de verzameling
schijven B oneindig, terwijl deze in het tweede voorbeeld eindig is. Er is nog meer: als we in
het eerste voorbeeld een eindige deelverzameling B ′ van B nemen, dan is deze geen overdekking
meer. Immers, als 1− 1

N de grootste straal is van de bollen in B ′, dan is

∪B∈B ′B = B 1
N

een echt deel van V , en B ′ is dus geen overdekking van V . B kan dus niet tot een eindige over-
dekking van V beperkt worden. Van sommige delen van Rn kunnen alle overdekkingen beperkt
worden tot eindige overdekking. Hierover gaat de volgende stelling.

Stelling 3.5.2 (Heine-Borel) Zij V ⊂ Rn gesloten en begrensd. Elke open overdekking B van V
kan beperkt worden tot een eindige open overdekking B ′.

Bewijs. We gaan de stelling enkel bewijzen in het ééndimensionaal geval: V ⊂R. We hebben twee
gevallen.
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geval 1: V = {x1, · · · ,xN} is een eindige verzameling. Dan is het resultaat evident: voor elke
i ∈ {1, · · · ,n} bestaat er een Bi ∈ B zodat xi ∈ Bi, en

B ′ = {B1, · · · ,BN}

is een eindige open overdekking van V , die een beperking is van B .

geval 2: V is oneindig. We bewijzen het resultaat dan door contrapositie: onderstel dat B niet kan
beperkt worden tot een eindige open overdekking van V .
Omdat V begrensd is bestaan er x0,y0,∈ R zodat

V ⊂ I0 = [x0,y0]

Per inductie construeren we dan een rij gesloten intervallen zodat In = [xn,yn]

1. I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ ·· ·;

2. yn− xn = (yn−1− xn−1)/2;

3. V ∩ In kan niet overdekt worden door een eindig aantal open intervallen in B .

Merk op dat de derde voorwaarde impliceert dat V ∩ In een oneindige verzameling is.
Voor I0 is enkel voorwaarde 3) te verifiëren: we hebben ondersteld dat V = I0∩V niet kan overdekt
worden door een eindig aantal open intervallen in B .
Als In geconstrueerd is, dan voldoet In+1 = [xn,(xn + yn)/2] of In+1 = [(xn + yn)/2,yn] aan de drie
voorwaarden.
Uit de volledigheid van R volgt dat er een

c ∈
∞⋂

n=0

In

bestaat. We beweren dat c een verdichtingspunt van V is: neem een omgeving J = (c− δ,c+ δ)
van c. Voor m groot genoeg is J ⊃ Im en dus is J ∩V ⊃ Im ∩V een oneindige verzameling. Dit
betekent dat J een oneindig aantal punten van V bevat.
Omdat V gesloten is, is c ∈V . Omdat B V overdekt bestaat er een B ∈ B zodat c ∈ B. B is dus een
open interval dat c bevat, en voor m voldoende groot is Im ⊂ B. Maar dit betekent dat {B} ⊂ B een
open overdekking is van Im∩V . Dit is strijdig met onze onderstelling. �

Hierbij zijn de nodige voorbereidingen getroffen om stelling 3.4.7 te bewijzen.

Bewijs. van stelling 3.4.7. We nemen een willekeurige ε > 0.
Neem~x ∈ G. Omdat f continu is in~x hebben we:

∃δ~x > 0 : ∀~y ∈ G : ‖~x−~y‖< δ~x =⇒ | f (~x)− f (~y)|< ε

2

Stel nu
B = {B(~x,δ~x/2) |~x ∈ G}
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waarbij B(~x,δ~x/2) de open bol is met middelpunt~x en straal δ~x/2. B is een open overdekking van
G. Uit de stelling van Heine-Borel volgt dat we deze kunnen beperken tot een eindige overdekking

{B1 = B(~x1,δ~x1/2), · · · ,BN = B(~xN ,δ~xN/2)}

Stel nu

δ = min{
δ~x1

2
, · · · ,

δ~xN

2
}

Neem nu~y,~z ∈ G, en onderstel dat ‖~y−~z‖< δ.
Omdat {B1, · · · ,BN} een overdekking is van G, en~y ∈G, bestaat er een i ∈ {1, · · · ,N} zodat~y ∈ Bi.
Dit betekent dat

‖~y−~xi‖<
δ~xi

2
< δ~xi en dus | f (~y)− f (~xi)|<

ε

2
Omdat

‖~z−~xi‖ ≤ ‖~z−~y‖+‖~y−~xi‖< δ+
δ~xi

2
≤ δ~xi

geldt ook dat
| f (~z)− f (~xi)|<

ε

2
Tenslotte volgt dat

| f (~z)− f (~y)| ≤ | f (~z)− f (~xi)|+ | f (~xi)− f (~y)|< ε

2
+

ε

2
= ε

Stel tenslotte
M = max{| f (~xi)| : i = 1, · · · ,N}

Neem~y ∈ G willekeurig. Dan behoort~y tot een van de Bi, en dan is

−M− ε

2
≤ f (~xi)−

ε

2
< f (~y)< f (~xi)+

ε

2
≤M+

ε

2

en dus is f ook begrensd. �

3.6 Continue functies over een gesloten interval

In deze paragraaf beschouwen we slechts functies van één veranderlijke

Definitie 3.6.1 f : (a,b) −→ R is continu over het open interval (a,b) indien f continu is in elk
punt van (a,b). f : [a,b] −→ R is continu over het gesloten interval [a,b] indien f continu is
over (a,b), rechtscontinu in a en linkscontinu in b.

In deze paragraaf bewijzen we drie zeer belangrijke eigenschappen over functies die continu zijn
over een gesloten interval.

Stelling 3.6.2 Een functie die continu is over een gesloten interval, is begrensd over dat interval.
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Bewijs. Dit is een rechtstreeks gevolg van stelling 3.4.7. �

Opmerking 3.6.3 Stelling 3.6.2 geldt niet voor open intervallen : de functie f (x) = 1/x is continu
op het open interval (0,1) en toch niet begrensd.
Uit stelling 3.6.2 weten we dat een continue functie op een gesloten interval een supremum en een
infimum heeft. Stelling 3.6.4 vertelt ons dat dit supremum en infimum bereikt worden:

Stelling 3.6.4 Onderstel f : [a,b] −→ R continu. Dan bestaan er x1,x2 ∈ [a,b] zodat f (x1) =
sup f en f (x2) = inf f .

Bewijs. Stel m = sup f , en onderstel dat voor geen enkele x1 ∈ [a,b] geldt dat f (x1) = m. Dan is
de functie g : [a,b] −→ R gedefinieerd door

g(x) =
1

m− f (x)

continu over [a,b] en dus begrensd. Maar dit is onmogelijk, want we weten dat het supremum
voldoet aan de volgende eigenschap:

∀ε > 0, ∃x ∈ [a,b] : m− ε < f (x)≤ m

zodat
ε > m− f (x)

of
g(x) =

1
m− f (x)

>
1
ε

en de functie g kan dus niet begrensd zijn. �

Stelling 3.6.5 Onderstel f : [a,b] −→ R continu, en onderstel dat f (a) en f (b) een verschillend
teken hebben. Dan bestaat er een punt c ∈ (a,b) zodat f (c) = 0.

Bewijs. Onderstel bijvoorbeeld dat f (a)> 0. Dan is f (b)< 0. Beschouw nu de verzameling

V = {x ∈ [a,b] | f (x)> 0}

Dan is V begrensd, en niet leeg (want a ∈ V ). Dus bestaat supV = c. Aangezien f rechtscontinu
is in a bestaat er een interval (a,a+ ε) waarop f positief is. Dus is c ≥ a+ ε en dus is a < c. Op
dezelfde manier bestaat, aangezien f linkscontinu is in b, een interval (b−ε′,b) waarop f negatief
is. Dus moet c < b. Dus is

a < c < b

Onderstel dat f (c) > 0. Dan bestaat er een interval (c− δ,c+ δ) waarop f positief is. Dit in-
terval valt dan volledig binnen V zodat c geen majorant is van V . Dit is een tegenstrijdigheid.
Onderstel dat f (c) < 0. Dan bestaat er een interval (c− δ,c+ δ) waarop f negatief is. Omdat
c = supV bestaat er een x ∈ (c− δ,c] met x ∈ V , of f (x) > 0 (zie stelling 1.7.4). Dit is weer een
tegenstrijdigheid. Bijgevolg is f (c) = 0 de enige overblijvende mogelijkheid. �
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Gevolgen 3.6.6 1) Als f : [a,b] −→ R continu is, dan neemt f minstens eenmaal elke waarde
λ ∈ [ f (a), f (b)] aan.
Immers, het is voldoende stelling 3.6.5 toe te passen op de continue functie f −λ.
2) Als f : [a,b] −→ R continu is, dan neemt f minstens eenmaal elke waarde λ ∈ [inf f ,sup f ]
aan.
Immers, vanwege stelling 3.6.4 bestaan x1,x2 ∈ [a,b] zodat f (x1) = sup f en f (x2) = inf f . Het is
voldoende gevolg 1 toe te passen op het interval [x1,x2].

Stelling 3.6.7 Onderstel dat f : [a,b]→ R continu, en schrijf

m = min( f ), m′ = max( f )

Als f injectief is, dan is f : [a,b]→ [m,m′] een monotone bijectie, en dan is f−1 : [m,m′]→ [a,b]
continu.

Bewijs. Uit gevolg 2) volgt dat f surjectief is. f is dus een bijectie.
Onderstel nu dat f (a) < f (b) (het geval f (a) > f (b) wordt op analoge manier behandeld). We
zullen aantonen dat f strikt stijgend is.
Als f niet strikt stijgend is, dan bestaan er x1,x2 ∈ [a,b] met x1 < x2 en f (x1) ≥ f (x2). f (x1) =
f (x2) is onmogelijk, aangezien f injectief is, dus hebben we noodzakelijk dat f (x1)> f (x2).
We hebben dat f (x1)> f (a) of f (x2)< f (b). Immers, als geen van de twee ongelijkheden geldt,
dan hebben we

f (a)≥ f (x1)> f (x2)≥ f (b),

wat strijdig is met onze onderstelling.
a) Onderstel dat f (x1)> f (a). Neem

d ∈ ( f (a), f (x1))∩ ( f (x2), f (x1)) =
(
max{ f (x2), f (a)}, f (x1)

)
Als we nu gevolg 3.6.6 toepassen vinden we:

∃ c1 ∈ (a,x1) : f (c1) = d en ∃ c2 ∈ (x1,x2) : f (c2) = d.

Maar dan is c1 < c2 en f (c1) = f (c2), en dit is strijdig met de injectiviteit van f .
b) Onderstel dat f (x2)< f (b). Dit geval wordt volkomen analoog behandeld. Neem nu

d ∈ ( f (x2), f (x1))∩ ( f (x2), f (b)) =
(

f (x2),min{ f (x1), f (b)}
)

We gebruiken weer gevolg 3.6.6:

∃ c1 ∈ (x1,x2) : f (c1) = d en ∃ c2 ∈ (x2,b) : f (c2) = d.

We hebben weer dat c1 < c2 en f (c1) = f (c2), hetgeen strijdig is met de injectiviteit van f .

We moeten nog bewijzen dat f−1 continu is. Omdat f een stijgende bijectie is, worden intervallen
door f afgebeeld op intervallen. Kies d ∈ (m,m′), en ε > 0 willekeurig. Stel f−1(d) = c. Dan is
f (c− ε,c+ ε) een open interval dat d bevat:

f (c− ε,c+ ε) = (d−δ1,d +δ2)

voor zekere δ1,δ2 > 0. Als |y− d| < min(δ1,δ2), dan is y ∈ (d− δ1,d + δ2), en dus f−1(y) ∈
(c− ε,c+ ε), en dus | f−1(y)− c|< ε. �
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3.7 Continue functies over een gebied

Stelling 3.7.1 Onderstel dat een functie f continu is over een gebied G. Dan gelden de volgende
eigenschappen :

1. f is begrensd over G;

2. sup f en inf f worden bereikt;

3. als f (~x)> 0 en f (~y)< 0 voor~x,~y ∈ G, dan ∃~c ∈ G : f (~c) = 0;

4. f neemt alle waarden aan tussen sup f en inf f .

Bewijs. 1) is een rechtstreeks gevolg van stelling 3.4.7. Het bewijs van 2) is volkomen analoog aan
dat van de stelling 3.6.4. Het volstaat [a,b] te vervangen door G. We laten het als oefening aan de
lezer over om de details uit te schrijven.
Voor 3) gaan we als volgt te werk: omdat G samenhangend is, bestaat er een continue boog binnen
G die ~x en ~y verbindt. Er bestaat dus een vectorfunctie ~r : [a,b] −→ G zodat ~r(a) = ~x en
~r(b) =~y. De samengestelde functie f ◦~r is dan een continue functie [a,b] −→ R, die voldoet aan
de voorwaarden van stelling 3.6.5. Dus bestaat er een t0 ∈ [a,b] zo dat ( f ◦~r)(t0) = f (~r(t0)) = 0.
~r(t0) is dus een nulpunt van f . Punt 4) volgt onmiddellijk uit punt 3), zoals in de vorige paragraaf.
�

Voorbeeld 3.7.2 De stelling is niet meer geldig als men het gebied G vervangt door een domein:
neem

D = {(x,y) ∈ R2 | 0 < x2 + y2 < 1}

en stel
f (x,y) =

1
x2 + y2

f is continu over D, maar niet naar boven begrensd. f is wel naar onder begrensd, Maar inf f = 1
wordt niet bereikt op D.
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Hoofdstuk 4

Functies van een veranderlijke

4.1 De afgeleide

Beschouw een functie van een veranderlijke f , die gedefinieerd is op een omgeving Oa van a ∈R.
Neem een punt a+ h ∈ Oa. Kijk nu naar de rechte die de punten (a, f (a)) en (a+ h, f (a+ h))
verbindt. Voor a+ h niet al te ver van a benadert deze redelijk goed de grafiek van de functie f .
De vergelijking van deze rechte is:

y− f (a) =
f (a+h)− f (a)

h
(x−a) (4.1)

Dit is dus een rechte door het punt (a, f (a)), en met als richtingscoëfficiënt

f (a+h)− f (a)
h

Hoe dichter a+h bij a hoe beter de rechte de grafiek van f benadert in de onmiddellijke omgeving

y

x
a a+h

f(a)

f(a+h)

y=f(x)

y=f(a)+f'(a)(x-a)

Figuur 4.1: Raaklijn in het punt (a, f (a))

van a. Daarom kijken we naar de limietstand van deze rechte, voor h naderend tot 0. Dit zal een
rechte zijn die gaat door het punt (a, f (a)), en met als richtingscoëfficiënt

lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h
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(indien deze limiet bestaat). We noemen deze richtingscoëfficiënt de afgeleide van f in het punt a.

Definitie 4.1.1 Als een numerieke functie f gedefinieerd is op een omgeving van a dan noemt men
de limiet

f ′(a) = lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h

de afgeleide van f in het punt a. Indien f ′(a) bestaat, dan zeggen we dat f afleidbaar is in a.

Opmerkingen 4.1.2 1) De limietstand van de rechten die hierboven beschreven staan noemt men
ook de raaklijn in het punt (a, f (a)) aan de grafiek van de functie f . De afgeleide is dus niets
anders dan de richtingscoëfficiënt van de raaklijn, dus de tangens van de hoek tussen de x-as en de
raaklijn.
2) Men kan de definitie van de afgeleide nog herschrijven als

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

= lim
∆x→0

∆ f
∆x

waarbij men noteert
∆x = x−a ; ∆ f = f (x)− f (a)

De afgeleide is dus in feite de limiet van een differentiequotiënt. Daarom gebruikt men ook de
volgende notatie:

f ′(a) =
d f
dx

(a)

Hier wordt de afgeleide dus geschreven als een quotiënt, hoewel de afgeleide geen echt quotiënt
is, maar de limiet van een quotiënt. Een andere notatie die ook gebruikt wordt is

f ′(a) = D f (a)

De letter D komt hier van het Engelse derivative.
3) We hebben de afgeleide hier ingevoerd als de richtingscoëfficiënt van de raaklijn. Er zijn echter
vele andere meetkundige en fysische toepassingen. Als voorbeeld geven we hier de meest bekende:
onderstel dat een deeltje zich langs een rechte lijn voortbeweegt, en noteer voor x(t) de positie van
het deeltje op tijdstip t. Dan is

x(t)− x(t0)
t− t0

de gemiddelde snelheid van het deeltje gedurende het tijdsinterval [t0, t]. De afgeleide

dx
dt
(t0) = lim

t→t0

x(t)− x(t0)
t− t0

noemt men per definitie de snelheid van het deeltje op het tijdstip t0. Men noteert ook, voor de
afgeleide naar de tijd:

dx
dt
(t0) = ẋ(t0)
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Voorbeelden 4.1.3 1) De afgeleide van een constante

f (x) = c

Toepassen van de definitie geeft:

f ′(a) = lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h

= lim
h→0

0
h
= 0

2) De afgeleide van de identieke functie

f (x) = x

Toepassen van de definitie geeft:

f ′(a) = lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h

= lim
h→0

h
h
= 1

3) De afgeleide van de sinus
f (x) = sin(x)

Toepassen van de definitie geeft:

f ′(a) = lim
h→0

f (a+h)− f (a)
h

= lim
h→0

sin(a+h)− sin(a)
h

= lim
h→0

2sin(h/2)cos(a+h/2)
h

= cos(a)

4) Neem de functie f :R→ R gedefinieerd door

f (x) =
{

xsin
(1

x

)
als x 6= 0;

0 als x = 0.

De limiet

lim
h→0

f (0+h)− f (0)
h

= lim
h→0

hsin
(1

h

)
−0

h

= lim
h→0

sin
(1

h

)
bestaat niet. f is dus niet afleidbaar in 0.
5) De afgeleide van de absolute waarde.
Voor f (x) = |x| hebben we:

lim
h→0

f (0+h)− f (0)
h

= lim
h→0

|h|
h

bestaat niet, zodat f niet afleidbaar is in 0.
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Dit laatste voorbeeld suggereert de volgende definitie:

Definitie 4.1.4 Indien een numerieke functie f gedefinieerd is op een interval [a,a+δ), en indien
de limiet

f ′+(a) = lim
h→0+

f (a+h)− f (a)
h

bestaat, dan noemt men deze de rechterafgeleide van f in het punt a.
Indien een numerieke functie f gedefinieerd is op een interval (a−δ,a], en indien de limiet

f ′−(a) = lim
h→0−

f (a+h)− f (a)
h

bestaat, dan noemt men deze de linkerafgeleide van f in het punt a.

In voorbeeld 5 hierboven hebben we:

f ′+(0) = 1 en f ′−(0) =−1

Grafisch gezien is f ′+(a) de richtingscoëfficiënt van de rechter halve raaklijn, terwijl f ′−(a) de
richtingscoëfficiënt van de linker halve raaklijn is.

x

y

y=f(x)

Figuur 4.2: Linker- en rechter halve raaklijn

Stelling 4.1.5 De nodige en voldoende voorwaarde opdat f een afgeleide in een punt a bezit, is
dat f in dit punt een linker- en een rechterafgeleide bezit die aan elkaar gelijk zijn.

Bewijs. Oefening. �

In alle voorbeelden die we hierboven gezien hebben, was de functie f continu in a. Dit geldt in het
algemeen:

Stelling 4.1.6 Indien een functie f in een punt a een eindige afgeleide bezit, dan is f continu in a.

Bewijs. We moeten aantonen dat
lim
x→a

f (x) = f (a)
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Nu is

lim
x→a

f (x)− f (a) = lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

(x−a)

= lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

lim
x→a

(x−a)

= f ′(a) lim
x→a

(x−a)

= 0

zodat f continu is in a. �

Het omgekeerde van Stelling 4.1.6 geldt niet: het kan zijn dat een functie in een punt continu is,
maar niet afleidbaar. Dit blijkt uit de voorbeelden 4 en 5 hierboven.
Om gemakkelijk afgeleiden van functies te kunnen berekenen, zonder steeds terug te moeten grij-
pen naar de definitie, formuleren we nu een aantal rekenregels.

Stelling 4.1.7 (afgeleide van een lineaire combinatie) Onderstel dat f en g afleidbaar zijn in een
punt a. Dan geldt voor alle α,β ∈ R:

(α f +βg)′(a) = α f ′(a)+βg′(a)

met andere woorden, de afgeleide van een lineaire combinatie is de lineaire combinatie van de
afgeleiden.

Bewijs.

(α f +βg)′(a) = lim
x→a

(α f +βg)(x)− (α f +βg)(a)
x−a

= α lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

+β lim
x→a

g(x)−g(a)
x−a

= α f ′(a)+βg′(a)

�

Stelling 4.1.8 (afgeleide van een produkt) Onderstel dat f en g afleidbaar zijn in een punt a.
Dan geldt

( f g)′(a) = f ′(a)g(a)+ f (a)g′(a)

Bewijs.

( f g)′(a) = lim
x→a

f (x)g(x)− f (a)g(a)
x−a

= lim
x→a

( f (x)− f (a))g(x)+ f (a)(g(x)−g(a))
x−a

= lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

lim
x→a

g(x)+ f (a) lim
x→a

g(x)−g(a)
x−a

= f ′(a)g(a)+ f (a)g′(a)
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In de laatste stap maakten we gebruik van het feit dat g continu is in a (zie Stelling 4.1.6). �

Stelling 4.1.8 kan als volgt veralgemeend worden: onderstel dat de n functies f1, f2, · · · , fn een
afgeleide bezitten in a. Dan geldt:

( f1 f2 · · · fn)
′(a)

= f ′1(a) f2(a) · · · fn(a)+ f1(a) f ′2(a) · · · fn(a)+ · · ·+ f1(a) f2(a) · · · f ′n(a)

= ( f1 f2 · · · fn)(a)
n

∑
i=1

f ′i (a)
fi(a)

Als alle fi aan elkaar gelijk zijn, dan krijgen we de volgende formule:

( f n)′(a) = n f (a)n−1 f ′(a)

Stelling 4.1.9 (afgeleide van een quotiënt) Onderstel dat f en g afleidbaar zijn in een punt a, en
dat g(a) 6= 0. Dan hebben we ( f

g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)
g(a)2

Bewijs.

(1
g

)′
(a) = lim

x→a

1
g(x)−

1
g(a)

x−a

= lim
x→a

g(a)−g(x)
g(x)g(a)(x−a)

= −
lim
x→a

g(x)−g(a)
(x−a)

lim
x→a

g(x)g(a)

= − g′(a)
g(a)2

Gebruik makende van Stelling 4.1.8 krijgen we( f
g

)′
(a) =

f ′(a)
g(a)

− f (a)
g′(a)
g(a)2 =

f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)
g(a)2

�

Stelling 4.1.10 (afgeleide van een samengestelde functie) Onderstel dat de functie f een eindige
afgeleide bezit in a en dat g een eindige afgeleide bezit in f (a). Dan geldt

(g◦ f )′(a) = g′( f (a)) f ′(a)
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Bewijs. Voor f (x) 6= f (a) kunnen we opschrijven:

g( f (x))−g( f (a))
x−a

=
g( f (x))−g( f (a))

f (x)− f (a)
f (x)− f (a)

x−a
(4.2)

Indien we zouden weten dat f (x) 6= f (a) op een omgeving van a, dan was het bewijs reeds bijna
af: we zouden ermee kunnen volstaan in (4.2) hierboven de limiet voor x naar a te nemen. Omdat
het wel mogelijk is dat f (x) = f (a) (bijvoorbeeld als f een constante functie is), voeren we de
volgende hulpfunctie G, gedefinieerd op een omgeving van f (a), in:

G(y) =

{
g(y)−g( f (a))

y− f (a) als y 6= f (a);

g′( f (a)) als y = f (a).

G is continu in f (a), en voor x 6= a hebben we

g( f (x))−g( f (a))
x−a

= G( f (x))
f (x)− f (a)

x−a

Inderdaad, voor f (x) 6= f (a) is dit juist formule (4.2). Voor f (x) = f (a) zijn beide leden nul, zodat
de gelijkheid in het algemeen geldt. Na het nemen van de limiet voor x naderend tot a krijgen we:

(g◦ f )′(a) = lim
x→a

g( f (x))−g( f (a))
x−a

= lim
x→a

G( f (x))
f (x)− f (a)

x−a

= G
(

lim
x→a

f (x)
)

lim
x→a

f (x)− f (a)
x−a

= g′( f (a)) f ′(a)

�

Stelling 4.1.10 kan men nog als volgt schrijven: indien we noteren y = f (x) en z = g(y) = g( f (x)),
dan

dz
dx

=
dz
dy

dy
dx

Stelling 4.1.11 (afgeleide van de inverse functie) Onderstel dat f : [x0,x1]→ [y0,y1] continu en
bijectief is, dat f afleidbaar is in f−1(b) = a ∈ (x0,x1), en dat f ′(a) 6= 0. Dan is

( f−1)′(b) =
1

f ′( f−1(b))

Bewijs. Uit stelling 3.6.7 weten we dat f−1 continu is. We voeren volgende hulpfunctie F :
[x0,x1]→ R in:

F(x) =

{
f (x)− f (a)

x−a als x 6= a

f ′(a) als x = a
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De functie F is dan continu in a. Nu is

( f−1)′(b) = lim
y→b

f−1(y)− f−1(b)
y−b

= lim
y→b

1
y−b

f−1(y)− f−1(b)

= lim
y→b

1
f ( f−1(y))− f (a)

f−1(y)−a

= lim
y→b

1
F( f−1(y))

=
1

F
(

lim
y→b

f−1(y)
)

=
1

F(a)
=

1
f ′(a)

=
1

f ′( f−1(b))

�

Voorbeeld 4.1.12 De afgeleide van de boogsinus.
Neem f (x) = sin(x), met −π/2 < x < π/2. Dan is

f−1(y) = bgsin(y)

en

(Dbgsin)(b) =
1

(Dsin)(a)
=

1
cosbgsin(b)

=
1√

1−b2

Stelling 4.1.11 kunnen we ook als volgt schrijven : noteer y = f (x) zodat x = f−1(y), dan is

dx
dy

=
1
dy
dx

De afgeleide over een interval

Indien een functie f afleidbaar is in ieder punt van een interval (a,b) dan zeggen we dat die functie
afleidbaar is over (a,b). De afgeleide f ′(x) hangt af van het punt x en bepaalt dus een nieuwe
functie f ′:(a,b)→R. Deze functie wordt de afgeleide functie genoemd. Ze wordt genoteerd door
f ′, d f

dx of D f . Merk op dat f ′ eventueel in zekere punten de waarden ±∞ kan aannemen.
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4.2 De afgeleide van enkele elementaire functies

Hieronder volgt een lijst met de afgeleiden van enkele elementaire functies. Deze formules, te-
zamen met de rekenregels die we in de vorige paragraaf besproken hebben, maken het mogelijk
om de afgeleiden van alle elementaire functies uit te rekenen. Voor het bewijs van de formules
hieronder verwijzen we naar de oefeningen.

De trigonometrische functies

d
dx

sinx = cosx

d
dx

cosx = −sinx

d
dx

tanx = sec 2x

d
dx

cotx = −csc2 x

De inverse trigonometrische functies

d
dx

bgsinx =
1√

1− x2

d
dx

bgcosx = − 1√
1− x2

d
dx

bgtgx =
1

1+ x2

d
dx

bgcotgx = − 1
1+ x2

De exponentiële en de logaritmische functie

d
dx

lnx =
1
x

d
dx

loga x =
1

xlna
d
dx

expx = expx

d
dx

ax = axlna

d
dx

xa = axa−1
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De hyperbolische functies

d
dx

shx = coshx

d
dx

chx = sinhx

d
dx

tanhx =
1

cosh2 x
d
dx

cothx = − 1
sinh2 x

De inverse hyperbolische functies

d
dx

argsinhx =
1√

1+ x2

d
dx

argcoshx =
1√

x2−1
d
dx

argtanhx =
1

1− x2

4.3 De eerste differentiaal van een functie

Definitie 4.3.1 Beschouw een numerieke functie f die gedefinieerd is in een omgeving van a. Als
f in a een eindige afgeleide bezit, dan zeggen we dat f differentieerbaar is in a.

Onderstel dat f differentieerbaar is in a, en schrijf y = f (x). Dan is

f ′(a) = lim
∆x→0

∆y
∆x

eindig. We kunnen dus schrijven:

lim
∆x→0

∆y− f ′(a)∆x
∆x

= 0

of nog:
∆y = f ′(a)∆x+ e(∆x)∆x

met
lim

∆x→0
e(∆x) = 0

Omgekeerd, onderstel dat we kunnen schrijven

∆y = m∆x+ e(∆x)∆x
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met
lim

∆x→0
e(∆x) = 0

dan volgt onmiddellijk dat

lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
∆x→0

(m+ e(∆x)) = m

zodat f differentieerbaar is in a, en f ′(a) = m. We hebben met andere woorden het volgend
resultaat bewezen:

Stelling 4.3.2 Een functie f gedefinieerd op een omgeving van a is differentieerbaar in a als en
alleen als ∆y kan geschreven worden in de vorm

∆y = m∆x+ e(∆x)∆x

met
lim

∆x→0
e(∆x) = 0

De differentiaal

De uitdrukking f ′(a)∆x noemt men de eerste differentiaal van y = f (x) in het punt a. Men noteert
deze als

dy = d f (x) = f ′(a)∆x

De functie f (x) = x is in elk punt differentieerbaar, en heeft als afgeleide 1. We hebben dus

dx = ∆x

en kunnen dus schrijven

dy = d f (x) = f ′(a)dx =
dy
dx

(a)dx

en dit verklaart waarom we de afgeleide soms schrijven als een quotiënt.

Meetkundige interpretatie

De differentiaal is de aangroeiing van de ordinaat langs de raaklijn. Dit wordt geı̈llustreerd in
Figuur 4.3

Rekenregels voor het differentiëren

Deze volgen onmiddellijk uit de rekenregels voor de afgeleiden:

d(α f +βg) = αd f +βdg
d( f g) = f dg+gd f

d
( f

g

)
=

gd f − f dg
g2
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y

x
a a+Dx

f(a)

f(a+Dx)

y=f(x)

y=f(a)+f'(a)(x-a)

Dy

dy

Figuur 4.3: Meetkundige interpretatie van de differentiaal

Voor de samengestelde functie hebben we, voor

y = g(u), u = f (x), y = (g◦ f )(x) = g( f (x))

dat
dy =

dy
du

du =
dy
du

du
dx

dx =
dy
dx

dx

Dit volgt uit Stelling 4.1.10.

Toepassing: Benaderende formules

Als ∆x klein is, dan kan men ∆ f benaderen door d f , een uitdrukking die gewoonlijk eenvoudiger
is. Neem bijvoorbeeld

f (x) = sin(x)

Dan is
d f (x) = cos(x)dx

Voor x = π/6 = 30◦ en ∆x = π/180 = 1◦ krijgen we

sin
(

π

(1
6
+

1
180

))
∼= sin(

π

6
)+

π

180
cos(

π

6
) = 0.5+

√
3

2
×0.01745 = 0.5151

Vergelijk dit met de werkelijke waarde:

sin(31◦) = 0.51504

4.4 Afgeleiden en differentialen van hogere orde

Onderstel dat een functie y = f (x) differentieerbaar is over een interval (a,b). Dan bestaat de
afgeleide y′ = f ′(x). Indien y′ = f ′(x) zelf een afgeleide bezit, dan noemt men deze de tweede
afgeleide van de functie f . Men noteert deze als volgt:

y′′ = f ′′(x) =
d2y
dx2 =

d2 f (x)
dx2 = D2y = D2 f (x)
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Men kan op deze manier voortgaan, en zo de tweede, derde,..., n-de afgeleide definiëren (indien
deze bestaat). Men noteert deze als volgt:

y(n) = f (n)(x) =
dny
dxn =

dn f (x)
dxn = Dny = Dn f (x)

Voorbeelden 4.4.1
f (x) = ex =⇒ f (n)(x) = ex

f (x) = sin(x) =⇒ f (n)(x) = sin(x+
nπ

2
)

De formule van Taylor voor een veelterm

Beschouw een veelterm
f (x) = anxn +an−1xn−1 + · · ·+a1x+a0

Stel hierin x = a+h. Dan vinden we

f (a+h) = an(a+h)n +an−1(a+h)n−1 + · · ·+a1(a+h)+a0

Uitwerken van deze machten met behulp van het binomium van Newton geeft ons een betrekking
van de vorm

f (a+h) = bnhn +bn−1hn−1 + · · ·+b1h+b0 (4.3)

Met behulp van de hogere afgeleiden kunnen we gemakkelijk de coëfficiënten b0,b1, · · · ,bn bepa-
len. Stel in (4.3) h = 0. Dan vinden we dat

b0 = f (a)

Afleiden van formule (4.3) naar h, gebruik makende van

d f (a+h)
dh

= f ′(a+h)
d(a+h)

dh
= f ′(a+h)

geeft ons
f ′(a+h) = nbnhn−1 +(n−1)bn−1hn−2 + · · ·+2b2h+b1 (4.4)

Stel in (4.4) h = 0. Dan volgt
b1 = f ′(a)

Afleiden van (4.4) naar h geeft

f ′′(a+h) = n(n−1)bnhn−2 +(n−1)(n−2)bn−1hn−3 + · · ·+2b2 (4.5)

Stel in (4.5) h = 0. Dan volgt

b2 =
f ′′(a)

2
In het algemeen vinden we, na i maal afleiden van (4.3):

f (i)(a+h) = n(n−1)(n−2) · · ·(n− i+1)bnhn−i + · · ·+ i!bi
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zodat

bi =
f (i)(a)

i!

Vervang h opnieuw door x−a. Dan krijgen we volgende formule:

Stelling 4.4.2 (formule van Taylor voor een veelterm) Onderstel dat f een veelterm is van graad
n. Dan geldt voor elke a en x:

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+
f ”(a)

2
(x−a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n

=
n

∑
i=0

f (i)(a)
i!

(x−a)i

Opmerking 4.4.3 Neem a = 0 in bovenstaande formule. Dan volgt dat de coëfficiënt ai van xi in
een veelterm kan geschreven worden als

ai =
f (i)(0)

i!

De formule van Leibniz voor de afgeleide van een product

In de volgende stelling geven we een formule voor de n-de afgeleide van het produkt. Eerst herha-
len we de formule voor de binomiaalcoëfficiënten:(

n
i

)
=

n!
i!(n− i)!

Bewijs zelf als oefening de formule van Pascal:(
n

i−1

)
+

(
n
i

)
=

(
n+1

i

)
Stelling 4.4.4 (formule van Leibniz) Onderstel dat twee functies f en g een n-de afgeleide bezit-
ten. Dan wordt de n-de afgeleide van het produkt gegeven door de formule:

( f g)(n) = f g(n)+
(

n
1

)
f ′g(n−1)+

(
n
2

)
f ′′g(n−2)+ · · ·+

(
n
i

)
f (i)g(n−i)+ · · ·+ f (n)g

=
n

∑
i=0

(
n
i

)
f (i)g(n−i)

Bewijs. De formule gelijkt zeer sterk op het binomium van Newton. Het bewijs is dan ook volledig
analoog aan het bewijs van het binomium van Newton. We bewijzen de formule door volledige

65



inductie. Voor n = 1 vinden we de formule voor de afgeleide van het produkt terug. Onderstel dat
de formule waar is voor n. We zullen ze dan bewijzen voor n+1.

( f g)(n+1) =
(
( f g)(n)

)′
=

(
n

∑
i=0

(
n
i

)
f (i)g(n−i)

)′
=

n

∑
i=0

(
n
i

)
f (i+1)g(n−i)+

n

∑
i=0

(
n
i

)
f (i)g(n+1−i)

=
n+1

∑
i=1

(
n

i−1

)
f (i)g(n+1−i)+

n

∑
i=0

(
n
i

)
f (i)g(n+1−i)

= f (n+1)g+
n

∑
i=1

(( n
i−1

)
+

(
n
i

))
f (i)g(n+1−i)+ f g(n+1)

= f (n+1)g+
n

∑
i=1

(
n+1

i

)
f (i)g(n+1−i)+ f g(n+1)

=
n+1

∑
i=0

(
n+1

i

)
f (i)g(n+1−i)

en dit bewijst de formule van Leibniz. �

Differentialen van hogere orde

Zij y = f (x), en onderstel dat alle beschouwde afgeleiden bestaan en eindig zijn. Het bepalen van
de differentialen van hogere orde is niet zo eenvoudig als het bepalen van afgeleiden van hogere
orde. De differentiaal

dy = f ′(x)dx

is immers niet alleen een functie van x, maar ook van dx. Daarom maken we de volgende afspraken:

• in ieder punt x neemt men dezelfde aangroeiing dx = ∆x. Men mag dus bij de tweede diffe-
rentiatie dx constant nemen;

• bij de tweede differentiatie neemt men dezelfde dx = ∆x als bij de eerste differentiatie.

Voor de tweede differentiaal krijgen we dan

d(dy) = d( f ′(x)dx) = f ′′(x)(dx)2

of
d2y = f ′′(x)dx2

Men gaat op dezelfde manier verder en vindt zo de n-de differentiaal:

dny = f (n)(x)dxn
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Men kan hierin dus
dny
dxn

beschouwen als het quotiënt van dny door dxn.

Hogere differentialen en samengestelde functies

Stel y = f (x) en z = g(y) = (g◦ f )(x). Voor de eerste differentiaal hebben we

dz = g′(y)dy

Voor de tweede differentiaal is het niet meer mogelijk in heel het interval dezelfde dy te kiezen.
Zelfs als men overal dezelfde aangroeiing dx kiest, zal men verschillende dy krijgen. We krijgen
daarom voor de tweede differentiaal:

d2z = d(dz) = d(g′(y)dy) = d(g′(y))dy+g′(y)d(dy) = g′′(y)dy2 +g′(y)d2y

waarbij
d2y = f ′′(x)dx2

Op dezelfde manier kunnen we formules opschrijven voor d3z, d4z, enzovoort. De formules worden

snel ingewikkeld. Merk op dat we
dnz
dyn niet langer als een quotiënt kunnen beschouwen. Dit kan

alleen maar als x de onafhankelijke veranderlijke is.

4.5 De stellingen van Rolle, Cauchy en Lagrange

Stelling 4.5.1 (stelling van Rolle) We beschouwen een numerieke functie f : [a,b]→R. Onderstel
dat f voldoet aan de volgende voorwaarden:

• f is continu over [a,b];

• f (a) = f (b);

• f bezit een afgeleide over (a,b);

dan bestaat er een ξ ∈ (a,b) zodat f ′(ξ) = 0.

Bewijs. Aangezien f continu is over [a,b], is f begrensd over [a,b] en worden m = sup f en
m′ = inf f bereikt (zie paragraaf 2 uit het voorgaande hoofdstuk). Indien m = m′, dan is f constant
over [a,b], en dan is f ′(ξ) = 0 voor elke ξ ∈ (a,b), en dan is de stelling bewezen.
We mogen dus onderstellen dat m 6= m′. Dan is m of m′ verschillend van f (a) = f (b). Onderstel
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a b a b xx

y y

x x

Figuur 4.4: De stelling van Rolle is van toepassing

bijvoorbeeld m 6= f (a) = f (b), en neem ξ ∈ (a,b) zodat f (ξ) = m. Daar a < ξ < b, weten we dat
f ′(ξ) bestaan. Derhalve bestaan in ξ ook de linker- en de rechterlimiet van f . Nu geldt voor h > 0

f (ξ+h)− f (ξ)
h

≤ 0

aangezien f (ξ+h)≤ f (ξ). Derhalve is

f ′+(ξ) = lim
h→0+

f (ξ+h)− f (ξ)
h

≤ 0

Op dezelfde manier geldt voor h < 0

f (ξ+h)− f (ξ)
h

≥ 0

zodat

f ′−(ξ) = lim
h→0−

f (ξ+h)− f (ξ)
h

≥ 0

Daar f ′(ξ) bestaat, is f ′(ξ) = f ′−(ξ) = f ′+(ξ) tegelijkertijd niet-negatief en niet-positief. Derhalve
is f ′(ξ) = 0. �

Meetkundige interpretatie

In het punt ξ is de raaklijn evenwijdig met de x-as, en de afgeleide mag in zekere punten oneindig
zijn; dit wordt geı̈llustreerd in Figuur 4.4.

De functie moet continu zijn, maar continuı̈teit is niet voldoende. Dit wordt geı̈llustreerd in Fi-
guur 4.5.

Stelling 4.5.2 (stelling van Cauchy) We beschouwen twee numerieke functies f en g: [a,b]→ R.
Onderstel dat f en g voldoen aan de volgende voorwaarden:

• f en g zijn continu over [a,b];
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a b a b xx
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Figuur 4.5: De stelling van Rolle is niet van toepassing

• f en g bezitten een eindige afgeleide over (a,b);

• g′(x) 6= 0 voor elke x ∈ (a,b)

dan bestaat er een ξ ∈ (a,b) zodat

f (b)− f (a)
g(b)−g(a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Bewijs. Merk om te beginnen op dat g(b) 6= g(a). Want anders bestond er, vanwege de stelling van
Rolle, een ξ ∈ (a,b) zodat g′(ξ) = 0, en dit is in strijd met de onderstelling 3).
Beschouw nu de hulpfunctie

Φ(x) = f (x)− f (a)− f (b)− f (a)
g(b)−g(a)

(g(x)−g(a))

Het is makkelijk na te gaan dat Φ voldoet aan de voorwaarden van de stelling van Rolle:
1) Φ is continu over [a,b], want f en g zijn continu over [a,b], en g(a) 6= g(b).
2) Φ is afleidbaar over (a,b), want

Φ
′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)

g(b)−g(a)
g′(x)

3) Φ(a) = Φ(b) = 0
Er bestaat dus een ξ ∈ (a,b) zodat Φ′(ξ) = 0 of

f ′(ξ) =
f (b)− f (a)
g(b)−g(a)

g′(ξ)

�

Stelling 4.5.3 (stelling van Lagrange) We beschouwen een numerieke functie f : [a,b]→ R. On-
derstel dat f voldoet aan de volgende voorwaarden:
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• f is continu over [a,b];

• f bezit een eindige afgeleide over (a,b);

dan bestaat er een ξ ∈ (a,b) zodat

f (b)− f (a) = f ′(ξ)(b−a)

Bewijs. Neem g(x) = x in de stelling van Cauchy. �

De Stelling van Lagrange wordt ook wel de middelwaardestelling genoemd.
De stellingen van Cauchy en Lagrange kunnen meetkundig geinterpreteerd worden. Neem f en g
zoals in de stelling van Cauchy, en beschouw de vlakke kromme C met parametervergelijkingen{

x = g(t)
y = f (t)

waarbij t loopt van a tot b. De kromme verbindt dan de punten~a=(g(a), f (a)) en~b=(g(b), f (b)).
De vector die deze twee punten verbindt is ~ab = (g(b)−g(a), f (b)− f (a)).
Neem een punt (g(ξ), f (ξ)) op de kromme C. De raaklijn in dit punt is evenwijdig met de vector
(g′(ξ), f ′(ξ)), we komen hierop terug in § 5.2. Deze is evenwijdig met de koorde [~a,~b] als en alleen
als

f (b)− f (a)
g(b)−g(a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

Uit de stelling van Cauchy volgt dus dat er een punt op de kromme C is waarin de raaklijn evenwij-
dig is met de koorde [~a,~b]. Voor de stelling van Lagrange hebben we dezelfde interpretatie, alleen
is de kromme nu geparametreerd in x en heeft ze als vergelijking y = f (x). Dit wordt geillustreerd
in Figuur 4.6.

y

xa bx

Figuur 4.6: De stelling van Lagrange

Gevolgen 4.5.4 1) Indien de afgeleide van een functie f bestaat en 0 is over een interval (a,b),
dan is f constant over dit interval.
Immers, neem x1 en x2 gelegen in (a,b). Dan is

f (x1)− f (x2) = (x1− x2) f ′(ξ) = 0
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Dus f (x1) = f (x2) voor alle x1 en x2 en f is constant.
2) Als f ′(x) = g′(x) over (a,b) dan is f (x) = g(x)+ c.
Dit volgt door gevolg 1) toe te passen op f −g.
3) Indien f continu en afleidbaar is over [a,b] en f ′ ≥ 0 over (a,b), dan is f niet dalend over [a,b].
Immers, neem x1 < x2 ∈ [a,b]. Dan geldt vanwege de stelling van Lagrange dat

f (x1)− f (x2) = (x1− x2) f ′(ξ)≤ 0

zodat f (x1)≤ f (x2).
Op analoge manier bewijst men dat f niet stijgend is als f ′ ≤ 0 over [a,b].

4.6 Onbepaalde vormen

Definitie 4.6.1 Indien de functies f en g gedefinieerd zijn in een omgeving van a ∈ R (behalve
eventueel in a zelf), en indien

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) = 0

dan zeggen we dat de functie
f (x)
g(x)

de onbepaalde vorm
0
0

aanneemt in het punt x = a.

Onze bedoeling is lim
x→a

f (x)
g(x)

te berekenen, voor zover deze bestaat. De volgende stelling is hiervoor

dikwijls handig:

Stelling 4.6.2 (regel van de l’Hospital) Onderstel dat de functies f en g voldoen aan de volgende
voorwaarden:

• lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) = 0;

• f en g bezitten een eindige afgeleide op een omgeving van a (behalve eventueel in a zelf), en

g′(x) 6= 0 op die omgeving; lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

bestaat;

dan bestaat lim
x→a

f (x)
g(x)

en

lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

Bewijs. Onderstel eerst dat a eindig is, en neem een punt a+h uit de beschouwde omgeving. Als
we f (a) = g(a) = 0 stellen, dan voldoen f en g aan de voorwaarden van de stelling van Cauchy
over het interval [a,a+h]. Dus is

f (a+h)− f (a)
g(a+h)−g(a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)
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met ξ ∈ (a,a+h), of
f (a+h)
g(a+h)

=
f ′(a+θh)
g′(a+θh)

met θ ∈ (0,1), zodat

lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
h→0

f (a+h)
g(a+h)

= lim
h→0

f ′(a+θh)
g′(a+θh)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

en dit bewijst de stelling. Merk op dat de formule ook geldt voor rechter- en linkerlimieten.
Onderstel nu dat a =±∞, en stel x = 1/y. Dan geldt, na toepassing van de regel van de l’Hospital
in het punt y = 0 voor de linker- en de rechterlimiet:

lim
x→±∞

f (x)
g(x)

= lim
y→0±

f (1/y)
g(1/y)

= lim
y→0±

−1/y2 f ′(1/y)
−1/y2g′(1/y)

= lim
y→0±

f ′(1/y)
g′(1/y)

= lim
x→±∞

f ′(x)
g′(x)

en dit beëindigt het bewijs van de stelling. �

Voorbeelden 4.6.3

lim
x→0

ln(1+ x)
x

= lim
x→0

1
1+ x

= 1

lim
x→0

ex−1
x

= lim
x→0

ex = 1

lim
x→0

x− sinx
x3 = lim

x→0

1− cosx
3x2

= lim
x→0

sinx
6x

=
1
6

Definitie 4.6.4 Indien de functies f en g gedefinieerd zijn in een omgeving van a ∈ R (behalve
eventueel in a zelf), en indien

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x)

de waarde oneindig aannemen, dan zeggen we dat de functie f (x)
g(x) de onbepaalde vorm ∞

∞
aanneemt

in het punt x = a.

In dit geval geldt de volgende variant van de regel van de l’Hospital:

Stelling 4.6.5 (regel van de l’Hospital) Onderstel dat de functies f en g voldoen aan de volgende
voorwaarden:
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• lim
x→a

f (x) = +∞ of −∞ en lim
x→a

g(x) = +∞ of −∞;

• f en g bezitten een eindige afgeleide op een omgeving van a (behalve eventueel in a zelf), en
g′(x) 6= 0 op die omgeving;

• lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

bestaat;

dan bestaat lim
x→a

f (x)
g(x)

en

lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

De stelling geldt ook voor de linker- en de rechterlimiet.

Bewijs. Het bewijs steunt, net zoals dat van Stelling 4.6.2, op de stelling van Cauchy. Het is echter
een beetje ingewikkelder, zodat we het hier zullen weglaten. �

Voorbeeld 4.6.6
lim

x→+∞

lnx
xa = lim

x→+∞

1
axa = 0

als a > 0. De machtsfunctie gaat dus sneller naar oneindig dan de logaritmische functie.

Definitie 4.6.7 Indien de functies f en g gedefinieerd zijn in een omgeving van a ∈ R (behalve
eventueel in a zelf), en indien

lim
x→a

f (x) = 0 en lim
x→a

g(x) =±∞

dan zeggen we dat de functie f (x)g(x) de onbepaalde vorm 0(±∞) aanneemt in het punt x = a.

Men herleidt deze vorm tot 0
0 of ∞

∞
en wel op de volgende manier:

lim
x→a

f (x)g(x) = lim
x→a

f (x)
1/g(x)

of

lim
x→a

f (x)g(x) = lim
x→a

g(x)
1/ f (x)

Voorbeeld 4.6.8
lim
x→0

xcot(x) = lim
x→0

x
tan(x)

= lim
x→0

1
1+ tan2(x)

= 1

Definitie 4.6.9 Indien de functies f en g gedefinieerd zijn in een omgeving van a ∈ R (behalve
eventueel in a zelf), en indien

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) = +∞

dan zeggen we dat de functie f (x)−g(x) de onbepaalde vorm (+∞)− (+∞) aanneemt in het punt
x = a.
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Men herleidt deze vorm tot 0.(±∞) en wel op de volgende manier:

lim
x→a

f (x)−g(x) = lim
x→a

f (x)g(x)
( 1

g(x)
− 1

f (x)

)
Voorbeeld 4.6.10

lim
x→0

( 1
sin2(x)

− 1
x2

)
= lim

x→0

x2− sin2 x
x2 sin2 x

= lim
x→0

x2− sin2 x
x4 lim

x→0

x2

sin2 x

= lim
x→0

2x− sin2x
4x3

= lim
x→0

2−2cos2x
12x2

= lim
x→0

4sin2x
24x

=
1
3

Definitie 4.6.11 Indien de functies f en g gedefinieerd zijn in een omgeving van a ∈ R (behalve
eventueel in a zelf), en indien

lim
x→a

f (x) = 0 en lim
x→a

g(x) = 0 of

lim
x→a

f (x) = +∞ en lim
x→a

g(x) = 0 of

lim
x→a

f (x) = 1 en lim
x→a

g(x) = +∞

dan zeggen we dat de functie f (x)g(x) de onbepaalde vorm 00 of +∞0 of 1+∞ aanneemt in het punt
x = a.

Men gaat nu als volgt te werk. Omdat de exponentiële en de logaritmische functie continu zijn,
hebben we

lim
x→a

f (x)g(x) = exp lim
x→a

g(x)ln f (x)

zodat het voldoende is
lim
x→a

g(x)ln f (x)

te berekenen. g(x)ln f (x) neemt in x = a de onbepaalde vorm 0.(−∞) of 0.(+∞) of (+∞).0 aan.
In elk geval zijn we dus herleid tot een van de vorige gevallen.

Voorbeelden 4.6.12 1) lim
x→0+

xx.

lim
x→0+

xln(x) = lim
x→0+

ln(x)
1/x

= lim
x→0+

1/x
−1/x2

= 0
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zodat
lim

x→0+
xx = e0 = 1

2) lim
x→0+

(
1+

1
x

)x
.

lim
x→0+

xln
(

1+
1
x

)
= lim

x→0+

ln(x+1)− ln(x)
1/x

= lim
x→0+

1
x+1 −

1
x

−1
x2

= lim
x→0+

x2

x
− x2

x+1
= 0

zodat
lim

x→0+

(
1+

1
x

)x
= e0 = 1

3) lim
x→0

(cosx)1/x2

lim
x→0

ln cosx
x2 = lim

x→0

−sinx
cosx
2x

=−1
2

zodat
lim
x→0

(cosx)1/x2
= e−

1
2 =

1√
e

4.7 De formule van Taylor

Stelling 4.4.2 vertelt ons dat voor een veelterm van graad n geldt dat:

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x−a)+
f ′′(a)

2
(x−a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n

=
n

∑
i=0

f (i)(a)
i!

(x−a)i

Onderstel nu dat f een willekeurige functie is, en onderstel dat de n+1-de afgeleide van f bestaat
en eindig is over een open interval dat [a,x] bevat, en bekijk de veelterm

Pn(x) =
n

∑
i=0

f (i)(a)
i!

(x−a)i

Deze veelterm wordt de n-de Taylorveelterm van de functie f genoemd. Het doel van deze para-
graaf is een formule op te stellen voor de restterm

rn(x) = f (x)−Pn(x)
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Vooraleer we de formule opstellen merken we op dat

f (i)(a) = P(i)
n (a)

voor i = 0,1,2, · · · ,n. De functie f en de veelterm Pn bereiken dus in het punt a dezelfde waarde,
en dezelfde eerste n afgeleiden. Derhalve geldt voor de restterm:

r(i)n (a) = 0

voor i = 0,1,2, · · · ,n. De eenvoudigste functie die aan deze eigenschap voldoet is (x− a)n+1.
Daarom stellen we

rn(x) = k(x)(x−a)n+1

en trachten k(x) te bepalen. Kies een vaste waarde x 6= a, en beschouw de volgende hulpfunctie :

F(t) = f (t)−Pn(t)− k(x)(t−a)n+1

Merk op dat F(a) = F(x) = 0. Vanwege de stelling van Rolle bestaat er dus een ξ1 ∈ (a,x) zodat
F ′(ξ1) = 0.
Omdat ook F ′(a) = 0, kunnen we de stelling van Rolle nogmaals toepassen, op het interval (a,ξ1)
en de functie F ′. Derhalve bestaat ξ2 ∈ (a,ξ1)⊂ (a,x) zodat F ′′(ξ2) = 0.
Als we dit argument n+ 1 maal herhalen, dan vinden we dat er een ξn+1 = ξ ∈ (a,ξn) ⊂ (a,x)
bestaat zodat

F(n+1)(ξ) = 0

of
f (n+1)(ξ)− (n+1)!k(x) = 0

We hebben dus een ξ ∈ (a,x) gevonden zodanig dat

k(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+1)!

Hiermee hebben we dus de volgende stelling bewezen:

Stelling 4.7.1 (stelling van Taylor) Onderstel dat de functie f een eindige n+1-de afgeleide bezit
op een open interval dat a en x bevat. Dan bestaat een ξ ∈ (a,x) zodat

f (x) =
n

∑
i=0

f (i)(a)
i!

(x−a)i + rn(x) (4.6)

met

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+1)!
(x−a)n+1

Opmerkingen 4.7.2 1) We noemen

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+1)!
(x−a)n+1
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de restterm van Lagrange. We kunnen rn nog herschrijven op de volgende manier: schrijf de
formule van Taylor opnieuw op, maar nu met restterm rn−1:

f (x) =
n−1

∑
i=0

f (i)(a)
i!

(x−a)i + rn−1(x). (4.7)

met

rn−1(x) =
f (n)(ξ)

n!
(x−a)n

Aangezien f (n) differentieerbaar en dus continu is geldt

lim
x→a

f (n)(ξ) = f (n)(a)

zodat we kunnen schrijven dat
f (n)(ξ) = f (n)(a)+λ(x)

met
lim
x→a

λ(x) = 0

We kunnen dus schrijven:

rn−1(x) =
f (n)(a)

n!
(x−a)n +

λ(x)
n!

(x−a)n

Dit substitueren we in (4.7)

f (x) =
n−1

∑
i=0

f (i)(a)
i!

(x−a)i +
f (n)(a)

n!
(x−a)n +

λ(x)
n!

(x−a)n =
n

∑
i=0

f (i)(a)
i!

(x−a)i +
λ(x)
n!

(x−a)n

Als we deze laatste formule vergelijken met (4.6) vinden we

rn(x) =
(x−a)n

n!
λ(x)

met
lim
x→a

λ(x) = 0

De restterm in deze vorm geschreven noemen we de restterm van Liouville.
2) Indien we de formule van Taylor opschrijven voor a = 0, dan noemen we de verkregen formule
soms de formule van McLaurin:

f (x) =
n

∑
i=0

f (i)(0)
i!

xi +
f (n+1)(θx)
(n+1)!

xn+1

met 0 < θ < 1 zodat θx ∈ (0,x).
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Berekenen van limieten met behulp van de formule van Taylor
De formule van Taylor met restterm van Liouville kan gebruikt worden om limieten te berekenen.
We zullen dit illustreren aan de hand van het volgende voorbeeld:

l = lim
x→0

(ex−1− x)(2x− sin2x)2

x2(2x2−1+ cos2x)sh 2x

We schrijven de formule van Taylor op voor de functies y = ex, y = sin2x, y = cos2x en y = shx,
met restterm van Liouville van orde respectievelijk 2, 3, 4 en 1:

ex = 1+ x+
x2

2
(1+λ1(x))

sin2x = 2x− (2x)3

3!
(1+λ2(x))

cos2x = 1− (2x)2

2
+

(2x)4

4!
(1+λ3(x))

shx = x(1+λ4(x))

waarbij
lim
x→0

λi(x) = 0,

voor λ ∈ {1,2,3,4}. We berekenen nu gemakkelijk dat

l = lim
x→0

x2

2 (1+λ1(x))16
9 x6(1+λ2(x))2

x2 2
3x4(1+λ3(x))x2(1+λ4(x))2

= lim
x→0

12
2 (1+λ1(x))16

9 (1+λ2(x))2

2
34(1+λ3(x))(1+λ4(x))2

=
8
9

3
2
=

4
3
.

Merk op dat deze limiet ook met de regel van de l’Hôspital kan berekend worden. Het rekenwerk
is dan wel beduidend hoger.

4.8 Extremen van een functie van één veranderlijke

Definitie 4.8.1 Beschouw een numerieke functie f die gedefinieerd is op minstens een omgeving
van het punt a. We zeggen dat f een (lokaal) maximum bereikt in a als er een omgeving Oa van a
bestaat zodat voor elke x ∈ Oa geldt:

f (x)≤ f (a)

Op analoge manier zeggen we dat f een (lokaal) minimum bereikt in a als er een omgeving Oa van
a bestaat zodat voor elke x ∈ Oa geldt:

f (x)≥ f (a)

Indien f in a een minimum of een maximum bereikt, dan zeggen we dat f een extremum bereikt.
Dit wil dus zeggen dat f (x)− f (a) een vast teken heeft in een omgeving van a.
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Stelling 4.8.2 (nodige voorwaarde voor een extremum) Als f een extremum bereikt in a, en f is
differentieerbaar in a, dan geldt dat

f ′(a) = 0

Bewijs. Onderstel dat f een maximum bereikt in a:

∃δ > 0 : |h|< δ⇒ f (a+h)≤ f (a)

Voor h > 0 vinden we dus
f (a+h)− f (a)

h
≤ 0

en

f ′(a) = f ′+(a) = lim
h→0+

f (a+h)− f (a)
h

≤ 0

Op analoge wijze is

f ′(a) = f ′−(a) = lim
h→0−

f (a+h)− f (a)
h

≥ 0

en dus is f ′(a) = 0. �

Onderstel dat we een punt a gevonden hebben waarin f ′(a) = 0. Kunnen we nu besluiten dat f
een extremum bereikt in a? Geenszins: beschouw bijvoorbeeld de functie y = x3. x = 0 is geen
extremum, maar toch is y′(0) = 0. In de volgende stelling geven we een voldoende voorwaarde
opdat een punt a waarin f ′(a) = 0 (we noemen zulk een punt een stationair punt van f ) een
maximum of een minimum bereikt.

Stelling 4.8.3 Onderstel dat f (x) een eindige afgeleide van orde 3 bezit in een omgeving van a en
onderstel dat f ′(a) = 0. In dit geval geldt:

f ′′(a)< 0 =⇒ f bereikt een maximum in a

en
f ′′(a)> 0 =⇒ f bereikt een minimum in a

Ingeval f ′′(a) = 0 kunnen we geen conclusies trekken.

Bewijs. We ontwikkelen f volgens de stelling van Taylor, tot op orde twee en met de restterm van
Liouville:

f (a+h) = f (a)+ f ′(a)h+
h2

2
f ′′(a)+λ(h)

h2

2
met

lim
h→0

λ(h) = 0

Onderstel dat f ′′(a)> 0. Er bestaat een δ > 0 zodat f ′′(a)+λ(h)> 0 voor alle |h|< δ. Derhalve
geldt voor |h|< δ dat

f (a+h)− f (a)> 0
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zodat f in a een minimum bereikt. Het geval f ′′(a)< 0 wordt op juist dezelfde manier behandeld.
�

Indien men de extreme waarden van een functie f wenst te bepalen, zoekt men dus die punten a
waarvoor ofwel f ′(a) = 0 (de zogenaamde stationaire punten) ofwel die waarin de afgeleide van f
niet bestaat. Om na te gaan of in deze punten extrema bereikt worden kan men stelling 4.8.3 toe-
passen. Een alternatief is het gebruik van de stelling van Lagrange: men voert een tekenonderzoek
uit van de afgeleide functie f ′.

Stelling 4.8.4 Onderstel dat er een omgeving (a−δ,a+δ) van a bestaat waarover

• f continu is ;

• f ′ bestaat en eindig is, behalve eventueel in a zelf ;

• f ′(x) een vast teken bezit rechts van a, en een vast teken bezit links van a

dan bereikt f een extremum indien die tekens verschillend zijn.
Indien {

f ′(x)> 0 voor x < a

f ′(x)< 0 voor x > a

dan bereikt f een maximum in a. Indien daarentegen{
f ′(x)< 0 voor x < a

f ′(x)> 0 voor x > a

dan bereikt f een minimum in a.

Bewijs. Neem bijvoorbeeld het geval waarin{
f ′(x)> 0 voor a−δ < x < a

f ′(x)< 0 voor a < x < a+δ

Voor 0 < h < δ kunnen we de stelling van Lagrange toepassen op [a−h,a] en [a,a+h], aangezien
f continu en afleidbaar is. We hebben dus

f (a)− f (a−h) = h f ′(a−θ1h)> 0
f (a)− f (a+h) = −h f ′(a+θ2h)> 0

We hebben dus voor elke x ∈ (a−δ,a+δ) dat f (a)≥ f (x) zodat f een maximum bereikt in a.
Op dezelfde manier vinden we in het geval dat{

f ′(x)< 0 voor a−δ < x < a

f ′(x)> 0 voor a < x < a+δ
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dat f een minimum bereikt in a. �

Uit de voorgaande stelling blijkt dat het om de extremen op te sporen van een numerieke functie
voldoende is een tekenonderzoek van de afgeleide uit te voeren. Dit wordt geı̈llustreerd door het
volgende voorbeeld:

Voorbeeld 4.8.5 Gevraagd wordt de extremen te bepalen van de functie

y = (x2−3x+2)2/3

We berekenen eerst de afgeleide:

y′ =
2
3
(x2−3x+2)−1/3(2x−3) =

2
3

2x−3
3
√

x2−3x+2

De punten waarin y een extremum kan bereiken zijn:
x = 3

2 een nulpunt van y′

x = 1 een punt waar y′ niet bestaat

x = 2 een punt waar y′ niet bestaat

Om te verifiëren of y een extremum bereikt in het stationaire punt x = 3/2 kunnen we de tweede
afgeleide gebruiken:

y′′ =
2
9

2x2−6x+3
3
√
(x2−3x+2)4

zodat
y′′
(3

2
)
=−4

3
3√4 < 0

zodat y een maximum bereikt in x = 3/2 (gebruik stelling 4.8.3). Meestal is het echter eenvoudiger
stelling 4.8.4 te gebruiken en een tekenonderzoek van de afgeleide te maken:

x 1 3/2 2

y′ − ∞ + 0 − ∞ +

Gebruik makende van Stelling 4.8.4 zien we dat y een minimum bereikt in x = 1 en x = 2 en een
maximum in x = 3/2.
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Hoofdstuk 5

Differentieerbare functies

5.1 Partiële afgeleiden en richtingsafgeleiden

In dit hoofdstuk bestuderen we de functies ~F :Rn→Rm. Het is onze bedoeling het begrip afgeleide
te veralgemenen voor zulke functies. Om de zaken te vereenvoudigen beschouwen we eerst het
geval m = 1. Zij dus f :A ⊂ Rn→ R een numerieke functie van n veranderlijken, die ten minste
gedefiniëerd is op een omgeving van een punt~a = (a1,a2, · · · ,an).
Bekijk opnieuw de definitie van de afgeleide uit het voorgaande hoofdstuk; men ziet gemakkelijk
dat men deze niet kan veralgemenen tot functies van meer dan een variabele, om de eenvoudige
reden dat men niet door een vector kan delen. We moeten dus iets anders zoeken. Een eerste
mogelijke veralgemening is de volgende:

Definitie 5.1.1 Onderstel dat f gedefinieerd is in een omgeving van een punt ~a = (a1,a2, · · · ,an).
Indien de limiet

lim
h→0

f (a1,a2, · · · ,ai +h, · · · ,an)− f (a1,a2, · · · ,ai, · · · ,an)

h

bestaat, dan zeggen we dat f in ~a partieel afleidbaar is naar de i-de veranderlijke. We noteren
deze door

∂ f
∂xi

(~a) of Dxi f (~a)

Indien we i en~a laten variëren, dan krijgen we n nieuwe functies

∂ f
∂x1

,
∂ f
∂x2

, · · · , ∂ f
∂xn

Deze kunnen eenvoudig berekend worden. Immers, om de i-de partiële afgeleide te berekenen is
het voldoende de n− 1 andere veranderlijken als parameters te beschouwen, en af te leiden alsof
xi de enige variabele was. Zo hebben we bijvoorbeeld voor

f (x,y,z) = x2 sin(y+ z3)
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∂ f
∂x

= 2xsin(y+ z3)

∂ f
∂y

= x2 cos(y+ z3)

∂ f
∂z

= 3x2z2 cos(y+ z3)

In het geval n = 2 kunnen we aan de partiële afgeleiden een meetkundige betekenis geven. De
grafiek van f is dan een oppervlak in de driedimensionale ruimte. De doorsnede met het verticale
vlak y = a2 is een kromme, en ∂ f

∂x (~a) is de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan deze kromme in
het punt (a1,a2, f (a1,a2)). Een analoge interpretatie hebben we voor de partiële afgeleide naar y.
Noteer~ui = (0,0, · · · ,1, · · · ,0) voor de i-de eenheidsvector. Merk op dat we de definitie van partiële
afgeleide kunnen herschrijven als

∂ f
∂xi

(~a) = lim
h→0

f (~a+h~ui)− f (~a)
h

Dit kunnen we gemakkelijk veralgemenen door~ui te vervangen door een willekeurige vector.

Definitie 5.1.2 Onderstel dat f gedefinieerd is in een omgeving van een punt ~a = (a1,a2, · · · ,an),
en beschouw een van~0 verschillende vector~u. Indien de limiet

lim
h→0

f (~a+h~u)− f (~a)
h

bestaat, dan noemen we deze de richtingsafgeleide van f volgens de vector~u in het punt~a. Notatie:

D~u f (~a)

Opmerking 5.1.3 Onderstel dat D~u f (~a) en neem α 6= 0. Dan is

Dα~u f (~a) = lim
h→0

f (~a+hα~u)− f (~a)
h

= α lim
k→0

f (~a+ k~u)− f (~a)
k

= αD~u f (~a).

Richtingsafgeleiden zijn dus gekend, als we ze kennen volgens eenheidsvectoren. De grootte van
de richtingsafgeleide van f volgens een eenheidsvector~u in het punt~a geeft aan hoe snel f varieert
als we~x vanuit~a in de~u-richting laten variëren.

Voorbeeld 5.1.4 Beschouw de functie f : R2→ R gedefinieerd door

f (x,y) =

{
xy2

x2+y4 als (x,y) 6= (0,0)

0 als (x,y) = (0,0)

We berekenen nu de afgeleide in (0,0) volgens de vector ~u = (u,v). Bekijk eerst het geval waarin
u 6= 0. Dan is

D~u f (0,0) = lim
h→0

f (hu,hv)− f (0,0)
h

= lim
h→0

h3uv2

h3u2 +h5v4 =
v2

u
Als u = 0, dan vinden we

D~u f (0,0) = lim
h→0

f (hu,hv)− f (0,0)
h

= lim
h→0

0 = 0

Alle richtingsafgeleiden bestaan dus in (0,0). De functie f is echter niet continu in (0,0). Dit ziet
men door de limiet van f te berekenen langs de krommen x = my2.
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5.2 Differentieerbare functies

Zoals we in de vorige paragraaf gezien hebben, kan de definitie van afgeleide niet zomaar uitge-
breid worden tot functies van meer dan een veranderlijke. Uit het laatste voorbeeld van de vorige
paragraaf blijkt bovendien dat partiële en richtingsafgeleiden niet de gewenste eigenschappen heb-
ben: het kan zijn dat alle richtingsafgeleiden in een punt bestaan maar dat de functie er toch niet
continu is.
Daarom keren we terug tot de definitie van differentieerbare functie. In stelling 4.3.2 hebben we
gezien dat een functie f :R→R differentieerbaar is in een punt a indien er een getal m ∈R bestaat
zodanig dat

∆ f = m∆x+ e(∆x)∆x

of
f (a+h) = f (a)+mh+ e(h)h

met
lim
h→0

e(h) = 0

Vandaar de volgende definitie:

Definitie 5.2.1 Een functie f :Rn→R die gedefinieerd is op een omgeving van~a ∈Rn noemen we
differentieerbaar in~a indien er een vector ~m ∈ Rn bestaat zodanig dat

f (~a+~h) = f (~a)+~m.~h+ e(~h)‖~h‖ (5.1)

met
lim
~h→~0

e(~h) = 0 (5.2)

De vector ~m noemen we de gradiëntvan f in~a. Notatie:

~m = grad f (~a) = ~∇ f (~a)

Meetkundige betekenis

(5.1-5.2) vertellen ons dat
y = f (~a)+~m.(~x−~a) (5.3)

de beste lineaire benadering is van de functie f in een omgeving van ~a. Immers, als we f (~x)
benaderen door de lineaire functie (5.3), dan is de absolute fout f (~x)− f (~a)− ~m.(~x−~a). De
relatieve fout is

f (~x)− f (~a)−~m.(~x−~a)
‖~x−~a‖

en die nadert naar 0 als~x nadert tot~a.
Voor een functie f :R2→ R betekent dit niets anders dan dat (5.3) de vergelijking is van het raak-
vlak in het punt (a1,a2, f (a1,a2)) aan het oppervlak met vergelijking z = f (x,y).
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Stelling 5.2.2 Onderstel dat een functie f differentieerbaar is in ~a. Dan bestaan alle richtingsaf-
geleiden van f in~a, en bovendien geldt voor elke vector~u 6=~0:

D~u f (~a) = ~∇ f (~a).~u

Hieruit volgt onder meer dat

~∇ f (~a) =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

(~a)~ui

Bewijs. Schrijf ~m = ~∇ f (~a) en neem~h = h~u in (5.1-5.2). Dan volgt

f (~a+h~u) = f (~a)+~m.h~u+ e(h~u)‖h~u‖

met
lim
h→0

e(h~u) = 0

Delen door |h| levert:

lim
h→0

f (~a+h~u)− f (~a)−~m.h~u
|h|

= 0

De absolute waardestrepen in de noemer kunnen we weglaten, zodat

D~u f (~a) = lim
h→0

f (~a+h~u)− f (~a)
h

= ~m.~u

en dit bewijst de eerste bewering. Als we~u =~ui nemen, dan volgt dat

∂ f
∂xi

(~a) = ~m.~ui

zodat
~∇ f (~a) = ~m =

n

∑
i=1

(~m.~ui)~ui =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

(~a)~ui

�

Stelling 5.2.2 laat ons toe een meetkundige betekenis te hechten aan de richting van de gradiënt:
het is de richting waarin de richtingsafgeleide volgens een eenheidsvector het grootst is in absolute
waarde (zie opmerking 5.1.3). In een richting loodrecht op de gradiënt is de richtingsafgeleide nul.

Stelling 5.2.3 Als de functie f differentieerbaar is in~a, dan is de gradiënt er uniek.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit Stelling 5.2.2, aangezien de partiële afgeleiden uniek zijn. �

Uit Stelling 5.2.2 volgt dat de gradiënt, indien hij bestaat, gemakkelijk te berekenen is: de com-
ponenten zijn juist de partiële afgeleiden. Omgekeerd kunnen we ons de vraag stellen: onderstel
dat de partiële afgeleiden in een punt bestaan; bestaat dan de gradiënt? Het antwoord daarop is
negatief, zoals blijkt uit de volgende stelling en het laatste voorbeeld van de vorige paragraaf.
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Stelling 5.2.4 Als f differentieerbaar is in~a, dan is f ook continu in~a.

Bewijs. Neem in (5.1) de limiet voor~h→~0:

lim
~h→~0

f (~a+~h) = f (~a)

�

Stelling 5.2.5 Onderstel dat f : Rn→ R tenminste op een omgeving van ~a gedefinieerd is. f is
differentieerbaar in~a als en alleen als

∃~m ∈ Rn : f (~a+~h) = f (~a)+~m ·~h+~λ(~h) ·~h met lim
~h→~0

~λ(~h) =~0.

Bewijs. Als f differentieerbaar is in~a, dan bestaat er een ~m ∈ Rn zodat

f (~a+~h) = f (~a)+~m ·~h+ e(~h)‖~h‖ met lim
~h→~0

e(~h) =~0.

Schrijf

e(~h)‖~h‖= ‖~h‖
∑

n
j=1 |h j|

n

∑
i=1

e(~h)|hi|=
n

∑
i=1

λi(~h)hi,

waarbij

λi(~h) = εi
‖~h‖

∑
n
j=1 |h j|

e(~h)

Hierin is εi het teken van hi, en voor elke i geldt:

lim
~h→~0

λi(~h) = 0

Stel dan λ(~h) = (λ1(~h), · · · ,λn(~h)).
Omgekeerd, onderstel dat aan de voorwaarde van de stelling voldaan is. We schrijven nu

~λ(~h) ·~h =~λ(~h) ·
~h

‖~h‖
‖~h‖= e(~h)‖~h‖ met lim

~h→~0
e(~h) = 0

�

We geven nu een voldoende voorwaarde opdat f differentieerbaar is in een punt~a.

Stelling 5.2.6 Onderstel dat een functie f :Rn → R continu is op een omgeving van ~a, en in die
omgeving continue partiële afgeleiden bezit. Dan is f differentieerbaar in~a.
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Bewijs. We zullen de stelling enkel bewijzen in het tweedimensionaal geval. Schrijf ~a = (a,b) en
~h = (h,k). Dan is

f (~a+~h)− f (~a) = f (a+h,b+ k)− f (a,b)
= f (a+h,b+ k)− f (a,b+ k)+ f (a,b+ k)− f (a,b)

Als we de stelling van Lagrange tweemaal toepassen vinden we:

f (~a+~h)− f (~a) = h
∂ f
∂x

(a+θh,b+ k)+ k
∂ f
∂y

(a,b+νk)

waarbij θ,ν ∈ (0,1).

Omdat de partiële afgeleiden continu zijn op een omgeving van~a, kunnen we schrijven dat

∂ f
∂x

(a+θh,b+ k) =
∂ f
∂x

(a,b)+λ

en
∂ f
∂y

(a,b+νk) =
∂ f
∂y

(a,b)+κ

met
lim
~h→~0

λ = lim
~h→~0

κ = 0

en dus is

f (~a+~h)− f (~a) = h
∂ f
∂x

(a,b)+ k
∂ f
∂y

(a,b)+λh+κk

Uit stelling 5.2.5 volgt nu dat f differentieerbaar is. �

Voorbeeld 5.2.7 Beschouw de functie

f (x,y) = sin(x+ y)

De partiële afgeleiden

∂ f
∂x

(x,y) = cos(x+ y) en
∂ f
∂y

(x,y) = cos(x+ y)

bestaan en zijn continu in elk punt (x,y). Derhalve is f in elk punt differentieerbaar, en geldt:

~∇ f (x,y) = cos(x+ y)(~u1 +~u2)

De richtingsafgeleide volgens de vector ~u = a~u1 + b~u2 in het punt (x,y) wordt gegeven door de
formule

D~u f (x,y) = ~∇ f (x,y).~u = cos(x+ y)(a+b)

De vergelijking van het raakvlak aan de grafiek van f in het punt (a,b, f (a,b) = c) luidt:

z− c = cos(a+b)(x−a+ y−b)
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We zullen nu onze definities uitbreiden tot het algemene geval van functies ~F :Rn→ Rm. Merk op
dat in (5.1) hierboven de afbeelding

Rn→ R:~h 7→ ~m.~h

een lineaire afbeelding is. Vandaar de volgende definitie:

Definitie 5.2.8 Een functie ~F :Rn→ Rm die gedefinieerd is op een omgeving van ~a ∈ Rn noemen
we differentieerbaar in~a indien er een lineaire afbeelding L :Rn→ Rm bestaat zodanig dat

~F(~a+~h) = ~F(~a)+L(~h)+~E(~h)‖~h‖ (5.4)

met
lim
~h→~0

~E(~h) = 0 (5.5)

of, equivalent, indien

lim
~h→~0

~F(~a+~h)−~F(~a)−L(~h)

‖~h‖
= 0 (5.6)

Men noteert L = D~F(~a) = ~F ′~a.

De afgeleide van een functie in een punt is dus een lineaire afbeelding. We hebben nu onmiddellijk
de volgende eigenschap:

Stelling 5.2.9 Onderstel dat ~F :Rn→ Rm gedefinieerd is op een omgeving van ~a ∈ Rn, en noteer
de m componentfuncties van ~F door f1, f2, · · · , fm. Dan is ~F differentieerbaar in ~a als en slechts
als elk van de m componentfuncties f1, f2, · · · , fm differentieerbaar zijn in ~a. Bovendien wordt de
matrix van de lineaire afbeelding D~F(~a) = ~F ′~a gegeven door:

∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

· · · ∂ f1
∂xn

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

· · · ∂ f2
∂xn

...
... . . . ...

∂ fm
∂x1

∂ fm
∂x2

· · · ∂ fm
∂xn

 (5.7)

Bewijs. Onderstel eerst dat ~F differentieerbaar is in~a, en noteer `i voor de i-de componentsfunctie
van L . Neem nu de de i-de component van (5.6). Dan krijgen we

lim
~h→~0

fi(~a+~h)− fi(~a)− `i(~h)

‖~h‖
= 0 (5.8)

zodat fi differentieerbaar is in~a en

`i(~h) = ~∇ fi(~a).~h =
n

∑
j=1

∂ fi

∂x j
(~a)h j
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en dit impliceert dat de i-de rij van de matrix van L juist

( ∂ fi
∂x1

∂ fi
∂x2

· · · ∂ fi
∂xn

)

is. Dit bewijst (5.7). Omgekeerd, onderstel dat alle fi differentieerbaar zijn. Neem voor `i:Rn→R
de lineaire afbeelding bepaald door

`i(~h) = ~∇ fi(~a).~h

Dan geldt formule (5.8) voor elke i, en dus ook (5.6), zodat ~F differentieerbaar is in~a. �

Bijzondere gevallen

1) n = m = 1. In dit geval is de matrix van L een 1×1 matrix, met als enige element de afgeleide
van de functie f . De lineaire afbeelding L wordt dus gegeven door vermenigvuldiging met de
afgeleide.
2) m = 1. Dit geval hebben we hierboven bekeken. De lineaire afbeelding L wordt nu gegeven
door het scalair produkt met de gradiënt van f .
3) n = m. De matrix van L is nu 

∂ f1
∂x1

∂ f1
∂x2

· · · ∂ f1
∂xn

∂ f2
∂x1

∂ f2
∂x2

· · · ∂ f2
∂xn

...
... . . . ...

∂ fn
∂x1

∂ fn
∂x2

· · · ∂ fn
∂xn


De determinant van deze matrix wordt de Jacobiaan van de functies f1, f2, · · · , fn genoemd en
genoteerd door

∂( f1, f2, · · · , fn)

∂(x1,x2, · · · ,xn)

4) n = 1. We krijgen dan functies ~r : R→ Rm. Zoals gezien in hoofdstuk 1, is de vergelijking
~r =~r(t) de vectorvergelijking van een kromme C in Rm. Als we de componentfuncties noteren
door x1(t), · · · ,xm(t), dan wordt 

x1 = x1(t)

x2 = x2(t)

· · ·
xm = xm(t)

een stel parametervergelijkingen van deze kromme. Indien de vectorfunctie~r, of, equivalent, de
componentfuncties x1(t), · · · ,xm(t) overal differentieerbaar zijn, dan noemen we de kromme C een
differentieerbare kromme. De matrix van de afgeleide in een punt t0 is nu

x′1(t0)

x′2(t0)

· · ·
x′m(t0)
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In dit geval kunnen we dus de klassieke definitie voor de afgeleide opnieuw opschrijven:

d~r
dt
(t0) = lim

h→0

~r(t0 +h)−~r(t0)
h

De vector (~r(t0+h)−~r(t0))/h is een richtingsvector voor de rechte die de punten~r(t0) en~r(t0+h)
verbindt, en in de limiet voor h→ 0 neemt deze de richting van de afgeleide

d~r
dt
(t0)

Deze is dus een richtingsvector van de raaklijn in het punt~r(t0) aan de kromme C.

r(t)

r(t+h)

x

y

z

C

Figuur 5.1: Raaklijn aan een ruimtekromme

We kunnen dus nu gemakkelijk de vergelijking van de raaklijn opschrijven:

~r =~r(t0)+ t
d~r
dt
(t0)

of, in parametervorm: 
x1 = x1(t0)+ tx′1(t0)

x2 = x2(t0)+ tx′2(t0)

· · ·
xm = xm(t0)+ tx′m(t0)

Voorbeeld 5.2.10 Bekijk de helix, met parametervergelijking
x = cos(t)

y = sin(t)

z = ht
Een richtingsvector voor de raaklijn in het punt (1,0,0) is ~u2 + h~u3 en de parametervergelijking
voor de raaklijn in het punt (1,0,0) wordt 

x = 1

y = t

z = ht
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5.3 De afgeleide van een samengestelde functie

We geven nu een formule voor de afgeleide van de samenstelling van twee differentieerbare func-
ties. Dit leidt tot de kettingregel. Het bewijs van stelling 5.3.1 en lemma 5.3.2 behoort niet tot de
leerstof, het wordt alleen vermeld ter informatie aan de geı̈nteresseerde lezers.

Stelling 5.3.1 Onderstel dat ~F :Rn → Rm gedefinieerd is in een omgeving van ~a ∈ Rn, en dat
~G: Rm→ Rk gedefinieerd is in een omgeving van~b = ~F(~a). Indien ~F differentieerbaar is in ~a, en
~G in~b = ~F(~a), dan is de samengestelde functie ~H = ~G◦~F differentieerbaar in~a, en er geldt:

~H ′~a = ~G′~b ◦~F
′
~a

Bewijs. Noteer
L = ~F ′~a en M = ~G′~b

Neem een punt~x =~a+∆~x in de beschouwde omgeving van~a, en schrijf

∆~y = ~F(~a+∆~x)−~F(~a)

Omdat ~F differentieerbaar is in~a, geldt:

∆~y = L(∆~x)+‖∆~x‖~E2(∆~x) (5.9)

met
lim

∆~x→~0
~E2(∆~x) =~0

Omdat ~G differentieerbaar is in~b, geldt:

~G(~b+∆~y)− ~G(~b) = M (∆~y)+‖∆~y‖~E1(∆~y) (5.10)

met
lim

∆~y→~0
~E1(∆~y) =~0

Substitueer (5.9) in (5.10). Dan krijgen we

~H(~a+∆~x)− ~H(~a) = ~G(~F(~a+∆~x))− ~G(~F(~a))
= M (L

(
∆~x)+‖∆~x‖~E2(∆~x)

)
+‖∆~y‖~E1(∆~y)

= (M ◦L)(∆~x)+‖∆~x‖M (~E2(∆~x))+‖∆~y‖~E1(∆~y)

waarbij we gebruik maakten van het feit dat M lineair is. Verder hebben we (schrijf~u = ∆~x/‖∆~x‖)

∆~y = L(‖∆~x‖~u)+‖∆~x)‖~E2(∆~x)
= ‖∆~x‖

(
L(~u)+~E2(∆~x)

)
= ‖∆~x‖~v
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waarbij~v begrensd is, want L(~u) is begrensd. ~u neemt namelijk waarden aan in de eenheidsbol, en
een lineaire afbeelding zet de eenheidsbol om in een begrensde verzameling (zie Lemma 5.3.2).
Tenslotte is

‖∆~y‖~E1(∆~y) = ‖∆~x‖‖~v‖~E1(∆~y)

met
lim

∆~x→~0
‖~v‖~E1(∆~y) =~0

zodat de stelling bewezen is. �

Lemma 5.3.2 Onderstel dat L :Rn→ Rm een lineaire afbeelding is. Dan is

{L(~u)|‖~u‖ ≤ 1}

begrensd, m.a.w. het beeld van de eenheidsbol is begrensd.

Bewijs. Men hoeft slechts te bewijzen dat de beelden van de m componentfuncties begrensde
delen van R zijn. Daarom is het voldoende het lemma te bewijzen in het geval m = 1. Onderstel
dat `:Rn → R lineair. Dan bestaat er een vector ~m ∈ Rn zodat `(~x) = ~m.~x. Maar dan geldt voor
elke~u met ‖~u‖ ≤ 1 dat

|`(~u)|= |~m.~u| ≤ ‖~m‖‖~u‖ ≤ ‖~m‖
zodat {`(~u)|‖~u‖ ≤ 1} begrensd is, en dit bewijst het lemma. �

Stelling 5.3.1 vertelt ons dat de matrix van de afgeleide van een samengestelde functie juist het
produkt is van de matrices van de afgeleiden van beide functies. Als n = m = k geeft dit voor de
Jacobianen:

∂(y1,y2, · · · ,yn)

∂(x1,x2, · · · ,xn)
=

∂(y1,y2, · · · ,yn)

∂(u1,u2, · · · ,un)

∂(u1,u2, · · · ,un)

∂(x1,x2, · · · ,xn)

In het geval n = k = 1 krijgen we de volgende situatie:

~r:R→ Rm en f :Rm→ R

De samengestelde functie is dan een gewone numerieke functie, en

( f ◦~r)′(t) = ~∇ f (~r(t)).
d~r
dt
(t) (5.11)

of, na uitschrijven van het scalair product (schrijf xi voor de componentfuncties van~r) :

d f
dt

=
∂ f
∂x1

dx1

dt
+

∂ f
∂x2

dx2

dt
+ · · ·+ ∂ f

∂xm

dxm

dt

=
m

∑
i=1

∂ f
∂xi

dxi

dt
(5.12)

Betrekking (5.12) wordt soms de kettingregel genoemd. In het algemeen krijgen we de volgende
betrekking (noteer resp. xi, y j voor de veranderlijken in Rn en Rm):

∂g`
∂xi

=
m

∑
j=1

∂g`
∂y j

∂ f j

∂xi
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Hoofdstuk 6

Scalaire functies van n veranderlijken

6.1 De eerste totale differentiaal

In dit hoofdstuk gaan we verder in op scalaire functies f : Rn→ R. Onderstel dat f differentieer-
baar is in~a, m.a.w.

∆y = f (~a+∆~x)− f (~a) = ~∇ f (~a).∆~x+‖∆~x‖e(∆~x) =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

∆xi +‖∆~x‖e(∆~x)

waarbij
lim

∆~x→~0
e(∆~x) = 0

De aangroei langs de raakruimte in~a is

~∇ f (~a).∆~x =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

∆xi.

We noemen deze uitdrukking de eerste totale differentiaal van y = f (~x) in het punt ~a en noteren
deze door dy of d f . Net zoals in het geval van één veranderlijke krijgen we, als we f (~x) = xi
nemen, dat dxi = ∆xi, zodat

d f =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

dxi

Stelling 6.1.1 Een functie f is constant over een domein D als en slechts als de totale differentiaal
d f identiek nul is over D.

Bewijs. Onderstel dat f constant is. Dan zijn alle partiële afgeleiden nul over D en dus continu
over D, zodat f differentieerbaar is over D. De totale differentiaal bestaat dus, en is identiek nul.
Omgekeerd, onderstel dat d f = 0 over D. Dan is de gradiënt van f constant nul over D. Kies
twee punten ~a en~b in D, en een differentiëerbare kromme~r =~r(t) die ~a en~b verbindt en volledig
in D gelegen is (D is samenhangend, zie Figuur 6.1). Onderstel ~r(t0) = ~a en ~r(t1) =~b. Op de
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samengestelde functie f ◦~r : R→ R kunnen we de stelling van Lagrange toepassen. Dan vinden
we een τ ∈ (t0, t1) zodat, gebruik makende van de kettingregel:

f (~b)− f (~a) = f (~r(t1))− f (~r(t0)) = ( f ◦~r)′(τ)(t1− t0) = ~∇ f (~r(τ)).~r′(τ)(t1− t0) = 0

Aangezien dit geldt voor elk tweetal punten in D is de functie f constant. �

D

a

b

Figuur 6.1: Een kromme die~a en~b verbindt binnen een domein D

Stelling 6.1.2 (de permanentie van de totale differentiaal) Onderstel dat y = f (u1, · · · ,um) dif-
ferentieerbaar is, waarbij u1, · · · ,um zelf differentiëerbare functies zijn van x1, · · · ,xn. Dan kunnen
we schrijven:

d f =
m

∑
i=1

∂ f
∂ui

dui

Hierin zijn de dui totale eerste differentialen, en geen willekeurige aangroeiingen.

Bewijs. Gebruik makende van de definitie van de totale differentiaal en de kettingregel krijgen we

d f =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

dxi

=
n

∑
i=1

m

∑
j=1

∂ f
∂u j

∂u j

∂xi
dxi

=
m

∑
j=1

∂ f
∂u j

n

∑
i=1

∂u j

∂xi
dxi

=
m

∑
j=1

∂ f
∂u j

du j

�

Stelling 6.1.3
d( f +g) = d f +dg en d( f g) = f dg+gd f

Bewijs. Oefening. �
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6.2 Partiële afgeleiden en totale differentialen van hogere orde

Beschouw een functie f : Rn → R, en onderstel dat ∂ f
∂xi

bestaat op een domein D. Dan is ∂ f
∂xi

opnieuw een functie in n veranderlijken. Indien deze functie zelf partiële afgeleiden bezit, dan
noemen we deze de partiële afgeleiden van de tweede orde. Op dezelfde manier kunnen we partiële
afgeleiden van orde drie, vier, enz. invoeren. Notaties:

∂

∂x j

( ∂ f
∂xi

)
=

∂2 f
∂x j∂xi

Voor i = j:
∂

∂xi

( ∂ f
∂xi

)
=

∂2 f
∂x2

i

Voor de derde partiële afgeleiden:

∂

∂xk

( ∂2 f
∂x j∂xi

)
=

∂3 f
∂xk∂x j∂xi

Voorbeeld 6.2.1 Voor
f (x,y) = sin(x+ y2)

berekenen we gemakkelijk dat

∂ f
∂x

= cos(x+ y2)

∂ f
∂y

= 2ycos(x+ y2)

Voor de tweede afgeleide:

∂2 f
∂x2 = −sin(x+ y2)

∂2 f
∂y∂x

= −2ysin(x+ y2)

∂2 f
∂x∂y

= −2ysin(x+ y2)

∂2 f
∂y2 = 2cos(x+ y2)−4y2 sin(x+ y2)

We zien dat
∂2 f
∂y∂x

=
∂2 f
∂x∂y

(Men noemt deze tweede afgeleiden de gemengde partiële afgeleiden). Deze eigenschap blijkt
(nagenoeg) algemeen te zijn:

95



Stelling 6.2.2 Indien
∂2 f
∂y∂x

en
∂2 f
∂x∂y

bestaan en continu zijn op een open verzameling, dan vallen ze samen op deze open verzameling.

Bewijs. We zullen deze eigenschap niet bewijzen in deze syllabus. Een soortgelijke eigenschap
geldt voor de hogere afgeleiden. �

Partiële afgeleiden van hogere orde van een samengestelde functie

Men past verschillende malen de formule toe die de partiële afgeleide van een samengestelde
functie geeft. De formules worden snel ingewikkeld. Laten we als voorbeeld de volgende situatie
bekijken: w = f (x,y,z) met x, y, z functies van t. De kettingregel geeft:

w′ =
∂ f
∂x

x′+
∂ f
∂y

y′+
∂ f
∂z

z′

Nogmaals afleiden geeft, rekening houdend met het feit dat de partiële afgeleiden van f zelf func-
ties zijn van x, y, z en dus van t, en gebruik makend van de formule voor de afgeleide van het
produkt:

w′′ =
∂ f
∂x

x′′+
∂2 f
∂x2 (x

′)2 +
∂2 f
∂y∂x

x′y′+
∂2 f
∂z∂x

x′z′

+
∂ f
∂y

y′′+
∂2 f
∂x∂y

y′x′+
∂2 f
∂y2 (y

′)2 +
∂2 f
∂z∂y

y′z′

+
∂ f
∂z

z′′+
∂2 f
∂x∂z

z′x′+
∂2 f
∂y∂z

z′y′+
∂2 f
∂z2 (z

′)2

=
∂ f
∂x

x′′+
∂ f
∂y

y′′+
∂ f
∂z

z′′

+
∂2 f
∂x2 (x

′)2 +
∂2 f
∂y2 (y

′)2 +
∂2 f
∂z2 (z

′)2

+ 2
∂2 f
∂y∂x

x′y′+2
∂2 f
∂z∂x

x′z′+2
∂2 f
∂z∂y

y′z′

Totale differentialen van hogere orde

We beschouwen eerst, voor de eenvoud, het geval waarin we een functie hebben van twee veran-
derlijken: z = f (x,y). We onderstellen dat alle beschouwde functies differentieerbaar zijn. Voor
de eerste differentiaal hebben we

dz =
∂ f
∂x

dx+
∂ f
∂y

dy

Voor het nemen van de tweede differentiaal spreken we af dat
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• in alle punten dezelfde aangroeiingen dx en dy genomen worden

• bij een nieuwe differentiatie dezelfde aangroeiingen opnieuw gekozen worden.

We mogen dx en dy dan als constanten beschouwen, zodat dz slechts afhangt van x en y. De
differentiaal van die functie noemen we dan de tweede differentiaal, en noteren deze door d2z.
Berekening levert:

d2z =
∂2z
∂x2 dx2 +2

∂2z
∂y∂x

dxdy+
∂2z
∂y2 dy2

We kunnen, met dezelfde conventies, verder gaan en de derde differentiaal beschouwen. We vin-
den, na berekening:

d3z =
∂3z
∂x3 dx3 +3

∂3z
∂y∂x2 dx2dy+3

∂3z
∂y2∂x

dxdy2 +
∂3z
∂y3 dy3

Als we deze berekening voortzetten, krijgen we (bewijs deze betrekking zelf met behulp van vol-
ledige inductie):

dnz =
n

∑
k=0

(
n
k

)
∂nz

∂xk∂yn−k dxkdyn−k (6.1)

Men kan deze betrekking symbolisch herschrijven als volgt:

dnz =
( ∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy
)(n)z

waarbij de formele machtsverheffing (.)(n) uitgewerkt moet worden volgens het binomium van
Newton, waarbij men ∂k

∂xk als een formele k-de macht van ∂

∂x beschouwt. In het algemene geval,
waarbij z = f (x1, · · · ,xm), krijgen we op dezelfde manier:

dnz =
( ∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + · · ·+

∂

∂xm
dxm
)(n)z

6.3 De formule van Taylor voor een functie
van n veranderlijken

We beschouwen eerst het geval van een functie van twee veranderlijken:

z = f (x,y)

Onderstel dat f continue partiële afgeleiden bezit tot op orde n+1 in een omgeving van het punt
~a = (a,b). Beschouw een naburig punt ~a+~h = (a+ h,b+ k) uit die omgeving. We zoeken een
formule voor f (a+h,b+ k).
We herleiden dit probleem tot de formule van Taylor in één veranderlijke. Beschouw de functie

~r : R→ R2
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y
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a

a+h

r

Figuur 6.2: De hulpfunctie~r

gedefinieerd door
~r(t) =~a+ t~h = (a+ th,b+ tk)

Als t loopt van 0 tot 1, dan doorloopt~r(t) het lijnstuk [~a,~a+~h].

Bekijk nu de samengestelde functie

φ = f ◦~r : R→ R2→ R

Dit is een numerieke functie, die continue afgeleiden tot op orde n+ 1 bezit op een open interval
dat [0,1] bevat. We kunnen dus op φ de stelling van Taylor toepassen: voor elke t ∈ [0,1] bestaat
een θ ∈ (0,1) zodat

φ(t) = φ(0)+ tφ′(0)+
t2

2
φ
′′(0)+ · · ·+ tn

n!
φ
(n)(0)+

tn+1

(n+1)!
φ
(n+1)(θt) (6.2)

Merk eerst op dat
φ(0) = f (a,b) en φ(1) = f (a+h,b+ k)

De hogere afgeleiden van φ kunnen we gemakkelijk bepalen met behulp van de kettingregel:

φ(t) = f (a+ th,b+ tk)

φ
′(t) = h

∂ f
∂x

(a+ th,b+ tk)+ k
∂ f
∂y

(a+ th,b+ tk)

=
(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)
f (a+ th,b+ tk)

φ
′′(t) = h2 ∂2 f

∂x2 (a+ th,b+ tk)+2hk
∂2 f
∂y∂x

(a+ th,b+ tk)+ k2 ∂2 f
∂y2 (a+ th,b+ tk)

=
(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(2) f (a+ th,b+ tk)

· · ·

φ
(i)(t) =

(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(i) f (a+ th,b+ tk)

Hierbij betekent de exponent (i) een formele machtsverheffing, zoals in de vorige paragraaf. In het
bijzonder krijgen we:

φ
(i)(0) =

(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(i) f (a,b)

98



Als we t = 1 stellen in (6.2), krijgen we dus

f (a+h,b+ k) = f (a,b)+
(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)
f (a,b)+

1
2
(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(2) f (a,b)+ · · ·

+
1
n!
(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(n) f (a,b)+
1

(n+1)!
(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(n+1) f (a+θh,b+θk)

We hebben dus bewezen:

Stelling 6.3.1 (formule van Taylor voor een functie van twee veranderlijken) Onderstel dat
f : R2→R continue partiële afgeleiden bezit tot op orde n+1 op een omgeving van (a,b) die het
punt (a+h,b+ k) bevat. Dan bestaat een θ ∈ (0,1) zodat

f (a+h,b+ k)

=
n

∑
i=0

1
i!
(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(i) f (a,b)+
1

(n+1)!
(
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

)(n+1) f (a+θh,b+θk)

Men kan stelling 6.3.1 makkelijk uitbreiden tot functies van m veranderlijken. We krijgen op
volledig analoge manier het volgende resultaat - de details van het bewijs worden overgelaten aan
de ijverige lezer:

Stelling 6.3.2 (formule van Taylor voor een functie van m veranderlijken) Onderstel dat f :
Rm→ R continue partiële afgeleiden bezit tot op orde n+1 op een omgeving van (a1,a2, · · · ,am)
die het punt (a1 +h1,a2 +h2, · · · ,am +hm) bevat. Dan bestaat een θ ∈ (0,1) zodat

f (a1 +h1,a2 +h2, · · · ,am +hm)

=
n

∑
i=0

1
i!
(
h1

∂

∂x1
+ · · ·+hm

∂

∂xm

)(i) f (a1,a2, · · · ,am)

+
1

(n+1)!
(
h1

∂

∂x1
+ · · ·+hm

∂

∂xm

)(n+1) f (a1 +θh1,a2 +θh2, · · · ,am +θhm)

6.4 Extreme waarden

Definitie 6.4.1 Bekijk een functie f : Rn → R die gedefinieerd is op een omgeving van ~a. We
zeggen dat f een lokaal maximum bereikt in ~a indien er een omgeving O~a van ~a bestaat zodanig
dat voor elke~x ∈ O~a geldt dat

f (~x)≤ f (~a)

Op dezelfde manier zeggen we dat f een lokaal minimum bereikt in ~a indien op een omgeving van
~a geldt dat

f (~x)≥ f (~a)

In dit hoofdstuk willen we technieken ontwikkelen om extreme waarden van functies van meerdere
veranderlijken te bepalen. Net zoals in het geval van een functie van één veranderlijke kunnen we
gemakkelijk een nodige voorwaarde voor een extremum opstellen:
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Stelling 6.4.2 Onderstel dat f : Rn→R een extremum bereikt in~a∈Rn, en dat f differentieerbaar
is in~a. Dan geldt dat

~∇ f (~a) =~0

of
∂ f
∂xi

(~a) = 0

voor elke i = 1,2, · · · ,n.

Bewijs. Kies i en beschouw de numerieke functie gi : R→ R gedefinieerd door

gi(x) = f (a1, · · · ,ai−1,x,ai+1, · · · ,an)

Dan bereikt gi een extremum in ai zodat

g′i(ai) =
∂ f
∂xi

(~a) = 0

en dit bewijst onze stelling. �

Een punt ~a waarin ~∇ f (~a) =~0 noemen we een stationair punt. We willen nu trachten om een
voldoende voorwaarde te vinden opdat f een extremum bereikt in een stationair punt. We beperken
ons vanaf nu tot het geval van een functie f van twee veranderlijken. Vooraleer we een algemene
regel formuleren behandelen we eerst een voorbeeld.

Voorbeeld 6.4.3 Stel
f (x,y) = rx2 +2sxy+ ty2 (6.3)

met r,s, t drie constanten die niet alle nul zijn. We bekijken met andere woorden homogene veel-
termen van graad 2. We bepalen eerst de stationaire punten. Hiervoor moeten we de twee partiële
afgeleiden van f nul stellen. 

∂ f
∂x

(x,y) = 2rx+2sy = 0

∂ f
∂y

(x,y) = 2sx+2ty = 0

De vereenvoudigde determinant van dit lineair stelsel is rt − s2. Indien rt − s2 6= 0 dan is (0,0)
het enige stationaire punt. Indien rt− s2 = 0, dan is er een hele rechte van stationaire punten. We
onderzoeken het gedrag van het stationaire punt (0,0). Hiertoe moeten we een tekenonderzoek
doen van de functie f (x,y). Onderstel eerst x 6= 0. Dan kunnen we schrijven

f (x,y) = x2(r+2s
y
x
+ t

y2

x2

)
zodat het voldoende is het teken te onderzoeken van

r+2s
y
x
+ t

y2

x2 (6.4)
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Er zijn drie gevallen:

eerste geval : s2− rt > 0.
Dan is de discriminant van (6.4) positief, zodat deze twee nulpunten m en n heeft. Dit betekent
dat f (x,y) = 0 op de rechten y = mx en y = nx. Als we in het xy-vlak een van deze twee rechten
overschrijden, dan krijgen we dat f (x,y) van teken verandert. Het teken van f wordt geschetst in
Figuur 6.3.

x

y

y=mx

y=nx

+

-

+

-

Figuur 6.3: Het teken van f in het geval s2− rt > 0

Op elke omgeving van de oorsprong bereikt f zowel positieve als negatieve waarden, zodat f
geen extremum bereikt in (0,0). Een voorbeeld van zulk een situatie is de functie f (x,y) = x2−
y2. De grafiek van f wordt geschetst in Figuur 6.4. We noemen dit oppervlak een parabolische
hyperboloide of zadeloppervlak.

Figuur 6.4: Het zadeloppervlak z = x2− y2

Tweede geval: s2− rt < 0.
Dan is de discriminant van (6.4) negatief, zodat deze een constant teken heeft. Indien r > 0, of,
equivalent, t > 0, dan is f (x,y)> 0 voor elke (x,y) 6= (0,0) zodat f een minimum bereikt in (0,0).
Indien r < 0, of, equivalent, t < 0, dan is f (x,y)< 0 voor elke (x,y) 6= (0,0) zodat f een maximum
bereikt in (0,0). Een voorbeeld van zulk een situatie is de functie f (x,y) = x2 + y2. We noemen
dit oppervlak een elliptische paraboloı̈de (Figuur 6.5).
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geval 2.2.1: elliptische paraboloide

Figuur 6.5: De elliptische paraboloı̈de z = x2 + y2

Derde geval: s2− rt = 0.
In dit geval is (6.3) een volkomen kwadraat. f (x,y) = 0 op de rechte y = mx, waarbij m het dubbele
nulpunt is van (6.4). Deze rechte is tevens de rechte van stationaire punten. Als r > 0, dan bereikt f
een minimum in elk punt van deze rechte, en als r < 0 een maximum. Een voorbeeld van zulk een
situatie is de functie f (x,y) = x2. We noemen dit oppervlak een parabolische cilinder (Figuur 6.6).

Figuur 6.6: De parabolische cilinder z = x2

We onderstelden dat x 6= 0 zodat we x2 uit de vergelijking konden buitenbrengen. Indien x = 0,
dan weten we dat y 6= 0 zodat we y2 kunnen buitenbrengen. De redenering is dan verder dezelfde.

We keren nu terug naar de algemene situatie. Onderstel dat de functie f een stationair punt (a,b)
heeft, en dat f continue partiële afgeleiden heeft tot op orde minstens drie op een omgeving van
(a,b). We kunnen voor f dan de Taylor-ontwikkeling opschrijven tot op orde drie:

f (a+h,b+ k) = f (a,b)+h
∂ f
∂x

(a,b)+ k
∂ f
∂y

(a,b)

+
1
2
(
h2 ∂2 f

∂x2 (a,b)+2hk
∂2 f
∂x∂y

(a,b)+ k2 ∂2 f
∂y2 (a,b)

)
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+
1
6
(
h3 ∂3 f

∂x3 (a,b)+ · · ·
)

= f (a,b)+
1
2
(rh2 +2shk+ tk2)

+
1
6
(
h3 ∂3 f

∂x3 (a+θh,b+θk)+ · · ·
)

(6.5)

waarbij we noteerden: 

r =
∂2 f
∂x2 (a,b)

s =
∂2 f
∂x∂y

(a,b)

t =
∂2 f
∂y2 (a,b)

(6.6)

De lineaire term valt weg omdat (a,b) een stationair punt is. Indien (h,k) klein, dan verwachten
we dat de restterm klein is ten opzichte van de kwadratische term. We moeten dan alleen het teken
van deze kwadratische term onderzoeken, maar dit deden we reeds in het voorgaande voorbeeld
6.4.2.

Stelling 6.4.4 Onderstel dat de functie f een stationair punt (a,b) heeft, en dat f continue partiële
afgeleiden heeft tot op orde minstens drie op een omgeving van (a,b). Met de notaties (6.6) hebben
we dan:

s2− rt > 0 ⇒ f bereikt geen extremum in (a,b)
s2− rt < 0 en r > 0 (t > 0) ⇒ f bereikt een minimum in (a,b)
s2− rt < 0 en r < 0 (t < 0) ⇒ f bereikt een maximum in (a,b)

s2− rt = 0 ⇒ geen besluit

Bewijs. behoort niet tot de leerstof! Voor de “echten”volgen hier toch de details. Onderstel eerst
dat s2− rt > 0. Kies (h,k) en (h1,k1) zodat{

rh2 +2shk+ tk2 < 0

rh2
1 +2sh1k1 + tk2

1 > 0

Definieer de functies g en g1 door

g(u) = f (a+hu,b+ ku) en g1(u) = f (a+h1u,b+ k1u)

Met behulp van de kettingregel vinden we gemakkelijk dat

g′(u) = h
∂ f
∂x

(a+hu,b+ ku)+ k
∂ f
∂y

(a+hu,b+ ku)

zodat g′(0) = 0 en
g′′(0) = rh2 +2shk+ tk2 < 0
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g bereikt dus een maximum in 0, en f bereikt een maximum als (x,y) alleen maar varieert over de
rechte door (a,b) en (a+h,b+ k). Op dezelfde manier zien we dat g1 een minimum bereikt in 0,
en dus ook f als (x,y) alleen maar varieert over de rechte door (a,b) en (a+h1,b+k1). f kan dus
onmogelijk een extremum bereiken in (a,b).
Onderstel vervolgens dat s2− rt < 0 en r > 0. We zullen aantonen dat f een minimum bereikt in
(a,b). Neem weer formule (6.5), en voer poolcoördinaten in:{h = ρcosω

k = ρsinω

Uit (6.5) volgt nu:

f (a+h,b+ k)− f (a,b)

=
ρ2

2
(r cos2

ω+2ssinωcosω+ t sin2
ω)

+
ρ3

6
(∂3 f

∂x3 (a+θh,b+θk)cos3
ω+ · · ·

)
=

ρ2

2
α+

ρ3

6
β

We weten dat α voor geen enkele waarde van ω nul wordt. Als ω loopt van 0 to 2π, dan loopt
(cosω,sinω) door de eenheidscirkel. Derhalve is α0 = minα > 0. Ook geldt dat β op een omge-
ving van (a,b) begrensd is omdat de derde partiële afgeleiden er bij onderstelling continu en dus
begrensd zijn. We schrijven daarom |β| ≤ m. We krijgen nu

f (a+h,b+ k)− f (a,b) =
ρ2

2
(α+

ρ

3
β)

≥ ρ2

2
(α0−

ρ

3
m)> 0

als

ρ <
3α0

β

f bereikt dus een minimum in (a,b). Het geval r < 0 wordt op analoge manier behandeld.
Onderstel ten slotte dat s2− rt = 0. Aan de hand van twee voorbeelden zullen we aantonen dat het
zowel mogelijk is dat f een extremum bereikt als geen extremum. De functie

f (x,y) = x4 + y2

bereikt een minimum in (0,0), want f (x,y)> 0 voor alle (x,y) 6= (0,0). De functie

g(x,y) =−x4 + y2

bereikt geen extremum in (0,0) want g(x,0)< 0 voor x < 0 terwijl g(0,y)> 0 voor elke y 6= 0. �
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Voorbeeld 6.4.5 We bepalen de extremen van de functie

f (x,y) = 2x3− y3 +12x2 +27y

Stationaire punten: {
∂ f
∂x = 6x2 +24x = 0
∂ f
∂y =−3y2 +27 = 0

De eerste vergelijking levert x = 0 of x = −4. Uit de tweede volgt dat y = ±3. Er zijn dus vier
stationaire punten: ~a1 = (0,3),~a2 = (0,−3),~a3 = (−4,3),~a4 = (−4,−3) Berekenen van de tweede
partiële afgeleiden geeft: 

r = 12x+24

s = 0

t =−6y

In~a1 en~a4 vinden we dat s2−rt > 0 zodat f er geen extremum bereikt. In~a2 vinden we s2−rt < 0
en t > 0 zodat we er een minimum hebben. In~a3 vinden we een maximum.

Voorbeeld 6.4.6 We bepalen de extremen van de functie

f (x,y) = x4 + y4−2(x− y)2

Stationaire punten: {
∂ f
∂x = 4x3−4(x− y) = 0
∂ f
∂y = 4y3 +4(x− y) = 0

of {
x3 + y3 = (x+ y)(x2− xy+ y2) = 0

x3− x+ y = 0

Eerste geval : 4(x2− xy+ y2) = (2x− y)2 +3y2 = 0. Dit is alleen mogelijk als x = y = 0. Aan de
tweede vergelijking is dan automatisch voldaan zodat~a1 = (0,0) een stationair punt.
Tweede geval : y = −x. Dan is x3−2x = 0. De wortel x = 0 levert opnieuw ~a1 = (0,0) op. Voor
x =±

√
2 vinden we twee nieuwe stationaire punten: ~a2 = (

√
2,−
√

2) en~a3 = (−
√

2,
√

2).
De tweede partiële afgeleiden zijn nu 

r = 4(3x2−1)

s = 4

t = 4(3y2−1)

zodat
s2− rt = 16−16(3x2−1)(3y2−1)

In~a2 en~a3 vinden we
s2− rt = 16(1−25)< 0
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Aangezien r er positief is hebben we dus tweemaal een minimum.
In ~a1 vinden we s2− rt = 0, zodat we uit Stelling 6.4.4 niets kunnen besluiten. We moeten terug-
grijpen naar de definitie van extremum. Aangezien f (x,y) = 0 moeten we dus een tekenonderzoek
van f doen. Stel y = mx. Dan is

f (x,y) = x2(x2(1+m4)−2(1−m)2)

Als m 6= 1, dan is
lim
x→0

(x2(1+m4)−2(1−m)2) =−2(1−m)2 < 0

zodat f (x,mx)< 0 voor x klein genoeg. Voor m = 1 echter hebben we

f (x,x) = x4(1+m4)> 0

De functie f bereikt dus geen extremum in de oorsprong.
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Hoofdstuk 7

Impliciete functies

7.1 De stelling van de inverse functie

Onderstel dat een functie f : R→ R een continue afgeleide bezit op een omgeving van een punt
a. Indien f ′(a)> 0, dan bestaat er een omgeving (a−δ,a+δ) van a waarop f ′ een positief teken
heeft. f is dan monotoon stijgend over deze omgeving, zodat de afbeelding

f : (a−δ,a+δ)→ ( f (a−δ), f (a+δ))

bijectief is. Een zelfde conclusie kunnen we trekken in het geval dat f ′(a) < 0. We wensen deze
eigenschap uit te breiden tot functies van meer dan een veranderlijke:

Stelling 7.1.1 (stelling van de inverse functie) Onderstel dat een functie

~f = ( f1, f2, · · · , fn) : Rn→ Rn

een continue afgeleide bezit op een omgeving van een punt~a. Indien de Jacobiaanse determinant

∂( f1, f2, · · · , fn)

∂(x1,x2, · · · ,xn)
(~a) 6= 0

dan bestaan er open verzamelingen V, W ⊂ Rn zodanig dat~a ∈V , ~f (~a) ∈W en

~f : V →W

bijectief. De inverse functie
~f−1 : W →V

bezit continue partiële afgeleiden.

Bewijs. Het bewijs van deze stelling vereist meer gevorderde technieken waarover we op dit punt
van de cursus niet beschikken. We zullen daarom deze fundamentele stelling niet bewijzen. �
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Voorbeeld 7.1.2 : poolcoördinaten We beschouwen de transformatie

R2→ R2 : (ρ,φ) 7→ (x,y)

met {x = ρcosφ

y = ρsinφ

m.a.w. ρ en φ zijn de poolcoördinaten van het punt met cartesische coördinaten x en y. Om hierop
de stelling van de inverse functie toe te passen berekenen we eerst de Jacobiaanse determinant:∣∣∣∣∣

∂x
∂ρ

∂x
∂φ

∂y
∂ρ

∂y
∂φ

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣cosφ −ρsinφ

sinφ ρcosφ

∣∣∣∣∣= ρ

We kunnen de stelling van de inverse functie dus toepassen op elk punt in het (ρ,φ)-vlak dat niet
op de φ-as gelegen is. Merk inderdaad op dat het inverse beeld van de oorsprong in het (x,y)-vlak
juist de φ-as is. Op elk ander punt kunnen we de stelling van de inverse functies toepassen. Een
“maximale” bijectieve transformatie krijgen we door ons in het (ρ,φ)-vlak te beperken tot een
halve strook:

(0,+∞)× (0,2π)→ R2 \{(x,0)|x≥ 0}

is een bijectie. We kunnen deze strook naar boven of beneden opschuiven in het (ρ,φ)-vlak. De
weggelaten positieve x-as in het (x,y)-vlak draait dan rond de oorsprong.

Voorbeeld 7.1.3 Bekijk de afbeelding f : R2→ R2 : (x,y) 7→ (u,v) gedefiniëerd door{
u = x2

v = y2

De Jacobiaan is nu ∣∣∣∣∣2x 0

0 2y

∣∣∣∣∣
en deze is dus nul op de x-as en de y-as. In een omgeving van een punt van de x-as is de afbeelding
niet bijectief, want twee punten die symmetrisch liggen ten opzichte van de x-as, hebben hetzelfde
beeld. Hetzelfde geldt op de y-as. Rond de oorsprong zijn er zelfs vier punten die hetzelfde beeld
bezitten.

7.2 De stelling van de impliciete functies

Vooraleer we de stelling in haar meest algemene vorm bespreken, zullen we ons, om de zaken
aanschouwelijk voor te stellen, beperken tot het eenvoudigste geval. Beschouw een functie f van
twee veranderlijken, en bekijk de vergelijking

f (x,y) = 0 (7.1)

108



Als men x als parameter beschouwt, dan wordt (7.1) een vergelijking in y, die we dus kunnen
trachten op te lossen naar y. Dit levert een oplossing die afhangt van de parameter x, dus

y = g(x)

Allerlei moeilijkheden kunnen zich voordoen, zoals blijkt uit de volgende voorbeelden:

1. x2 + y2 = 1. Oplossen van y in functie van x geeft

y =±
√

1− x2

De oplossing is niet eenduidig.

2. x2 + y2 =−1. Er zijn geen oplossingen.

3. tgy = xy. We kunnen de vergelijking niet oplossen omdat ze te moeilijk is.

De stelling van de impliciete functies vertelt ons onder welke omstandigheden (7.1) een unieke
oplossing heeft, die bovendien een continue afgeleide bezit. Bovendien krijgen we informatie over
de afgeleide zonder dat we (7.1) expliciet hoeven op te lossen.

Stelling 7.2.1 (stelling van de impliciete functies) Zij f : R2→R gedefinieerd op een omgeving
van (a,b). Onderstel

• f is continu in een omgeving van (a,b);

• f (a,b) = 0;

• De partiële afgeleiden
∂ f
∂x

en
∂ f
∂y

bestaan en zijn continu op deze omgeving van (a,b);

•
∂ f
∂y

(a,b) 6= 0

dan bestaat er een open interval I dat a bevat, en een unieke functie g : I→ R zodat

• f (x,g(x)) = 0, voor elke x ∈ I

• g(a) = b

• g is continu en continu afleidbaar op I
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Bewijs. Beschouw de hulpfunctie~h : R2→ R2 gedefinieerd door

~h(x,y) = (h,k) = (x, f (x,y))

m.a.w. {h = x

k = f (x,y)

zodat h en k continu zijn en continue partiële afgeleiden bezitten op een omgeving van (a,b).
Bovendien is

∂(h,k)
∂(x,y)

=

∣∣∣∣∣ 1 0
∂ f
∂x

∂ f
∂y

∣∣∣∣∣= ∂ f
∂y

zodat
∂(h,k)
∂(x,y)

(a,b) 6= 0

We kunnen dus op~h de stelling van de inverse functie toepassen.

~h(a,b) = (a, f (a,b)) = (a,0)

en dus bestaat een open verzameling W die (a,0) bevat waarop ~h−1 gedefinieerd is en continue
partiële afgeleiden heeft. Schrijf~h−1(h,k) = (u,v). u en v zijn dus de componentfuncties van~h−1.

y y

x x

(a,b)

(a,0)

h

h
-1

Figuur 7.1: De hulpfunctie~h

Voor elke (x,y) ∈W geldt nu:

(x,y) = (~h◦~h−1)(x,y)

= ~h
(
u(x,y),v(x,y)

)
=

(
u(x,y), f (u(x,y),v(x,y))

)
zodat {

u(x,y) = x

f (x,v(x,y)) = y

Stel I1 = {x ∈R | (x,0) ∈W}. Dan is I1 een open interval dat a bevat, en voor x ∈ I1 is (x,0) ∈W ,
en

f (x,v(x,0)) = 0
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Definieer g : I1 → R door g(x) = v(x,0). Dan heeft g een continue afgeleide over I1, omdat v
continue partiële afgeleiden bezit in W en voor elke x ∈ I1 geldt

f (x,g(x)) = 0

Omdat~h(a,b) = (a,0) is

(a,b) =~h−1(a,0) = (a,v(a,0)) = (a,g(a))

zodat g(a) = b. Hiermee is het bestaan van de functie g bewezen. We zullen ook nog aantonen dat
g uniek is. Onderstel dat we een tweede continu afleidbare functie g̃ : I1→R kunnen vinden zodat
g̃(a) = b en f (x, g̃(x)) = 0, voor elke x ∈ I1. Dan is f (x, g̃(x)) = f (x,g(x)), zodat

~h(x,g(x)) = (x, f (x,g(x))) = (x, f (x, g̃(x))) =~h(x, g̃(x)),

voor elke x ∈ I1.~h : V →W is injectief, en dus krijgen we (x,g(x)) = (x, g̃(x)), en g(x) = g̃(x).
Dit bewijst de uniciteit, op de volgende kwestie na: om ~h te kunnen toepassen op (x,g(x)) en
(x, g̃(x)) moeten we hebben dat (x,g(x)), (x, g̃(x)) ∈V .
Om te beginnen is (x,g(x)) =~h−1(x,0) ∈V .
Om te garanderen dat ook (x, g̃(x)) ∈ V moeten we I1 verkleinen tot een kleiner open lijnstuk I.
Hiervoor zijn enkele afschattingen nodig.
Omdat V ⊂ R2 open is, bestaat er een open schijf S met middelpunt (a,b) die deel van V is; noem
de straal van deze schijf R.
Aangezien g̃ continu is in a hebben we:

∃δ1 > 0 : |x−a|< δ1 ⇒ |g̃(x)−b|< R√
2
.

Stel nu δ = min{δ1,R/
√

2}, en stel I = (a−δ,a+δ). Als x ∈ I, dan

‖(x, g̃(x))− (a,b)‖=
√
(x−a)2 +(g̃(x)−b)2 <

√
δ2 +

R2

2
≤ R,

en we besluiten dat (x, g̃(x)) ∈V . �

Hoe vinden we de afgeleiden van de functie g? We hebben voor elke x ∈ I

f (x,g(x)) = 0

Afleiden van deze betrekking naar x geeft, na toepassing van de kettingregel:

∂ f
∂x

+
∂ f
∂y

dg
dx

= 0 (7.2)

zodat
dg
dx

=−
∂ f
∂x
∂ f
∂y

(7.3)
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Om de tweede afgeleide van g te berekenen kan men (7.2) of (7.3) nogmaals afleiden naar x.
Afleiden van (7.2) geeft bijvoorbeeld

∂2 f
∂x2 +2

∂2 f
∂x∂y

dg
dx

+
∂2 f
∂y2

(dg
dx

)2
+

∂ f
∂y

d2g
dx2 = 0

waaruit men gemakkelijk d2g
dx2 berekent.

Door herhaalde malen af te leiden vindt men evenzo formules voor de tweede, derde,... afgeleiden.
Wel worden de algemene formules snel ingewikkeld. Merk op dat telkens ∂ f

∂y in de noemer voor-

komt. Een van de onderstellingen van onze stelling is dan ook dat ∂ f
∂y 6= 0 in (a,b), en a fortiori

op een omgeving van (a,b). Merk eveneens op dat de formules voor de afgeleiden van de functie
g niet alleen afhangen van x, maar ook van y. We krijgen dus geen expliciete formule voor de
afgeleiden.

Voorbeeld 7.2.2
x2 + y2 = 1

Neem (a,b) = (0,1). Dan is aan de voorwaarden van de stelling voldaan, en de gezochte functie
is g(x) =

√
1− x2, gedefinieerd op (−1,1). We hebben tevens, door de vergelijking af te leiden:

2x+2y
dg
dx

= 0

zodat
dg
dx

=−x
y

Inderdaad is
dg
dx

=− x√
1− x2

Neem nu (a,b) = (0,−1). Aan alle voorwaarden van de stelling is alweer voldaan, maar nu is
g(x) =−

√
1− x2.

Op (a,b) = (1,0) kunnen we evenwel de stelling niet toepassen, aangezien

∂ f
∂y

(1,0) = 0

Er bestaat immers geen oplossing van de vergelijking gedefinieerd op een omgeving van x = 1.

Laten we vervolgens kijken naar de stelling van de impliciete functies in haar algemene vorm. In
plaats van een vergelijking in twee veranderlijken bekijken we m vergelijkingen in n+m verander-
lijken: 

f1(x1, · · · ,xn,y1, · · · ,ym) = 0

f2(x1, · · · ,xn,y1, · · · ,ym) = 0

· · ·
fm(x1, · · · ,xn,y1, · · · ,ym) = 0
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of, vectorieel genoteerd:
~f (~x,~y) =~0

(Wat zijn de dimensies van ~f ,~x,~y?) We verwachten dat we uit deze m vergelijkingen de m groot-
heden y1, · · · ,ym kunnen oplossen zodat we krijgen

y1 = g1(x1, · · · ,xn)

y2 = g2(x1, · · · ,xn)

· · ·
ym = gm(x1, · · · ,xn)

De precieze voorwaarden waaronder dit gaat, worden gegeven in de volgende stelling. Voor n =
m = 1 is dit juist stelling 7.2.1.

Stelling 7.2.3 Onderstel dat een functie ~f : Rn+m→ Rm als componentfuncties f1, · · · , fm heeft,
en gedefinieerd is op een omgeving van (a1, · · · ,an,b1, · · · ,bm) = (~a,~b). Als voldaan is aan de
volgende voorwaarden:

• alle f j zijn continu op een omgeving V van (~a,~b);

• f j(~a,~b) = 0, voor elke j;

• elke f j bezit continue partiële afgeleiden op V ;

• de volgende Jacobiaanse determinant is niet nul:

∂( f1, · · · , fm)

∂(y1, · · · ,ym)
(~a,~b) 6= 0

dan bestaat er een unieke functie

~g = (g1, · · · ,gm) : W ⊂ Rn→ Rm

gedefinieerd op een open verzameling W die~a = (a1, · · · ,an) bevat zodat

1. voor elke~x ∈W:
~f (~x,~g(~x)) =~0

of, m.a.w., 
f1(x1, · · · ,xn,g1(x1, · · · ,xn), · · · ,gm(x1, · · · ,xn)) = 0

f2(x1, · · · ,xn,g1(x1, · · · ,xn), · · · ,gm(x1, · · · ,xn)) = 0

· · ·
fm(x1, · · · ,xn,g1(x1, · · · ,xn), · · · ,gm(x1, · · · ,xn)) = 0

2. ~g(~a) =~b, of m.a.w.
g j(a1, · · · ,an) = b j
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3. de functies g j zijn continu en bezitten continue partiële afgeleiden op W.
Bewijs. Het bewijs is nagenoeg identiek aan dat van de voorgaande stelling, maar iets ingewikkel-
der qua notatie. We laten het dan ook als oefening aan de geı̈nteresseerde lezer. �

Om de (partiële) afgeleiden van de functies g te berekenen gaat men te werk zoals hierboven in het
geval van een vergelijking met twee onbekenden: onderstel dat de vergelijking

f (x1, · · · ,xn,y) = 0 (7.4)

de mogelijkheid biedt y te bepalen als functie van (x1, · · · ,xn). Afleiden van (7.4) naar xi geeft ons:

∂ f
∂xi

+
∂ f
∂y

∂g
∂xi

= 0 (7.5)

zodat
∂g
∂xi

=−
∂ f
∂xi
∂ f
∂y

(7.6)

nogmaals afleiden van (7.5) of (7.6) naar x j geeft ons de tweede partiële afgeleiden.

Voorbeeld 7.2.4 Beschouw de vergelijking

zez = x+3y

In een omgeving van het punt (e,0,1) is voldaan aan de voorwaarden van de stelling van de im-
pliciete functies, zodat de vergelijking er z bepaalt als een impliciete functie van x en y. Afleiden
geeft: 

(z+1)ez ∂z
∂x

= 1

(z+1)ez ∂z
∂y

= 3
(7.7)

zodat 
∂z
∂x

=
e−z

z+1
∂z
∂y

=
3e−z

z+1
Nogmaals afleiden van (7.7) geeft

(z+2)ez(∂z
∂x

)2
+(z+1)ez ∂2z

∂x2 = 0

(z+2)ez ∂z
∂x

∂z
∂y

+(z+1)ez ∂2z
∂x∂y

= 0

(z+2)ez(∂z
∂y

)2
+(z+1)ez ∂2z

∂y2 = 0

zodat
∂2z
∂x2 =−(z+2)ez

(z+1)ez

(
∂z
∂x

)2
=−(z+2)e−2z

(z+1)3

Bereken zelf de twee andere tweede partiële afgeleiden.
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Ingeval er m vergelijkingen zijn die y1, · · · ,ym bepalen in functie van x1, · · · ,xn gaan we op analoge
manier te werk: gegeven zijn m vergelijkingen

f j(x1, · · · ,xn,y1, · · · ,ym) = 0

(voor j = 1, · · · ,m). Afleiden van elk van deze vergelijkingen naar xi geeft

∂ f j

∂xi
+

∂ f j

∂y1

∂y1

∂xi
+

∂ f j

∂y2

∂y2

∂xi
+ · · ·+

∂ f j

∂ym

∂ym

∂xi
= 0

Dit is een lineair stelsel van m vergelijkingen in de onbekenden

∂y1

∂xi
,

∂y2

∂xi
, · · · , ∂ym

∂xi

De determinant van dit stelsel is juist de Jacobiaanse determinant, bij onderstelling verschillend
van nul, zodat de oplossing van het stelsel uniek is. Door nogmaals partieel af te leiden naar
xk vindt men een nieuw lineair stelsel, met als determinant alweer de Jacobiaan, met de tweede
partiële afgeleiden naar xi en xk als onbekenden.

Voorbeeld 7.2.5 Onderstel dat de betrekkingen{xyz = a

x+ y+ z = b

y en z bepalen als functie van x. We bepalen dan y′, z′, y′′ en z′′. Afleiden naar x geeft{
yz+ xy′z+ xyz′ = 0

1+ y′+ z′ = 0

Oplossen naar y′ en z′ geeft 
y′ =

y(z− x)
x(y− z)

z′ =
z(x− y)
x(y− z)

Afleiden van y′ geeft

y′′ =
y

y− z
−x− z+ x

x2 +
z− x

x
y− z− y
(y− z)2 y′+

y
x

y− z+ z− x
(y− z)2 z′

=
−yz

x2(y− z)
+

(z− x)(−z)
x(y− z)2

y(z− x)
x(y− z)

+
y(y− x)
x(y− z)2

z(x− y)
x(y− z)

=
yz

x2(z− y)3

(
(y− z)2 +(z− x)2 +(x− y)2)

Bovendien volgt, na afleiden van 1+ y′+ z′ = 0, dat z′′ =−y′′.
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Voorbeeld 7.2.6 (poolcoördinaten) De transformatie{x = ρcosφ

y = ρsinφ

bepaalt ρ en φ in functie van x en y (als ρ 6= 0). We kunnen de partiële afgeleiden van ρ en φ bere-
kenen zonder eerst de inverse transformatie te bepalen. Afleiden van beide transformatieformules
naar x geeft: {

1 = cosφ
∂ρ

∂x −ρsinφ
∂φ

∂x

0 = sinφ
∂ρ

∂x +ρcosφ
∂φ

∂x

Oplossen van dit lineair stelsel geeft

∂ρ

∂x
= cosφ en

∂φ

∂x
=−sinφ

ρ

Door de transformatieformules af te leiden naar y vinden we

∂ρ

∂y
= sinφ en

∂φ

∂y
=

cosφ

ρ

Toepassing: meetkundige interpretatie van de gradiënt

Beschouw een functie f : Rn→ R. De verzamelingen met als vergelijking

f (x1, · · · ,xn) = c

vormen de (n-1)-dimensionale niveauoppervlakken van f . Vooral in de gevallen n = 2 (niveau-
krommen) en n = 3 (niveauoppervlakken) zijn deze voor ons van belang. Onderstel dat ~a =

(a1, · · · ,an) een punt op een niveauoppervlak zodanig dat ~∇ f (~a) 6=~0. Dan is tenminste een van de
partiële afgeleiden van f verschillend van nul in ~a, zodat in een omgeving van ~a op het niveauop-
pervlak de bijhorende variabele opgelost kan worden in functie van de andere:

xi = g(x1, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn)

Met andere woorden, in een omgeving van ~a kan de vergelijking van het niveauoppervlak in para-
metervorm geschreven worden: neem t1 = x1, · · · , ti−1 = xi−1, ti = xi+1, · · · , tn−1 = xn als parame-
ters. We krijgen dan 

x1 = t1
...
xi−1 = ti−1
xi = g(t1, · · · , tn−1)
xi+1 = ti
...
xn = tn−1

,
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of, vectorieel genoteerd,
~r =~r(t1, · · · , tn−1).

Merk op dat de n−1 vectoren
∂~r
∂t1

, · · · , ∂~r
∂tn−1

lineair onafhankelijk zijn. Immers,

rg
(

∂~r
∂t1
· · · , ∂~r

∂tn−1

)
= rg



1 · · · 0 ∂g
∂t1

0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 1 ∂g
∂ti−1

0 · · · 0

0 · · · 0 ∂g
∂ti

1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 ∂g
∂tn−1

0 · · · 1


= n−1.

We hebben dus bewezen:

Stelling 7.2.7 Beschouw de niveauoppervlakken van een functie f : Rn→ R. Indien ~∇ f (~a) 6=~0,
dan kan het niveauoppervlak

f (x1, · · · ,xn) = f (a1, · · · ,an)

in een omgeving van~a geschreven worden in parametervorm:
x1 = x1(t1, · · · , tn−1)

x2 = x2(t1, · · · , tn−1)

· · ·
xn = xn(t1, · · · , tn−1)

We kunnen dit vectorieel herschrijven als volgt:

~r =~r(t1, · · · , tn−1).

De parametrizatie kan zo gekozen worden dat de vectoren

∂~r
∂t1

, · · · , ∂~r
∂tn−1

lineair onafhankelijk zijn.

Neem een parametrizatie zoals in stelling 7.2.7. Voor een zekere waarde t∗i van de parameters ti
wordt juist het punt~a bereikt:

~a =~r(t∗1 , · · · , t∗n−1)

Omdat~r op het beschouwde niveauoppervlak ligt, geldt in een omgeving van (t∗1 , · · · , t∗n−1) dat

f (~r(t1, · · · , tn−1)) = f (a1, · · · ,an)
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Als we deze betrekking afleiden naar ti, dan volgt, met behulp van de kettingregel:

~∇ f (~r(t1, · · · , tn−1)).
∂~r
∂ti

(t1, · · · , tn−1) = 0

In het bijzonder:
~∇ f (~a).

∂~r
∂ti

(t∗1 , · · · , t∗n−1) = 0

De vectoren ∂~r
∂ti

(i = 1, · · · ,n− 1) raken aan het niveauoppervlak, en zijn lineair onafhankelijk.

Zij spannen dus de raakruimte aan het niveauoppervlak in het punt ~a op. Derhalve staat ~∇ f (~a)
loodrecht op het niveauoppervlak in het punt~a. We hebben dus bewezen:

Stelling 7.2.8 Met dezelfde onderstelling als in stelling 7.2.7 geldt dat ~∇ f (~a) in het punt ~a lood-
recht staat op het niveauoppervlak f (x1, · · · ,xn) = f (a1, · · · ,an).

Gevolgen

Beschouw de niveaukromme
f (x,y) = f (x0,y0)

De vergelijking van de raaklijn in (x0,y0) wordt gegeven door de formule

∂ f
∂x

(x0,y0)(x− x0)+
∂ f
∂y

(x0,y0)(y− y0) = 0

Voor het niveauoppervlak
f (x,y,z) = f (x0,y0,z0)

hebben we dat de vergelijking van het raakvlak in (x0,y0,z0) wordt gegeven door de formule

∂ f
∂x

(x0,y0,z0)(x− x0)+
∂ f
∂y

(x0,y0,z0)(y− y0)+
∂ f
∂z

(x0,y0,z0)(z− z0) = 0

7.3 Extreme waarden met nevenvoorwaarden

Het geval van één nevenvoorwaarde

Bekijk de functie f (x,y) = x+y. Het is onmiddellijk duidelijk dat f geen extreme waarden bereikt.
Dit verandert echter als men eist dat (x,y) slechts kan variëren over een gegeven kromme in R2,
bijvoorbeeld de cirkel x2 + y2 = 1. In dit geval ziet men meetkundig in dat er zeker een minimum
en een maximum is. Men kan deze extremen vinden door voor de kromme een parameterverge-
lijking in een parameter t te nemen, deze te substitueren in de functie f , en dan het de extremen
te bepalen van f als functie van de parameter t. Een bezwaar tegen deze procedure is dat het niet
altijd mogelijk is om expliciet een parametervergelijking van een kromme op te schrijven. In dit
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hoofdstuk bespreken we een techniek, gebaseerd op de stelling van de impliciete functies, die dit
probleem omzeilt.
Het algemeen probleem is het volgende: Gegeven is een functie f : Rn→ R. Bepaal de extreme
waarden van f als de variabelen (x1, · · · ,xn) variëren over het hyperoppervlak

g(x1, · · · ,xn) = 0 (7.8)

Vergelijking (7.8) wordt de nevenvoorwaarde genoemd. Eerst zullen we een nodige voorwaarde
geven opdat (7.8) een extreme waarde bereikt.
Onderstel dat f een extremum bereikt in het punt~a = (a1, · · · ,an) onder de nevenvoorwaarde (7.8).
Onderstel verder dat f en g differentieerbaar zijn in~a en dat ~∇g(~a) 6=~0. Vanwege stelling 7.2.7 uit
voorgaand hoofdstuk kunnen we de vergelijking van het niveauoppervlak (7.8) in parametervorm
schrijven, tenminste in een omgeving van~a:

~r =~r(t1, · · · , tn−1)

Onderstel~r(t∗1 , · · · , t∗n−1) =~a. Dan bereikt de functie

y = f (~r(t1, · · · , tn−1))

een extremum in het punt (t∗1 , · · · , t∗n−1). Derhalve geldt voor i = 1, · · · ,n−1 dat

∂y
∂ti

(t∗1 , · · · , t∗n−1) = 0

of, gebruik makende van de kettingregel

~∇ f (~r(t∗1 , · · · , t∗n−1)).
∂~r
∂ti

(t∗1 , · · · , t∗n−1) = 0

Dit betekent dat ~∇ f (~a) loodrecht staat op de raakruimte in ~a aan het niveauoppervlak. Nu staat
~∇g(~a) ook loodrecht op deze raakruimte (zie stelling 7.2.8 uit het voorgaande hoofdstuk). Dus
volgt dat ~∇ f (~a) en ~∇g(~a) evenwijdig zijn, of

~∇ f (~a) = α~∇g(~a)

We hebben dus het volgend resultaat:

Stelling 7.3.1 Onderstel dat f een extremum bereikt onder de nevenvoorwaarde (7.8) in het punt
~a = (a1, · · · ,an), en dat f en g differentieerbaar zijn in ~a, met ~∇g(~a) 6=~0. Dan geldt voor een
zekere α ∈ R dat

~∇ f (~a) = α~∇g(~a) (7.9)

of 

∂ f
∂x1

(~a) = α
∂g
∂x1

(~a)
∂ f
∂x2

(~a) = α
∂g
∂x2

(~a)

· · ·
∂ f
∂xn

(~a) = α
∂g
∂xn

(~a)

(7.10)
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De oplossingen van (7.9) of (7.10) - dit zijn de punten waarin mogelijk een extremum wordt bereikt
- noemt men de stationaire punten. Om de formules uit stelling 7.3.1 gemakkelijk te onthouden
kan men de volgende vuistregel gebruiken: bekijk de functie

f ∗(x1, · · · ,xn,α) = f (x1, · · · ,xn)−αg(x1, · · · ,xn)

en bepaal de stationaire punten alsof het een functie in n+ 1 variabelen betrof. Afleiden van f ∗

naar x1, · · · ,xn en nulstellen geeft vergelijking (7.10), terwijl afleiden naar α de nevenvoorwaarde
(7.8) oplevert.
Hoe bepalen we nu of een stationair punt een minimum, een maximum of geen extremum is? In
veel gevallen kan men meetkundige of fysische argumenten gebruiken om aan te tonen dat een
stationair punt een extremum is. In het algemeen zal men de tweede differentiaal van f bepalen,
en dan de technieken voor een vrij extremum in een of twee veranderlijken toepassen.
Onderstel dat~a =~r(t∗1 , · · · , t∗n−1) een stationair punt is. We bepalen de tweede differentiaal van

y = f (x1, · · · ,xn)

waarbij
xi = xi(t1, · · · , tn−1)

Voor de eerste differentiaal hebben we

dy =
( n

∑
i=1

∂

∂xi
dxi
)

f

en voor de tweede differentiaal:

d2y =
( n

∑
i=1

∂

∂xi
dxi
)(2) f +

n

∑
i=1

∂ f
∂xi

d2xi

Laten we trachten van de tweede differentialen van de xi af te raken. We weten dat voor elke
(t1, · · · , tn−1):

g(x1, · · · ,xn) = 0

Differentiëren geeft
n

∑
i=1

∂g
∂xi

dxi = 0 (7.11)

en een tweede maal differentiëren geeft

( n

∑
i=1

∂

∂xi
dxi
)(2)g+ n

∑
i=1

∂g
∂xi

d2xi = 0

In het stationair punt geldt dat
∂ f
∂xi

= α
∂g
∂xi

zodat
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

d2xi =−α
( n

∑
i=1

∂

∂xi
dxi
)(2)g
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In een stationair punt geldt dus:

d2y =
( n

∑
i=1

∂

∂xi
dxi
)(2)

( f −αg) = d2 f ∗

waarbij d2 f ∗ berekend wordt alsof f ∗ een vrije functie was in de variabelen x1, · · · ,xn. Men kan
hierin (7.11) substitueren, zodat d2y een functie is van n−1 van de dxi.

Voorbeeld 7.3.2 Hernemen we het voorbeeld uit het begin van het hoofdstuk: vind de extreme
waarden van

f (x,y) = x+ y

met als nevenvoorwaarde
x2 + y2 = 1

Onze hulpfunctie is nu
f ∗(x,y) = x+ y−α(x2 + y2−1)

en de stationaire punten worden gevonden uit
∂ f ∗
∂x = 1−2αx = 0

∂ f ∗
∂y = 1−2αy = 0

x2 + y2 = 1

Uit de eerste twee vergelijkingen volgt dat x = y = 1/2α. Subsitueren in de derde vergelijking
levert twee stationaire punten op:

(

√
2

2
,

√
2

2
) met α =

√
2

2
en

(−
√

2
2

,−
√

2
2

) met α =−
√

2
2

Uit meetkundige overwegingen leidt men gemakkelijk af dat het eerste stationair punt een maxi-
mum is, en het tweede een minimum. Men kan dit ook inzien door de tweede differentiaal te
berekenen:

d2 f ∗ =−2α(dx2 +dy2)

We kunnen hieruit nog dx of dy elimineren door de nevenvoorwaarde af te leiden, maar dit is niet
eens nodig aangezien d2 f ∗ het teken tegengesteld aan dat van α heeft, zodat het eerste stationaire
punt een maximum is, en het tweede een minimum.

Voorbeeld 7.3.3 (het punt van Lemoine) Gegeven is een driehoek ABC met oppervlakte s en
waarvan de zijden respectievelijk a, b en c als lengte hebben. Gevraagd wordt om een punt L te
bepalen zodanig dat de som van de kwadraten der afstanden tot de drie zijden van de driehoek
minimaal is. L moet binnen de driehoek liggen. De functie waarvan we de extremen zoeken is

u = x2 + y2 + z2
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A

B
C

a

b
c

L

yz

x

Figuur 7.2: Het punt van Lemoine

en de nevenvoorwaarde is
2s = ax+by+ cz

We voeren de volgende hulpfunctie in:

u∗ = x2 + y2 + z2−α(ax+by+ cz−2s)

De stationaire punten worden gegeven door
∂u∗
∂x = 2x−aα = 0
∂u∗
∂y = 2y−bα = 0

∂u∗
∂z = 2z− cα = 0

2s = ax+by+ cz

Hieruit krijgt men
a2α

2
+

b2α

2
+

c2α

2
= 2s

zodat

α =
4s

a2 +b2 + c2

en 
x = 2as

a2+b2+c2

y = 2bs
a2+b2+c2

z = 2cs
a2+b2+c2

Uit meetkundige overwegingen volgt dat dit stationaire punt noodzakelijk een minimum moet zijn.
Dit kunnen we ook zien door de tweede differentiaal te bepalen:

d2u∗ = 2dx2 +2dy2 +2dz2 > 0

Aangezien de tweede differentiaal steeds positief is, hebben we een minimum.
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Het algemeen geval

Gegeven is een functie f : Rn→R. Bepaal de extreme waarden van f als de variabelen (x1, · · · ,xn)
variëren over de verzameling 

g1(x1, · · · ,xn) = 0

g2(x1, · · · ,xn) = 0

· · ·
gm(x1, · · · ,xn) = 0

(7.12)

We hebben nu dus meer dan een nevenvoorwaarde. De oplossing van (7.12) is een n−m-dimensionaal
oppervlak in Rn. Onderstel dat~a een oplossing is van ons probleem, en dat in een omgeving van~a
(7.12) in parametervorm herschreven kan worden:

~r =~r(t1, · · · , tn−m) (7.13)

waarbij~a =~r(t∗1 , · · · , t∗n−m). De vectoren ∂~r
∂t1
, · · · , ∂~r

∂tn−m
spannen de (n−m-dimensionale) raakruimte

aan het oppervlak (7.12) op. Afleiden van (7.12) naar ti geeft, m.b.v de kettingregel

~∇g j(~a).
∂~r
∂ti

= 0

voor j = 1, · · · ,m. Derhalve staan de vectoren

~∇g1(~a), · · · ,~∇gm(~a)

orthogonaal op de raakruimte. Ze spannen dus het orthocomplement van de raakruimte op.
Omdat f een extremum bereikt in~a, is de partiële afgeleide van f naar elk van de veranderlijken ti
nul in~a. Dus is, weer met behulp van de kettingregel:

~∇ f (~a).
∂~r
∂ti

= 0

zodat ~∇ f (~a) loodrecht op de raakruimte staat. Maar dan moet

~∇ f (~a) =
m

∑
j=1

α j~∇g j(~a)

voor zekere α j ∈ R. We hebben dus bewezen:

Stelling 7.3.4 Onderstel dat f een extremum bereikt onder de nevenvoorwaarden (7.12) in het punt
~a = (a1, · · · ,an), en dat f en gi differentieerbaar zijn in ~a. Dan geldt voor zekere α1, · · · ,αm ∈ R
dat

~∇ f (~a) =
m

∑
j=1

α j~∇g j(~a) (7.14)
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of 

∂ f
∂x1

(~a) =
m

∑
j=1

α j
∂g j

∂x1
(~a)

∂ f
∂x2

(~a) =
m

∑
j=1

α j
∂g j

∂x2
(~a)

· · ·
∂ f
∂xn

(~a) =
m

∑
j=1

α j
∂g j

∂xn
(~a)

(7.15)

Net zoals in de vorige paragraaf kunnen we dit als volgt memoriseren: voer een hulpfunctie f ∗ :
Rn+m→ R in als volgt:

f ∗(x1, · · · ,xn,α1, · · · ,αm) = f (x1, · · · ,xn)−
m

∑
j=1

α jg j(x1, · · · ,xn)

en behandel f ∗ alsof het een vrij extremum in n+m variabelen betrof. Afleiden naar xi geeft juist
de vergelijkingen (7.15), terwijl afleiden naar de α j de nevenvoorwaarden (7.12) oplevert. Voor
het bepalen van de tweede differentiaal geldt dezelfde filosofie:

d2 f = d2 f ∗

waarbij f ∗ beschouwt wordt als een functie van x1, · · · ,xn.
Voor verdere voorbeelden verwijzen we naar de oefeningen.

7.4 Eigenschappen van de Jacobiaanse determinant

In de voorbeelden 7.1.2 en 7.1.3 was de Jacobiaan slechts nul op een verzameling zonder inwendige
punten. Indien de Jacobiaan identiek nul is over een domein, dan krijgen we een andere situatie.
We verduidelijken dit met twee stellingen:

Stelling 7.4.1 Beschouw n differentieerbare functies f1, · · · , fn : D⊂Rn→R, gedefinieerd op een
domein D. Indien er over D een betrekking bestaat tussen f1, · · · , fn, die niet identiek nul is, dan is

j =
∂( f1, · · · , fn)

∂(x1, · · · ,xn)
= 0

over D.

Bewijs. Schrijf yi = fi(x1, · · · ,xn) en onderstel dat g : Rn→ R, een functie die niet gelijk is aan de
constante functie met waarde 0, zodanig dat

g( f1(x1, · · · ,xn), · · · , fn(x1, · · · ,xn)) = 0 (7.16)

124



voor alle (x1, · · · ,xn) ∈ D. Omdat g niet identiek nul is, geldt dat minstens een der partiële afgelei-
den

∂g
∂yi
6= 0

Afleiden van (7.16) geeft, met behulp van de kettingregel:
∂g
∂y1

∂ f1

∂x1
+ · · ·+ ∂g

∂yn

∂ fn

∂x1
= 0

· · ·
∂g
∂y1

∂ f1

∂xn
+ · · ·+ ∂g

∂yn

∂ fn

∂xn
= 0

Dit is een lineair homogeen stelsel met onbekenden

∂g
∂yi

Dit stelsel bezit een van nul verschillende oplossing. Derhalve is de determinant van het stelsel,
onze Jacobiaanse determinant, gelijk aan nul. Dit bewijst de stelling. �

Stelling 7.4.2 Beschouw n differentieerbare functies fi(x1, · · · ,xn), voor i = 1, · · · ,n. Indien de
Jacobiaan

j =
∂( f1, · · · , fn)

∂(x1, · · · ,xn)
= 0

over een domein D, dan bestaat rond elk punt van D een omgeving waar er een betrekking bestaat
tussen f1, f2, · · · , fn.

Bewijs. We zullen deze stelling hier niet bewijzen. �

Voorbeeld 7.4.3 Definieer voor (x,y) 6= (0,0) de functies u en v dooru = x2−y2

x2+y2

v = xy
x2+y2

Er bestaat een betrekking tussen u en v, namelijk

u2 +4v2 = 1

Men gaat gemakkelijk na dat

∂(u,v)
∂(x,y)

=

∣∣∣∣∣∣∣
(x2 + y2)2x− (x2− y2)2x

(x2 + y2)2
(x2 + y2)(−2y)− (x2− y2)2y

(x2 + y2)2

(x2 + y2)y−2x.xy
(x2 + y2)2

(x2 + y2)x−2y.xy
(x2 + y2)2

∣∣∣∣∣∣∣= 0
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Voorbeeld 7.4.4 Definieer de functies u en v door{
u = bgtgx+bgtgy

v = (x+y)2

(1+x2)(1+y2)

Reken zelf na dat
∂(u,v)
∂(x,y)

= 0

Volgens Stelling 7.4.2 bestaat er dus een betrekking tussen u en v. Ga na dat inderdaad v = sin2 u.
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Hoofdstuk 8

De integraal van een continue functie

8.1 Riemann-integreerbare functies

Probleemstelling

We vertrekken van volgende concrete meetkundige en fysische problemen.

• Gegeven is een (begrensd) deel G van het vlak. Hoe bepalen we de oppervlakte van G?

• Een deeltje beweegt langs een rechte lijn. Op tijdstip t is de snelheid van het deeltje v(t).
Wat is de afgelegde weg tussen twee tijdstippen t1 en t2?

• Onderstel dat op het deeltje een kracht werkt die afhangt van de plaats op de rechte waar het
deeltje zich bevindt. Wat is de arbeid geleverd terwijl het deeltje zich beweegt van een punt
A op de rechte naar een punt B op de rechte?

We merken op dat de oplossing voor ons probleem in sommige gevallen eenvoudig is.

• Als G een rechthoek is met zijden b en h, dan wordt de oppervlakte gegeven door de formule
Opp(G) = bh.

• Als de snelheid v van het deeltje constant is, dan is de afgelegde weg tussen de tijdstippen t1
en t2 v(t2− t1).

• Onderstel dat de kracht die op het deeltje werkt constant is. Schrijf Fx voor de component
van de kracht in de richting van de beweging. De geleverde arbeid is dan ‖ ~AB‖Fx.

We bekijken nu het eerste probleem, dat van oppervlakte. Zij a,b ∈ R, en f : [a,b]→ R een
begrensde functie. In veel gevallen zullen we onderstellen dat f continu is. Onderstel dat f (x)≥ 0
voor elke x ∈ [a,b], en bekijk de oppervlakte begrensd door de x-as, de grafiek y = f (x), en de
verticale rechten x = a en x = b.
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Partities op een interval

Kies n−1 punten in het interval [a,b], voeg er a en b aan toe, en rangschik de punten in stijgende
volgorde. We krijgen dus

a = x0 < x1 < x2 < · · ·< xn−1 < xn = b

We noemen
P = (a = x0,x1,x2, · · · ,xn = b)

een partitie van het interval [a,b]. Voor i = 1, · · · ,n schrijven we

∆xi = xi− xi−1

De norm NP van P wordt gedefinieerd met behulp van de formule

NP = max{∆xi | i = 1, · · · ,n}

De xi noemen we de deelpunten van P. Het interval [xi−1,xi] noemen we de i-de cel van de partitie.
Beschouw een tweede partitie Q. Als de verzameling van de deelpunten van P een deel is van die
van Q, dan zeggen we dat Q fijner is dan P, of nog dat Q een verfijning is van P. We noteren dit
door

P� Q

Een verfijning van een partitie ontstaat dus door deelpunten toe te voegen.
Bekijk nu twee partities

P = (a = x0,x1,x2, · · · ,xn = b) en P′ = (a = y0,y1,y2, · · · ,ym = b)

Q = P∨P′ is de partitie die ontstaat door de deelpunten van P en P′ samen te voegen. Als een
deelpunt zowel in P als P′ optreedt, dan laten we dit in Q uiteraard maar een keer optreden. We
zien dan onmiddellijk dat P∨P′ een verfijning is van zowel P als P′:

P� P∨P′ en P′ � P∨P′

Neem een punt c ∈ (a,b), en partities P1 = (a = x0,x1, · · · ,xn = c) en P2 = (c = y0,y1, · · · ,ym = b)
van respectievelijk [a,c] en [c,b]. Dan is

P1P2 = (a = x0,x1, · · · ,xn = c = y0,y1, · · · ,ym = b)

een partitie van [a,b].

De boven- en benedensom behorend bij een partitie

Zij f : [a,b]→ R een continue functie, en P een partitie van [a,b]. Voor i = 1, · · · ,n schrijven we

Mi = max{ f (x) | xi−1 ≤ x≤ xi}
mi = min{ f (x) | xi−1 ≤ x≤ xi}
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Mi en mi zijn dus respectievelijk de grootste en de kleinste waarden die f aanneemt op de i-de
cel van de partitie. Mi en mi worden bereikt, omdat de functie f bij onderstelling continu is. We
definiëren nu

U f (P) = M1∆x1 +M2∆x2 + · · ·+Mn∆xn =
n

∑
i=1

Mi∆xi

L f (P) = m1∆x1 +m2∆x2 + · · ·+mn∆xn =
n

∑
i=1

mi∆xi

We noemen U f (P) en L f (P) respectievelijk de bovensom en benedensom van f behorend bij de
partitie P (zie figuren 1.1 en 1.2). Hierin staat U voor “upper” en L voor “lower”. Als f alleen

x

y

y=f(x)

a x0 x1 x2 b

Figuur 8.1: De benedensom

niet-negatieve waarden aanneemt, dan zijn U f (P) en L f (P) beiden benaderingen voor de gezochte
oppervlakte. U f (P) is groter dan de gezochte oppervlakte, terwijl L f (P) kleiner is. We geven

x

y

y=f(x)

a x0 x1 x2 b

Figuur 8.2: De bovensom

nu enkele eenvoudige maar nuttige eigenschappen van boven- en benedensom. In de volgende
hulpstellingen is f : [a,b]→ R telkens een continue functie.
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Lemma 8.1.1 Voor elke partitie P van [a,b] geldt

L f (P)≤U f (P)

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit het feit dat mi ≤Mi voor elke i. �

Lemma 8.1.2 Neem twee verschillende partities P� P′ van [a,b]. Dan is

L f (P)≤ L f (P′)≤U f (P′)≤U f (P)

Bewijs. Evident. �

Lemma 8.1.3 Neem twee willekeurige partities P en Q van [a,b]. Dan is

L f (P)≤U f (Q)

Bewijs. Gebruik makend van de twee vorige lemmas vinden we

L f (P)≤ L f (P∨Q)≤U f (P∨Q)≤U f (Q)

�

Stel nu Ptr = (a,b), de triviale partitie van [a,b]. Dan is

L f (Ptr) = m(b−a) en U f (Ptr) = M(b−a)

waarbij
m = min{ f (x) | x ∈ [a,b]} en M = max{ f (x) | x ∈ [a,b]}

Uit lemmas 8.1.1 en 8.1.2 volgt nu onmiddellijk dat

m(b−a)≤ L f (P)≤U f (P)≤M(b−a)

voor elke partitie van [a,b]. De verzameling van alle benedensommen (resp. bovensommen) van f
is dus begrensd, en we stellen per definitie

Il = sup{L f (P) | P is een partitie van [a,b]} (8.1)
Iu = inf{U f (P) | P is een partitie van [a,b]} (8.2)

Uit lemma 8.1.3 volgt nu onmiddellijk dat

Il ≤ Iu (8.3)

We keren even terug naar ons “oppervlakteprobleem”. Zoals we zagen is L f (P) een benadering
voor de oppervlakte die we zoeken, en, hoe fijner we P nemen, hoe beter deze benadering. Boven-
dien is L f (P) steeds kleiner dan de oppervlakte. Hetzelfde geldt voor U f (P), maar nu vinden we
benaderingen die groter zijn. Intuı̈tief verwachten we daarom dat zowel Il als Iu gelijk zullen zijn
aan de gezochte oppervlakte.
Dit schijnt erop te wijzen dat Il = Iu. Dit is inderdaad het geval, tenminste als f een continue
functie is.
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Stelling 8.1.4 Zij f : [a,b]→ R continu over [a,b]. Dan is

Il = Iu

We noemen Il = Iu de bepaalde integraal van f over [a,b], en noteren deze als

I =
∫ b

a
f (x)dx

Opmerkingen 8.1.5 1) We verklaren de notatie

I =
∫ b

a
f (x)dx

We kunnen deze bekijken als een limietstand (of supremum) van sommen van de vorm

L f (P) =
n

∑
i=1

mi∆xi

Het teken
∫

staat voor (de limietvorm van) ∑. mi is (of ligt minstens dicht bij) een f (x), en dx
staat voor de limietvorm van ∆x. De veranderlijke x in

∫ b
a f (x)dx is een “dummy”veranderlijke:

we kunnen x vervangen door eender welke ander symbool dat nog geen andere betekenis heeft:∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (t)dt =

∫ b

a
f (u)du

Het precieze verband met de differentiaal (en de afgeleide) beschrijven we in § 8.2.
2) stelling 8.1.4 vertelt ons nog niet hoe we een integraal in de praktijk kunnen berekenen. We
zullen dit verderop zien.

Bewijs. We moeten aantonen dat Il = Iu. We weten al dat Il ≤ Iu en daarom volstaat het aan te
tonen dat Iu− Il ≤ ε voor elke ε > 0.
Neem een willekeurige partitie P van [a,b]. We hebben gezien dat

L f (P)≤ Il ≤ Iu ≤U f (P)

en dus hebben we dat
Iu− Il ≤U f (P)−L f (P)

De stelling is dus bewezen als we volgende eigenschap kunnen aantonen:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : NP < δ =⇒ U f (P)−L f (P)< ε (8.4)

f is continu over [a,b], en dus ook uniform continu (zie stelling 3.4.7). We hebben dus

∀ε′ > 0,∃δ > 0 : ∀x,y ∈ [a,b] : |x− y|< δ =⇒ | f (x)− f (y)|< ε
′

Stel nu
mi = f (ξi) en Mi = f (Ξi)

waarbij ξi,Ξi ∈ [xi−1,xi]. Herhaal dat mi en Mi bereikt worden omdat f een continue functie is.
Onderstel nu dat NP < δ. Dan is |ξi−Ξi|< δ en dus Mi−mi = f (Ξi)− f (ξi)< ε′, zodat

U f (P)−L f (P) =
n

∑
i=1

(Mi−mi)∆xi < ε
′

n

∑
i=1

∆xi = ε
′(b−a) = ε

als we ε′ = ε/(b−a) stellen. Dit bewijst (8.4). �
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De formules van Möbius

Stelling 8.1.6 Beschouw een continue functie f : [a,b]→ R, en c ∈ [a,b]. Dan is∫ b

a
f (x)dx =

∫ c

a
f (x)dx+

∫ b

c
f (x)dx (8.5)

Bewijs. We schrijven

f1 = f[a,c] : [a,c]→ R en f2 = f[c,b] : [c,b]→ R

voor de beperkingen van f tot de intervallen [a,c] en [c,b]. We weten dat f , f1 en f2 continu zijn,
respectievelijk over de intervallen [a,b], [a,c] en [c,b]. Het volstaat dus om aan te tonen dat

Il = Il,1 + Il,2

Neem partities

P1 = (a = x0,x1,x2, · · · ,xn = c) van [a,c]
P2 = (c = y0,y1,y2, · · · ,ym = b) van [c,b]

Dan is
P = P1P2 = (a = x0,x1,x2, · · · ,xn = c = y0,y1,y2, · · · ,ym = b)

een partitie van [a,b], en
L f1(P1)+L f2(P2) = L f (P)≤ Il

en dus
Il,1 + Il,2 = sup

P1

L f1(P1)+ sup
P2

L f2(P2)≤ Il

Om de omgekeerde ongelijkheid te bewijzen gaan we als volgt te werk. Neem een willekeurig
klein getal ε > 0, en een partitie P van [a,b] zodat Il− ε < L f (P) ≤ Il . In het algemeen is c geen
deelpunt van de partitie P. We stellen daarom P′ de partitie die ontstaat door aan P het deelpunt c
toe te voegen. Dan is P′ fijner dan P, en P′ = P1P2 waarbij P1 en P2 respectievelijk partities zijn
van [a,c] en [c,b]. We hebben dan

Il− ε < L f (P)≤ L f (P′) = L f1(P1)+L f2(P2)≤ Il,1 + Il,2

Omdat deze ongelijkheid geldt voor alle ε > 0 hebben we

Il ≤ Il,1 + Il,2

We concluderen dat
Il = Il,1 + Il,2 (8.6)

�

132



Stuksgewijze continue functies

Een functie f : [a,b]→R noemen we stuksgewijs continu indien f overal continu is behalve in een
eindig aantal punten a1,a2, · · · ,ak, en de linker- en rechterlimieten van f in a1,a2, · · · ,ak bestaan.
we definiëren dan, voor i = 1, · · · ,k:

fi : [ai−1,ai]→ R

fi(x) =


f (x) als ai−1 < x < ai

limx→ai−1+ f (x) als x = ai−1

limx→ai− f (x) als x = ai

fi is dan een continue functie over [ai−1,ai], en we definiëren

∫ b

a
f (x)dx =

k

∑
i=1

∫ ai

ai−1

fi(x)dx

De gevallen a > b en a = b

Tot hiertoe onderstelden we steeds dat a < b. Per definitie stellen we∫ a

b
f (x)dx =−

∫ b

a
f (x)dx en

∫ a

a
f (x)dx = 0

Riemannsommen

Neem weer een continue functie f : [a,b]→ R, en een partitie P = (a = x0,x1,x2, · · · ,xn = b) van
[a,b]. Voor elke cel [xi−1,xi] van de partitie kiezen we willekeurig een punt x′i ∈ [xi−1,xi], en we
bekijken de som

R f (P) =
n

∑
i=1

f (x′i)∆(xi)

Deze som noemen we de Riemannsom geassocieerd aan de partitie P en de punten (x′1, · · · ,x′n) (zie
Figuur 8.3). Merk op dat L f (P) en U f (P) zelf ook Riemannsommen zijn (geassocieerd aan resp.
(ξ1, · · · ,ξn) en (Ξ1, · · · ,Ξn)), en dat

L f (P)≤ R f (P)≤U f (P)

Uit (8.4) volgt nu onmiddellijk

∀ε > 0, ∃δ > 0 : NP < δ =⇒ |R f (P)−
∫ b

a
f (x)dx|< ε (8.7)

en dit voor elke keuze van de punten (x′1, · · · ,x′n). Immers, I =
∫ b

a f (x)dx en R f (P) liggen beiden
tussen L f (P) en U f (P), en U f (P)−L f (P)< ε. Met andere woorden, de bepaalde integraal van een
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x

y

y=f(x)

a x0 x1 x2 b

Figuur 8.3: De Riemannsom

continue functie is de limiet van de Riemannsommen van deze functie voor NP→ 0, en ongeacht
welke keuze men maakt voor de punten (x′1, · · · ,x′n). We zullen schrijven∫ b

a
f (x)dx = lim

NP→0
R f (P) (8.8)

waarbij we opmerken dat deze limiet ingewikkelder in mekaar zit dan de limieten beschreven in
het vorige deel van de cursus, aangezien R f (P) niet alleen afhangt van f en P, maar ook van de
gekozen punten (x′1, · · · ,x′n).

Verdere eigenschappen

Stelling 8.1.7 Neem twee continue functies f ,g : [a,b]→ R, en α,β ∈ R. Dan is∫ b

a
(α f +βg)(x)dx = α

∫ b

a
f (x)dx+β

∫ b

a
g(x)dx

Bewijs. Neem een partitie P = (a = x0,x1,x2, · · · ,xn = b), en punten x′i ∈ [xi−1,xi]. Dan is

Rα f+βg(P) = αR f (P)+βRg(P)

en de eigenschap volgt na limietovergang voor NP→ 0. �

Stelling 8.1.8 Onderstel dat f : [a,b]→ R continu, en f (x)≥ 0, voor elke x ∈ [a,b]. Dan is∫ b

a
f (x)dx≥ 0

Als f ,g : [a,b]→ R continu, en f (x)≥ g(x), voor elke x ∈ [a,b]. Dan is∫ b

a
f (x)dx≥

∫ b

a
g(x)dx
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Bewijs. Voor elke Riemannsom geldt dat R f (P)≥ 0, en de eerste formule volgt na limietovergang
voor NP→ 0. De tweede formule volgt na toepassing van de eerste op f −g. �

Stelling 8.1.9 Onderstel dat f : [a,b]→ R continu, en f (x)≥ 0. Als f 6= 0, dan is∫ b

a
f (x)dx > 0

Bewijs. Omdat f 6= 0 bestaat er een punt x0 ∈ [a,b] zodat f (x0) > 0. Omdat f continu is in x0
bestaat er een omgeving (x0−δ,x0 +δ) zodat f (x)> f (x0)/2 over deze omgeving. Dan is∫ b

a
f (x)dx≥

∫ x0+δ

x0−δ

f (x)dx >
∫ x0+δ

x0−δ

f (x0)/2dx = δ f (x0)> 0

�

8.2 De stelling van het gemiddelde en de grondformule van de
integraalrekening

Stelling 8.2.1 (stelling van het gemiddelde) Neem twee continue functies f ,w : [a,b]→ R, en
onderstel dat w(x)≥ 0 voor elke x ∈ [a,b], en w 6= 0. Dan bestaat er een ξ ∈ [a,b] zodat∫ b

a
w(x) f (x)dx = f (ξ)

∫ b

a
w(x)dx (8.9)

Bewijs. Omdat f continu is over [a,b] bereikt f een maximale waarde M en een minimale waarde
m. Voor elke x ∈ [a,b] geldt dus

m≤ f (x)≤M

en, gebruik makend van w(x)≥ 0,

mw(x)≤ f (x)w(x)≤Mw(x)

en dus, gebruik makend van stelling 8.1.8∫ b

a
mw(x)dx≤

∫ b

a
w(x) f (x)dx≤

∫ b

a
Mw(x)dx

en

m
∫ b

a
w(x)dx≤

∫ b

a
w(x) f (x)dx≤M

∫ b

a
w(x)dx

Door stelling 8.1.9 weten we dat
∫ b

a w(x)dx > 0. We krijgen dus

m≤
∫ b

a w(x) f (x)dx∫ b
a w(x)dx

≤M
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Omdat f continu is over [a,b] bereikt f elke waarde tussen m en M, en dus bestaat er een ξ ∈ [a,b]
zodat

f (ξ) =
∫ b

a w(x) f (x)dx∫ b
a w(x)dx

en hieruit volgt de gezochte formule. �

a b x

y

Figuur 8.4: De stelling van het gemiddelde

Als w(x) = 1, dan kunnen we dit verder meetkundig interpreteren. De stelling van het gemiddelde
wordt dan ∫ b

a
f (x)dx = µ(b−a)

µ(b−a) is de oppervlakte van de rechthoek met basis [a,b] en hoogte µ.
∫ b

a f (x)dx is de gearceerde
oppervlakte. We noemen

µ =

∫ b
a f (x)dx
b−a

de gemiddelde waarde van f over het interval [a,b]. (zie Figuur 8.4). We noemen

µ =

∫ b
a f (x)w(x)dx∫ b

a w(x)dx

de gemiddelde waarde van f over [a,b] ten opzichte van de gewichtsfunctie w.

Voor elke x ∈ [a,b] is de beperking van f tot het interval [a,x] opnieuw een continue functie. We
kunnen dus een nieuwe functie g : [a,b]→ R definiëren als volgt

g(x) =
∫ x

a
f (t)dt

We zullen nu aantonen dat de afgeleide van de functie g bestaat en gelijk is aan f .
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Stelling 8.2.2 Als f : [a,b]→ R continu is, dan is de functie

g : [a,b]→ R : x 7→ g(x) =
∫ x

a
f (t)dt

afleidbaar over [a,b] en bovendien is

g′(x) =
d
dx

∫ x

a
f (t)dt = f (x)

Bewijs. Kies x,x+h ∈ [a,b]. Uit de stelling van het gemiddelde volgt nu dat

g(x+h)−g(x) =
∫ x+h

x
f (t)dt = f (x+θh)h

met θ ∈ [0,1]. Aangezien f continu is in x, volgt nu

g′(x) = lim
h→0

g(x+h)−g(x)
h

= lim
h→0

f (x+θh) = f (x)

en dit bewijst onze stelling. �

Definitie 8.2.3 Onderstel dat f : [a,b]→R continu is. Een functie F : [a,b]→R noemen we een
primitieve van f als

F ′(x) = f (x)

voor elke x ∈ [a,b].

We kunnen nu de grondformule van de integraalrekening bewijzen.

Stelling 8.2.4 (grondformule van de integraalrekening) Onderstel dat f : [a,b]→R continu is,
en dat F een primitieve is van f . Dan is∫ b

a
f (x)dx = F(b)−F(a)

Bewijs. Definieer de functie g zoals hierboven. Uit stelling 8.2.2 volgt dan dat

g′(x) = F ′(x) = f (x)

voor alle x ∈ [a,b]. Dit impliceert dat er een constante c bestaat zodat

g(x) = F(x)+ c

Stellen we hierin x = a, dan volgt

g(a) =
∫ a

a
f (x)dx = 0 = F(a)+ c

zodat c =−F(a) en
g(x) = F(x)−F(a)

Als we nu x = b stellen dan verkrijgen we het gewenste resultaat. �

Men noteert soms F(b)−F(a) =
[
F(x)

]b
a. In hoofdstuk 9 zullen we technieken zien om primitie-

ven van continue functies te bepalen.
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8.3 Voorbeelden en toepassingen

Berekenen van oppervlakten

Als f (x) ≥ 0 voor elke x ∈ [a,b], dan stelt de bepaalde integraal
∫ b

a f (x)dx de oppervlakte voor
begrepen tussen de x-as, de grafiek y = f (x) en de twee verticale rechten x = a en x = b. Als we
van een continue functie f een primitieve kunnen bepalen, dan kunnen we de bepaalde integraal
van f berekenen. We zullen de oppervlakte van een rechthoekige driehoek met rechthoekszijden a
en b berekenen. (zie Figuur 8.5) De vergelijking van de rechte door (a,0) en (0,b) is

y

x

b

a

Figuur 8.5: De oppervlakte van de driehoek

x
a
+

y
b
= 1

De oppervlakte van de driehoek is dus

S =
∫ a

0
b(1− x

a
)dx

De functie

F(x) = b(x− x2

2a
)

is een primitieve van
f (x) = b(1− x

a
)

en dus is

S =
[
b(x− x2

2a
)
]a

0
=

ab
2

Als f ook negatieve waarden aanneemt over [a,b], dan kunnen we
∫ b

a f (x)dx nog steeds interpre-
teren als een oppervlakte; het deel van het gebied begrepen tussen de x-as en de grafiek y = f (x)
dat gelegen is onder de x-as krijgt dan een negatief teken.

Afgelegde weg

Een deeltje beweegt langs een rechte lijn. De snelheid v van het deeltje is functie van de tijd:

v = v(t)
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Wat is de weg die het deeltje heeft afgelegd tussen de tijdstippen t = a en t = b? Als de snelheid v
constant is, dan is de afgelegde weg duidelijk

s = v(b−a)

Als v niet constant is, gaan we alsvolgt tewerk. We nemen een partitie

P = (a = t0, t1, t2, · · · , tn = b)

van [a,b]. De afgelegde weg tussen tijdstippen ti−1 en ti is in benadering gelijk aan

v(t∗i )∆ti

waarbij t∗i ∈ [ti−1, ti]. De totale afgelegde weg is dus in benadering gelijk aan

n

∑
i=1

v(t∗i )∆ti

Dit is een Riemannsom RP. Hoe fijner de partitie P, hoe beter RP de afgelegde weg benadert, en
we besluiten dat

s =
∫ b

a
v(t)dt

Als voorbeeld bekijken we een deeltje met constante versnelling a = 3 m/sec2. Hoeveel afstand
heeft het deeltje afgelegd na 10 sec, als het vertrekt met een snelheid van v0 = 2 m/sec?
De snelheid op tijdstip t is

v(t) = v0 +at

en dus is de afgelegde weg op tijdstip b:

s =
∫ b

0
(v0 +at)dt

F(t) = v0t +at2/2 is een primitieve functie van de functie f (t) = v0 +at. Daarom is

s =
[
v0t +at2/2

]b
0 = v0b+ab2/2

Als we onze numerieke gegevens invullen vinden we voor de afstand afgelegd na 10 seconden:

s = 2×10+3×50 m = 170 m

Arbeid

We bekijken weer een deeltje dat beweegt langs een rechte lijn. Op het deeltje werkt een kracht ~F ,
met component F in de bewegingsrichting. Deze kracht hangt af van de positie x van het deeltje.
Wat is nu de arbeid geleverd door deze kracht als het deeltje beweegt van het punt a naar het punt
b?
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We redeneren zoals hierboven: als de kracht F constant is, en dus onafhankelijk van de positie x
van het deeltje, dan is de arbeid

A = F(b−a)

Als F = F(x) niet constant is, dan nemen we een partitie

P = (a = x0,x1,x2, · · · ,xn)

van [a,b]. De arbeid geleverd terwijl het deeltje beweegt van xi−1 naar xi is dan in benadering
gelijk aan

F(x∗i )∆xi

waarbij x∗i ∈ [xi−1,xi]. De totale arbeid is dus in benadering gelijk aan

n

∑
i=1

F(x∗i )∆xi

Dit is een Riemannsom RP. Hoe fijner de partitie P, hoe beter RP de arbeid benadert, en we
besluiten dat

A =
∫ b

a
F(x)dx
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Hoofdstuk 9

Het bepalen van primitieve functies

9.1 De onbepaalde integraal

Beschouw een continue functie f : [a,b]→R. Uit de grondformule van de integraalrekening blijkt
dat we de bepaalde integraal van f kunnen berekenen als we een primitieve F van f kennen. Als
we een primitieve van f kennen, dan kennen we alle primitieven: een willekeurige primitieve is dan
van de vorm F + c. Bij afspraak zullen we al de primitieven van f (x) voorstellen door

∫
f (x)dx,

en we noemen dit de onbepaalde integraal van f .
Naar analogie met de bepaalde integraal noemt men

∫
het integraalteken en f (x) de integrand. dx

maakt deel uit van het symbool, en is geen differentiaal. Als F een primitieve is van f , dan kunnen
we dus schrijven ∫

f (x)dx = F(x)+ c

Omdat
∫ x

a f (t)dt een primitieve is van f (we onderstellen in dit hoofdstuk steeds dat f continu is),
hebben we dus ook ∫

f (x)dx =
∫ x

a
f (t)dt + c

Opmerkingen 9.1.1 1) d
∫

f (x)dx = f (x)dx.
Immers, d

∫
f (x)dx = d(F(x)+ c) = F ′(x)dx = f (x)dx. De symbolen d en

∫
heffen dus elkaar op;

dit verklaart het voorkomen van dx in de notatie van de onbepaalde integraal.
2) De onbepaalde integraal is lineair:∫

(α f +βg)(x)dx = α

∫
f (x)dx+β

∫
g(x)dx

Men ziet dit onmiddellijk door van beide leden de differentiaal te nemen.
3) In dit hoofdstuk onderstellen we overal dat f continu is. Voor stuksgewijze continue functies
gebruiken we de formule van Möbius. Men moet wel degelijk opletten dat de integrand continu is:
als we de grondformule blindelings toepassen, dan krijgen we mogelijk foutieve resultaten. Zo is
bijvoorbeeld ∫ dx

x2 =−1
x
+ c
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zodat men zou kunnen besluiten ∫ 1

−1

dx
x2 =

[
−1

x

]1

−1
=−2

en dit is onmogelijk omdat de integrand positief is. We mochten de grondformule echter niet
toepassen, omdat 1/x2 niet continu is in 0.

9.2 Elementaire integratiemethodes

Onmiddellijke integratie

Beschouw een afleidbare functie F(x). Als we de afgeleide functie F ′(x) = f (x) berekend heb-
ben, dan weten we dat

∫
f (x)dx = F(x)+ c. Door dus een tabel van afgeleide functies van links

naar rechts te lezen, krijgen we een tabel met primitieve functies. Op deze manier krijgen we de
volgende formules.

∫
xadx =

xa+1

a+1
+ c (a 6=−1) (9.1)∫ 1

x
dx = ln |x|+ c (9.2)∫

exdx = ex + c (9.3)∫
axdx =

ax

lna
+ c (a 6= 1 en a > 0) (9.4)∫

sinxdx =−cosx+ c (9.5)∫
cosxdx = sinx+ c (9.6)∫
shxdx = chx+ c (9.7)∫
chxdx = shx+ c (9.8)∫
sec 2xdx = tgx+ c (9.9)∫
cosec 2xdx =−cotgx+ c (9.10)∫ dx
1+ x2 = bgtgx+ c (9.11)∫ dx
1− x2 = argthx+ c =

1
2

ln
1+ x
1− x

(|x|< 1) (9.12)∫ dx
1− x2 = argcothx+ c =

1
2

ln
x+1
x−1

(|x|> 1) (9.13)
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∫
tgxsecxdx = secx+ c (9.14)∫
cotgxcosecxdx =−cosecx+ c (9.15)∫
sech 2xdx = thx+ c (9.16)∫
cosech 2xdx =−cothx+ c (9.17)∫
thxsechxdx =−sechx+ c (9.18)∫
cothxcosechxdx =−cosechx+ c (9.19)∫ 1√

1− x2
dx = bgsinx+ c =−bgcosx+d (|x|< 1) (9.20)∫ 1√

x2 +1
dx = argshx+ c = ln(x+

√
x2 +1)+ c (9.21)∫ 1√

x2−1
dx = argchx+ c = ln(x+

√
x2−1)+ c (|x|> 1) (9.22)∫ 1

x
√

x2−1
dx = bgsecx+ c =−bgcosecx+d (|x|> 1) (9.23)∫ 1

x
√

1− x2
dx =−argsechx+ c =−ln

1+
√

1− x2

|x|
+ c (|x|< 1) (9.24)∫ 1

x
√

1+ x2
dx =−argcosechx+ c =−ln

1+
√

1+ x2

|x|
+ c (9.25)

Integratie door splitsing

Men past de lineariteit van de (on)bepaalde integraal toe.

Voorbeeld 9.2.1 Neem m 6= n ∈ N0∫
cosmxcosnxdx =

∫ 1
2
(cos(m+n)x+ cos(m−n)x)dx

=
1
2

∫
cos(m+n)xdx+

1
2

∫
cos(m−n)xdx

=
sin(m+n)x

2(m+n)
+

sin(m−n)x
2(m−n)

+ c

Hieruit volgt bijvoorbeeld dat ∫ 2π

0
cosmxcosnxdx = 0
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als m 6= n. Verifieer zelf de volgende formules, voor m,n ∈ N0:∫ 2π

0
cosmxcosnxdx =

{
0 als m 6= n;

π als m = n;∫ 2π

0
sinmxsinnxdx =

{
0 als m 6= n;

π als m = n;∫ 2π

0
sinmxcosnxdx = 0

Integratie door substitutie

Stelling 9.2.2 Onderstel dat φ : [α,β]→ [a,b] bijectief en differentieerbaar is, en dat φ(α) = a en
φ(β) = b. Indien f : [a,b]→ R continu is, dan geldt∫ b

a
f (x)dx =

∫
β

α

f (φ(t))φ′(t)dt (9.26)

Bewijs. Onderstel dat F een primitieve is van f . Het linkerlid van (9.26) is dan F(b)−F(a).
Uit de kettingregel volgt nu gemakkelijk dat (F ◦φ)′(t) = f (φ(t))φ′(t). Het rechterlid is dus (F ◦
φ)(β)− (F ◦φ)(α) = F(b)−F(a). �

In de praktijk past men (9.26) ook toe op de onbepaalde integraal. Men krijgt dan∫
f (x)dx =

∫
f (φ(t))φ′(t)dt

Na het uitrekenen van het rechterlid moet dan wel weer t door φ−1(t) vervangen worden om de
primitieve functie F van f te krijgen.

Voorbeelden 9.2.3 1) We berekenen de onbepaalde integraal

I =
∫ dx

(x2−1)3/2

De integrand is alleen gedefinieerd voor x > 1. De functie

ch : (0,+∞)→ (1,+∞)

is bijectief. We substitueren dus x= ch t. Dan is x2−1= ch 2t−1= sh 2t, en omdat d
dt ch(t) = sh(t)

krijgen we

I =
∫ sh tdt

sh 3t
=

∫ dt
sh 2t

=−coth t + c

We moeten nu t weer vervangen door argchx. Nu is

ch(argch(x)) = x en sh(argch(x)) =
√

ch 2argch(x)−1 =
√

x2−1
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zodat tenslotte
I =− x√

x2−1
+ c

2) Soms is het handiger formule (9.26) van rechts naar links toe te passen. Bekijk bijvoorbeeld de
onbepaalde integraal

I =
∫

cos3 xdx =
∫
(1− sin2 x)cosxdx

We stellen nu u = sinx, zodat du = cosxdx en

I =
∫
(1−u2)du = u− u3

3
+ c = sinx− sin3 x

3
+ c

Uit dit voorbeeld blijkt dat de voorwaarde dat de functie φ uit de stelling een bijectie moet zijn,
in de praktijk dikwijls omzeild kan worden, zeker als we alleen maar de onbepaalde integraal
beschouwen. Immers, de sinusfunctie is geen bijectie, maar toch hebben we een primitieve functie
gevonden die klaarblijkelijk over heel de reële rechte gedefinieerd is. Men kan dit als volgt inzien:
de sinusfunctie is wel bijectief als we zowel bron als beeld beperken tot een deelinterval van de
reële rechte. De verkregen functie F(x) = sinx−(1/3)sin3 x+c is dus lokaal steeds een primitieve
van f (x). Bijgevolg is F(x) over heel de reële rechte een primitieve van f (x)

Enkele veelgebruikte substituties

1) Als de integrand een functie is van x en(
ax+b
cx+d

)m/n

dan probeert men als substitutie

tn =
ax+b
cx+d

Bekijk bij wijze van voorbeeld de integraal

I =
∫ √1+ x

1− x
dx

Substitueer
t2 =

1+ x
1− x

zodat

x =
t2−1
t2 +1

en dx =
4tdt

(t2 +1)2

en dus is

I =
∫ 4t2dt

(t2 +1)2
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Na splitsing in partieelbreuken vindt men (zie verderop):

I = 2bgtg

√
1+ x
1− x

−
√

1− x2 + c

2) De integrand bevat termen van de vorm
√

a2− x2. Men probeert dan als substitutie x = asinu,
met −π/2≤ u≤ π/2. Dan is

√
a2− x2 = a

√
1− sin2 u = acosu, en de vierkantswortel verdwijnt

uit de integraal.
Laten we als voorbeeld de oppervlakte van de ellips

x2

a2 +
y2

b2 = 1

berekenen. Een vierde van de oppervlakte wordt gegeven door de integraal

I =
∫ a

0
b

√
1− x2

a2 dx

Stel x = asinu. De sinusfunctie is een bijectie van [0,π/2] naar [0,1], zodat

I = b
∫

π/2

0
acos2 udu =

abπ

4

en de oppervlakte van de ellips is dus abπ.

3) De integrand bevat termen van de vorm
√

a2 + x2. Men probeert dan als substitutie x = atg t of
x = ash t.

4) De integrand bevat termen van de vorm
√

x2−a2. Men probeert dan als substitutie x = asec t of
x = ach t.

Partiële integratie

Stelling 9.2.4 Onderstel dat f ,g : [a,b]→ R twee differentieerbare functies zijn. Dan is∫ b

a
f (x)g′(x)dx =

[
f (x)g(x)

]b

a
−

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx (9.27)

Bewijs. ∫ b

a
f (x)g′(x)dx+

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx =

∫ b

a
( f g)′(x)dx =

[
f (x)g(x)

]b

a

�

Voor de onbepaalde integraal neemt formule (9.27) de volgende vorm aan∫
f (x)g′(x)dx = f (x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx
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Voorbeelden 9.2.5 1) ∫
xsinxdx = −

∫
xdcosx

= −xcosx+
∫

cosxdx

= −xcosx+ sinx+ c

2) We berekenen

I =
∫

eax cosbxdx

Partiële integratie levert

I =
1
a

∫
cosbxdeax =

1
a

cosbxeax +
b
a

∫
eax sinbxdx

Nogmaals partieel integreren geeft∫
eax sinbxdx =

1
a

∫
sinbxdeax =

1
a

sinbxeax− b
a

I

zodat

I =
1
a

cosbxeax +
b
a2 sinbxeax− b2

a2 I

en

(1+
b2

a2 )I =
1
a

cosbxeax +
b
a2 sinbxeax

of

I =
eax

a2 +b2 (acosbx+bsinbx)+ c

3) ∫
lnxdx = xlnx−

∫ x
x

dx = xlnx− x+ c

9.3 Het integreren van rationale functies

Zoals onmiddellijk volgt uit de elementaire integratieformules kunnen we een veelterm steeds
integreren: ∫ n

∑
i=0

aixidx =
n

∑
i=0

aixi+1

i+1
+ c

We zullen nu aantonen dat een rationale functie

f (x) =
P(x)
Q(x)
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met P en Q twee veeltermen steeds geı̈ntegreerd kan worden. Eerst herhalen we een aantal elemen-
taire eigenschappen van veeltermen en rationale functies. Een reële veelterm is een uitdrukking
van de vorm

P(X) = a0 +a1X +a2X2 + · · ·+anXn,

waarbij ai ∈R. Als an 6= 0, dan noemen we n de graad van de veelterm P, en we noteren gr(P) = n.
Per definitie stellen we gr(0) =−∞.
Een veelterm waarvan de hoogstegraadscoëfficiënt 1 is noemen we een monische veelterm. Aan
een veelterm P kunnen we een veeltermfunctie associëren; deze wordt eveneens P genoteerd, en
beeldt x ∈ R af op P(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·+ anxn. De verzameling R[X ] bestaande uit alle
veeltermen met reële coëfficiënten is een reële vectorruimte.
Complexe veeltermen en veeltermfuncties worden op gelijkaardige wijze gedefiniëerd; de coëffi-
ciënten ai mogen nu complexe getallen zijn. De verzameling van alle complexe veeltermen wordt
genoteerd door C[X ].

De quotiëntstelling

Neem twee natuurlijke getallen p en m, en onderstel dat m 6= 0. We kunnen p delen door m, en
verkrijgen dan een quotiënt q en een rest r; dit zijn de unieke natuurlijke getallen die voldoen aan
volgende eigenschappen:

p = qm+ r en 0≤ r < m.

Een analoge eigenschap hebben we voor veeltermen.

Stelling 9.3.1 Neem P,M ∈ R[X ], met M 6= 0. Er bestaan unieke veeltermen Q,R ∈ R[X ] zodat

P = QM+R en (gr(R)< gr(M) of R = 0).

We noemen Q het quotiënt en R de rest bij deling van P door M.
Een gelijkaardige eigenschap geldt voor complexe veeltermen.

Bewijs. a) Existentie. Als gr(P)< gr(M) of P = 0, dan voldoen Q = 0, R = P aan de vereisten.
Onderstel gr(P) = n≥ gr(M) = m. We kunnen dan schrijven

P(X) = anXn +an−1Xn−1 + · · ·a0

M(X) = bmXm +bm−1Xm−1 + · · ·b0

met an 6= 0, bm 6= 0. Dan is

an

bm
M(X)Xn−m = anXn +

anbm−1

bm
Xn−1 + · · ·+ anb0

bm
Xn−m

en

P(X)− an

bm
M(X)Xn−m

=
(

an−1−
anbm−1

bm

)
Xn−1 + · · ·+

(
an−m−

anb0

bm

)
Xn−m +an−m−1Xn−m−1 + · · ·+a0

= P1(X)
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Hierbij is P1(X) een veelterm van graad strikt kleiner dan n. Stel

Q1(X) =
an

bm
Xn−m

Dan is
P(X) = P1(X)+M(X)Q1(X)

Als gr(P1) < m, dan is de stelling bewezen. Anders herhalen we de redenering met P vervangen
door P1. We vinden dan

P1(X) = Q2(X)M(X)+P2(X), en P(X) = (Q1(X)+Q2(X))M(X)+P2(X)

met gr(P2) < gr(P1). Bij elke stap vermindert de graad van Pi met tenminste 1, dus na een eindig
aantal stappen is gr(Pk)< m.

b) Uniciteit. Onderstel dat
P = QM+R = Q̃M+ R̃

waarbij de graden van R en R̃ strikt kleiner dan m. Dan is

(Q− Q̃)M = R̃−R

Onderstel Q 6= Q̃; dan is gr(Q− Q̃) = k ≥ 0, en

gr(R̃−R) = gr(Q− Q̃)+gr(M) = k+m≥ m

Maar we weten dat gr(R),gr(R̃)< m, en dus ook gr(R̃−R)< m, en dit is een contradictie.
We besluiten dat Q = Q̃, en dan volgt ook dat R = R̃. Dit bewijst de uniciteit. �

Gevolg 9.3.2 De rest bij deling van een veelterm P door X−λ is P(λ).

Bewijs. Uit stelling 9.3.1 weten we dat

P(X) = (X−λ)Q(X)+R,

waarbij R een veelterm van graad kleiner dan of gelijk aan nul is, dus een reëel getal. Hierin vullen
we X = λ in, en we vinden dat R = P(λ). �

Ontbinding van complexe veeltermen

We zeggen dat P deelbaar is door M als de rest bij deling van P door M gelijk is aan nul.

Gevolg 9.3.3 P is deelbaar door X−λ als en alleen als P(λ) = 0.
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Onderstel dat P(λ) = 0. we noemen λ dan een nulpunt van P. Dan is P deelbaar door X−λ, en we
hebben dus dat P = (X −λ)P1. Het kan natuurlijk zijn dat P1(λ) = 0, en dan hebben we dat P1 op
zijn beurt deelbaar is door X −λ, en P = (X −λ)2P2. Neem m maximaal zodat P deelbaar is door
(X−λ)m. We hebben dan

P(X) = (X−λ)mQ(X) en Q(λ) 6= 0

We noemen m de multipliciteit van λ. m = 0 als λ geen nulpunt is van P. Als m = 1 dan noemen
we λ een enkelvoudig nulpunt. Als m = 2, dan noemen we λ een dubbel nulpunt.

Stelling 9.3.4 Neem een reële (of complexe) veelterm P, en λ∈R (of λ∈C). De multipliciteit van
λ is m als en alleen als λ een nulpunt is van P,P′,P′′, · · · ,P(m−1), maar niet van P(m).

Bewijs. Schrijf de Taylorveelterm voor P op:

P(X) = P(λ)+P′(λ)(X−λ)+ · · ·+ P(m−1)(λ)

(m−1)!
(X−λ)m−1

+
P(m)(λ)

m!
(X−λ)m + · · ·+ P(n)

n!
(λ)(X−λ)n.

Hieruit blijkt onmiddellijk dat P deelbaar is door (X−λ)m maar niet door (X−λ)m+1 als en alleen
als P(λ) = P′(λ) = · · ·= P(m−1)(λ) = 0 en P(m)(λ) 6= 0. �

Stelling 9.3.5 (grondstelling van de algebra) Een complexe veelterm van graad tenminste 1 heeft
tenminste 1 complex nulpunt.

Bewijs. Een bewijs van dit fundamentele resultaat zullen we zien in de cursus “Complexe Ana-
lyse”. �

Gevolg 9.3.6 Elke complexe veelterm kan ontbonden worden in complexe lineaire factoren.

Bewijs. We werken per inductie op de graad van P. Onderstel dat de stelling waar is voor alle
veeltermen van graad strikt kleiner dan n, en neem een veelterm van graad n. Uit de voorgaande
stelling volgt dat P een complex nulpunt λn heeft, en dus is P(X) = (X −λn)P1(X), met P1 een
veelterm van graad n− 1. Uit de inductiehypothese volgt dat P1(X) = a(X − λ1) · · ·(X − λn−1),
met a,λ1, · · · ,λn−1 ∈ C, en hieruit volgt dat

P(X) = a(X−λ1) · · ·(X−λn) (9.28)

�

De λi die optreden in (9.28) zijn niet noodzakelijk allemaal verschillend. Als we gelijke factoren
in (9.28) groeperen, dan krijgen we een ontbinding van de vorm

P(X) = a(X−λ1)
m1 · · ·(X−λr)

mr (9.29)

De multipliciteit van λi is dan mi, en we hebben ook dat

gr(P) = m1 + · · ·+mr
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Ontbinding van reële veeltermen

Gevolg 9.3.6 is niet langer geldig als we over de reële getallen werken. De reële veelterm P(X) =
X2 +1 kan niet ontbonden worden in reële lineaire factoren, omdat P geen reële nulpunten heeft.
Hij kan wel ontbonden worden in C[X ]:

X2 +1 = (X + i)(X− i).

We zullen nu nagaan in hoeverre reële veeltermen in reële factoren kunnen ontbonden worden.
Voor een complex getal z = x+ iy ∈ C is de complex toegevoegde per definitie

z = x− iy

Als z ∈ R, dan is z = z.
Bewijs zelf volgende eigenschappen, voor elke z,z′ ∈ C:

z+ z′ = z+ z′ ; zz′ = zz′ (9.30)

Uit de laatste formule volgt, voor elke n ∈ N:

zn = zn. (9.31)

Stelling 9.3.7 Onderstel dat λ = α+ iβ een complex nulpunt is van P ∈ R[X ]. Dan is λ ook een
nulpunt, met dezelfde multipliciteit.

Bewijs. Schrijf
P(X) = anXn +an−1Xn−1 + · · ·+a1X +a0.

Als λ = α+ iβ ∈ C een nulpunt van P, dan geldt

P(λ) = anλ
n +an−1λ

n−1 + · · ·+a1λ+a0 = 0.

Gebruik makend van (9.30,9.31) vinden we

P(λ) = anλ
n
+an−1λ

n−1
+ · · ·+a1λ+a0

= anλn +an−1λn−1 + · · ·+a1λ+a0

= anλn +an−1λn−1 + · · ·+a1λ+a0 = 0,

en dus is λ ook een nulpunt. Dan is P deelbaar door

(X−λ)(X−λ) = X2− (λ+λ)X +λλ.

Merk op λ+λ = 2α,λλ = α2 +β2 ∈ R. Dus is (X −λ)(X −λ) ∈ R[X ], en we kunnen schrijven
dat

P(X) = (X−λ)(X−λ)P1(X)
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met P1 ∈ R[X ] een reële veelterm. Als λ een (minstens) dubbel nulpunt is van P, dan is λ een
nulpunt van P1, en dus is λ ook een nulpunt van P1. Dit betekent dat λ een (minstens) dubbel
nulpunt is van P. We kunnen dan schrijven:

P(X) = (X−λ)2(X−λ)2P2(X)

waarbij P2 weer een reële veelterm is. Als λ een (minstens) drievoudig nulpunt is van P, dan is λ

een nulpunt van P2, en dus ook λ, en dan is λ een minstens drievoudig nulpunt van P. Herhaling
van deze redenering geeft het resultaat. �

Gevolg 9.3.8 Elke reële veelterm kan volledig ontbonden worden als een product van reële lineaire
en kwadratische factoren.

Bewijs. Omdat een reële veelterm kan beschouwd worden als een complexe veelterm, hebben we
(9.29):

P(X) = a(X−λ1)
m1 · · ·(X−λr)

mr

a is de coëfficiënt in de hoogste macht van P, en is dus reëel. Als λi ∈R, dan is de factor (X−λi)
mi

een product van reële lineaire factoren. Als λi = αi + iβi ∈C\R, dan komt in (9.29) ook de factor
(X−λi)

mi voor (dit volgt uit stelling 9.3.7).

(X−λi)
mi(X−λi)

mi = (X2−2αiX +(α2
i +β

2
i )

mi

is dan een product van reële kwadratische factoren. �

Splitsing in partieelbreuken

Uit de quotiëntstelling volgt het bestaan van twee unieke veeltermen M(x) en R(x) zodat gr(R)<
gr(Q) en

P(x) = Q(x)M(x)+R(x)

of
P(x)
Q(x)

= M(x)+
R(x)
Q(x)

M(x) is een veelterm en kan dus geı̈ntegreerd worden. Ons probleem herleidt zich dus tot het
integreren van rationale functies waarvan de graad van de teller strikt kleiner is dan de graad van
de noemer. Laten we eerst aantonen dat zulk een rationale functie geschreven kan worden als een
som van eenvoudige rationale functies.

Stelling 9.3.9 (Splitsing in partieelbreuken) Een rationale functie f (x)=P(x)/Q(x) met gr(P)<
gr(Q) kan geschreven worden als een som van rationale functies van de vorm

a
(x−α)k en

bx+ c
((x−β)2 + γ2)`

De noemers (x−α)k en ((x−β)2 + γ2)` zijn hierin factoren van de veelterm Q.
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Bewijs. We zullen de stelling bewijzen door inductie op de graad van Q. Voor gr(Q) = 1 is de
stelling triviaal. Neem een veelterm Q en onderstel dat de stelling waar is voor rationale functies
met een noemer van graad strikt kleiner dan de graad van Q. We zullen aantonen dat de stelling
ook waar is voor Q.
Onderstel eerst dat α ∈ R een wortel is van Q met multipliciteit n. We kunnen Q dan schrijven in
de vorm

Q(x) = (x−α)nQ1(x)

met Q1(α) 6= 0. Stel

a =
P(α)

Q1(α)

Dan is
P(α)−aQ1(α) = 0

zodat P(x)−aQ1(x) deelbaar is door x−α, en dus kunnen we schrijven

P(x) = aQ1(x)+(x−α)P1(x)

en
P(x)
Q(x)

=
aQ1(x)
Q(x)

+
(x−α)P1(x)

Q(x)
=

a
(x−α)n +

P1(x)
(x−α)n−1Q1(x)

De eerste term is van de gewenste vorm. Omdat gr((x−α)n−1Q1(x))< gr(Q), kan de tweede term
ook in de gewenste vorm gebracht worden, door de inductiehypothese.
Onderstel nu dat Q geen reële wortels heeft. Als β+ iγ een complexe wortel van Q is met multipli-
citeit m, dan is β− iγ ook een complexe wortel met multipliciteit m. Dan is

(x−β− iγ)m(x−β+ iγ)m = ((x−β)2 + γ
2)m

een factor van Q. We kunnen dus schrijven

Q(x) = ((x−β)2 + γ
2)mQ2(x)

met Q2(β+ iγ) 6= 0. We beweren nu dat er reële getallen b en c bestaan zo dat

P(x)− (bx+ c)Q2(x)

deelbaar is door x−β− iγ. Voldoende is dat

P(β+ iγ)− (b(β+ iγ)+ c)Q2(β+ iγ) = 0

Schrijf P(β+ iγ)/Q2(β+ iγ) = u+ iv. Het is nu voldoende dat

bβ+ c+ ibγ = u+ iv

of

b =
v
γ

en c = u−bβ = u− vβ

γ
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Merk op dat γ 6= 0, omdat β+ iγ geen reële wortel is.
P(x)−(bx+c)Q2(x) is nu een reële veelterm die deelbaar is door x−β− iγ, en is dus ook deelbaar
door x−β+ iγ. We hebben dus dat

P(x) = (bx+ c)Q2(x)+((x−β)2 + γ
2)P2(x)

en
P(x)
Q(x)

=
bx+ c

((x−β)2 + γ2)m +
P2(x)

((x−β)2 + γ2)m−1Q2(x)

De eerste term is van de gewenste vorm, en omdat gr(((x−β)2 + γ2)m−1Q2(x)) < gr(Q), kan de
tweede term door de inductiehypothese in de gewenste vorm gebracht worden. �

Opmerking 9.3.10 Men kan aantonen dat de splitsing in partieelbreuken uit stelling 9.3.9 uniek
is.

We zullen nu aan de hand van een voorbeeld laten zien hoe men een rationale functie kan splitsen
in partieelbreuken.

Voorbeeld 9.3.11 Beschouw de rationale functie

f (x) =
x3 +2x2 +2x+1
x2(x2 +2x+2)2

Stelling 9.3.9 vertelt ons dat f geschreven kan worden in de vorm

f (x) =
a
x
+

b
x2 +

cx+d
x2 +2x+2

+
ex+ f

(x2 +2x+2)2

We moeten de coëfficiënten a,b,c,d,e en f bepalen. De volgende methode werkt altijd: breng
op gelijke noemer, en identificeer de coëfficiënten in x0,x1,x2,x3,x4 en x5. Dit geeft een lineair
stelsel van zes vergelijkingen met zes onbekenden. Oplossen van dit stelsel levert de coëfficiënten
a,b,c,d,e en f . Zoals de lezer al snel zal ondervinden, is het rekenwerk uiterst onaangenaam. Als
we alles op gelijke noemer brengen, dan krijgen we in de teller

x3 +2x2 +2x+1 = (ax+b)(x2 +2x+2)2 +(cx+d)(x2 +2x+2)x2 +(ex+ f )x2 (9.32)

We kunnen de berekeningen ietwat vereenvoudigen door in (9.32) de nulpunten van de noemer te
substitueren.
x = 0 geeft 1 = 4b en dus b = 1/4.
x =−1+ i geeft 1 =−2i(−e+ ei+ f ) en dus e = f = 1/2.
Afleiden van (9.32) geeft

3x2 +4x+2 = a(x2 +2x+2)2 +2(ax+b)(2x+2)(x2 +2x+2)+ x(· · ·)

Als we hierin x = 0 substitueren, dan vinden we 2 = 4a+8b en dus is a = 0.
De coëfficiënten in x5 identificeren levert 0 = a+ c op en dus is c = 0.
De coëfficiënten in x4 identificeren levert b+4a+2c+d = 0 op en dus d =−1/4.
We kunnen dus besluiten dat

x3 +2x2 +2x+1
x2(x2 +2x+2)2 =

1
4x2 −

1
4(x2 +2x+2)

+
x+1

2(x2 +2x+2)2
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Integratie van een rationale functie

Om ∫ P(x)
Q(x)

dx

te berekenen delen we eerst P(x) door Q(x), zodat

P(x)
Q(x)

= M(x)+
R(x)
Q(x)

met gr(R) < gr(Q). Zoals eerder al opgemerkt, is M(x) gemakkelijk te integreren. R(x)/Q(x)
splitsen we in partieelbreuken. Het probleem herleidt zich dan tot het integreren van

a
(x−α)k en

bx+ c
((x−β)2 + γ2)`

Het eerste type kan gemakkelijk geı̈ntegreerd worden:∫ dx
(x−α)k =

{
(x−α)−k+1

1−k + c als k > 1;

ln |x−α|+ c als k = 1.
Om

I =
∫ bx+ c

((x−β)2 + γ2)`
dx

te berekenen voeren we de substitutie x = β+ γt uit, zodat

I =
∫ b(β+ γt)+ c

(γ2t2 + γ2)`
γdt = b′

∫ tdt
(t2 +1)`

+ c′
∫ dt

(t2 +1)`

met b′ = bγ2−2l en c′ = (bβ+ c)γ1−2l .
Om de eerste integraal te berekenen stellen we u = t2 +1 zodat∫ tdt

(t2 +1)`
=

1
2

∫ du
u`

=

{
u1−`

2(1−`) als ` > 1;
1
2 ln |u| als `= 1.

De tweede integraal berekenen we met behulp van partiële integratie. Stel

I` =
∫ dt

(t2 +1)`

Als ` > 1 vinden we

I` =
∫ t2 +1

(t2 +1)`
dt−

∫ t2dt
(t2 +1)`

= I`−1−
1

2(1− `)

∫
td

1
(t2 +1)`−1

= I`−1 +
t

2(`−1)(t2 +1)`−1 −
1

2(`−1)

∫ dt
(t2 +1)`−1

= (1− 1
2(`−1)

)I`−1 +
t

2(`−1)(t2 +1)`−1

=
2`−3
2`−2

I`−1 +
t

2(`−1)(t2 +1)`−1
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en dit bepaalt I` in functie van I`−1. Dit lost het probleem in principe op aangezien

I1 =
∫ dt

t2 +1
= bgtg t + c

Voorbeeld 9.3.12

I =
∫ x3 +2x2 +2x+1

x2(x2 +2x+2)2 dx

=
∫ dx

4x2 −
1
4

∫ dx
(x2 +2x+2)

+
1
2

∫ x+1
(x2 +2x+2)2 dx

= − 1
4x
− 1

4

∫ dx
((x+1)2 +1)

+
1
4

∫ 2x+2
(x2 +2x+2)2 dx

= − 1
4x
− 1

4

∫ dt
t2 +1

+
1
4

∫ du
u2

(met t = x+1 en u = x2 +2x+2)

= − 1
4x
− 1

4
bgtg t− 1

4u
+ c

= − 1
4x
− 1

4
bgtg(1+ x)− 1

4(x2 +2x+2)
+ c

9.4 Het integreren van rationale functies van sinus en cosinus

Onderstel dat f (sinx,cosx) een rationale functie is van sinx en cosx, dit wil zeggen

f (sinx,cosx) =
P(sinx,cosx)
Q(sinx,cosx)

waarbij P en Q twee veeltermen in twee veranderlijken zijn. We zullen hierna zien dat
∫

f (sinx,cosx)dx
altijd berekend kan worden.

Het algemeen geval

Herhaal de formules

sinx =
2tg x

2
1+ tg 2 x

2

cosx =
1− tg 2 x

2
1+ tg 2 x

2

We voeren de volgende substitutie uit
t = tg

x
2

156



zodat x = 2bgtg t en

dx =
2dt

1+ t2

en onze integraal wordt ∫
f (sinx,cosx)dx =

∫
f (

2t
1+ t2 ,

1− t2

1+ t2 )
2dt

1+ t2

Het rechterlid is de integraal van een rationale functie in t, en deze kunnen we berekenen met de
methodes uit de voorgaande paragraaf.

Voorbeeld 9.4.1
I =

∫ cosx
4− cos2 x

dx

Na substitutie t = tg x
2 krijgen we

I =
∫ 2(1− t2)dt

(3+ t2)(1+3t2)

Na splitsing in partieelbreuken vinden we

I =
∫ dt

1+3t2 −
∫ dt

3+ t2

=
1√
3

(
bgtg t

√
3−bgtg

t√
3

)
+ c

De substitutie t = tg x
2 leidt doorgaans tot nogal wat rekenwerk. In veel gevallen zijn echter een-

voudiger substituties mogelijk.

f is een even functie van sinx en cosx

Indien f (sinx,cosx) = f (−sinx,−cosx), dan voert men de volgende substitutie uit:

t = tgx ; dx =
dt

1+ t2

We hebben nu

sinx =
tgx√

1+ tg 2x
=

t√
1+ t2

cosx =
1√

1+ tg 2x
=

1√
1+ t2

Omdat f een even functie is van sinx en cosx, verdwijnen de vierkantswortels na substitutie van t,
zodat f een rationale functie van t wordt. We kunnen deze weer integreren met de methodes uit de
vorige paragraaf.
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Voorbeeld 9.4.2

I =
∫ dx

sinx(sinx+ cosx)

Na substitutie van t = tgx krijgen we

I =
∫ dt

1+t2

t√
1+t2

(
t√

1+t2 +
1√

1+t2

)
=

∫ dt
t(t +1)

=
∫ dt

t
−

∫ dt
t +1

= ln
∣∣∣ t
t +1

∣∣∣+ c

f is een oneven functie van cosx

Indien f (sinx,cosx) =− f (sinx,−cosx), dan voert men de volgende substitutie uit:

t = sinx ; dt = cosxdx

Omdat f oneven is in cosx, kunnen we schrijven:

f (sinx,cosx) = f1(sinx,cos2 x)cosx

waarbij f1 een nieuwe rationale functie is. Dan is∫
f (sinx,cosx)dx =

∫
f1(sinx,cos2 x)cosxdx =

∫
f1(t,1− t2)dt

de integraal van een rationale functie van t.

Voorbeeld 9.4.3

I =
∫ cosxdx

4− cos2 x

Subsitutie van t = sinx geeft

I =
∫ dt

4− (1− t2)

=
∫ dt

3+ t2

=
1√
3

bgtg
sinx√

3
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f is een oneven functie van sinx

Indien f (sinx,cosx) =− f (−sinx,cosx), dan voert men volgende substitutie uit:

t = cosx ; dt =−sinxdx

Omdat f oneven is in sinx, kunnen we schrijven:

f (sinx,cosx) = f1(sin2 x,cosx)sinx

waarbij f1 een rationale functie is. Dan is∫
f (sinx,cosx)dx =

∫
f1(sin2 x,cosx)sinxdx =−

∫
f1(1− t2, t)dt

de integraal van een rationale functie van t.

Voorbeeld 9.4.4
I =

∫
π/4

0
sin3 xcos2 xdx

Substitueer t = cosx.

I = −
∫ √2/2

1
t2(1− t2)dt

=
∫ √2/2

1
(t4− t2)dt

=
[t5

5
− t3

3

]√2/2

1

=
1

20
√

2
− 1

6
√

2
− 1

5
+

1
3
=

16−7
√

2
120

Rationale functies van de exponentiële functie

We geven een overzicht van mogelijke substituties

• De integrand is een rationale functie van ex:

t = ex ; dx =
dt
t

• De integrand is een rationale functie van shx en chx

t = th
x
2

; dx =
2dt

1− t2

shx =
2t

1− t2 ; chx =
1+ t2

1− t2

159



• De integrand is een even functie van shx en chx:

t = thx ; dx =
dt

1− t2

shx =
t√

1− t2
; chx =

1√
1− t2

• De integrand is een even functie van shx:

t = chx

• De integrand is een even functie van chx:

t = shx

9.5 Bepaalde integralen en speciale functies

In de vorige paragrafen hebben we gezien hoe sommige onbepaalde integralen (bijvoorbeeld van
rationale functies) uitgerekend kunnen worden. In veel gevallen gebeurt het dat de onbepaalde
integraal van een functie niet uitgedrukt kan worden met behulp van elementaire functies (veelter-
men, rationale, exponentiële, goniometrische functies). Een van de meest bekende integralen van
die aard is

F(a) =
1√
2π

∫ a

0
e−

x2
2 dx

Deze integraal is van cruciaal belang in de waarschijnlijkheidsrekening; we verwijzen naar de
cursus Waarschijnlijkheidsrekening en Statistiek. Wat men in zulk een situatie wel kan doen, is
de bepaalde integraal numeriek benaderen. Dit kan bijvoorbeeld door een Riemannsom beho-
rende bij een voldoende fijne partitie van het interval [0,a] uit te rekenen. Er zijn echter meer
verfijnde algoritmen om bepaalde integralen numeriek te benaderen; we zullen deze bespreken in
de cursus Numerieke Analyse. Men kan dan een numerieke tabel voor F(a) opstellen en F toe-
voegen aan onze bibliotheek van elementaire functies. Een groot aantal integralen die optreden in
praktische toepassingen (bijvoorbeeld problemen uit de mechanica of de fysica) hebben op deze
manier aanleiding gegeven tot nieuwe functies. Een overzicht van deze speciale functies, met ta-
bellen en eigenschappen, wordt gegeven in het boek Handbook of Mathematical Functions, door
M. Abramovitz en I. Stegun. Andere voorbeelden van onbepaalde integralen die niet uitgedrukt
kunnen worden met behulp van elementaire functies zijn∫ dx

lnx∫ √
sinxdx∫

sinx2dx
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∫
cosx2dx

Men kan deze methode ook gebruiken om de logaritmische, exponentiële en goniometrische func-
ties op een correcte manier in te voeren.

De logaritmische en de exponentiële functie

We definiëren de logaritmische functie ln : R+→ R als volgt:

lnx =
∫ x

1

dt
t

Uit de grondformule, stelling 8.2.2, volgt dat ln een differentieerbare functie is, en dat

dlnx
dx

=
1
x

Omdat 1/x > 0 als x > 0, is ln een monotoon stijgende functie. Bovendien is ln1 = 0, lnx > 0 als
x > 1 en lnx < 0 als x < 1. Bovendien geldt voor elke a > 0

lna =
∫ a

1

dt
t
=−

∫ 1/a

1

du
u

=−ln
1
a

waarbij we u = 1/t substitueerden. Voor elke a,b > 0 vinden we nu ook

ln(ab) =
∫ ab

1

dt
t

=
∫ b

1/a

du
u

=
∫ 1

1/a

du
u
+

∫ b

1

du
u

= −ln
1
a
+ lnb

= lna+ lnb

wat de welbekende formule voor de logaritme oplevert.
We merken vervolgens op dat ∫ n+1

n

dt
t
>

1
n+1

zodat

ln4 =
∫ 4

1

dt
t

=
∫ 2

1

dt
t
+

∫ 3

2

dt
t
+

∫ 4

3

dt
t

>
1
2
+

1
3
+

1
4
> 1
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Bijgevolg is
ln4n = nln4 > n

en aangezien ln een stijgende functie is, volgt dat

lim
x→+∞

lnx =+∞

Omdat ln(a) =−ln(1/a), volgt hieruit onmiddellijk dat

lim
x→0+

lnx =−∞

Omdat ln stijgend en continu is, is dus

ln : R+→ R

een bijectie. De inverse noemt men de exponentiële functie.

exp : R→ R+

Het getal e wordt gedefinieerd als exp(1). Alle andere elementaire eigenschappen van de expo-
nentiële en logaritmische functie kunnen nu eenvoudig bewezen worden.

De goniometrische functies

Op analoge wijze kunnen we de goniometrische functies op een correcte wijze invoeren. Het
eenvoudigst is het te beginnen met de functie bgtg . We definiëren deze als volgt:

bgtgx =
∫ x

0

dt
1+ t2

Net zoals in het geval van de logaritmische functie volgt uit de grondformule dat bgtg een stijgende
differentieerbare functie R→ R is. Men ziet ook onmiddellijk dat bgtg(x) = bgtg(−x). Verder
zien we dat

bgtgn =
∫ n

0

dt
1+ t2

=
∫ 1

0

dt
1+ t2 +

∫ n

1

dt
1+ t2

≤
∫ 1

0
dt +

∫ n

1

dt
t2

= 1−
[1

t

]n

1
= 2− 1

n
< 2

Omdat bgtg een stijgende functie is, hebben we bgtgx < 2 voor elke x∈R. We definiëren het getal
π nu door

π = 2 lim
x→+∞

bgtgx
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We hebben dan onmiddellijk
2 lim

x→−∞
bgtgx =−π

Net zoals voor de logaritmische functie volgt nu dat

bgtg : R→ (−π

2
,
π

2
)

een bijectie is. De inverse functie is per definitie de tangensfunctie. Deze is slechts gedefinieerd
op het interval (−π

2 ,
π

2 ), maar we kunnen deze periodiek voortzetten. De andere goniometrische
functies kunnen dan gedefinieerd worden via de formules

sec 2x = 1+ tg 2x, cosx =
1

secx
, sin2 x = 1− cos2 x

waarbij het teken op de gebruikelijke manier gedefinieerd wordt: cosx≥ 0 als π

2 ≤ x≤ π

2 , enz.
De elementaire eigenschappen van de goniometrische functies kunnen op een relatief eenvoudige
manier afgeleid worden.
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Hoofdstuk 10

Verdere veralgemeningen en toepassingen

10.1 Oneigenlijke integralen

We nemen nu een continue functie op een open interval (a,b). Hierbij laten we ook toe dat a =−∞

en/of b =+∞. Als nu [x,y]⊂ (a,b) een gesloten deelinterval, dan kunnen we de bepaalde integraal∫ y

x
f (t)dt

beschouwen. Vandaar de volgende definitie.

Definitie 10.1.1 Onderstel dat f : (a,b)→ R continu is. Indien de limiet

lim
x→a+,y→b−

∫ y

x
f (t)dt

bestaat en eindig is, dan zegt men dat f integreerbaar is over [a,b] en men noemt de limiet de
oneigenlijke integraal van f over [a,b]. Men zegt dan dat de integraal convergeert. Indien de
limiet niet bestaat of oneindig is, dan zegt men dat de integraal divergeert. Men noteert∫ b

a
f (t)dt = lim

x→a+,y→b−

∫ y

x
f (t)dt

Opmerkingen 10.1.2 1) In definitie 10.1.1 is het toegelaten dat a = −∞ en/of b = +∞. In het
geval dat een a = −∞ spreekt men van een integraal die oneigenlijk is van de eerste soort in de
ondergrens. Als de integraal oneigenlijk is in a ∈ R, dan spreekt men van een oneigenlijke inte-
graal van de tweede soort in de ondergrens. Een gelijkaardige terminologie is van toepassing op
de bovengrens.

2) Men ziet onmiddellijk dat voor elke c ∈ (a,b)∫ b

a
f (t)dt = lim

x→a+,y→b−

∫ y

x
f (t)dt
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= lim
x→a+

∫ c

x
f (t)dt + lim

y→b−

∫ y

c
f (t)dt

=
∫ c

a
f (t)dt +

∫ b

c
f (t)dt

Men kan een oneigenlijke integraal dus steeds herleiden tot twee oneigenlijke integralen die in
slechts een van de twee grenzen oneigenlijk zijn.
3) Indien f : [a,b]→ R continu is, dan is

lim
x→a+,y→b−

∫ y

x
f (t)dt =

∫ b

a
f (t)dt

Immers, de bepaalde integraal is een afleidbare, en dus ook continue functie van de bovengrens (en
van de ondergrens) Definitie 10.1.1 is dus consistent met de theorie (Analyse I, hoofdstuk 8).
4) De formules van de partiële integratie en de integratie door substitutie blijven geldig voor onei-
genlijke integralen. Dit volgt gemakkelijk uit de klassieke formules door limietovergang. Bijvoor-
beeld ∫ b

a
f (t)g′(t)dt = lim

x→a+,y→b−

∫ y

x
f (t)g′(t)dt

= lim
x→a+,y→b−

([
f (t)g(t)

]y

x
−

∫ y

x
f ′(t)g(t)dt

)
= lim

x→a+,y→b−

[
f (t)g(t)

]y

x
−

∫ b

a
f ′(t)g(t)dt

Oneigenlijke integralen van de eerste soort

Voorbeeld 10.1.3 Neem n ∈ R+ en a > 0, en beschouw de oneigenlijke integraal

I =
∫ +∞

a

dt
tn

We onderscheiden drie gevallen:
1) n > 1. Dan is

I = lim
x→+∞

∫ x

a

dt
tn = lim

x→+∞

[t−n+1

1−n

]x

a

= lim
x→+∞

x−n+1

1−n
− a−n+1

1−n
=

1
(n−1)an−1

en de integraal is dus convergent.
2) n = 1.

I = lim
x→+∞

∫ x

a

dt
t
= lim

x→+∞
lnx− lna =+∞

en de integraal is dus divergent.
3) n < 1.

I = lim
x→+∞

∫ x

a

dt
tn = lim

x→+∞

x−n+1

1−n
− a−n+1

1−n
=+∞

en de integraal is dus divergent.
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Onderstel dat f : [a,+∞)→R gegeven is. In het voorgaande voorbeeld konden we de onbepaalde
integraal van f expliciet uitrekenen. Dit is echter niet altijd het geval. Het is daarom nuttig een
criterium te hebben dat ons vertelt wanneer een oneigenlijke integraal convergeert, zonder dat we
deze integraal expliciet hoeven uit te rekenen. De hiernavolgende stelling geeft een voldoende
voorwaarde opdat een oneigenlijke integraal van de eerste soort convergeert.

Stelling 10.1.4 Als f : [a,+∞)→R continu is, en als er b≥ a,α > 1 en m > 0 bestaan zodat voor
elke x≥ b geldt

0≤ f (x)≤ m
xα

dan is ∫ +∞

a
f (t)dt

convergent.

Bewijs. Stel

g(x) =
∫ x

a
f (t)dt =

∫ b

a
f (t)dt +

∫ x

b
f (t)dt

Omdat f (t)≥ 0 voor t ≥ b is g monotoon niet-dalend voor x≥ b. Voor x≥ b geldt bovendien dat∫ x

b
f (t)dt ≤ m

∫ x

b

dt
tα
≤ m

∫ +∞

b

dt
tα

Omdat α > 1, is deze laatste integraal convergent (zie het voorgaand voorbeeld), en dus is de
functie g : [a,+∞)→ R begrensd. Omdat g monotoon en begrensd is, bestaat

lim
x→+∞

g(x) =
∫ +∞

a
f (t)dt

en dit bewijst onze stelling. �

We kunnen het convergentiekenmerk herschrijven in limietvorm.

Stelling 10.1.5 Als f : [a,+∞)→ R+ continu is, en

lim
x→+∞

xα f (x) = k

met 0≤ k <+∞ en α > 1, dan is de integraal∫ +∞

a
f (t)dt

convergent.

Bewijs. Voor elke ε > 0 bestaat een b zodat voor elke x > b geldt dat

k− ε < xα f (x)< k+ ε

en dus
0≤ f (x)<

k+ ε

xα

en we kunnen de voorgaande stelling toepassen. �
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Voorbeeld 10.1.6 Voor elke p ∈ R is ∫ +∞

1
xp−1e−xdx

convergent. Immers, voor x voldoende groot is

xp−1

ex <
1
x2

aangezien

lim
x→+∞

xp+1

ex = 0

Merk op dat we bovenstaande integraal alleen maar expliciet kunnen uitrekenen indien p een po-
sitief natuurlijk getal is.

Opmerking 10.1.7 De lezer zou kunnen denken dat∫ +∞

−∞

f (t)dt = lim
x→+∞

∫ +x

−x
f (t)dt

Indien de integraal in het linkerlid convergeert, dan is dat inderdaad het geval. Het is echter moge-
lijk dat het rechterlid bestaat, maar het linkerlid niet. Neem bijvoorbeeld f (t) = t. Dan is

lim
x→+∞

∫ +x

−x
tdt = lim

x→+∞

[t2

2

]x

−x
= 0

terwijl ∫ +∞

−∞

tdt =
∫ 0

−∞

tdt +
∫ +∞

0
tdt =−∞+∞

niet bestaat.

Oneigenlijke integralen van de tweede soort

Voorbeeld 10.1.8 Beschouw de oneigenlijke integraal

I =
∫ b

a

dx
(x−a)n

waarbij n > 0. Voor n = 1 krijgen we

I = lim
x→a+

∫ b

x

dt
t−a

= lim
x→a+

[
ln(t−a)

]b

x

= ln(b−a)− lim
x→a+

ln(x−a) = +∞
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en de integraal divergeert. Voor n 6= 1 hebben we

I = lim
x→a+

∫ b

x

dt
(t−a)n

= lim
x→a+

[(t−a)−n+1

−n+1

]b

x

= lim
x→a+

(b−a)−n+1

−n+1
− (x−a)−n+1

−n+1

Als n < 1, dan convergeert de integraal, en dan is

I =
∫ b

a

dx
(b− x)n =

(b−a)1−n

1−n

Als n > 1, dan divergeert de integraal.

Net zoals voor een oneigenlijke integraal van de eerste soort kunnen we nu een convergentiecrite-
rium formuleren. Dit convergentiekenmerk is gebaseerd op het voorgaande voorbeeld.

Stelling 10.1.9 Onderstel dat f : (a,b]→ R een continue functie is. Indien er α ∈ (0,1), m > 0
en c ∈ (a,b] bestaan zodat

0≤ f (x)≤ m
(x−a)α

voor elke x ∈ (a,c], dan is ∫ b

a
f (x)dx

convergent.

Bewijs. Stel

g(x) =
∫ b

x
f (t)dt =

∫ c

x
f (t)dt +

∫ b

c
f (t)dt

waarbij x ∈ (a,c]. g is continu (Analyse I, stelling 8.2.2), en g stijgt als x naar a daalt omdat
f (x)≥ 0. Verder is ∫ c

x
f (t)dt ≤ m

∫ c

x

dt
(t−a)α

≤ m
∫ c

a

dt
(t−a)α

Deze laatste integraal convergeert omdat 0 < α < 1, zie het voorgaand voorbeeld. g(x) is dus naar
boven begrensd zodat

lim
x→a

g(x)

bestaat en eindig is. �

We kunnen dit criterium in limietvorm herschrijven.
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Stelling 10.1.10 Onderstel dat f : (a,b]→ R+ een continue functie is. Indien er een α ∈ (0,1)
bestaat zo dat

lim
x→a+

(x−a)α f (x) = k <+∞

dan convergeert de integraal ∫ b

a
f (x)dx

Bewijs. Voor elke ε > 0 bestaat een δ > 0 zo dat voor

x−a < δ =⇒ k− ε < (x−a)α f (x)< k+ ε

zodat
0≤ f (x)<

k+ ε

(x−a)α

De convergentie van de integraal volgt dan onmiddellijk uit stelling 10.1.9. �

Men kan analoge criteria formuleren voor oneigenlijke integralen van de tweede soort die oneigen-
lijk zijn in de bovengrens.

Stelling 10.1.11 Onderstel dat f : [a,b)→ R een continue functie is. Indien er α ∈ (0,1), m > 0
en c ∈ [a,b) bestaan zo dat

0≤ f (x)≤ m
(b− x)α

voor elke x ∈ [c,b), dan is ∫ b

a
f (x)dx

convergent.

Stelling 10.1.12 Onderstel dat f : [a,b)→ R een continue functie is. Indien er een α ∈ (0,1)
bestaat zo dat

lim
x→b−

(b− x)α f (x) = k <+∞

dan convergeert de integraal ∫ b

a
f (x)dx

Bewijs. Het bewijs van de stellingen 10.1.11 en 10.1.12 is analoog aan dat van de stellingen
10.1.9 en 10.1.10. Men kan de stellingen 10.1.11 en 10.1.12 ook rechtstreeks uit 10.1.9 en 10.1.10
afleiden door de substitutie u =−x uit te voeren. Men krijgt dan∫ b

a
f (x)dx =

∫ −a

−b
f (u)du

en deze laatste integraal is oneigenlijk in de ondergrens. Hierop kunnen we 10.1.9 of 10.1.10
rechtstreeks toepassen. �
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Voorbeeld 10.1.13 Voor elke p > 0 is de integraal∫ 1

0
xp−1e−xdx

convergent. Voor p ≥ 1 is er geen enkel probleem, want dan is de integrand continu over [0,1].
Voor 0 < p < 1 is de integrand niet begrensd in het punt x = 0. Aangezien

lim
x→0+

x1−pxp−1e−x = 1

en 0 < 1− p < 1, volgt uit 10.1.10 dat de integraal convergeert.

10.2 De gammafunctie

In de vorige twee paragrafen hebben we gezien dat de integralen∫ 1

0
t p−1e−tdt en

∫ +∞

1
t p−1e−tdt

convergeren voor elke p > 0. We voeren nu de volgende nieuwe functie in:

Definitie 10.2.1 De gammafunctie

Γ : R+→ R+ : p→ Γ(p)

wordt gedefinieerd door de volgende formule:

Γ(p) =
∫ +∞

0
t p−1e−tdt (10.1)

We bespreken nu enkele eigenschappen van de gammafunctie. Onderstel dat p > 1, en integreer
(10.1) bij gedeelten:

Γ(p) = −
∫ +∞

0
t p−1de−t

= − lim
x→∞

[
t p−1e−t

]x

0
+(p−1)

∫ +∞

0
t p−2e−tdt

Voor p > 1 is
[
t p−1e−t

]
t=0

= 0 en

lim
x→+∞

xp−1e−x = 0

zodat
Γ(p) = (p−1)Γ(p−1)

Hiermee hebben we bewezen:
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Figuur 10.1: Grafiek van de gammafunctie

Stelling 10.2.2 Voor elke p > 1 geldt dat

Γ(p) = (p−1)Γ(p−1) (10.2)

De berekening van Γ(p) kan dus steeds herleid worden tot de berekening van Γ(p) met 0 < p≤ 1.
Laten we vervolgens Γ(1) berekenen.

Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tdt =− lim

x→∞

[
e−t
]x

0
= 1

Uit deze formule en (10.2) volgt onmiddellijk dat voor elk natuurlijk getal n

Γ(n) = (n−1)Γ(n−1) = (n−1)(n−2)Γ(n−2) = (n−1)!Γ(1) = (n−1)!

Stelling 10.2.3 Voor elk natuurlijk getal n > 0 hebben we

Γ(n) = (n−1)! (10.3)

Men kan aantonen dat de gammafunctie continu en afleidbaar is over (0,+∞]. In Analyse II, §5.4
zullen we aantonen dat

Γ(1/2) =
√

π

10.3 Booglengte

In hoofdstuk 8 hebben we gezien dat we de bepaalde integraal kunnen gebruiken om oppervlaktes
te berekenen. In deze paragraaf zullen we zien dat ook de lengte van een kromme kan bepaald
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worden met behulp van de bepaalde integraal. Beschouw een vectorfunctie

~r : [a,b]−→R3 : t 7→~r(t)

Zoals gezien in hoofdstuk 1 kan zulk een vectorfunctie gebruikt worden om krommen te beschrij-
ven. Indien~r continu is over [a,b], dan noemen we het beeld van~r in R3 een continue boog. Schrijf
~A =~r(a) en ~B =~r(b). We zullen de boog bepaald door de vectorfunctie~r dan noteren door ÂB. In
deze paragraaf zullen we booglengte definiëren, en we zullen ook zien hoe we met behulp van de
bepaalde integraal booglengten kunnen berekenen.

a b

t0 t1 t2 .  .  . tk–1 tk

z

y

x

A

B

M
M1

Mk–1

Figuur 10.2: Partitie van een continue boog

Hiervoor gaan we als volgt te werk: beschouw een partitie

P = (a = t0, t1, · · · , tk = b)

van [a,b]. Schrijf ~Mi =~r(ti) voor i = 0,1, · · · ,k. Het beeld van P in R3 is dan

Q =~r(P) = (~A = ~M0, ~M1, · · · , ~Mk = ~B)

Dit verdeelt de boog ÂB in k deelbogen ÂM1, M̂1M2, · · · ,M̂k−1B. We noemen Q een partitie van
de boog ÂB (zie Figuur 10.2). Het is duidelijk dat

λQ =
k

∑
i=1
‖~Mi− ~Mi−1‖

een benadering is van wat we - intuı̈tief - als de lengte van de boog beschouwen. Bovendien is
deze benadering kleiner dan de werkelijke waarde van de boog, en, hoe fijner de partitie P, hoe
beter de benadering. Vandaar de volgende definitie.

Definitie 10.3.1 Onderstel dat ÂB een continue boog in R3 is. Met notaties als hierboven de-
finiëren we de booglengte van ÂB als

`ÂB = sup{λQ|Q is een partitie van ÂB} (10.4)

Indien `ÂB eindig is, dan noemen we de boog ÂB rectificeerbaar.
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Opmerkingen 10.3.2 1) Er zijn - pathologische - voorbeelden van continue bogen die niet rectifi-
ceerbaar zijn. Men kan zelfs voorbeelden bedenken van continue bogen die het hele eenheidsvier-
kant opvullen.
2) De definitie is onafhankelijk van de gekozen parametrisatie van de boog ÂB. Dit blijkt onder
meer uit bovenstaande figuur.

Alvorens een formule op te stellen die ons in staat stelt om booglengten te berekenen hebben we
eerst twee lemmas nodig.

Lemma 10.3.3 Onderstel dat C een punt is op een rectificeerbare continue boog ÂB. Dan is

`ÂB = `ÂC + `ĈB

Bewijs. Intuı̈tief gezien is het resultaat van dit lemma natuurlijk triviaal. Om mathematisch precies
te zijn moeten we het echter ook bewijzen uitgaande van definitie 10.3.1. Dit is een beetje tech-
nisch.
We zullen eerst bewijzen dat

`ÂB ≥ `ÂC + `ĈB

Onderstel dat Q1 = (A = M0, · · · ,Mr = C) een partitie is van ÂC, en Q2 = (C = Mr, · · · ,Mk = B)
een partitie van ĈB. Dan is Q = (A = M0, · · · ,Mr =C, · · · ,Mk = B) een partitie van ÂB en dus is

λQ1 +λQ2 = λQ ≤ `ÂB

Omdat dit geldt voor alle partities Q1 en Q2, volgt dat

`ÂC + `ĈB ≤ `ÂB

Laten we nu de omgekeerde ongelijkheid bewijzen. Kies ε > 0. Dan bestaat er een partitie Q van
ÂB zo dat

`ÂB− ε < λQ ≤ `ÂB

Een technische moeilijkheid is nu de volgende: het punt C is niet noodzakelijk een deelpunt van
de partitie Q. Om dat te verhelpen stellen we Q′ de partitie die ontstaat uit Q door het punt C toe
te voegen. Dan is

`ÂB− ε < λQ ≤ λQ′ ≤ `ÂB

Beperk Q′ tot twee nieuwe partities Q1 en Q2 van ÂC en ĈB. Dan is

λQ′ = λQ1 +λQ2

zodat
`ÂB− ε < λQ1 +λQ2 ≤ `ÂC + `ĈB

Aangezien dit geldt voor elke ε > 0, volgt hieruit dat

`ÂB ≤ `ÂC + `ĈB

�
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Definitie 10.3.4 Onderstel dat ~f : [a,b]→ Rn een vectorfunctie is, waarvan elke component fi :
[a,b]→ R een stuksgewijs continu is. We definiëren de bepaalde integraal van ~f als de vector met
als i-de component de bepaalde integraal van fi.∫ b

a
~f (t)dt = (

∫ b

a
f1(t)dt, · · · ,

∫ b

a
fn(t)dt)

Lemma 10.3.5 Onderstel a≤ b. Met notaties zoals in definitie 10.3.4 hebben we

‖
∫ b

a
~f (t)dt‖ ≤

∫ b

a
‖~f (t)‖dt (10.5)

Bewijs. Merk eerst op dat voor elke vector~c ∈ Rn

~c ·
∫ b

a
~f (t)dt =

n

∑
i=1

ci

∫ b

a
fi(t)dt

=
∫ b

a

n

∑
i=1

ci fi(t)dt

=
∫ b

a
(~c ·~f (t))dt (10.6)

Neem nu

~c =
∫ b

a
~f (t)dt

Dan hebben we, gebruik makend van (10.6) en de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz

‖~c‖2 =~c ·~c =~c ·
∫ b

a
~f (t)dt =

∫ b

a
(~c ·~f (t))dt

≤
∫ b

a
‖~c‖‖~f (t)‖dt = ‖~c‖

∫ b

a
‖~f (t)‖dt

Als~c 6=~0, dan volgt (10.5) als we beide leden delen door ‖~c‖.
Als~c =~0, dan is het linkerlid van (10.5) nul, en het rechterlid niet-negatief. �

Stelling 10.3.6 Onderstel dat ÂB een continue boog is, bepaald door de vectorfunctie

~f : [a,b]→ R3 : t 7→ ~f (t)

Als d~f
dt bestaat en continu is over [a,b], dan is de boog ÂB rectificeerbaar, en dan wordt de lengte

van ÂB gegeven door de integraal

`ÂB =
∫ b

a

∥∥∥d~f
dt

∥∥∥dt (10.7)

Bewijs. Het bewijs verloopt in twee stappen. We bewijzen eerst dat de boog ÂB rectificeerbaar is.
Neem een partitie P van [a,b], te weten

P = (a = t0, t1, · · · , tk = b)
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en noem
Q = ~f (P) = (~A = ~M0, ~M1, · · · , ~Mk = ~B)

de bijhorende partitie van ÂB. Met notaties als hierboven hebben we nu, gebruik makend van de
grondformule van de integraalrekening en lemma 10.3.5,

λQ =
k

∑
i=1
‖~Mi− ~Mi−1‖=

k

∑
i=1
‖~f (ti)−~f (ti−1)‖

=
k

∑
i=1

∥∥∥∫ ti

ti−1

d~f
dt

dt
∥∥∥≤ k

∑
i=1

∫ ti

ti−1

∥∥∥d~f
dt

∥∥∥dt =
∫ b

a

∥∥∥d~f
dt

∥∥∥dt

Omdat
d~f
dt

continu is, is ook ‖d~f
dt
‖ continu, en dus bestaat de integraal

∫ b

a

∥∥∥d~f
dt

∥∥∥dt

Hieruit volgt dat {λQ|Q een partitie van ÂB} begrensd is, en dus is de boog ÂB rectificeerbaar.
We zullen nu (10.7) bewijzen. We voeren daartoe de volgende hulpfunctie in:

s : [a,b]→ R+ : t 7→ s(t) = `ÂM

waarbij ~M = ~f (t). Neem t0 < t ∈ [a,b].
Uit lemma 10.3.3 en het eerste deel van het bewijs volgt nu

s(t)− s(t0) = `M̂0M ≤
∫ t

t0

∥∥∥d~f
dt

(u)
∥∥∥du

Uit de definitie van booglengte volgt

‖~f (t)−~f (t0)‖ ≤ s(t)− s(t0)

zodat ∥∥∥∥~f (t)−~f (t0)
t− t0

∥∥∥∥≤ s(t)− s(t0)
t− t0

≤ 1
t− t0

∫ t

t0

∥∥∥∥d~f
dt

∥∥∥∥dt (10.8)

Verifieer zelf dat deze ongelijkheden ook gelden voor t < t0. In de formule (10.8) is de limiet voor
t→ t0 van zowel het eerste als het derde lid ‖d~f

dt (t0)‖. Immers

lim
t→t0

∥∥∥∥~f (t)−~f (t0)
t− t0

∥∥∥∥= ∥∥∥∥ lim
t→t0

~f (t)−~f (t0)
t− t0

∥∥∥∥= ∥∥∥∥d~f
dt

(t0)
∥∥∥∥;

Uit de stelling van het gemiddelde halen we dat

∫ t

t0

∥∥∥∥d~f
dt

∥∥∥∥dt = (t− t0)
∥∥∥∥d~f

dt
(τ)

∥∥∥∥,
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waarbij τ ∈ [t0, t], zodat

lim
t→t0

1
t− t0

∫ t

t0

∥∥∥∥d~f
dt

∥∥∥∥dt = ‖d~f
dt

(t0)‖.

De limiet van het middelste lid is de afgeleide van s, en dus is

ds
dt

=
∥∥∥d~f

dt

∥∥∥ (10.9)

Aangezien s(a) = 0, volgt hieruit dat

s(t) =
∫ t

a

∥∥∥d~f
dt

∥∥∥dt

Als we hierin t = b stellen, dan volgt de gewenste formule. �

Opmerkingen 10.3.7 1) In componenten uitgeschreven wordt formule (10.7)

`ÂB =
∫ b

a

√
f ′1(t)

2 + f ′2(t)
2 + f ′3(t)

2dt

Voor een vlakke kromme krijgen we (stel f3 = 0)

`ÂB =
∫ b

a

√
f ′1(t)

2 + f ′2(t)
2dt

Merk trouwens op dat definitie 10.3.1 en stelling 10.3.6 ook geldig zijn in Rn.
2) Als een kromme gegeven is, dan zijn verschillende keuzes van de parameter t mogelijk. Zo zijn
de stellen vergelijkingen {

x = cos t

y = sin t
en

{
x = cos t2

y = sin t2

beide een stel parametervergelijkingen voor de eenheidscirkel. Een natuurlijke keuze voor de
parameter is s, de booglengte langs de boog. (10.9) neemt nu de volgende vorm aan:(ds

dt

)2
=
(dx

dt

)2
+
(dy

dt

)2
+
(dz

dt

)2

of
ds2 = dx2 +dy2 +dz2 (10.10)

Men kan (10.10) beschouwen als een differentiaalvorm van de formule die de afstand tussen twee
punten geeft:

d2 = ∆x2 +∆y2 +∆z2

Voorbeelden 10.3.8 1) We berekenen de lengte van een cirkelboog. De parametervergelijkingen
van een cirkel met straal a zijn {

x = acos t

y = asin t
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Hieruit volgt
dx
dt

=−asin t en
dy
dt

= acos t

en (dx
dt

)2
+
(dy

dt

)2
= a2

De lengte van de cirkelboog begrepen tussen de parameters t0 en t1 is dus∫ t1

t0
adt = a(t1− t0)

2) We berekenen de booglengte van een boog van een cycloı̈de. Een cycloı̈de is de baan die een
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Figuur 10.3: De cycloı̈de

punt op de omtrek van een cirkel beschrijft als men deze cirkel laat rollen zonder glijden over
een rechte. In Figuur 10.3 is een cycloı̈de geschetst. Als deze rechte de x-as is, dan kan men de
vergelijking van de cycloı̈de in parametervorm schrijven als volgt{

x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)

We vinden nu gemakkelijk

dx
dt

= a(1− cos t) = 2asin2 t
2

dy
dt

= asin t = 2asin
t
2

cos
t
2

zodat (dx
dt

)2
+
(dy

dt

)2
= 4a2 sin4 t

2
+4a2 sin2 t

2
cos2 t

2
= 4a2 sin2 t

2
en

`=
∫ 2π

0
2a|sin

t
2
|dt = 8a
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We zullen nu enkele speciale gevallen van (10.7) nader bekijken.

Vlakke kromme gegeven in de vorm y = f (x)

Voldoende is x als parameter te kiezen. Omdat dx
dx = 1 vindt men voor de booglengte

`=
∫ b

a

√
1+ y′2dx

Vlakke kromme gegeven in poolcoördinaten

Onderstel dat de kromme gegeven is in de vorm{
ρ = ρ(t)

θ = θ(t)

waarbij ρ en θ poolcoördinaten zijn. Aangezien{
x = ρcosθ

y = ρsinθ

heeft men

dx
dt

=
dρ

dt
cosθ−ρsinθ

dθ

dt
dy
dt

=
dρ

dt
sinθ+ρcosθ

dθ

dt
en (dx

dt

)2
+
(dy

dt

)2
=
(dρ

dt

)2
+ρ

2
(dθ

dt

)2

en de formule voor booglengte wordt

`=
∫ b

a

√(dρ

dt

)2
+ρ2

(dθ

dt

)2
dt (10.11)

Als onze kromme gegeven is in de vorm ρ = ρ(θ), dan kiezen we θ als parameter, en dan neemt
(10.11) de volgende vorm aan:

`=
∫ b

a

√(dρ

dθ

)2
+ρ2dθ (10.12)

Voorbeeld 10.3.9 Beschouw de kromme met vergelijking in poolcoördinaten

ρ = a(1+ cosθ)

Deze kromme wordt geschetst in Figuur 10.4.
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Figuur 10.4: De hartkromme of cardioı̈de

Vanwege zijn vorm noemt men deze kromme een hartkromme of cardioı̈de. We hebben

ρ
′2 +ρ

2 = a2(1+ cos2
θ+ sin2

θ+2cosθ) = 4a2 cos2 θ

2

zodat
`= 4a

∫
π

0
cos

θ

2
dθ = 8a

[
sin

θ

2

]π

0
= 8a

10.4 Lengteintegralen

Zoals in § 10.3 nemen we een continu differentieerbare boog ÂB met lengte l = lÂB, en vectorver-
gelijking

~r = ~f (t),

waarbij t ∈ [a,b]. We beschouwen weer de functie s(t) die de booglengte langsheen de boog ÂB
meet. We kunnen ÂB dan parametreren in s in plaats van in t:

~r =~g(s),

waarbij s ∈ [0, l]. We hebben dan dat ~f (t) =~g(s(t)).
Onderstel nu dat de boog ÂB “massief” is, met een massadichtheid ρ(s), die (continu) afhangt van
de plaats op de boog. ρ is dan gegeven in eenheid van massa per eenheid van lengte (bijvoor-
beeld kg/m). Wat is nu de totale massa van ÂB? Om die te vinden redeneren we als volgt. We
beschouwen een partitie P = (0 = s0,s1, · · · ,sn = l) van het interval [0, l]. Stel

Ri = max{ρ(s) | s ∈ [si−1,si]};

ri = min{ρ(s) | s ∈ [si−1,si]}.
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Dan is
n

∑
i=1

ri∆si ≤M ≤
n

∑
i=1

Ri∆si

Aangezien dit geldt voor elke partitie P van [0, l] kunnen we besluiten dat

M =
∫ l

0
ρ(s)ds.

We keren nu terug naar de parameter t; dit betekent eigenlijk dat we de substitutie s = s(t) uitvoe-
ren. We vinden dan

M =
∫ b

a
ρ(s(t))

ds
dt

dt =
∫ b

a
ρ(s(t))

∥∥∥∥d~f
dt

∥∥∥∥dt

We kunnen nu ook de gemiddelde dichtheid van ÂB berekenen. Dit is de constante dichteid die ÂB
moet hebben om dezelfde massa te hebben:

ρ =
M
l
=

∫ b
a ρ(s(t))‖d~f

dt ‖dt∫ b
a ‖

d~f
dt ‖dt

.

In plaats van massadichtheid kunnen we ook andere grootheden integreren. Zo is het middelpunt
van ÂB het punt met coördinaten (x,y,z), waarbij

x =
1
l

∫ l

0
xds, y =

1
l

∫ l

0
yds, z =

1
l

∫ l

0
zds.

Voorbeeld 10.4.1 Beschouw de bovenste helft van de cirkel x2 + y2 = 1. Een stel parameterver-
gelijkingen is {

x = cos t
y = sin t

t = s is dan gelijk de hoofdparameter langs de kromme. We berekenen nu

y =
1
π

∫
π

0
yds =

1
π

∫
π

0
sin tdt =

2
π
.

Uiteraard is x = 0.
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