CAPITULO VIIL.
CONVERGENCIA DE
SUCESIONES

SECCIONES
A. Criterios de convergencia.

B. Ejercicios propuestos.
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A. CRITERIOS DE CONVERGENCIA.

Una funcién cuyo dominio es el conjunto de los niimeros naturales se dice
sucesion.

Si f: N — R es una sucesién y f(n) = an,n € N, representamos la sucesién
por {ay }nen 0 simplemente {a,} vy a, se llama término general (o n-ésimo)
de la sucesion.

Una sucesién {a,} es convergente cuando existe y es finito lim a,. Si dicho
n—oo

limite es infinito, la sucesién es divergente, y si no existe, la sucesién es
oscilante.

Las propiedades de los limites de funciones se aplican a sucesiones en forma
directa. Por tanto, para estudiar la convergencia de una sucesion son vélidos
los mismos métodos utilizados en el calculo de limites de funciones. También
se pueden aplicar las equivalencias entre infinitésimos nombradas alli (ver
capitulo 3). También es valida aqui la férmula nlir& (1+uy,) /" = e, cuando

Uy — 0.

Sin embargo existen otros criterios especificos para las sucesiones que enun-
ciamos a continuacién:

1) Media aritmética: Si lim a, = a, entonces
n—oo

, ar+---+an
lim ——— =a

n—oo n

2) Media geométrica: Si lim a, = a 'y a, > 0,Vn, entonces
n—oo

lim a1 - -a, = a.
n—oo

3) Cociente-Raiz: Si ap > 0,Yn y lim = L, entonces lim /a, = L.

N—00 (y_1 n—oo

4) Stolz: Si {a,} es una sucesion arbitraria, {b,} es una sucesién creciente

, ,  Op —ap—1 . Q
tal que lim b, = 400y lim ——— = L, entonces lim — = L.
n—oo n—oo bn — bn,1 n—o0 O,

Aparte de estos criterios, es til la formula de Stirling:

|
p n: . _ . . .
lim ————— =1, es decir, n! y n"e™"v/27n son infinitos equivalentes.

n—00 ne=N\/21n

En los problemas que siguen se desarrollan distintos métodos para los dife-
rentes casos de indeterminacion en el calculo de limites de sucesiones.
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PROBLEMA 8.1.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

an = Vn2 +4n — Vn? — n.

Solucion

Multiplicamos y dividimos por el conjugado y se obtiene:

I — lim (Vn2 +4n — V/n? —n)(V/n? + 4n + V/n2 — n)

n—o0 Vn2+4n++vn2 —n
5n 5 5

lim =
n—oo \/n2 +4n +vVn2 —n

= i = —.
nooo V1+4/n+/1-1/n 2

PROBLEMA 8.2.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

ap =vVn?2+n+1-—n.

Solucion

Como tenemos una indeterminaciéon co — oo, multiplicamos y dividimos por
el conjugado:

L = lim(vVn?+n+1-—vn?)
n—oo

N e S ) R R i)

n—00 vn?2+n+1+vn?
n+1 1+1/n 1

= lim

= lim =-.
n—oo /2t +1+vVn?2 oo /T+1/n+1/n?+vV1 2

PROBLEMA 8.3.

Calcular el limite de la sucesion de término general

an = Vn?+vVnt+1-2n.
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Solucion

Multiplicamos y dividimos dos veces por el conjugado y obtenemos:

L = h’m( n2+\/n4+1—\/2n2)

FLLS
(VT VIR T v
A, NS Yo

SR

n=20 /n? 4 Vind 11+ V202

—  lim nt+1-nt _0

=% (V2 4 VT 14 v2n?) (VAT £ 1 + Vad)

PROBLEMA 8.4.

Calcular el limite de la sucesion de término general

apb=vVn2+n+1—+v3n2—-1-3n.

Solucion

Debido a la indeterminacién co — 0o, procedemos asi:

2 2
1= 30241
L o= lm (Va2 +n+1- /302 — 1)~ lim 3n — 1 — 1=t
n—00 n—oo n—00 \/n2+n—|—1—|—\/3n2_1
; ' —2n% 4. ..
_ hm 3’[’2,: hm o0 = —o0.

PROBLEMA 8.5.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = V/n3 +2n2 — V/n3 — n.

350



Solucion

Teniendo en cuenta la factorizacion a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?), si
llamamos
a=v/n3+2n? y b= +/n3 —n, resulta:
3_ 13
, , a’ —b
L= Jlim(a—b)= lim s

i nd+2n?2—nd+n
im
n—oo (n3 + 2n2)2/3 + (nd + 2n2)1/3(n3 _ n)l/s + (n3 _ n)2/3

~ ¥m 2n2+n
n—oo /b + 4+ /mb+ ...+ /nb+ ...
— lim 2+1/n _ 2
n—oo J1+...+1+...+v1+... 3

PROBLEMA 8.6.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = Vn? + 2n — /n® — Tn3.

Solucién

Teniendo en cuenta que L = lim ¥/(n% + 2n)2 — ¢/(n6 — 7n3)3, si llamamos
n—oo

a=y/(n?42n)? b= f/m, aplicamos la férmula

ab — 1o

b=
¢ & + atb + a3 + a?? + abt + b
y obtenemos

9 2 2 _ 6 __ 3\3

L = lim(a—b)= lim (n”+2n)” = (0 — )
n—oo n—oo 6 (ng +2n)10+ cee 4 6 (n6 _ 7n3)15
_ Ant0 +4n? — (=21n'® + 1470'2 — 7Pn?) 21 7
T ol Vn90 £ Y090 6 2

PROBLEMA 8.7.

Calcular el limite de la sucesion de término general

an = V/n3+5+ V813 + 4n2? — 3n.
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Solucion

En primer lugar, transformamos la indeterminacién oo — oo en 0 - oco:

L= lim [{/n3(1+5/n5) + {/803(1+ 4n?/8n%) - 3]
— lim [n(l +5/n3)Y3 4 2n(1 + 1/20)Y3 — 3n}
= limn [(1+5/n3)1/3+2(1+1/2n)1/3—3},
n—oo

Aplicamos ahora la férmula de Newton:

5\ 3 1/3\ 5  [1/3\ 52

1 5 1/3(1/3—-1) 52 5 25
T e e e A AT R T S
+3 n3+ 2! n6+ +3n3 9n6+
1\3 1/3\ 1 [1/3\ 1
1+ — =1 — — ...
<+2n> +<1)2n+<2>22n2+
11 1/31/3-1) 1 1 1
= 14-.— . I I
+3 2n 2! 22n2+ +6n 36n2Jr

Sustituyendo en la iltima expresién de L:

5 25 11
L = 1l 14— —4-  4+24 —— —— 4+...—3
nﬂ&”[ T3 T T Ty T2 T ]
o LR S N S
B E TR Il PR T Bk}

PROBLEMA 8.8.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

Gy = il/na—l—na*l— ‘\l/na—nafl, a € N.

Solucion

En primer lugar sacamos n factor comtun en cada sumando:

1 1
L = lim n’“/ (1—1—) —ny <1—>.
n—o0 n n
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Desarrollamos ahora cada término en serie de potencias:

<1+71L>1/a = 1+ <1{a>i+ <1éa>;+ <1éa>?;+...

_ 1+1.l+1/a(1/a—1)' 12+1/a(1/a—1)(1/a—2)' 1
a n 2! n 3! n3
1 l—a (1 —a)(1—2a)
- 14—
+ an + 2a2n? 6a3n3

-2) = (O (803 ()
1 1-a (1-a)(1-2a)

- 1- = - S
an = 2a?n? 6a3n3

Sustituyendo ahora en la dltima expresion del limite, resulta:

, 2 (1—a)(l-2a)
L = JL“;O”[W+W+~-
2 (1-a)(1-2a) 2
= 1/ — -_— = —
. [a—i_ 3a3n? + a

PROBLEMA 8.9.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

~ n(yn+2n+1)
- n?+3 '

n

Soluciéon

Comparando los grados del numerador y denominador, resulta:

2
I — lm nyn+2n® +n

n—00 n2 +3 =2

PROBLEMA 8.10.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

(3n —2)(n + 3)(2n — 5)?
n?(2n+6)(3n —5)

n
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Solucion

Comparando de nuevo los grados del numerador y del denominador, obte-
nemos:

. (3n24+9n—2n—6)(4n?+25—-20n) ., 12n*+...
L = lim = fm —— =2
n—o0 n?(6n? — 10n + 18n — 30) n—oo 6nt+ ...

PROBLEMA 8.11.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general
= +

an = —5

n n2

2 n

Solucion

Aplicamos la férmula 1 +2 4+ --- 4+ n =n(n + 1)/2. Resulta:

, 142+---+n ., n(n+1) , o n+1 1
L = lim ——— = lim ———~* = lim = _.
n—oo n2 n—oo 27’L2 n—oo 2N 2
PROBLEMA 8.12.
Calcular el limite de la sucesién de término general
()
ap = — , a € N.
n® \a
Solucién
Al desarrollar (Z) resulta directamente:
1 —1D(n—=2)...(n— 1 1 ¢4 ... 1
L= i L. =Dz (moatl) 1 ot L
n—oo N al al n—oo  no al
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PROBLEMA 8.13.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general
LD
n+/n—+vn

QAp =

Solucion

Si dividimos numerador y denominador por /n, tenemos:

1 1
L = lim —— = lim
n—00 n—i-\/m n—00 v
- 14 /"5y
1

PROBLEMA 8.14.

Calcular el limite de la sucesion de término general
3V4 — 4V/n?
In—3(4— n)

anp =

Soluciéon

Para comparar los grados del numerador y denominador escribimos:

3N/45 — 4 §/nb 3N/45 — 4 §/nb
L = lim — I

1m
w0 /(= 8) (A~ Wnd)  no 4 b bl 34— Ut ..
3 /45— ¥/ns

3 15/ & 0
= lim — LA = = 0.
n—oo 4 Vn5—5n%3+...— Vn8+... 0—1
578
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PROBLEMA 8.15.

Calcular el limite de la sucesidén de término general
V2 +n—/n? —n
ap = :
n(f/n:”—}—\/ﬁ— \3/n3—\/ﬁ)

Solucion

Si racionalizamos numerador y denominador, tenemos:

(V=02 V) (Y (0 4 V)P )

n= n(nd + /n—nd + /n)(v/n? +/n+\/n2 —/n)
N R Dk G A D B
oo 2n/n(V/n? + Vit /2 = /) 2

debido a que los grados del numerador y denominador son iguales.

L =

PROBLEMA 8.16.

Calcular el limite de la sucesién de término general
3"+ 7

ap = .

5" —4

Solucion

Debido a la indeterminacién oo/oo, dividimos numerador y denominador
por 5™:
[ o= g BOSHEAY 0
n—oo 1 —(4/5m) 1

debido a que (3/5)" — 0.

PROBLEMA 8.17.

Calcular el limite de la sucesién de término general

vVn+h—~vn+k 12 -
ap = - R/n+ 7.
In+h—n+k J
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Solucion

En primer lugar tenemos:

L

= I
e nl/3 [(1 + h/n)l/3 —

- K
oo (14 hfn)/3 —

Desarrollamos ahora las potencias de los binomios:

(1;4

1/4(1/4 - 1)

1/4
(1 + h)
n

fm
n—o0 3/n(1+ h/n) —

V(1 +h/n) —

V/n(1+k/n)

12

nl/4 [(1 + h/n)t4 —

/n(l+k/n)

(1+ h/n)/* -

()
L
4
(
+1
3
(

= 1+

h
n 21
3

1+

+

1 /112> i

h
n 21

1+

L g
14— . L
+12 n

2!

1/3

h

2

)H

2

(14 k/m) 1]
(1+ k/n)l/3]

(14 k/n)t/*
(1+k/n)

h2

n2

VYR (13 h2-+...
)n1/3 (1/3 ) 1)

h2

n2

<1/12> -

1/12(1/12 — 1)

Sustituimos en la férmula del limite y tenemos:

h
1+R732n2

2
She 4 ...

(1+ 4 -

j2
)

(L j/m)t 2,

2
3k 4.

32n2

n(l+j/n)

1’L1/12 . (1 —|—j/n)1/12

J 1152
288n2

)

lim
n—oo 1+3%_
1142

J
142 _
X( T lon T 2882
h—k _ 3(h?—k?)
4n 32n2

h2

)

4n
Jim =
3n 9n2

1(h—k) 3
1 _
3

Lh—k) = 4
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PROBLEMA 8.18.

Calcular el limite de la sucesidén de término general
1/(2n%) +1 —cos1/n
= n4 .

n

Solucion

Operando directamente resulta L = 0/oc0 = 0.

PROBLEMA 8.19.

Calcular el limite de la sucesidén de término general
In(5n* — 4n3 + 6n2 + 3n — 2)
a =
" In(6n3 + 4n? — 5n +7)

Solucion

Por las propiedades de los logaritmos, tenemos:

. Inn*(5—4/n+6/n>+3/n3 —2/n)
L = lim
n—oo lnn3(6+4/n—5/n2—|—7/n3)
~ lm Inn* +1In(5 —4/n +6/n% + 3/n> — 2/n%)
~ n>oo Inn3+1In(644/n—5/n? 4+ 7/n3)
Ifm 4Inn+1n(5 —4/n+6/n?+3/n3 — 2/n)
= I
n—oo  3lnn+1In(6+4/n—5/n%+7/n3)
44+1In(5 —4/n+6/n%+3/n3 —2/n?)/Inn
fm
n—oo 34 1In(6+4/n—5/n?+7/n%)/lnn

PROBLEMA 8.20.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

™
sen -1

sen .5 - vVnt + 1

an =
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Solucion

n
Debido a que sen T
2n —

T sen/2 = 1,y teniendo en cuenta la equivalencia

de infinitési il il 1t
€ 1n1nnitesimos sen ~ , resulta:
4dn — 2 4dn — 2

™

, sen n—1 , 4n — 2 4
L = lim — = lim — Y = -
n—»ooﬁ.‘/nﬂ_irl n—00 _7ﬁ/n4_|_1 T

PROBLEMA 8.21.

Sabiendo que 2sen Asen B = —cos(A + B) + cos(A — B), calcular el
limite de la sucesion de término general

1 2 3 n
an:sen—z—}—sen—Q+Sen—2—|—---+sen—2.
n n n n

Soluciéon

Multiplicando y dividiendo el término general de la sucesién por 2 sen o2
n

_ 1 21 1 22 1 o 2n 1
Un = Fsen(1/2n7) [2 sen 5y sel 5 5 +2sen 25 sen 55 + -+ - + 2sen 55 sen QHQ} .

Si aplicamos ahora la férmula dada, tenemos:

3 1 2n+1 2n —1
an = K—cosQn2 +cos2nQ> + -+ <_C082712+C082n?>]
X ! = ! |:COS 1 cos il 1}
2sen(1/2n?)  2sen(1/2n?) 2n? 2n?

_ 1 QSGDLHSGHL.
2sen(1/2n?) 2n? 2n?

Entonces, debido a la equivalencia sen u,, ~ u, cuando u, — 0:

, 1 n+1l n , n+1 1
L = lim -2 -—— = lim =—.
n—oo 2 - (1/2n2) 2n?  2n2  nooo 2n 2
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PROBLEMA 8.22.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

Ay = %
" Vmdtan -1
Solucién
Por una parte,
tg<g—4”2> cotg —— 1/te -
L = lim—m:ﬁmﬂzﬁm /18 T2

n—oo n3 4 2n—1 oo md42n—1 n—o Y34 2n—1
m m
In+2 4dn+2

Teniendo en cuenta la equivalencia tg , podemos escribir

In+42

; , dn + 2
L = lim %z lim 3
n—oo /nd3 +2n—1 n—cogy/nd+2n—1
) 442/n 4
= Ilim = —.
n—oo rd/14+2/n2—1/n3 T

PROBLEMA 8.23.

Calcular el limite de la sucesién de término general

n-—+a
anp =nln .
Vn—a

Solucion

n+a n—+a

Debido a la equivalencia In — 1, tenemos:
n—a n-—a
L = lim 2o 2F0 gy 2 (R0
n—oo 2 n—a n—oo2\n—a
., n n+a—n+a 3 2an
= lim --——=1lim ——— =a.
n—oo 2 n—a n—oo 21 — 2a
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PROBLEMA 8.24.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

1 m
n+2> donde m € R.

an = (4n + 3)™ <ln

Soluciéon

1 1
Aplicamos la equivalencia In nt ~ + — 1 y resulta:
n—2 n—2
1m 1 m
L = lm [(4n+3)lnn+ } :[Hm(4n+3)(”+ _1”
n—0o0 -2 n—00 n—2

3 m
= lim (4 — =12
[ fm ( n+3)n—2]

n—o0

PROBLEMA 8.25.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

an =n/a—mn, siendo a > 0.

Soluciéon

Aplicaremos la equivalencia a'/” — 1 ~ (1/n)Ina:

1
L= lim (na"/™ —n) = lim n(a"™ —=1)= lim n-—Ina =Ina.
n—00 n—oo n—oo n

PROBLEMA 8.26.

Calcular el limite de la sucesién de término general

B (a+n)(n— 1)”_1 '

n =

nn
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Solucion

Si tomamos logaritmos y utilizamos la equivalencia In(1 + u,) ~ u,, cuando
Uy, — 0, resulta:

_1n—1 -1
InL = 1fm1n<“+”-(” ) >:lim1na+n+lim(n—1)ln<n >
n

n—0o0 n nn—1 n—oo n n—00

—1
— o tm 24 Y (- 1) (” —1> =Inl+(-1)=—1.

n—oo n n—oo n

Por tanto, L = e~ 1.

PROBLEMA 8.27.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = (n/3)In(n + a)(n +b)(n+¢c) —lnn".

Solucion

Tenemos una indeterminacién co—oo que operamos del siguiente modo:
L = lim [(n/?)) In(n + a)(n + b)(n + ¢) — In(n™3n™/3n/3)
n—oo

= 7}1_{{.10[(71/3) In(n+a) + (n/3)In(n + b) + (n/3) In(n + ¢)
—(n/3)Inn — (n/3)Inn — (n/3) Inn]

b b
= lim (n/3)lnn+a—|— lim (n/3)lnn+ + lim (n/3)lnn+
n—00 n n—oo n—oo
o m 2l 2 2
T 203 n nbe3 n o nbo3 n
a b ¢ a+b+c
3 3 3 3

PROBLEMA 8.28.

Calcular el limite de la sucesién de término general
_ 3n*sen?(1/n)In(1+ 1/n)

(n+5) cos%ﬁ

n
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Solucion

Debido a las equivalencias sen1/n ~ 1/ny In(14+1/n) ~ 1/n, tenemos:
4 2

lm 3n®  1/n"-1/n

n—oo n + 5 V2/2
3n -2 6

fm ———— = = = 3V2.
n—co \/2n3(n +5) /2

L =

PROBLEMA 8.29.

Calcular el limite de la sucesion de término general

an = n*(Insen(r/2 +2/n) — Incos1/n).

Soluciéon

Nuevamente, por la equivalencia Inu, ~ u, — 1, cuando u,, — 1, resul-
ta:

I = 1lim n?l sen(w/2+2/n)_ " nQSen(w/2+2/n)_cosl/n
n—o0 cos1l/n n=o0 cos1/n
_ i 9c082/n —cosl/n — lim nQCOS(l/n—i—l/n)_cosl/n
N—00 cosl/n n—00 cos1/n
2 2
cos”1/n —sen®1/n —cos1/n
—  1im n2
noo ! cos1l/n
2 — 2
— lm 2 cosl/n(cosl/n 1) _ lim HQM
n—o0 cos1l/n n—co  cosl/n
o DR 1
- oo 2 n—ococosl/n 2 9

En la dltima linea aplicamos las equivalencias sen(1/n) ~ 1/ny 1—cos(1/n) ~

(1/n)2/2.

PROBLEMA 8.30.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general
w - (3n2 4 1)(1 — cos(1/n)
" (n2=2)In[l+ (1/n?)]
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Solucion

1 (1/n)?
Teniendo en cuenta las equivalencias de los infinitésimos 1 — cos — ~ u
n

2

y In(1 + uyp) ~ uy, cuando u,, — 0, tenemos:

3n%+1 1 —cos(1/n)
L=1lim >~ lfm —— 7 = =z,
oo 12 — 2 nmoo In(1 + (1/n2))  “neoo 1/n2 | 2

PROBLEMA 8.31.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

2n—1
l—n 143n
R W VA '

Solucion

Calculando directamente los limites de la base y el exponente, tenemos

que
/ 1
L=(Vi2) ==
?) =%
PROBLEMA 8.32.
Calcular el limite de la sucesién de término general
n+ 1 n—3
Gp = .
" n—1
Solucién

Tenemos una indeterminacién del tipo 1°°. Tomamos logaritmos y utilizamos
la equivalencia Inu, ~ u, — 1 cuando u,, — 1:

, n+1
InL = nh_)rgo(n—S)(n_l—l>
— 1- 1 2n —
_ g Bt lont D) =6,
n—o00 n—1 n—oo N — 1



PROBLEMA 8.33.

Calcular el limite de la sucesion de término general

n2 43\ (=D
Ay = <n2 +4n> .

Solucion

De forma similar al anterior, tenemos:

2 _ 2 2 9 o
mI = Im Lo [mE3 ] o (D030 dn)
n—oo n n2 + 4n n—oo n(n2 + 4n)
3n? —4n’ — 3 +4
S VAVt L e LN )
n—oo n3 + 4n2

PROBLEMA 8.34.
Calcular el limite de la sucesiéon de término general

n3+2

n? 4+ 3n — 2\ 22741

ap = ———m .
" n24+n

Solucion

Como la indeterminacion es del tipo 1°°; tenemos:

n3 4 2 n®+3n—2

InL = lim n
n—oc 2n2 + 1 n2+4+n
n+2 n’+3n—-2-n>-n ot 4.
= Ilim . = lim — =1
n—oc 2n2 + 1 n2+4+n n—oo 2nt + ...

Por tanto, L = e! = e.

365



PROBLEMA 8.35.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

9 27L273
n®—3n+5| »tt

n?2 —9n

anp = |1+1n

Solucion

Con la misma indeterminacion anterior, deberemos aplicar dos veces la equi-
valencia Inu,, ~ u, — 1 cuando u,, — 1:

. 2m%2—-3. n®—3n+5 o 22 -3 /n®>—-3n+5
InL = lim In = lim -1
n—oo mn 4+ 1 n? —9n n—oo mn 4+ 1 n? —9n
2m?—3 n2—3n+5—-—n*+9n
= lim .
n—oo N+ 1 n? —9n
(6n + 5)(2n2 — 3) . 12034 ... 5

= I = lfm — " =12 = L[ =¢'%
e (2 —On)(n+1)  nome nd4 .. ¢

PROBLEMA 8.36.

Calcular el limite de la sucesién de término general

1H(TL+G) nlnn
ap = | ————= .
" Inn

Solucion

Debido a que

In(n+a) Inn(l+a/n) Inn+In(l+a/n) 14 In(1+a/n)
Inn Inn N Inn N Inn

— 1,

tenemos una indeterminacién del tipo 1°°. Por tanto, si llamamos L al limite
de la sucesién, resulta

1
InL = lim nlon [n(n—i—a) — 1] = lim nln(1+ a/n)
n—oo lnn n—oo
= lim nln(l1+a/n)= lim In(1 +a/n)" =1lne* = a.
n—od n—od
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Queda en definitiva que L = e®.

PROBLEMA 8.37.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = [1+1In(n® = 5n + 3) — In(n? + 3n — 5)]2"75.

Solucién
2 2n—>5
-5 3
Debido a que a,, = |1+ In ZZH):L:B] — 1%, resulta:
InL = lim (2 5)1Mf1' (2 5)@1
YT SN 2 ¥ 3n—5 noee n?+3n—5
M — 5)(—
— lm (2n — 5)(—8n + 8) _ 18

n—00 n24+3n—-5

En definitiva, L = e~ 16.

PROBLEMA 8.38.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

12432452 4.+ (2n — 1)2] "
4n3 )

an = |3

Solucion

Calcularemos en primer lugar la expresién 12 4 32 + 52 + ... + (2n — 1)?
E(k+1)(2k+1) vk € N:

utilizando la férmula 12 +22 4+ .- + k2 = 5

12+ 324554+ (20— 12 =12 4+22 4+ 32+ 42+ 5%+ + (2n — 1)® + (2n)?
—224+ 42+ 4+ (2n)]
= 124224324424+ +2n—1)2+2n)? - 2212+ 22+ - +1?)
2n(2n+1)(4n+1) 22n(n+ 1)(2n+1) _ 8n3 — 2n'
6 6 6
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— 1.

6 g

De este modo a,, = [4713

Entonces hacemos

InL = lim (2n+1)

n—oo

2 _ _
[4”1_1]: P U VN

4n? n—oo  4n?

Por tanto L = e = 1.

PROBLEMA 8.39.

Calcular el limite de la sucesién de término general

4 2 _
a, = 3\/ n ™ .
V8n3 4+ 4n?

Solucion

Tenemos un limite de la forma 1°°. Llamando L = lim a,, si utilizamos la
n—oo

equivalencia Inu, ~ u, — 1, tenemos:

\/4n —Tn — /8n3 + 4n?2
InL = hm vnd +n?/2
v/8n3 4+ 4n?2

3 2
_ o T2 ({*/(4n2 —7n)3 — /(83 + 4n2)2)

n—oo \ 8n3 + 4n?2

1
= 3 lim ({3/(4712 —7n)3 — ¥/(8n3 + 4n2)2> .
Si llamamos ahora a = ¢/(4n? — Tn)3 y b = ¥/(8n? 4 4n2)? y utilizamos la

identidad a® — b® = (a — b)(a® + a'b + - - - 4+ b°), tenemos

2 _ 3 _ 3 2)\2
L — 1 lim (4n® —Tn) (8n + 4n?)
2 n—oo 8 (4n2 7n)15+ 6 (8?23—1-4712)10
1 —400n® + 572n* — 343n3 1 —400 —25

2 A /) 1 ...+ )5025'6.230/6_ o4
En definitiva, L = e 25/24,
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PROBLEMA 8.40.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

0 — [cos(a + 1/n)r‘

COoS a

Soluciéon

Como tenemos una indeterminacion 1°°, hacemos:

wl = lmn [cos(cH— 1/n) 1} — lm . cos(a+1/n) — cosa
n— oo cosa n—00 cos a
A+ B A—B
Aplicamos la formula cos A — cos B = —2sen —; sen — —y tenemos:
—2sen (a + -+ ) sen 5~ —2sen (a + 5= 1
InL, = limn- ( 2") n — Jim ( 2") - lim nsen —
n—00 cosa n—00 cos a n—00 2n

—2sena 1 1
= — limn- — =-2tga- - = —tga.
cosa n—oo 2n 2

Queda en definitiva L = e~ %82,

PROBLEMA 8.41.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

Solucién

Andlogamente al anterior tenemos:

1
InL = nlirgon[cos\/ﬁ—l].

Utilizaremos la férmula cos 2z = cos? z — sen?z = 1 — 2sen? x = cos 2z —

1 = —2sen®z y resulta:

1 1)’
InL = nlirgon [—2 sen’ 2\/7;} = nh_{lgo(—Qn) <2\/ﬁ>



En definitiva, L = e 12,

PROBLEMA 8.42.

Calcular el limite de la sucesién de término general

1+tgl/n]"
ap = |————| .
1—tgl/n

Solucion

Como tenemos una indeterminacion del tipo 1°°, hacemos lo siguiente:

L = lmon|2EBYR ], | 2el )
n—oo  |1—tgl/n 1—tgl/n

Como 1/n — 0, podemos sustituir tg1/n por 1/n. Asi:

2 2
InL = Ilim n-iz lim —— =
n—oo 1 —tgl/n n—ooocl—tgl/n

Por tanto, L = e2.

PROBLEMA 8.43.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = (cos/n +aseng/n)".

Solucion

Como tenemos un limite de la forma 1°°, usamos las equivalencias In u,, ~
U, — 1, 1 — cosuy, ~ u%/2, sen Uy, ~ Un, cuando u, — 0 y resulta:

InL = lim n(cos¢/n—1+asen¢p/n)
n—oo
= lim n(cos¢/n—1)+ lim n-aseng/n
n—oo n—oo
2

= nangofn-W+7}LHgon-a-(¢/n):qb-a.
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Luego L = e%°,

PROBLEMA 8.44.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = (1/n +sen1/n + cos1/n)B /™,

Soluciéon

Tomando logaritmos, y usando las equivalencias tg 1/n ~ 1/n, 1 —cos1/n ~

2
% , tenemos:

InL = lim cotgl/n(l/n+senl/n+cosl/n—1)
n—oo

i 1/n+senl/n+cosl/n—1
= lim
n—00 tgl/n
— lim 1/n 4 lfm senl/n+ m cosl/n—1
n—ootgl/n  n—oo tgl/n n—oo  tgl/n
1/n —(1/n)

= Jirgol/—n—i—?}ggocosl/n—i-nlggom:1+1—O:2.

de donde L = €2.

PROBLEMA 8.45.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

(a}/”+---+a}€/”>n
ay, = )

k

Solucion

Debido a la indeterminacién 1°°, usamos la equivalencia a'/™ ~ (1/n)Ina
con lo que:

n 1/n 1/n 1/n
InL = limn|X Tt 1! = 1m n(al )+ + (ay )
— lim n(l/n)lna1—|—...+(1/n)lnak _ ln(al...ak).
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De donde, L = ¥/a;i ... ay.

PROBLEMA 8.46.

Calcular el limite de la sucesién de término general

()
an = .
n+%

Solucion

Procediendo como en el problema anterior, tenemos:

nn+ Ya-n— V8 ni(ya- Vb

InL = lim = lim
oo n+ Vb n—oo  n 4 /b
- lim ((L/&—l)—(\/g—l) = lm L_ lim L
n—00 1/n+ ¥b/n? n—co 1 /n 4 Yb/n2  n—oc1/n+ Yb/n?

(1/n)Ina i (1/n)Inb

fm ————— — lfm ————
n—oo 1/n 4 Yb/n2 n—o01/n+ V/b/n2

—dm e b = m®
W 1T Vofn s T+ Voin 3

Por tanto, L = a/b.

PROBLEMA 8.47.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

GZ<W+W+m+wy

p
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Solucion

Utilizaremos la equivalencia a** — 1 ~ u, Ina, cuando u, — O:

Y14+ Vo4 ...+ n
InL = lim nln\[+\[+ b

n—oo p

= dm DT+ (V2= D)4 (/5 - 1))

Tl—)OOp
on, o,
= i SV i (P - 1)

1 1
— lm 2 Zlnl4-+ lim 2 Zlnp
n

n—oop N n—oo p
Inl+---4+Inp In(l...p)
p p

=In {/p!

Por tanto, L = ™ V7! = ¢/pl

PROBLEMA 8.48.

Calcular el limite de la sucesién de término general

p-a/™ 4 q- b gt "
an = .
" p+q+r

Solucion

Como tenemos un limite de la forma 1°°, hacemos lo siguiente:

Laql/n L pl/n . al/n
InL = ll’mn[p ol tq- bt Arc —1]
n—00 pt+qg+r
et 1) g = 1) (e - )
oo ptqg+r

1
= ————[p Jim n(a!/" = 1) + ¢ lim n@®"/" 1)+ 1 lm n(e/" - 1)].

p+qg+r

n—0o0 n—oo

Tal como hemos visto en el problema anterior,

lim n(a/™ —1) =Ilna, lim n(b"" —1) =1Inb, lm n(c'/" —

n—oo n—oo n—oo
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Luego,

1
InL = m(plna—l—qlnb—l—rlnc)
1 1
= — ln(apchT) = ln(apchT)p+zlz+T .
ptq+r

y finalmente L = *"/aPbicr.

PROBLEMA 8.49.

Calcular el limite de la sucesién de término general

1 1/1n(3/n)
w=(3) -
n

Solucion

En este caso tenemos una indeterminacién 0. Asi pues:

1 1/1n(3/n) 1 1

InL = Inlim (— = lim ———In—
n—oo \ n n—oo In(3/n) n

—Inn —Ilnn/Inn

= lim

noooInd —Inn | neoo In3/Inn—1Inn/lnn

ComolnL=1= L =ce¢.

=1.

PROBLEMA 8.50.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

n+2 1/1In(n*-3)
fin = (3n3 — 1) '
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Solucion

Debido a la indeterminacién 0°, tomamos logaritmos y aplicamos las equi-

2
valencias In(n* — 3) ~ Inn* y In 32;__ T In % =Ilnn"%
L 1 n+2 1 o
Wl = nlLHOlO In(n* — 3) n 3n3—1 nlgrolo Innt tun
_ ok —2Inn 1
= aS% 4lnn 2
1/2

Se deduce entonces que L = e~

PROBLEMA 8.51.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

n+1 1/(1+Inn)
n = <n2+n+5> '

Soluciéon

Tomando logaritmos, tenemos:

1 1 1) — In(n?
L = lim O e S PO Ol | e e )
nsool4+lnn n24+n+5 S 1+Inn
i Inn(l+1/n) —Inn?(1 +1/n+5/n?)
= lim
n—oo 1+1Inn
I Inn+In(1+1/n) —2Inn —In(1+ 1/n + 5/n?)
= lim
n—00 1+ 1nn
Inn — In(1+1/n) —In(1+1 2
_ g 7 2lnn+ lm n(l+1/n) —In(1+1/n+5/n°)
n—oo 1+1Inn n—o00 1+Inn
—Ilnn -1 1
= lim ——4+0=1lim —— = 1= L=¢ ' =,
ngrolol—i—lnn+ nl—{gol/lnn—l—l € e

PROBLEMA 8.52.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

ap = (2 + 3n4)1/[3+21n(n+1)].
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Solucion

La indeterminacién es en este caso del tipo oo®. Asi pues:

1
InL = lim ————In(2 h.
. nggo3+2ln(n+1) n(2+3n%)

Teniendo en cuenta las equivalencias In(2 + 3n%) ~ Inn* y In(n + 1) ~ Inn,
resulta:
4lnn , 4

InL = lim —=1lm ——— =
n—oo3+2Inn n—oo3/lnn+ 2

Por tanto, L = e2.

PROBLEMA 8.53.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = (1 —-1/2)(1—1/3%...(1 — 1/n?).

Solucion

Desarrollando cada factor y simplificando, tenemos:

221 32-1 n2-1

L = lim ..
N— 00 22 32 n2
C@2=1)2+1) BG=1)B+1)  (n=Dn+1)
= l{im . .
N—00 22 32 n2
” n+1 1
= lim = —
n—oo 2N 2

PROBLEMA 8.54.

Calcular el limite de la sucesién de término general
1 1 1 1
12 23 (mn—1n nn+1)

S
3

|
+
+
+
+
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Solucion

Si descomponemos cada fraccién en fracciones simples tenemos:

I A B Ak+1)+Bk -
PR A TS B e G

1 1 1
Entonces A =1, B = —1, de donde m =% Tl

Aplicando lo anterior a cada sumando de la sucesién dada tenemos:

1 1 N 1 1 - 1 1 N 1 1 ) 1
Qa frd —_— = —_—— = JEE— —_ — — .
" 1 2 2 3 n—1 n n n+1 n+1

Es evidente entonces que

L = lim a,=1.
n—oo

PROBLEMA 8.55.

nn . .
Demostrar que — — 0 cuando n — co. Deducir de lo anterior
n

que Yn — 1.
Solucién
. Inn
Por ser Inn > 0y n > 0, entonces lim — > 0.
n—oo n

Por otro lado, si llamamos a,, = Inn, tenemos:

Inn a a a
L = lim —= lim =< lim —2 = lim L
n—oo n ap—o0 € T ap—o0 201 ap—oo (14 1)
, Qnp ; n
= lim < lim
oo L () + () 4.0 T e (%)
, %9 ,
= im —————— = lim =0.
an—oo ap(an, —1)/2!  an—ooa, — 1
Inn
Esto prueba entonces que lim — = 0.
n—oo n

blna

Si ahora aplicamos la férmula a® = e , podemos calcular:

lim ¢Yn = lim pl/n = elinooo1/nlnn _ 0 _ 1
n—oo n—oo
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PROBLEMA 8.56.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = Vnrti({a —1).

Solucion

Teniendo en cuenta la equivalencia a'/® — 1 ~ (1/n)Ina y sabiendo que
Yn — 1, resulta:

L = lim n™D/mEln Z 1) = tim n )/l

n—oo n—oo n

= lm ™D/ . 7t ng = lim Ynlna =Ina.
n—oo n—oo

PROBLEMA 8.57.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = Y13+ an2 + bn + c.

Solucion

Debido a que

) an, ) n3 +an? +bn+c
lim = lim =1,
n—00 y_1 n—oo (n—1)3 +aln—12+bn—1)+c¢

se deduce por el criterio del cociente-raiz que L = 1.

PROBLEMA 8.58.

Calcular el limite de la sucesién de término general

3
an = vVnd—1.




Solucion

1/3
Por el mismo criterio anterior, si escribimos */n3 —1 = (\”/n?’ - 1) ,
3
n’ —1
como lim ——————— =1, entonces lim V/n? —1 = 1. Por tanto, L = 1.
n—00 (n — ]_)3 —1 n—00

PROBLEMA 8.59.

Calcular el limite de la sucesion de término general

. — ,{/(a+1)(a+2)...(a+n)

n!

Solucion

Calculamos también el limite del cociente entre dos términos consecuti-
vOs:

(a+1)(a+2)...(a+n) (
— 7 n! 1y a+ Tl)
L= lim @) (o)~ am

=1

PROBLEMA 8.60.

Calcular el limite de la sucesion de término general

an, = \/n"t1(y/a—1).

Solucion

Por el criterio del cociente-raiz, tenemos:

n+1 -1 n+1
P T i (Vi) B P
e (=) (Va—1)  moke (n— 1)

e (7)
= limn = +00 - e = +00.
n—oo \m—1
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PROBLEMA 8.61.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

Y nlnn

Ay =

Solucion

Utilizamos el mismo criterio de los problemas anteriores y tenemos:

Inn

1 n 1
L = — lim Vnbn = — 1lim i

]na n—oo lna n—oo m

Teniendo en cuenta la equivalencia Inn ~ In(n — 1), resulta:

1
I n \"" 1 ifm lnpnondd
L = — lim = en—oo n
Ina n—oo\n—1 Ina
. 1
— 1 enll»moo nn_nl = L60 = L
Ina Ina Ina

PROBLEMA 8.62.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

an= (1 +1/n)P...(1+n/n)p.

Solucion

Por el criterio del cociente-raiz nuevamente, resulta:

L = lm (14+1/n)P...(1+n/n)P |
n—00 [1+1/(n—1)]p[1+(n—1)/(n_1)]p
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Escribimos ahora

1+ = (1l n
n—1 n) (n+1)(n—-1)
2 2\ n-(n+1)
1 = 1+ —
R < +n> (n+2)(n—1)’
3 3 n-(n+2)
1 = 1+ —
a1 (*n) (n+3)(n—1)
n—2 n—2 n-(2n —3)
1 = 1
R < L )(zn—z)(n—n’
n—1 n—1 n-(2n —2)
1 = 1
g < T )(Qn—l)(n—l)’
y obtenemos
- p
I — lim (1+1/7Z.)n...(1+(n—1)/n)(1+n7/v722)n72)
- P
, (I14+n/n)
- nhj{.lo nn—1  n(ntl)..(2n—3)(2n—2)
| (n=1)"—1 (n+1)(n+2)...(2n—1)
"lon -1

|

n—oo

lim (1 +n/n)

(")

n

] = (4e7HP = (4/e)P.

PROBLEMA 8.63.

Calcular el limite de la sucesién de término general

C14+V24 -+

n

Aan,

Solucion

Por el criterio de la media aritmética

En general lim
n—oo

n

L = lim {l/ﬁ = lim =1.
n—00 n—oon — 1
p
vnP = lim n =1.

n—oo (n — 1)P
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PROBLEMA 8.64.

Calcular el limite de la sucesidén de término general
_ In(n!)

n =

n

Solucion

Por el criterio de Stolz (o el de la media aritmética), tenemos:

I — lim ln1+ln2+---+lnn: i Tnm — o,
n—00 n n—00

PROBLEMA 8.65.

Calcular el limite de la sucesién de término general

C1+V2+ VBl +-- 4 Unl

n2

Gn

Solucion

Aplicamos el criterio de Stolz y utilizamos la férmula de Stirling:

1+vV24+ V34 4 Vnl = (1+V2+ V31 +---+ "/(n—1)))

L = nlin;o n2 — (n — 1)2
, vn! . V/nre~"\/2mn
= lim = lim —
nsoon?—n24+2n—1 nSoo 2n —1
n n 1
— lim — lm V2= lim —— lim \/ V2 = —.
n—oo e(2n — 1) n—oo n—oo 2en — e n—oo 2e

PROBLEMA 8.66.

Calcular el limite de la sucesién de término general
-1 -2 2 1
SRR R BT W

Inn!

Ap =
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Solucion

Aplicamos el criterio de Stolz por dos veces:

1 n n—2 n—1
L = 1l =
oo Inn!—In(n —1)!
dejeeaghed Tebeergled
= lim = lim
n—oo In[n!/(n —1)!] n—oo Inn
Tt bt b [l b+ 2]
= lim
n—oo Inn —In(n — 1)
1 1 1
= lim Lz lm ——— = lim — =1.
n—ocoln(n/n—1) n—co, (L) n—oo Ine
n—1

PROBLEMA 8.67.

Calcular el limite de la sucesién de término general

kzn: Infarc tg(l/\/%) +1]
k=1

n =

S 1/v3k T2
k=1

Solucion

Aplicamos en primer lugar el criterio de Stolz:

n

S In[arctg(1/VE) + 1] — :21 Infarctg(1/vk) + 1]

L= lim *=t

n—oo

S VB2 S 1R 2
k=1 k=1

Teniendo en cuenta que arctg1/y/n — 0y In(u, + 1) ~ u, cuando u, — 0,
tenemos

1 1 1 1 2
[ — lim nfarctg(1l/vn) +1] _ m Vo i 3T
n—00 1/v/3n+2 n—o001//3n+2 n—oo n

_ 3
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PROBLEMA 8.68.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

ap =

5 ()

Solucion

Por el criterio de Stolz tenemos directamente:

L = h’mﬂ: ]fm\/ﬁ+— vn —1
n—o0o \/n—+/n—1 n—oo/n(n—n+1)
_ gy YRR VR-T

Jim S 2.

PROBLEMA 8.69.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general

C142V24 -+ nyn
N n?\/n '

an

Solucion

Nuevamente por el criterio de Stolz tenemos:

ny/n . nyn(niyn+(n—1)2y/n—1)

L = I =1
oo 2 — (n— 12vn —1  noss mdon— (n—1)4- (n— 1)

. nt+nln—1)2V/n2 - ,ont V3l 2
= lim = lim ———— =—.
n—00 nd — (n — 1)5 n—00 5n4 4+ ... 5

PROBLEMA 8.70.

Calcular el limite de la sucesién de término general

_1n[\/1+ﬂ-{’/1+€ﬁ...m+ ﬂ]

n = senl+sen(1/2) +---+sen(1/n)
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Solucion

Aplicamos el criterio de Stolz y tenemos en cuenta la equivalencia sen 1/n ~
1/n:

o InV1I+V24+In V1424 +In Y1+ 2
m

L = 1
oo senl+sen(1/2) 4 ---+sen(1l/n)
oy Vi4 2 . (1/n)In(1 + 2/™)
T ab% sen(l/n)  neeo  sen(l/n)
1/n)1n(1 4 2/7
_ g WA (1 4 2Y7) = In2,

PROBLEMA 8.71.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general
~ Inl1-mm2+In3—---+1In(2n — 1) — In(2n)
N Inn

Qn

Solucién

Por el criterio de Stolz y la equivalencia Inw, ~ u, — 1, cuando u, — 1,
tenemos:

In(2n — 1) —In(2n) lfm In(2n —1)/(2n)

n—co Inn—In(n—1)  noco Inn/(n—1)
= lim 27? = lim ==
n—oo —_ — n—oo 2n 2

PROBLEMA 8.72.

Calcular el limite de la sucesién de término general
12422+ 4n?
) +E)++0)

Ay =
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Solucion

n

Recordando que 2" = (1 + 1)" = (k

) 1k .k y aplicando sucesivamen-
k=0

te el criterio de Stolz, tenemos:

124224402 n?
L = lim = lim
n—oo  (141)"—1 n—oo 2N — 1 —2n—1 41
2 n2 n2

T T e G e ) Rl

n—n-1% 2n—1_ 2n—1-(2n—3)

= lim ———% = lim = lim
n—oo n—1 _ 9n—2 n—oo 2n—2 N—00 an—2 _ 9gn—3
= lim — =0.

n—oo 2n—3

PROBLEMA 8.73.

Calcular el limite de la sucesién de término general

CV1-2:34V2-3 44+ /n(n+1)(n+2)
an = "2 n .

Solucion

Por el criterio de Stolz se obtiene directamente:

lim \/n(n—i- 1)(n+2)
n—00 n2f — (n — 1)2\/m
Vn3 +3n2 +2n(n?y/n+ (n —1)%2y/n — 1)

- nh—{go nd — (n — 1)5
— lim vl 4. (vnP+vnP+.L) 2
 n—oo 5nd + ... 5
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PROBLEMA 8.74.

Sabiendo que lim u, = a, calcular
n—oo

u + 2ug + 3ug + - - - + nu,

@ In= i, 2
1 I
b) Ly = lim up/1+ug/2 + +un/n.
n—oo lnn
Solucion

a) Por el criterio de Stolz,

NUp

L= I Ii lim —
= lim ————— = lim u, - lim =
1 eon? — (n—1)2 nocc " nso02n—1

b) Si aplicamos nuevamente el criterio de Stolz,

Up/M U
Ly = lim n/ = lim —*—
n—colnn —In(n —1) n—conln 2y
) ) 1 1
= limu, lm ———F =a-— =a
n—00 n—00 In n Ine
n—1

N

PROBLEMA 8.75.

Calcular el limite de la sucesién de término general

1 2+32+43+ +(n+1)”
T n2 1 2 32 nn—1

Soluciéon

Por el criterio de Stolz tenemos:

(nt1)" n (L)
L = lfim 2 —n
n—oon? — (n—1)

TR P SR R ¢
= lim im ) =Z.e=—.
n—oo 2n — 1 n—oo n 2 2
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PROBLEMA 8.76.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an = nze*‘/ﬁ.

Solucion

Tomando logaritmos, resulta:

n—oo

21
InL = lim[2lnn—+/n|= lim \/ﬁ[ nn—l}
n—oo

NG

21nn'

ra

Aplicamos ahora el criterio de Stolz para resolver el limite de ¢,, =

2Inn —2In(n — 1) o 2In "+

lim ¢, = lim = lim — =L
— — — — — n—(n—l)
n—00 n—00 \/> \/n 1 n—00 T
n n Vnt+vn—1
= 2lim (vVn+vn—1)ln =2 lim ln< >
11— 00 n—1 n—00 n—1
1 (n—l)iﬁj;l/?j
= 2 lim ln<1+>
n—00 n—1
. Jatyn=T
= 2In enleOO T —2lne = 0.
Resulta entonces que
InL = lim v/nf[e, — 1] = —oo.
n—oo

yL=e">*=0.

PROBLEMA 8.77.

Calcular el limite de la sucesién de término general
(Inn)?
ma

n =
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Solucion

Aplicando el criterio de Stolz tenemos:

L = lim (lnn)* — [inn — 1)}* = lim [Inn —In(n — 1)][Inn + In(n — 1)]

n—00 n — (n — 1) n—00

1 _ n._ . 2 n_
= nlirgoln[n(n 1)] lnn_ 1= nh_)rgoln(n n) <n— . 1)

Aplicamos nuevamente el criterio de Stolz, y obtenemos:

I — lim In(n? —n) —In[(n — 1)2 — (n — 1)]
n—oo n—1—(n—2)
2-n

= lim 1n”7:1n1:0.
nsoo  n2—3n+2

PROBLEMA 8.78.

Calcular el limite de la sucesién de término general

an =n(cosx)", 0 <x < m/2.

Solucién

En el intervalo 0 < z < 7/2,0 < cosz < 1y (cosz)” — 0, por lo que
tenemos un limite indeterminado de la forma oo - 0. Resulta:

1
InL = lim Inn(cosz)” = lim [lnn +nlncosz] = lim n [nn + In cos x}
n—oo n—oo n—oo n

n—oo n—oo

i B Inn
= Ilimmn-1lm |[— +1lncosz]|.
n

Por una parte, segiin el criterio de Stolz,

. Inn ., Inn—In(n—1) ,
Iim — = lim = lim In
n—oo n n—00 n — (n — ]_) n—00 n — 1

=0.

Por otra parte, como 0 < cosx < 1, entonces —oco < Incosx < 0, con lo
que

389



1
lim [nn —anosz] =k<0y
n—oo n

|
InL = lim n lim [nn —|—1ncosx} =400k =—00.
n—oo N—oo n

En definitiva, L = e~ = 0.

PROBLEMA 8.79.

Calcular el limite de la sucesién de término general

_ln1—|—1n2+---+lnn

i nlnn
Solucién
Aplicando el criterio de Stolz,
Inn Inn
L = 1 =1
oo nlnn — (n—1)In(n —1) noo lnnn — In(n — 1)7-1
, Inn , Inn
n—oo |n A= 1y=T n—00 Inn <%>
1 1
—  lim nn = lim

. n—1 . n—1"
" OOlnn—i—ln(ﬁ) " Ool—l—ﬁln(%)

n n—1 1 n—1
_ _ 1 _
Como(n_l) —<1+n_1) He,L—HO—l.

PROBLEMA 8.80.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

an:%'{/(n+1)(n+2)...(n+n).
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Solucion

En primer lugar tomamos logaritmos:

InL = lim 1n7</(n+1)(n+27L)...(n+n)
n—oo n

_ Hmlln(n+1)(n+i)...(n+n)‘
n—oo N n

Aplicamos ahora el criterio de Stolz y resulta:

In D (42). (n4n) _ g n(ntd).(n1dn-1)
InL = lim n D)

C o [(FDEEY @) o

n—oo | nn nn+1)...(2n—2)
= lim In [(2n—1)2n (n— 1)t

n—oo L n nTL

, _(2n — 1)2n (n _ 1)71—1

BT e e

n—1
— In lim L;)Q"Hn lim (" 1)
n—oo n n—oo n

= Ind+Ine ! =In(4e™).

Queda por tanto, L = 4e 1.

PROBLEMA 8.81.

Calcular el limite de la sucesién de término general

1 22.33.44 (m—1)""L.pn
o =t 3 (n—1) n

no 52.63-74...(n+2)"1. (n+3)"

Solucion

Agrupando términos y aplicando las propiedades de los logaritmos,
1 9 2 3 4 4 1 n—1 n
L fm S (2) (2) (2) . (" ”
n—oo 1 5 6 7 n+2 n+3
1 A 3\° no\"
= nh—{roloﬁ [ln <5> +1In <6> +--+1n <n—|—3>

1 2 3
= lim = [2In= In-+--- | .
ningon[ n5+3n6+ +nnn+3]
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Aplicando ahora el criterio de Stolz, obtenemos:

nln 2
L = lim — ™3 — lim nln
n—>oon—(n—1) n—oo n-+3
-3
= Mmoo —— 1) = Ifm —% = _3.
n—o0 n+3 n—oon + 3

PROBLEMA 8.82.

Calcular el limite de la sucesién de término general

-~ ()6 ()

Solucion

Tomamos logaritmos y aplicamos el criterio de Stolz:

In(7)(5)...("
e, B OG- () - () ()
n—o0 2~ (n— 1)
oL
= lim 1 2 /\n—1
n—oo n2— (n _ 1)2
Sabi (Z) _ (n#k')'k' _n ny '
abiendo que =1\ — (1! 5 _ Lk y nl = 1, resulta:
n—1
o , ln%ﬁ%%_ ) lnh_ ) ln(nn/n|)
ko= ”lingo 2n —1 —nlingom I s S

Aplicamos ahora la féormula de Stirling n! ~ n™e™""v/2mn y tenemos:

n" e”
InL = lim e _ lim D Vo
n—oo 2n —1 n—oo 2n — 1
. Ine™ —Inv2mn i n . Inv2mn
= lim = lim — lim —.
n—o00 2n—1 n—oo2n—1 n—oo 2n—1
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Volvemos a aplicar el criterio de Stolz:

1 Inv2mn —In\/27(n-1) 1 2
Wp = Lo gy RV2mobnyealn—1) 1 L i
2 n—o00 2n—1— (2n — 3) 2 n—oo 2 27T(1’L — 1)
1 1
T D ALLNNE S SR
2 n—00 n—1 2 2 2

Tenemos entonces L = e'/? = \/e.

PROBLEMA 8.83.

Calcular el limite de la sucesion de término general
n2-4-6-...(2n —2))?
1-35-...2n—1)2 "

an —

Soluciéon

Escribiremos la sucesion en términos de factoriales y aplicaremos la férmula
de Stirling;:

m=1.1.2. . (n—1)-2-4...2n]"
1-2-3...(2n—1)-2n

n—oo

[2.4...(2n — 2)]2
L = 1limn (2n )]

—
nooo |1-3... (2n— 1) lm”[

oy g [2 =124 2n 2 y on=Ll. (n—1)1. 2" . n1]°
T oo | (2n)! T oo (2n)!

) [22n=1. (n — 1)! n! 2
= (2n)! ]

- 2

i 22n=1(p — 1)n=le=ntl f2n(n — 1) - n"e "2mn

= lim n
n—oo (2n)?ne=2n\/27 - 2n

[(n— 1" ey/my/n(n — 1)] " e ern(n = 1)(n — 1)

= limn

n—0o0 271”\/5 n—o0 4.n2n.p

_ 2n—1
. (n—1)2"le2g? , n—1\""" n2e?

= lim = lim

n—o0 4n2n—1 n—oo n 4

re? 1\ p2e2e72 g2
= lim (1—— = = —.
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PROBLEMA 8.84.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

an = <2”) 47 /n.

n

Solucion

Por la féormula de Stirling, tenemos:

(2n)! 47\/n — lm (2n)2"e=2n\/drn 47" \/n

L = lim

n—00 (n!)? n—oo n2ne=2n . 21n
— lim 4nn2ne=2n2n . 4" /1 _ NS
n—o0 n2ne=2n . 2mn T

PROBLEMA 8.85.
Calcular el limite de la sucesidén de término general

2-4...(2n—2)7?
1-3...(2n—1)]

an:n[

Solucion

Aplicando nuevamente la formula de Stirling,

r 2

2
o (n—1t2nt  [yn-2n(n - 1)1]22n !
L= i \Wne Ty —| =i 2n— 1)
L 2n=1(n—1)!
r 2
i \/ﬁ . 22n—26—2n+2 (n _ 1)271—2[ 27T(n o 1)]2
= 1m
n—00 I e—2n+1 (Qn _ 1)2n71 27-[-(2” _ 1)

- 2
i Vn-22"2e. (n — 1) 121
= lim
n—oo | (2n —1)2n=1, /2w (2n — 1)

oy '22n—1(n_1)2n—1 2 e2nm2
R | (2n— 1)L

2
i om — 2\ 21 i e2nm?
= im < lim ————
n—oo \ 2n — 1 n—oo 4tn — 27

2
= (2. 2T _ T
= (e7) e4ﬂ 1

drn — 2m
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PROBLEMA 8.86.

Calcular el limite de la sucesién de término general

w - 227 (n1)2y/n
" 2n+1)!

Solucion

Utilizamos la férmula de Stirling en el numerador y denominador:

I ’ 22ne=2nn2n9mn. /n,
= lim
n—oo e~2n=1(2n 4 1)2nt+l\/drn + 27
22nn2n2mn/n

lim
n—oo e~1(2n + 1)2n+1/drn + 27

o\ " 2
— lim n e lim mny/n
n—oo \ 2n + 1 n—oo (2n + 1)\/4mn + 27
2
— e_]' .e- il — ﬁ
2v/4 2

ﬂ

PROBLEMA 8.87.

Calcular el limite de la sucesién de término general
(2n!)2(e”n/(”!)2 —1)

nn

n =

Solucion

n nn

. 7. n e .
Debido a que A = nlg{.lo ()2 = nlLIIolo Ty w—— 0, resulta la equivalen-
n

(nl)?

4 !2 n
I = g Hebh)'n”
n—oo nm(n!)?

. . L n ()2
cia de infinitésimos ™" /(™" — 1 ~

Luego

=4.
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PROBLEMA 8.88.

Calcular el limite de la sucesidén de término general

Solucion

Si aplicamos la férmula de Stirling, tenemos:

_ —1 2
A/ nre~n/2mn o on-e X/ 2mn . _1m
L = lim —— = lim —————— = lim e
n—00 n n—00 n n—00

2mn.

Ahora bien, como lim X/27n = lim */27\//n = 1, resulta que L = e~ 1.
n—oo

n—oo

PROBLEMA 8.89.

Calcular el limite de la sucesiéon de término general
22n(n!)2

Vnl(2n)l)

an =

Solucion

Aplicando la férmula de Stirling tenemos:

i 22 (nme~"/27n)? i 22np2ne=2n . 9rn
L == hm = llm
n—oo \/n(2n)2re=2n, /2w (2n) n—oo \/n - 22np2re=2n\/4mn

3 2mn
= lim ——— = /.

n—oo \/n - 2:/T\/n

PROBLEMA 8.90.

Dada la sucesion {a,} definida por a1 =2, a, = 5a,—1 + 3, calcular
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Solucion

Vamos a obtener el término general de la sucesién dando valores a n:

ap = dan—1 + 3;
Un-1=D50pn—2+3 = Bap_1 = 5%an_2+5-3;
Un—9 = Bapn_3+3 = 5%ap_o="5a,_3+5°-3;

as =bas +3 = 5" 3a3=5""2ay +5"3.3;
as = 5a1 + 3 = 5" 209 = 5" ta; + 5772 - 3.
Sumando miembro a miembro, a, = 5" ta;+3(5" 2+ +524+5+1).

El dltimo paréntesis corresponde a la suma de los términos de una progresion
geométrica, con lo que

e S

an=5""1.24+3.

5—-1 4
Entonces,
11-5"1 -3 11 3 11
L = lim &= lm —2 "2 _ Im [— }:.
n—00 n—00 4.5 n—oo | 20 4. 5" 20
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B. EJERCICIOS PROPUESTOS.

Calcular el limite de las sucesiones de término general

n+1 7112—+32
1.-a,= <n — 1> .
Resp.: L = €2.
3n? —2 pr-1
2.- ap = [?mQ—J .

Resp.: L = —p/3.

2
n

Resp.: L = 4.

(2n+1)3 — (2n —1)3

hem an = 3n?+1
Resp.: L = 8.
5 n™ —2n(4n —n3) 14+n7!
-y = . .
" 5—n3 1+n
Resp.: L = —2.

6.- ap, = Vn3 + an? — V/n3 — an?.

Resp.: L = 2a/3.

Ve Al VA U
ST V= Yt —
Resp.: L =0.

V/ncos(tgn)
n!
Resp.: L = 0.

8.- a, =
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9.- a, = nsen(mw/n).

Resp.: L = .

10.- ap = V/n? +n.

Resp.: L =1.

n+1
11.-a,=(4 3)1 .
a, = (4n + )n<n+2>

Resp.: L = —4.

B+ 2\ onis
12.-%:(’”) .

15n —4
Resp.: L = 1/+/3.

13.- ap, = "Vnl
Resp.: L =0.

1.~ apn :%Q/(n+1)(n+2)...2n.

Resp.: L =4/e.

n

|
15.- ap = 22
n

Resp.: L =1/e.

1m+2m+_“+nm
nm+1

Resp.: L =1/(1+m).

16.- a, = , (m>—1).

17.- ap =1\/2v2...v/2 (n veces).
Resp.: L = 2.

18.- an:\/2+\/2+...\/§ (n veces).

Resp.: L = 2.
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14V VB4 Ul

19.- a, 2
Resp.: L =1/e.
20 ! + ! + ! +
- ap =
"Vn2+1 VnZ+2 Vn2+3
Resp.: L =1.
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