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Avbandlingens studier

Licentiatavhandlingen innehiller féljande studier:

Studie 1

Sidenvall, J., Lithner, J. & Jader, J. (2015). Students’ reasoning in mathematics textbook task-
solving.  International ~ Journal of Mathematical Education in  Science and — Technology, DOI
10.1080/0020739X.2014.992986.

Till artikeln dr undertecknad huvudférfattare och ocksd den som ansvarat fo6r studien och dess
utformning av analysverktyget utifrin ett ramverk, analysprocessen avseende savil kategorisering
av clevresonemang som analys av dessa data, urvalet av elever samt skrivandet av texten till
artikeln. Till artikeln finns tva medf6rfattare, Johan Lithner och Jonas Jader, vars bidrag bestitt i
ett kontinuerligt samarbete med undertecknad kring studien, utformningen av analysverktyget,

visst medkodande f6r 6kad reliabilitet samt aktivt medverkande i skrivprocessen.

Studie 2

Jader, J., Sidenvall, J. & Sumpter, L. (inskickad). Students’ mathematical reasoning and beliefs in
non-routine task solving.

Studien som ligger till grund f6r manuskriptet dr ett samarbete dir tva huvudforfattare,
undertecknad och Jonas Jader, tillsammans jobbat med urval, datainsamling samt analys av data

med stéd av Lovisa Sumpter. De tre forfattarna har tillsammans skrivit manuskriptet.

Studie 3

Jader, J., Lithner, J. & Sidenvall, J. (inskickad). Reasoning requirements in school mathematics
textbooks: an analysis of books from 12 countries.

Till manuskriptet bestar undertecknads bidrag av ett kontinuerligt samarbete med huvudférfattare
Jonas Jider, samt medférfattare Johan Lithner. Undertecknads bidrag har stirkt det anvinda
ramverket och innefattat delaktighet i processen att utforma analysverktyget, tolkningar av

empitin och stod i utformning av stommen till manuskriptet.
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Abstract

Students only learn what they get the opportunity to learn. This means, for example, that students
do not develop their reasoning- and problem solving competence unless teaching especially
focuses on developing these competencies. Despite the fact that it has for the last 20 years been
pointed out the need for a reform-oriented mathematics education, research still shows that in
Sweden, as well as internationally, an over-emphasis are placed on rote learning and procedures,
at the cost of promoting conceptual understanding. Mathematical understanding can be separated
into procedural and conceptual understanding, where conceptual understanding can be
connected to a reform oriented mathematics education. By developing a reasoning competence
conceptual understanding can also be developed. This thesis, which deals with students’
opportunities to learn to reason mathematically, includes three studies (with data from Swedish
upper secondary school, year ten and mathematics textbooks from twelve countries). These
opportunities have been studied based on a textbook analysis and by studying students' work
with textbook tasks during normal classroom work. Students’ opportunities to learn to reason
mathematically have also been studied by examining the relationship between students' reasoning
and their beliefs. An analytical framework (Lithner, 2008) has been used to categorise and analyse
reasoning used in solving tasks and required to solve tasks.

Results support previous research in that teaching and mathematics textbooks are not
necessarily in harmony with reform-oriented mathematics teaching. And that students indicated
beliefs of insecurity, personal- and subject expectations as well as intrinsic- and extrinsic
motivation connects to not using mathematical reasoning when solving non-routine tasks. Most
commonly students used other strategies than mathematical reasoning when solving textbook
tasks. One common way to solve tasks was to be guided, in particular by another student. The
results also showed that the students primarily worked with the simpler tasks in the textbook.
These simpler tasks required mathematical reasoning more rarely than the more difficult tasks.
The results also showed a negative relationship between a belief of insecurity and the use of
mathematical reasoning. Furthermore, the results show that the distributions of tasks that require
mathematical reasoning are relatively similar in the examined textbooks across five continents.

Based on the results it is argued for a teaching based on sociomathematical norms that leads
to an inquiry based teaching and textbooks that are more in harmony with a reform-oriented

mathematics education.
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Sammanfatining

Elever kan bara lira sig de det de fir mojlighet att ldra sig. Detta innebir till exempel att elever
inte utvecklar sin resonemangs- och problemlésningsférméga i ndgon storre utstrickning om inte
deras undervisning fokuserar pd just dessa férmdgor. Forskning, nationellt och internationellt
visar att det finns en Gverbetoning pa utantillinlirning och pd procedurer. Detta verkar ske pa
bekostnad av en konceptuell férstielse, trots att det under 20 ars tid pekats pa behovet av en
reforminriktad matematikundervisning. Matematisk forstielse kan delas in i procedurell- och
konceptuell forstielse dir en konceptuell forstielse kan kopplas till en reforminriktad
matematikundervisning. Genom att utveckla férmagan att resonera matematiskt utvecklas ocksa
den konceptuella forstielsen. Denna avhandling, som inbegtiper tre studier (med empiri frin
gymnasiet dr ett och matematiklarobécker frin tolv linder) behandlar elevers méjlighet att lira sig
att resonera matematiskt. Dessa mojligheter har studerats utifrin att underséka vilka méjligheter
liroboken ger att lira sig matematiska resonemang, dels via en liroboksanalys och dels genom att
studera elevers arbete med liroboksuppgifter i klassrumsmiljo. Elevers méjligheter att lira sig att
resonera matematiskt har ocksi studerats genom att undersdka relationen mellan elevers
matematiska resonemang och deras uppfattningar om matematik. Ett analytiskt ramverk (Lithner,
2008) har anvinds for att kategorisera och analysera resonemang som anvints for att lésa
uppgifter och som behdvs for att 16sa en uppgift.

Resultaten frin studierna har givit stdd at tidigare forskning vad giller att undervisning och
lirobockerna inte nddvindigtvis harmonierar med en reforminriktad matematikundervisning,
Och att elever har uppfattningar om matematik som bygger pd osikerhet, férvintan pd dmnet
och sin egen férmaga samt motivation och att dessa uppfattningar delvis kan kopplas till att
eleverna inte anvinder matematiska resonemang for att férséka l6sa icke-rutinuppgifter. Det
vanligaste sittet att 16sa liroboksuppgifter var att vilja andra strategier 4n att anvinda sig av
matematiska resonemang. Ett vanligt sitt att 16sa uppgifter var att lta sig guidas, av frimst en
annan elev. Eleverna arbetade framforallt med de enklare uppgifterna i lirobéckerna. Bland dessa
enklare uppgifter var det mer sillsynt med uppgifter som krivde matematiska resonemang for att
16sas relativt de svirare uppgifterna. Resultaten visade dven att det fanns en negativ relation
mellan en uppfattning av osikerhet hos elever och ett anvindande av matematiska resonemang,.
Resultaten visade vidare att férdelningen av uppgifter som krivde matematiska resonemang var
relativt lika i alla undersokta lirobécker fran fem virldsdelar.

Utifrdn resultaten argumenteras for en foérindrad undervisning mot en undersdkande
undervisning och lirobocker som dr mer i harmoni med en reforminriktad

matematikundervisning.
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Introduktion och syfte 1

1. Introduktion och syfte

Omfattande forskning visar att ett av skilen till elevers svarigheter i matematik 4r att det finns en
for stor betoning pa utantillinlirning (Cox, 1994; Hiebert, 2003; Schoenfeld, 1991; Tall, 1996;
Verschaffel, Greer, & De Corte, 2000). Elever har endast i begrinsad omfattning djupare
kunskap och forstaelse (Hiebert, 2003). Ett sitt for elever att hantera matematiken, nir den blir
for svar att behdrska, dr att fokusera pa rutinuppgifter. Detta kan leda till att elever fastnar i att
enbart kunna géra rutinuppgifter (Tall, 1996). Liraren kompenserar denna brist hos eleverna
genom att lita eleverna arbeta med uppgifter och prov som endast kriver rutinkunskaper (Tall,
1996), “and the vicious circle of procedural teaching and learning is set in motion” (Tall, 1996, s.
300). I ett kort perspektiv dr utantillinlirning effektivt, men férédande f6r ett matematiskt lirande

pa lingre sikt (Boesen, Lithner, & Palm, 2010; Boesen, 2006; Skemp, 1978).

En elev fragar:

Ar a®-a® = a'® ritt? Jag har for mig att det har nigonting att géra med att addera eller multiplicera

baser och exponenter, men jag kan inte komma ihag vilket (Lithner, 2003, s. 29, forf. 6vers.).

Exemplet ovan lyfter fram tva aspekter av utantillinlirningens baksida. Dels att det dr svart att
komma ihag allt som man behdver komma ihdg, och dels anledningen till varfor eleven inte

vinder sig till grunderna for potensrikning, det vill siga att a°-a®

betyder
a-a-a-a-a- a-a-asom iven kan skrivas a® (Lithner, 2003). Skilet kan vara att eleven inte
kan resonera sig fram till hur uppgiften kan 16sas eller att eleven tror att det enda sittet att 16sa
uppgiften dr att komma ihdg en regel. Att kunna regler eller algoritmer utantill 4r inte negativt i
sig, tvirtom dr det nédvindigt for att gora matematiken effektiv (Gravemeijer & van Galen,
2003). Ett problem inom matematikundervisning ir diremot den éverbetoning som finns pd att
enbart lira sig procedurer utan ndgon tit koppling till matematisk férstaelse. For att elever ska fa
lira sig 16sa uppgifter dir det inte finns firdiga 16sningsmetoder, behéver de fia méjlighet att
utveckla sddana férmagor som stéttar dem i detta. Sammanfattande fér avhandlingens studier ar
att de har undersokt elevers mojligheter att lira sig att 16sa uppgifter utan firdiga
l6sningsmetoder. For att kunna 16sa sidana uppgifter behéver man kunna resonera matematiskt.
I studierna har uppgifter och uppgiftslésning kategoriserats med hjilp av ett analytiskt ramverk
(Lithner, 2008) f6r att undersoka vilken typ av matematisk kunskap och vilka strategier som kan
ligga till grund for elevers val vid uppgiftslésning. Med hjilp av ramverket (Lithner, 2008) kan

elevers 16sningsstrategier delas in i tvd huvudgrupper. Den ena 16sningsstrategin innebir att en
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uppgift kan 16sas med en pé férhand kind metod eller som ges av ndgon annan (t.ex. en elev eller
lirobok). Den andra lésningsstrategin innebdr att en ny och matematiskt forankrad
l6sningsmetod anvinds. Matematiska resonemang dr nidra besliktat med matematisk
probleml6sning. Det finns en relativt god bild av vad som gér elever till goda problemlésare
inom matematik. Att utveckla en god problemldsningsférmaga avgdrs av tre generella faktorer:
kognition, affekt ("affect”) och kontext (Schoenfeld, 1985, 1992).

Matematiklirande dr komplext (Niss, 1999), det dr ddrfor svart att avgora vilken aktivitet som
leder till ett visst lirande eller vilka faktorer som paverkat ett visst lirande. Avhandlingen gér inte
ansprak pd att understka lirandet i sig eller i vilken omfattning som ldrande sker utan vilka
mojligheter till att lira sig att resonera matematiskt som elever fir i forhéllande till
utantillinldrning. Utantillinliring har belysts i stor utstrickning, och i relation till probleml6sning i
tidigare forskning. Diremot har utantillinlirning sillan relaterats till matematiska resonemang
(Lithner, 2008). For att lira sig nigot (i detta fall matematiska resonemang), behéver man fi
moijligheter att ldra sig detta (i detta fall matematiska resonemang) (Hiebert, 2003). Avhandlingens

tre studier har haft for avsikt att underséka dessa mojligheter utifrdn tre utgdngspunkter:

1. Det ar viktigt att underséka klassrumspraktiken.
2. Elevers uppfattningar om matematik paverkar elevers lirande.

3. Liroboken har en central betydelse fér hur matematikundervisningen ser ut.

Till  storsta  delen fiar eleverna erfara  den formella matematiken genom
klassrumsundervisningen (Schoenfeld, 1992, 2012). Liroboken har en central roll inom
matematikundervisningen bade internationellt (Kajander & Lovric, 2009; Love & Pimm, 1996;
Schmidt et al., 2001; T6rnroos, 2005; Valverde, Bianchi, Wolfe, Schmidt, & Houang, 2002) och
nationellt (Jablonka & Johansson, 2010; Skolinspektionen, 2010). Matematikuppgifter dr en
hérnsten i elevers arbete med matematik och paverkar dem genom att rikta deras uppmirksamhet
pa innehillsliga aspekter likvil som pa vilket sitt en uppgift ska processas (Doyle, 1983). I denna
avhandlings studier dr det dirfér lirobokens uppgifter som har varit f6remal f6r analys for att
undersoka pé vilket sitt liroboken kan ge elever méjligheter att lira sig att resonera matematiskt.
Nir man studerar liroboken bor det goras i ljuset av hur den anvinds (Valverde et al., 2002). Det
finns ett uppddmt behov av forskning om lirobokens anvindning eftersom att det dr svart att
finna metoder som genererar data om hur liroboken anvinds (Love & Pimm, 1996). Eftersom
elever framforallt erfar formell matematik i klassrummet 4r det angeliget att underséka hur den
matematik dr som elever far tillging till inom ramen f6r klassrumsundervisning och hur

lirobokens uppgifter anvinds dir. Elevers lirande paverkas av andra faktorer dn de rent
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kognitiva. Elevers lirande paverkas dven av affektiva faktorer, diribland deras uppfattningar av
och forvintningar pid matematik (Furinghetti & Pehkonen, 2002). Traditionellt har
forskningsstudier om elevers matematiska kunskap frimst behandlat elevers kognition och i
mindre omfattning deras uppfattningar och i in mindre omfattning kopplingen mellan kognition
och elevers uppfattningar (Goldin, 2002). Nir man studerar aspekter av elevers uppfattningar av
matematik dr det enligt Zan, Brown, Evans och Hannula (2006) viktigt att férséka forstd
relationen mellan elevers uppfattningar och deras kognition. Den forskning som gjorts om
relationen mellan elevers kognition och uppfattningar om matematik har framférallt gjorts pa
hégskole- och universitetsstudenter och i mindre utstrickning pd skolelever (Francisco, 2013).
Elevers uppfattningar dr kopplade till den kontext som eleverna befinner sig i (Boaler, 1998;
Francisco, 2013; Yackel & Rasmussen, 2002). For att med storre sikerhet kunna sidga nigot om
svenska gymnasicelevers uppfattningar relaterat till deras anvindande av matematiska
resonemang behéver man darfor studera elever i en svensk gymnasickontext.

For att uppfylla det 6vergtipande syftet med avhandlingen har elevers kontext undersokts ur
tva aspekter, dels lirobécker och dels elevers arbete med lirobdcker i klassrumsundervisning.
Dessutom har en svensk lirobok och lirobocker frin ytterligare elva linder analyserats. For att
undersdka kognitiva respektive affektiva faktorer, har det undersckts vilka typer av
16sningsstrategier, diribland matematiska resonemang, som elever anvinder vid uppgiftslésning
respektive de uppfattningar om matematik som elever uppvisar. De frigestillningar som

avhandlingens studier har haft for avsikt att besvara ar:

e Studie 1: Vilka l6sningsstrategier anvinder elever nir de 16ser liroboksuppgifter i
klassrummet och i vilken utstrickning lyckas eleverna I6sa uppgifternar?

e Studie 2: Vilka uppfattningar om matematik uppvisar elever i relation till de
16sningsstrategier som anvints da de arbetar med icke-rutinuppgifter?

e Studie 3: I vilken utstrickning ricker det med de 16sningsstrategier givna i liroboken for
att 16sa dess uppgifter? Vilka méjligheter till att lira sig resonera matematiskt erbjuder
lirob6cker utifran hur dess forfattare har valt att strukturera uppgifter i férhéllande till

varandra? Frigorna till studie 3 giller lirobocker fran tolv linder.

De exakt formulerade forskningsfrigorna aterfinns i respektive artikel eller manuskript i Del II av

avhandlingen.



4 Bakgrund

2. Bakgrund

Detta kapitel behandlar viktiga forutsdttningar for att elever ska kunna ldra sig att resonera
matematiskt och bygga en konceptuell forstielse av matematik. Nedan behandlas begreppet
mdjlighet till larande, det gbrs en distinktion mellan tva sitt att ha en matematisk forstdelse:
procedurell respektive konceptuell forstielse. Vidare belyses kopplingen mellan konceptuell forstaelse
och de matematiska férmagorna och dé speciellt med avseende pd férmégan att féra matematiska
resonemang. Kapitlet avslutas med en beskrivning av pa vilket sitt lirmiljé, elevernas

uppfattningar om matematik och liroboken kan paverka deras mojligheter till lirande.

2.1 Mdjlighet till lirande

Enligt Hiebert (2003) krivs det mer dn att fi information om vad som ska ldras fOr att lira sig
det. Om elever i drskurs ett i grundskolan lyssnar till en foreldsning om matematisk analys sa
kommer dessa elever troligtvis inte lira sig mycket om analys utan de kanske snarare lir sig att
sitta tysta och lyssna pa sddant som de inte forstir. Skalet till att de ldr sig detta och inte analys dr
att de bara kan lira sig sadant som de har méjlighet att ldra sig. Att fi mojligheter att lira sig
ndgot innebdr att det ska vara ritt férutsittningar for att kunna lira sig det avsedda. Det handlar
exempelvis om elevers lirmiljo, ingdngskunskaper, karaktiren pa uppgifterna som ska 16sas eller
aktiviteterna som ska utféras, graden av engagemang som krivs. Konsekvensen av ovanstiende
ar att for att elever ska kunna lira sig resonera matematiskt behover de involveras i sidana
aktiviteter som kriver matematiska resonemang och i sidan lirmiljé som mdjliggor detta.

I en longitudinell studie (Boaler, 1998) har tvd hégstadie- och gymnasieskolor i Storbritannien
undersokts. Den ena skolan, Amber hill hade en matematikundervisning inriktad pa
utantillinlirning, med fokus péd att komma ihig regler och metoder snarare dn att underséka nir
och hur en viss regel anvindes. Undervisningen pa Amber Hill gav inte eleverna nigon storre
mojlighet att utveckla en férmiga att resonera matematiskt, utan troligtvis gavs det snarare
mojligheter att ldra sig regler utantill. Den andra skolan, Phoenix park, hade en
matematikundervisning som priglades av att eleverna fick arbeta med uppgifter av
probleml6sningskarakir. Vidare syftade matematikundervisningen pd Phoenix park till att
eleverna skulle anvinda matematiken i situationer som var realistiska och meningsfulla f6r dem.
Undervisningen var unders6kningsbaserad i den meningen att eleverna till exempel diskuterade
hur de skulle angripa en uppgift och vad som var nista steg for att 16sa uppgiften. Detta sitt att
undervisa kan sdgas ha givit eleverna moijligheter att lira sig att 16sa problem och resonera

matematiskt. En uppféljningsstudie (Boaler, 2012) av eleverna pi skolorna Amber hill och
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Phoenix park gjordes étta ar senare. I uppféljningsstudien visade det sig att det sig att de personer
som hade gitt pA Amber hill generellt sett visade ett intresse f6r matematik, men det begrinsade
sig till ett intresse inom dmnet, som till exempel att 16sa sudoku. De relaterade matematik till ett
visst innehall till exempel tal, procent och trigonometri och sig inte att matematik hade nigon
praktisk anvindning i deras vardagliga liv. De personer som gatt pi Phoenix park sig 4 andra
sidan matematik som nagot anvindbart. Deras berittelser handlande om att de anvinde
matematik som ett verktyg for att l6sa problem. De menade att deras matematikundervisning
hade utvecklat deras férmaga att inte ge upp nir de skulle 16sa ett problem, striva efter att finna
en l6sning och hitta vigar runt en aktuell svirighet. Nér de talade om matematik sd handlade det
inte frimst om innehdll utan om andra dimensioner av dmnet. Deras berittelser innebar att de
hade en kinsla av agens, auktoritet och egenansvar for att kunna l6sa matematiska problem.
Resultaten frin uppfdljningsstudien visade vidare att personerna som gitt pa skolan Phoenix park
hade relativt sett fitt en mer gynnsam socioekonomisk situation jamfért med personerna som
gatt pa skolan Amber hill, detta trots att utgingsliget di personerna gick i skolan var det
omvinda. Resultat kopplat till sociockonomiska faktorer relaterade Boaler snarare till den
sammantagna skolmilién i respektive skola snarare dn enbart matematikundervisningen, som

dock pdpekas var en integrerad del av den totala skolmiljon.

2.2 Procedurell- och konceptuell forstielse
Nir Sverige fick en sammanhéllen gymnasieskola 1970 inférdes ocksd nya kursplaner i
matematik. Dessa liroplaner hade lite olika tyngdpunkt beroende vilken linje som avsigs. Fér de
tre- och fyrariga linjerna, ekonomisk-, humanistisk-, naturvetenskaplig-, samhallsvetenskaplig och
teknisk linje var de 6vergripande maélen inom matematikimnet detsamma. Milen f6r dessa var att
eleven skulle ”skaffa sig kunskap om nagra visentliga begrepp och metoder [...], uppbva
firdigheter [...] samt orientera sig i matematikens anvindning inom andra dmnesomriden”
(Skoloverstyrelsen, 1970, s. 257). Liroplanen hade innehéllsmal som innebar att elever skulle
tillgodogéra sig  begrepp och lira sig procedurer. Inom den matematikdidaktiska
forskningstraditionen har man ocksa linge beskrivit matematiskt forstielse genom en uppdelning
mellan en begreppsforstaelse eller konceptuell férstielse och en procedurell forstielse. Begreppet
“konceptuell” kan dock sigas med tiden ha givits en rikare innebdrd dn begreppet “begrepp”
som anvindes i liroplanen frin 1970.

Hiebert och Carpenter (1992) karaktiriserar ”forstielse” ("understanding”) utifran hur den ir
representerad och strukturerad. En matematisk idé, procedur eller fakta dr férstidd om den dr del
av ett internt natverk. Matematiken kan sigas vara férstddd om de mentala representationerna ir

kopplade i ett ndtverk av representationer. Graden av forstielse beror pa antalet och styrkan hos
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dessa kopplingar. Andra termer for férstaelse som anvinds i forskningslitteraturen r till exempel
“kunskap” och ”tinkande” (Engelbrecht, Bergsten, & Kagesten, 2009). Det dr svirt att ge en
beskrivning av vad matematisk forstielse ytterst bestdr i och ge en vattentit definition (Sfard,
1991). Samtidigt kan man fastsla att det finns en allmin intuitiv insikt om att man ez ha en
matematisk fOrstaelse och att denna forstaelse ocksa kan variera 1 omfattning. Det vill siga det ir
inte nagon antingen-eller-relation f6r en persons forstielse, utan en persons grad av forstaelse kan
ses som ett kontinuum mellan icke-forstielse och forstielse (Hiebert & Carpenter, 1992).
Matematisk forstdelse kan delas upp i procedurell forstielse och konceptuell forstelse. Den forstaelse
som Hiebert och Carpenter (1992) karaktiriserar benimns hir konceptuell férstdelse. ”En enhet”
av konceptuell forstielse kan inte vara en isolerad del av information, utan dr per definition
endast en del av en konceptuell férstielse om den som har informationen later den relateras till
andra delar av information i ndtverket av kunskap (Hiebert & Lefevre, 1986). Att inneha
procedurell forstielse definierar Hiebert och Lefevre (1986) som att vara bekant med symboler
som representerar matematiska idéer och att ha en medvetenhet om de syntaktiska reglerna for
att skriva symboler i accepterad form och dessutom ha kidnnedom om regler, algoritmer och
procedurer for att 16sa matematikuppgifter. Att ha en procedurell kunskap ar viktigt for att géra
arbetet med matematik effektivt. Att anvinda procedurer dr effektivt for att 16sa uppgifter i
bekanta situationer och kriver begrinsad mental anstringning. Matematiken skulle bli ohanterlig
om det inte fanns procedurer som kunde gora den effektiv. Att inte ha tillgdng till procedurer
skulle till exempel kunna innebira att man stindigt skulle behéva gé tillbaka till grundliggande
riknelagar nir man skulle 16sa en differentialekvation. Samtidigt bér byggandet av procedurell

forstielse alltid vara kopplad till konceptuell forstielse. Betrakta nedanstiende exempel:

En elev hade lirt sig att multiplicera decimaltal med varandra genom att férst bortse frin
decimaltecknet, multiplicera som hela tal, f6r att sedan fora tillbaka decimaltecknet sa att samma antal
decimaler finns i produkten som det fanns totalt i faktorerna. Det ir en bra metod, om man vet hur

den fungerar. Eleven applicerade, inte ologiskt, dven regeln pa division av decimaltal ocksi. Genom

denna metod angav eleven kvoten 0,08 for g (Fritt efter Skemp (1978)).

Att en elev gor som i exemplet ovan, menar Skemp (1978) ir pd ett sitt dr rationellt, att helt
enkelt extrapolera det som eleven redan lirt sig. Genom att anvinda sig av konceptuell férstielse
hade eleven kunnat underséka om metoden att rdkna decimaler fungerar bade f6r produkter och
kvoter och tillatit eleven att relatera denna metod till andra, nya uppgifter. Om man bara besitter
procedurell kunskap blir man tvungen att memorera vilka uppgifter en viss metod fungera pa och

vilka den inte fungerar pd. Det innebir alltsa att man méste lira sig en ny metod for vatje typ av
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uppgift. Konceptuell forstdelse dr ndédvindig genom att den skapar relationerna mellan
procedurerna (Skemp, 1978). Med konceptuell forstielse kan man navigera friare, hitta fler vigar i
det matematiska landskapet. Skemp jaimfér de tvd typerna av forstielse med tva olika personer
som kan sina omgivningar olika bra. Den ene personen (konceptuell forstielse) kinner till
omgivningarna och hittar obehindrat dit personen vill komma. Den andre personen (procedurell
forstaelse) hittar bara fran ett stille till ett annat genom specifika instruktioner. Skemp kan pa ett

plan se férdelar med procedurell f6rstaelse av matematik, dessa ar:

1. Inom sin kontext dr procedurell matematik ofta littare att f6rstd. Multiplikation av tva
negativa tal eller division av tva braktal har enkla regler kopplat till sig, men kriver mer
for att forsta dessa relationellt. Om man vill ha en hel sida med korrekta svar kan
procedurell matematik ge detta litt och snabbt, om uppgifterna tillater detta.

2. Bel6ningarna dr mer direkta och uppenbara. Forutsatt att uppgifterna kan 16sas med
procedurer kan det kdnnas bra att relativt snabbt d4stadkomma en hel rad korrekta
16sningar.

3. Det ar littare att fa fram ett svar, dir proceduren ér given. Detta eftersom procedurell

matematik pa ett sitt innebir ett férenklande av matematiken.

Antag en undervisning som priglas av en procedurinriktad matematik och ldraren ska undervisa

basen-hojden
2

om areor. Liraren talar om att triangelns area ges av och visar detta med flera

exempel och for olika typer av trianglar (Fritt efter Skemp, 1978). Pa detta sitt kan eleverna lira
sig proceduren att berdkna trianglars areor. Diremot dr det hogst osikert om eleverna
konceptuellt forstar varfér formeln har den utformning den har, dven om det pa kort sikt ér
littare att lira sig en formel utantill 4n att ha konceptuell forstaelse kring den. Att ldra sig pd detta
procedurella sitt innebdr att eleverna maste lira sig separata regler for exempelvis rektanglar,
parallellogram och trapetser. Ett konceptuellt sitt att undervisa om areor skulle kunna vara att
relatera olika typer av areor med varandra. Genom att visa pa kopplingarna mellan formlerna
skulle det pd detta sitt bli enklare att komma ihag och ocksd anvinda dem (Skemp, 1978).
Konceptuell forstaelse av matematik har enligt Skemp storre och tyngre férdelar dn procedurell

forstielse:

1. Det ar littare att 6verfora kunskaper till andra, nya uppgifter. Nir man har kunskap om
varfor nagot fungerade i en situation kan man 6verféra denna kunskap till nya situationer

och anpassa efter behov, sé kallad ”transfer”.
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2. Det ir littare att komma ihdg. Genom att eleven alltid kan falla tillbaka pa konceptuell
kunskap for att komma ihdg en procedur, ar det ocks littare att komma ihdg sjilva
proceduren.

3. Konceptuell forstielse underlittar arbetet med matematik och kan skapa en vilja att fa

okad konceptuell férstdelse och dirmed ett vidgat nitverk av kunskap.

Att en person bara skulle inneha en typ av kunskap, antingen procedurell eller konceptuell dr
dock ovanligt, om det ens férekommer (Silver, 1986). Sfard (1991) beskriver att utvecklingen av
en matematisk forstaelse 4r att gi fran process till objekt. Denna process kallar Sfard refikation.
Efter refikationen kan bédda tillstinden, process och objekt, utnyttjas. Dessa tva tillstind beskrivs
av Sfard som “tvé sidor av samma mynt”. Sfards begrepp process och objekt ar inte ekvivalent
med procedurell- och konceptuell forstielse, men man kan relatera dessa begreppspar till
varandra (Pettersson, 2008). Sfard menar att process och objekt dr relaterade genom matematiska
begrepp (t.ex. triangelns area). Begreppet kan fi sin innebérd genom den procedur som ir
kopplat till den. Samtidigt kan begreppet kopplas till andra begrepp (t.ex. rektanglar,
parallellogram och trapetser) och pa sa sitt inordnas i en struktur. P4 si viss vidgas och stirks
ocksa nitverket av kunskap och den konceptuella forstielsen. Genom att forsta ett matematiskt
begrepp bide som process och som objekt har man gjort begreppet till sitt, och kan fritt r6ra sig
mellan dessa tillstind (Sfard, 1991). Gray och Tall (1994) benidmner att man dd har ”procept”-
forstielse (bildat av engelskans ”process” och “concept”), det vill siga att man kan réra sig
obehindrat mellan konceptuell och procedurell forstdelse av ett matematiskt begrepp. Genom ett
proceptuellt férhillningssitt kan personen dirmed anvinda matematiken pa det for tillfallet mest

effektiva sittet.

Enligt Hiebert och Grouws (2007) kan man identifiera tvd centrala aspekter for att elever ska
kunna utveckla konceptuell forstielse. Dels maste liraren och eleverna explicit fokusera pa det
som ska liras och dels behover eleverna utsitta sig for viss anstringning (struggle”) vid
uppgiftslésande. Motsatsen till att anstringa sig dr att fi informationen serverad (Hiebert &
Grouws, 2007). Att explicit fokusera pid det som ska liras kan enligt Hiebert och Carpenter
(1992) goéras genom att bland annat arbeta med olika representationsformer. P4 detta sitt kan fler
kopplingar géras i nitverket av kunskap, fler och rika kopplingar genererar i sin tur en bittre
konceptuell forstielse. Att elever behéver utsitta sig f6r en anstringning, méta motstind, kan
liknas vid det som Vygotskij (1978) kallar for att elever befinner sig i den proximala zonen. Detta
innebir att elever ska utmanas att ta sig an uppgifter som dr inom rickhdll, men som ir

utmanande nog sd att ndgot nytt maste listas ut eller en ny koppling géras for att 16sa uppgiften.
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En av ldrarens roller blir ddrmed att lita elever arbeta med uppgifter som ger motstind. Boaler
(1998) identifierade tre orsaker till att eleverna pa skolan Phoenix park utvecklade en konceptuell
forstaelse: (I) en vilja och férmaga att forsta och tolka olika situationer och skapa mening genom
dem, (II) en tillrdcklig forstaelse f6r procedurer f6r att limpliga procedurer ska kunna viljas och
(III) en sdkerhet som tillit eleverna att dndra pa procedurer si att de skulle passa in i en ny
situation. Eleverna utvecklade en god transfer, det vill siga en god férmaga att applicera sina
kunskaper pd nya situationer. Enligt Hiebert och Carpenter (1992) ir en god transfer kopplad till
just formédgan att l6sa uppgifter som kriver nya losningsmetoder eftersom god transfer

forutsitter rika kopplingar inom nitverket av kunskap.

2.3 Matematiska formdigor

Ett annat sitt att beskriva en matematisk forstielse dr att utrycka fOrstielsen i matematiska
formiégor eller kompetenser. “Mathematical competence |...] means the ability to understand, judge,
do, and use mathematics in a variety of intra- and extra-mathematical contexts and situations in
which mathematics plays or could play a role” (Niss, 2003, s. 6f). Att besitta matematiska
féormagor dr alltsi att ha verktyg si att man kan arbeta med matematik och i matematiska
situationer. Det rdder i stort sett konsensus om vilka férmdgorna ér, dven om betoningarna kan
skilja nigot (jamfér National council of teachers of mathemtics (NCTM, 2000), Niss (2003) och
Skolverket (u.d.a)). Enligt 2011 ars dmnesplan fér gymnasieskolans matematikundervisning ska
foljande férmdgor utvecklas av eleverna: problemldsnings-, resonemangs-, kommunikations-,
procedurs-, modellerings-, begrepps-, och relevansférmaga (Skolverket, u.d.a). De matematiska
férmégorna gir in i varandra (Niss, 2003) och har beréringspunkter vilket gér att man kan
utveckla flera férmigor samtidigt (Lithner, 2008), exempelvis genom att elever trinar sin
resonemangsférmiga, sa trinar de ocksa sin problemldsnings- och begreppsférmaga. Att besktriva
matematisk forstielse som ett bemistrande som férmagor dr att lyfta fram processen i lirandet
och utévandet av matematik. Att beskriva bemistrandet av matematik som innehav av férmégor
ir en fokusforskjutning som gjorts pa grund av att man har sett det som otillrdckligt att i
matematikundervisningen endast se till matematikens innehall (t.ex. aritmetik, algebra, geometri,
statistik) (Bergqvist et al., 2010). Vikten av att fokusera pd processerna, utvecklandet av de
matematiska formédgorna, inom ldrandet av matematik 4r att jimféra med att lyfta fram
processerna i lirandet av ett sprak (Niss, 2003). Niss menar att pa samma sitt som en person kan
ett sprik, det vill siga kunna tolka och forsté tal och text likvil som att sjilv uttrycka sig i tal och
text, behéver man kunna matematikens processer. Processerna ir lika, f6r bade forsteklassare och

professorer i matematik, men innehallet som processerna behandlar 4r olika (Niss, 2003).
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23.1 Reforminriktad matematik
De tva senaste decennierna har det funnits en internationell trend att tydligare beskriva
processerna inom ldrandet av matematik. Ett fokus pa dessa processer och hur de kan utformas
brukar kinneteckna vad som kallas en reforminriktad matematik (Bergqvist et al., 2010; Boesen et
al,, 2014). Denna trend dr ocksa det svenska skolvisendet en del av. Fran 1994 ingar férmagorna
som midl tillsammans med innehéllsmalen 1 gymnasieskolans styrdokument (Skolverket, u.d.b). Att
matematikundervisningen bdde ska nd innehdllsmil och férmigemal blev yttetligare tydligare i
och med 2011 4rs dmnesplan f6r matematikimnet (Skolverket, u.d.a). Generellt kan dock sigas
att en reforminriktad matematik har haft svért att fa fiste dnda ut i klassrummen. Om en liroplan
foreskriver innehdllsmal, till exempel aritmetik si undervisas det i aritmetik, men om en liroplan
ocksé foreskriver processmil, att exempelvis férmédgan till problemlésning ska utvecklas, har det
visat sig att en undervisning som fokuserar pd problemldsning varierar stort i omfattning (Boesen
et al., 2014). En forklarning, som ges av flera studier till ovan beskrivet fenomen ér att lirarna
bara tar in ytliga aspekter av reformbudskapet och tolkar det utifrdn sina befintliga uppfattningar
istillet for att faktiskt 4ndra sina uppfattningar och sin undervisning (Boesen et al., 2014). Aven i
den svenska gymnasieskolan har en reforminriktad matematik haft svart att fi genomslag och
konsekvenserna av férmagemalen har varit begrinsade for lirandemiljon (Bergqvist & Lithner,
2012; Palm, Boesen, & Lithner, 2011). I en av Skolinspektionens arsrapporter (Skolinspektionen,

2014) om svenska skolan framgar det att:

I flera fall undervisas eleverna endast i delar av dmnets centrala innehéll och bara
vissa férmdgor utvecklas [...]. Det kan handla om att matematikundervisningen har
ett alltfér stort fokus pd mekaniskt riknande i liroboken pa bekostnad av att
eleverna inte ges mdjlighet att resonera och argumentera och att utveckla centrala
imnesférmégor som problemlésning och att se samband. Foljaktligen far inte alla
elever en undervisning som ger dem verktyg att forstd matematik eller att anvinda

och utnyttja hela sin f6rméga. (s. 9).

Bergquist et al.:s (2010) kvalitetsgranskning av gymnasieskolans matematikundervisning indikerar
att vissa gymnasieldrare anser att mer ligpresterande elever inte tillrackligt vl kan tillgodogéra sig
andra kompetensaktiviteter 4n procedurhantering, och anpassar undervisningen efter detta. For
att lirare ska kunna undervisa utifrin ett reformperspektiv behéver lirare ritt utbildning och
fortbildning. Enligt Hiebert (2003) behéver lirare, precis som elever, méjligheter till att ldra sig

for att kunna lira sig nagot. I praktiken betyder det att larare och lirarstuderande behéver fa ritt
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forutsittningar for att fortbilda sig eller att utbilda sig i hur man undervisar en reforminriktad
matematik.

Sammanfattningsvis har ovanstdende avsnitt visat att inte alla elever i den svenska
gymnasieskolan fir den undervisning som de behéver for att kunna utveckla de férmagor som

matematikundervisningen 4r satt att utveckla.

23.2 Resonemang
I detta avsnitt kommer en av férmdgorna, resonemang, att nirmare belysas. Det finns ingen
enhetlig definition av resonemang (Yackel & Hanna, 2003). Enligt Skolverket (2012a) utgar
resonemang frian och byggs upp utifrin en konceptuell grund. Skolverkets beskrivning av

resonemang ar:

[...] att kunna féra matematiska resonemang som involverar matematikens
begrepp, metoder och utgdr 16sningar pa problem och modelleringssituationer. Att
féra ett resonemang innefattar dven att sjilv och tillsammans med andra till
exempel testa, fOresld, fOrutsidga, gissa, ifrdgasitta, fOrklara, finna monster,
generalisera, argumentera. Det innefattar dven att kunna formulera och allmint
underséka hypoteser samt genomf6ra bevis i tal och skrift. Detta inkluderar att
uppmirksamma betydelsen av och kunna redogéra for de birande idéerna i ett
matematiskt bevis och inse skillnader mellan gissningar och vilgrundade

pastdenden. (Skolverket, u.i.c, s. 2)

Enligt Skolverkets beskrivning handlar matematiska resonemang om att linka ihop olika delar i
en matematisk situation, underséka, argumentera och redogéra fér det matematiskt viktiga i en
situation. NCTM (u.4.) har en likande beskrivning av resonemang, men trycker mer pa férmagan
att analysera monster och strukturer i en matematisk situation. Skolverkets beskrivning av
resonemang dr i stort liknande som i Niss (2003). Denna avhandling anvinder emellertid en
vidare beskrivning av och annan definition av resonemang dn Skolverkets och vad brukligt ar.
Skilet dr att det ramverk (Lithner, 2008) som anvinds i avhandlingen fér att studera just
resonemang anvinder denna bredare definition. Definitionen i sig och skilen till den presenteras
senare i detta avsnitt.

Att kunna resonera dr en grundliggande foérmaga och dr viktig inom matematik och en
férméga som alla kan ldra sig (Ball & Bass, 2003). Ball och Bass ger tre skal till att resonemang ska
ses som viktig for en god matematisk fOrstielse. For det forsta dr matematisk forstaelse

meningslés utan att inkludera resonemang. Ett exempel pd det essentiella att anvinda sig av
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resonemang gavs i exemplet i avsnitt 2.2 ovan. I exemplet extrapolerar eleven metoden fOr att
multiplicera tal med decimaler till att dven gilla f6r division av tal med decimaler. Genom att inte
forsta anledningarna (jimfor engelskans “reasons”), resonemangen till vad algoritmerna innebdr i
praktiken, saknas en viss matematisk forstielse. Det andra skalet till att resonemang ska ses som
en grundliggande f6rméga dr att det dr fundamentalt 1 anvindandet av matematik. Att bara kunna
specifika matematiska idéer och procedurer som memorerade fakta eller utantillinldrda algoritmer
ar otillrickligt f6r att anvinda dessa kunskaper pé ett flexibelt sitt och i olika sammanhang. Ett
exempel kan vara en elev som vet att man inom sannolikhetslira kan berdkna den sammanlagda

sannolikheten f6r tva oberoende hindelser genom att multiplicera den férsta sannolikheten med

. .. .. . .. . L1 11
en andra sanno cten. sa Innepar aetta a sanno cten ror a ave  ar— |=—-*—-] om
d d likheten. Allt bar detta att likheten for ”tva klave” : >3

man singlar slant tva ginger, eftersom eleven kan den proceduren. Samtidigt kan samma elev
felaktigt hivda att sannolikheten fér en krona och en klave (oavsett ordning) ir o eftersom

eleven endast ser tre mojliga utfall (tva krona, tva klave eller en av varje). Hir visar eleven en
bristfillig férméga att analysera situationen och en oférmiéga att justera algoritmen for upprepad
sannolikhet sa att dven aspekten av adderad sannolikhet tas i beaktande. Det tredje skilet till att
resonemang ir en grundliggande férmaga dr att resonemang dr avgbrande for att aterskapa
kunskap som har fallit i glomska. Det kan till exempel vara en elev som har lirt sig, men glémt
bort hur man berdknar den totala sannolikheten fér upprepade sannolikheter ska 16sa uppgiften:
7vilken 4r sannolikheten att fa tvé lika (tvd klave eller tva krona) pa tvéd kast?”. Eleven kanske
stiller foljande fragor: Ska man multiplicera sannolikheterna for varje utfall? Addera dem? Vilka
ar utfallen? Om eleven kan resonera, si kommer denne att inse behovet av att multiplicera
sannolikheten for att fi krona” pd ett kast med att fi “krona” pa ett andra kast. Samma sak
giller for att berdkna sannolikheten fér tvd klave”. Eleven kommer ocksé att kunna férstd att
denne maste addera sannolikheterna fér ”tva krona” och tvé klave” med varandra f6r att fi den
sokta sannolikheten. Genom att kunna resonera kommer eleven kunna rekapitulera, aterskapa
metoden, hur uppgiften kan lésas. Dirfér dr resonemang en nyckel fér att utveckla en
matematisk forstielse och skapandet av ny matematisk kunskap, och dirmed stirka och utveckla
sin konceptuella formaga. I en brittisk longitudinell studie (Nunes, Bryant, Barros, & Sylva, 2012)
av 6ver 1000 barn framkom att barnets férmdga att kunna resonera matematiskt var en stark
prediktor f6r barnets framtida matematiska prestation. Sambandet mellan matematiska
resonemang och framtida prestation inom matematik var mycket starkare 4n sambandet mellan

aritmetiska kunskaper och framtida prestation inom matematik.
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Lithner (2008) anvinder en vidare definition av resonemang, en definition som kommer att
anvindas framgent i avhandlingen. Det ramverk (Lithner, 2008) som anvinds dr ett analytiskt
ramverk snarare dn ett begreppsligt ramverk. I definitionen inkluderas ddrfér dven sidant som
eleven kan utantill och som kan gbras pa rutin. Ramverket syftar till att kunna karaktirisera
resonemang och att forklara ursprunget till och konsekvenserna fér olika resonemangstyper.
Lithner definierar resonemang som resultatet av en tankeprocess som gjorts for att producera
péstienden och na slutsatser i uppgiftldsningen. Ett resonemang enligt Lithners definition ér inte
nédvindigtvis byged pa formell logik, alltsa inte begrinsat till bevis, och kan dven vara felaktigt,
sd linge det finns rimliga (fér den som resonerar) skil som stodjer det. En persons resonemang
ses alltsd som avtryck av personens tankeprocess. Personens tankeprocess ir beroende av dennes

kompetenser. Kompetenserna ar formade av den lirmiljé som eleven befinner sig i (Figur 1).

Lirmiljo Personens kompetenser Tankeprocess

| 7| Resonemangssekvens

Figur 1. Resonemangets ursprung, fran tanke till uttryck (Lithner, 2008)

Lithners (2008) ramverk tilliter en kategorisering av vilken typ av resonemang som en elev
fort, antingen imitativa resonemang, IR eller kreativa matematiska resonemang, CMR'. IR, anvindandet
av procedurer, kriver bara en procedurell kunskap. IR delas i sin tur upp i de resonemang som ér
memorerade, till exempel ett memorerat matematiskt bevis och de resonemang som féljer en
algoritm. En algoritm definieras som “en dndlig seckvens av utforbara instruktioner som leder till
ett definitivt svar for en given grupp av uppgifter” (Brousseau, 1997, s. 129, forf. 6vers.).
Poingen med definitionen ér att valet av algoritm alltid kan avgoras i férvig. Vidare riknas alla
fordefinierade procedurer som algoritmer, till exempel att en metod att finna nollstillen till en
funktion genom att zooma in med hjilp av en grafriknare pd funktionsgrafen skirning med x-
axeln. Ett algoritmiskt resonemang, AR kan dstadkommas pd tre sitt: bekant AR, begrinsat AR eller ett
guidat AR. Anvindning av ett bekant AR innebir att eleven identifierar nagot, ett nyckelord eller
annan ledtrad i uppgiften som triggar ett val av algoritm. Om en elev anvinder sig av begrinsat
AR, viljer eleven inom en grupp av algoritmer som denne anser vara rimliga att vélja mellan.
Denna typ av resonemang kan kopplas till om eleven dr vilsen i sitt uppgiftslésande och dr
beredd att anvinda ”vad som helst” for att komma vidare i sin uppgiftslésning. Den tredje typen
av AR, guidat AR innebir att en elev blir guidad av nagon eller nagot. Om det dr en person ir det

vanligtvis en ldrare eller en elev som guidar resoneraren genom uppgiften. En elev kan ocksé bli

' CMR ir akronym for creative mathematically founded reasoning.
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guidad av en algoritm i liroboken, antigen genom en tidigare likadan uppgift, som nyss gjorts
eller ett 16st exempel som dterfinns i boken. Denna typ av resonemang kallas dé zextguidat AR. Av

Tabell 1 framgar férhallandet mellan de olika typerna av IR.

Tabell 1
Typer av resonemang, fordelade utifrdn huvudtyperna kreativa matematiska resonemang och imitativa resonemang
och de olika typerna av algoritmiska resonemang

Memorerat AR

Globalt Lokalt

resonemang  Bekant Begrinsat Elevguidat  Lidrarguidat  Textguidat
CMR CMR

AR AR AR AR AR

For en elev som anvinder sig av CMR f6r att I6sa en uppgift, innebir det att en algoritm eller
ett memorerat resonemang i huvudsak inte anvinds. Denne elev (I) skapar en ny eller
rekonstruerar en bortglomd (f6r eleven) resonemangssekvens. (I) Ger argument f6r rimligheten
f6r bade vilka val som gjorts och vilken strategi som anvinds och hur implementeringen ar
utférd. (IIT) Ger argument som baserar sig pa icke-ytliga och relevanta matematiska egenskaper.
Att basera argumenten pa ytliga egenskaper ir till exempel att endast se till talens (9, 15, 2, 3)
stotlek for att avgora om 9/15 dr storre an 2/3. Att basera argumenten pa icke-ytliga egenskaper
ar att ta hinsyn till att det rér sig om en jamforelse mellan tvd kvoter (Lithner, 2008). CMR kan
kopplas till en konceptuell forstielse genom att den kriver att resoneraren kan koppla ihop olika
delar av matematiken f6r att konstruera resonemanget och argumentera for detta. Om
resonemanget i huvudsak innehaller CMR och till mindre delar IR klassas resonemanget som ett
globalt CMR, om resonemanget endast till en mindre del innehéller CMR och till storre del IR
klassas det som ett okalt CMR (se Tabell 1). Att ett resonemang kallas kreativt indikerar inte att
resonemanget méste vara ett verk av ett geni eller att det ska vara exceptionellt nyskapande,
snarare handlar det om att resonemangssekvensen dr ny fér den som skapat (kreerat) den
(Jonsson, Norqvist, Lithner, & Liljekvist, 2014). Ett resonemang kan enligt ramverket
kategoriseras i diskreta kategorier. I verkligheten dr det snarare s att resonemangssekvenser kan
placeras lings ett kontinuum, frin att vara helt imitativa till att vara helt kreativa. Det dr dven sa
att en uppgift som det krivs ett visst resonemang for att 16sa for en elev, kan det krdvas ett annat
resonemang f&r en annan elev (Palm et al,, 2011). Det kan till exempel vara si att ekvationen
2x + 3 = 7 endast kriver anvindandet av bekant AR f6r en elev pa gymnasiet att 16sa ekvationen,
medan f6r en mellanstadieelev som stéter pa denna typ av ekvation foér forsta gangen, krivs det

anviandandet av CMR f6r att kunna 16sa den.
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Ramverket (Lithner, 2008) for att kategorisera resonemang kan anvindas pd flera sitt och i
flera kontexter. Det kan anvindas fOr att, som angivits ovan, kategorisera elevers resonemang,
detta gbrs 1 studierna 1 och 2. Denna typ av kategorisering har tidigare gjorts i bade
gymnasiekontext (t.ex. Bergqvist, Lithner, & Sumpter, 2008; Boesen et al., 2010; Sumpter, 2013)
och i universitetskontext (Lithner, 2003). Vidare kan ramverket anvindas for att kategorisera
matematikuppgifter 1 sig sjilva, med antagande om elevernas kunskapsnivd. Denna typ av
kategorisering har skett i varierade omfattning i samtliga tre studier i avhandlingen.
Uppgiftskategorisering har tidigare gjorts i gymnasickontext (t.ex. Boesen et al., 2010; Palm et al.,
2011) och universitetskontext (Lithner, 2004). Ramverket har dven anvints for att kategorisera
lirares genomgingar (Bergqvist & Lithner, 2012). De generella resultaten frin ovanstiende
studier visar att det finns en dominans av anvindandet av IR for att 16sa uppgifter, en dominans
av liroboksuppgifter som kan lésas genom att anvinda sig av IR och att lirarargenomgingar
baserar sig i stor utstrickning pd anvindandet av IR. En studie (Jonsson et al., 2014) gjord i
laborationsmiljé (dvs. icke-autentisk undervisningsmiljé) pd svenska gymnasieelever och delvis
baserad pa resultat frin ovannimnda studier, visar att de elever som fick trining via uppgifter
som krivde anvindande av CMR for att l6sas i jamfort med de elever som fick trining via
uppgifter som endast krivde anvindande av AR for att 18sas i storre utstrickning kunde
rekapitulera fran minnet och konstruera ny kunskap. Resultat frin studien visade dessutom att
den CMR-inriktade trdningen hade storst positiv effekt pa ligpresterande elever férmdga att
rekapitulera frain minnet och konstruera ny kunskap. Detta resultat kan sdgas gi pd tvirs med
schablonbilden, att ligpresterande elever endast kan lira sig procedurer (Boesen, 2006). Enligt
Lithner (2004) dr problemet men den procedurinriktade matematikundervisningen inte att

eleverna inte ldr sig att anvinda sig av CMR, utan att elever inte utvecklar konceptuell férstdelse.

2.4 Sociomatematiska normer och elevers uppfattningar om matematir
Det resonemang som elever for, sker i en viss lirmilj6 (se Figur 1). Denna lirmiljé formas utifrin
ett didaktiskt kontrakt (Brousseau, 1997; Lithner, 2008). Hur detta didaktiska kontrakt utformas,

tar sig uttryck och kopplingen till elevers uppfattningar om matematik behandlas i detta avsnitt.

24.1 Sociomatematiska normer
Det ar i stort sett bara i klassrummet som elever fir erfara formell matematik (Schoenfeld, 2012).
Dirfor dr det genom klassrumserfarenheterna som elever abstraherar sin uppfattning av vad
matematik dr och vad som ér specifikt f6r matematik. Elevers uppfattningar om matematik leder
ocksa till ett visst beteende med avseende pa hur matematiken behandlas. Till exempel, elever

som ar efter ar fir procedurinriktade uppgifter, som tar nagon eller nagra enstaka minuter att 16sa
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far uppfattningen att uppgifter ska ha algoritmer kopplade till sig och ska ta kort tid att 16sa
(Schoenfeld, 1992). Fér dessa elever blir det meningsldst att arbeta med uppgifter som tar lingre
tid och som inte har en pa férhand kind algoritm kopplad till sig eftersom man férvintar sig att
veta vilken procedur som ska anvindas och att man ska kunna 16sa uppgiften inom en timligen
begrinsad tidsrymd. Elevers lirmiljé har betydelse fér vilken matematik som elever far
mo&jligheter att lira sig. I en studie har Siljé och Wyndhamn (1993) latit elever i arskurs atta och
nio 16sa en uppgift dir en portotabell ska anvindas fér att kunna 16sa uppgiften. Studien visade
att elever som arbetade med uppgiften under en SO-lektion i hogre grad l6ste uppgiften dn de
elever som arbetade med uppgiften pia en matematiklektion. Resultatet frin Siljés och
Wyndhamns studie kan tolkas som att inte bara uppgiftens konstruktion och innehall spelar roll
utan dven i vilken lirmilj6 som uppgiften ges har betydelse. Cobb, Wood, Yackel och McNeal
(1992) redovisar en studie ddr tva olika lagstadieklasser undersdktes. Den ena klassen
karaktiriserades att ha en traditionell undervisningskultur med fokus pi procedurer och den
andra klassens undervisningskultur karaktiriserdes som undersékande (inquiry based”). En
undersékande undervisning betonar matematiska resonemang och konceptuell forstielse (Yackel
& Hanna, 2003). Det som var signifikativt for klassen som hade en undersékande undervisning
var hur férklaringar och motiveringar skulle vara f&r att anses vara giltiga. I klassen med
traditionell undervisning ansdgs forklaringar och motiveringar onédiga och 6verflodiga eftersom
cleverna bara skulle félja givna regler. Uppgifternas 16sningar eller svar ansdgs vara bra om de
foljde given instruktion pa ett korrekt sitt. I det undersékande klassrummet skapade eleverna
meningsfulla 16sningar och de var bendgna att forklara sin matematiska aktivitet si att andra
clever hade méjlighet att erkdnna eller avfirda de forklaringar som gavs. P4 ett likande sitt som
klasserna i Cobb et al. (1992) skiljer sig, skiljer sig skolorna i Boaler (1998) som omnimndes i
avsnitt 2.1, dven om klasserna i Cobb et al.:s studie var lagstadieklasser och i Boalers studie var
hégstadie- och gymnasieklasser. Ena skolan i Boaler (1998), Amber hill, vars utantillbetonade och
liroboksbundna undervisning innebar att elevernas fokus var att komma ihag regler och metoder.
Den bild som madlas upp av skolan Amber hill piminner om majoriteten av de svenska
gymnasieskolor som Bergqvist et al. (2010) har undersékt. UndersOkningen visade att
procedurhantering dominerade i matematikundervisningen och att den mesta av
procedurhanteringen sker via elevens arbete med uppgifter fran liroboken. Den kategorisering av
elevarbeten som Bergqvist et al. har gjort visar att CMR anvinds i begrinsad omfattning medan
anvindandet av IR var vanligt, speciellt dd elever arbetade med uppgifter fran liroboken.

En lirmiljé utformas eller bestims i stor utstrdckning av liraren och eleverna (Brousseau,

1997; Yackel & Cobb, 1996). Brousseau (1997) talar om att det finns ett didaktiskt kontrakt mellan
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eleverna och liraren. Detta, i huvudsak implicita, kontrakt innehdller éverenskommelser om
elevernas respektive lirarens roll i klassrummet. Yackel och Cobb (1996) anvinder begreppet
sociomatematiska normer, som ir nira besliktat med begreppet didaktiska kontrakt (Schoenfeld,
2012). Exempel pa sociomatematiska normer dr normativa tolkningar av vad som riknas som
matematiskt annorlunda, matematiskt sofistikerat, matematiskt effektivt, matematiskt elegant och
vad som riknas som en matematiskt gangbar férklaring och motivering. De sociomatematiska
normerna  beskriver elevernas uppfattningar och virderingar om matematik. De
sociomatematiska normerna dr inte statiska, utan dessa normer dr potentiellt under stindig
férindring och regenereras och modifieras genom elevernas och lirarnas interaktion. Det finns
andra sociala normer som pdverkar undervisningen generellt, men sociomatematiska normer ir
normer som ir specifika f6r matematikundervisningen (Yackel & Cobb, 1996). Liraren fungerar
som en representant fér matematiken och har pa detta sitt en central roll i formandet av de
sociomatematiska normer som inverkar pa lirandet och synen pa matematik (Yackel & Cobb,
1996). Detta innebir i sin tur att lirarens uppfattningar om matematik och dennes matematiska
forstielse har en avgorande roll f6r hur de sociomatematiska normerna tar sig uttryck. Det ér
genom ldrarens respons till elevernas utsagor om forslag och 16sningar som eleverna lir sig vad
som exempelvis konstituerar en matematiskt annorlunda, olik 16sning. Yackel och Cobb (1996)

ger féljande exempel:

Uppgiften 16 + 14 + 8 = ska 16sas med hjilp av huvudrikning.

Lermont: Jag adderade de tva 1:ornai 16 och 14 ... vilket blir 20 ... plus 6 plus 4 som ir lika med 10,
och det blir 30 plus 8 kvar, som blir 38.

Liraren: Ok. Har ndgon annan gjort pa nigot annorlunda sitt?
Ella: Jag tog 16 plus 14 som blir 30 ... och adderade 8 till som blir 38.
Lararen:  Ok! Jose? En annorlunda 16sning?

Jose: Jag tog tva tior fran 14 och 16, som blir 20 ... sedan adderade jag 6 och 4 som blir 30 ...
sedan adderade jag 8, som blir 38.

Liraren: Ok! Det dr nastan likadant som ...

(s. 463, forf. 6vers.)

Dialoger som den ovan skulle kunna hjilpa att utmejsla en norm f6r vad som ska betecknas som
en annorlunda 16sning och vad som betecknas som en likadan 16sning. Genom ett medvetet
forhallningssatt fran liraren och en tydlig pedagogisk agenda skapas en forstaelse for vad som ar
matematiskt relevant i en viss situation. Pa likande sitt skapas enligt Yackel och Cobb normer f6r

vad som ska ses som en matematiskt acceptabel forklaring, se exempelet nedan:
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En elev har 16st ekvationen 4x + 3 = 6x — 2 och kommit fram till x = 2,5. Eleven ombeds av liraren

forklara hur denne har gjort, varpa eleven forklarar alla steg i proceduren.

I ett visst klassrum, med en viss sociomatematisk norm kan upprepandet av en korrekt gjord
procedur ses som en matematiskt acceptabel forklaring, eftersom eleven har redogjort for alla
stegen i sin berikning. I annat klassrum, med en annan sociomatematisk norm, skulle kanske inte
elevens redogorelse for sin 16sning gilla som férklaring pa hur man 16ser samma ekvation. For att
vara en matematiskt giltig forklaring i detta andra klassrum krivs det att eleven férklarar varfor
stegen gors i lésningen, det vill siga ger argument, som bygger pi den bakomliggande
matematiken. Istillet f6r att exempelvis sdga att ’jag flyttar 6ver 4x och byter tecken” si sdger
kanske eleven “eftersom att uttrycken pa bada sidorna om likhetstecknet 4r lika, si kan jag
subtrahera 4x frin bada uttrycken”. Eleven gir sedan vidare med att forklara skilen till varfor
denna subtraktion sker, medan eleven frin det forsta klassrummet gir vidare med att forklara
nista procedur, “flyttar éver 2:an och byter tecken” och sa vidare. I Yackel och Cobbs studie
kunde de se en utveckling hos de elever som hade en “undersékande” undervisning. Eleverna
var, nir de borjade i klassen, vana med att det var liraren som skulle ge forklaringar, inte eleverna.
Vartefter borjade eleverna dven kunna urskilja vad som var en redogorelse f6r en procedur och
vad som var en forklaring for en viss handling i relation till matematiska begrepp. En lirare kan
utmana och stétta specifika typer av forklaringar. Pa sa sitt kan de sociomatematiska normerna
andras och en mer undersékande undervisning och lirmiljé uppnis (Yackel och Hanna, 2003).
Ett klassrums sociomatematiska normer paverkar elevers mojligheter till lirande (Yackel & Cobb,
1996). Liraren kan aktivt striva efter att skapa en undersékningsbaserad undervisning genom att
féraindra de sociomatematiska normerna i ett klassrum genom att inrikta diskussioner mot och

med hjilp av konceptuell forstaelse (Yackel & Rasmussen, 2002).

24.2 Elevers uppfattningar om matematik
De sociomatematiska normerna beskriver hur en klass och dess lirare ser pa och arbetar med
matematik ur ett socialt perspektiv. Det individuella, psykologiska perspektivet av de
sociomatematiska normerna dr uppfattningar om matematik som en person har (Yackel &
Rasmussen, 2002). Genom att individen befinner sig i en social milj6 i klasstummet dr det ett
oupplésligt samband mellan sociomatematiska normer 4 ena sidan och uppfattningar och
forestillningar om matematik som elever har 4 andra sidan (Francisco, 2013; Yackel &
Rasmussen, 2002). Dessa uppfattningar och foérestillningar om matematik omnimns pé engelska
i litteraturen som mathematical beliefs eller beliefs. 1 avhandlingen anvinds begreppet u#ppfattningar om

matematik eller uppfatiningar. Behovet att undersdka elevers uppfattning har ékat genom trenden
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med en reforminriktad matematik (McLeod, 1994). McLeod menar att genom den
reforminriktade matematikens fokus pa  problemldsningstinkande pd bekostnad av
procedurtinkande har det lett till att elever i 6kad utstrickning utvecklat negativa uppfattningar
om matematik.

Det finns ingen enhetlig definition av uppfattningar (Furinghetti & Pehkonen, 2002). En orsak
till att det inte finns en enhetlig definition och att begreppet uppfattningar dr omvittnat svért att
definiera dr den brist pid konsensus pd hur begreppet ska relateras till annan kognitiv kunskap
(Thompson, 1992). Att se uppfattningar och kognitiv kunskap som strikt skilda foreteelser ger
intryck av att kognitiv kunskap dr ndgot mer rent (mindre affektivt, mindre episodiskt och mer
logiskt) (Osterholm, 2009). Leatham (2006) anger “[o]f all the things we believe, there are some
things that we just believe’ and other things that we ‘more than believe — we know’. Those things
we ‘more than believe’ we refer to as knowledge and those things we §ust believe’ we refer to as
beliefs” (s. 92). Leathams beskrivning visar pa en glidande skala mellan uppfattningar och
kognitiv kunskap. Uppfattning bor dven tolkas som ett uttryck for kognitiv kunskap (McLeod,
1992). Inom forskningsomrddet dr det en utmaning att sirskilja mellan uppfattningar och andra
relaterade faktorer sisom kinslor och attityder (McLeod, 1992). McLeod sirskiljer mellan
uppfattningar, kinslor och attityder beroende pa hur stabila, hur djupt rotade och férinderliga
dessa dr hos en person och deras férhallande till kognition (se Tabell 2).

Tabell 2
Affektiva dimensioner inom matematikundervisning (McLeod, 1992, s. 578 forf. 6vers).

Kategorier Exempel
Uppfattningar
Om matematik Matematik handlar om regler
Om sig sjilv Jag kan l6sa problemlésnings-uppgifter
Om undervisning Undervisning dr férmedlande
Om social kontext Lirande dr en tivling
Attityder Ogillande av geometriska bevis

Gillande av problemlésning

Foredrar lirande som upptickande

Kinslor Gladje (eller frustration) i att arbeta med
probleml6snings-uppgifter

Estetisk respons till matematik

McLeod menar att en persons uppfattningar dr mer stabila och férindras mer sillan dn en
persons attityder och kinslor. Kinslor 4r 4n mindre stabila dn attityder och uppfattningar.

Uppfattningar byggs upp under relativt ling tid och ir 1 stor utstrickning kognitiva till sin natur,
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till exempel att man anser sig zezz att matematik handlar om regler. Kinslor dr 4 andra sidan
mindre kopplade till kognition och kan upptrida och forsvinna relativt snabbt. En kinsla kan
vara en frustration Gver att man forst inte lyckas 16sa en svar uppgift och sedan en glidje nir man

lyckats 16sa uppgiften.

Op 'T Eynde, De Corte och Verschaffel (2002) har en likande uppdelning av
uppfattningskategorierna som McLoed (1992). Op 'T Eynde et al. liter en elevs uppfattningar om
matematik  konstitueras av dimensionerna: kontexten (klassrummet), sig sjilv  och
matematikundervisningen (se Figur 2). I dimensionen matematikundervisning later Op "T' Eynde

et al. dven dmnet matematik inga.

Matematikundetvisning

Elevens

uppfattningar om

Kontext Sig sjilv

Figur 2. Elevers uppfattningar om matematik konstitueras av tre dimensioner (Op "T Eynde et al., 2002)

Schoenfelds definition av uppfattningar ir att de ”ses som en individs férstdelser och kinslor
som formar hur individen tolkar och engageras i matematisk aktivitet” (Schoenfeld, 1992, s. 358,
forf. 6vers.). Sumpter (2013) utesluter i sin definition av uppfattningar Schoenfelds aspekt
gillande individens kinslor med argumentet att samma uppfattning kan delas av tva personer,
men kopplade till tva olika kinslor. I avhandlingen anvinds Sumpters definition av uppfattningar:
en individs férstdelse som formar hur individen tolkar och engagerar sig i matematisk aktivitet.
Forskningen kan ge en ganska klar bild av vilka uppfattningar elever vanligtvis har som ir

kopplade matematik (Schoenfeld 1992):

e Matematikuppgifter har ett och bara ett ritt svar.

e Det finns bara ett ritt sitt att 16sa matematikuppgifter pa — vanligtvis senaste regeln som

liraren gatt igenom med klassen.
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e Vanliga elever kan inte férvinta sig att forstd matematik. Elever férvintar sig endast
behéva memorera och anvinda vad de har lart sig mekaniskt och utan att forsta.

e Matematik dr ndgot man gor ensam.

e FElever som har forstitt den matematik som de arbetar med kommer att kunna lésa alla
givna uppgifter pa fem minuter eller snabbare.

e Den matematik som lirs ut i skolan har lite eller inget att gbra med den riktiga virlden.

e Matematiska bevis dr inte till nagon hjilp i en process av upptickande och utforskande.

Manga av eleverna pa skolan Amber hill (Boaler, 1998), som omnimnts ovan (avsnitt 2.1), hade
bland annat just uppfattningen att matematik handlar om att lira sig regler utantill och
uppfattning kopplades till hur undervisningen utformades. En majoritet av eleverna som gick i
motsvararande forsta aret pd gymnasiet hade uppfattningen att nir de stilldes inf6r en uppgift var
det viktigare att komma ihag likande uppgifter istillet for att tinka till vad som behévdes for att
16sa uppgiften. Uppfattningen att matematik handlar om att lira sig en uppsittning regler verkar
ha hindrat eleverna fran att forséka tolka nya situationer med hjilp av matematik. En studie
(Sumpter, 2013) gjord i en svensk gymnasickontext visade ocksa att elever uppvisade
uppfattningar som innebar att procedurer hade en central position vid uppgiftslésning. Studien
visade ocksd att elevers uppfattningar kopplades till motivation, till exempel att eleverna inte
litade pa sin férmaga att anvinda sig av CMR. Studie 2 i denna avhandling bygger delvis pa

resultat frain Sumpters studie.

2.5 Ladrobokens betydelse

Liroboken har en central position inom matematikundervisingen, bade for eleverna genom deras
arbete med uppgifterna i liroboken och for lirarna i férberedandet av undervisningen (Kajander
& Lovric, 2009). Bade internationellt (Kajander & Lovric, 2009; Love & Pimm, 1996; Schmidt et
al., 2001; Tornroos, 2005; Valverde et al., 2002) och nationellt (Jablonka & Johansson, 2010;
Skolinspektionen, 2010) fungerar liroboken som en informell liroplan. Exempelvis har Schmidt
et al. (2001) i en internationell studie pavisat ett positivt samband mellan det utrymme som ett
visst stoff hat i liroboken med hur mycket tid som liggs pd stoffet inom ramen for
undervisningen.

Bergquist et al. (2010) rapporterade att drygt hilften av lektionstiden i de undersokta
gymnasieklasserna upptogs av elevernas arbete med matematikuppgifter och trefjirdedelar av
arbetet med matematikuppgifter var arbete med liroboksuppgifter. En granskning av
Skolinspektionen (2010) pekade pa att lirobockerna pd gymnasiet i liten utstrdckning ger

mojligheter till att ldra sig att anvinda fOrmégorna resonemang och probleml6sning.
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Konsekvenserna av att ha ett allt f6r stort fokus pa proceduruppgifter sammanfattas av Doyle

(1988):

e Det ger en signal om att uppgifter ska kunna l6sas enkelt genom kinda procedurer

e  Genom att signalera att manga uppgifter ska goras snabbt, leder detta till att eleven
begrinsas i att utveckla férmagor som skulle stétta I6sandet av uppgifter. Istillet blir
eleven i storre utstrickning hinvisad till att ta hjalp.

e Att jobba utifrin att koppla ihop uppgifter med algoritmer signalerar att uppgifter bast
16ses genom algoritmberikningar snarare 4n matematiska resonemang. Att arbeta pa detta

sitt hindrar utvecklandet av elevens problemlésningsférmaga.

Uppgiften blir till en proceduruppgift, en algoritmisk uppgift, nir eleven inte behéver skapa
nédgot eget for att slutféra uppgiften (Lithner, 2008). Information om hur en procedur ska utféras
kan eleven ha fitt genom ldrargenomgangar, lirobokens exempel, tidigare riknade uppgifter eller
fran andra elever. Ett exempel pd en “typisk” proceduruppgift i en lirobok skulle kunna vara att

. . X o . o o .

16sa ekvationen = 12. Pa samma uppslag som uppgiften finns pa aterfinns ett 16st exempel av
. x o . . o .

ckvationen == 5. Eleven har dd att imitera proceduren frin det l6sta exemplet, genom att

anvinda sig av IR, for att kunna 16sa ekvationen g = 12 (Ovanstdende uppgift och exempel ir

himtade frin Szabo, Larson, Viklund, Dudker & Marklund (2011), s. 90f). Det ir inte bara
kontextlésa uppgifter som ofta kan lésas genom att anvinda sig av IR, utan dven uppgifter med
kontext kan ofta l6sas genom anvinda sig av IR. Nedanstdende uppgift dr ett exempel pd en

sadan uppgift.

Ett lin pa 30000 kr ska amorteras med tre lika stor belopp pa tre dr. Rintan dr 5,20 %.
a) Rita och fyll i tabellen (Figur 3).
b) Vilket totalbelopp ska betalas till banken? (Alfredsson, Erixon et al., 2011), s. 107)

Aterstiaende lan Arsrinta Att betala till banken
1 30000 kr
2
3

Figur 3. Tabell till uppgift om banklin som exemplifierar imitativa resonemang (Alfredsson, Erixon,
& Heikne, 2011, s. 107).

P4 samma uppslag som ovanstiende uppgift terfinns, finns nedanstiende lésta exempel med

ifylld tabell (se Figur 4).
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Nir Malin ska kdpa sin férsta bil maste hon ta ett 1an pa 10000 kr. Lanet ska betalas tillbaka pa 4 ar.
Vatje ér betalar hon tillbaka en fjirdedel av lanet. Vi siger att hon amorterar 2500 kr per ér.
Rintan pa Malins lan ar 7,00 %.

Hur mycket mer dn 10000 kr kommer Malin att ha betalt banken nir hela linet 4r aterbetalt?

7 % av aterstiende lan ‘ ‘ Amortering + rinta

Ar  Aterstaende lan Arsrinta Att betala till banken

1 | 10000 kr 0,07-10000 = 700 kr | (2500 + 700)< 3200
2 | 7500 kr 10,07 - 7500 2 525 kr 2500 F 525 = 3025
3 [ 5000 kr 0,07-5000 = 350 kr | 2500 + 350 = 2850
4 [ 2500 ke 0,07-2500 = 175kr | 2500 + 175 = 2675
Summa: 1750 kr 11750 kr

Figur 4. Tabell och férklarande text till exempel om banklan som exemplifierar imitativa resonemang
(Alfredsson, Erixon et al., 2011), s. 100).

Malin har betalat banken 1750 kr i rintekostnader. Det motsvarar 17,5 % mer dn det beloppet hon

lanade. (Alfredsson, Erixon et al., 2011), s. 1006)

Om ldraren har gatt igenom ovanstiende eller likande exempel alternativt att eleven tittat pa
exemplet i boken har eleven fitt alla de algoritmer som krivs for att 16sa uppgiften med lanet pa
30000 kr. Att 16sa uppgiften kan mycket méjligt ge eleven méjligheter att trina vissa férmégor,
men det ges ingen méjlighet att trina pd att anvinda sig av CMR.

Resultatet frin en studie (Lithner, 2004) som har kategoriserat liroboksuppgifter i en
matematiklirobok som anvinds pa grundliggande universitetsniva i Sverige visade att cirka 70 %
av uppgifterna har en algoritm given genom l6sta exempel i liroboken, medan cirka 10 % av
uppgifterna helt saknade likheter med 16sta exempel. Lithner menar att en elevs uppfattningar av
matematik inte pdverkas av en enskild liroboksuppgift, men att uppfattningen att matematik
handlar om att memorera regler kan forstirkas om den typ av uppgifter som endast kriver
memorering av regler ir tydligt dominerande i liroboken. Eftersom den absoluta majoriteten av
uppgifterna i liroboken var av det slag att det var tillrickligt f6r studenterna att bara anvinda en
metod, etablerar detta ett moénster av hur uppgiftslosning gar till. Ett monster dir man séker efter
ritt metod snarare dn att basera sina resonemang och sin l6sning pi djupare matematiska
kunskaper. Lithner foreslar att for en student ska utveckla en konceptuell férstdelse, behovs en
hégre andel uppgifter som kriver att studenterna anvinder sig av CMR, och att dessa uppgifter
ska vara pa alla svirighetsnivder. Ett exempel pd en enklare uppgift som med viss sannolikhet
skulle krivas CMR f6r att 16sas av en elev som gar forsta aret pa gymnasiet skulle kunna se ut s

har:
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”Beskriv med ord sambandet mellan « och 4 [se Figur 5]” (Alfredsson, Brating, Erixon, & Heikne,

2011, s. 157).

E IR
N=l N F ey R

Figur 5. Tabell som ger ett samband mellan a och b. For att ange ett samband krivs anvindandet av
CMR (Alfredsson et al., 2011, s. 157).

For att 16sa ovanstiende uppgift behéver eleven jimféra virdena f6r @ och & 1 raderna for sig.
Som en del i en trolig strategi dr att se den aritmetiska relationen ”4 dr 5 stérre dr 2 genom att
utfora subtraktionerna 6 — 1, 7—2 och 9 —4 och inse att differensen hela tiden ar 5. Dartill
behévs en begreppslig forstdelse for variabelbegreppet. I den lirobok som denna uppgift
aterfinns i, finns det inte tidigare i boken nagra 16sta exempel eller andra uppgifter som anvinder
en liknande algoritm for att I6sa den aktuella uppgiften. Dirfor kan det vara ett rimligt antagande

att en elev skulle beh&va anvinda sig av CMR f6r att kunna 16sa denna uppgift.

Kapitel 1 ovan har introducerat avhandlingens utgangspunkt som ir att omfattande forskning
visar att ett av skilen till elevers svédrigheter i matematik dr att det finns ett for stort fokus pd
utantillinlirning och att elever endast i begrinsad omfattning fir djupare kunskap om och
forstielse av matematik. Kapitel 2 har behandlat viktiga forutsittningar f6r eleverna att lira sig att
resonera matematiskt och bygga en konceptuell forstielse av matematik. Nista kapitel behandlar

de metodéverviganden och metodologi som ligger till grund fér avhandlingens studier.
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3. Metodiverviganden och metodologi

Detta kapitel redogor fér de metoddverviganden som har gjorts for de tre studierna. I
féorekommande fall grundas metodovervigandena med metodologiska aspekter. Korta
metodbeskrivningar ges ocksa av hur studierna har utforts. For ytterligare metodbesktivningar
hinvisas till respektive artikel eller manuskript i del II av avhandlingen samt avsnitten 4.1, 4.2 och
4.3, ddr studierna sammanfattas. Kapitlet avslutas med dels de etiska hidnsyn som tagits i samband
med studierna och dels en diskussion om studiernas begrinsningar, resultatens tillférlitlighet och

generaliserbarhet.

3.1 Att studera resonemang

Det ramverk (Lithner, 2008) som har anvints for att studera resonemang i avhandlingens studier
kan och har anvints for att studera resonemang pa flera sitt (se avsnitt 2.3.2). Ramverket har i
avhandlingens studier anvints for att studera vilken typ av resonemang som eleverna har anvint
vid uppgiftslésning och foér kategorisering av uppgifter med avseende pd vilken typ av

resonemang som krivs for att 16sa dessa uppgifter.

3.1.1 At studera elevers resonemang
For att studera en persons resonemang genom Lithners (2008) ramverk dr det fOrsta steget att
dela upp data i delar, i sd kallade resonemangssekvenser. Hur finkornigt data ska delas upp beror
pa vad som ska studeras. Om till exempel en 16sning av en hel uppgift ska studeras kan en
resonemangssekvens vara hela uppgiftsldsningen. Om en mer noggrann analys gors kan man
behova dela upp uppgiftslosningen i flera resonemangssekvenser. En resonemangssekvens har

foljande fyra steg (Lithner, 2008):

1. Resoneraren stoter pa en (del)uppgift.

2. Ett strategival gors, dir “strategi” innebir allt frin lokala procedurer till 6vergripande
angrepssitt och “val” ses i en vid bemirkelse (erinra, konstruera, uppticka, gissa etc.)
Strategivalet kan stédjas av argument om varfor vald strategi kommer att 16sa uppgiften.

3. Strategin implementeras. Implementering kan stédjas av argument till varfér vald strategi har
16st uppgiften.

4. En slutsats dras.

Uppgiften som ska 16sas kan alltid formuleras som en friga. Detta gors implicit eller explicit av

resoneraren. I analysen av resonerarens strategival och strategiimplementering férsdker man
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avgdra om strategin grundar sig pa ytliga eller icke-ytliga matematiska egenskaper, undersoka vilka
argument som fors fram varfor en vald metod kommer att 16sa uppgiften/léste uppgiften och
om lésningsmetoden idr erinrad eller dr ny. En resonemangssekvens avslutas med en slutsats, till
exempel angivandet av ett svar pa en uppgift eller att uppgiften 6verges.

Tva av studierna, 1 och 2 har studerat elevers resonemang. Data har genererats genom
elevanteckningar, elevernas tal, gester och mimik (Bjuland, Cestari, & Borgersen, 2008; Lithner,
2008). Metoden att generera data, som bygger pa Langstrém och Lithner (2008), var att lita tvd
eller tre elever arbeta med uppgifter tillsammas. Det var inte vixelverkan eller samarbetet mellan
eleverna som primirt studerades, utan skilet till att lita elever arbeta med uppgifter i grupp var
ett metodval for att kunna studera enskilda elevers resonemang vid uppgiftslosning i
klassrumsmiljé. 1 6vervigandet om data skulle genereras genom att elever 16ste uppgifter
tillsammans eller enskilt har nedanstdende &verviganden gjorts. Ett sitt att studera elevers
uppgiftslosning dr att lata enskilda elever ”tinka hogt”. Denna metod gir ut pa att eleven
uppmanas beritta vad denne gor och tinker under uppgiftslésandet (Bergqvist et al., 2008;
Boesen et al., 2010; Boren & Ramey, 2000; Ericsson & Simon, 1993; Lithner, 2003). Det finns
fordelar med att anvinda sig av en datainsamlingsmetod som bygger pi att lita en elev “tinka
hégt”. Enligt Ericsson och Simon (1993) ir denna metod den som ligger nirmast att spegla en
tankeprocess. En nackdel med denna metod ir att den kan skapa lasningar hos den elev som ska
”tinka hogt” (Schoenfeld, 1985). De lisningar som enligt Schoenfeld kan intriffa nir en enskild
ombeds “tinka hégt” blir mer sillsynta nir en elev far moéjligheten att f6r en annan elev blotta sin
lisning genom att till exempel kunna siga ”Jag har ingen aning hur jag ska gbra hir”. Ett annat
alternativ dr dirfor att lata elever i grupp l6sa uppgifter. P4 detta sitt verbaliserar elever sina
tankar utan att det behéver pakallas. Aven denna metod kan anses ha sina nackdelar. Dels kan en
elevs tankebana idndras av att en annan elev verbaliserar sin tanke och dels kan det sociala
samspelet pa flera sitt paverka hur arbetet fortléper. Det finns till exempel en risk att en elev
dominerar 1 gruppen och att eleverna kan forvirra varandra (Schoenfeld, 1985). Schoenfeld menar
dock att det finns 6vervigande férdelar med att lita elever arbeta tillsammans vid uppgiftslosning
nir data ska genereras snarare dn att lta elever 16sa uppgifter individuellt genom att ”tinka hégt”.
Férutom den minskade risken for ldsningar nir data genererats via elevgrupper innehéller de ofta
bittre information om de val som eleverna gér genom att elevernas val oftare motiveras och att
det oftare finns indikationer pa om andra alternativ har 6verlagts.

Elever frin forsta drskursen pd gymnasiet valdes ut att delta i studie 1 och 2, skilet till detta
var att ar 1 4r det sista dret som samtliga elever liser matematik i svensk skola. Genom att vilja

elever frin drskurs 1 gavs dirmed moijlighet att underséka elevers resonemang frin samtliga tre
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kursspir:  spar a  (yrkesprogram), spir b  (hogskoleférbredande  program, mindre
matematikintensivt) och spar ¢ (hégskoleférbredande program, mer matematikintensivt). I studie

1 representerades alla tre sparen medan spar a och b representerades i studie 2.

3.1.2  _Att studera resonemang i liroboken

Liroboken indikerar vilka méjligheter till lirande som elever far (Schmidt, 2012; T6rnroos, 2005).
Genom att studera elevers lirobocker gir det alltsd att sdga nagot om vilka méjligheter elever far
att lira sig att anvinda CMR. Lirobokens uppgifter dr en hérnsten i elevernas arbete med
matematik och paverkar eleverna genom att rikta deras uppmirksamhet pa innehallsliga aspekter
likvil som pa vilket sdtt en uppgift forvintas processas (Doyle, 1983). Enligt Halldén, Scheja och
Haglund (2008) ir lirobokens uppgifter tinkta att stodja elevernas lirande. Detta implicerar att
alla uppgifter i en lirobok i princip ska vara l6sbara for cleverna. Nir eleven arbetar med
liroboksuppgifter 4r det mojligt att eleven kopplar uppgiften till lirobokens 16sta exempel eller
annan information i liroboken med hjilp av ytliga egenskaper hos den uppgift som ska 15sas.
Detta sitt att arbeta ger eleven en mall f6r hur uppgiften ska 16sas, nigot som kan goras utan att
ha en konceptuell férstielse av den aktuella matematiken (Brousseau, 1997). Analysmetoden, som
bygger pd Lithner (2004) och Palm et al. (2011) och som anvindes i studie 1 och 3 gir i korthet
ut pa att undersdka om en uppgift i liroboken kan 16sas med hjilp av algoritmer (iterfunna i
exempel, teori eller uppgifter) eller liknade karaktiristik som finns tidigare i liroboken. Om en
algoritm finns anses den analyserade uppgiften kunna I6sas genom att anvinda sig av IR, i annat
fall kridvs anvindandet av. CMR i mindre eller storre utstrdckning for att l6sa uppgiften.
Hypotetiskt skulle eleverna kunna fi den information som finns i liroboken férmedlad av liraren
vid exempelvis en genomging. Den information som eleven har tillgang till 4r i sa fall densamma,
vate sig litoboken eller liraren dr informationsbdraren. Den information som facit ger har
undantagits frin analysen av lirobdckerna. Data fran studie 1 visar att anvindningen av facit
verkar ha en inverkan pa uppgiftslésandet. Dessutom finns indikationer pa att anvindandet av
facit kan inverka negativt pa elevernas lirande (Skolinspektionen 2010). Det hade déirfor varit
efterstrivansvirt om aspekten av anvindandet av facit ingdtt i analysen av liroboksuppgifterna.
Vid utformandet av analysramverket for att utféra analysen av liroboksuppgifter inkorporerades
inte facit i analysen pd grund av att det var metodiskt svart underséka pa vilket sitt facit kan antas
inverka pa det resonemang som krivs for att 16sa en uppgift.

Studie 3 analyserade lirobocker frin tolv linder. Urvalet av linder begrinsade sig till linder
dir svenska eller engelska dr vanliga undervisningssprik. Urvalet av vilka linder, vars lirobdcker,
som direfter kom att ingd i studien baserade sig pd en geografisk spridning som antogs kunna ha

kopplingar till lirobokens utformning. De linder som finns med i den senaste Trends in
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International Mathematics and Science Study, TIMSS-undersdkningen och Programme for
International Student Assessment, PISA-undersékningen och som ocksa ingick i studie 3 visade
en spridning i resultat i dessa undersSkningar (International association for the evaluation of
educational achievement, IEA, 2012; Otganisation for Economic Co-operation and
Development, OECD 2014a, 2014b). Spridningen i resultatet anvindes dock inte som
urvalsgrund eftersom alla virldens linder inte 4r med i TIMSS- och PISA-undersSkningarna.
Kriteriet 61 valet av vilken lirobok i respektive land som skulle analyseras var att det skulle vara
en vanlig lirobok. Fér att kunna hitta jimférbara matematiska omriden anvindes

innehéllsramverk frin TIMSS (Mullis et al., 2008).

3.2 Att studera elevers uppfattningar

Att studera uppfattningar dr komplext (McLeod, 1994). Berger (1998) anvinder en metafor for
att beskriva vilka utmaningar som en forskare i didaktik kan std inf6r nir uppfattningar studeras.
Berger jamf6r paleontologens upptickt av ett fossilfynd av en dinosaurie till en rekonstruktion av
dinosaurien med didaktikerns upptickt i empiri frin en individs utsagor och beteende till
konstruktionen av en trolig bild av en individs uppfattningar. Frin iakttagelser férsoker
paleontologen respektive didaktikern aterskapa en dinosauries skelett respektive en modell fér
individens uppfattningar. Fér paleontologen gar byggandet av skelettet frin fossilfyndet via
utgrivningar till rekonstruktion. Fér didaktikern gir bygegandet av modellen av uppfattningar via
data och analys av data. Utseendet av sjilva dinosaurien bygger pa kvalificerade antagningar
gjorda av paleontologen, men likvil dr och f6rblir utseendet av originalet dolt. P4 liknande sitt ar
det nir en individs uppfattningar beskrivs av didaktikern, konstruktionen av det dolda bygger pa
empiri, men sjilva uppfattningarna ir aldrig synliga. Det som metaforen férsoker beskriva dr att
det finns element av godtycklighet i rekonstruktionen av individens uppfattningar fran individens
uttalande och beteende. Furinghetti och Morselli (2009) undertrycker behovet av att skapa en
datagenereringsmetod som ger forutsittningar att konstruera en trolig bild av individens
uppfattningar. Enligt McLeod (1994) maste man finna metoder som liter finga komplexiteten i
elevers uppfattningar. Dirfér behovs en metod- och teorigrund som dr bred och tillrickligt
Oppen for att inrymma denna komplexitet. For att mota kravet pa en trolig bild av elevers
uppfattning anvindes tematisk analys, ddr elevernas explicita utsagor analyserades (Braun &
Clarke, 20006). Tematisk analys innebir i korthet att data delas in i teman som sedan blir féremal
for ytterligare analys. Sumpter (2013) studerade svenska gymnasieelevers uppfattningar kopplat
till resonemang genom induktiv metod (kategorisera data utan fordefinierade teman). De teman
som Sumpter identifierade var férvintningar pa sig sjilv och dmnet, inre- och yttre motivation

samt sidkerhet (se Tabell 3).
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Tabell 3
Teman frin Sumpter (2013) av elevers indikerade uppfattningar av matematik kopplat till arbete med icke-
rutinuppgifter och med exempel pa explicita utsagor

Teman Exempel

Forvintningar “Jag vet inte hur man gér det hér”

“Det dr ok att gissa”

Motivation - inre “Jag vet inte hur man gor det hdr”
”Det kindes ritt”

Motivation—yttre ”En l6sning méste presenteras (redovisas)”

Sikerhet “Jag dr osiker nir jag miste tinka annorlunda”
“Jag dr osiker om det dr ritt”

“Jag kinner mig siker”

I studie 2 anvindes en deduktiv metod (kategorisera data utifrin fordefinierade teman) med
teman fran Sumpter (2013). Valet av deduktiv metod och med teman fran Sumpter (2013) var att

studie 2 i stor utstrickning var en uppféljningsstudie till Sumpters studie.

3.3 Etiska hansyn

Etiska 6vervigande har framforallt skett vad det giller datagenerering for de data som ligger till
grund for studie 1 och 2, eftersom elever och lirare var direkt involverade. Alla elever som ingick
1 datagenereringen for studie 1 och 2 var Gver 15 dr. De etiska évervigandena har skett med
vigledning av och i enlighet med Vetenskapsradet (2011). For studie 1 informerades eleverna,
elevernas mdlsmin och ldrarna i de klasser som ingick i datainsamlingen skriftligt i férvig om att
det skulle ske en observation under vanligt klassrumsarbete och att ljud- och bildupptagning
skulle komma att ske samt att vissa elevers anteckningar skulle komma att kopieras. Vidare
understroks for eleverna och deras malsmin att genererad data inte skulle kommenteras eller pa
annat sitt féras vidare till elevernas lirare. Elever och lirare som filmades fick skriva under ett
medgivandeavtal. For studie 2 ombads lirare att vilja ut tvd elevpar var. Dessa elever fick sedan
skriva under ett medgivandeavtal. Namnen p4 alla eleverna som aterges i studierna dr fingerade.
Allt deltagande har skett frivilligt och utan ersittning. Val av lirobécker i studie 3 har skett med
hjalp av ldrare och forskare med god kinnedom om lirobdckerna i sina respektive linder. Det har
inte utgitt ndgon ersittning till de personer som har konsulterats for val av lirobocker.

Lirobockerna inhandlades via ombud eller genom bestillning hos bokhandlare.

3.4 Validitet och generaliserbarhet
Vid datainsamling och dataanalys har hog validitet efterstrivats. Att anvinda sig av triangulering

ar ett sitt att nd hog validitet (Schoenfeld, 2002). Triangulering kan ske genom datatriangulering
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(anvinda fler 4n en metod att generera data), observationstriangulering (mer 4n en observator
eller medkodare), metodologisk triangulering (kombinera kvantitativa och kvalitativa ansatser)
och teoritriangulering (anvindandet av multipla teorier eller perspektiv) (Denzin, 1989). Flera
metoder har anvinds for att underséka elevers mdjligheter till att lira sig anvinda CMR:
videoinspelning och observationer, intervju samt textanalys. Urval och kategorisering av data har
foregitts av pilotundersdkningar. Utifrin pilotdata har sedan minst tvd personer gjort urval och
kalibrerat analysramverket. Urval och kategorisering av data som ingitt i studierna har sedan i
huvudsak gjorts av en person. Vid osikerhet vid kategoriseringen konsulterades en medkodare.
Bide kvantitativa och kvalitativa metoder har anvints. Kvantitativa metoder har anvints fér att
utfora liroboksanalysen i studie 3. Kvalitativa metoder har anvinds i studie 2 f6r att analysera
elevernas uppfattningar och i studie 1 och 2 for att analysera elevernas resonemang. Tva ramverk,
Lithner (2008) och Sumpter (2013) har anvints for att belysa data frin olika perspektiv.

Aspekter av reliabilitet, det vill siga resultatens tillfrlitlighet, har ocksa beaktats. Alla
avgorande steg i metodhanteringen har dokumenterats, exempelvis noggranna och omfattande
kalkylbladsfiler med data Over elevernas kategoriserade resonemang och kategoriserade
liroboksuppgifter. Brist pa reliabilitet kan enligt Robson (2011) dven bero pa hur urvalet av data
har gjorts och hur data har bearbetats . For studie 1 och 2 har data samlats in mitt under en
termin (varterminen 2013 respektive 2014), for att inte generera data i en uppstartfas av en kurs
eller i en mer intensiv examinationsfas som vanligtvis sker i slutet av en termin. For att fa ett
bredare urval av elever till studie 1 och 2 har elever valts frin tvd olika skolor och frin olika
gymnasieprogram, som dr olika matematikintensiva. Bias kan uppstd i samband med att data
genereras. I den laboratoriesituation (angriansande grupprum till elevernas klassrum) som data till
studie 2 genererades 1 kan det anas att det funnits element av bias genom att eleverna sa eller
gjorde pd ett visst sitt pa grund av laboratoriemiljén. Det kunde observeras genom att eleverna
viskade ibland, trots att de var de enda personerna i rummet. Visandet gjordes kanske for att talet
inte skulle fingas av mikrofonen. Detta sigs som en indikation pd att eleverna var paverkade av
situationen. I studie 1 verkar inte eleverna blivit piverkade av att de var del av en datainsamling i
lika hég grad som eleverna i studie 2. Detta kunde observeras genom att eleverna dven samtalade
mycket spontant om féreteelser som inte hade koppling till uppgiftslésandet. Anledningen till att
eleverna verkade vara mindre paverkade vid denna datainsamling antas vara att de befann sig i sin
normala klassrumssituation med bekanta arbetsuppgifter. Urval av data och analys av data kan
ocksa vara foremal for bias (Robson, 2011). Urvalet av data till studie 3, det vill siga urval av
lirobocker skede med hjilp av personer med god kinnedom om det aktuella landets

matematiklirobdcker. Stickprover gjordes mot bokhandlate i det aktuella landet f6r att se om det
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var Gverensstimmelse mellan den sakkunnige personens bedémning och bokhandelns
bedémning. Stickprovens resultat var att det ridde Overensstimmelse mellan de béda
bedémningarna. En annan aspekt av bias dr att i studie 2 forelig det en potentiell bias vad det
giller urval genom att lirare ombads vilja ut elever som brukade arbeta tillsammans och som
antogs att precis klara kursen. I efterhand har kontroll gjorts f6r att undersdka vilket provbetyg
eleverna fick pa det nationella prov som gjordes vid kursslut. Samtliga tre elever som ingick i
studie 2 fick provbetyget E. Dirmed kan det sdgas att aspekten av bias vad det giller lirarnas
urval minimerats. Att kunna reproducera resultaten frin studierna 4r en annan aspekt av
reliabilitet (LeComtpe & Goetz, 1982). For att det ska vara méjligt att reproducera resultat frin
de studierna har Robson (2011) f6ljts: metodbeskrivningarna f6r datainsamling och dataanalys var
noggranna och ett erkint teoretiskt ramverk (Lithner, 2008) har anvints.

En annan aspekt av validitet dr generaliserbarheten hos resultaten fér en studie (Robson,
2011). Enligt LeCompte och Goetz (1982) bor hinsyn tas pa vilket sitt som resultatet dr specifikt
vad det giller: urval, kontext eller speciella egenskaper hos de eller det studerade. Studie 1 och 2
har sina begrinsningar i att data genererats i en svensk gymnasiekontext, men inom den
kontexten har det efterstrivats att generera data fran vanliga elever, till exempel inte fran vildigt
lig- eller hégpresterande elever. Resultaten fran studie 1 kan sdgas har hogre ekologisk validitet
(Robson, 2011) dn resultaten i studie 2. En hogre ekologisk validitet ha kunnat uppnas eftersom
den kontext som data genererades var mer naturlig, genom en autentisk klassrumsmilj6, i studie 1
an i studie 2. Urvalet till studie 3 har en begrinsning i att den endast édr gjord pd lirobécker i
linder ddr engelska eller svenska dr vanliga sprak. Mojligheten till generaliserbara resultat fran
studie 3 dr goda i den bemirkelsen att lirobockerna var relativt lika i uppligget (kontexten) och
att inga speciella (unika) egenskaper hos lirobéckerna observerades. Diremot finns en
begrinsning i att generalisera resultaten fran studie 3 vad det giller att med sidkerhet uttala sig om
vilka méjligheter elever far till att ldra sig att anvinda CMR. Ett skal till att det inte gar att avgora
vilka méjligheter elever far till att lira sig att anvinda CMR ir att det inte har studerats hur
lirobockerna anvinds i respektive land. I Sverige har detta skett i viss utstrickning, bland annat
genom studie 1.

Slutligen, de tre studierna har inte tagit ndgon genusaspekt i beaktande. Dataunderlaget till
studie 1 och 2 dr for litet for att kunna siga néagot tydligt utifrin en genusaspekt. I studie 3 har
bedémningen gjorts att andra aspekter har varit viktigare dn genusaspekten for att kategorisera

potentiella resonemang i uppgifterslésningen.
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4. Om studierna och resultat

I foreliggande kapitel redovisas en sammanfattning av avhandlingens tre studier och deras

huvudresultat.

4.1 Sammantattning av studien "Elevers resonemang i uppgiftlisning av liroboksuppgifter” (studie 1)
Liroboken anvinds mycket i undervisningen i matematik och har inverkan pd vilka méjligheter
elever ges att lira sig nigot. Klassrummet dr det stille dir elevernas syn pa matematik framférallt
formas. Studie 1 hade som 6vergripande syfte att underséka elevernas méjligheter till att lira sig
CMR nir de l6ser liroboksuppgifter i vanlig klassrumsmiljé. For att uppfylla studiens syfte
undersoktes relationerna emellan: vilka typer av resonemang som eleverna férde nir de arbetade
med liroboksuppgifter, vilka resonemang som sjilva uppgiften teoretiskt krivde for att 16sas och
om eleverna lyckades 16sa uppgiften. Studien genomférdes i totalt fyra forstadrsklasser pd tva
gymnasieskolor i Mellansverige. Klasserna var frin bygg- och anliggningsprogrammet, estetiska
programmet, naturvetenskapsprogrammet och teknikprogrammet. Tjugosex lektioner filmades.
Analysen omfattade den forsta lektionen fran respektive klass. Data frin de forst analyserade
lektionerna var si pass omfattande att det bedémdes att tillrickligt med data hade analyserats
varfor inte ytterligare data analyserades.

Resultaten visade att eleverna sillan anvinde sig av CMR f6r att 16sa liroboksuppgifter. For
uppgifter som det teoretiskt endast krivdes IR for att 16sa, anvindes ocksd i praktiken nistan
uteslutande IR f6r att 16sa eller f6rséka 16sa dessa uppgifter. De i uppgifter som eleverna angrep
genom att anvinde sig av CMR, 16stes korrekt. Detta var ocksa fallet nir textguidat AR anvindes,
dven om anvindandet av textguidat AR var sillsynt. Eleverna anvinde diremot sig ofta av
elevguidat AR for att 16sa eller forsoka 16sa uppgifter. Detta sitt att 16sa en uppgift ledde ofta till
korrekta 16sningar eftersom eleven som guidade den andra eleven oftast 16st uppgiften korrekt
innan. Nir elever blev guidade fanns lite fokus pd att fi och ge férklaringar till varfér en viss
16sning hade gjorts. I inget av fallen da ldraren hjilpte en elev ledde det till att eleven sedan
arbetade vidare med uppgiften genom att anvinda sig av CMR. Av uppgiftskategorisering av
krivt resonemang for varje uppgift framgick att det var fi uppgifter som kravdes ett anvindande
av CMR f6r att 16sa uppgiften. Eleverna arbetade inte med de svéraste uppgifterna i liroboken,
utan framforallt de enklaste uppgifterna.

En slutsats som ligger nira tillhands utifrdn resultatet 4r att det rider en diskrepans mellan vad
eleverna gor nir de 16ser liroboksuppgifter och den resonemangs- och problemldsningsférméga

som elever ska utveckla enligt amnesplanen. Eleverna fir begrinsade méjligheter att lira sig att
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anvinda CMR i sitt arbete med liroboksuppgifter. Resultat frin studien kan tolkas som att nir
elever arbetade thop kunde det vara ett hinder att lira sig anvinda CMR, snarare dn en hjilp
eftersom arbetet thop sd ofta ledde till guidning mellan eleverna (elevguidat AR) for att l6sa
uppgifterna. Vidare pekade resultaten pa behovet av att liraren pa ett medvetet sitt ska hjilpa
elever si att de inte guidas av ldraren, i f6r hog utstrickning utan istillet stéttas att anvinda sig av
CMR. Eftersom studien visade att lirobdckernas I6sta exempel och teoridelar sillan anvindes
finns det skil att omviérdera hur en lirobok bist liggs upp och vilket innehdll den ska ha. Studien
visade ocksd att det fanns fa enklare CMR-uppgifter for eleverna att 16sa i lirob6ckerna. Detta
kan tolkas som att lirobéckerna bér omdisponeras si att det finns uppgifter som det krivs CMR

for att 16sas pd alla svarighetsnivder och i lika stor omfattning pa alla nivéer.

4.2 Sammanfatining av studien "Elevers resonemang och nppfattningar om matematik i arbetet med icke-
rutinuppgifter” (studie 2)

Inom forskningen finns det en relativt god bild av relationen mellan matematiska uppfattningar
som elever har, problemlésning och férutsittningarna for att vara en god problemlésare. Elevers
uppfattningar har till viss del visat sig vara kontextbundna, vilket var en anledning till att studera
clevers uppfattningar i en svensk gymnasickontext. En andra anledning var att elevers
uppfattningar relaterat till resonemang inte har studerats i nigon stérre omfattning. Studien
studerade relationen mellan elevernas resonemang, CMR respektive IR (Lithner, 2008) och
indikationer pa uppfattningar, férvintningar, motivation respektive sikerhet (Sumpter, 2013) nir
elever arbetade med icke-rutinuppgifter (som dirmed potentiellt endast kunde l6sas genom att
anvinda sig av CMR). De elever som ingick 1 urvalet gick férsta aret pd gymnasiet. Eleverna var
andra dn de elever som ingick i studie 1. Data frin atta elever (fyra elevpar) samlades in, fyra
elever frin sambhillsvetenskapliga programmet och fyra elever frin bygg- och
anliggningsprogrammet. I den slutgiltiga analysen ingick tre elever. Skilet till att dessa tre elever
ingick i den slutgiltiga analysen var att deras uppgiftslésande och efterféljande intervju genererade
goda mingder data. Samtliga elever var sidana som undervisande lirare bedémde skulle fa
betyget E 1 den aktuella matematikkursen. En majoritet av eleverna pd bygg- och
anldggningsprogrammet respektive sambhillsvetenskapliga programmet i Sverige far betyget E
eller ldgre i den aktuella matematikkursen.

Resultaten visade att de tre eleverna hade varsina uppsittningar av uppfattningar som var for
sig kunde kopplas till antingen IR eller CMR. En av eleverna hade uppfattningar som innebar att
denne inte ansig sig kunna forsta icke-rutinuppgifter, bara kunde 16sa rutinuppgifter och
uppvisade en uppfattning av osikerhet. Dessa uppfattningar kopplades till anvindandet av IR.

Eleven anvinde CMR vid upprepade tillfillen, men 6vergav det till férmén f6r anvindandet av
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IR. De tva andra ecleverna uppvisade mer blandade uppfattningar jimfért med den ovan
beskrivna eleven. De bdda senare elevernas uppfattningar kunde kopplas till anvindandet av
CMR. Dock var det bara en av eleverna vars anvindande av CMR renderade korrekta I6sningar.
Eleven som 16ste uppgifter korrekt genom att anvinda sig av CMR, gjorde detta nir en korrekt
16sning var inom rickhall och dir det inte behdvdes sd stor anstringning (”struggle”, se avsnitt
2.3). Elevens resonemang kunde kopplas till bdde en uppfattning om osidkerhet och en
uppfattning om att inte kunna forstd uppgifterna. Vid elevens arbete med den svaraste uppgiften
kunde en uppfattning av osikerhet kopplas till anvindandet av IR. Den tredje eleven, som
anvinde sig av CMR men som gav inkorrekta 16sningar hade uppfattningar som innebar bade
sikerhet och osikerhet, inte positiv motivation att l6sningarna kindes bra och att gissningar ir en
acceptabel strategi. Dessutom observerades att det fanns en uppfattning av férvintan hos
cleverna pa att uppgifter skulle vara av en viss komplexitetsnivd eller svdrighetsnivia. Denna
uppfattning verkar ha spelat roll i Gvervigandet av vilken typ av resonemang som anvandes.
Studiens resultat ger stod till tidigare forskningsresultat angiende elevers uppfattningar
kopplat till problemlésning, exempelvis att det ska finnas en given metod att 16sa en uppgift pa.
Tvé av eleverna i denna studie visade att anvindandet av CMR faktiskt dr en vdg framit for att
16sa en uppgift. En anledning till anvindandet av CMR, om in inte alltid korrekt, skulle kunna
vara att undervisningen dr sidan att den ger elever mdjligheter att lira sig anvinda sig av CMR.
Studiens resultat implicerar att eleverna delvis behéver férindra sina uppfattningar, utveckla sina
matematiska resurser for hur man kan arbeta framgingsrikt med uppgifter samt utveckla en
férmaga av reflektion kopplat till strategival som dr matematiskt forankrade. Studiens resultat
harmonierade med tidigare forskning i det avseendet att det krivs mer dn en viss typ av uppgifter

for att elever ska anvinda sig av och dirmed fa méjlighet att lira sig anvinda CMR.

4.3 Sammanfatining studien “Resonemangskray i matematiklirobicker: en analys av larobocker frin toly
lander” (studie 3)

Givet antagandet att liroboken 4r en god indikator pa elevernas mojligheter till lirande var syftet
med studien att underséka vilka mdjligheter elever har att lira sig anvinda CMR. I studien
analyseras uppgifter i lirobécker fran tolv linder (Australien, Finland, Irland, Indien, Kanada,
Nepal, Skottland, Singapore, Sverige, Sydafrika, Tanzania och USA). Totalt analyserades knappt
6000 uppgifter. I lirobéckerna har uppgifter inom kunskapsomridena algebra och geometri
analyserats. Studien avsig att besvara vilken fordelning av global CMR-, lokal CMR- och
textguidade AR-uppgifter som omridena algebra och geometri inneholl. Studien undersékte dven
var uppgifterna dterfanns inom avsnitten med avseende pa avsnittsrubriker eller var i avsnitten

uppgifterna dterfanns, till exempel i bérjan av ett avsnitt.
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Resultatet visar att textguidade AR-uppgifter dominerade i alla tolv linders lirobocker. I
genomsnitt var cirka 80 % av uppgifterna i algebraavsnitten textguidade AR-uppgifter och i
genomsnitt cirka 70 % 1 geometriavsnitten. For globala CMR-uppgifter var den genomsnittliga
férdelningen for bida avsnitten cirka 10 %. Overlag var proportionerna i lindernas lirobocker
relativt lika. Proportionen av textguidade AR-uppgifter inom algebraavsnitten varierade fran 68 %
till 96 %, dir nio av tolv linder hade en férdelning mellan 74 % och 86 %. Motsvarande
proportioner foér geometriavsnitten var mellan 59 % och 85 %, med tio linders férdelning som
lig mellan 59 % och 75 %. Ett annat resultat frin studien var att andelen uppgifter som kunde
16sas med AR var vanligare i bérjan av respektive avsnitt i lirob6éckerna och ovanligare i slutet,
det motsatta gillde foljaktligen f6r uppgifter som det krivdes CMR f6r att 16sa. For uppgifter
som dterfanns under rubriker sisom aktivitet”, ”diskussion” eller dylikt var andelen global-CMR
generellt hogre dn for de uppgifter som var tidigast i respektive avsnitt, men ligre dn de uppgifter
som var placerade sist i respektive avsnitt.

Studien syftade inte till att avgéra om lirobSckerna erbjuder tillrickligt med CMR-uppgifter
for att utveckla f6rmégan att anvinda sig av CMR. Att andelen globala CMR-uppgifter ér cirka 10
% och att CMR-uppgifterna inte dr jaimnt férdelade i avsnitten indikerar dndé att lirobSckerna
inte leder utvecklingen av en reforminriktad matematik. Studien visar ocksd att urvalet av
uppgifter som eleverna eller liraren gér spelar roll f6r hur stora méjligheter for lirande av att
anvinda CMR som eleven fér. Studiens resultat implicerar att elever och lirare bor forhalla sig
aktiva till lirobokens innehall f6r att anvinda hela dess potential, till exempel genom att vilja att
arbeta med de CMR-uppgifter som finns i lirobockerna. Liroboksforfattare bor kritiskt forhdlla
sig till den fordelning av CMR- respektive textguidade AR-uppgifter inom liroboken som helhet

och férdelningen inom avsnitten.
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5. Diskussion

I detta avslutande kapitel diskuteras studiernas resultat och hur dessa resultat forhaller sig till
varandra och till tidigare forskning. Vidare diskuteras vilka implikationer avhandlingens resultat
ger till undervisningen och utformningen av lirobocker samt deras anvindning. Kapitlet avslutas

med forslag till vidare forskning och en vision infér framtiden.

5.1 Resonemang, elevers uppfatiningar och sociomatematiska normer

De sociomatematiska normerna i ett klassrum 4r en av faktorerna som avgor vilken typ av
matematik som eleverna fir moéjlighet att lira sig (Schoenfeld, 2012). Av studie 1 framgar det att
lektionerna dominerades av tva delar, lirarens genomgang och arbete med liroboksuppgifter.
Den senare aktiviteten upptog normalt mer dn halften av tiden i ansprak. Bergqvist et al. (2010)
rapporterar att denna lektionsstruktur — som ocksa observerades i studie 1 — 4r den dominerande
lektionsstrukturen pd gymnasiet. Resultat fran studie 1 visade ocksa att liroboken i stort sett inte
anvindes fOr att soka kunskap om hur uppgifter ska 16sas. Detta resultat gir emot tidigare
observationer i svensk kontext (Lithner & Palm, 2010) och i tysk gymnasickontext (Rezat, 2009).
Lithner och Palm samt Rezat visade att studenter och elever anvinde liroboken for att soka efter
information for att kunna 16sa uppgifter. Att eleverna inte far information frin boken innebir att
de maste fa informationen frin annat hall, mest troligt fran lirargenomgingar och enskild hjilp
fran lirare och elever. Bergqvist och Lithners (2012) studie som undersokte vilka typer av
resonemang som anvindes vid lirargenomgingar visade att genomgangarna framférallt baserades
pa IR. Lirarens genomgangar skulle dirmed kunna vara en anledning till att anvindandet av IR ér
en vanlig 16sningsstrategi for att 16sa uppgifter. Aven liroboken skulle kunna vara en anledning
till att eleverna ofta anvinde sig av IR for att 16sa uppgifter. Trots att resultaten fran studie 1
visade att lirobokens 16sta exempel och teoriavsnitt inte anvindes fOr att s6ka efter algoritmer,
var en stor majoritet av de liroboksuppgifter som eleverna arbetade med sidana uppgifter kunde
16sas genom anvindande av IR. Genom att eleverna nistan uteslutande arbetade med IR-
uppgifter indikerade detta ett procedurinriktat arbetssitt, si trots att eleverna bara verkade
relatera till sjilva uppgifterna kan det vara sa att liroboken dnda i hégsta paverkar vilka typer av
resonemang som anses viktiga i undervisningen. Resultat fran studie 2 visade att en av eleverna
valde att forséka 16sa CMR-uppgifter genom att anvinda sig av IR. Dessa 16sningsférsék kan
kopplas till dennes uppfattningar: osikerhet, liga férvintningar pé sig sjilv och en negativ inre
motivation. Detta resultat kan ocksd tolkas som att det finns en sociomatematisk norm att

uppgifter ska 16sas med kinda metoder (anvinda sig av IR) och inte konstruera egna
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l6sningsmetoder (anvinda sig av CMR). Eleven siger vid ndgra tillfillen ”sant hir kan inte jag”.
Denna utsaga kan tolkas som en upplevelse av att std handfallen nir eleven inte ser vilken metod
som ska anvinda for att 16sa en uppgift, alternativt att denne insdg att uppgiften krivde nigot
annat 4n IR f6r att kunna 16sas, men detta var inget som eleven kinde att eleven kunde eller
vigade géra. Aven de andra tva eleverna i studie 2 uppvisade osikerhet nir de arbetar med CMR-
uppgifter. En av dessa tva elever uppvisade dven sikerhet och angav att I6sningen till en uppgift
“kindes ritt”. Denna sidkerhet kunde emellertid kopplas till anvindande av IR och en inkorrekt
l6sning. Denne eleven verkade ha saknat erforderliga resurser for att klara av den aktuella
uppgiften. Eleven gavs, i en mening, inte méjlighet att 16sa uppgiften, den var helt enkelt f6r svér.
Annorlunda uttryckt var inte detta en mdjlighet till lirande av CMR £6r eleven, uppgiften fanns
dir men andra nédvindiga forutsittningar fanns inte, exempelvis tillricklig konceptuell férméga.
Resultatet frin studie 2, att eleverna uppvisade en uppfattning av osdkerhet dr i linje med
resultaten frin Sumpter (2013). Eleverna i studie 1 uppvisade vid ett flertal tillfdllen ett beteende
vid uppgiftslosning som inte stéttade dem, kanske till och med hindrade dem att anvinda sig av
CMR f6r att l6sa uppgifter. Att bli guidad till en 16sning och att inte kriva eller fd djupare
matematiska forklaringar var vanligt. Detta beteende, att ge och fi hjilp pa ett ytligt sitt kan
betraktas som en sociomatematisk norm fér vad som krivs fér att ”forklara” en uppgift till en
annan clev. I [juset av Cobb et al. (1992) och Yackel och Cobb (1996) kan man karaktirisera den
guidning som sker i studie 1 och 2 som tillh6rande en viss typ av sociomatematisk norm, en
norm som innebdr att det inte krivs att elever och till viss del ocksi lirare forklarar eller

motiverar varfér en 16sning dr pa ett visst sitt.

Undersékningen PISA 2012 (OECD, 2014a) om femtondringars digitala problemlésnings-
férmaga har biring dven pi matematisk problemldsning (Skolverket, 2014). I undersékningen
presterade svenska elever generellt sett under OECD-genomsnittet. Pa uppgifter som ansags
mindre komplexa (av procedurkarakir) presterade svenska elever 6ver OECD-genomsnittet.
Uppgifter som svenska elever diremot hade svart for, var enligt undersékningen, de mer
komplexa uppgifterna (av probleml6sningskaraktir). Dessa uppgifter vara sidana dir det krivdes
reflektion &ver strategival och hég grad av kontroll i genomférandet och konstruktion av nya
l6sningsmetoder. Reflektion och kontroll 4r tva egenskaper som dr viktiga delar i strategivalet och
strategiimplementeringen nidr CMR anvinds. Resultaten f6r en annan PISA-undersékning 2012
(OECD, 2014b), som undersokte femtondringarnas matematikkunskaper visade svenska elevers
férméga att 16sa uppgifter frin enkla procedurer till konceptuellt krivande uppgifter. Svenska

elevers resultat har fallit f6r alla typer av uppgifter och mest har resultaten fallit f6r svenska elever
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vad det giller férmégan att 16sa de mer konceptuellt krivande uppgifterna jaimfért med resultat
frin tidigare PISA-undersbkningar. Att resultatet for svenska elevers matematikkunskaper fallit
over hela linjen och mest vad det giller 16sandet av mer komplexa uppgifterna kan ses som att
andelen lagpresterande elever 6kat, samtidigt som andelen hégpresterande elever har minskat.
Det kan sigas finnas en koppling mellan detta resultat och resultaten fran studie 1 och 2. Studie 1
visar att eleverna framf&rallt arbetade med proceduruppgifter och att CMR sillan anvindes for
att 16sa uppgifter samt att eleverna néstan uteslutande arbetade med enklare uppgifter. Resultat
frin studie 2 visar att det fanns en tendens att inte riktigt gbra uppriktiga férsok att arbeta med
eller forsoka 16sa den mest komplexa uppgiften, detta trots att ingingen till uppgiften var relativt
enkel, vilket borde goéra att eleverna skulle kunna pabérja uppgiften. Eleverna indikerade hir en
uppfattning av inre motivation att det var viktigt att prestera ett svar och eleverna anvinde sig
dirfor av IR i syfte att kunna fa till ett svar. Ett alternativt angreppssitt vore att anvinda sig av
CMR genom att analysera uppgiften, koppla till relevanta matematiska begrepp och argumentera
for strategier som skulle kunna leda till att 16sa uppgiften eller en foérsta del av uppgiften. Att
CMR inte anvindes kan kopplas till uppfattningar om foérvintningar pa dmnet (att prestera svar)
och pd en uppfattning av osidkerhet. Att CMR inte anvindes kan tolkas som en ovana att arbeta
med mer komplexa uppgifter dir eleverna inte ser 18sningen pa en ging och som tar lite tid att
l6sa. Det skulle kunna vara sa att de elever som var med i studie 1 och 2 har anammat en
sociomatematisk norm som innebdr att det inte finns en férvintan pd matematikimnet att man

arbetar med mer komplexa uppgifter och som tar lite lingre tid att 16sa.

En orsak, generellt sett till att elever i stor utstrickning har en undervisning som framforallt
stodjer ett procedurinriktat lirande dr att gymnasieldrare i Sverige har liga kunskaper om vilka
férmagor som eleverna ska utveckla (Skolinspektionen, 2010). Denna observation kan kopplas till
resultat frin Bergqvist et al (2010) som indikerade att vissa gymnasieldrare ansig att mer
ligpresterande elever inte tillrickligt vil kan tillgodogéra sig andra kompetensaktiviteter dn
procedurhantering, och anpassade undervisningen efter detta. Enligt Skolinspektionens rapport
har en knapp femtedel av lirarna goda kunskaper om de férmégor som eleverna ska utveckla.
Trettiosex procent av ldrarna bedémdes ha obefintliga kunskaper om férmagemalen, enligt
samma undersokning. Liraren har en pavisad viktig roll (Fennema & Franke, 1992) och enligt
Yackel och Cobb (1996) och Brousseau (1997) avilar det liraren ett stort ansvar for vilka
sociomatematiska normer som rader i klassrummet. For att lirarna ska kunna undervisa utifran
ett reformperspektiv behéver lirare ritt utbildning eller fortbildning. Enligt Hiebert (2003)

behéver lirare, precis som elever, mojligheter till att ldra sig for att kunna ldra sig ndgot. I
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praktiken betyder det att lirare och lirarstuderande behéver fa ritt forutsittningar fOr att
fortbilda sig eller att utbilda sig i hur man undervisas en reforminriktad matematik. En annan
orsak till att ett procedurinriktat arbetssitt dr vanligt kan vara lirobockernas innehéll. Liroboken
fungerar som en informell liroplan och studie 3 visade att uppgifterna i lirobockerna i stor
utstrickning kan 16sas med algoritmer som finns i liroboken. Lirobokens centrala position och
att den ger anvindandet av procedurer stor plats kan bidra till en procedurinriktad undervisning.
Till detta kan ldggas att studie 3 visade att andelen CMR-uppgifter inte dr jimnt férdelade inom
lirobockernas olika avsnitt. Om man som elev endast gér de uppgifter som édr i borjan av
liroboksavsnitten leder detta till begrinsade méjligheter till att lira sig anvinda CMR. Om eleven
dessutom inte anvinder sig av CMR f6r att 16sa de relativt f& CMR-uppgifter och istillet, i lig
eller hég utstrickning, later sig guidas till en 16sning minskar elevens méjligheter till att lira sig att
anvinda sig av CMR ytterligare. Resultat frin studie 1 visade att anvindningen elevguidat AR,
inte var en ovanlig strategi for att 16sa CMR-uppgifter. Resultaten frin studie 3 visade att
férdelningen mellan uppgifter som krivde IR for att 16sas respektive CMR f6r att 16sas var cirka
80 % respektive 20 % i samtliga analyserade lirobocker. Detta ir ett resultat som ligger nira det
resultat Lithner (2004) visade vid liroboksanalys av en universitetsmatematikbok. Resultaten fran
dessa tva studier tillsammans indikerar hur djupt rotad uppbyggnaden av en lirobok dr med
avseende pa fordelningen mellan rutinuppgifter (med fokus pd procedurell kunskap) som det
endast krivs anvindandet av IR for att 16sa och icke-rutinuppgifter (med fokus pa konceptuell
kunskap) som det krivs anvindandet av CMR for att 16sa.

En anledning till att vissa elever dr simre pd problemlésning dr att de under manga ar inte fatt
utveckla de strategier som behévs for att bli goda problemldsate (Hegatty, Mayer & Monk, 1995).
Lithner och Palm (2010) f6r fram en hypotes om varfér en del elever verkar hinga med i
undervisningen manga 4r i skolan, men tillslut verkar tappa kontakten med matematiken. En elev
skulle till exempel kunna siga: ’Pa ldg-, mellan- och hégstadiet hade jag litt f6r matte, men nu pa
gymnasiet fattar jag ingenting”, om man tinker sig att undervisningen under skolgingen i stor
utstrickning byggt pd ytligt grundade resonemang. P4 ligstadiet var procedurerna fi och en
strategi som byggde pa ytliga igenkdnningsegenskaper fungerade relativt friktionsfritt. Ju hogre
eleven kommit i skolsystemet desto fler procedurer har eleven behévt hilla reda pé, och till sist
har de blivit f6r méanga. Utan ett tillrickligt ndtverk av kunskap har inte eleven kunnat koppla

procedurerna till varandra och matematiken har till sist kommit att framsta som obegriplig.
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5.2 Implikationer for undervisningen

I detta och i kommande avsnitt 5.3 kommer det pekas pa implikationer utifrin resultaten i
avhandlingen. Implikationerna férs av en argumentation frin undertecknad f6r en férindring av
matematikundervisningen och av lirobéckernas uppligg och innehill.

Sociomatematiska normer och elevers uppfattningar kan férindras (Stylianides & Stylianides,
2014; Yackel & Rasmussen, 2002). Elevers och lirares uppfattningar behover forindras for att en
reforminriktad matematik ska kunna fd genomslag (McLeod, 1992). McLeod (1992) och Ball och
Bass (2003) ger stéd 4t en av slutsatserna frin studie 2: att elevernas uppfattningar behéver
andras och att det verkar krivas mer dn att ge eleverna uppgifter som ger tillflle att resonera
matematiskt. Ball och Bass argumenterar f6r att det inte heller ricker med att siga till elever att
beritta hur de tinker, dd dven de sociomatematiska normerna som styr undervisningen mdste
vara sidana som stottar en undersékande undervisning. Utmaningen f6r liraren dr att skapa
forutsittningar f6r en undervisning som priglas av sociomatematiska normer som stottar
moijligheter till lirande av att anvinda sig av CMR. Liraren kan initiera en omf6érhandling av de
sociomatematiska normerna genom uttryckliga diskussioner. Diskussionerna behéver sedan
ocksé atféljas av handling i enlighet med det 6verenskomna (Yackel & Rasmussen, 2002). Enligt
Schoenfeld (2012) karaktiriseras en produktiv undervisning och som frimjar utveckling av

elevers matematiska f6rmagor av féljande egenskaper, som alla har en grund i ett socialt samspel:

1. Problematisering: lirmiljon priglas av ett undersdkande arbetssitt, till skillnad frin att
eleverna lir passivt.

2. Agens och befogenhet: eleverna gér matematiken till sin egen och upplever att de sjilva
ar avsdndaren till ’nya” resultat.

3. Ansvar: eleverna tar tillsammans med ldraren ett ansvar for att det som produceras ar i
samklang med dmnet. Eleverna gbrs medansvariga f6r den matematik som produceras.

4. Resurser: eleverna har erforderliga kunskaper for att kunna angripa den matematik som

ska utforas.

Nedan foljer ett pahittat exempel pd hur en lirare kan initiera en férindrad norm f6r vad som
ska anses vara en acceptabel forklaring genom en dialog med eleverna om en uppgift och dess

16sning.
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Uppgiften: Loneutvecklingen under de fem forsta aren for nyutbildade civilingenjérer bedéms f6lja
y =30800-1,039%, dir y ir den nya manadsloénen i kronor och x dr antal ar efter anstillningens

bétjan. Vilken idr ingingslénen for nyutbildade civilingenjorer?

Elev1 30800
Lirare  Beritta hur du kom fram till det?
Elev 1 Det ir talet, startvirdet som star innan talet med exponenten.

Elev 1:s forklaring dr helt procedurinriktad och saknar viktiga referenser till relevanta begrepp.
Men eleven ifrdga anser kanske att frdgan ir besvarad. Liraren kan anvinda detta tillfille till att
initiera ett fordndrat fokus, bort frin procedurella forklaringar mot konceptuella forklaringar

(Yackel & Rasmussen, 2002). Dialogen mellan lidraren och eleven forsitter:

Liraren Om jag forstir dig ritt menar du man multiplicerar 30800 med den efterfljande faktorn for
att fi fram 16nen efter ett ar?

Elevl Mmm

Lirare  Vad siger det oss? Vad betyder det? Hur kan man med hjilp av detta veta att 30800 4r 16nen
civilingenjéren har i ingangslén? Vad innebir 1,039?

Elev2 Vet inte men 1,039 ar forindringsfaktorn.

Lirare  Vad betyder da att multiplicera 30800 med foérindringsfaktorn 1,039 upphéijti x, x som ér
antal ar efter 2014?

Elev 2 Det innebir att man far fram l6nen for lika ménga efter 2014, som virdet pi x ir.

Lirare  S4 om man sitter in x = 1 berdknar man I6nen f6r 2015. Hur kan man da berikna
ingingslonen, 16nen 20147

Elev1 Genom att sitta x = 0.

Lirare  Precis genom att sitta x = 0 beriiknar vi nir det har gitt noll ar 1,039° = 1, det vill siga att
det inte sker nagon l6ne6kning. Det har ju inte gitt nagon tid sedan civilingenjoren fick sin
ingangslon.

I dialogen ovan néjer sig inte liraren forrin eleverna dr framme vid en forklaring till varfir 30800
kronor dr ingdngslonen. Det sista ldraren siger dr inte bara ett bekriftande av det som elev 1 har
kommit fram till utan ocksa ett tillfille f6r eleverna att omvirdera sina uppfattningar om vad som
ar en meningsfull matematisk forklaring genom att liraren sjilv ger en sidan forklaring (Yackel &
Rasmussen, 2002). Hiebert och Carpenter (1992) menar att kopplingar mellan olika delar av
matematiken byggs upp genom att liraren visar pd dessa kopplingar ocksid med hjilp av olika
representationsformer. Rika kopplingar till olika koncept, bidrar till en konceptuell forstielse.
Detta dr i linje med att man bara kan lira sig det man har mdjlighet att lira sig. Hiebert och
Grouws (2007) menar att uppgifter som ligger nira vad eleverna klarar av dven stimulerar deras
utveckling av sin konceptuella kunskap. Larmiljén boér alltsd vara sidan att eleven gér lite lingre
an det omedelbart uppenbara, vistas i den proximala zonen (Vygotskij, 1978). I studie 2
observerades att en av eleverna anvinde sig av CMR upprepade ginger for att 16sa uppgifter sa
linge en I6sning var inom rackhall och behovet av anstringning var relativt lagt. Nir eleven

arbetade med den sviraste uppgiften gav han upp och valde hellre att besvara uppgiftens fraga
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med hjilp av att anvinda sig av IR och ange en uppenbart inkorrekt 16sning, istdllet for att
komma en bit pa vig mot en 16sning med hjilp av att anvinda sig av CMR. Resultat fran studie 2
visade dven att eleverna anvinde sig av IR nidr de var osikra, detta dr i linje med tidigare forskning
(Schoenfeld, 1992). Ett alternativt sitt f6r en elev att angripa en uppgift vore att lita anvindandet
av CMR vara det primira valet nir man ska 16sa en uppgift dir man inte omedelbart kan avgéra
hur man ska 16sa den. Genom att anvinda sig av sig av CMR skulle eleven férankra sina
argument i matematiken och borde pd sa sitt uppleva sidkerhet snarare dn osikerhet da CMR
anvinds for att 16sa en uppgift.

Enligt Ball och Bass (2003) kan en lirare ligga grunden till en undervisning som stéttar
lirandet av matematiska resonemang genom att se till att tre forutsittningar dr uppfyllda. Fér det
forsta ska de uppgifter som eleverna ska arbeta med vara tillgingliga for alla elever i den
meningen att alla elever forstir dem. Pa sd sitt skapas en yta for att genomfbra matematiska
resonemang kollektivt. Fér det andra ska det finnas en 6verenskommelse — inte nédvindigtvis
uttalad — i klassen om vad som 4r matematiskt accepterat, vilka sociomatematiska normer som
rider. For det tredje, ett praktiserande av uppgiftslosning i klassrummet genom att eleverna
kommunicerar sina 16sningar med lirare och de andra eleverna. Hir ingar ocksé att utvirdera
andra elevers forslag. Arbetet ska ocksd dokumenteras i elevernas bocker som framtida referens
och pa tavlan f6r den allminna diskussionen. Att uppgifterna ska vara tillgingliga f6r eleverna
innebdr att alla ska ha forutsittningar att klara av dem., Eleverna ska ha mojligheten att lira sig
det avsedda (Hiebert, 2003), samtidigt som de ska behdva gora en viss anstringning (Hiebert &
Grouws, 2007) for att klara av uppgiften. De sociomatematiska normer som rader i klassrummet
ska vara sidana att de innebdr att man 4r 6verens om vad som krivs for att till exempel en
forklaring och motivering ska vara acceptabel och gingbar. Genom att diskutera 16sningar
tillsammans tillimpas och utmejslas de sociomatematiska normerna. Genom att virdera olika
l6sningar, som girna far innehilla olika representationsformer stirks den konceptuella forstielsen
(Hiebert & Carpenter, 1992). Data fran studie 1 visade att en lirmilj6 som priglas av lirande
genom samarbete inte uppstar av sig sjilv bara for att elever arbetar ihop. Enligt Webb och
Mastergeorge (2003) krivs for det forsta att eleverna stiller precisa fragor till varandra ndr de ger
hjalp till en uppgift, f6r det andra att eleven som behéver hjilp fortsitter att friga tills denne
konceptuellt forstar forklaringen och for det tredje att forklaringen sedan tillimpas pd den
uppgiften, dir frigestillaren ges tillfille att applicera forklaringen.

Att arbeta kollektivt i helklass dr tvirs emot den trend som har ritt i Sverige de senaste tva
decennierna. Istillet har en stark trend varit att arbetet ska individualiseras (Skolverket, 2009), det

har inom matematikundervisning kommit att innebiéra att liraren anvinder storsta delen eller hela
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lektionen till att hjilpa elever individuellt (Lithner & Palm, 2010). Fordelen med denna
undervisningsform 4r enligt Lithner och Palm att ldraren battre kan mota varje elev pid dennes
niva. En nackdel dr enligt Lithner och Palm att lraren far vildigt lite tid med varje elev vilket kan
leda till att lirarguidat AR anvinds for att korta tiden med varje elev och pa sa sitt kunna assistera
fler elever. Enligt Schoenfeld (1992) kan en lirare istillet i helklass féra en diskussion och en
undervisning enligt Tabell 4 som fokuserar pa att ge mojligheter att trina problemlésning och
dirmed stottas lirandet av CMR.

Tabell 4
En undervisning som stéttar utvecklandet av problemlésning (Schoenfeld, 1992)

Lirararens undervisning Syfte
Fore

1 Lis uppgiften — diskutera ord eller fraser som Mlustrerar vikten av att lisa noggrant

eleverna inte forstar
2 Anvind helklassdiskussioner for att fokusera pa Fokus pa viktig data, tydliggdr processen

vikten av att férsta uppgiften
3 (Valbart) Helklassdiskussion om mdjliga Fa fram idéer till méjliga 16sningsalternativ till uppgiften

strategier fOr att I6sa en uppgift

Under
4 Observera och fraga eleverna for att avgéra var Diagnostisera styrkor och svagheter
de befinner sig
5  Ge ledtradar om n6édvindigt Hjalpa elever f6rbi blockeringar
6  Ge fordjupningar av uppgiften vid behov Utmana elever som ir klara tidigt att generalisera
7  Se till att elever som fir en 16sning att “besvara Kriver att elever gar igenom sin 16sning och sikerstaller
fragan” att den hinger ihop
Efter
8  Visa och diskutera 16sningar Visa och namnge olika strategier
9  Relatera till tidigare 16sta uppgifter eller lit elever  Visa pa generella tillimpningar av
16sa utvecklade uppgifter problemlésningsstrategier
10 Diskutera speciella sirdrag, till exempel figurer Visa pa hur sirdrag kan paverka hur man tar sig an
uppgiften

Elever ska inom ramen fér undervisningen ocksd bjudas rika méjligheter att utveckla procedur
féorméga, liksom andra matematiska férmagor. Ett utvecklande av procedurell férmiga kan gi
hand i hand med utvecklandet av och med hjilp av elevers konceptuella kunskaper (Gravemeijer
& van Galen, 2003). Enligt Gravemeijer och van Galen sker det genom att lirandet av olika
procedurer tar sin utgdngspunkt i och knyter till konceptuell forstielse. Pa detta sitt kan elever
utveckla ett proceptuellt (Gray & Tall, 1994) férhéllande till den studerade matematiken, det vill

sdga dir eleverna ser procedurer och koncept som tvi sidor av samma mynt.

For att forindra sociomatematiska normer krivs férmodligen flera samverkande satsningar.
Bergqvist et al. (2010) drar slutsatsen att svenska gymnasieelever ”’bor erbjudas mer omfattande,
bittre utvecklade och mer systematiska mojligheter att engagera sig i [f6rmage|relaterade
aktiviteter som gir utéver procedurhantering.” (s. 59). Enligt Bergqvist et al. kan detta delvis nds

genom att malen f6r undervisningen klargérs och att malen sedan anvinds som vigledning for att
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utveckla undervisningen. Det finns goda exempel pd gymnasielirare som ger cleverna bra
forutsttningar att utveckla sina matematiska férmagor (Bergqvist et al., 2010). Enligt
Skolinspektionen (2010) dr hég kompetens hos lirarna vad det giller styrdokumenten och en
medveten satsning pa kompetensutveckling inom matematikdidaktik bidragande faktorer till att

gymnasielirarna kan ge en god undervisning.

5.3 Implikationer for liroboken och dess anvindning
Studie 3 visade att den svenska liroboken, liksom lirobockerna frin de andra linderna i studien
inte pa ett tydligt sitt harmonierar med en reforminriktad matematik. Det var en tydlig 6vervikt
av proceduruppgifter, som endast kriver ett anvindande av textguidat AR for att 16sas, jamfort
med uppgifter som kriver anvindning av CMR. En vig att gd nir det giller undervisningen ir
dirfor att lirobéckerna kompletteras med andra uppgifter som ger eleverna stérre mojligheter att
ldra sig att anvinda CMR (Bergqvist et al., 2010). Bergqvist et al. (2010) stiller sig frigan om den
procedurinriktade undervisning kanske inte beror pd att undervisningen ér liroboksbunden i sig,
utan att ldrobockerna inte dr tillrdckligt bra utformade for att stotta en reforminriktad
undervisning. Bide internationell forskning (Valverde et al., 2002) och nationell forskning
(Bergqvist et al., 2010) pekar pa behovet av stora férindringar av lirobockernas innehdll for att
mota behovet av att utveckla de matematiska férmagorna hos eleverna. Johansson (2006) har
undersokt svenska matematiklirobdcker f6r grundskolan utgivna under perioden 1979 till 2001,
en period dir grundskolan tvd ginger fitt forindrade liroplaner. Johanssons studie visade att
lirobéckernas innehdll inte dterspeglade liroplanernas innehdll. Dessutom férindrades inte
liroboéckernas innehdll ndmnvirt nir det skedde liroplansreformer. Johanssons resultat indikerar
tillsammans med Lithners (2004) studie gillande universitetslirobocker och med resultatet frin
studie 3 att lirobockerna i Sverige inte dr drivande i formandet en reforminriktad matematik.
Utifrin den uppgiftskategorisering som gjorts i studie 1 var det fa uppgifter som eleverna
arbetade med som krivde CMR f6r att 16sas. Studien visade ocksd att ménga av de uppgifter som
eleverna arbetade med och som de i princip borde ha tillging till 16sningsmetoder f6r inte 19stes
med bekant AR. Att uppgifterna inte 16stes med bekant AR antyder att eleverna inte kom ihag
eller aldrig kunnat behévd I6sningsmetod. Dessa uppgifter som saknar bekant l6sningsmetod ar
per definition CMR-uppgifter fér just den eleven, dven om det vid en kategorisering gjorts en
annan bedémning. Att elever inte valde att anvinda sig av CMR for att 16sa dessa uppgifter, kan
ses som forlorade méjligheter att lira sig att anvinda CMR. Istillet anvinde eleverna andra
resonemang for att 16sa uppgifterna, framférallt elevguidat AR. En férklaring till detta beteende
skulle kunna ges utifrdin en del av resultaten frin studie 2 dir en av eleverna indikerade

uppfattningar som kunde kopplas till att eleven féredrog att lata sig guidas av sin klasskamrat
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(elevguidat AR) snarare dn att anvinda sig CMR. Férindrade sociomatematiska normer som
innebdr att anvindandet av CMR ir ett forstahandsval nir eleven inte pa en gang ser vilken
l6sningsmetod som ska anvindas skulle gora att denna elev, som inte har tillging till si manga
algoritmer skulle fa fler mojligheter till att ldra sig anvinda CMR via liroboken.

Resultatet fran studie 3 visar att fordelningen av IR- respektive CMR-uppgifter var ganska lika
i alla linders lirobocker. Alla de linder som var representerade i liroboksstudien har inte ingatt i
de senaste TIMSS- eller PISA -underdkningarna (IEA, 2012; OECD 2014a, 2014b). De linder
som finns representerade i dessa undersokningar dr ocksd jaimférbara med Sverige med avseende
pd att alla d4r mer eller mindre vil utvecklade eckonomier med relativt vil utbyggda
utbildningssystem (Skolverket, 2012b). Att alla dessa linders (Australien, Finland, Irland, Kanada,
Singapore, och USA) femtonaringar presterade bittre dn svenska jimniriga i PISA:s senaste
mitningar (OECD  2014a, 2014b) med avseende pd matematik och  digital
problemldsningsférmaga indikerar att det finns andra orsaker 4n lirobokens innehdll som
inverkar pd vad elever lir sig. Vilken typ av uppgifter som man arbetar med i undervisning har
visats paverka lirmiljon (Hiebert & Wearne, 1993), men ocksa hur elever och lirare arbetar med
uppgifter (Stein, Remillard & Smith., 2007). Elevernas méjligheter att lira sig och utveckla sina
matematiska férmégor dr i stor utstrickning beroende av ldraren (Henningsen & Stein, 1997;
Stein et al., 2007; Stein, Grover, & Henningsen, 1996). Hur uppgifterna sedan anvinds har stor
betydelse for vilka mojligheter till lirande uppgifterna ger (Stien et al., 2007). Liraren har stora
mojligheter att paverka lirmiljon (Brousseau, 1997) och att uppgifternas hela potential anvinds
som verktyg for lirande (Stein et al, 1997). Stein et al. anger att for att uppgifterna ska ge
cleverna si mycket som mojligt behdver liraren stilla frigor som bygger upp och stdjer
elevernas fortsatta engagemang med uppgiften och motiverar och driver eleverna att férklara och
motivera sitt tinkande. Det motsatta dr att liraren enbart forvintar sig ett korrekt svar eller att
liraren ”tar 6ver” nir det giller mer utmanande delarna av en uppgift. Att stilla ritt frigor hjilper
eleverna att bygga konceptuell forstaelse. Konstruktionen av sjilva uppgiften har dven betydelse
for vilken typ av lirande som kan ske nir elever arbetar med uppgiften (Stein & Lane, 1996).
Uppgifter som kriver multipla strategier, multipla representationsformer och férklaringar leder i
hégre utstrickning till konceptuell forstielse dn uppgifter som dr procedurartade, endast kriver
en strategi, en representationsform och med lite eller inget krav pa att kommunicera matematiken
(Stein & Lane, 1996). Dessa resultat ir 1 enighet med Hiebert och Wearnes (1993) resultat som
innebir att uppgiftens natur och niva tillsammans med lirmiljén spelar en avgérande roll i

klassrummet for elevernas mojligheter att lira sig att 16sa problem och resonera matematiskt.
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5.4 Fortsatt forskning

Det idr langt ifrin klarlagt vad som 4r de bakomliggande forutsittningarna for att skapa
sociomatematiska normer och uppfattningar som skapar goda lirmiljéer pa gymnasiet och hur
man metodmissigt kan studera dessa (Francisco, 2013; Lester, 2002; Schoenfeld, 1992). Att
undersoka hur de sociomatematiska normerna konstitueras i klassrum dir elever dr del av en rik
matematikundervisning dr ett sitt att fi syn pa vilka uppfattningar och attityder som dessa elever
utvecklar (Yackel & Cobb, 1996). Dirmed skulle framtida forskning ytterligare kunna kartligga
bakomliggande forutsittningar for efterstravansvirda sociomatematiska normer for att sedan
foresla hur man i praktiken skapar framgangsrika lirmiljGer.

Ett annat spar for fortsatt forskning dr att genom designforskning underséka vilken typ av
undervisning som triggar och stottar anvindandet av CMR. Jonsson et al. (2014) har inom ramen
for ett designforskningsprojekt, Learning by Imitative or Creative Reasoning (LICR) (gjord i
laboratoriemilj6), pa vig i riktningen att kunna sdga hur en CMR-inriktad undervisning bor vara.
Att utveckla resultaten frin denna studie och utféra studier i klassrum ar angeldget genom att det
skulle kunna ge fler och tydligare resultat rérande hur undervisningen ska utformas for att stédja
lirandet av CMR. Fortsatt forskning pagar inom ramen fér LICR-projektet (Lithner, personlig
kommunikation, 16 januari 2015).

Det finns skil att kritiskt granska hur lirob&cker idag dr utformade och hur de i framtiden bér
utformas for att pd bista sitt ge mojligheter till att lira sig anvinda CMR. Det forsta skilet till
detta dr att studie 1 visade att eleverna i stort sett bara anvinde liroboken som en killa f6r de
uppgifter som de arbetar med och inte i ndgon nimnvird utstrickning for att fordjupa sig i teori
och l6sta exempel. Det andra skilet, med stéd frin resultatet fran studie 3 var att CMR-
uppgifterna inte var jimnt fordelade i ldroboken och eventuellt underrepresenterade

6verhuvudtaget.

5.5 Ett resonerande klassrum

En vision inf6r framtiden 4r en skola vars matematikundervisning sker i resonerande klassrum. I
ett resonerande klassrum arbetar elever och lirare 1 en lirmilj6 som priglas av en undersdkande
undervisning. Det innebir att eleverna fir arbeta med uppgifter som 6ppnar upp fér samtal och
problemlosning. Var och en kdnner ansvar for sitt lirande. Eleverna har en agens och ir
auktoriteter i sitt lirande och pa sd sitt gor varje elev matematiken till sin. Klassrummet priglas
av sociomatematiska normer som innebdr att elever och lirare ger matematiskt forankrade
argument for sina uttalanden och 16sningsférslag. I ett resonerande klassrum ska en uppfattning
om osikerhet inte leda till att eleven foérsoker 16sa en icke-rutinuppgift genom att anvinda sig av

IR. Istillet har eleven ett proceptuellt f6rhillningsitt som gor att eleven kan anvinda sig av sin
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procedurella och konceptuella forstielse i varje uppgiftssituation. Liraren i ett resonerande
klassrum arbetar utifrin innehalls- och komptensmal och varje elev utmanas bade vad det giller

innehéll och férmadgor, allt med en strivan mot att varje elev ska na sin fulla potential.
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