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Sur la notion' d’ensemble fini.
o ~ Par | "
Casimir Kuratowski (Warszawa).

M. W. Slerplnskl a donné dans son ouvrage L’amome de
M. Zermelo et son rdle dans la Théorie des Ensembles et I Ana-
Iysel) une nouvelle définition de l’ensemble fini. Cette défl—
nition se distingue essentiellement par ce fait qu’elle ne dé-
pend ni de la notion de nombre naturel ni de la notion géné-
rale de fonction, qui entre "d’habitude ‘dans les définitions
faisant usage de la notion de correspondance La définition
en questlon est la suivante:

Consmérons des classes K d’ensembles dont ehacune samsw
f&lt aux conditions suivantes: , ‘ B
1° tout ensemble eontenant un seul élément appartlent & 1&
classe K, \ - :

20 ¢i A et B sont deux ensembles appartenant &-la classe K,
leur ensemble-somme A--B appartient‘ aussi & K.

Appelons fini tout ensemble qui appartlent 2 chacune des
elesses K satlsfmsant aux conditions 1° et 20¢,

, Oomme on seub, l’ensemble de tous .les: ob;]ets (S’Il existe)
jouit des propriétés paradoxales: contrairement & un théoreme
connu de G. Cantor, la puissance de cet ensemble ne serait
point inférieure & celle de la classe de tous ses sous- -ensembles.
Il en est de méme de la clagse composée de tous les ensembles
contenant un seul élément; done, les classes K ne vérifient
pas le théoréme de Cantor. En tenant compte de ce fait, on
pourrait mettre en doute lexistence méme des classes K.

1) Bull. de I’Acad. des Sciences de Cracovie, 1918, p. 106.
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Tn modifiant la définition de M. Sierpinski de fagon & en
supprimer cet inconvénient, j'obtiens la définition suivante:

TL’ensemble M est fini, lorsque la classe de tous ses sous-
ensembles (non vides) est lunique classe satisfaisant aux
conditions: -

1. ses éléments sont des sous-ensembles (non vides) de M;

2. tout ensemble contenant un seul élément de M appar-
tient a cette classe,

3.8 A et B sont deux ensembles appartenant & cette
classe, leur engemble-somme A-+B lui appartient aussi.

Nous allors démontrer qu’un ensemble fini d’aprés cette
définition I'est augsi au sens ordinaire et réciproquement. En
d’autres termes: pour qu’un ensemble soit fini d’aprés la
définition proposée, il faut et il suffit que le nombre de ses
éléments puisse étre exprimé par un nombre naturel (la notion
de nombre naturel étant supposée connue).

En effet, soit M un ensemble dont le nombre d’éléments
peut étre exprimé par un nombre naturel; soit Z une classe
quelconque satisfaisant aux conditions 1—3. Nous allons mon-
trer que tout sous-ensemble de M appartient & Z. Il en est
ainsi — en vertu de la condition 2 — des sous-ensembles com-
posés d’un seul élément; en méme temps, §’il en est aingi des
sous-ensembles contenant n éléments, il en est de méme —
d’apres 3 — de ceux qui en contiennent n--1. Comme le nombre
d’éléments de chaque sous-ensemble de M se laisse exprimer
par un nombpre naturel, il en résulte par induction que Z con-
tient tous les sous-ensembles de M. Done, la classe Z étant
nécessairement identique & celle de tous les sous-ensembles
de M y elle est 'unique classe satisfaisant aux conditions 1 —3.
Aingi, tout ensemble dont le nombre d’éléments peut étre
exprimeé par un nombre naturel est un ensemble fini dans
notre sens. -

Suppoqons, d’autre part, que le nombre d’éléments d'un
ensemble donné M ne se laisse pas exprimer par un nombre
naturel. Désignons par Z la classe de tous les sous-ensembles
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de M dont le nombre d’éléments peut éfre exprimé par un
nombre naturel. Cette classe satisfait évidemment aux condi-
tions 1—3; en méme temps, d’aprés ’hypothese, M n’appar-

 tient pas & Z et, par suite, Z n’est pas identique & la classe

de tous les sous-ensembles de Af; done, la classe de tous les
sous-ensembles de M n’est pas 'unique classe satisfaisant
aux conditions 1 —3 et M n’est pas fini dans notre sens, c. g. £f. d.
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