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Einige Grundlagen zum Krafteverlauf in Bogen

Bogenkonstruktionen werden bestimmt durch die Kraft, die im Bogen herrscht
und den Winkel, mit dem diese Kraft im Auflagerbereich in eine horizontale

und eine vertikale Komponente gesplittet wird.

Die resultierende Kraft entsteht durch das Eigengewicht des Bogens und auf
ihn wirkende horizontale und vertikale Krafte. Die Krafte verlaufen im Bogen in
einer parabelféormigen Linie, der StUtzlinie. Im Idealfall liegt diese StUtzlinie
deckungsgleich mit der geometrischen Achse des Bogens, also etwa in der
Mitte. Damit ist gesichert, dass im Bogen nur Normalkrafte auftreten, also
Druckkréfte senkrecht zu den Lagerfugen. Praktisch reicht eine Uberdeckung
der StUtzlinie mit dem mittleren Drittel des Bogens aus. So kdnnen die Krafte
gleichmdaBig Uber das Material des Bogens aufgenommen werden. Liegt die
StGtzlinie nicht in der Mitte, werden Teile des Bogenmaterials stérker belastet,
andere schwdécher. Bei Uberlastung eines Teils des Materials kommt es zum
punktuellen und damit zum gesamten Versagen der Konstruktion. Bei
teilweiser Lage der StUtzlinie auBerhalb des Bogens treten Zugkrafte im Bogen
auf, was zum sofortigen Versagen der Konstruktion fUhrt,

Durch Belastung des Bogens kann die Kraftlinie in Richtung der Mittellinie des

Bogens verschoben werden.
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Kraftlinie,
belastet

Kraftlinie
unbelastet

Was bedeutet diese Erkenntnis fUr die Sanierung von Gewdlbekonstruktionen?e

Die Entfernung von Bauteilen, wie Auflasten oder AuffUllungen oberhalb des
Auflagerbereiches kann zur Verschiebung der Kraftlinie und zum Versagen

des Gewdlbes fUhren, obwohl die Auflast verringert wurde!

Spreizung eines als Weinkeller genutzten Tonnengewdlbes, sichtbar in einem Bogen einer Zwischenwand
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Ursache der Risse: im vorderen, rechten Teil des Tonnengewdlbes ist die

UberschUttung am Rand und damit die Auflast geringer.
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Einfluss der Bogendicke auf die Stabilitat

Ein dickerer Bogen gewdhrleistet groBere Sicherheit im Hinblick der Lage der
Schublinie im inneren Drittel. Dies ist besonders bei Rundbdgen wichtig, deren
Verlauf nicht mit der parabolen Kraftlinie Gbereinstimmt.

Als Faustregel gilt bei Kreisbdgen:

t>S/5 (hier fur CEB, Trockenlehmsteine)

Dabei ist t die Dicke des Bogens und S die Spannweite. Bezogen auf ein 0,5
Stein dickes Gewodlbe (11,5cm) ergibt sich damit eine maximale Spannweite
eines Tonnengewdlbes von 57,5cm, also max. 60cm!

Das widerspricht unseren Erfahrungen mit gotischen Kreuzgewdlben, wo mit
filigranen Materialstérken groBe Spannweiten erzielt werden. Dies wurde auch
mit besserem Material erzielt, welches hdhere Druckbelastungen und
Schubkrafte aufnehmen konnte.

Es zeigt aber auch die statisch ungUnstige Form eines unbelasteten
Rundbogens.

Schon die Agypter wussten das und haben ihren ,agyptischen” Bogen aus

dem Rundbogen weiterentwickelt.

Bildquelle: Internet

Dieses ,,nubische" Gewdlbe kann durch seine Form frei ohne LehrgerUst

erbaut werden. Die Form basiert auf dem Satz des Pythagoras und dem
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Verhdlinis 3 : 4 : 5 und Idsst ein Verhdltnis von t = S/7 zu, bei 1/Stein Dicke sind
das 84 cm statt 60 cm Spannweite.
Bei duBerer Belastung des Rundbogens in einer Wand kann die Dicke durch

die aussteifende Wirkung auf das Verhdlinis t =S/10 vergroBert werden.

I~
[+

FUr unseren .- Stein Rundbogen bedeutet das eine Spannweite von 1,20m
statt 0,60m, also eine Verdoppelung. Bei entsprechender Druckfestigkeit des
Materials und die Verschiebung der StUtzlinie durch Auflast kann die
Schlankheit noch weiter vergréoBert werden.

Was bedeutet das fur die Sanierung von Gewdlbekonstruktionen:

Durch Aussteifung von Gewodlbeschalen kann die Tragfahigkeit vorhandener
Gewolbe erh6ht werden, wenn die Stitzlinie im duBeren Drittel der Schale
liegt.

Liegt die Stitzlinie im inneren Drittel der Schale, kann die zusatzliche Belastung
der Aussteifung zum Bruch des Gewdlbes fihren!

Merke: Spitze Bégen durch Verstarkung der Auflager und Verringerung der
Auflast sichern, runde bzw. flache Boégen durch Aussteifung und Auflast

sichern!
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Zur Berechnung der Krafte in einem Bogen

Die Berechnung der inneren Krafte in einem Bogen ist nicht einfach und
bedUrfen daher einiger grundlegender ErlGuterungen.
Statisch gesehen muss man einen Bogen als mehrfach statisch unbestimmtes
System betrachten. Was bedeutet das?
Die Berechnung der duBeren Auflagerkrafte in einem Bogen ist sehr einfach.
Als Schubwinkel wird der Winkel angenommen, der sich am Auflager
senkrecht zur letzten geneigten Lagerfuge ergibt.
Wo genau letztendlich und in welchem Winkel die StUtzkraft angreift, beruht
also auf einer Uberschl&glichen Annahme.
Die Auflagerkrafte werden durch eine Momentengleichung ermittelt, die
Krafte werden dann pro Auflager in eine waagerechte und eine senkrechte
Komponente geteilt.
Die Berechnung der Form der StUtzlinie und der im Bogen auftretenden Kréfte
bedarf anderer Berechnungsmethoden.
Es gilt bei gemauerten Gewdlben, deren Lagerfugen zwar Druck und Schub,
aber so gut wie keinen Zug aufnehmen k&énnen, folgende 3
Gleichgewichtsbedingungen einzuhalten:

1. Gleichgewichtsbedingung in Bezug auf Verdrehung:
Das Druckzentrum darf an keiner Stelle des Bogens auBerhalb des
Querschnitts liegen.

2. Gleichgewichtsbedingung in Bezug auf Verschiebung:
Der Winkel zwischen StUtzlinie bzw. Wirkungsgeraden der Kraft und der
Lotrechten zur Lagerfuge darf nicht groBer sein als der Reibungswinkel des
Materials.
Bei Mauerwerk auf feuchtem Mortel betrdgt dieser Winkel ca. 22,5°, four

tfrockenes Mauerwerk anndhernd 37°.
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3. Gleichgewichtsbedingung in Bezug auf die sichere Festigkeit:
Nach dieser Bedingung darf in keinem Teil des Materials die zuldssige
Druckfestigkeit Uberschritten werden. Grundvoraussetzung zur Uberprifung
der Einhaltung dieser 3 Gleichgewichtsbedingungen ist die Ermittlung der

Lage der StUtzlinie im Bogen.

Eine Methode stammt vom englischen Ingenieur und Mathematiker Robert
Hooke, der sich 1675 Gedanken Uber Krafte in einem Bogen machte. Um die
Stitzlinie darstellen zu kdénnen, wdahlte er ein einfaches physikalisches
Analogon: Er drehte den Bogen um und machte aus Druckkréften Zugkrafte.
Das Material des Bogens stellte er durch eine Kette dar, die an den
Auflagerpunkten aufgehdngt wurde. Die Ladnge der Kette stellte die Lange

der StUtzlinie und ihre Form dar.

unbelasteter Kraftverlauf (nur Eigenlast)

Lusatzliche Auflasten stellte er durch kleine KettenstUcke, die an den
jeweiligen Krafteintragspunkten an die Kette gehd&ngt wurden, dar.
So ergab sich die anndhernde Form der StUtzlinie unter Auflast und

Eigengewicht des Bogen:s:

Die StUtzlinie verlauft als Kreisbogen
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Bildquelle: Internet

Modell zur Darstellung der Stitzlinien

von Gewdlbekonstruktionen Gaudis

Detail mit Gewichten als

Kraftmodelle

Die im Bogen wirkenden Krafte konnten damit nicht dargestellt werden.

Das schaffte erstmals im 19. Jh. der franz&sische Ingenieur Mery, der eine

grafische Methode zur Bestimmung der Krafte in einem Bogen entwickelte.

Als Grundlage nahm er dazu die Gewichftskrafte aus jedem einzelnen Stein

einer Bogenhdlfte und der sich aus der Form des Bogens ergebenden

Resultierenden.

_Masonry equivaient to the weight of the links _

i, 7[._:___

f*i

Damit konnte man den Krafteverlauf
und die StUtzlinie eines Bogens
bestimmen. Was man nicht konnte, war
anhand der Krafte den Bogen so zu
optimieren, das er an die StUtzlinie und
vom Material her an die Krafte

angepasst werden konnte. Dazu wurde

aus der grafischen Methode Merys und der physikalischen Methode Hookes

ein Kombinationsverfahren entwickelt. Auf einer dhnlichen Basis arbeiten

heute Rechnerprogramme zur Bemessung gekrummter rdumlicher Tragwerke,

wie sie Bégen, Schalen, Gewdlbe und Kuppeln darstellen. Die phantastischen
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Formen der Bauwerke Gaudis sind auch Ergebnis des ermittelten
Kraftlinienflusses nach den obigen Verfahren:

Sowohl im Mittelalter als auch bis in
das 20. Jh. hinein kann man davon
ausgehen, das Gewdlbe in
BUrgerhdusern nach  empirischen
| grafischen Regeln konstruiert und
bemessen wurden. Die Konstruktion

4 erfolgte nach einfachen Formeln, die

einen  Zusammenhang  zwischen
Bildquelle: Internet Spannweite, Gewdlbestich, Material
und Dicke des Gewdlbes herstellten.
Eine Weiterentwicklung der Wolbtechnik ergab sich mit EinflUhrung von
gewalzten Stahlprofilen ab etwa der Mitte des 19. Jh., als flache
Segmentgewdlbedecke zwischen Stahltrdgern als(angeblich) feuersichere
und haltbare Kellerdecken im Geschosswohnungsbau Einzug fanden. Damit
waren flache, massive Kellerdecken moglich wie z.B. die Berliner Kappe, die
eine Nutzung der Keller zu Gewerbezwecken, z.B. Backstuben, modglich
machten. Der Endschub der Gewdlbe konnte durch Zugglieder aus Stahl

abgefangen werden.

Dachpane Flg- 502,
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Bei der Bemessung wurde von empirischen GréBen und Formen

ausgegangen und dann die Annahme rechnerisch Uberpruft.

10
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FOr die im Wohnungsbau des 19. und Anfang des 20. Jh. Ublichen
Gewodlbeformen gab es einfache Uberschldgliche Berechnungstabellen, die

auf Belastungsversuchen und Musterberechnungen basierten.

Wie fange ich den Schub am Auflager eines bogenformigen Bauteils ab?

Die einfachste Mdglichkeit besteht bei Bégen in Wanden. Die rechts und links
liegenden Wandteile kénnen in ihrer Schwereachse waagerechte Kréfte
aufnehmen, wenn sie entsprechend massiv und damit steif sind. Der
waagerechte Schub aus den Bdgen verteilt sich im Winkel von ca. 60° und
darUber in der Wand Uber die schubfesten Lagerfugen. Je hdher die Wand, je

mehr Gewicht und je mehr Reibung in den Lagerfugen.

/l\

Ein Problem kann nur entstehen, wenn sich der Bogen im Bereich eines freien

Mauerendes befindet:

11
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Anders ist das Problem bei Gewdlben. Hier wirkt das Widerlager senkrecht zur
Schwereachse der Wand, der Gewolbeschub bewirkt ein Kippen der Wand.
Um dies zu verhindern, muss die Wand entweder sehr breit und schwer sein

oder senkrecht zu ihrer Achse mit weiteren Bauteilen ausgesteift werden.

//\\

Konstruktion ist einsturzgefdhrdet

12
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Der Schub des Gewdlbes wirde den Pfeiler rechts ausknicken, da durch die
TUr eine Materialschwdchung eingetfreten ist. Nur die Reibung in den
Pfeilerfugen durch die Auflast von oben verhindert den Einsturz. Eine gewisse
Verschiebung fand bereits staftt, wie aus dem abgesackten rechten

Bogenstein oben zu erkennen.

13
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Hier das Prinzip Auflast mit dem die Widerlager von Kreisbégen gesichert

werden.

e SRR Sicherung durch Strebpfeiler

Die schwere und breite, massige Wand war charakteristisch fir die Romanik.

In der Gotik wurden die Wande aufgeldst; die waagerechten Krafte wurden
auf auBen liegenden Strebpfeiler abgeleitet, die zusatzlich mit Tormchen
(Phialen) beschwert wurden.

Auf dem ndchsten Bild ist eine typische gotische Gewdlbe-Wandkonstruktion
mit aufgeldsten Wdanden und nach auBen gezogenen Strebpfeilern zu

erkennen, die mit Fialen beschwert wurden.
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Dieses Prinzip hatten nicht alle Baumeister verstanden, es gab immer wieder
EinstUrze und schwere Bauschdden an Mittelschiffen da der Krafteverlauf

falsch eingeschatzt wurde und die Strebpfeiler zu hoch angesetzt wurden:

Die zu hoch angesetzten Strebpfeiler knicken die Wand der Obergaden nach
innen, die nicht ausbalancierten Widerlager der gotischen Gewdlbetonne

knicken die Sdulen nach auB3en.

15
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Eine andere Mobglichkeit ist, den waagerechten Schub innerhalb des

Gewodlbes durch Spannglieder am Auflager auszubalancieren:

Ringf&rmiges Spannglied

(Ringanker einer Kuppel)

Schon im antiken Rom wurde versucht, mit Spanngliedern aus Stahl Zugkréfte

z.B. in BrUckenbdgen abzufangen. Auch an einigen Kirchenkuppeln wurde

dasim 17. Jh. angewandt. Man wusste sehr wohl um die Wirkung des Schubes

am Widerlager; hatte aber keine passenden Materialien, die den enormen

Zug aufnehmen konnten. Stahl von entsprechend gleichbleibender hoher

Qualitat in groBen Teilen herzustellen, gelang erst ab dem 18. Jh.. Im Zuge der

nationalen Ruckbesinnung im 19. Jh. wurden viele gotische Kirchen saniert

bzw. fertig gebaut. Dazu wurde der neue Werkstoff Stahl eingesetzt. Auch bei

historisierenden Bauwerken der Grinderzeit im neugotischen Stil finden sich in

Gewodlben oft verdeckte Zugglieder aus Stahl.
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Flaches Segmentgewdlbe in Greve, Toscana mit Zugglied.

Materialien fur Gewolbekonstruktionen

Als geeignetes Material wurden gebrannte Ziegel eingesetzt. Nur fOr
besonders hoch belastete und sichtbare Gewodlbe wurden zugerichtete
Werksteinquader verwendet.

Der Ziegel bot den Vorteil seiner Kleinmassigkeit und seines niedrigeren
Gewichtes im Vergleich zum Naturstein. FUr untergeordnete Kellergewdlbe im
kleinstddtischen  Wohnungsbau  wurden  grob  zugerichtete  oder
Abbruchsteine  eingesetzt; die  Verarbeitung erfolgte als rundes
Tonnengewdlbe auf einer Schalung. Die Zwickel (Bereiche zwischen Gewdlbe
und Widerlager) wurden mit Bauschutt und Lehm aufgefullt.

Martel wird bei Gewdlben nur zur Verteilung der Kréfte und zur Vermeidung
von Spannungsspitzen eingesetzt. Ein ausbalanciertes Gewodlbe tradgt auch
ohne Mortel, wie die rdmischen Baumeister am Pont du Gard eindrucksvoll

unter Beweis stellten:
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01/10/2003

Als Mértel kam und kommt Kalk- Sandmortel zum Einsatz, der den Vorteil eines
niedrigeren E- Moduls als Zementm&rtel hat. So kénnen Spannungsspitzen in
Gewodlben besser durch Verformung im Mértel abgebaut werden.

In stdlicheren Landern wurde und wird Lehm bzw. Adobe als Baumaterial
eingesetzt. Um die Tragfdhigkeit zu erhdhen und die Witterungsbestandigkeit
zu verbessern, erfolgt der Einsatz des Lehms in Verbindung einer Kalk- bzw.
Zementstabilisierung. Hierbei werden den Lehmsteinen 3 — 10% Kalk oder
Lement zugesetzt, bevor die Steine in Handpressen geformt und getrocknet
werden. (CSEB, compressed stabilised earth blocks).

Unbewehrter bzw. bewehrter Beton hat sich fur Gewdlbe nicht bewdhrt,
ebenso zu harte und zu starre Fugenmortel. Durch diese Materialien kann der
Gewdlbebogen auch Zug bzw. Biegezugkrafte aufnehmen, die Folge sind

nicht vorhergesehene Krafteverlufe und in der Regel Risse.

fecit Georg Béttcherim Januar 2016
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