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共有資源付 きタイム ・ペ トリネ ッ トの即時発火活性 について †

太 田 淳＊・久 村 富 持 ＊

On Liveness of Timed Petri Nets with Shared Resources

Under the Earliest Firing Rule

Atsushi OHTA* and Tomiji HISAMURA*

Liveness is one of the most important properties in Petri net, which is a powerful tool for modeling of

discrete event systems.

As an extended class of Petri nets, timed Petri nets with finite firing duration of transitions have a wide

range of applications, such as scheduling problems in FMS, parallel computing systems and so on. The

earliest firing rule for timed Petri net model offers an easy and effective way for solving sub-optimization

problems. On the other hand, it is often the case in practical problems that some tasks share processors

with other tasks. Such processors can be modeled by ‘resource places’ in Petri net.

In this paper, we treat liveness problems of the timed Petri nets which have shared resource places and
obey the earliest firing rule. In general, liveness of a usual Petri net is neither necessary nor sufficient
condition for liveness of the Petri net with shared resource places under the earliest firing rule. The
relations between above two cases are clarified for some subclasses.

First, considering timed Petri nets with uniform firing durations, we show that if the net has a POC
(partially ordered condition) structure and if the net is live, the net with arbitrary resource places is live
under the earliest firing rule. The converse is not always true, but if the underlying net is SMA net, the
two notions of liveness are equivalent.

For timed Petri nets with arbitrary firing durations, providing some additional conditions on resource

places and the underlying net, we show that liveness is preserved under the earliest firing rule (1) if
addition of resource places preserves POC structure, or (2) if resource places are connected to “fair”

transitions. Some typical models in scheduling problems satisfy these conditions.
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1. は じ め に

並列, 非同期 な離散事象 システムの有効 なモデルであ

るペ トリネッ ト1)～4)の重要 な解析問題 の一つに活性問題

がある. これ は, ペ トリネッ ト・モデル中のすべての ト

ラ ンジシ ョンが, 初朝状態か ら遷移可能 な どの状態 から

で も潜在的 に発火可能であるか否かを問 う問題であ り,

現 実には目的 とする事象発生の検 証, デ ッドロックの回

避, 構成要素の有効利用 などに関連する. この活性 問題

については, これ までに多 くの研究がなされてお り, ペ

トリネ ッ トのい くつかのサ ブクラス, た とえばマークグ

ラフ5), (拡張) 自由選択ネ ッ ト2), 非対称選択 ネッ ト6),

SMAネ ッ ト3),15)などについては, 活性 のための必要十

分条件 が得 られている. また, これ らのクラスの活性 の

検証 のための計算アルゴ リズム も提案されてい る7).

一方, ペ トリネッ トの トランジションに即時発火規則,

すなわち, 発火可能になった トランジションは即刻発火

しなければならない とい う発火規則, を導入 した即 時発

火ペ トリネ ットは, スケジュー リング問題 などへの応用

が考え られてきた. 具体的 には, トランジションに発火

継続 時間を導入 したタイム ・ペ トリネ ット8)を用 いてス

ケ ジュー リング問題の準最適 (遅れなし) 解が即時発 火ペ

トリネ ッ トモデルの下で比較的容易 に求 め られ9), 特 に
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ペ トリネ ッ トがマークグラフとなる とき, 最適解が得 ら

れ るこ とが知 られている10). さらにスケ ジュー リング問

題 では, ジョブ共通の機械, すなわち, 共有資源 の有効

利用 を扱 うことが多 く, これらの抽 象化で ある共有資源

プレースを設 けたペ トリネ ットの解析 は, 多品種少量生

産 のためのFMS, コンピュータ群 による並列処 理な ど

の多 くの応用面を考 えるとき, 重要な現実的意義 をもつ.

さて一般的 には, 普通のペ トリネ ッ トの活性 は, 発火

可能 になった トランジシ ョンに発火 を強制 しないので,

共有 資源の有無に全 く影響 され ないが, 即時発火規則 を

導入 した場合 には, 共有資源は同時進行性 を制限する こ

とがあ るので, 活性 に影響 を及 ぼす場合が生ず る. 特 に

発火継 続時間が トランジションによって異 なるタイム ・

ペ トリネ ッ トにおいては, 活性問題 は大 きな影響 を受け

る.

本報告では, 文献11)～13)の 結果 の拡 張 として, 上の

ような現実的応用面の広い共有資源付 きタイム ・ペ トリ

ネ ッ トを対象に, これにさらに即時発火規則 を導入 した

「共有資源付 き即時発火タイム・ペ トリネ ッ ト」の活性 と,

通常 のペ トリネッ トの (レベル4の1)) 活性 との間の関係

を考察す る. 特に, ペ トリネッ トのい くつかのサブクラ

スに対 して, 共有資源 に対応す るプ レースの付加 の影響

と, その ときの即時発火規則の下での活性のための条件

を検討す る.

2. 諸 定 義

2.1 ペ トリネッ ト

以 下にペ トリネ ットに関する主な諸定義 および記号 を

記 す. 詳細 は文献4)な どに準ず るもの とす る.

●非負整 数の集合をZ+={0, 1, 2, 3,…} で表わす.

●有限集合Xに 対 して, その要素数 を|X|で 表わす.

●ペ トリネ ッ ト; N=(P, T, F, m0). ただ し,

{P, T; プレース, トランジションの有限集合.

F⊆(P×T)∪(T×P); アー クの 集 合.

m: P→Z+; マー キ ン グ

m0; 初 期 マ ーキ ン グ.

m(p); プ レー スpの トー ク ン数.

以下で は各アークの重みが1で ある ような正規ペ トリ

ネッ ト1)のみを考 える.

●接 続 行 列; A+={a+ij}, A-={a-ij}, A=A+-A-

a+ij=

{1 (tj, pi)∈Fの と き

0 その他 の とき

aij={

1 (pi,tj)∈Fの と き

0 そ の他 の と き

●前提集合, 後提集合; X⊆T∪Pに 対 して,

. X=∪x∈X{y∈T∪P|(y,x)∈F},

X.=∪x∈X{y∈T∪P|(x,y)∈F}.

特 に, .x=.{x}, x.={x}.と す る.

●マ ー キ ングmに お け る トラ ン ジ シ ョンtの 発 火 規 則.

発 火 可 能 性; m[t>⇔m(p)≧1 ∀p∈.t.

発 火 可 能 な トラ ンジ シ ョンtが 発 火 した 結果 のマ ー キ

ン グ をm'と す る とき, m[t>m'で 表わ す. ただ し,

m'(p)={

m(p)-1; p∈.t-t.

m(p)+1; p∈t.-.t

m(p) ; その他

発 火 可 能 な トラ ン ジシ ョン は必 ず し も発 火 しな くて も

よい. 以 上 を こ こで は 「通 常 の発 火規 則 」 とい う.

●発 火 系 列; T＊を トラ ン ジ シ ョンの有 限 列 の 集 合 とす

る. トラ ン ジ シ ョ ン列w∈T＊の 各 トラ ン ジ シ ョンが

マ ー キ ン グmか ら順 次 発 火 可能 な とき, m[w>と 表 わ

し, 結 果 の マ ー キ ン グがm'の と き, m[w>m'と 書 く.

●可 達 集 合; R(m)={m'|∃w∈T＊, m[w>m'}.

●活 性; トラ ン ジ シ ョンtが マー キ ン グmで(レ ベ ル

41))活 性 ⇔∀m'∈R(m); ∃w∈T＊, m'[wt>. ペ ト リ

ネ ッ トNが 活 性 ⇔Nの す べ ての トラ ン ジ シ ョンが 初

期 マ ー キ ン グm0で 活 性.

●プ レ ー ス活 性; プ レー スpが マ ー キ ン グmで プ レー

ス活 性 ⇔∀m'∈R(m); ∃m"∈R(m'), m"(p)≧1. ペ

ト リネ ッ トNが プ レー ス 活性 ⇔Nの す べ て の プ レー

スがm0で プ レー ス活 性.

●有 界 性; プ レ ー スpが 有 界 ⇔∀m∈R(m0); m(p)

<+∞, ペ ト リ ネ ッ トNが 有 界 ⇔Nの す べ て の プ

レー ス が 有界.

●公 平 性14); 発 火 系 列wに お け る トラ ン ジ シ ョ ンtの

出現 回 数 を#(t, w) と表 わ す. トラ ンジ シ ョンt, t'が

公 平 ⇔∀w s.t, ∃m∈R(m0), m[w>; #(t, w)=0⇒

#(t', w)<+∞, か つ, #(t', w)=0⇒#(t, w)<+∞

(s.t. は such that の 略 で あ る).

●サ イフ ォ ン(デ ッ ドロ ッ ク); .S⊆S.と な る よ うな, プ

レー ス の空 集 合 で な い部 分 集合. S'⊂≠Sな るサ イ フ ォ

ンS'が 存 在 し ない と き, サ イ フ ォ ンSは 極 小 で あ る

とい う. また, サ イ フ ォンSに お いて, Sと.Sか ら定

ま る部 分 ネ ッ トが 強連 結 で あ る と き, Sは 閉 路(あ る

い は, 強 連 結) サ イ フォ ンで あ る とい う.

●ト ラ ップ; S.⊆.Sと な る よ うな, プ レー ス の空 集 合 で

ない部 分 集 合.

2.2 共 有 資源 付 きペ トリネ ッ ト

た と えば, ジ ョブJ1と ジ ョブJ2が 同一 の機 械Mを 使

用す る と き, Mが1台 の みで あれ ば, J1とJ2と を同 時 に

処 理 す る こ とは で き な い. こ のペ ト リネ ッ トモ デ ル を
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Fig. 1に 示 す. Fig. 1(a)で トラ ン ジ シ ョンt11(t21)の 発

火 は ジ ョブJ1(J2)の 開始, t12(t22)の 発 火 は その 終 了 にそ

れ ぞれ対 応 して い る. また, プ レ ー スpMは 共 有 資源 で あ

る機 械Mの 状 態 を示 し, pM中 の トー ク ン の有 無 がM

の待 機 中, 使 用 中 をそ れ ぞれ 表 わ す. また, J1(J2)の 処理

自体 をt1(t2)で 表記 す る とき, Fig. 1(a)はFig. 1(b)の

よう に も表 わ せ る. な お, 図 中 の黒 丸 つ きの ア ー ク(-●)

は, 往 復 アー ク(→←)を表 わ す.

【定 義1】 共有 資 源付 きペ トリネ ッ ト; ペ トリネ ッ トN

=(P, T, F, m0) に共 有 資源 プ レー ス を付 加 したペ ト リ

ネ ッ トNR=(P∪R, T, FＵFR, mR0) を共 有 資 源 付 きペ

トリネ ッ トとい う. ただ し,

{R: 共有資源プ レース (P∩R=φ)

FR⊆(R×T)∪(T×R):

(p, t)∈FR⇔(t, p)∈FR

mR0(p)=m0(p); p∈P

mR0(p)≧1; p∈R

p∈Rの 各プレースの トークン数 は 「資 源の数」 を表わ

す.

2.3 タイム ・ペ トリネ ッ トと即時発火規則

【定義2】 タイム ・ペ トリネ ッ ト; 各 トランジ ションtj

に正整数の発火継続時間djを 割 り当てたペ トリネット.

時刻kに 発火 を開 始 したtjは その 入 力 プ レースか ら

トークンを取 り去 り, 時刻k+djに 発火 を終了 してその

出力 プレース に トークンを与 える. この トーク ンは時刻

k+djよ りトランジションの発火 のた めに用い ることが

できる. 以下では, すべての トランジシ ョンの発火継続

時間が1で あるタイム・ペ トリネ ッ トを「1-PN」, 一般の

発火継続時間のタイム・ペ トリネ ットを 「TPN」 と略す

ことにす る.

【定義3】 即時発火規則 と自由発 火; ペ トリネ ッ トに離

散 時 間0, 1, 2,…, k,…(k∈Z+) を導入 す る. トラ ン ジ

シ ョンの発火 は, 時刻kに 起 こらな ければならない. 更

に, 発火可能な トランジションは, 発火可能 になった時

刻 で必ず発火 しなけれ ばな らない.

この とき, トランジションの同時発火の可否 によって,

二 つの場合が考 えられる. その一 つは, トランジション

は可能で あれ ば同時に何回発火 してよい し, 発火中 に再

び発火 を開始 して もよい場合で, 無限サーバ とい う. こ

れに対 して, トランジションが同時 に2回 以上発火で き

ない場合 を単一サーバ とよび, 応用上重要である. しか

し, 単一サーバの トランジションは無限サーバの トラン

ジシ ョンを用いて表現で きる. それには, 無限サーバの

トランジ ションtに 対 して, 1個 の トー クンを もつプ

レースptと アーク (t, pt), (pt, t) を付加すれ ばよい. プ

レースptは (広い意味で) 共有資源 とみなす ことが で き

るので, 以下で はとくに断 らない限 り, トランジション

は無限サーバであ ると仮定する.

また, 競合が生 じた場合には, 発火すべ き トランジショ

ンの集合 (無限サーバの ときは多重集合) は, 集合の包含

に関 して極大な ものから選ぶ もの とす る. 以上 を 「即時

発火規則」 という.

た とえば, Fig. 2の ネ ットで発火可能 な トランジショ

ンの組 合 せ を列 挙 すれ ば, {t1}, {t2}, {t3}, {t1, t1}, {t1, t2},

{t1, t3}, {t1, t1, t3} であるが, 即時発火規則の下では, 単一

サ ーバの場合 {t1, t2} または {t1, t3} が, 多重サーバの場合

{t1, t2} または {t1, t1, t3} が発火可能である.

即時発火規則の下で, 競合が生 じない場合を 「自由発

火」 という.

上記 の定義 によれば, 即時発火規則の下では発火 は離

散時間 にしか起 こらない としたために, トランジシ ョン

に陽 に発火継続時間を導入 しないペ トリネ ッ トは, 暗黙

Fig. 1 Examples of a resource place, where (-●) denotes

(→←)

(a)

(b)

Fig. 2 An example of conflict under the earliest firing rule
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の うち に それ が1-PNで あ る と仮 定 した こ と と等 価 に な

る. なぜ な らば, 仮 に連 続時 間 の下 で 即 時 発 火規 則 を導

入 し よ う とす る と, す べ て の事 象 (ト ラ ン ジ シ ョ ンの 発

火) が無 限 小 時間 の 間 に起 きる こ とに な り,「 発 火 可能 に

な った時 刻 」 を定義 で きな くな る か らで あ る.

即 時発 火 規則 の下 で実 行可 能 な発 火 系 列 は, 通常 の発

火規 則 で も実行 可能 で あ る. た だ し, 即 時 発 火規 則 の下.

で 同 時 に二 つ以 上 の トラ ンジ シ ョンが 発 火 す る場 合 は,

それ らを任 意 の順 に 並べ て考 え る もの とす る. た とえ ば,

上 記 の例 の1回 の発 火{t1, t1, t3}に は, 通 常 の 発 火規 則 で

実 行 可 能 な 三 つ の列, t1t1t3, t1t3t1, t3t1t1の い ず れ か を対

応 させ る. したが っ て, 即時 発 火 規 則 で可 達 なマ ー キ ン

グ は通常 の 発 火規則 で も可達 で あ る.

2.4 ペ トリネ ッ トのサ ブ ク ラス

【定 義4】 自 由選 択 (FC) ネ ッ ト4); ∀p∈P); |p.|=1

∨.(p.)={p}が 成 り立 つペ トリネ ッ ト.

【定 義5】 拡 張 自由選 択 (EFC) ネ ッ ト4); ∀p, p'∈Ps. t.

p.∩p'.≠φ; p.=p'.が 成 り立 つペ トリネ ッ ト.

【定 義6】 非 対 称 選 択 (AC) ネ ッ ト4),6); ∀p, p'∈Ps. t.

p.∩p'.≠φ; p.⊆p'.∨p.⊇p'.が 成 り立 つ ペ ト リネ ッ ト.

【定 義8】POC (partially ordered condition) ネ ッ

ト12),13); ∀p, p'∈Ps.t. p.∩p'.≠φ; p.⊆p'.∨p.⊇p'.∨

.p⊆.p'∨.p⊇.p'が 成 り立 つ ペ トリネ ッ ト.

POCネ ッ トの ク ラス は, FFC, EFC, ACの 各 ク ラス を包

含 しているので, 以下 では, 主 にPOCネ ッ トにつ いて議

論 を進 める.

以上 の準備 の下 に, 共有資源付 き (タイム) ペ トリネ ッ

トの即時発火規則の下 における活性 について考察 する.

一般 に, 通常 のペ トリネ ットの活性 と, 上記 の構造 と発

火規則 を付加 したペ トリネッ トの活性 とは等価 で はな

い.

た とえば, Fig. 3の 共有資源(p5)付 きネ ッ トNRを 考

える. これか ら共有資源 を除いたネッ トば活性な強連結

状 態機械 となる. 一方, AWで トランジションの発火継続

時間がt5の み3で 残 りはすべて1で ある とき, 即時発火

規則 の下 では, 以下の発火系列に示す ようにt3, t4は活性

ではない.

{t2, t5}(k=0)→{t1}(k=1)→{t2, t5}(k=3)→…

また, Fig. 4の ネ ッ トNRで は, 共 有資源(p5)の ない

ネ ッ トNは 活性 であるが, Nを1-PNと した とき, 即 時

発火規則 の下で は, t2は発火で きない. しか し, 共有資源

(p5)を付 けたネッ トNRは, 即 時発火規則 の下で活性 で

ある.

以上 のよ うな例 をふ まえて, 以下では上記の両者 の関

係 について考察す る.

3. 共有資源付き1-PNの 即時発火活性

ここでは, ペ トリネ ッ トNの (レベル4) 活性 と, その

共有資源付 きペ トリネ ットMVRの 即時発火規則の下で の

活性 (以下,「即時発火活性」と略す) との関係を考察 する.

本章で は1-PNを 主 に取 り扱 い, 次章で はTPNを 取 り

扱 う. 即時発火規則を導入 しない場合, 通常のペ トリネッ

トで もTPNで も, 明 らかに共有資源は トランジシ ョン

の発火お よび発火系列 に全 く影響 を及 ぼさない. なぜ な

らば, 共有 資源プ レースpR以 外 の入力 プレース に トー

クンがあ るがpRに トー クンが ないため に発火で きない

(タイム) トランジションは, pRに トークンが戻 って くる

のを待 って発火で きるか らである.

さて, 共有資源付 き1-PNで は各時刻 において共 有資

源 プレースに必ず1個 以上の トークンが存在す る. した

がって, 共有資源プレースは一 つの トランジションの発

火 には影響 を及 ぼさない (ただ し, 同時発火の可能性 を制

限するので, 発火系列 には影響 を及ぼす). よって, 共有

資源 な しの場合 の即時発 火活性12),13)と同様 の議論 が可

能 であ り, 以下の結果 を得る.

《定理1》POCネ ッ トNが 活性 ならば, (任意の共有資

源の設定 に対 して) 共有資源付 き1-PN NRは 即 時発火

活性であ る.

(証明) POCネ ッ トNで は, トランジションtが 活性

であるた めの必要十分条件は, そのすべての入力プ レー

Fig. 3 A strongly connected state machine with a

resource place

Fig. 4 A live Petri net with a resource place under the

earliest firing rule
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スが プレース活性で あることであ り, これは即時発火規

則 の下で も成 り立 つ (付録参 照). 1-PNで は, 上述のよう

に各時刻 にNRの 各共有資源 プレースが トー クンを もつ

ので, トランジシ ョンtが 即 時発火活性であるための必

要十分条件は, や は り, そのすべ ての入力プレースのプ

レース活性である. したがって, 共有資源のない場合 (付

録) と同様 の議 論 によ り, NRが 即時 発火活性で なけれ

ば, NRの あ る可 達 なマー キ ングで トークンな しサイ

フォンSが 生 じる. Rの 各 プ レースは トークンをもつこ

とに注意すれば, SはPの プ レー スのみか らなるので,

SはNで もサイ フォンで ある.

この ときの発火 系列 は通常 の発 火規則の下で のNで

も実現可能であ り, Nに トークンなしサイフォンを生 じ

るので, Nは 活性 ではない.

《定理2》 ペ トリネッ トNがPOCネ ットであ り, かつ,

AVの すべての極小サイ フォンが トラップであるな らば,

Nの 活性 と共有資源付 き1-PN NRの 即時発火活性 は等

価 である.

(証明) POCネ ッ トNが この条件 をみたす とき, もし

m0で トー クンな しサイ フォンが存在 しないな らば, い

いか えれば, 各極小サイフ ォンが トー クンを もつな らば,

任意 の可達 マーキ ングで各極小 サイ フォンは (トラップ

で もあるので) トー クンをもち, Nは 活性で ある. よっ

て, Nが 活性で なければ, NRに 初期マーキングにおいて

トークンな しサ イフォンが存在す る. ゆえにNRは 活性

でない.

4. 共有資源付きTPNの 即時発火活性

発火継続時間が1と は限 らないTPNの 場合 には, 各

時刻で共有資源 プレース上 に必ず しも トークンが存在す

る とは限 らないので, 上記 の議論 は当てはまらない. し

かし, 共有資源の設定に制 限を加 えれば, 活性 と即時発

火活性の間に関係 を見いだす ことがで きる.

《定理3》 共有 資源付 きペ トリネ ッ トNRがPOCネ ッ

トとなるとき, Nが 活性 な らば, NRは 任意の発火継続時

間に対 して即時発火活性 である.

(証明) AVRがPOCネ ッ トなので, Nが 活性⇒NRが 活

性⇒NRが 即時発 火活性で ある (付録参照).

活性 であるための必要十分 条件 が 「m0で トーク ンなし

サイフォンが存在 しない こと」であ るようなサブクラス

(たとえばSMAネ ット) で は, 明 らか に, Nが 活性でな

けれ ばNRも 活性 でないので, 以下 の系が成 り立つ.

系3.1:Nが 無競 合 ネッ トで あ り, かつ, ∀t;|.t∩R|

≦1で あれば, Nの 活性 と任意の発火継続 時間の下での

NRの 活性 は等価 である.

(証明) この とき, NRはACネ ッ トで あ る. 実 際, p

≠p'で, p.∩p'.≠φな らば, 一般 性を失 う二とな く, p∈

P, p'∈Rで あ るので, p.⊆P'.で ある.

なお, この系の結果は文献9)の 繰返 し工程スケジ ュー リ

ング問題に適 用可能である.

《定理4》NがPOCネ ットであ り, かつ, 共有 資源付 き

ペ トリネ ッ トNRに ついて, 以下の条件が成 り立 つ もの

とす る.

∀p∈R, ∀t, t'∈p.; t, t'は, Nで 任意 の初期 マーキ

ング に対 して公平(構造的に公平4)とい う)である.

この とき, Nが 活性であれば, NRは 任意の発火継続時間

に対 して即時発火活性である.

(証明) 即時発火規則の下での発火系列 は, 通 常の発火

規則 で も発火 可能であるので, 即時発火規則 の下で公平

でない トラ ンジションの組は通常の発火規則 の下で も公

平 で ない ことに注意す る (公平性 は任意の発火系列 につ

いて成立 しな ければならないか らである).

NRが 即時発火活性ではない もの とし, tを即 時発火活

性 で ない トラ ンジションとす る. 活性 の定義 よりある可

達 なマーキ ングmでtが 不活性 となる. R1=.t∩R, T1

=R.1(=.R1) とすれば, 公平性の仮定 よ り, マーキ ングm

か らT1の 各 トランジションが発火で きるのは高々有限

回であ る. したがって, mか ら可達なあるマー キングm'

でT1の 各 トランジションが不活性で あるものが存在す

る. R1, T1の 定義より, m'お よびm'か ら可達 な任意 の

マーキ ングでR1の すべ てのプ レース が トー ク ンを も

つ. さて, マ ーキングm'に おいて, もし.t∩Pの すべて

のプ レースがプレース活性であ った とすれば, POCネ ッ

トの性質 より, m'か う可達なあ るマーキングでtが 発火

可能 とな り, tが 不活性であるこ とに矛盾す る. 以上 よ

り, NRの あ る トランジションtが 活性であ るための (必

要) 十 分条件 はその入力 プレースがすべてプ レース活性

であ る (Rの プレース はすべてプレース活性で ある こと

に注意) こととなる.

したがって, 定理1の 証明の場合 と同様の議論 によっ

て, 本定理 が証 明される.

系4.1:Nが 強連結マークグラフで あれば, Nの 活性 と

任意 の共有資 源, 発火継続時間の下 でのNRの 活性 は等

価 であ る.

(証明) 強連 結マークグラフで は, すべ ての トラ ンジ

シ ョンが任意 の初期マーキングに対 して公平であ る.

以下 の定理 は, 構造的な公平性 はネ ット構造 と初期マー

キ ングか ら検証可能であり, その計算量が決定性多項式

時間である ことを示す. 文献14)で は, この定理 は構造 的

に有 界な場合 のみを議論 してい るが, そうでな くて も成

り立 つ.
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《定 理5》 二 つ の トラ ン ジ シ ョンtjとtkが 構 造 的 に公

平 で あ るた めの 必要 十 分 条件 は,

∀x>≠0 s. t. Ax≧0; xj=0⇔xk=0 (1)

で あ る.

(証 明) も し, ∃x>≠0 s. t. Ax≧0; xj>0Λxk=0な ら

ば, 初 期 マー キ ングm0=A-xに 対 して, 発 火 回数 ベ ク ト

ルxに 対 応 す る任 意 の 発 火 系 列wは 無 限 回 繰 返 し発火

可能 で あ り, 公 平性 が 成 り立 た な い.

逆 に, た とえ ばあ る初 期 マ ー キ ングm0か ら, t1を1回

も発火 させ ず に, t2が 無 限 回 発 火 で きる もの と仮 定 す る.

この とき, 以 下 の よ うに書 くこ とが で き る.

m0[w1t2>m1[w2t2>m2[w3t2>…, w∈T*

た だ し, wiはt1もt2も 含 まな い. この とき, mj≦mk (j

<k) な るj, kが 存在 す る1). mjか らmkに 至 る発 火 系列

wに 対 応 す る発 火 回数 ベ ク トル をxと す れ ば, Ax=mk

-mj≧0で あ り, x2>0Λx1=0を 満 た す.

定理5の 条件 式(1)の 否 定 は,

∃x>≠0 s.t. Ax≧0; xj>0Λxk=0 (2)

または,

∃x>≠0 s.t. Ax≧0; xj=0Λxk>0 (2')

が成 り立つ ことであるので, (1)式 が成 り立つための必

要十分条件は, 二つの線形計画問題,

Ax≧0, xj=1, xk=0, x≧0 (3)

および,

Ax≧0, xj=0, xk=1, x≧0 (3')

にともに解が存在 しないことであ る. 線形計画問題 は決 、

定性 多項式時間で解けるので, 定理5の 条件 の検証 も決

定性 多項式時間で可能で ある.

5. お わ り に

スケジュー リング問題 などに応用範囲の広い共有資源

付 きペ トリネ ットに, 即時発火規則 を導入 した ときの活

性 (即時発火活性) について考察 した. トランジションの

発火に時間を入れない場合 (定理1, 2) と, 時間を入れた

場合 (定理3, 4) のそれぞれ について, 即時発火活性 と共

有資源 のないネッ トの (通常の意味での) 活性 との間に成

り立つ関係 を調べた. 今後の課題 としては, 共有資源付

きTPNの 即 時発火活性 と, 対 応するペ トリネッ トの通

常の発火規則 の下での活 性との間の関係 をより広いサブ

クラス, あ るいは, よ り応用範囲の広 いサブクラスな ど

について考 える こと, などが挙げ られる.
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《付 録 POCネ ッ トの即 時 発 火活 性 》12),13)

以 下 にPOCネ ッ トの 活 性 が プ レース 活 性 と等 価 で あ

る こ とを示 す. まず, 以 下 の 補題 を考 え る.

[補題1] POCネ ッ トで は, 一 つ の トラン ジ シ ョ ンtの

入 力 プ レ ー ス に.t={p1, p2,…,p|.t|}, か っ, ｊ<k⇒pj.

⊇pk.∨.pj⊆.pkを 満 た す よ う に順 序 をつ け る こ とが で

き る.

この こ と を示 す た め にPOCネ ッ トの トラ ン ジ シ ョン

tに 対 して, 以 下 の よ う に有 向 グ ラ フGt=(Vt, Et) を定

義 し, Gtに 有 向 閉路 が 存 在 しな い こ とを示 す.

Vt=.t

Et=E't-E〃t

E't={(p,p')|p.⊇p'.∨.p⊆.p'}

E〃t={(p, p'),(p', p)|(p,p')∈E'tΛ(p', p)∈E't}
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[補 題2] POCネ ッ トで は, 有 向 グ ラ フGtに は有 向 閉

路 が 存在 し ない.

(証 明) Ctに 有 向閉路 が存 在 す る と仮 定 して, 矛 盾 を導

く. 有 向閉 路 が存 在 す る と して, その うち枝 の数 が 最 小

値kを と る もの をL=p1p2…pkp1と す る (番 号 は適 当 に

付 け替 え る もの とす る). Gt(と くにE"t) の 定義 に よ り,

k≧3で あ る.

まず, k=3と す る. この と き, p1と な るプ レ ー ス を適

当 に選 ぶ こ と に よ り, p.1⊇p.2⊇p.3, また は, .p1⊆.p2⊆.p3

が仮 定 で き るが, そ れ ぞれ, p.1⊇p.3, .p1⊆.p3が結 論 され,

(p1, p3)∈E'tよ り, (p3, p1)∈Etと は な り得 ない.

つ ぎに, k≧4と す る. この とき, p.1⊇p.2⊇p.3⊇ …, あ

るい は, .p1⊆.p2⊆.p3⊆ …の どち らか が成 り立 ち, た とえ

ば, p.1⊇p.2Λ.p2⊆.p3の よ うな場 合 はあ り得 な い こ とを示

す.

まず, {p1,p2,p3}に つ いて 考 える. 有 向 閉路 五 の枝 数 の

最小 性 よ り, (p1, p3)∈Et, か つ, (p3, p1)∈Etで な けれ ば

な らない. POCネ ッ トの定 義 よ り, (p1, p3)∈E't, また は,

(p3, p1)∈E'tの 少 な く と も一 方 が 成 り立 つ こ と を考 え あ

わせ る と, これ らは と もにE"tに 属 さ な けれ ば な らな い.

す なわ ち, (p1,p3)∈E't,か つ, (p3, p1)∈E'tで あ る. こ こ

で以 下 の二 つ の場 合 が考 え られ る.

1. p.3⊇p.1の場 合

も し, p.1⊇p.2な らば, p.3⊇p.2, す なわ ち, (p3,p2)∈E'tが

結 論 され, (p2, p3)∈Etと 矛 盾 す る. よ って, E'tの 定義

に よ り, .p1⊆.p2で あ る. ま た, p.2⊇p.3な ら ば, p.2⊇p.1,

す な わ ち, (p2, p1)∈E'tが 結 論 され, (p1, p2)∈Etと 矛盾

す るの で, E'tの 定 義 に よ り, .p2⊆.p3で あ る. 以上 よ

り, .p1⊆.p2⊆.p3で あ る.

2. .p3⊆.p1の 場 合

上 記 と同 様 の議 論 に よっ て, p.1⊇p.2⊇p.3が導 か れ る. こ

の 議 論 を{p2, p3, p4}, {p3, p4, p5},…, {pk-1, pk, p1}に つ

い て 繰 り返 せ ば, 途 中で 矛 盾 を生 じ る (た とえ ば, p.2

⊇p.3, か つ, p.2⊇p.3⊇p.4が成 り立 た な け れ ばな らな くな

る) か,

. p1⊆.p2⊆…⊆.pk⊆.p1⇒.p1=.p2=…=.pk

また は,

p.1⊇p.2⊇…⊇p.k⊇p.1⇒p.1=P.2=…=p.k

が 成 り立 つ の で, Lは 存 在 し得 ない.

つ ぎ に, この補 題 を用 い て, tの 入 力 プ レー ス に順 序 付

け を行 う.

1. G1:=Gt, j:=1

2. Gjに お い て, 入 って くる枝 のな い プ レー ス をpjと

す る.

3. Gjか ら, pjお よび, そ こ か ら出 て行 く枝 を取 り除 い

た グ ラ フ をGj+1と す る.

4. j:=j+1, もし, j≦|.t|であれば2へ. そうでなけ

れば終 り.

Gtに 有 向閉路 が存在 しないので, ステップ2で 必 ずpj

を選ぶ ことがで きる. Cj-{pj}の 任意の節点 をpと する

とき, POCネ ッ トの性質 より, (pj, p)∈E't, (p, pj)∈E'tの

少 なくとも一方が成 り立つが, (p, pj)∈Etな ので, (pj, p)

∈E'tが成 り立つ ことがわかる. すなわち, j<kな らば,

(pj, pk)∈E'tで ある.

[補題3] POCネ ッ トNの トラ ンジ ションtが 活性 で

あ るための必要十分条件 は, tの すべ ての入力 プ レース

がプレース活性であることである.

(証明) 活性 な トランジションの入 出力 プ レース はプ

レース活性 なので, 必要性は明 らかである. 十分性 を示

す. Nの 任意の可達なマーキングmに お ける トランジ

ションtの 発火可能性 を考える. まず, 上記 に従 って.t

の各プレースに順序{pj}を 付 ける. もし, m(p)≧1; ∀p

∈.tな らば, tはmで 発火可能である. そうでない とき

は, pjをm(pi)=0な る添字iが 最大 となるプレー ス と

す る. Nが プレース活性であるので, mか ら可達 なマー

キ ングでpjが (初めて) トークン をもつ よ うなm'が 存

在 する. k>jな る任意のkに 対 して, pj.⊇pk.ま たは,

.pj⊆. pkが 成 り立つの で, m'(pk)≧1で あ る. 実際, pj.

⊇pk.な らば, pjに トークンがない限 りpk.の トランジ

シ ョンは発火で きないし, .pj⊆.pkならば, pjに トークン

を投入 す る トランジションはpkに も トークンを投入す

る. このm'をmと みなして以上の議論 を繰 り返せ ば,

tが 発火可能なマーキングを得 ることがで きる.

[補題4] POCネ ットNが 活性 であ るた めの必 要十分

条件 はNが プレース活性であることである.

(証明) 補題3をPOCネ ッ トの各 トラ ンジションにつ

いて適用すれば よい.

[補題5] POCネ ッ トが活性 であ るため の必 要十 分条

件 は, 任意の可達なマーキングで (もし存在すれば) 各極

小 サイフォンが トークンをもつ ことで ある.

(証明) トー クンのないサイフォンの出力 トラ ンジショ

ンは不活性 なので必要性 は明 らかである. 十分性 のみを

示 す.

POCネ ッ トが活性 でなければ, プレース活性 で もな

い. この とき, 以 下の手順 でプレース全体 をプレース活

性 なもの と,「プ レース不活性」な ものに分割で きる.

まず, P0=φ, m=m0と お く. もし, P-P0の 各 プレー

スがmで プレース活性 ならば分割 を終了する. そ うでな

い な ら ば, あ る プ レー スp∈P-P0と マ ー キ ングm'

∈R(m)で, m'か ら可達 な任意 のマーキ ングでpに トー

クンが ないものが存在す る. P0=P0∪{p}, m=m'と して,

以上 を繰 り返す. プレースの数 は有 限なので, この手続
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きは必ず終了す る. P1=P-P0と おけば, P1の 各プ レー

スはmで プレース活性, P0の 各プレースはmか ら可達

な任意のマーキングで トーク ンをもたない.

P0が サイフォンであ ることを示 そう. t∈.P0と す る.

P0は 解 か ら可達 な任意 のマー キングで トーク ンを もた

ないので, tはmで 不活性であ る. したがって, tの 入力

プレースの少な くとも一 つはmで プ レース活性で はな

い. よって, t∈P.0と な り, P0は サイフォンであ り, m

で トークンをもたない.

以上の議論 は即時発火規則 の下で も成 り立つので, も

し, POCネ ットNが 即時発火活性 でなければ, ある可達

なマーキングmで トー クンのないサ イフォンSが 存在

する. mは 通常 の発火規則で も可達 であるので, Nは 通

常の発火規則 の下で も活性で はない.
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