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Here,  is the Heaviside step function that describes the initial application of 
the perturbation at  0, and in order that            be Hermitian, we must have

Such a perturbation could describe, e.g., an electromagnetic wave applied to the 
system at	 0, with a wavelength much large than the system size. 
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We consider here the situation in which the perturbation is simply left on and 
calculate, after all the transients of the system have died down, the steady‐state
transition rate

which gives the number of transitions induced per unit time by the applied 
perturbation between an initial state | 〉 and a final state | 〉. 
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Using our basic first order result, the transition probability for this situation can be 
written in the form

in which we have defined the quantities

and

Performing the integrals, we find
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Multiplying the quantity in brackets by its complex conjugate we find

To put this in a form useful for exploring the long time limit, we now multiply and 
divide the first two terms by 2πt and the last term by π² to obtain
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This form is convenient, because in the long time limit, the transient oscillations in 
the functions indicated above tend to die away, and they approach Dirac 
‐functions as  → ∞. Specifically one can show that
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This allows us to write, for times t much greater than typical evolution times of the 
unperturbed system

Clearly, the product of delta functions in the last term

vanishes, since the arguments of the δ‐functions vanish at different points.     

This leaves contributions only from the first two terms, one of which must always 
vanish.
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This allows us to write, for times t much greater than typical evolution times of the 
unperturbed system

Clearly, the product of delta functions in the last term

vanishes, since the arguments of the δ‐functions vanish at different points.     

This leaves contributions only from the first two terms, only one of which can be 
non‐zero at a time.
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If the final state has an energy greater than the 
initial, so that 

then the corresponding transition probability 

describes the resonant absorption of a quantum  of energy
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If the final state has an energy lower than the 
initial, so that 

then the transition probability 

describes the stimulated emission of a quantum            of energy
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Thus at long times, the probability of a transition increases linearly with time

The final form of the transition rate, giving the transition probability per unit time, 
can then be obtained by differentiation of this with respect to time, which gets rid 
of the factor of t: 

where in the second form we have converted the δ‐function in frequency to a δ‐
function in energy.

This is the simple form of what is referred to as Fermi's golden rule.
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Since the δ‐functions makes the transition rate formally infinite or zero, this 
expression has meaning only when there is a distribution of final states having the 
right energy that can be integrated over.    

Indeed, typically, situations in which Fermi's golden rule applies are those where 
the final states are part of a continuum (e.g., when a photon or electron is given off 
or absorbed, so that there is a continuum both of energies and of possible 
directions associated with the incoming or outgoing photon).  

In situations of this sort one typically introduces a density of states function ρ(ε), 
which gives the number of states per unit energy in the interval between ε and 
ε + dε, considered a continuous function of the final energy. 34
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When              is constant over those states in the neighborhood of the energy to 
which transitions can occur, we can then define the total probability for a 
transition out of the initial state as the integral

which simplifies to

where

is the final energy of the states to which transitions actually occur. 37
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As an example of the application of Fermi's golden rule, and to see how densities of 
states of the sort typically encountered are constructed, we consider a ground state 
hydrogen atom, with a single bound electron described by the wave function

42

to which is applied a harmonic perturbing potential

in which  ₀ is a constant having units of energy, and 

(The form is clearly suggestive of an electromagnetic perturbation of some sort.) 



We are interested in calculating the differential ionization rate

for transitions to free‐particle k‐states passing through an infinitesimal solid angle 
dΩ centered along some particular direction (θ, ϕ). 

To proceed, we note that the perturbation can be written in the form

where in the position representation

is harmonically varying in the electron position.
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From Fermi's golden rule, irreversible transitions in which a quantum  ω is 
absorbed (stimulated absorption) can only occur to states with final energies 

This final energy is assumed to be associated with the final kinetic energy 

of the ionized electron, which requires the final wavevector to have magnitude
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The Fermi golden rule rate for transitions to a plane wave state of wavevector k 
having this magnitude can be written

where we have used the result

Note that this last δ‐function involves only the magnitude of the wavevector.  50
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The transition rate                     into all k‐states passing through an infinitesimal solid 
angle dΩ along (θ, ϕ) is obtained by summing over all such final states, i.e.,

where the sum really is a symbolic way of writing an integral over all those 
wavevectors passing through the solid angle  dΩ along (θ, ϕ). 

Working in the spherical coordinate representation in  k‐space this can be written 
in the form

where                                     is the density of plane wave states with wavevector  k, 
i.e., the number of states per unit volume of k‐space.
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To obtain the density of states, it is convenient to take the entire system to be 
contained in a large box of edge L, with normalized plane wave states

that satisfy periodic boundary conditions at the edges of the box. 

The allowed wavevectors in this situation are then of the form

where                     and          are integers. 

The points in k‐space thus form a regular cubic lattice with edge length           , so 
there is exactly one state in every k‐space unit cell volume of  . 
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The allowed wavevectors in this situation are then of the form

where                     and          are integers. 
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The resulting density of states in k space

is uniform, i.e., independent of     . 

Thus, the density of "ionized" electron states along dΩ takes the form
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Putting this density

into our expression

and dividing through by dΩ , we obtain the following expression for the differential 
ionization rate

where it is understood at this point that  as given above 64
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This quantity gives the number of ionizing transitions per unit time per unit solid 
angle into free particle states moving along the specified direction.     

To complete the calculation we need to evaluate the matrix element 

where
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Combining these results we obtain, finally:

Note also that although we adopted the "box convention" for determining the 
density of states, corresponding factors in the normalization of the final plane wave 
state led to a cancellation of any terms involving the size L of the box. 

So what does this look like?

Note first that it is symmetric about the z ‐axis (i.e., it is independent of ϕ).
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To the left is a polar plot, with the radius of the 
curve indicating the magnitude of the cross section, 
as a function of the ejection angle θ of the ionized
electron, measured with respect to the wave vector
of the incoming plane wave.

Note the strong maximum along the forward scattering 
direction relative to the wave vector       that 
characterizes the perturbation, suggesting the 
absorption of both energy and momentum from 
the perturbing plane wave. 
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