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1. Position du probleme.-La theorie des schrnas de Grothendieck' permet de
d6finir avec pr6cision le terme de "relevement":

Soit Xo une vari6t6 projective non singuliere, d6finie sur un corps k; soit A un
anneau local noeth6rien complet de corps rdsiduel k. Un relevement de Xo sur A
est un sch6ma X propre et plat sur A, tel que X OA k soit isomorphe a Xo (cf.
Grothendieck2). Le cas qui nous int6resse ici est celui oi k est de caract6ristique p
et A de caract6ristique z6ro. On pose la question suivante:

(1) Peut-on toujours relever Xo sur A?
D'apr~s Grothendieck,2 la r6ponse est affirmative si Xo est une courbe, ou, plus

g6n6ralement, si certains groupes de cohomologie de Xo sont nuls.
On peut 6galement poser une question plus faible:
(2) Pour une variete X0 donnee, existe-t-il toujours un anneau A de caracteristique

zero sur lequel Xo se relive?
Nous allons montrer que ces deux questions admettent une reponse negative, mgme

si k est algebriquement clos.
2. Construction du contre-exemple.-Soit n un entier ) 1. Si R est un anneau

local, nous noterons GLn(R) le groupe des matrices inversibles d'ordre n A coeffi-
cients dans R, et PGLn(R) le groupe quotient de GLn(R) par le sous-groupe R* des
matrices scalaires.

Soit G un groupe fini, et soit ro un homomorphisme de G dans le groupe PGL.(k).
Le groupe G opare sur l'espace projectif Pn,(k) au moyen de ro. Nous ferons
l'hypothese suivante:
(D)-Pour tout a e a, af $ 1, l'ensemble F,. des points de Pn,(k) invariants par a

est de codimension ) 4.
Un raisonnement classique, dut essentiellement A Godeaux,3 montre qu'il existe

une sous-variete non singuliere Yo de P,, (k), stable par G, qui est une intersection
complate, et qui ne rencontre aucun des Fa, a $ 1; l'hypothese (D) permet en outre
de supposer que dim (Y0) > 3. Le groupe G opere librement (c'est-A-dire "sans
points fixes") sur Yo et le quotient Xo = Yo/G est une vari6t6 projective non
singuliere.
LEMME. Si Xo se relive sur A, 1'homomorphisme ro: G PGLn(k) se reltve en

un homomorphisme r : G -a PGLn(A).
Admettons provisoirement ce lemme. Pour obtenir un contre-exemple aux

questions (1) et (2) du n° 1, il suffit donc de construire un groupe G et un homo-
morphisme ro: G - PGLA(k) qui v6rifie (D) et qui ne se releve A aucun anneau
de caract6ristique z6ro. C'est la un probleme de pure th6orie des groupes, qui ne
pr6sente aucune difficult6. Supposons par exemple p ., 7, et soit G un groupe de
type (p, . . ., p). Prenons n = 5. Soit N = (uj) la matrice nilpotente d'ordre 5
d6finie par uij = 1 si j = i + 1, uqj = 0 sinon; soit h un isomorphisme de G sur
un sous-groupe du groupe additif de k, et soit s(o) = exp(l + h(o)N). L'appli-
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cation o- - s(u) est un homomorphisme de G dans GL5(k). Si ro(u) d6signe l'image
de s(a) dans PGL5(k), l'applicationro: G -o PGL5(k) est un homomorphisme. Si
-u 1, l'ensemble F, est r6duit A un point, ce qui montre que (D) est satisfaite.
Enfin, si ro se relevait en r : G PGL5(A), on pourrait supposer A integre (quitte
a le remplacer par A/p, oh p est un ideal premier ne contenant pas le nombre p);
on en d6duirait l'existence d'un corps K de caract6ristique z6ro tel que PGL5(K)
contienne un sous-groupe isomorphe A G, ce que l'on voit facilement 8tre impossible
si l'ordre de G est ) p5.

3. Dermonstration du lemme.-Soit X un sch6ma sur A relevant X0. D'apres un
rdsultat de Grothendieck,2 le groupe fondamental de X s'identifie A celui de Xo.
Comme Yo est un revetement 6tale ("non ramifie" dans l'ancienne terminologie) de
Xo, galoisien et de groupe de Galois G, on en conclut qu'il existe un rev~tement
etale Y de X, jouissant des memes propri6tes, et tel que Y QAk = Yo. Soit
o le faisceau d'anneaux de Y, et soit 0o celui de Yo. D'apres FAC
n° 78, on a H°(Yo, Oo) = k et H'(Yo, Oo) = 0. Il en r6sulte4 que H°(Y, 0) = A.

Soit 8o = oo(1) le faisceau localement libre de rang 1 d6fini sur Yo par le plonge-
ment projectif Yo P.1(k)). Comme dim (Y0) > 3, on a H2(Y0, Oo) = 0 (FAC,
loc. cit.) et un th6oreme de Grothendieck2 montre qu'il existe sur Y un faisceau 8,
localement libre de rang 1, et tel que 8 ®Ak = 8o; comme HI(Yo, Oo) = 0, ce faisceau
est unique, a un isomorphisme pres.2 D'autre part, d'apres FAC, loc. cii., on a
HO(Yo, &) = kn et H1(Yo, 8o) = 0. Il en r6sulte4 que H°(Y, 8) est un A-module
libre de rang n, et que H°(Y, 8) ®Ak s'identifie A H°(Yo, 8o) = kn. Si a est un
6l6ment de G, l'unicit6 de 8 montre l'existence d'un isomorphisme a(a): 8 8&
compatible avec u : Y -> Y; cet isomorphisme d6finit un automorphisme de
H°(Y,C) = An; de plus, a(o-) est determin6 a la multiplication pr&s par un auto-
morphisme de Q, par un 6l6ment de A*. On obtient donc ainsi un 6l6ment bien
d6termin6 r(a) de PGLn(A), et il est clair que l'application r: G -* PGLn(A) est
un homomorphisme qui releve ro0 cqfd.

4. Complements.-(a) Si X9 est la vari6t6 d6finie ci-dessus, on peut montrer
qu'il existe un entier n tel que tout anneau sur lequel Xo se relbve soit annul6 par
pn. En d'autres termes, l'anneau local de la vari~te formelle des modules5 de Xo esi
annule par pn. (b) On peut consid6rer Xo comme un cycle dans un certain espace
projectif. Le fait que Xo ne se relive pas en tant que sch6ma montre qu'il ne se
relbve pas non plus comme cycle (au sens de la r~duction des cycles de Shimura6).
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