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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ñåðåäèíå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ íà ñòûêå ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè íà÷à-
ëà ôîðìèðîâàòüñÿ íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, êîòîðóþ ñåé÷àñ èíîãäà
íàçûâàþò îáùåé òåîðèåé îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ èëè òåîðèåé îïòèìèçèöèè
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ. Äëÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ýòà íîâàÿ äèñöèïëèíà ÿâè-
ëàñü åñòåñòâåííûì ýòàïîì äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ê ìîìåíòó
ôîðìèðîâàíèÿ óêàçàííîé äèñöèïëèíû òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïðîøëà òðè ýòà-
ïà ñâîåãî ñòàíîâëåíèÿ. Íà ïåðâûõ äâóõ ýòàïàõ èññëåäîâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ
ñ ïîìîùüþ ôèêñèðîâàííîãî ïðèáëèæàþùåãî ìíîæåñòâà, à íà òðåòüåì ýòà-
ïå öåíòðàëüíîé ñòàëà ïðîáëåìà âûáîðà òàêîãî ïðèáëèæàþùåãî ìíîæåñòâà,
êîòîðîå áûëî áû îïòèìàëüíûì â òîì èëè èíîì ñìûñëå. Ñ íà÷àëîì ôîðìèðî-
âàíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ïîñòåïåííî
íà÷àë ñìåùàòüñÿ â ñòîðîíó ïðèíöèàëüíî íîâîé äëÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ñè-
òóàöèè, êîãäà àïïðîêñèìèðóþùèå ýëåìåíòû ðàçëè÷àþòñÿ íå ïî ïðèíàäëåæ-
íîñòè òîìó èëè èíîìó ïðèáèëæåííîìó ìíîæåñòâó, à ïî óñëîâèþ ñëîæíîñòè èõ
ïîñòðîåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîä ñëîæíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ëèáî èíôîð-
ìàöèîííàÿ ñëîæíîñòü, èçìåðèìàÿ îáúåìîì äèñêðåòíîé èíôîðìàöèè, òðåáó-
åìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåãî ýëåìåíòà, ëèáî àëãîðèòìè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü, ðàâíàÿ ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ.

Ó èñòîêîâ òåîðèè îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñòîÿë À.Í.Êîëìîãîðîâ, êî-
òîðûé â ñâîåì äîêëàäå íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ â Ñòîê-
ãîëüìå â 1962 ãîäó ôàêòè÷åñêè èçëîæèë ïðîãðàììó ðàçâèòèÿ íîâîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû. Åå ìåòîäîëîãèåé ñòàëà òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè, ðàçðàáîòàííàÿ Ñ.Ì.Íèêîëüñêèì, Í.Ï.Êîðíåé÷óêîì,
Â.Ê.Äçÿäûêîì, Â.Ì.Òèõîìèðîâûì è èõ ïîñëåäîâàòåëÿìè.

Èäåè èç óïîìÿíóòîãî âûøå äîêëàäà À.Í.Êîëìîãîðîâà íàøëè ñâîå ðàç-
âèòèå è êîíêðåòèçàöèþ â ðàáîòàõ Í.Ñ.Áàõâàëîâà, Ê.È.Áàáåíêî, Â.Â.Èâàíîâà,
Äæ.Òðàóáà, Õ.Âîæüíÿêîâñêîãî, Ã.Âàñèëüêîâñêîãî, Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà,
Â.Ê.Çàäèðàêà, Ø.Õåéíðèõà, èõ ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé, â êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàëèñü îïòèìèçàöèÿ ïî ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì áûëè âûÿâëåíû íåîæèäàííûå ýôôåêòû, ñâèäåòåëü-
ñòâóþùèå, íàïðèìåð, î ïðèíöèïèàëüíîì îòëè÷èè òðàäèöèîííîé äëÿ òåîðèè
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ïðèáëèæåíèÿ ñèòóàöèè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ òîãî èëè èíîãî
àïïàðàòà ïðèáëèæåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà íàì äîñòóïíà èíôîðìàöèÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî îá îáúåêòå ïðèáëèæåíèÿ (òàê íàçûâàåìàÿ íåïîñðåäñòâåííàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ), îò ñèòóàöèè, êîãäà ìû ïðèáëèæàåì ýòó æå ôóíêöèþ, íî
êàê ðåøåíèå íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, è íàì äîñòóïíà ëèøü
èíôîðìàöèÿ î åãî êîýôôèöèåíòàõ. Òàê â 1985 ãîäó Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâûì áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîãî ïî ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà
ñ ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè èç ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé, êîòîðûé áû èñïîëüçîâàë òîëüêî èõ çíà÷åíèÿ â îòäåëüíûõ òî÷êàõ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàñïîëàãàÿ
çíà÷åíèÿìè ðåøåíèé óêàçàííûõ óðàâíåíèé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ, ìû ìîæåì
ïîñòðîèòü èõ ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûå îêàæóòñÿ îïòèìàëüíûìè ñðåäè âñåõ
ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèé, èñïîëüçóþùèõ äèñêðåòíóþ èíôîðìàöèþ.

Âûÿâëåííûé ýôôåêò ïðèâëåê âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé. Â 1986 ãîäó
Õ.Âîæüíÿêîâñêèé ïîñòàâèë âîïðîñ î òî÷íîì ïîðÿäêå èíôîðìàöèîííîé è àë-
ãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè èç ñîáîëåâñêèõ
êëàññîâ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâûì â 1988 ãîäó.
Ïîçæå, â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà, Ø.Õåéíðèõà è Ê.Ôðàíê, ýòîò
îòâåò áûë óòî÷íåí â òîì ñìûñëå, ÷òî áûë óêàçàí íå òîëüêî òî÷íûé ïîðÿäîê
â ñòåïåííîé øêàëå, íî è ïðàâèëüíàÿ ñòåïåíü ëîãàðèôìè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ â
îöåíêå óêàçàííîé ñëîæíîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áëàãîäàðÿ óñèëèÿì Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà, Ñ.Ã.Ñîëîäêîãî,
íåìåöêèõ ìàòåìàòèêîâ Ø.Õåéíðèõà è Ê.Ôðàíê, à òàêæå êèòàéñêîãî ìàòå-
ìàòèêà Òåí-Äçè-ßíãà ïðîÿñíåíà ñèòóàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ îöåíêàìè ñëîæíîñòè
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà
ñ ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè, èìåþùèìè êîíå÷íóþ ãëàäêîñòü. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî â ñìûñëå ïîðÿäêà â ñòåïåííîé øêàëå èíôîðìàöèîííàÿ è àëãîðèò-
ìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé íå âûøå ñëîæ-
íîñòè íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè èõ ðåøåíèé. Èíûìè ñëîâàìè, ñòðóê-
òóðà óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè
êîíå÷íîé ãëàäêîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äèñêðåòíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòèõ
óðàâíåíèÿõ, äîñòàòî÷íóþ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ òîé æå ïî ïîðÿäêó
òî÷íîñòüþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ãàðàíòèðîâàíà ïðè îïòèìàëüíîé íåïîñðåä-
ñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè òîãî æå îáúåìà èíôîðìàöèè, íî
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óæå íåïîñðåäñòâåííî î ïðèáëèæåííîì ýëåìåíòå.
Â ñâåòå óêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî åñòå-

ñòâåííûì ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è ðàññìîòðåòü êëàññû òàêèõ óðàâíåíèé ñ áåñêîíå÷-
íîäèôôåðåíöèðóåìûìè, íàïðèìåð, àíàëèòè÷åñêèìè è ãàðìîíè÷åñêèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Íà âàæíîñòü èçó÷åíèÿ áåñêîíå÷íîäèôôåðåíöèðóåìûõ êîýôôè-
öèåíòîâ óêàçûâàëîñü è â îáçîðíîé ñòàòüå Ê.È.Áàáåíêî, ïîñâÿùåííîé âçàè-
ìîñâÿçè çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ è ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ÿäðàìè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â
êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûìè àíàëèòè÷åñêèìè èëè
áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè êðèâûìè. Âñå ýòî äåëàåò âåñüìà àêòóàëüíûì ðàññìîò-
ðåíèå çàäà÷è îá èíôîðìàöèîííîé è àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ñ áåñêîíå÷íîäèôôåðåí-
öèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èìåííî ýòîìó è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåð-
òàöèÿ.

Öåëè äèññåðòàöèè.

- èññëåäîâàíèå èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè áåñêîíå÷-
íîäèôôåðåíöèðóåìûìè ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè;

- èññëåäîâàíèÿ èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàí-
íûõ âûøå óðàâíåíèé, òî åñòü ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôèêñè-
ðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà íà ðåøåíèÿõ ýòèõ óðàâíåíèé;

- ïîëó÷åíèå ïîðÿäêîâûõ îöåíîê èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ ñëàáî - ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòî-
ðîãî ðîäà ñ áåñêîíå÷íîäèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñèíãóëÿð-
íîñòÿõ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîäè÷åñêóþ îñíîâó ðàáîòû ñîñòàâëÿþò
ñîâðåìåííûå ñïîñîáû àíàëèçà ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ è ìåòîäû îöåíêè s -
÷èñåë èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü ÷òî ýëåìåíòû ìåòîäîëîãèè ñîâðåìåííîé òåîðèè
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ è òåîðèè s - ÷èñåë ïëîäîòâîðíî èñïîëüçîâà-
ëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ, èññëåäîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
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â ðàáîòàõ Â.Ê.Äçÿäûêà, Â.Ë.Ìàêàðîâà, Ã.Â.Ðàäçèåâñêîãî, À.Þ.Ëó÷êè,
Ñ.Â,Ïåðåâåðçåâà, Ø.Õåéíðèõà, Á.Ã.Ãàáäóëõàåâà è Ã.Ä.Âåëåâà, Þ,Ñàðàíåíà,
Ã.Âàéíèêêî è äðóãèõ.

Òàê Ø.Õåéíðèõîì óñòàíîâëåíà ãëóáîêàÿ ñâÿçü ìåæäó èíôîðìàöèîííîé
ñëîæíîñòüþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà è
÷èñëàìè Ãåëüôàíäà íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Îäíàêî â èçâåñòíûõ
íàì ðàáîòàõ ýòà ñâÿçü ïðèìåíÿëàñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíôîðìàöèîííîé ñëîæ-
íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî
ðîäà ëèøü â ñëó÷àå êîíå÷íîé ãëàäêîñòè ÿäåð è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Âìåñòå ñ
òåì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì òî÷íûå â ñòåïåííîé øêàëå
ïîðÿäêå èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ïîëíîãî (òî åñòü íå ëîêàëüíîãî) ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ìîãëè áûòü óñòàíîâëåíû, ïî êðàéíå ìåðå â ñëó÷àå
îäíîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è áåç ïðèìåíåíèÿ òåõíèêè, ñâÿçàííîé ñ
÷èñëàìè Ãåëüôàíäà (äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü, íàïðèìåð, ðàáîòó Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà
è ðåçóëüòàòû Ê.Ôðàíê).

Â òî æå âðåìÿ ïðè èññëåäîâàíèè èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè â ñëó-
÷àå áåñêîíå÷íîäèôôåðåíöèðóåìûõ ÿäåð è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ óêàçàííàÿ âû-
øå ñâÿçü èãðàåò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü, ïîñêîëüêó, êàê áóäåò ïîêàçàíî,
ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè èç ðàáîòû
Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà äàþò ñëèøêîì çàíèæåííûé ðåçóëüòàò äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
êëàññîâ óðàâíåíèé. Ïðèìåíåíèå æå óïîìÿíóòîé ñâÿçè ìåæäó èíôîðìàöèîí-
íîé ñëîæíîñòüþ è ÷èñëàìè Ãåëüôàíäà â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ áåñêîíå÷íîäèô-
ôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè îòëè÷àåòñÿ ðÿäîì ïðèíöèïèàëüíûõ ìî-
ìåíòîâ îò åå ïðèìåíåíèÿ â ñëó÷àå êîíå÷íîé ãëàäêîñòè. Ýòè ìîìåíòû è áûëè
ðàçðàáîòàíû ïî õîäó ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè. ×òî æå êàñàåò-
ñÿ ïîëó÷åííûõ â òðåòåé ãëàâå îöåíîê èíôîðìàöèîííîé è àëãîðèòìè÷åñêîé
ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñëàáî - ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé ñ áåñ-
êîíå÷íîäèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñèíãóëÿðíîñòè, òî çäåñü
îñíîâíûå ìåòîäîëîãè÷åñêèå òðóäíîñòè áûëè ñâÿçàíû ñ ïîëó÷åíèåì âåðõíèõ
îöåíîê, à íèæíèå îöåíêè óñòàíîâëåíû ñ ïîìîùüþ ïðèåìà èç óïîìÿíóòîé âû-
øå ðàáîòû Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
íåóëó÷øàåìû. Ýòè ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:
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- íàéäåí òî÷íûé â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå ïîðÿäîê èíôîðìàöèîííîé
ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî ðîäà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè, äîïóñêàþùè-
ìè ïî êàæäîé ïåðåìåííîé àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â íåêîòîðóþ ïîëîñó
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè;

- âûÿâëåí âåñüìà íåîæèäàííûé è íå èìåþùèé ìåñòà â ñëó÷àå êîíå÷íîé
ãëàäêîñòè ýôôåêò, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ èíôîðìàöèîííîé
ñëîæíîñòè çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè, àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîê-
ñèìàöèè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé;

- äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå êëàññîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íàéäåí òî÷íûé
â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå ïîðÿäîê èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ëîêàëüíîãî
ðåøåíèÿ;

- ïîëó÷åíû àíàëîãè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ äëÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè, çàâèñÿùèìè îò ïðîèçâîëüíîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, à òàêæå äëÿ óðàâíåíèé ñ äèôôåðåíöèðóåìûìè
ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè ïðè ψ(u) = e−uν

;
- óêàçàí òî÷íûé â ñòåïåííîé øêàëå ïîðÿäîê èíôîðìàöèîííîé è àëãîðèò-

ìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñëàáî-ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîé
îñîáåííîñòè;

- äëÿ êëàññà óðàâíåíèé ñî ñãëàæèâàþùèìè îïåðàòîðàìè, ñîäåðæàùåãî
óêàçàííûå ñëàáî-ñèíãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ, íàéäåí îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíîãî ìåòîäà è íåêîòîðûõ åãî îáîá-
ùåíèé.

- íàéäåí îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïðÿìûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííî-
ãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ, à ðàìêàõ òàê íàçûâàå-
ìîãî ìåòîäà ôóíêöèè êðàåâûõ óñëîâèé ïðè ðåøåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óêàçàíû ïðÿìûå ìåòî-
äû, ðåàëèçóþùèå îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê è äàíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
àïïðîêñèìàöèîííî - èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ òèïà ìåòîäà Øìèäòà è ìåòîäà Ñî-
êîëîâà, ïîñòðîåííûõ íà áàçå ýòèõ ïðÿìûõ ìåòîäîâ;

Ðàáîòà íîñèò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Óñòàíîâëåííûå â íåé
ôàêòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè è àíàëèçå ýôôåêòèâíîñòè
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíè-
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ÿìè.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü è îïóáëèêîâàíû â òåçèñàõ: Ðåñïóáëèêàíñêèõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ êîí-
ôåðåíöèÿõ "Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ â ïðèêëàäíîì ìîäåëèðîâàíèè"(Êèåâ,
1986, Îäåññà, 1989), Âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè "Òåîðèÿ ôóíêöèé, ôóíêöèî-
íàëüíûé àíàëèç è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèìè àðãó-
ìåíòàìè"(Äóøàíáå, 1987), Âñåñîþçíîé øêîëå "Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
öèé"(Ëóöê - Êèåâ, 1989), Ðåñïóáëèêàíñêîé êîíôåðåíöèè "Ýêñòðåìàëüíûå çà-
äà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ"(Êèåâ, 1990), íà ñåìåñòðå ïî
òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ è îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ â Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìà-
òè÷åñêîì öåíòðå èìåíè Ñ.Áàíàõà (Âàðøàâà, 1995), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè "Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé, íåëèíåéíûé
àíàëèç"(Ìîñêâà,1995), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïàìÿòè àêàäåìèêà
Ì.Êðàâ÷óêà (Êèåâ,1995), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ïðèáëè-
æåíèÿ ôóíêöèé, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðîôåññîðà Ï.Ï.Êîðîâêèíà (Êàëóãà,
1996), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ è ÷èñëåííûå ìå-
òîäû", ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Å.ß.Ðåìåçà (Ðîâíî, 1996),
âòîðàÿ øêîëà "Ðÿäû Ôóðüå: òåîðèÿ è ïðèìåíåíèå"(Êàìåíåö-Ïîäîëüñê-Êèåâ,
1997), Ìåæóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè (Äóøàíáå, 2003),
Ðåñïóáëèêàíñêîé êîíôåðåíöèè ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì ìàòåìàòèêè (Äó-
øàíáå, 2003), Íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñîâðåìåííîé ïðîáëåìå òåîðèè ôóíêöèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ (Äóøàíáå, 2007), Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå (Äóøàíáå, 2009)..

Ïî ìàòåðèàëàì ðàáîòû áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà ñåìèíàðå "Îï-
òèìèçàöèÿ ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèÿ"ðóêîâîäèìîì àêàäåìèêîì ÍÀÍ Óêðàè-
íû Í.Ï.Êîðíåé÷óêîì (Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû), íà ñåìè-
íàðå êàôåäðû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ðóêîâîäèìîì
ïðîôåññîðîì Â.Ë.Ìàêàðîâûì (Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé Óíèâåðñèòåò èìå-
íè Ò.Ã.Øåâ÷åíêî) íà ñåìèíàðå "Îïòèìèçàöèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè", ðóêîâîäèìîì ïðîåññîðîì Â.Ê.Çàäèðàêîé (Èí-
ñòèòóò êèáåðíåòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû), íà ñåìèíàðàõ "Òåîðèÿ ïðèáëèæå-
íèÿ"ðóêîâîäèìîì àêàäåìèêîì ÀÍ Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí, ïðîôåññîðîì,
Øàáîçîâûì Ì.Ø.(Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÀÍ Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí), íà
ñåìèíàðàõ êàôåäðû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé Íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Òàäæèêèñòàíà, ðóêîâîäèìîì ïðîôåññîðîì
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Ã.Äæàíãèáåêîâûì (ÒÃÍÓ), íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
Òàäæèêñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, ðóêîâîäèìîì
ïðîôåññîðîì Êàðèìîâîé Ì.Ì(ÒÃÏÓ èì.Ñàäðèääèíà Àéíè).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [1]-[33].
Â ðàáîòå [7], âûïîëíåííîé â ñîàâòîðñòâå ñ Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâûì, ïîñëåäíåìó
ïðèíàäëåæèò ïîñòàâêà çàäà÷è è âûáîð îáúåêòà èññëåäîâàíèé.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ,
ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû èç 118 ðàáîò. Îáúåì ðàáîòû - 203 ñòðàíèö
ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäî-
âàíèþ èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè àíàëèòè÷åñêèìè è
ãàðìîíè÷åñêèìè ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè.

Â �1 ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá èíôîðìàöèîííîé ñëîæíî-
ñòè, îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà èíôîðìàöèè è îáñóæäàåò-
ñÿ âçàèìîñâÿçü ýòîé âåëè÷èíû ñ äðóãèì ìåòðè÷åñêèì èíâàðèàíòîì - ïðåäòà-
áëè÷íûì ïîïåðå÷íèêîì, ââåäåííûì Ê.È.Áàáåíêî è èãðàþùèì ñóùåñòâåííóþ
ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ è ÷èñëåííîì àíàëèçå.

Ïóñòü V,E è K - ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðè÷åì V

âëîæåíî â E ñ êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ åäèíèöà. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîìó ýëåìåíòó k ∈ K îïåðàòîð Tk ∈ L(E), ãäå L(E) - íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç E â E.

Ïóñòü åùå ìíîæåñòâî Ko ⊂ K òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ Ko ðåçîëü-
âåíòà îïåðàòîðà Tk îãðàíè÷åíà, òî åñòü (I − Tk)

−1 ∈ L(E). Òîãäà ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì ìíîæåñòâå Vo ⊂ V ÷åðåç Xo = Ko × Vo áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà

u− Tku = f, k ∈ Ko, f ∈ Vo. (1)

Îïåðàòîð S : Xo → E, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

S(k, f) = (I − Tk)
−1f

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé (0.1). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî

S(Xo) := {u : u ∈ E, u = (I − Tk)
−1f, k ∈ Ko, f ∈ Vo}

ñîñòîèò èç ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) èç êëàññà Xo.
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Ïîä ñïîñîáîì çàäàíèÿ èíôîðìàöèè îá óðàâíåíèÿõ (1) ïîíèìàåòñÿ ñî-
âîêóïíîñòü N = (N1, N2) äâóõ ïðîèçâîëüíûõ íàáîðîâ N1 è N2 ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ

N1k = (λ1(k), λ2(k), ..., λn1
(k)), λi ∈ K∗, i = 1, 2, ..., n1

(2)
N2f = (σ1(f), σ2(f), ..., σn2

(f)), σj ∈ V ∗, j = 1, 2, ..., n2,

Ïîëîæèì card(N) = n1 + n2.

Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè ïîä àëãîðèòìîì ϕ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïî èíôîðìàöèè (2) ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå (n1 + n2) - ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn1+n2 â E, ïðè êî-
òîðîì êàæäîìó èíôîðìàöèîííîìó âåêòîðó N(k, f) = (N1k,N2f) â êà÷åñòâå
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (1) ñòàâèòñÿ ýëåìåíò ϕ(N(k, f)) ∈ E. Ïîãðåøíîñòüþ
àëãîðèòìà ϕ íà êëàññå Xo íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(Xo, ϕ) = sup
(k,f)∈Xo

‖S(k, f)− ϕ(N(k, f))‖E.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ñïîñîáå çàäàíèÿ èíôîðìàöèè N ÷åðåç Φ(N) áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ â êà÷åñòâå èíôîðìà-
öèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ âõîäÿùèõ â ñîâîêóïíîñòü N = (N1, N2).

Çàäà÷à îá èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé èç êëàññà Xo ñîñòîèò, ïî ñóòè äåëà â èññëåäîâàíèè âåëè÷èíû

rn(Xo) = inf
N :card(N)≤n

inf
ϕ∈Φ(N)

e(Xo, ϕ),

êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà èíôîðìàöèè è ðàâíà ìèíè-
ìàëüíîé ïîãðåøíîñòè, êîòîðóþ ìîæíî äîñòèãíóòü íà êëàññå Xo, èñïîëüçóÿ
íå áîëåå ÷åì n çíà÷åíèé èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà èíôîðìàöèè áûëî ââåäåíî â òåîðèþ èí-
ôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè Äæ.Òðàóáîì è Õ.Âîæüíÿêîâñêèì. Â ðàçäåëàõ æå
÷èñëåííîãî àíàëèçà, ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, ïðèíÿ-
òà íåñêîëüêî èíàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ñïîñîá çàäàíèÿ èíôîðìà-
öèè N = (N1, N2) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìåòîä äèñêðåòèçàöèè, íàáîð çíà-
÷åíèé ôóíêöèîíàëîâ (2) íàçûâàåòñÿ ïðåäòàáëèöåé, à ÷èñëî card(N) - îáú-
åìîì ïðåäòàáëèöû. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà äèñêðåòèçàöèè õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ â ÷èñëåííîì àíàëèçå âåëè÷èíîé ïðåäòàáëè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà, ââåäåííî-
ãî Ê.È.Áàáàåíêî. Ïðåäòàáëè÷íûì ïîïåðå÷íèêîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé S(Xo)
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íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

∆n(S(Xo), E) = inf
π:S(Xo)→Rn

sup
u∈S(Xo)

diamEπ
−1 ◦ π(u),

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòîäàì äèñêðåòèçàöèè, ïðîâîäÿùèì ê ïðåäòàáëèöàì
ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n, òî åñòü ïî âñåì íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèÿì π èç
S(Xo) â n - ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ ïî-
ëó÷åíèå äèñêðåòíîé èíôîðìàöèè íåïîñðåäñòâåííî î ïðèáëèæàåìîì ýëåìåí-
òå. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ∆n(S(Xo), E) õàðàêòåðèçóåò èíôîðìàöèîííóþ
ñëîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Îòîáðàæåíèå πo : S(Xo) → Rn, äëÿ êîòîðîãî

sup
u∈S(Xo)

diamEπ
−1
o ◦ πo(u) � ∆n(S(Xo), E)

íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé îòíîñèòåëüíî ïðåäòàáëè÷íîãî ïî-
ïåðå÷íèêà ∆n(S(Xo), E) è îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíûé ìåòîä äèñêðåòèçàöèè
ýëåìåíòîâ èç S(Xo).

Â ñèëó îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà Xo êàæäûé
ñïîñîá çàäàíèÿ èíôîðìàöèè N = (N1, N2), card(N) = n, îïðåäåëÿåò îòîáðà-
æåíèå πN ìíîæåñòâà S(Xo) â Rn, à èìåííî, äëÿ

u = S(k, f) ∈ S(Xo), πN(u) = (N1k,N2f) ∈ Rn.

Íî òîãäà ñ òî÷êè çðåíèÿ îïòèìèçàöèè ñïîñîáîâ çàäàíèÿ èíôîðìàöèè
ïðè ðåøåíèè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé (1) îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âî-
ïðîñ: "Ñóùåñòâóåò ëè äëÿ êëàññà óðàâíåíèé Xo ñïîñîá çàäàíèÿ èíôîðìàöèè,
îïðåäåëÿþùèé îïòèìàëüíûé ìåòîä äèñêðåòèçàöèè êëàññà ðåøåíèé S(Xo)?".
Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îçíà÷àë áû, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáó-
åìîãî îáúåìà ïðåäòàáëèö çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) èç
êëàññà Xo íå ñëîæíåå (ïî ïîðÿäêó) çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè
èõ ðåøåíèé.

Äëÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà (1) èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà
áûëî íà÷àòî Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâûì â 1991 ãîäó. Èì áûë ïîëó÷åí ïîëîæèòåëüíûé
îòâåò íà óêàçàííûé âûøå îñíîâíîé âîïðîñ îïòèìèçàöèè ñïîñîáîâ çàäàíèÿ
èíôîðìàöèè äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Â íà-
øèõ îáîçíà÷åíèÿõ èì èññëåäîâàíî ñèòóàöèÿ E = L2, V = W ν

2 , K = DW ν,µ
2 è

Tk : L2 → L2, ãäå

Tkg(t) =
π∫

−π

k(t, τ)g(τ)dτ, (3)
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L2 - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà
(−π, π),W ν

2 - ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî 2π - ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïðî-
èçâîäíûå êîòîðûõ äî ν - ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïðèíàäëåæàò L2, à DW

ν,µ
2

- ïðîñòðàíñòâî 2π - ïåðèîäè÷åñêè ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ôóíêöèé k(t, τ),

èìåþùèé ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòîì íà [−π, π] × [−π, π] ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå

∂i+j

∂ti∂τ j
k(t, τ), i = 0, 1, ..., ν, j = 0, 1, ..., µ.

Ïóñòü Kν,µ(α) - ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé k(t, τ) èç DW ν,µ
2 òàêèõ, ÷òî

‖K‖DW ν,µ
2
≤ α1,

è
‖(I − Tk)

−1‖L2→L2
≤ α2 (4)

à BW ν
2
- øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå èç ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâî W ν
2 . Êëàññ

Xν,µ = Kν,µ(α)×BW ν
2

ñîñòîèò èç óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

u(t)− Tku(t) := u(t)−
π∫

−π

k(t, τ)u(τ)dτ = f(t) (5)

ñ ÿäðàìè èç Kν,µ(α) è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè èç BW ν
2
.

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå îñíîâíîé âîïðîñ îï-
òèìèçàöèè ñïîñîáîâ çàäàíèÿ èíôîðìàöèè áûë ïîëó÷åí Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâûì
äëÿ êëàññà Xν,µ ïðè ν = µ. Ïîçäíåå Ê.Ôðàíê îáîáùèëà ðåçóëüòàò
Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, à Ñ.Ã.Ñîëîäêèé - íà ñëó÷àé ÿäåð
èç àíèçîòðîïíûõ êëàññîâ Kν,µ(α), ν 6= µ. Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåå âðåìÿ
óñòàíîâëåíî, íàïðèìåð, ÷òî

rn(X
ν,µ) � ∆n(S(Xν,µ), L2) � n−ν, ν, µ = 1, 2, ....

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè êîíå÷íîé ãëàäêîñòè îáúåìû
ïðåäòàáëèö, òðåáóåìûõ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïà-
äàþò ïî ïîðÿäêó â ñòåïåííîé øêàëå ñ îáúåìàìè ïðåäòàáëèö, íåîáõîäèìûõ
äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè èõ ðåøåíèé ñ òîé æå òî÷íîñòüþ. Òà-
êèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êîíå÷íîé ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ, óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà èìåþò òó æå ïî ïîðÿäêó èíôîðìàöèîííóþ ñëîæíîñòü, ÷òî è çàäà÷à
íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè èõ ðåøåíèé.
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Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü: "À êàêîâà ñèòóàöèÿ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ?". Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ è ãàðìîíè÷åñêèõ ÿäåð è
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëó÷åí â ïåðâîé ãëàâå ðàáîòû.

Â �2 ýòîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ìàòåðèàë, ñâÿçàííûé ãëàâ-
íûì îáðàçîì ñ òåîðèåé s-÷èñåë. Íàèáîëåå âàæíîé äëÿ äàëüíåéøåãî çäåñü
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Ø.Õåéíðèõîì, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü
ìåæäó ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì èíôîðìàöèè rn(Xo) è ÷èñëàìè Ãåëüôàíäà
íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî n-ûì ÷èñëîì Ãåëüôàíäà ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îïåðà-
òîðà D, äåéñòâóþùåãî èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà Y â íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî Z, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Gn(D : Y → Z) = inf
ai∈Y ∗

i=1,2,...,n−1

sup
f∈Y,‖f‖Y≤1

ai(f)=0,i=1,2,...,n−1

‖Df‖Z .

Ïóñòü JV - îïåðàòîð âëîæåíèÿ V â E, à L(V,E) - ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç V â E. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Ψ : K → L(V,E),

ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó k ∈ K ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð
Ψk ∈ L(V,E), îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì Ψk = TkJV .

Ø.Õåíðèõîì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîâîëüíî îáùèõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ îòíîñèòåëüíî Xo, êîòîðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåð-
òàöèè êëàññîâ óðàâíåíèé, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

rn(Xo) � inf
n1+n2≤n

{Gn1
(Ψ : K → L(V,E)) +Gn2

(JV : V → E)}. (6)

Â �3 íàéäåí òî÷íûé â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå ïîðÿäîê ìèíèìàëüíîãî
ðàäèóñà èíôîðìàöèè äëÿ êëàññà óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà (5) ñ àíàëèòè÷åñêè-
ìè ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé îäíîé è
äâóõ ïåðåìåííûõ:

Ah =

f : f ∈ L2, ‖f‖h :=

 ∞∑
m=−∞

ch2 (mh) · f̂ 2(m)

1/2

<∞

 ,

Ah =

k : k ∈ L2(Q), ‖k‖2,h :=

 ∞∑
l,m=−∞

ch2 (lh) ch2 (mh) · k̂2(l,m)

1/2

<∞

 ,
ãäå h > 0, à ch(·)- ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ, à f̂(m), k̂(l,m) - êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ôóíêöèé f(t) è k(t, τ) ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ñèñòåìàì îäíîé è äâóõ
ïåðåìåííûõ, îòâå÷àþùèå ãàðìîíèêàì ñ íîìåðàìè m è (l,m) ñîîòâåòñòâåííî.
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Èçâåñòíî ÷òî ïðîñòðàíñòâà Ah è Ah ñîñòîÿò èç 2π - ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ, äîïóñêàþùèõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé àíàëè-
òè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ïîëîñó {z = x+ iy,−h < y < h} êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè.

Â ðàìêàõ ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé ïîëîæèì E = L2, V = Ah,

K = Ah. Êðîìå òîãî, îïåðàòîð T , ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëå-
ìåíòó k ∈ Ah îïåðàòîð Tk ∈ L(L2), îïðåäåëèì â âèäå (3), è ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî Kh = Kh(α) ÿäåð k ∈ Ah, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (4) è
‖k‖2,h ≤ α1. Òîãäà êëàññ

Xh = Xh(α) = Kh(α)×BAh

ñîñòîèò èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (5) ñ ÿäðàìè
k ∈ Kh(α) è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè f(t) èç åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà Ah

ñ öåíòðîì â íóëå.
Â �3 îòìå÷àåòñÿ, ÷òî êëàññ Xh ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíûì.

Åìó ïðèíàäëåæàò, íàïðèìåð, ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïëîñêîé îáëàñòè, ãðàíèöà Γ êîòîðîé åñòü
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ ïîñðåäñòâîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Γ = {(x, y) : x = x(t), y = y(t), t ∈ [0, 2π]},

â êîòîðûõ ôóíêöèè x(t), y(t) ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ïðîñòðàíñòâó Ah1.

Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 1 ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 3.2.

c√
n

exp(−
√
nh) ≤ rn(X

h) ≤ c1 exp(−
√
nh).

Îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå äëÿ êëàññà Xh ÿâ-

ëÿåòñÿ ñïîñîá çàäàíèÿ èíôîðìàöèè NQν
= (N1,ν, N2,µ), îïðåäåëÿåìûé ñëåäó-

þùèìè íàáîðàìè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ

N1,νk =
(
λl,m(k) = k̂(l,m), (l,m) ∈ Qν

)
,

N2,νf = (σm(f) = f̂(m),m = 0,±1,±2, ...,±ν).

ãäå ν = [
√
n]− 2, à Qν = {(l,m) : l,m ∈ Z, |l|+ 2|m| ≤ ν}.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.2 óñòàíîâëåí ôàêò, êîòîðûé âåðîÿòíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. À èìåííî, áûëî ïîêàçàíî (ëåììà 3.1),
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÷òî äëÿ ÷èñåë Ãåëüôàíäà, ââåäåííîãî âûøå îïåðàòîðà Ψ ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

Gn(Ψ : Ah → L(Ah, L2)) ≥
c√
n

exp(−
√
nh).

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî âïåðâûå îöåíêè ÷èñëà Ãåëüôàíäà Gn(Ψ : K →
L(V,E)), ôèãóðèðóþùèõ â ïåðâîé ÷àñòè (6), áûëè ïîëó÷åíû Ø.Õåéíðèõîì è
Ê.Ôðàíê. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ñõåìà. Ïóñòü K,V,E - ãèëü-
áåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîðó Ψ îïåðàòîð

D = UΨW : lm2 → lm∞,

ãäå lm2 , l
m
∞ ñòàíäàðòíûå ïðîñòðàíñòâà m-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè íîðìàìè, à îïåðàòîðû W : lm2 → K è U : L(V,E) → lm∞ âûáèðàþòñÿ
òàê, ÷òîáû D áûë ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó Id âëîæåíèÿ lm2 â lm∞. Òîãäà â ñèëó
ñâîéñòâà ÷èñåë Ãåëüôàíäà èìååì îöåíêó

Gn(Ψ) ≥ ‖W‖−1‖U‖−1Gn(Id : lm2 → lm∞) =

=

(
m− n+ 1

m

)1/2
‖W‖−1‖U‖−1.

Ñëåäîâàíèå ýòîé ñõåìå â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ãëàäêîñòè, êîãäà K = Ah, V =

Ah, ïðèâîäèò ê îöåíêå

Gn(Ψ : Ah → L(Ah, L2)) ≥ c · exp(−3nh),

êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíà õóæå îöåíêè èç Ëåììû 3.1. Ýòà óñòàíîâëåííàÿ â äèñ-
ñåðòàöèè îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íå óëó÷øàåìîé â ëîãàðèôìè÷å-
ñêîé øêàëå è äëÿ åå ïîëó÷åíèÿ ïðèøëîñü óñëîæíèòü ïðèâåäåííóþ ñõåìó,
îòêàçàâøèñü, âî-ïåðâûõ, îò êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ lm2 , l

m
∞ è çàìåíèâ

èõ ïðîñòðàíñòâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l2, l∞, à âî-âòîðûõ, âûáðàâ W è U
òàê, ÷òîáû îïåðàòîð UΨW áûë ëèøü äèàãîíàëüíûì. Ïðè ýòîì, âìåñòî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ãåëüôàíäà îïåðàòîðà âëîæåíèÿ íóæ-
íî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë äèàãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
ïðèâëåêàÿ òåîðèþ s - ÷èñåë òàêèõ îïåðàòîðîâ, èçëîæåííóþ íàïðèìåð, â ìî-
íîãðàôèè À.Ïè÷à "Îïåðàòîðíûå èäåàëû".

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà S(Xh) ðåøåíèé óðàâíåíèé èç êëàññà
Xh èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

γ1 ·BAh ⊂ S(Xh) ⊂ γ2 ·BAh, (7)
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ãäå ïîñòîÿííûå γ1, γ2, çàâèñÿò ëèøü îò α1, α2 è h. Íî òîãäà, èñïîëüçóÿ ïîëó-
÷åííóþ Â.Ì.Òèõîìèðîâûì îöåíêó ïîïåðå÷íèêà Àëåêñàíäðîâà è ñâÿçü ýòîãî
ïîïåðå÷íèêà ñ ïðåäòàáëè÷íûì ïîïåðå÷íèêîì, èìååì

∆n(S(Xh), L2) � ∆n(BAh,L2
) � exp(−

√
nh/2).

Ñðàâíèâàÿ ýòó îöåíêó ñ òåîðåìîé 3.2, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êëàññà
Xh èìååò ìåñòî îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå îñíîâîé
âîïðîñ îïòèìèçàöèè ñïîñîáîâ çàäàíèÿ èíôîðìàöèè. Èíûìè ñëîâàìè, èíôîð-
ìàöèîííàÿ ñëîæíîñòü óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ïîðÿäêó âûøå ñëîæíîñòè íåïîñðåä-
ñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè èõ ðåøåíèé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî êîðåííûì îáðàçîì
îòëè÷àåò àíàëèòè÷åñêèé ñëó÷àé îò ñëó÷àÿ êîíå÷íîé ãëàäêîñòè.

Â �4, ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû 3.2 äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåä-
ãîëüìà II ðîäà ñ ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè, çàâèñÿùèìè îò 2d è d ïå-
ðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî è ÿâëÿþùèõñÿ ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ ñëåäîì
íåêîòîðîé ãàðìîíè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå {(x, y) : x2 + y2 < 1} ôóíêöèè
íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ ∈ (0, 1). Äëÿ êëàññà Xρ,d òàêèõ óðàâíåíèé äîêàçàíà

Òåîðåìà 4.1.Äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

n

c1ρ
2d
√

(2d)!n(1+ε)/
√

2 ≤ rn(X
ρ,d) ≤ c2ρ

2d
√

(2d)!(1−ε)/
√

2,

ãäå ïîñòîÿííûå c1 è c2 íå çàâèñÿò îò d è n.

Ñîäåðæàíèå �5 ñâÿçàíî ñ îòâåòîì íà âîïðîñ, êàê èçìåíèòñÿ ñêîðîñòü óáû-
âàíèÿ ê íóëþ âåëè÷èíû rn(Xo), n→∞, äëÿ êëàññà Xo = Xr

exp óðàâíåíèé (5)
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè, èìåþùèìè ïî êàæäîé ïå-
ðåìåííîé ñóììèðóåìûå â êâàäðàòå Ψ - ïðîèçâîäíûå, ïðè Ψ(u) = exp(−ur).

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ïðè r > 0 è äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n

c1 exp

−
n(1 + ε)

dr

r/2
 ≤ rn(X

r
exp) ≤ c2exp

−
n(1− ε)

dr

r/2
 ,

ãäå ïîñòîÿííûå c1 è c2 íå çàâèñÿò îò n, à dr ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü

îò r. Ïðè r = 1 dr = 1, à ïðè r = 2, 3, dr = 2
2r−1

r
π

r sin π
r
.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ òî÷íûõ â ëîãàðèôìè÷å-
ñêîé øêàëå îöåíîê èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
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çíà÷åíèé ôèêñèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà íà ðåøåíèÿõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Ñëåäóÿ Ø.Õåéíðèõó, ìû áóäåì ãîâîðèòü â ýòîì ñëó÷àå îá èíôîðìàöè-
îííîé ñëîæíîñòè ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèîíàëà îò ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ íå ìåíåå àêòóàëüíà, ÷åì çàäà÷à
ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, èçâåñòíûé â
÷èñëåííîì àíàëèçå ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî îðèåíòèðîâàí ãëàâíûì îáðàçîì èìåí-
íî íà ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëîâ è, â ÷àñò-
íîñòè, èíòåãðàëîâ îò ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà.

Â �6 ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá èíôîðìàöèîííîé ñëîæíî-
ñòè ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1).

Ïóñòü χ - íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèî-
íàë, îïðåäåëåííûé íà ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E, â êîòîðîì
ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèÿ (1) èç êëàññà Xo = Ko × Vo. Ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó î ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ < χ, u > ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà
ðåøåíèè u óðàâíåíèÿ (1). Îïåðàòîð

Sχ : Xo → R = (−∞,∞),

îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

Sχ(k, f) =< χ, (I − Tk)
−1f >

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äîñòóïíà ëèøü äèñêðåòíàÿ èíôîðìàöèÿ âèäà (2)

îá óðàâíåíèè (1).
Ïîä àëãîðèòìîì ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ (χ, u) ôóíêöèî-

íàëà χ íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (1) ïî èíôîðìàöèè (2) áóäåì ïîíèìàòü ëþáîå
ïðàâèëî ϕ, ïî êîòîðîìó ÷èñëîâîìó âåêòîðó N(k, f) = (N1k,N2f) ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ϕ(N(k, f)) ∈ (−∞,∞), ðàññìàòðèâàåìîå â êà÷åñòâå ïðè-
áëèæåííîãî çíà÷åíèÿ < χ, u > .

Êàê è ðàíåå, ïðè ôèêñèðîâàííîì ñïîñîáå çàäàíèÿ èíôîðìàöèè N ÷å-
ðåç Φ(N) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ ϕ, èñ-
ïîëüçóþùèõ â êà÷åñòâå èíôîðìàöèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ (2) èç íàáîðà
N = (N1, N2).

Èíôîðìàöèîííàÿ ñëîæíîñòü ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èç êëàññà
Xo ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì èíôîðìàöèè

rn(Xo, χ) = inf
n:card(N)≤n

inf
ϕ∈Φ(N)

sup
(k,f)∈Xo

|Sχ(k, f)− ϕ(N(k, f))|
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è âåëè÷èíîé
compε(Xo, χ) = inf{n : rn(Xo, χ) ≤ ε},

ðàâíîé ìèíèìàëüíîìó îáúåìó ïðåäòàáëèö âèäà (2), ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëèòü
ñ òî÷íîñòüþ ε ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà χ íà ðåøåíèè ëþáîãî
óðàâíåíèÿ èç êëàññà Xo.

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î òî÷íûõ ïîðÿäêàõ âåëè÷èí rn(Xo, χ), compε(Xo, χ)

áûëè ïîëó÷åíû Ø.Õåéíðèõîì è Ê.Ôðàíê äëÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòî-
ðîãî ðîäà (5) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè êîíå÷íîé
ãëàäêîñòè. Ïðè ýòîì áûë âûÿâëåí èíòåðåñíûé ýôôåêò, êîòîðûé äëÿ ñëó÷àÿ
ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ïåðèîäó îò ðåøåíèÿ (5) ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè u(t) ïðèíàäëåæèò ñîáîëåâñêîìó ïðîñòðàí-
ñòâó W ν

2 , òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ ε èíòåãðàëà îò ýòîé ôóíêöèè òðå-
áóåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîðÿäêà ε−1/ν çíà÷åíèé u(t). Åñëè æå u(t) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà èç êëàññà Xν,µ (ÿñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
u(t) ∈ W ν

2 ), òî äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà îò u(t) ñ òî÷íîñòüþ ε äîñòàòî÷-
íî çàäàòü ïîðÿäêà ε−1/2ν × log(1

ε) çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ÿäðà è
ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî èíôîðìàöèîííàÿ ñëîæ-
íîñòü íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ðåøåíèé óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà ñ ÿäðàìè è
ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè êîíå÷íîé ãëàäêîñòè íèæå èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè
íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Âî âòîðîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèé Ôðåä-
ãîëüìà ñ àíàëèòè÷åñêèìè è ãàðìîíè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ìåñòî
ïðîòèâîïîëîæíûé ýôôåêò.

Ðàññìîòðèì ñïîñîá çàäàíèÿ èíôîðìàöèè N̄Qν
= (N̄1,ν, N̄2,ν), îïðåäåëÿ-

åìûé ñëåäóþùèìè íàáîðàìè èíôîðìàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ

N̄1,ν =
(
λj(k) =< χ, Tkej >, |j| ≤ ν, λi,j(k) = k̂(i, j), (i, j) ∈ Q̄ν

)
,

N̄2,ν =
(
σi(f) = f̂(i), |i| ≤ ν, σν+1(f) =< χ, f >

)
.

ãäå {ej}∞j=−∞ - îðòîíîðìèðîâàííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé áàçèñ, à

Q̄ν = {(i, j) : i, j ∈ Z, |i|+ |j| ≤ ν}.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèîíàë χ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ â L2, ò.å. < χ, u >= (χ, u), èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 8.2.
c√
n
· exp(−

√
2nh) ≤ rn(X

h, χ) ≤ c · exp(−
√

2nh),
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compε(X
h, χ) � log2(

1

ε
).

Îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå äëÿ êëàññà Xh ÿâ-

ëÿåòñÿ ñïîñîá çàäàíèÿ èíôîðìàöèè N̄Qν
ïðè ν = [(

√
2n− 1− 3)/2].

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé èç êëàññà Xh ñîäåð-
æèòñÿ â øàðå γBAh íåêîòîðîãî ðàäèóñà γ èç ïðîñòðàíñòâà Ah. Èçâåñòíî, ÷òî
ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòè ε äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
îò ôóíêöèè èç ýòîãî øàðà ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äîñòàòî÷íî
çíàòü ïîðÿäêà log(1

ε) çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû
8.2 ñëåäóåò, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êîíå÷íîé ãëàäêîñòè, äëÿ ïðèáëèæåííî-
ãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èç êëàññà Xh

(òî åñòü ïðè χ ≡ 1) ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ òðåáóåòñÿ ïðåäòàáëèöà ñóùå-
ñòâåííî áîëüøåãî îáúåìà compε(X

h, χ) � log2(1
ε) ÷åì ïðè íåïîñðåäñòâåííîì

âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.
Â �9 ïîëó÷åí ìíîãîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû 8.2 äëÿ ñëó÷àÿ óðàâíåíèé èç

ââåäåííîãî âûøå êëàññà Xρ,d.

Òåîðåìà 9.1. Äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

n

c1ρ
2d
√

(2d)!n(1+ε) ≤ rn(X
ρ,d, χ) ≤ c2ρ

2d
√

(2d)!n(1−ε),

ãäå ïîñòîÿííûå c1 è c2 íå çàâèñÿò îò n è d.

Åñëè ïåðâàÿ ïîëîâèíà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îöåíêàì èíôîðìàöèîííîé
ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ, òî âî âòîðîé ïîëîâèíå ðàáîòû
àêöåíò äåëàåòñÿ íà èññëåäîâàíèè àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè, ò. å. ìèíè-
ìàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàí-
íîé òî÷íîñòè.

Ãëàâà 3 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ òî÷íûõ ïîðÿäêîâûõ îöåíîê
èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñëàáî ñèíãóëÿðíûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

z(t) = Hz(t) + f(t) :=

=
π∫

−π

−a(t, τ)
π

· ln
∣∣∣∣∣2 sin

t− τ

2

∣∣∣∣∣ + b(t, τ)

2π

 z(τ)dτ + f(t) (8)

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè àíàëèòè÷åñêèìè è ãàðìîíè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
a(t, τ), b(t, τ), è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè f(t) êîíå÷íîé ãëàäêîñòè. Òàêèå óðàâ-
íåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê òèïó îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ñî ñãëàæèâà-
þùèìè îïåðàòîðàìè. Ïîýòîìó â �10 ïðèâîäèòñÿ ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ýòîãî
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òèïà óðàâíåíèé è óêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê ïî-
äîáíûì óðàâíåíèÿì.

Ïóñòü X - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à

Y0 = X ⊃ Y1 ⊃ Y2 ⊃ ... ⊃ Yν ⊃ ...

-øêàëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ñ êîíñòàíòîé âëîæå-
íèÿ åäèíèöà.

Áóäåì íàçûâàòü H ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì ïîðÿäà q, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî ν = 0, 1, 2, ..., H ∈ L(Yν, Yν+q).

Èç îäíîãî ðåçóëüòàòà Ã.Âàéíèêî èÞ.Ñàðàíåíà ñëåäóåò, ÷òî ïðè a, b ∈ Ah

èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð H èç óðàâíåíèÿ (8) ÿâëÿåòñÿ ñãëàæèâàþùèì îïåðà-
òîðîì ïîðÿäêà 1 ïî îòíîøåíèþ ê øêàëå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ W ν

2 .

Êðîìå òîãî, îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñëàáî-ñèíãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ (8) ñ êîýôè-
öèåíòàìè a, b ∈ Ah âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà è Ëàïëàñà.

Â �11 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ýòîé
ïîñòàíîâêè îò ïðèâåäåííîé â ïåðâîé ãëàâå ïîñòàíîâêè çàäà÷è îá èíôîðìàöè-
îííîé ñëîæíîñòè ñîñòîèò â äåòàëèçàöèè ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. Òàêèå äåòàëèçè-
ðîâàííûå àëãîðèòìû â òåîðèè èíôîðìàöèîííîé ñëîæíîñòè èíîãäà íàçûâàþò
ðåàëèçóåìûìè.

Èìååòñÿ ââèäó, ÷òî ñ êàæäûì àëãîðèòìîì ϕ ∈ Φ(N) ñâÿçàíî ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî Kϕ ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿåìûõ çíà÷åíèÿìè ÷èñëîâûõ ïàðà-
ìåòðîâ b1, b2, ..., bl. Ïðè òàêîì àëãîðèòìå ϕ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(1) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì η(b1, b2, ..., bl) ∈ Kϕ, à çíà÷åíèÿ bi íàõîäÿòñÿ â ðåçóëü-
òàòå âûïîëíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä êîìïîíåíòàìè
âåêòîðà èíôîðìàöèè (2). ×èñëî òàêèõ îïåðàöèé, òðåáóåìûõ ïðè àëãîðèòìå
ϕ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ η(b1, b2, ..., bi) ∈ Kϕ îáîçíà÷èì
÷åðåç cost{ϕ(N,H, f)}.

Ïîëîæèì
ΦL(N) = {ϕ : ϕ ∈ Φ(N), cost(ϕ) ≤ L}.

Ðàññìàòðèâàÿ àëãîðèòìû èç ΦL(N) åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî card(N) ≤
L. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àëãîðèòìû èç ΦL(N) íå èñïîëüçóþò âñþ èíôîðìàöèþ,
ïðåäñòàâëåííóþ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà (2).
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Âåëè÷èíà
EL(Xo) = inf

N :card(N)≤L
inf

ϕ∈ΦL(N)
e(Xo, ϕ)

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, êîòîðóþ ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü ïðè
ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé èç êëàññà Xo ñ ïîìîùüþ âñåâîçìîæíûõ
àëãîðèòìîâ, òðåáóþùèõ äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè âûïîëíåíèÿ íå áîëåå ÷åì L ýëå-
ìåíòàðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ, îïðå-
äåëÿþùèõ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ èíôîðìàöèè.

Ïîä ε - ñëîæíîñòüþ (àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ) çàäà÷è ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èç êëàññà Xo ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà

comp(ε,Xo) inf{L : EL(Xo) ≤ ε},

ðàâíàÿ ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äî-
ñòèæåíèÿ òî÷íîñòè ε íà êëàññå Xo.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψh,r êëàññ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûõ ñëàáî-ñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (8) ñ êîýôôèöèåíòàìè a(t, τ), b(t, τ) ñîîòâåòñòâåí-
íî èç øàðîâ αBAh, βBAh ïðîñòðàíñòâà Ah ñ ðàäèóñàìè α, β è ñâîáîäíûìè
÷ëåíàìè f(t) èç øàðà ηBW r

2
ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W r

2 ñ ðàäèóñîì η.

Äëÿ ñëàáî-ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âîïðîñ îá ε -ñëîæíîñòè
(àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè) èõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áûë â 1989 ãîäó
ïîñòàâëåí Ã.Ì.Âàéíèêêî. Â ñëó÷àå ìàëîé ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé è ñòåïåííîé îñîáåííîñòÿõ äâóñòîðîííèå îöåíêè ε - ñëîæíîñòè
òàêèõ óðàâíåíèé, îòëè÷àþùèåñÿ ïî ïîðÿäêó íà ëîãàðèôìè÷åñêèé ìíîæè-
òåëü, áûëè ïîëó÷åíû Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâûì, Ê.Øàðèïîâûì è Ê.Ìàõêàìîâûì.
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ñïîñîáû çàäàíèÿ èíôîðìàöèè, ïðèìåíåíèå êîòî-
ðûõ, íàïðèìåð, ê óðàâíåíèÿì âèäà (8) ñîñòîÿëî â èõ çàìåíå óðàâíåíèÿìè
ñ êîíå÷íîìåðíûìè îïåðàòîðàìè. Ïîñòðîåííûå íà áàçå òàêèõ ñïîñîáîâ çàäà-
íèÿ èíôîðìàöèè àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ôàêòè÷åñêè ñîñòîÿëî
â ýêîíîìíîì ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óïîìÿíóòûì óðàâíåíèÿì ñ êîíå÷íîìåðíûìè îïåðàòîðàìè.

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàññìîòðåííîì óêàçàííûìè âûøå àâòîðà-
ìè ñëó÷àå ìàëîé ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ a(t, τ), b(t, τ) ñëàáî - ñèíãóëÿðíûå
èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû óðàâíåíèé âèäà (8) íå ÿâëÿþòñÿ ñãëàæèâàþùèìè.
Êðîìå òîãî, âñÿêèé ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ (8) ê óðàâíåíèþ ñ êîíå÷íîìåð-
íûì îïåðàòîðîì îçíà÷àåò, ÷òî ê (8) ïðèìåíÿåòñÿ òîò èëè èíîé ïðÿìîé ìåòîä
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðåçóëüòàòîâ îäíîé ðàáîòû
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Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà è Ñ.Ã.Ñîëîäêîãî ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðÿ-
ìûõ ìåòîäîâ ðàçìåðíîñòè n íà êëàññå óðàâíåíèé ñî ñãëàæèâàþùèìè îïåðàòî-
ðàìè ïîðÿäêà 1, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ è èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû èç (8) â ñëó-
÷àå àíàëèòè÷åñêèõ èëè ãàðìîíè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, èìååò ïîðÿäîê n−r−1,

ãäå r - ãëàäêîñòü ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ èç (8). Ïîñêîëüêó ïðÿìîé ìåòîä ðàçìåðíî-
ñòè n ñâîäèòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé n× n, òî ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà, ïîñòðîåííîãî íà áàçå
ïðÿìîãî ìåòîäà, òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå n2 îïåðàöèé. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî òàêîé àëãîðèòì ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó ΦL(N) ïðè
L ≥ n2 è, ñ ó÷åòîì óïîìÿíóòîãî ðåçóëüòàòà Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà è Ñ.Ã,Ñîëîäêîãî,
îáåñïå÷èâàåò íà êëàññå Ψh,r òî÷íîñòü ïîðÿäêà O(n−r−1) = O(L−(r−1)/2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðåäòàáëè÷íîãî ïîïåðå÷íèêà êëàññà ðåøåíèé
∆L(S(Ψh,r), L2), îöåíèâàþùåãî âåëè÷èíó EL(Ψh,r) ñíèçó, â äèññåðòàöèè óñòà-
íîâëåíî, ÷òî

∆L(S(Ψh,r), L2) � L−r.

Òàêèì îáðàçîì, ñïîñîáû çàäàíèÿ èíôîðìàöèè è àëãîðèòìû, ïîçâîëèâ-
øèå óêàçàòü òî÷íûé â ñòåïåííîé øêàëå ïîðÿäîê ε - ñëîæíîñòè ñëàáî - ñèí-
ãóëÿðíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå ìàëîé ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ a(t, τ), b(t, τ),
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ñëîæ-
íîñòè óðàâíåíèé (8) ñ áåñêîíå÷íîäèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïîýòîìó â òðåòüåé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, ñîñòîÿùèé â òîì,
÷òî îò óðàâíåíèÿ (8) ìû ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ

z̃(t) = Hnz̃(t) + SLf(t) :=

=
π∫

−π

−an(t, τ)

π
· ln

∣∣∣∣∣2 sin
t− τ

2

∣∣∣∣∣ + bn(t, τ)

2π

 z̃(τ)dτ + SLf(t), (9)

ãäå SLf(t) - ÷àñòíàÿ ñóììà ïîðÿäêà L ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(t) ïî òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå, à an(t, τ) è bn(t, τ) - ÷àñòíûå ñóììû äâóìåðíûõ ðÿäîâ
Ôóðüå ôóíêöèé a(t, τ), b(t, τ) ñ íîìåðàìè ãàðìîíèê èç îïðåäåëåííîãî â ãëà-
âå II ìíîæåñòâà Q̄n. Çàìåòèì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (8) ïðèíàäëåæàëî êëàññó
Ψh,r, òî è (9) òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó êëàññó è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñî
ñãëàæèâàþùèì îïåðàòîðîì.

Õîòÿ (9) íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ êîíå÷íîìåðíûì îïåðàòîðîì, äëÿ ïå-
ðåõîäà îò (8) ê (9) òðåáóåòñÿ çíàíèå ëèøü êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé êîýôôè-
öèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé a(t, τ), b(t, τ) è f(t). Ñïîñîá çàäàíèÿ èíôîðìàöèè,
îïðåäåëÿåìûé íàáîðîì ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn,L.
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Â �13 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá îïòèìàëüíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíîãî ìåòîäà è íåêîòîðûõ åãî îáîáùåíèé íà êëàññå
óðàâíåíèé ñî ñãëàæèâàþùèìè îïåðàòîðàìè. Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû
äîïîëíÿþò èññëåäîâàíèÿ ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíîãî ìåòîäà, âûïîëíåííûå
ðàíåå À.Þ.Ëó÷êîé, Í.Ñ.Êóðïåëåì, Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâûì, èõ ó÷åíèêàìè è ïî-
ñëåäîâàòåëÿìè. Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì âèäà z = Hz + f îáîáùåííûé
ïðîåêöèîííî-èòåðàòèâíûé ìåòîä ñîñòîèò â èòåðàöèîííîì ïîñòðîåíèè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé z0 = f, z1, z2, ..., zk, ... ñîãëàñíî ôîð-
ìóëàì

zk = zk−1 +B(Hzk−1 − zk−1 + f), (10)

ãäå

B = Bm(P,H) =
m∑

j=0
Hj +Hm+1(I − PH)−1P,

à P - ïðîåêòîð íà íåêîòîðîå n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �13 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 13.2, â êîòîðîé ïîêàçàíî,

÷òî äëÿ êëàññîâ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà, îïåðàòîðû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñãëà-
æèâàþùèìè îïåðàòîðàìè ïîðÿäêà q ïî îòíîøåíèþ ê øêàëå ñîáîëåâñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ W ν

2 , îïòèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îáîáùåííûõ ïðîåêöèîííî-
èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ, ïîñòðîåííûõ íà áàçå âñåâîçìîæíûõ n-ìåðíûõ ïðîåê-
òîðîâ, ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ê íóëþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ñî çíàìåíàòåëåì µ � n−(m+1)q, ãäå m - ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé âèä îïåðà-
òîðà Bm(P,H). Îòìå÷àåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðè áîëüøèõ m ïðèìåíåíèå îáîáùåí-
íûõ ïðîåêöèîííî- èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ óðàâíåíèé ñî ñãëàæèâàþùèìè
îïåðàòîðàìè äàåò âûèãðûø ïî ÷èñëó òàê íàçûâàåìûõ P -îïåðàöèé â ñðàâíå-
íèè ñî ñëó÷àåì m = 0, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîé ñõåìå ïðîåêöèîííî-
èòåðàòèâíîãî ìåòîäà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ϕr
n,M , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî ïî-

ðÿäêó äëÿ êëàññà Ψh,r â ñìûñëå ñëîæíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû �13 î
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèîííî - èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ äëÿ óðàâíå-
íèé ñî ñãëàæèâàþùèìè îïåðàòîðàìè. Ïðè àëãîðèòìå ϕr

m,M ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8), (9) îïðåäåëÿåì ïîñëå 3r èòåðàöèé ïî ôîðìóëàì

z0 = 0, zk = zk−1 + (I − SmHnSM)−1(HnSMzk−1 − zk−1 + SLf),

k = 1, 2, ..., 3r.

Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû III ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 14.1.

comp(ε,Ψh,r) � ε−1/r

Ñïîñîá çàäàíèÿ èíôîðìàöèè Nn,L è àëãîðèòì ϕr
m,M ðåàëèçóþò îïòè-

ìàëüíûå ïîðÿäêè èíôîðìàöèîííîé è àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè êëàññà

Ψh,r ïðè

L � ε−1/r,M � ε−1/(r+1), n � h−1 · log(ε−1),m � ε−1/3r.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà óïîìÿíóòûé âûøå âîïðîñ
Ã.Ì.Âàéíèêêî äëÿ ñëàáî - ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïå-
ðèîäè÷åñêèìè àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîé
ñèíãóëÿðíîñòè. Áîëåå òîãî, äëÿ êëàññà Ψh,r òåîðåìà 14.1 ñîäåðæèò ïî-
ëîæèòåëüíûé îòâåò íà îñíîâíîé âîïðîñ îïòèìèçàöèè ñïîñîáîâ çàäàíèÿ
èíôîðìàöèè, ñôîðìóëèðîâàííûé â ãëàâå 1.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé êîòîðûå ïðèâåäåíû â ãëàâå 4
ñâÿçàíû (â òîì ÷èñëå) ñ òåìè ìåòîäàìè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé îïåðàòîðíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà, î êîòîðûõ ðå÷ü èäåò â ïàðàãðàôå 13 ãëàâû III.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì �15 ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà
ïîãðåøíîñòè ïðÿìûõ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé, âîçíèêàþùèõ â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà ôóíêöèé êðàåâûõ óñëî-
âèé ïðè ðåøåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ âèäà

y(r) +
r−1∑
i=0

pi(t)y
(i) = f(t).

(11)
y(i)(0) = y(i)(2π), i = 1, 2, ..., r − 1.

Ìåòîä ôóíêöèè êðàåâûõ óñëîâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøåíèå (11) èùåòñÿ
â âèäå ñâåðòêè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(t) ñ ôóíêöèåé Áåðíóëëè Dr(t). Ïðè
ýòîì u(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u(t) =
2π∫
0

 1

2π
− cρ0(t)−

1

π

r−1∑
i=0

pi(t)Dr−t(t− τ)

u(t)dτ + f(t), (12)

ãäå c - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè çàäà÷è (11) îòñóò-

ñòâóþò ïðîèçâîäíûå y(r−j), j = 1, 2, ..., s, ò.å. pr−j(t) ≡ 0, j = 1, 2, ..., s, à
îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû pi(t) è ñâîáîäíûé ÷ëåí f(t) èìåþò íà [0, 2π] íåïðå-
ðûâíûå è îãðàíè÷åííûå íåêîòîðûìè ôèêñèðîâàííûìè êîíñòàíòàìè βi ïðî-
èçâîäíûå äî ïîðÿäêà ν âêëþ÷èòåëüíî. Êëàññ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûõ è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ïðåäïîëîæåíèþ óðàâíåíèé (12) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψr,s,ν

β .
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Ïóñòü θN(Ψr,s,ν
β ) - ìèíèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü

ïðè ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ èç êëàññà Ψr,s,ν
β ñ ïîìî-

ùüþ ïðÿìûõ ìåòîäîâ, ñîñòîÿùèõ â çàìåíå èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç (12)
âñåâîçìîæíûìè îïåðàòîðàìè ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà N. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ψ âåëè÷èíà θN(Ψ) èññëåäîâà-
ëàñü ðàíåå â ðàáîòàõ Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà, Ø.Õåéíðèõà, Ý.Øîêà, Ñ.Ã.Ñîëîäêîãî,
À.Óðóìáàåâà è äð.

Â �15 óñòàíîâëåíà (Òåîðåìà 15.2.), ÷òî ïðè r = 2, 3, . . . , s = 1, 2, . . . , r −
1, ν = 0, 1, 2, . . . , s+ 1

θN(Ψr,s,ν
β ) � N−s−ν−1

è óêàçàí ïðÿìîé ìåòîä, ðåàëèçóþùèé îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ïîãðåøíîñòè.
Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå èç ðàáîò ïî ìåòîäó ôóíêöèè êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ
ïðÿìûõ ìåòîäîâ, ïðè êîòîðûõ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð èç (0.12) çàìåíÿåò-
ñÿ îïåðàòîðîì ðàíãà N, áûëè èçâåñòíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ëèøü ïîðÿä-
êà O(N−s−1). Êðîìå òîãî, â �15 ïîêàçàíî (Òåîðåìà 15.3, 15.4), ÷òî åñëè
èñïîëüçîâàòü óïîìÿíóòûé îïòèìàëüíûé ïî ïîðÿäêó ïðÿìîé ìåòîä â ðàì-
êàõ àïïðîêñèìàöèîííî-èòåðàòèâíûõ ìåòîäîâ òèïà ìåòîäà Øìèäòà è ìåòî-
äà Ñîêîëîâà, òî ïåðâûé áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèé èç êëàññà
Ψr,s,ν

β êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì O(N−s−1), à âòîðîé -
O(N−s−ν−1).

Â �16 ðàññìîòðåí íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûé êëàññ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñî ñãëàæèâàþùèìè îïåðàòîðàìè, âîçíèêàþùèõ ïðè îïèñàíèè ëèíåéíûõ
êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì. Èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè íàøèõ óðàâíå-
íèé, óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íèõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà (10) ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ, óêàçàííîé
â òåîðåìå 13.2, åñëè íåñêîëüêî èçìåíèòü ñõåìó îáîáùåííîãî ïðîåêöèîííî-
èòåðàòèâíîãî ìåòîäà. À èìåííî, åñëè âìåñòî îïðåäåëåííîãî ðàíåå îïåðàòîðà
Bm(P,H) â (0.10) ïîëîæèòü

B = B̄m(P,H) =
m∑

j=0
Hj +Hm+1(I − PH)−1,

òî ïîëó÷åííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ áóäåò ñõîäèòüñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì ïîðÿäêà O(n−(m+2)q).

Â �17 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîé ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé çàäà÷è λu − Hu = 0, ïðè êîòîðîì îïåðàòîð H çàìåíÿåòñÿ îïåðàòîðîì
êîíå÷íîãî ðàíãà H2n = PH + HP − PHP. Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ âïîëíå
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íåïðåðûâíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ H óïîìÿíóòûé ìåòîä èññëåäî-
âàëñÿ â ðàáîòàõ Ñ.Â.Ïåðåâåðçåâà è Æ.Ìûðçàíîâà. Â �17 ðåçóëüòàòû ýòèõ
èññëåäîâàíèé îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

îïóáëèêîâàíû â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ:

1. Àçèçîâ Ì. Àïïðîêñèìàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ// ÄÀÍ
Òàäæ.ÑÑÐ, ò.28, �3, 1985, ñ. 129-132

2. Àçèçîâ Ì. Àïïðîêñèìàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè//
Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðåòè÷åñêèì è ïðèêëàäíûì âîïðîñàì ìàòåìàòèêè.
-Êèåâ: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÑÑÐ, 1986. ñ.47.

3. Àçèçîâ Ì. Î ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ïî-
òåíöèàëà// Òðóäû ìàò. Èí-ò ÀÍ ÑÑÑÐ, ò.180, 1987, ñ.24-25.

4. Àçèçîâ Ì. Îá îäíîì ìåòîäå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé äëÿ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ// ÄÀÍ Òàäæ.ÑÑÐ,
ò.32, �5, 1989, ñ.289-292.

5. Àçèçîâ Ì. Ïðèáëèæåíèå a- ìåòîäîì ðåøåíèè îäíîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà // Òåçèñû äîêëàäîâ Âñåñîþç-
íîé øêîëû "Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè", ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ
Â.Ê.Äçÿäûêà. Ëóöê - Êèåâ, 1989, ñ.4.

6. Àçèçîâ Ì. Îá îäíîì ïðèìåíåíèå àïïðîêñèìàöèîííîãî ìåòîäà// ÄÀÍ
Òàäæ.ÑÑÐ, ò.33, �5, 1990, ñ.283-286.

7. Àçèçîâ Ì., Ïåðåâåðçåâ Ñ.Â. Áëåíäèíã -ñïëàéíû â ìîäèôèöèðîâàííîì
ìåòîäå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ// Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ïðè-
áëèæåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ. Òåçèñû äîêëàäîâ Ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ Í.Ï.Êîðíåé÷óêà. -Êèåâ, 1990, ñ.5.

8. Àçèçîâ Ì., Ðàäæàááåêîâ Ð. Ïðèáëèæåíèå à- ìåòîäîì ðåøåíèè îäíîé êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà// Äèôôåðåíöèàëü-
íûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ. - Äóøàíáå, 1991, ñ.3-9

9. Àçèçîâ Ì. Î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè îäíîé êðàåâîé çàäà÷è// ÄÀÍ
Òàäæ.ÑÑÐ, ò.34, �11, 1991, ñ.605-609.
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10. Àçèçîâ Ì. Îïòèìèçàöèÿ çàäàíèÿ èíôîðìàöèè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèè
Ôðåäãîëüìà ñ ãàðìîíè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè// Èçâ.ÀÍ ÐÒ, - îòäåëå-
íèå ôèç-ìàò., õèì. è ãåîëîã.íàóê, ò.124, �3-4, 1994, ñ.15-24

11. Àçèçîâ Ì. Èíôîðìàöèîííàÿ ñëîæíîñòü óðàâíåíèè Ôðåäãîëüìà ñ àíàëè-
òè÷åñêèìè ÿäðàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè// Òåçèñû äîêëàäîâ Ìåæäóíà-
ðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ ïðèáëè-
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