Kapitola 1

Grupy

1.1 MnozZiny s jednou binarni operaci
Pripomenme nékolik pojmii.

1.1.1 Grupoid. Binarni operace na mnoziné S je kazdé zobrazeni mnoziny
vSech usporadanych dvojic S x S do mnoziny S. Binarni operace budeme znacit
bud -, nebo +, o, x atd. (Prvkium x,y bindrni operace o pfifazuje prvek z o y.)

Dvojice (S,0), kde S je mnozina a o je bindrni operace na S, se nazyva
grupoid.

1.1.2 Pologrupy. Mame dinu binarni operaci o na mnoziné S. Jestlize pro
kazdé xz,y, z € S plati

zo(yoz)=(roy)oz (1.1)
nazyvé se mnozina S spolu s bindrni operaci o pologrupa.

Vlastnosti 1.1 fikdme asociativni zédkon. Pologrupa je tedy kazdy grupoid,
ktery splnuje asociativni zakon.

1.1.3 Jednotkovy (neutralni) prvek. Mame déan grupoid (5, o). Prvek e €
€ S se nazyva jednotkovgm (téZ neutrdlnim) prvkem pravé tehdy, kdyz

eox=x=xo0e prokazdézx € S. (1.2)
O neutralnim prvku mluvime, jestlize se operace znaéi + a fikdme ji s¢itani.

Znacime-li operaci podobné jako néasobeni, mluvime castéji o jednotkovém
prvku.

1.1.4 Monoidy. Pologrupa se nazyva monoid, mé-li jednotkovy prvek. Mo-
noid obvykle znacime (5, o, e), kde e je jednotkovy prvek pologrupy (.5, o).

1.1.5 Invertibilni prvky. Mg&me dén monoid (S, o,¢). Rekneme, ze prvek
a € S je invertibilni, jestlize existuje prvek y € S takovy, ze

aoy=e=vyoa.
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2 [100219-1544] Kapitola 1. Grupy

1.1.6 Inversni prvek. Je ddn monoid (S,o0,e) a invertibilni prvek a € S.

Pak prvek y spliujici 1.1.5 je urcen jednoznacné a nazyvame jej inversni prvek

k prvku a a znacime jej a™?.

1.1.7 Grupy. Monoid (S, o, e) se nazyva grupa, jestlize kazdy prvek je inver-
tibilni; tj. ke kazdému prvku a € S existuje inversni prvek a~!.

1.1.8 Tvrzeni. V kazdém monoidu (S, o,e) plati:
1. Jednotkovy prvek e je invertibilni a e=! = e.

2. Je-li a invertibilni prvek, pak také a~! je invertibilni prvek a plati
(et =a.

3. Jsou-li a,b € S dva invertibilni prvky, pak také a o b je invertibilni prvek
a plati
(aob)yt=b"toa "t

1.1.9 Podgrupa invertibilnich prvka. Je ddn monoid (S, o, e). Ozna¢me
N podmnozinu S tvofenou vSemi invertibilnimi prvky monoidu (S, 0,e). Pak
plati:

e N obsahuje e,
e o je operace na mnoziné N,

e (N,o,e) je grupa.

1.2 Grupy

1.2.1 Tvrzeni. Je ddna grupa (G,o,e). Pak pro kazdé dva prvky a,b € G
existuji jednoznac¢né prvky z,y € G takové, ze

aoxr=>b a yoa="o.
Jinymi slovy, kazda rovnice tvaru aox = b a y o a = b je jednozna¢né tesitelna.

1.2.2 Véta. Pologrupa (S,0) je grupou pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva
prvky a,b € S existuji prvky =,y € S takové, ze

aor=b a yoa=h.

Jinymi slovy, pologrupa je grupou pravé tehdy, kdyz kazda rovnice tvaru aox =
=ba yoa=>bma feseni.

1.2.3 Komutativni pologrupa, monoid, grupa. Pologrupa, monoid, grupa
se nazyva komutativni, jestlize plati tzv. komutativni zdkon, tj. pro kazdé dva
prvky x,y plati

roy=youx.

Komutativni grupa se téZ nazyvéa Abelova grupa.
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1.2.4 Vé&ta. Je déna konecné grupa (G, o, ) s jednotkovym prvkem e takové,
ze G ma n prvka. Pak pro kazdy prvek a € G plati

a =e,

kde a® =aoao...oa (prvek a ,nasobime“ n-krat sam se sebou).
2

1.2.5 Zbytkové t¥idy modulo n. Je dano pfirozené ¢islo n > 1. Pro kazdé
1=0,1,...,n — 1 oznaCme

[i)n = {i + kn|k € Z}.

Jinymi slovy, mnozina [i],, je mnozina vSech celych ¢&isel, jejichz zbytek pfi déleni
Cislem n je i.
Poznamenejme, ze mnozinam [i],, se fikd zbytkové tridy.
Na mnoziné Z,, = {[0],, [1]n,.-.,[n — 1],} definujeme bindrni operace & a
® predpisem
[a]n @ [b]5 = [c]n,

kde c je zbytek pfi déleni ¢isla a + b ¢islem n. Podobné

kde d je zbytek pii déleni ¢isla a - b ¢islem n.

1.2.6 Tvrzeni.
e (Z,®,[0],) je komutativni grupa.

o (Z,,0,[1],) je komutativni monoid, ktery nikdy netvofi grupu, protoZe
prvek [0],, neni invertibilni.

e Jestlize n je prvocislo, kazda zbytkova t¥ida kromé [0],, je invertibilni prvek
V (Zn, ®©, [1]n).

1.2.7  Podle 1.1.9 v8echny invertibilni prvky monoidu (Z,,®,[1],) tvoii
grupu; tuto grupu znacime (Z%, ®, [1],) a nazyvame grupou snvertibilnich proki
(Zn, ©, [1]n)-

1.2.8 Eulerova funkce. Je dano pfirozené c¢islo n. Pak hodnota Eulerovy
funkce (n) je rovna poctu vSech pfirozenych ¢isel ¢, 0 < i < n, kterd jsou
nesoud€lna s ¢islem n.

Tedy napi. ¢(6) = 2, protoze mezi 0 a 6 jsou pouze dvé nesoudélnd ¢isla s 6
atolah.

Poznamenejme, Ze grupa invertibilnich prvka (Z7, ®,[1],) ma pfesné ¢(n)
prvku.

1.2.9 Vlastnosti Eulerovy funkce.
1. Je-li p prvoéislo, pak ¢(p) =p — 1.
1

2. Je-li p prvoéislo, pak p(p*) = p* — pF~L.

3. Jestlize n a m jsou nesoudélnd ptirozend ¢isla, pak p(nm) = p(n) - p(m).
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1.2.10 Euler - Fermatova véta. Je dano prirozené ¢islo n > 1. Pak pro
kazdé celé ¢islo a nesoudélné s n plati

a?™ =1 (modn).
Véta je piimym disledkem 1.2.4, 1.2.7 a 1.2.8.

1.2.11 Poznamka. Jestlize ¢islo n je prvodéislo, pak ¢(n) = n—1 a predchozi
véta se nazyva Mald Fermatova véta.

1.3 Cinska véta o zbytcich

Pripomenme, Ze pracujeme-li se zbytkovymi tfidami modulo n, pracujeme
vlastné s ekvivalenci modulo n, kterou jsme mohli definovat jednim z nésle-
dujicich zpusobu: Je dano prirozené c¢islo n > 1.

e a =b (modn), pravé tehdy, kdyz jejich rozdil a — b je délitelny ¢islem n;
e a =b (modn), pravé tehdy, kdyz a = b + kn pro né&jaké celé ¢islo k;
e a =b (modn), pravé tehdy, kdyz a i b maji stejné zbytky pii déleni n.

Uvédomme si, ze dvé celd cisla a, b patfi do stejné zbytkové tiidy modulo n
pravé tehdy, kdyz a = b (mod n). Proto nap¥. rovnice [a], - [z], = [b], odpovida
vztahu a - © = b (mod n).

1.3.1 Cinska véta o zbytcich. Jsou dana pfirozena &isla mq, ma, ..., ms
po dvou nesoudélna. Pak pro libovolna cela ¢isla a1, as, . . . , aj existuje celé ¢islo
x takové, ze
T
T

ay (mod my)
as (mod ms)

(1.3)

x = ay (modmy)

Jestlize né&jaké celé ¢éislo y také spliiuje 1.3, pak nutné x = y (mod N), kde N
je soucin vSech m;, tj. N =mq -msg ... - my.

1.3.2 Nalezeni z splnujici 1.3. Staci najit celd ¢isla qq, qo, ..., qr takova,
ze pro kazdé i = 1,2,..., k plati

¢; = 1(modm;) a ¢; = 0(modm;) pro j # i. (1.4)
Pak nami hledané ¢islo x bude mit tvar:
r=a1q1+a2q2+ ...+ aggk-

Cisla q1, g2, ..., qx nalezneme napt. takto (pro jednoduchost ukéazeme, jak
najdeme ¢islo ¢q, ostatni se hledaji analogicky): Utvofime éislo My = mg - mg -
-...-myg. Protoze jsou ¢isla m1, ma, ..., my po dvou nesoudélné, jsou nesoudélna
i ¢isla my a M;. Proto (podle Bezoutovy véty) existuji celd ¢isla ¢ a to takova,
ze

mq -ty + My -ty = 1.
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Nyni ¢islo g1 = M -t ma pozadované vlastnosti. Ano, M -to je délitelné vSemi
m; proi #1a M -to = 1 (modmy).

(Uvédomte si, ze ¢islo ¢y je vlastné inversni prvek k ¢islu My v (Zp,, ©)).

1.3.3 Vyuziti Cinské véty o zbytcich pro vypocet Eulerovy funkce.
V 1.2.8 jsme si uvedli nasledujici vlastnost Eulerovy funkce p(n):

Jestlize n a m jsou nesoudélnd piirozend ¢isla, pak ¢(n-m) = ¢(n) - p(m).
S vyuzitim Cinské véty o zbytcich se o této vlastnosti méizeme presvédcit.

Pro jednoduchost zjednodusime znaceni zbytkovych t¥id: budeme psat Z,, =
= {0,1,...,n — 1} misto zdlouhavého Z, = {[0].,[1]n,...,[n — 1]} a déle
budeme psat + a - misto & a ©. Pfitom budeme mit na paméti, Ze mluvime-li
o s¢itani a nasobeni v Z,, jedna se vzdy o operace se zbytkovymi tiidami a ne
operace s celymi Cisly.

Méame dano piirozené ¢islo n - m, kde n a m jsou nesoudélnd cisla. Pak
Zpm =10,1,....0-m—1}, Z, ={0,1,...,n— 1} a Z,,, = {0,1,...,m — 1}.
Cinska véta ndm nyni dava jednoznaéné pfifazeni

a — (an,am),

kde a,, je zbytek pti déleni ¢isla a ¢islem n, a,, je zbytek pti déleni ¢isla a ¢islem
m. Jedné se tedy o vzajemné jednoznac¢né zobrazeni

f: Zn~m — Zn X Zm

7Z vlastnosti kongrunence modulo vime, ze jestlize

a +—— (al,ag,...,ak),
b — (bl,bg,...,bk),

pak také plati
ab —— (a1by,azby, ... a;bg). (1.5)

Jedna se tedy o vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi invertibilnimi prvky Zi,.,,
a dvojicemi invertibilnich prvkd Z, a Z,,, nebot 1 — (1,1) aproa-b =1 je
(an b, am b)) = (1,1). Proto dostavame vzajemné jednoznacné zobrazeni

1z, —Z xZ;,.

Navic, pocet prvka ZZ . je ¢(n - m), obdobné podet prvki Z* je ¢(n) a podet
prvki Z7, je ¢(m). Proto

m
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1.4 Podgrupy

Neforméalné fefeno, podgrupa je podmnoZina grupy, kterd je uzaviena na
vSechny tii operace: o, e a tvorbu inverznich prvki.

1.4.1 Znaceni. Pro jednoduchost budeme v dal$im textu znacit jednotkovy
prvek grupy jako 1. Grupa tedy bude trojice (G, o,1). Budeme-li mit na mysli
celou trojici, budeme ji znacit G, mnozinu prvka grupy G vzdy znacime G.

1.4.2 Podgrupa. Mame dénu grupu (G, o,1) (kde inversni prvek k prvku a
znac¢ime a~1). Rekneme, Ze podmnozina H C G spolu s operaci o tvoii podgrupu
grupy (G, o,1) pravé tehdy, kdyz

1. Pro kazdé dva prvky x,y € H je x oy € H, (tj. mnozina H je uzaviena
na operaci o).

2. 1€ H, (tj. mnozina H je uzaviena na jednotkovy prvek).

3. Pro kazdé z € H je = € H, (tj. mnozina H je uzaviena na tvorbu
inversniho prvku).

(V tomto pifipadé mnoZina (H,o,1) je také grupa.)

1.4.3 Priklady podgrup.
1. Mnozina v8ech sudych pfirozenych éisel S tvori podgrupu grupy (Z, +,0).

2. Mnozina vSech ¢tvercovych matic, jejichz determinant je roven 1, tvorii
podgrupu grupy (R, -, E), kde R,, je mnoZzina v8ech reguldrnich étverco-
vych matic a - je ndsobeni matic.

3. Mnozina v8ech kladnych redlnych ¢isel tvoii podgrupu grupy (R\ {0},-,1)
vsech nenulovych redlnych ¢isel, kde - je nasobeni realnych ¢isel.

4. Mnozina vS8ech komplexnich cisel, jejichz velikost je 1, tvori podgrupu
grupy (C,-,1), kde C je mnozina vSech nenulovych komplexnich ¢isel a
- je nasobeni komplexnich ¢isel.

1.4.4 Trividlni podgrupy. Kazdé grupa (G,o,1) mé aspoii dvé podgrupy;
jedna je tvofena mnozinou obsahujici pouze jednotkovy prvek {1} a druhd celou
mnozinou G. Témto podgrupam se fika trividlni podgrupy.

1.4.5 Poznamka. Casto se ¥ika, Ze mnozina H C G je podgrupa grupy G,
misto presného H tvori podgrupu grupy G. Je to v pripadé, kdy je z kontextu
jasné o jaké operace se jedna. I my tuto konvenci budeme pouzivat.

1.4.6 Véta. Je ddna konecnd grupa (G,o,1) a jeji podgrupa H. Pak pocet
prvka H déli pocet prvka G.
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1.4.7 Nastin zduvodnéni véty 1.4.6. Ozname n = |G| a k = |H|. Pro
kazdé g € G vytvofime mnozinu go H = {go x|z € H}. Pro rtiznd ¢1,92 € G
jsou mnoziny ¢g; o H a g3 o H bud stejné nebo disjunktni. Protoze g € go H a
tudiz kazdy prvek G lezi v nékteré mnoziné g o H, tvoii {go H | g € G} rozklad
mnoziny G.

Vsechny mnoziny g o H maji stejny pocet prvki, navic protoze 1o H = H,
je tento pocet roven k. Je tedy mnozina G o n prvcich rozdélena na nékolik
mnozin o k prvcich, proto k déli n. (Uvédomte si, Ze riznych mnoZin g o H je
presné n/k.)

1.4.8 Poznamka. Pro podpologrupy dané pologrupy podobna véta neplati.

1.4.9 RAd grupy. Mé&jme koneénou grupu G = (G, o,1). Pak pocet prvki
mnoziny G se nazyva rdd grupy G.

Véta 1.4.6 mohla znit také takto: Rad libovolné podgrupy dané grupy G déli
rad grupy G.

1.4.10 Méjme koneénou grupu (G, o, 1) a zvolme jeji prvek a € G. Oznacme
a' soulin i-krat prvku a sama se sebou, pfesnéji

Utvorfime mnozinu

{a,a? d®,...,a", .. }.

Protoze G je kone¢na mnoZina, musi existovat 4, j takové, Ze i # j a a' = a’.
Mizeme predpokladat, ze i < j, tj. Ze jsme jako ¢ oznacili ten mensi exponent.
Protoze pracujeme v grupé, existuje inversni prvek k prvku a, tj. existuje a=!
takové, ze "' oa = 1. Tedy a' = o’ implikuje ! = a1, atd. az 1 = a7 ~%.

Ozna¢me r(a) to nejmensi kladné pfirozené ¢islo, pro které a’(@) =1,

1.4.11 Podgrupa generovani prvkem. Méjme konec¢nou grupu (G,o,1)
a jeji prvek a € G. Mnozina

{a,d?,... ,a"(@ = 1}
kde r(a) je definovdno v 1.4.10 tvofi podgrupu, kterd se nazyva podgrupa
generovand prvkem a a zna¢ime ji {a).
Cislo r(a) se nazyva 7dd prvku a. Uvédomte si, Ze se vlastné jednd o fad

podgrupy (a).

1.4.12 Tvrzeni. Méjme kone¢nou grupu (G,o,1) o n prvcich. Pak fad kaz-
dého prvku a € G déli fad grupy (G, o, 1).

1.4.13 Véta. Mé&jme konecnou grupu (G,o,1) o n prvcich. Pak pro kazdy
jeji prvek a € G plati
a” = 1.
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1.4.14 Poznamka. I v pfipadé nekoneéné grupy G = (G,o,1) definujeme
podgrupu generovanou prvkem a € G a to takto:

(a) = {a'|i € Z}, (1.6)

kde a® = 1 a a=® = (a™!)’. Neni tézké se piesvédcit, ze mnozina (1.7) je i v
tomto p¥ipadé podgrupou grupy G = (G, o, 1).

1.4.15 Generator grupy. Je ddna grupa G = (G,o,1). Jestlize pro prvek
a € G plati, ze (a) = G, pak se prvek a nazyva generdtor grupy G.

1.4.16 Cyklicka grupa. Kazda grupa, kterd ma generator se nazyva cyk-
lickd grupa.

Poznamenejme, Ze o cyklické grupé mluvime i v pfipadé, Ze se jedna o
nekonecnou grupu.

1.4.17 Priklady.

1. Pro kazdé pfirozené ¢islo n > 1 je grupa (Z,,+,0) cyklickd grupa s
generatorem 1.

*

2. Pro kazdé prvocislo p je grupa (Z;, -,

neni vzdy jednoduché.

1) cyklickd grupa. Najit jeji generator

3. Grupa (Z},-,1) neni cyklicka; sklada se ze ¢tyr prvka: Z§ = {1,3,5,7} a
32=1,52=1am=1.

4. Grupa (Z,+,0) vSech celych ¢isel se s¢itanim je nekoneénd cyklickd grupa
s generatorem 1.

1.4.18 Pozorovani. Konecnd grupa G = (G, 0,1) fadu n (tj. o n prvcich) je
cyklicka pravé tehdy, kdyz v ni existuje prvek fadu n.

1.4.19 Tvrzeni. Je ddna konefnd grupa G = (G,0,1) a jeji prvek a € G.
Cislo 7 je fad prvku a pravé tehdy, kdyz plati nasledujici dvé podminky

1.a" =1
2. jestlize a’ = 1 pro n&jaké kladné celé &islo ¢, pak r déli t.

Toto tvrzeni jsme mohli formulovat také takto: Rad prvku a je takové &islo
r > 0, pro né&jz plati:

a' =1 pravé tehdy, kdyz t=k-r pro néjaké k € Z.

1.4.20 Tvrzeni. Méjme koneénou grupu G = (G,0,1) a prvek a € G fadu
r(a). Pak prvek a' m4 fad:

r(a') = ———
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1.4.21 Podgrupa generovana prvkem v obecnych grupach. Pro ko-
necné grupy G jsme definovali podgrupu generovanou prvkem a € G. To mu-
Zeme udélat 1 v pfipadé nekoneénych grup. Je ddna (obecnd) grupa } = (G, o0,1)
a prvek a € G. Podgrupa generovana prvkem a je

(a) = {a"|i € Z}, (1.7)

kde a® =1 a a~% = (a~!). Neni té7ké se presvédcit, ze tato mnozina také tvoii
podgrupu grupy G.

1.4.22 Poznamka. Jestlize pro prvek a existuji celd ¢isla i # j takova, Ze
a’ = a’, pak (a) je koneéna a ma tvar jaky je uveden v 1.4.11. Pro nekone¢né
grupy vSak takova celd ¢isla nemusi existovat a mnoZna (a) je v takovém pfipadé
nekone¢nd. Staci si uvédomit, Ze pro grupu (Z,+,0) plati (1) = Z.

1.4.23 Pojmy generator grupy a cyklicka grupa se pouzivaji i pro nekonecné
grupy. Tedy napt. grupa (Z, +,0) je cyklickd a mé generator 1.

1.4.24 Véta. Je-li p prvocislo, pak grupa Zj je cyklicka grupa.

1.4.25 Tvrzeni. Mé&me koneénou grupu G = (G,0,1) a prvek a € G fadu
r(a). Pak prvek a' m4 fad:

; r(a)
r(a') = .
(a") ged(r(a), )

1.4.26 Pozorovani. Predchozi véta ndm dava navod, jak spocitat fady vSech
prvkil b z podgrupy (a). O podgrupé (a) vime, Ze je cyklické a a je jeji generétor.
Mizeme proto na kazdy prvek b € (a) pouzit tvrzeni 1.4.25. Specidlng, zndme-li
generator cyklické grupy, mizeme spocitat fady vsech prvku této grupy.

1.4.27 Dausledek. Méjme koneénou cyklickou grupu G = (G,0,1) o n prv-
cich. Pak G mé o(n) generatort.

Divod: Oznaéme a néktery generator grupy G. Pak a' je také generator G
pravé tehdy, kdyz je i nesoudélné s n.

1.4.28 Tvrzeni. Méjme konecnou cyklickou grupu G = (G, 0,1) o n prvcich.
Pak pro kazdé ¢islo d, které déli n existuje podgrupa G o d prvcich.

Duvod: Ozna¢me a néktery generator grupy G. Pak hledana podgrupa je
podgrupa generovana prvkem a”, kde k = FERIE

(a®y = {a*,a?* ... a®* =1}.

1.4.29 Poznamka. Konecné cyklickd grupa mé vSechny podgrupy cyklické,
a to vyse uvedeného tvaru.

Divod: Méjme cyklickou grupu s generatorem a. Vezméme dva prvky této
grupy, Feknéme o’ a a’. Podgrupa, kterd tyto prvky obsahuje, obsahuje téz
vBechny prvky tvary a**17Y, kde z a y jsou libovolna cela ¢isla. Z Bezoutovy véty
vime, Ze rovnice ix + jy = k mé celociselné feseni pravé tehdy, kdyz nejvétsi
spolecny délitel ¢isel 7 a j déli ¢islo k. Odtud plyne, Ze nejmensi podgrupa
obsahujici prvky a’ a a je (a?), kde d je nejvétsi spoleény délitel &isel i a j.
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1.4.30 Tvrzeni. Pro kazdé pfirozené ¢islo n > 1 plati

1.5 Reseni rovnic 2" =1
Vyuzijeme znalosti, které mame o fadech prvkia v koneéné grupé, k reseni rovnic
zF =1 (1.8)

1.5.1 Pozorovani. Méjme koneény monoid M = (M, o,1). Pak prvek g € M
je TeSenim rovnice (1.8) pravé tehdy, kdyz je prvkem podgrupy G invertibilnich
prvkid monoidu M a jeho fad v G déli ¢islo k. Znamend to, Ze rovnici umime
vytesit, jsme-li schopni najit vSechny prvky podgrupy invertibilnich prvk,
jejichz tad déli k.

My tento problém vyfesime v koneénych cyklickych grupéch (zndme-li gene-
rator této grupy) a v monoidech (Z,, -, 1) pro ta n, kterd jsou sou¢inem rtiznych
prvoéisel. (Poznamenejme, Ze takovym ¢islt se v angli¢ting ¥ikd ,square free“.)

1.5.2 ResSeni ¥ = 1 v cyklické grupé. Méjme kone¢nou cyklickou grupu
G = (G,0,1) o n prvcich a ozna¢me a néktery jeji generator. Jestlize k déli n,
pak rovnice (1.8) méa pravé k feseni a totiz vSechny prvky podgrupy (a?), kde
n==k-d.

Jestlize k nedéli n, ozna¢me d = ged(k,n). Nyni d déli n a rovnice (1.8) ma
pravé d feseni a to viechny prvky podgrupy (a!), kde n =1 - d.

1.5.3 Poznamka. Resit rovnice ¥ = 1 jsme schopni i v koneénych grupéch,
které nejsou cyklické. Resenim jsou viechny prvky grupy, jejichz rad déli &islo k.
V pripadé cyklickych grup vime kolik feseni je a umime vSechna feSeni snadnéji
najit.

1.5.4 ReSenizF=1v Zy, kde p je prvocislo. Protoze pro kazdé prvocislo
p je grupa (Zy, -, 1) cyklickd (uvédomte si, Ze se jedné o podgrupu invertibilnich
prvki monoidu (Z,, -, 1)), mé kazda rovnice (1.8) d fefeni v (Z;, -, 1), a tedy i v
(Zp,-), kde

d =ged(p —1,k).

Problém vytesit tuto rovnici se tedy redukuje na problém nalezeni nékterého

prvku a grupy (Zy,-, 1), fddu 7(a) = d. Pak podgrupa (a) tvoii vSechna Tesenf

rovnice 2% =1 v (Z,, -, 1).
1.5.5 ResSeni z*¥ =1 v Z, pro n square free. Piedpoklidejme, ze

n=pi-p2:..-.'Pm,

kde p1,po, ..., pm jsou rizna prvoéisla. Pak z Cinské véty o zbytcich 1.3.1 mame
vzédjemné jednoznacny vztah

Ly, > Lipy X Lipy X .. X L,
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Jestlize
x < (a1,a2,...,0m)

Yy < (bl,bg,...,bm)

pak
x-y < (ay-b1,az ba,...,am  by),

kde a;q - by je sou€in v Zj,,, az - by je souin v Z,,, az a, - by, je sou€in v Z,, .

Navic,
1 < (1,1,...,1).

Proto invertibilnimu prvku z v Z, odpovidd m-tice invertibilnich prvka v
jednotlivych Z,,. Presnéji: jestlize x je invertibilni prvek v Z,,, pak

x o (a1,a2,...,4m),

kde a; je invertibilni prvek v Z,,, as je invertibilni prvek v Z,,, az a, je v
invertibilni prvek v Z,, .

A naopak, jestlize a; je invertibilni prvek v Z,,, as je invertibilni prvek v
ZLp,, a7 ap, je v invertibilni prvek v Z,, , pak prvek z, pro néjz

x < (a1,a2,...,am)
je invertibilni prvek v Z,.
Jedna se tedy téz o vzajemné jednoznacny vztah
* * * *
Ly Ly X Ly X . X Ly

Obdobné kazdé Feseni rovnice 2¥ =1 v Z, jednoznacné odpovida m-tici feseni
. k _ v
rovnice 2% = 1V Zy,, Lp,, 32 ZLyp,,.

Proto fesime rovnici ¥ = 1 nejprve ve viech Zp, pro i =1,2,...,m. Jestlize
existuje d; feseni zF =1v L, , do TeSeni v Zy,, az d,, feseni v Z,,  , pak pocet
feSeni této rovnice v Z,, je dy - ds - ... dp,.

Vsechna Fefeni v Z, najdeme napf. postupem popsanym v dikaze Cinské
véty o zbytcich.
1.5.6 Obdobné miizeme fesit i jiné rovnice, napt. ¥ = = v Z,, kde n je
square free.
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1.5.7 Milleruv test prvociselnosti. Uvedeme pravdépodobnostni algorit-
mus, ktery pro dané velké liché ¢islo zjistuje, zda se jednd o prvodislo nebo o
¢islo slozené.
Vstup: Velké liché ¢islo n.
Vystup: Odpovéd ,,prvocislo” nebo ,slozené ¢islo*.

1. Vypoéteme n — 1 = 2L m, kde m je liché.

2. Vybereme ndhodné ¢islo a € {1,...,n — 1}.

3. Spocitdme a™ (modn). Jestlize

m:

a™ = 1(modn), stop, vystup ,prvocislo“.

I v 4 z V7 4 2
4. Opakovanym povysovanim na druhou poéitdme a>™ ( rm

2lm(

modn), a modn),

, a mod n). Jestlize
a?m # 1(modn), stop, vystup ,slozené“.

e . vz w7 z v k v
5. Oznaéme k nejmensi &islo takové, ze a®> ™ = 1 (mod n). Jestlize

2= (modn) stop, vystup ,prvocislo“.

Jestlize .
a® ™ # —1(modn) stop, vystup ,slozené“.

1.5.8 Tvrzeni. Jestlize Milleriiv test prvociselnosti da vystup ,slozené“, pak
je n slozené ¢islo. Jestlize Millertv test prvociselnosti da vystup ,prvocislo”, je
n prvocislo s pravdépodobnosti alespont 50 procent.

1.5.9 Neni tézké ukazat, ze Millertiv test prvociselnosti nemuze pro prvocislo
dat odpoved slozené.

Piedpokladejme, ze n je prvoéislo. Pak ¢(n) = n — 1 a kazdé a vybrané v
kroku 2 je invertibilni. Tedy a”~! = 1 v Z,, a algoritmus nemohl skoné¢it v kroku
4.

V kroku 5 mé &slo b = a2 '™ tu vlastnost, ze b> = 1. V grupé (Z%,-, 1)
existuji pouze dva prvky, které povysené na druhou daji jednicku — a to 1 a
—1.

1.5.10 Ovéfit druhou ¢ast tvrzeni, tj. ze v pfipadé, Ze n je slozené ¢islo pro
alespori polovinu ¢isel a z kroku 2 dostaneme sprévnou odpovéd, neni obtizné
pro v8echna sloZend ¢isla kromé tzv. pseudoprvodisel (nékdy téz nazyvanych
Carmichaelova ¢isla). Slozené ¢islo je pseudoprvodislo, jestlize pro kazdé a € Z7
plati ¢! = 1.

Divod: Spatnou odpovéd ,,prvoéislo® miizeme dostat pouze v piipadé, kdy
pro nadhodné zvolené ¢islo a v kroku 2 plati a”~! = 1(modn) (a to jesté ne
vzdy). VSechna takova ¢isla a tvofi podgrupu K grupy (Z%,-,1). Jestlize K #
# 77, pak tad K déli rad Z7, tj.

1

1
K] < 5123 < 5 12l
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Tedy téch ¢isel a v kroku 2, pro kterd dostaneme Spatnou odpovéd, je méné nez

polovina.
Pro Carmichaelova slozena ¢isla tento argument neni mozné pouzit, protoze

pro kazdé a € Z7 plati a” ! =1 (modn) a tedy K = Z%.
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Kapitola 2

Struktury nad zbytkovymi
tridami

Pfipomenime, Ze pro v8echna ptirozend ¢isla n, n > 1, je (Z,,+,0) komutativni
grupa; (Zp,-,1) je komutativni monoid a (Z,-,1) je jeho grupa invertibilnich
prvka. Jestlize p je prvoéislo, pak invertibilni je kazdy nenulovy prvek Z, (tj.
Ly = Ly \ {0}).

Navic, mezi s¢itanim a nasobenim plati distributivni zakon, t;j.

a-(b+c)=a-b+a-c provsechny a,b,cécZ,. (2.1)

Uvédomme si, Ze se jedna o vSechny vlastnosti, které zname z pocitani s redlnymi
Cisly.

Pro jednoduchost budeme misto dlouhého (Z,,, +, -, 0, 1) psét pouze Z,, vSude
tam, kde bude jasné, ze na mnoziné zbytkovych t¥id Z, pracujeme se dvéma
binarnimi operacemi a to s¢itdnim a nasobenim.

2.1 Polynomy nad Z,

V dal$im textu studujeme polynomy pouze nad Z,, kde p je prvocislo. Pozname-
nejme, ze polynomy muzeme vytvaret také nad Z,, pro n slozené. Ovsem v tomto
pripadé neplati véta o déleni a tudiz nemuzeme pouzit Eukleidiv algoritmus. K
vlastnostem polynomu nad Z,, pro n slozené se vratime pozdéji.

2.1.1 Polynomy nad Z,. Polynomem nad Z, rozumime kazdy vyraz
ag+ a1 x+asx® + ... +a ", (2.2)

kde vSechny koeficienty a; jsou ze Z,. Symbol x nazyvame proménnd. Jsou-li
vSechny koeficienty a; nulové, mluvime o nulovém polynomu. Jestlize alespon
jeden z koeficientd a; je nenulovy, mluvime o nenulovém polynomu. MnoZinu
vSech polynomu nad Z, znaéime Z,[z].

2.1.2 Stupen polynomu. Stuper nulového polynomu je roven —1, stupern
nenulového polynomu je roven nejvétsimu n takovému, ze a,, je nenulové. Stupen
polynomu f(z) znacime st(f).
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2.1.3 Rovnost polynomt. Dva polynomy jsou si rovny, rovnaji-li se vSechny
jejich odpovidajici koeficienty, tj. maji-li stejny stupen a koeficienty u stejnych
mocnin jsou stejné.

2.1.4 Funkce odpovidajici polynomu. Kazdému polynomu f(z) ze Z,[z]
muizeme piifadit zobrazeni z Z, do sebe a to timto zpisobem: Je-li f(z) = ag+
+ a1+ axx?® + ... + a, 2", pak jemu odpovidajici zobrazeni ze Z, do Z, je
definovano: pro kazdé b € Z,,

b—ag+aib+asb®+...4+a,b"

(VSechny operace séitani a nasobeni jsou operace v Z,.)

Napf. polynomu f(z) = 1 + 22 nad Z, odpovida zobrazeni Z, do Zs, kde
0— 1,1+ 1+12 = 0. Uvédomte si, Ze se jedné o stejné zobrazeni jako to
zobrazeni, které odpovidd polynomu g(x) = 14 z. Neni tedy pravda, ze riznym
polynomim odpovidaji vzdy rtizna zobrazeni. (Tento fakt je zpusoben tim, Ze
pro kazdy prvek a € Z, plati a® = a.)

2.1.5 Poznamka. Poznamenejme, Ze polynomy nad realnymi nebo komplex-
nimi ¢éisly se ¢asto definuji jako funkce (redlné nebo komplexni) dané vyrazem
(2.2) pro redlné, nebo komplexni koeficienty a;. To je mozné proto, ze v piipadé
realnych polynomu plati, ze dva polynomy jsou si rovny jakozto funkce praveé
tehdy, kdyz jsou si rovny jako formalni vyrazy.

2.1.6 Sdéitani a odéitani polynomt. Mame dany polynomy nad Z,: f(x) =
=aptarr+azr®+...ta,z" ag(x) =by+brx+bya?+...4 by x™ stupnéd
n a m, n > m, pak jejich souctem je polynom

(ao+bo) + (a1 + b))z + ...+ (@ + b)) ™ 4+ @y 2™+ ay, 2",
rozdilem f(z) minus g(x) je polynom

(ao —bo) + (a1 — b))z + ... 4 (@ — b)) 2™ + a1 2™+ a, 2™

Pro stupen souctu nebo rozdilu dvou polynomu plati

st(f + g) < max(st(f), st(g))-

2.1.7 Néasobeni polynomu. Soucdinem polynomt f(z) a g(x) je polynom

h(z) = co+c1x + ¢ x? + v Cnem "™, kde koeficienty cg,ci,...,Cnim
dostaneme tak, ze polynomy ,vynasobime jako mnohocleny*, tedy napf. ¢y =
=agbg, c1 =aobyr +aiby, ..., Cnym = An by

Plati st(f-g) = st(f)+st(g) kdykoli jsou oba polynomy nenulové, v opa¢ném
pripadé je st(f -g) = —1.

2.1.8 Véta o déleni polynomu. Mé&jme dva polynomy f(z) a g(z) ze Z,[z],

kde g(x) je nenulovy. Pak existuji polynomy r(x) a z(z) v Z,[z] takové, Ze
F@) = () g@) + 2(z) a st(z) < st(g).

Tyto polynomy jsou urceny jednoznacneé.

Polynomu r(z) z véty o déleni se ¥ika édstecny podil, polynom z(x) je zbytek
pri déleni polynomu f(x) polynomem g(x).
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2.1.9 Véta o déleni polynomu. Mé&jme dva polynomy f(a:) g(x) ze Zy[x],
kde g(x) je nenulovy. Pak existuji polynomy r(z) a z(z) v Z,[x] takové, ze

f@) =r(x)g(z) +2(x) a st(z) <st(g).
Tyto polynomy jsou uréeny jednoznacné.

Polynomu r(z) z véty o déleni se Tké cdsteény podil, polynom z(x) je zbytek
p7i délend polynomu f(x) polynomem g(x).

2.1.10 Algoritmus déleni polynomu. Polynomy r(z) a z(z) ze znéni
véty najdeme stejnym zptisobem jako v pii déleni redlnych polynomi, pouze
misto ,,déleni prvkem“ pouzivame ,nasobeni inverznim prvkem“. Ukazme si
podrobnéji jeden krok déleni:

Mame f(z) =ap+ a1z +...ap 2", g(x) =bo+brx+...by ™, st(f) =n,
st(g) = m. Jestlize n < m, pak plati

f(x) =0g(x) + f(x) a st(f) <st(g).

Tedy polynomy r(z) = 0 a z(x) = f(z) jsou hledané polynomy.

Piedpokladejme, Ze n > m. Vezmeme ¢leny polynomu f(z) a g(z) s nejvétsi
mocninou, tj. a,x™ a b, ™. Vydélime a, z™ ¢lenem b,, z"; podil je roven
an bt x"~™. Polynom ay, b} 2"~™ - g(x) je polynom stupné n a mé koeficient
u nejvyssi mocniny a,. Polozme

h(z) = f(x) — an bt ™™ - g(x).
Polynom A(z) mé stupeii ostfe mensi nez n.

Nyni bud st(h) < st(g) a jsme hotovi; éastecny podil je r(z) = a, bt 2™,
zbytek pfi déleni je z(z) = h(x).

Nebo st(h) > st(g) a ¢asteény podil pfi déleni polynomu f(z) polynomem
g(z) je roven souctu a, b} 2"~ ™ a Easteéného podilu pii déleni polynomu h(z)
polynomem g(x). Zbytek pii déleni f(x) polynomem g(x) je stejny jako zbytek
pfi déleni h(x) polynomem g(z).

2.1.11 Délitelnost polynomu. Jestlize zbytek pfi déleni polynomu f(z)
polynomem g(z) je nulovy polynom, fikdme, Ze polynom g(x) déli polynom
f(z), nebo Ze polynom f(x) je délitelny polynomem g(x), nebo také, ze polynom
g(x) je délitelem polynomu f(z).

2.1.12 Koren polynomu. Prvek a € Z, se nazyva kofen polynomu f(x) €
€ Zp|x], jestlize plati f(a) =

2.1.13 Tvrzeni. Prvek a € Z, je kofenem polynomu f(z) € Zy[x] pravé
tehdy, kdyZ polynom (z — a) déli polynom f(z).

2.1.14 Ireducibilni polynomy. Polynom f(z) ze Z,[z] se nazyva ireduci-
bilni (nad Z,,), jestlize se polynom f(x) nedd napsat jako souéin dvou polynomu
mensiho stupné nez je f(x).

Jinymi slovy, jestlize z rovnosti f(z) = g(z)-h(x) plyne bud st(g) = st(f) (a
h(z) je polynom stupné 0, tj. konstanta) nebo st(h) = st(f) (a g(z) je polynom
stupné 0, tj. konstanta).
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2.1.15 Piiklady.

1. Polynom f(z) = 22 +1 je ireducibilni nad Z3, protoze se ned4 napsat jako
soucin dvou linearnich polynomt; to by totiz musel mit koren.

2. Polynom f(z) = 22 + 1 nenf ireducibilni nad Z,; staci si uvédomit, Ze v
Zsy plati (22 +1) = (x + 1) (x + 1).

3. Polynom g(z) = 22 + x + 1 je ireducibilni nad Z,, neméa totiz koten.

2.1.16 Tvrzeni. Polynom stupné 2 nebo 3 je ireducibilni préavé tehdy, kdyz
nema kofen.

Pro polynomy stupné vétsitho nez 3 uz takové tvrzeni neplati; soucin dvou
ireducibilnich polynomt stupné 2 je polynom stupné 4, ktery neni ireducibilni
a presto nema kofen. Samoziejmé, polynom, ktery kofen ma, nikdy neni iredu-
cibilni (viz 2.1.13).

2.1.17 Tvrzeni. Nad Z, existuji ireducibilni polynomy libovolného stupné.

2.1.18 Nejvétsi spoleény délitel dvou polynomii. Méjme dva polynomy
f(z) a g(x) ze Zy[z]. Polynom h(z) ze Z,[x] se nazyva nejvétsi spolecny délitel
polynomu f(z) a g(x), jestlize splituje

1. h(x) déli oba polynomy f(z) a g(z);

2. kdykoli néjaky polynom k(z) déli oba polynomy f(z) a g(x), pak k(z) déli
ih(x).

Poznamenejme, Ze jsme také mohli definovat nejvétsi spoleény délitel dvou
polynomt jako spoleény délitel, ktery ma nejvétsi stupen mezi vSemi spole¢nymi
déliteli.

2.1.19 Poznamka. Uvédomme si, Ze obecné neni pouze jediny nejvétsi spo-
leény délitel dvou polynomt. Jestlize je totiz polynom h(x) nejvétsi spoleény
deélitel polynomu f(x) a g(x), pak také polynom b - h(z), kde b je nenulovy pr-
vek Zy,, je nejvétsi spoleény délitel polynomt f(z) a g(x). Mezi vSemi nejvétsimi
spole¢nymi déliteli polynomu f a g je presné jeden, ktery ma u nejvyssi moc-
niny koeficient roven 1. (Polynomiim, které maji koeficient u nejvyssi mocniny
roven 1 se kd monické.) Nékdy se za nejvétsi spoleény délitel dvou polynomi
povazuje pravé monicky nejveétsi spoleény délitel. V tomto pfipadé je pak urcen
jednoznacné.

2.1.20 Nesoudélné polynomy. Dva polynomy nazyvame nesoudélné, jestlize
h(z) =1 je jejich nejvétsi spoleény délitel.

2.1.21 Eukleiduv algoritmus. Vstup: dva polynomy f(x) a g(z) ze Zy[z].
Vystup: polynom h(z), ktery je jeden z nejvétsich spolednych délitelt polynomi
f(z) ag(z).

1. If st(f) > st(g) then ¢(x)

= [f(x),r(z) = g(x);
else t(z) := g(x), r(z) == f(z)
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2. Vydélime polynom ¢(x) polynomem r(z), tj. dostaneme

t(zx) = q(x) r(z) + 2(z), st(z) < st(r).

3. If z(x) = 0, polozime h(z) := r(z), stop;
else t(x) := r(x), r(z) := z(x), go to 2.

2.1.22 Bezoutova véta. Jsou-li f(z) a g(z) dva polynomy ze Z,[z] a h(z
je néktery z jejich nejvétsich spolecnych déliteli, pak existuji polynomy a(x) a
b(z) ze Z,[x] takové, zZe

W) = a(x) f(x) + b(x) g ().

2.1.23 Poznamka. Jak sprdvnost Eukleidova algoritmu, tak platnost Bez-
outovy véty se dokazuje formalné uplné stejné jako obdobné tvrzeni pro cela
cisla.

2.1.24 ResSeni polynomialnich rovnic. Jsou dany polynomy a(z), b(z) a
c(z) nad Z,, kde p je prvoéislo. Pak rovnice

y(@) alz) + 2(x) b(x) = c(x) (2.3)

m4é TeSeni, tj. existuji polynomy y(z) a z(z) které spliiuji rovnici (2.3), pravé
tehdy, kdyZz nejvétsi spoleény délitel d(z) polynomt a(x) a b(x) déli polynom

c(x).

2.1.25 Poznamka. Jedno feSeni rovnice (2.3) najdeme rozsifenym Euklei-
dovym algoritmem. Obecné FeSeni rovnice (2.3) je pak souctem jednoho FeSeni
(nehomogenni) rovnice (2.3) a obecného feSeni homogenni rovnice

a(x) y(z) + b(z) z(z) = 0. (2.4)

Ozna¢me ag(z) ten polynom, pro ktery a(z) = d(z) ap(z) a bg(x) ten polynom,
pro ktery b(z) = d(x) bo(z). (Jinymi slovy, ag(z) je polynom, ktery dostaneme
vydélenim polynomu a(z) nejvétsim spoleénym délitelem d(z), obdobné by(x).)
Resen{ homogenni rovnice (2.4) je tvaru:

Yo(z) = t(z) ao(w), a z0(x) = —t(x) bo(z),

kde t(z) je libovolny polynom z Z,|x].
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2.2 Konecné okruhy a télesa

2.2.1 Definice okruhu. Trojice (4,4, ") se nazyva okruh, jestlize

e (A, +) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0;

e (4,-) je pologrupa;

e a plati distributivni zdkony, tj. pro vSechna a, b, c € A plati

a-(b+c)=a-b+a-c ataké (b+c)-a=b-a+c-a.

Je-li navic pologrupa (A4, ) komutativni, fikdme, Ze se jedna o komutationi
okruh; ma-li pologrupa (A, -) jednotkovy prvek, mluvime o okruhu s jednotkou.
2.2.2 Priklady.

+, ) je komutativni okruh s jednotkou.

1. (z,

2. (Mn(Z),+,), kde M, je mnozina vSech ¢tvercovych matic fadu n, je
(nekomutatlvm) okruh s jednotkou, v tomto pfipadé je jednotkovy prvek
jednotkova matice fadu n.

3. (M, (Zy),+,-), kde M,, je mnozina vSech ¢tvercovych matic fddu n s prvky
v Zy, je (nekomutativni) okruh s jednotkou, v tomto pfipadé je jednotkovy
prvek jednotkova matice fadu n.

4. (Zp,+,-), n > 1, je komutativni okruh s jednotkou 1.
5. (Zp[x],+, ") je komutativni okruh s jednotkou, v tomto pfipadé je jednot-
kovym prvkem polynom ¢(x) = 1 stupné 0.

2.2.3 Téleso. Téleso je okruh s jednotkou 1, kde kazdy nenulovy prvek je
invertibilni v monoidu (4,-,1) a 1 neni souc¢asné neutrdlnim prvkem 0 grupy
(A, +,0).

2.2.4 Poznamka. Pozadavek, aby 0 # 1 v kazdém télese znamena, ze kazdé
téleso musi mit alespon dva prvky, a to 0 a 1. Nejmensi téleso se opravdu sklada
pouze ze dvou prvki; jedna se o téleso (Zg, +, ).

2.2.5 Piiklady.

1. (Zp,+,-), kde p je libovolné prvodislo, je téleso.

2. (Q,+,-) a (R, +, ") jsou télesa, ovSem nekonecén4.

3. (Z,+, ") neni téleso, invertibilni prvky tohoto okruhu jsou pouze 1 a —1.
4. (Zy,+,-), pro n slozené, neni téleso. Prvek m # 1, ktery déli n, neni

invertibilni.

5. (M, (Zy),+,-), kde M, je mnozina vSech Etvercovych matic fadu n s
prvky v Z,, neni téleso. Matice A je invertibilni pravé tehdy, kdyz jeji
determinant je invertibilni prvek v Z,,.

6. (Zy[z],+,-) neni téleso, invertibilni prvky tohoto okruhu jsou pouze
polynomy stupné 0.
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2.3 Faktorové okruhy polynomrii

V dalsim textu stale predpokladame, Ze p je dané prvocislo.

2.3.1 Kongruence modulo polynom. Je dan polynom ¢(z) € Z,[z]. Na
mnoziné Z,[z] definujeme relaci modulo g(z) takto:

a(z) = b(z) (mod g(x)) iff polynom (a(x) — b(z)) je délitelny g(x).

Poznamenejme, Ze se jedna o analogii ekvivalence modulo n na mnoziné
celych cisel Z.

2.3.2 Tvrzeni. Pro kazdé dva polynomy a(z), b(z) ze Z,[x] plati:
a(z) = b(r) (mod ¢(z))
pravé tehdy, kdyz plati jedna z nasledujicich podminek:
1. a(z) = b(x) + t(x) ¢(z) pro vhodny polynom t(z) € Z[x];

2. a(z) 1 b(z) maji stejny zbytek pfi déleni polynomem q(x).

2.3.3 Tvrzeni. Relace modulo ¢(z) je relace ekvivalence na mnozing Z,[z],
tj. tato relace je reflexivni, symetrickéd a tranzitivni.
Navic, jestlize a(x) = b(z) (mod g(z)) a ¢(x) = d(z) (mod g(z)), pak také

(a(z) + c(x)) = (b(x) + d(x) (mod g())
a(x) - e(xz) = b(x) - d(x) (mod g(z)).

2.3.4 Faktovovy okruh. Oznalme k stupeni polynomu ¢(z). Pfedchozi tvr-
zeni umoziiuje definovat mnozinu t¥id modulo ¢(x), budeme ji oznadovat
Zy[z]/q(z). Protoze kazd4 t¥ida obsahuje pfesné jeden polynom stupné men-
§iho nez je k, lze psat

Zplxl/q(z) = {la(2)][st(a) <st(q)}-

Navic, na mnoziné Z,[z]/q(z) definujeme dvé operace a to s¢itani a nasobeni
takto:

[a(z)] + [e(2)] = [a(z) + c(2)]
la(2)] - [e(2)] = [a(z) - ¢(2)].
Diky tvrzeni 2.3.3 jsou definice korektni.
2.3.5 Tvrzeni. (Z,[x]/q(z),+,") je komutativni okruh s jednotkou, kde jed-

notkovy prvek je t¥ida [e(x)], kde plati e(x) = 1 je polynom stupné 0. Tento
okruh mé p* prvki, (opét k = st(q)).
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2.3.6 Poznamka. Okruh z pfedchoziho tvrzeni nazyvame faktorovy okruh
modulo q(z). Protoze kazd4 t¥ida z faktorového okruhu je reprezentovéna pravé
jednim polynomem stupné mensiho nez k, muzeme také polozit

Zplz]/q(z) = {a(x) |st(a) < st(q)}.

Operace scitani je pak obycejné s¢itani polynomd, protoze souc¢tem dvou poly-
nomu stupné mensiho nez k dostaneme opét polynom stupné mensiho nez k.
Nésobeni provadime trochu slozitéji, nejprve vyndsobime polynomy v Z,[x] a
jako jejich soucin ve faktorovém okruhu vezmeme zbytek tohoto plynomu pfi

déleni polynomem g(x).

2.3.7 Umluva. Protoze budeme potfebovat odlisit polynomy nad Z, od
prvku faktorového okruhu, udélejme jesté jednu timluvu. Proménnou ve fak-
torovém okruhu budeme znacit z a nikoli x. Piseme tedy

Zylz]/q(x) = {a(z) |st(a) <st(q)}.

2.3.8 Véta. Faktorovy okruh Z,[z]/q(z) je télesem pravé tehdy, kdyz poly-
nom ¢(x) je ireducibilni polynom nad Z,.

2.3.9 Priklady.

1. Zs[z]/ (22 + 1) je téleso, protoze polynom x2 + 1 je ireducibilni polynom
nad Zs,

2. Zs[r]/(x* + 1) neni téleso, protoze polynom z? + 1 neni ireducibilni
polynom nad Z,

3. Zs[r]/(x* + x + 1) je téleso, protoze polynom x? + x + 1 je ireducibilni
polynom nad Z.

2.3.10 Tvrzeni. Je dan ireducibilni polynom ¢(z) € Zy[z]. Pak Zy[z]|/q(x)
je téleso o p* prvcich, kde k = st(q).

2.3.11 Jiny pohled na nasobeni v Z,[z]/q(z). Oznacme ¢(z) = ag+a1z+
+agx?+. . . +apx®. Pak v télese Z,[x]/q(z) plati ag+arz+a22%+.. . +apzk =0,
protoze vydélime-li polynom ¢(z) sebou samym, dostaneme zbytek 0. Proto v
Zy[x]/q(z) plati

akzk = —a;f_lzkf1 —...—aiz —ag,
a odtud
F=at(—ap12"T — L — a1z — ag). (2.5)
Ze vztahu (2.5) déle dostavame
PR z- [a;l(—ak,lzk_l — ... —a1z —aop)]
k2 = 22 fap M (—ap—12"7t — . — a1z — ap)]
22622 = k2o N (—ap_12F T — L = ayz — ag)].

Vys$8i mocniny pfi soucinu dvou prvkiu v daném télese nevzniknou. Mame tedy
k — 1 pravidel pro nasobeni.
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2.3.12 Poznamka. Vyse uvedeny postup je podobny tomu, jak jste vytvareli
z realnych cisel ¢isla komplexni.

Uvazujme polynom ¢(x) = 22 + 1. Tento polynom je ireducibilni jako poly-
nom nad realnymi ¢isly. Utvorme okruh vsech polynomu s redlnymi koeficienty
R[z]. Nyni R[x]/(2? + 1) se skldd4 ze vSech a + bz, a a b jsou libovoln4 redlna
¢isla. Oznaéme z = 4, pak i2+1 = 0 a i> = —1. Tedy i je dobfe zndm4 komplexni
jednotka.

Proto o okruzich Z,[z]/(z* + 1) mluvime té% jako o komplexnich ¢islech nad
Z,. Je tieba si uvédomit, Ze tato komplexni ¢isla nad Z, netvoii vidy téleso;
napi. nad Zs nebo Zs neni polynom x? + 1 ireducibilni a proto Zs[z]/(z2 + 1)
a Zs[z]/(x? + 1) nejsou télesa.
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2.4 Reseni polynomialnich rovnic

2.4.1 Obdobné jako jsme v Z,, fesili rovnice tvaru ax = b, mizeme Fesit i
polynomiélni rovnice

a(z) q(z) = b(z) v okruhu Z,[z]/m(z) (2.6)

(pro p prvocislo a m(x) pevné dany polynom nad Zy).
Vime, ze a(z) ¢(x) = b(z) v Zp[z]/m(x) plati pravé tehdy, kdyz

a(z) g(z) = b(x) (modm(z)).
A to nastava pravé tehdy, kdyz
a(x) q(x) + m(x) h(z) = b(x) (2.7)
pro vhodny polynom h(z) € Zy[x].

2.4.2 Tvrzeni. Rovnice 2.6 (a také 2.7) m4 feSeni pravé tehdy, kdyZ polynom
b(x) je délitelny nejvétsim spoleénym délitelem polynomil a(z) a m(x).

2.4.3 Rovnice 2.7 je linedrni rovnice pro nezndmé polynomy, proto jeji feseni
najdeme jako soucet jednoho FeSeni nehomogenni rovnice (tj. rovnice 2.7) a
obecného feseni homogenni rovnice, tj. rovnice

a(x) g(xz) + m(x) h(x) = 0. (2.8)

2.4.4 Jedno FeSeni nehomogenni rovnice. K tomu, abychom nasli jedno
feseni nehomogenni rovnice 2.7, mizeme postupovat dvéma zpisoby.

1. Pouzijeme rozsiteny Eukleidiv algoritmus. Jedna se o analogicky postup
jako pfi Feseni diofantickych rovnic.

2. Vyuzijeme pfepisovaci pravidla, kterd plati v okruhu Z,[z]/m/(z).

2.4.5 Obecné feseni homogenni rovnice. Postupujeme analogicky jako v
pripadé diofantickych rovnic: Polynomy a(x) a m(z) vydélime nékterym z jejich
nejvétsich spoleénych déliteltt (nejcastéji to byva ten monicky nejvétsi spoleény
délitel). Tim dostaneme rovnici tvaru

a'(z) q(x) + m'(z) h(z) = 0,

kde a/(z) a m/(z) jsou nesoudélné polynomy. Tato rovnice mé& obecné FeSeni
tvaru

q(x) = m'(z) k(x), h(z) = —a'(x) k(z), k(z) € Zyl],

2.5 Kodovani

Pfipomenime nejprve nékolik pojmt z kédovani. Mnozinu vSech slov délky n nad
Ly znacime Zy, jednotliva slova oznacujeme u. Tedy

ZZ = {ﬂ: <U1UQ...’LLn) |u1 S Zp}

O prvku u; € Z, mluvime jako o prvku na i-tém misté (i-té pozici) slova .
Na mnoziné Z; méme dany operace s¢itani a ndsobeni ¢islem b € Z;. Jedna
se o linedrni prostor dimenze n nad Z,,.
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2.5.1 p-znakovy blokovy kéd délky n. Kazdd podmnozina K C Zj se
nazyva p-znakovy blokovy kod délky n. Prvky mnoziny K nazyvame kodovd
slova.

2.5.2 Hammingova vzdalenost. Jsou ddna dvé slova @ = (ujuz...up) a
7= (v1vy...0,) Z€ Zy. Jejich Hammingova vzddlenost dy (@, v) je rovna poétu
mist, ve kterych se obé slova lisi; tj. dy(w,v) = |[{i|u; # v}

Hammingova vzddlenost kodu K je rovna

dy(K) =min{dy (u,v) |w,v € K,u # 0}.

Hammingova vdha ||| g slova @ je rovna poétu nenulovych mist slova @; tj.
@)l = |{é|u; # 0}|. TéZ jsme mohli definovat Hammingovu vahu slova @ jako
Hammingovu vzdélenost slov @ a 0, kde 0 je nulové slovo, tj. 3 = (00...0).

2.5.3 Objevovani chyb. Rekneme, Ze kéd K objevuje t chyb, jestlize pro
kazdé kédové slovo u € K a kazdé chybové slovo € vahy mensi nebo rovno ¢
slovo @ + € neni kédové.

2.5.4 Opravovani chyb. Rekneme, 7e kéd K opravuje t chyb, jestlize pro
kazdé kédové slovo u € K a kazdé chybové slovo € vahy mensi nebo rovno ¢
plati: Slovo u je kédové slovo s nejmensi Hammingovou vzdélenosti od slova
U+ € mezi vSemi kédovymi slovy.

2.5.5 Tvrzeni. Jestlize k6d K mé Hammingovu vzdalenost d, pak K obje-
vuje t1 = d — 1 chyb a opravuje t3 < % chyb.

2.6 Linearni kédy

Ukazuje se vyhodné, méa-li kéd vnitini algebraickou strukturu.

2.6.1 Linearni kéd. Kdd K, ktery je soucasné linedrni podprostor prostoru
Z,, se nazyva linedrni p-znakovy kod delky n.

2.6.2 Baze linearniho kédu. Je dan linearni p-znakovy kéd K délky n.
Protoze se jednda o linedrni podprostor, ma K bazi; tj. podmnozinu kédovych
slov, ktera je linearné€ nezavisla a pritom generuje cely kéd K.

2.6.3 (n,k)-kéd. Ma-li nékterd baze kédu K pocet prvki roven k, tj. je rovna
{G1,Ga;- -+, g1}, Fikdme, Ze kéd K ma k informacnich znaki a n—k kontrolnich
znakid. Kéd K pak nazyvame (n, k)-kdd.

Informacni znaky (u; ...ux) pak kédujeme nap¥. podle pfedpisu

(up...up) — u1 gy + ...+ uk g
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2.6.4 Generujici matice. Je dana baze {G1,9s,.-.,d;} linedrniho kédu K.
Matice, jejiz fadky jsou tvoreny slovy gi,7s, - - ., g, Se Nazyva generujici matice
kédu K a oznacujeme ji G, tj.

Vlastni kédovani se pak provadi:
(ul...uk) — (uluk)G

Uvédomme si, ze pro stejny kéd K mize existovat vice zpusobt, jak jednotliva
informacni slova zakédovat — staci zvolit jinou generujici matici kédu K.

2.6.5 Systematické kédovani. Kdédovani se nazyva systematické, jestlize
pri kédovéani
(ugug ... ux) — (V1 Vg ... Uy)
plati, Ze prvnich k mist kédového slova jsou praveé informacni znaky; tj. v1 = uq,
V2 = U2y «.., Vg = Uk.
Pouzivame-li pro kédovani generujici matici G, musi mit tvar

G=(E, B),

kde Ey je jednotkova matice fadu k.

Pr1i systematickém kédovani je Je velmi jednoduché ziskat z kédového slova
zpét informacni znaky — stac¢i vzit prvnich k mist kédového slova .

2.6.6 Tvrzeni. Ke kazdému linearnimu kédu K existuje systematicky line-
arni kéd K’, ktery se od K lisi pouze v poiadi znaki v kédovych slovech.

2.6.7 Kontrolni matice. Kazdy linedrni podprostor K prostoru Ly, je pro-
storem TeSeni nékteré homogenni soustavy rovnic nad Z,. Matici H takového
soustavy nazyvame kontrolni matici kédu K a znac¢ime H.

Pro kontrolni matici H kédu K tedy plati
we K pravé tehdy, kdyz H-ul =o°.
2.6.8 Tvrzeni. Je-li generujici matice G tvaru
G=(E B),
pak kontrolni matice H je rovna
H:( -BT E,_yx ),

kde E; je jednotkova matice fadu .
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2.6.9 Tvrzeni. Mé&jme linearni kéd K s kontrolni matici H. Jestlize kazdych
t sloupct matice H je linedrné nezavislych, pak K objevuje ¢ chyb a opravuje
[£] chyb.

Jestlize existuje t linedrné zavislych sloupct matice H, pak K objevuje méné
nez t chyb.

2.6.10 Dekddovani. Je dan linearni kéd s kontrolni matici H. Predpokla-
dejme, ze kanal, kterym se kddova slova vysilaji, ma tu vlastnost, ze dvé chyby
jsou témeér vyloucené.

Prijali jsme slovo v. Je-li w vyslané slovo, pak v = u+¢, kde € je tzv. chybové
slovo. Za nasich predpokladit mé chybové slovo nejvyse jedno nenulové misto —
jestlize nedoslo k chybé, je € nulové slovo, jestlize doslo k jedné chybé na i-tém
misté, pak € mé jedno nenulové misto a to i-té. P¥itom plati:

s'T=H-7"=H-u'+H-ef =H-¢".

Slovo s se nazyva syndrom slova v.

Je-li syndrom 5 nulové slovo, je slovo v kédové a za naseho predpokladu je
v vyslané slovo u.
Je-li syndrom s nenulové slovo, pak doslo pifi pfenosu k chybé. Predpokla-

dejme, ze chybové slovo mé nenulovy znak na i-tém misté, (tj. v misté, kde k
chybé doglo). Ozna¢me hodnotu tohoto znaku e;, pak

ST
H-e :ei-hi,

kde h; je i-tj sloupec matice H.

Je-li syndrom s roven a-nasobku i-tého sloupce matice H a neni-li roven
nasobku zadného jiného sloupce matice H, dekédujeme slovo v jako kédové
slovo, které dostaneme tak, Ze od slova T odeéteme chybové slovo € (které ma
e;=aae;=0proj#i). Tedy

W=7—F¢,

je dekédované slovo. Jestlize doslo k jediné chybé, je w = w.

Jestlize syndrom s je nasobkem vice nez jednoho sloupce matice H, vime,
ze pri prenosu doslo k chybé, ale ani za nasSeho predpokladu nejsme schopni
rozhodnout, které slovo bylo vysldno (tj. chybu opravit).
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2.7 Cyklické kody

2.7.1  Liearni blokovy kéd K nazveme cyklicky, jestlize pro kazdé kédové
slovo @ = (uouy ...un—1) kéd K obsahuje také jeho cyklicky posun c(w) =
= (un_luoul e un_g).

2.7.2 Pro popis cyklickjch posunt slov se ukazuje vyhodné pracovat s n-
ticemi znaki jako s polynomy. Proto zavedeme ptifazeni

U= (ugty ... Up_1) — u(2) =ug +us 24 ... +uy_12" %

Cyklicky posun je pak realizovan vynésobenim polynomu u(z) proménnou z s
tim, ze 2™ = 1. Ano

zou(z) = wpzturZ®+ .. FUpo2" U, g 2"
= Up14upz+ ...+ Upo2""L.

Proto chédpeme cyklicky kéd K jako linedrni podprostor okruhu Z,,[z]/(z™ — 1).
Pro jednoduchost textu budeme okruh Z,[z]/(z" — 1) znacit Zl(,n). (Pozname-

nejme také, ze jako linearni prostory nad Z, se Z; a Z;") shoduji.)

2.7.3 Tvrzeni. Je dan cyklicky (n,k)-kéd K, K C Z{. Pak pro kazdy
polynom v(z) € K a kazdy polynom f(z) € Z,()") plati f(z) - v(z) patii do
K. (Uvédomte si, ze se souin polynomu odehrava v okruhu Zgl).)

2.7.4 Véta. Je dén cyklicky (n,k)-kéd K, K C Z{". Oznatme g(z) jeho
nenulovy polynom nejmensiho stupné. Pak plati:

1. Polynom v(z) lezi v kédu K praveé tehdy, kdyz v(z) = f(z)-g(z) pro néjaky

polynom f(z) € Z.

2. Mnozina {g(2),2g(z),22g(2),...,2* 1 g(2)} tvoii bazi K. Stupeii poly-
nomu g(z) je n — k.

3. Polynom z" — 1 je délitelny polynomem g(z) v okruhu Z,[z].

2.7.5 Generujici polynom. Je dén cyklicky (n, k)-kéd K, K C Z{™. Poly-
nom g(x) z véty 2.7.4 se nazyva generujici polynom kédu K.

2.7.6 Kodovani s generujicim polynomem. Je-li dén generujici polynom
g(z) cyklického linedrniho (n, k)-kédu K. Pak kédovani probihé takto: Mame-li
dany informadcni znaky (uguq ...uk—1). Vytvofime polynom u(z) = ug + uy z +
+ .. 4 ug_q2Ft Pak

u(z) — u(z) - g(2),
Jestlize polynom u(z) - g(2) je roven vg + vy z + ...+ v,_1 2”1, pak kédovani
bude

(’LL()Ul .. .uk,l) [ (’001)1 . Unfl).
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2.7.7 Z predchoziho odstavce je jednoduché odvodit generujici matici cyk-
lického kédu ze znalosti generujiciho polynomu g(z). Generujici matice kédu je
rovna

Presnéji, je-li
92)=go+tgz+...+gnr2"",

pak generujici matice mé tvar

go 91 92 -+  Gn—k 0 e 0 0
0 go 91 --- Y9n—-k-1 YGn-k --- 0 0

G = . ,
O o0 0 ... 0 490 cer On—k—1 Gn—k

kde v prvnim fadku mame k£ — 1 nul na konci, v poslednim fadku k& — 1 nul na
zacatku.

2.7.8 Kontrolni polynom. Je dan cyklicky (n,k)-kéd K, K C Z{", s
generujicim polynomem g(x) (chapan jako polynom nad Z,). Z véty 2.7.4 vime,
Ze generujici polynom déli polynom z™ — 1. Ozna¢me h(z) podil 2" — 1 a g(x),
tj. (" — 1) = h(z) - g(z) v Zp[z]. Polynom h(zx) se nazyva kontrolni polynom
kédu K.

2.7.9 Tvrzeni. Jestlize h(z) je kontrolni polynom cyklického (n, k)-kédu K,
pak jeho stupen je roven k a plati:

v(z) € K pravé tehdy, kdyz v(z)- h(z) =0,

soucin se odehrava v okruhu Zén).

2.7.10 Poznamka. Z kontrolniho polynomu h(z) mizeme jednoduse ziskat
kontrolni matici cyklického linedrniho kédu K. Je-li h(2) = ho+hy z+. . .+hy, 25,
pak kontrolni matice je rovna

0 e 0 0 hy hg_1 ... h1 hg

0 ... 0 hy hp_1 hp_o ... hg O
H= . )

hy hg_1 ... h hg 0 0O ... 0

kde v prvnim fddku mame n—k—1 nul na zacatku a v poslednim fddku n—k+1
nul na konci.

2.7.11 Dekdédovani. Predpokladejme opét, ze kanal, kterym se kédovéa slova
vysilaji, ma tu vlastnost, zZe dvé chyby jsou téméf vylou¢ené. Obdobné jako pro
linedrni kédy, miizeme kontrolni polynom vyuzit k tomu, abychom zjistili, zda
pfijaté slovo je kédové nebo ne. Jestlize v(z) - h(z) = 0, pak slovo T je kédové,
v opac¢ném piipadé kédové neni.
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Je-li v(z) kédové slovo, pak je délitelné generujicim polynomem g(z) a in-
formaci, kterd byla zakédovana, ziskdme vydélenim polynomu v(z) polynomem
9(2)-

Pro zjisténi, kolik chyb kéd objevuje a kolik chyb opravuje, vyuzivame
kontrolni matici a tvrzeni, ktera plati pro linearni kédy. To muzeme, protoze
kazdy cyklicky kod je linearni.

2.7.12 Systematické kédovani. Je dan cyklicky linedrni (n,k)-kéd K s
generujicim polynomem g(z), ktery je symetricky (tj. koeficient u nejvyssi
mocniny je stejny jako koeficient u absolutniho ¢lenu, koeficient u druhé nejvyssi
mocniny je stejny jako u linedrniho ¢lenu, atd.). Nésledujici postup ndm ke
kazdému informaénimu slovu (uguy . . . ug—1) prifadi kédové slovo (vovy ... vp—1)
a to tak, Ze prvnich k& mist kédového slova bude vzdy rovno k informac¢nim
znaklim; piesnéji
Vo = U,V1 = Uly.-. V-1 = Uk—1-

Nejprve informac¢nimu slovu pfifadime polynom stupné n — 1 takto:
(wouy .. up—1) — w(2) = up 2" Fu 2V E 4 upq 2" F
Nyni vydélime polynom u(z) generujicim polynomem ¢(z), dostaneme
u(z) = h(z)g(z) +r(z) kde st(r) <st(g)=n—k.

Proto

je polynom z kédu K. Navic

u(z)—r(z) = 02" T uy 2" U 2R 1 2R 2.

Vlastni kédovani je nyni
(upuy ... ug—1) — (UoUL - . . Uk—1Vk - - - Up—2Vp—1),
kde vg = —rp—k—1,...,Vn—2 = —T1,Up—1 = —T0.

2.7.13 Poznamka. Kdyby generujici polynom nebyl symetricky, k tomu,
aby vysledné slovo pattilo do kédu K, bychom museli vysledny polynom ,,Cist
odzadu“, tj. od nejnizsi mocniny. Dostali bychom tedy slovo, ve kterém by
informac¢ni znaky byly na konci a v opa¢ném poradi. Presnéji, dostali bychom
slovo (Up—1Un—2 ... UkUg_1 ... U1UQ).
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2.8 Galoisova télesa

Ukézali jsme si, jak lze sestrojit kone¢nd télesa pomoci polynomt nad Z,. Nyni
si ukédzeme nékolik vlastnosti, které ma kazdé konecné téleso.

2.8.1  Méme dédno konecné téleso (F,+,-,0,1). Pfipomenme, ze (F,+,0) je
komutativni grupa, (F,-, 1) je komutativni monoid, plati distributivni zdkony a
0+#1.
Vezmeéne prvek 1 € F' a utvofme prvky
L1411 4141, 14+14...41,...
S —
i—krat

Protoze F' je kone¢na mnozina, musi existovat i, j, i < j, tak ze

1+1+...+1=1+14+...4+1.
i—krat j—krat

Pak
0=1+1+...+1
—_———

(j—i)—krat
2.8.2 Tvrzeni. Oznadme n nejmensi kladné pfirozené ¢islo, pro které

O0=1+1+...+1.
~—_——

n—krat

Pak n je prvocislo.

2.8.3 Charakteristika télesa. Prvocislo p z tvrzeni 2.8.2 se nazyva charak-
teristika télesa (F,+,-,0,1).

2.8.4 Poznamka. Uvédomte si, Ze charakteristika p je vlastné fad prvku 1
v grupé (F, +,0).

2.8.5 Tvrzeni. Je dano konecné téleso (F,+,-,0,1) charakteristiky p. Pak
pro kazdé a,b € F plati
(a+b)P =aP + .
2.8.6 Dusledek. Je dédno konecné téleso (F,+,-,0,1) charakteristiky p. Pak
1. Pro kazdé a,b € F a m > 0 plati
(a+b)P" =a?" + 7",
2. Pro kazdy polynom f(z) € Z,[z] a kazdé a € F plati

(f(a))” = f(a?).
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2.8.7 Tvrzeni. Je ddno konecné téleso (F,+,-,0,1). Ozna¢me F* mnozinu
vSech nenulovych prvka télesa (F,+,-,0,1). Pak grupa invertibilnich prvka
(F*, -, 1) télesa je cyklickd grupa.

Toto tvrzeni uvaddime bez dtkazu.

2.8.8 Primitivni prvek télesa. Generator grupy (F™*,-,1) vSech nenulo-
vych prvka se nazyvéa primitioni proek télesa (F,+,-,0,1).

2.8.9 Dusledek. Je déno konecéné téleso (F,+,-,0,1) o m prvcich. Pak té-
leso (F,+,-,0,1) md @(m — 1) primitivnich prvki, kde ¢ je Eulerova funkce
definovana v 1.2.8.

2.8.10 Uvedme jesté dvé zakladni tvrzeni, obé bez ditkazu, které ndm dévaji
charakterizaci vSech kone¢nych téles. Dfive nez tato tvrzeni vyslovime, uvedme
definici isomorfismu dvou téles. Zhruba feceno, dvé télesa jsou isomorfni, jestlize
se lisi pouze v pojmenovani prvkd a vysledky vSech operaci ,si odpovidaji“.
Presnéji:

Dvé télesa (F1,+1,-1,01,11) a (F2, +2, -2, 02, 12) jsou isomorfni, jestlize exis-
tuje vzajemné jednoznacné zobrazeni v mnoziny F} na mnozinu Fjy takové, ze
pro kazdé a,b € F plati

o Y(a+1b) = ¢¥(a) + 20(b), tj. je jedno jestli dva prvky nejprve v prvnim
télese seCteme a pak je zobrazime, nebo je napred zobrazime a pak v
druhém télese secteme.

e Y(a-1b) = ¥(a) - 2(b), tj. je jedno jestli dva prvky nejprve v prvnim
télese vynasobime a pak je zobrazime, nebo je naptfed zobrazime a pak v
druhém télese vynasobime.

e (01) =03 av(1l1) = 1o, tj. odpovidaji si nulové a jednotkové prvky obou
téles.

2.8.11 Véta. Pro kazdé konecné téleso (F,+,-,0,1) existuji prvocislo p
a ireducibilni polynom ¢(z) € Z,[z] takové ze (F,+,-,0,1) je isomorfni
(Zp[x]/q(m)a"’_v'vovl)'

2.8.12 Véta. Pro kazdé prvocislo p a kazdé prirozené ¢islo k > 1 existuje
téleso o p* prvcich. Toto téleso je az na isomorfismus uréeno jednoznacéné.

2.8.13 Galoisovo téleso. Téleso z véty 2.8.12 nazyvame Galoisovo téleso a
znacime ho GF(p").

2.8.14 Dusledek. Pro kazdé k > 1 a pro kazdé prvocislo p existuje v Z[z]
ireducibilni polynom stupné k.

2.8.15 VyuZiti primitivniho prvku pro cyklické kédy. Chceme vytvorit
binarni cyklicky (7, 4)-kéd K. VyuZijeme k tomu téleso G F(23); tj. téleso GF(8).
Z véty 2.8.11 vime, Ze toto téleso je isomorfni s Zy[z] /2% 4+ 2 + 1. S prvky télesa
Zs|x] /23 4z +1 budeme pracovat jako s polynomy a proménnou «, pro niz plati
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a® +a+1=0tj. téleso Zs[z]/2® + z + 1 je vlastné {aa? + ba + c|a,b,c €
€Z27O[3 :Oé+1}.

Kazdé téleso ma primitivni prvek (viz 2.8.7). V télese Zs[z]/2® + z + 1 je
primitivnim prvkem «. Ano, viechny nenulové prvky télesa jsou a® =1, o' = a,
a2, ad=a+1, 0t =+, =a’+a+laab=a?+1.

Aby nas kéd K opravoval jednu chybu, musi mit kontrolni matice H tohoto
kédu rtizné nenulové sloupce (protoze pracujeme nad Zs, tento fakt ndm stacéi k
tomu, aby kazdé dva sloupce byly linedrné nezavislé). Potfebujeme tedy matici
se sedmi linedrné nezavislymi sloupci, z nichz kazdy sloupec ma tii slozky
(to vyplyvé z faktu, Ze se jedna o (7,4)-kéd). Navic kéd K je prostor FeSeni
homogenni soustavy s matici H. Slovo @ = (uguy -..ug) je kédovym slovem
pravé tehdy, kdyz

H-u" =5". (2.9)

Proto polozime
H=(laad®...a%), (2.10)

(kde kazdy sloupec odpovidd polynomu stupné nejvySe 2 v proménné « z
GF(8)). Volba v 2.10 zarucuje, ze matice H m4 rizné nenulové sloupce o tfech
slozkach.

Nyni podle 2.9 a 2.10 vime, Ze slovo w je kédové prave tehdy, kdyz

u(a) =0, kde u(z) =up +urz+ ...+ ugz". (2.11)

Vztah 2.11 zarucuje, ze kéd K je cyklickym kddem; ano, jestlize pro polynom
u(z) plati u(a) = 0, pak pro polynom v(z) = zu(z) také plati v(a) = au(a) =
= 0. Abychom nasli generujici polynom kédu K potifebujeme najit nenulovy
polynom nejmensiho stupné takovy, Ze o je jeho kofen. Zadny polynom stupné
2 nemd « jako kofen. Proto takovym polynomem je g(z) = 2% + z + 1, protoze
A +a+1=0vGF().

Kontrolni polynom dostaneme vydélenim polynomu 2’ — 1 polynomem z3 +
+x + 1. Tedy h(z) = 2* + 22 + z + 1. Generujici matice G je

o O O =
OO
O = = O
— O
_ O = O
[l N e Ne)
_ o oo

Jina kontrolni matice, kontrolni matice, kterou dostaneme z kontrolniho poly-
nomu ma tvar

0
H=1| 0
1

O = O
_ O =

0 1
11
11

O =

1
0
0

Dekédovani v pripadé, kdy doslo k nejvyse jedné chybé. je velmi jednoduché.
Piedpokladejme, 7e jsme pifjali slovo T = (vgvy ... vg), tj. v(2) = vg + v12 +
+ ...+ v62°%. Pak hodnota v(a) je bud 0, v tomto piipadé je v kédové slovo,
nebo v(a) = o' pro nékteré i € {0,1,...,6}. V druhém piipadé slovo v kédové
neni, ale za predpokladu jediné chyby doslo k chybé v koeficientu u z*.
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Kapitola 3

Svazy a Booleovy algebry

Ukazeme si dalsi algebraické struktury, tentokrat vzniklé z uspoiradanych mno-
Zin.

3.1 Svazy

3.1.1 Usporfadané mnoziny, posety. Je ddna mnozina A a na ni relace C.
Dvojice (A4, C) se nazyva ddstecné uspotddand mnoZina, téZ poset, jestlize relace
C je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.

Pfipomerime, Ze relace C na mnoziné A se nazyva
o reflexivni, jestlize pro kazdé a € A plati a C a;

e antisymetrickd, jestlize pro kazdé a,b € A plati: je-lia C b a b C a, tak
a = b;

e tranzitivni, jestlize pro kazdé a,b,c € A plati: je-lia Tbab Ll ¢, taka C c.

3.1.2 Priiklady usporadanych mnozZin.

1. (R, <), kde R je mnozina vSech redlnych ¢éisel, < je dobfe znamé uspora-
déani realnych cisel.

2. (P(U),Q), kde U je pevné dand mnozina a P(U) je mnozina vSech
podmnozin mnoziny U, C je relace byti podmnozinou.

3. (N, ]), kde relace | je relace délitelnosti na mnoziné pfirozenych ¢isel, tj.
n|m iff existuje k € N tak, ze m =k - n.

3.1.3 Relace pokryvani. Mame ddnu uspofddanou mnozinu (A,C) a v ni
dva prvky a,b. Rekneme, Ze prvek b pokrjvd prvek a, jestlize a T b, a # b a
kdykoli a C ¢ C b, tak bud a = ¢ nebo b = c.

3.1.4 Hasseho diagram. Mame danu uspofddanou mnozinu (A,C). Do
Hasseho diagramu (A, C) kreslime pouze relaci pokryvani a to jesté tak, ze
prvek, ktery je niz je ten, ktery je mensi.

19. inora 2010, 15:44
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3.1.5 Supremum mnoziny. Méme uspofddanou mnozinu (A,C) a v ni
ngjakou podmnozinu X C A. Prvek ¢ € A nazveme supremum mnoziny X,
jestlize plati

e a C ¢ pro kazdé a € X, (tj. ¢ je horni mez mnoZiny X),

e jestlize také a C d pro kazdé a € X, pak nutné ¢ C d (tj. ¢ je nejmensi
horni mez mnoziny X).

3.1.6 Infimum mnoZiny. M&jme uspofddanou mnozinu (A4,C) a v ni néja-
kou podmnozinu X C A. Prvek ¢ € A nazveme infimum mnoziny X, jestlize
plati

e ¢ C a pro kazdé a € X, (tj. ¢ je dolni mez mnoziny X),

o jestlize také d C a pro kazdé a € X, pak nutné d C ¢ (tj. ¢ je nejvétsi
dolni mez mnoziny X).

3.1.7 Tvrzeni. Jestlize existuje supremum (infimum) nékteré mnoziny X v
(A, ), pak je uréeno jednoznac¢né.

Proto zna¢ime sup(X) supremum mnoziny X a inf(X) infimum mnoziny X.

3.1.8 Svaz. Svaz je uspofddand mnozina (A,C), kde pro kazdé a,b € A
existuje sup({a,b}) a inf({a, b}).

3.1.9 Operace ve svazu. Je déna uspofddand mnozina (A,C), kterd je
svazem; t.j. existuji suprema a infima kazdé dvojice prvka a,b € A. Pak
sup({a,b}) a inf({a,b}) jsou uréeny jednoznacné a miuzeme se proto na né divat
jako na binarni operace.

Oznacme

aVb=sup({a,b}), aAb=inf({a,b}).

Operace V se nékdy také nazyva spojeni, operace A prusek.
3.1.10 Tvrzeni. Je dén svaz (A4,LC). Pak pro operace V a A plati:
(1) Pro kazdy prvek a € A plati
aVa=a a ala=a.
(2) Pro kazdé dva prvky a,b € A plati
aVb=bVa a aAb=0bAa.
(3) Pro kazdé tfi prvky a,b,c € A plati
aV®dVve)=(aVvb)Ve a aN(bAc)=(aAb)Ac.

(4) Pro kazdé dva prvky a,b € A plati

aV{bra)=a a aAN(bVa)=a.
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3.1.11 Tvrzeni. Je dén svaz (A4,C). Pak pro kazdé dva prvky a,b € A

aVb=>b prave tehdy, kdyz aAb=a.

3.1.12 Véta. Je dana mnozina A spolu se dvéma binarnimi operacemi V a
A, které spliiuji podminky (1) — (4) z tvrzeni 3.1.10. Definujme relaci T na
mnoziné A takto:

aCb pravé tehdy, kdyz aVb=0>(tj. a Ab=a).
Pak relace C je usporadani na mnoziné A a navic

aVb= sgp({a7 b}) a aAb= irglf({a, b}).

3.1.13 Poznamka. Predchozi véta vlastné ¥ika, Ze na svaz se muZzeme di-
vat dvéma rdznymi zptsoby: bud jako na uspofddanou mnozinu, kde kazdé
dva prvky maji supremum a infimum, nebo jako na mnozinu spolu s dvéma
bindrnimi operacemi splitujici podminky (1) — (4) z 3.1.10. Budeme proto svaz
znadit jako ¢tvefici (A, V,A,C) a pracovat nejen s bindrnimi operacemi, ale i s
odpovidajicim usporadanim.

3.1.14 Suprema a infima ostatnich mnozin. V libovolném svazu exis-
tuje supremum a infimum kazdé konec¢né neprazdné mmnozZiny. Ano, je-li X =
= {a1,as9,...,a,}, pak

sup(X)=a1VasV...Va, a inf(X)=a;AasA...Nay,.

Uvédomte si, ze nemusime psat zavorky, protoze v kazdém svazu pro operace
suprema i infima plati asociativni zakon.

3.1.15 Supremum a infimum prazdné mnozZiny. Mame dan libovolny
svaz (A,V,A,C). Pak kazdy prvek a € A je horni mez prézdné mnoziny. Ano,
kdyby totiz néktery prvek a € A nebyl horni mezi prazdné mnoziny (), tak by
existoval prvek x € () takovy, Ze neplati  C a. Ale () Zddny prvek nemad, takze
to neni mozné.

Protoze supremum je nejmensi horni mez, je sup(f) = ¢, kde ¢ je nejmensi
prvek v uspofadani (4, C).

Obdobné se ukéZe, %e kazdy prvek svazu je dolni mez prazdné mnoZiny 0.
Protoze infimum je rovno nejvétsi dolni mezi, je inf(@) roven nejvétsimu prvku
uspofadané mnoziny (A, C).

3.1.16 Poznamka. Z 3.1.15 vyplyva, Ze ne v kazdém svazu existuje supre-
mum a infimum prézdné mnoziny. Ano, existuji svazy, které nemaji nejmensi
a/nebo nejvétsi prvek. Tyto svazy vSak musi byt nekonecné, jak ukazuje nasle-
dujici tvrzeni.

3.1.17 Tvrzeni. Kazdy koneény svaz (A,V,A,C) mé nejvétsi a nejmensi
prvek. Nejvétsi prvek je roven sup(A), nejmensi inf(A).
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3.1.18 V dalsim textu budeme nejmensi prvek ve svazu znacit 0 a nejvétsi
prvek 1. Uvédomte si, Ze pro a € A plati:

aV1li=1 aANl=a, aVOQ=a, aNQ=0.

3.1.19 Uplny svaz. Svaz (A, V, A, C) nazveme tplny, jestlize existuje supre-
mum a infimum libovolné mnoziny X C A.

3.1.20 Poznamka. Kazdy koneény svaz je uplny. Existuji i nekonecné svazy,
které jsou tplné: napt. (P(N),U,N, C) je tplny svaz. Svaz (R, <) neni uplny,
nema napf. supremum prazdné mnoziny, nebo supremum mnoziny vsech klad-
nych realnych ¢isel.
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3.1.21 Twvrzeni. V kazdém svazu (A, V, A, C) pro kazdé t¥i prvky a,b,c € A
plati
aV{bAc)E (aVb)A(aVe),

aN(bVe)C(aAb)V(aAc).

3.1.22 Distributivni svaz. Svaz (A,V,A,C) nazveme distributivni svaz,
jestlize pro kazdé t¥i prvky a, b, c € A plati
aV{Arc)=(aVb)A(aVec). (3.1)

anN(®Ve)=(aAb)V(aAc). (3.2)

3.1.23 Priiklady distributivnich svazu.
1. Svaz (P(U),U,n, Q) je distributivni.

2. Svaz (N,lecm, ged, |) je distributivni.
3.1.24 Tvrzeni. Ve svazu (4, V, A, C) plati rovnost (3.1) pravé tehdy, kdyz
plati rovnost (3.2).

Znamena to, ze ve svazu staci ovérit jednu z rovnosti (3.1) a (3.2). Plati-li

jedna, plati i druhd, neplati-li jedna, neplati ani druha.

3.1.25 Svaz L3. Oznacme L3 nasledujici svaz s péti prvky a, b, c,0,1:
Prvky a, b, ¢ jsou po dvou nesrovnatelné, 0 je nejmensi prvek a 1 je nejvétsi
prvek.

Svazu L3 se také fika diamond nebo tfilapmionek.
3.1.26 Svaz P5. Oznacme Ps nasledujici svaz s péti prvky a,b,c,0,1:

Prvky a a c jsou nesrovnatelné, prvky b a ¢ jsou nesrovnatelné, a C b, 0 je
nejmensi prvek, 1 je nejvétsi prvek.

Svazu Ps se téz rika pentagon.
3.1.27 Ve svazu L3 plati
aVbArc)y=aVvV0=a a (aVb)A(aVec)=1A1=1
Ve svazu P5 plati
aV(bArc)=aV0=a a (aVb)A(aVec)=bA1l=0b.

Tedy oba svazy L3 a Py nejsou distributivni. Plati v nich vSak nerovnosti z
3.1.21.

To miize pomoci pii ,zapamatovani“ nerovnosti z 3.1.21; zkusime jaka
nerovnost plati ve svazu L3 pro prvky a,b,c a stejnd nerovnost pak plati v
kazdém svazu.
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3.1.28 Podsvaz. K tomu, abychom mohli charakterizovat distributivni svazy,
potfebujeme pojem podsvazu.

Mame dan svaz (A, V,A,C). Mnozinu B C A nazveme podsvaz svazu (A, V
V, A, £), jestlize plati

je-i b,ce B pak bVe bAceE B.

Je tedy podsvazem takovd podmnozina, kterd je ,uzaviena“ na obé svazové
operace.

3.1.29 Véta. Svaz je distributivni pravé tehdy, kdyz neobsahuje ani £3 ani
Ps jako podsvaz.

3.1.30 Doplnék. Jednim z prikladt svazu, ktery jsme si ukézali, je svaz
v8ech podmnozin dané mnoziny U — svaz (P(U),U,N, C). Vime, Ze tento svaz
m4 nejmensi prvek 0 = () a nejvétsi prvek a to 1 = U. V mnozinich zndme jestd
jednu operaci — a to doplnék. Dolnék mnoziny X je mnozina U \ X. Zobecnime
dolnék i pro dalsi svazy.

Je dén svaz (A, V, A, C) s nejmensim prvkem 0 a nejvétsim prvkem 1. Prvek
b € A nazveme dopnék prvku a, jestlize

bva=1 a bAa=0.
3.1.31 Poznamka. Vsimnéte si, ze dopnék mnoziny, tak jak jsme si ho
pfipomnéli v minulém odstavci, odpovida dopliiku ve svazu (P(U),U,N, C, 0, U).

V obecném svazu nemusi byt doplnék urcen jednozna¢né. Uvazujme napft.
svaz L3 z 3.1.25. Pak prvky b i ¢ jsou dopiiky prvku a. Ano,aVb=1=aVca
aANb=0=aAc

3.1.32 Tvrzeni. Jeli svaz (A, V,A,C,0,1) distributivni, pak kazdy prvek
ma nejvyse jeden doplnék.
3.1.33 Poznamka. V distributivnim svazu se d4 dokazat i vice.

Plati-li v distributivnim svazu
aVb=aVe a aANb=aAlc,

pak b =c.

3.1.34 Poznamka. Existuji distributivni svazy, ve kterych nékteré prvky
dolnék nemaji. Uvazujme na piiklad svaz skladajici se ze tii prvki 0,a, 1, kde
0 C a,a C 1; tj. 0 je nejmensi prvek, 1 je nejvétsi prvek, a a je ,,mezi nimi“. Pak
prvek a nema doplnék.

3.1.35 Komplementarni svaz. Svaz (A,V,A,C) s nejmensim prvkem 0 a
nejvéts§im prvkem 1 se nazyva komplementdrni, jestlize kazdy prvek a € A ma
doplnék.
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3.1.36  Je dén distributivni, komplementarni svaz (A, V, A, C, 0, 1). Pak dopl-
nék kazdého prvku existuje a je urcen jednoznac¢né. Muzeme se tedy na doplnék
divat jako na undrni operaci na mnoziné A. Budeme proto znaéit @ doplnék
prvku a € A.

3.2 Booleovy algebry

Jisté jste se jiz setkali s Booleovou algebrou a to bud v logice nebo v logickych
obvodech. Jednalo se o dva prvky 0,1 a na nich byly definovany operace Vv, A
a ~ zndmym zptsobem. Toto byl ptiklad jedné Booleovy algebry — totiz té
nejmensi. Uspotfadani bylo dano 0 < 0,0<1a1 <1, dopliiky: 0 =1, 1 =0.

3.2.1 Booleova algebra. Kazdy svaz, ktery je distributivni a komplemen-
tarni, nazveme Booleova algebra.

Booleovu algebru budeme znaéit jako sedmici (B, V,C, A,0,1,7 ), kde prvni
ast, totiz (B, V, A), je distributivni svaz, 0 je nejmensi prvek, 1 je nejvétsi prvek
tohoto svazu a ~ je operace dopliku.

3.2.2 Piiklady Booleovych algeber. Tak zvand hyperkrychle (hypercube)
je vlastné priklad Booleovy algebry. Mame déno pfirozené ¢islo n > 1. Ozna¢me
B, = {07 1}na tj.

B, ={(ay,as,...,a,)|a; € {0,1}}.

Na mnoziné B,, definujeme binarni operace V a A takto:
(al,az,...,an)\/ (bl,b27...,bn) = (a1 \/bl,az\/b%...,an\/bn),

(al,ag,...,an)/\(bl,bg,...,bn) = (a1 /\bl,ag/\b27...7an/\b").

Trojice (B, V,A) je distributivni svaz s nejmensim prvkem (0,0,...,0) a nej-
vét§im prvkem (1,1,...,1). Neni obtizné nahlédnout, Ze v tomto distributivnim
svazu existuje doplnék kazdého prvku a to

(a1,a2,...,a,) = (a1,az,...,Gy).

Uvédomte si, ze se vlastné jedna o kartézsky soucin n exemplait nejmensi
Booleovy algebry.
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3.2.3 Tvrzeni. Je ddna Booleova algebra (B,V,A,C,0,1,7 ). Pak plati

Ab=aVb pro kazdé a,b € B,

Il
Ql
>
SH
S

pravé tehdy, kdyz b C a.

3.2.4 Véta. Kazda konecna Booleova algebra je az na prejmenovani shodna
(isomorfni) s Booleovou algebrou (B, V, A, (0,0,...,0),(1,1,...,1),7).

3.2.5 Dusledek. Je-li (B,V,A,C,0,1,7) koneénd Booleova algebra, pak
mnozina B mé 2" prvki.

3.2.6 Poznamka. Msgjme koneénou mnozinu o n prvcich U = {1,2,...,n}.
Vime, ze (P(U),U,N,C,~ ) je Booleova algebra, protoze se jedna o distributivni
a komplementarni svaz. Podle véty 3.2.4 je tato Booleova algebra isomorfni s
nékterou hyperkrychli (v tomto pfipadé se jednd o hyperkrychli B,,). UkaZzeme
si, jak si tyto dvé Booleovy algebry odpovidaji:

Kazda podmnozina X C U je jednoznacné urcena svoji charakteristickou
funkei xx: U — {0,1}, kde

N~ _J 1, pro ieX
XX(Z)_{Q pro i¢X

Navic, na zobrazeni z mnoziny {1,2,...,n} do mnoziny {0,1} se miizeme
divat jako na usporadané n-tice nul a jedniéek (v i-té slozce je 1, je-li xx (i) =1
a 0, je-li xx (7) = 0), Charakteristické funkce jsou tedy prvky hyperkrychle B,,.

Prifazeni je dano

XC{L2,....n} +— (a1a...ap)

kdea; =1iffie X aa; =0iff i ¢ X.

Tedy napi. mnoziné {1,2,...,n} je pfifazena n-tice samych jedniéek, prazdné
mnoziné pak n-tice samych nul.

Operaci sjednoceni v P(U) odpovidd operace V v B,, operaci priniku
odpovidé operace A v By, atd. Jedna se tedy o isomorfismus mezi booleovskymi
algabrami; vic o isomorfismu se dozvite v néasledujici kapitole.
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Kapitola 4

Homomorfismy a volné
algebry

4.1 Homomorfismy a isomorfismy

4.1.1 Ukézali jsme si fadu piikladii tzv. algeber, tj. mnozin, na kterych jsou
dany operace a tyto operace spliuji jisté rovnosti. Pfipomenme si je:

1. Pologrupa je dvojice (A, x), kde A je mnozina, * je bindrni operace spliiujici
asociativni zakon
ax(bxc)=(axb)x*c

2. Monoid je trojice (A, *,e), kde (A, x) je pologrupa a prvek e spliiuje
axe=a, ex*xa=.a.
Prvku e fikdme jednotkovy prvek.

3. Grupa je ¢tvefice (A, *,e,71), kde (A, *,e) je monoid, kde kazdy prvek
a € A ma inversni prvek a1, tj. plati

4. Okruh je pétice (R, +,-,0.—), kde (R,+,0,—) je komutativni grupa (tj.
a+b = b+a pro viechny a,b € R), (R, -) je pologrupa a plati distributivni
zakony

a-(b+c)=a-b+a-c (b+c¢)-a=b-a+c-a.

5. Svaz je trojice (A, V, A), kde V a A jsou bindrni operace spliiujici rovnosti
1) az 4) z 3.1.10.

6. Booleova algebra je Sestice (A,V,A,0,1,7 ), kde (A4, V,A) je distributivni
svaz s nejmensim prvkem 0, nejvétsim prvkem 1, kde kazdy prvek mé do-
plnék. Uvédomte si, Ze jak nejmensi, tak nejvétsi prvek je charakterizovan
rovnostmi, totéz plati o doplnku.

19. inora 2010, 15:44
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4.1.2 Typ algebry. Typem algebry nazveme soubor, ktery udava kolik a
jakych operaci se v dané algebfe nachézi.

Tedy pologrupa je algebra typu (2), protoZze obsahuje jednu binarni operaci.

Monoid je algebra typu (2,0), protoZze kromé bindrni operace obsahuje jesté
jednotkovy prvek a ten povazujeme za nularni operaci.

Grupa je algebra typu (2,0, 1), protoZe k binarni a nuldrni operaci obsahuje
téz unarni operaci — tvorba inversniho prvku.

Okruh je algebra typu (2,2,0,1), jsou zde dvé bindrni operace a to séitdni
a nasobeni, pfitom pro séitani mame neutralni prvek a mtuzeme odéitat — tj.
mame opacné prvky.

Svaz je algebra typu (2,2), jsou zde definovany dvé bindrni operace.

Booleova algebra je algebra typu (2,2,0,0,1), jsou zde definovédny dvé
bindrni operace, dvé nuldrni operace (nejmensi a nejvétsi prvek) a jedna undrni
operace (doplnék).

4.1.3 Poznamka. Pojem univerzilni algebry je zna¢né abstraktni. Uvadime
ho tady z toho diivodu, Ze fada struktur, které jsme do ted studovali, zapadd pod
tento obecny pohled. Navic, fada tvrzeni plati pro univerzalni algebry obecné a
je zbytecné dokazovat kazdé z nich nezavisle.

Mezi vyjmenovanymi chybi téleso. Je to proto, ze pfifazeni inverzniho prvku
v télese neni unarni operaci, protoze inverzni prvek neexistuje pro vsechny prvky
télesa, ale pouze pro ty nenulové.

4.1.4 Univerzalni algebra. Univerzalni algebra typu A je mnozina A spolu
s operacemi, jejichZ arity jsou pfedepsany pravé typem A. Algebru znacime A
a mnozinu A nazyvame nosnou mnozinou algebry.

Tedy pologrupa, monoid, grupa, okruh, svaz a Booleova algebra jsou priklady
univerzélnich algeber (rtiznych typt). Co je pro jednotlivé algebry podstatné,
jsou jesté rovnice, které tyto algebry spliiuji. Budeme proto mluvit a algebre
typu A splitujici rovnice F.

4.1.5 Podalgebra. Rekneme, %e mnozina B je uzaviena na binarni operaci
*, jestlize pro kazdé dva prvky a,b € B je jejich vvysledek a * b také v mnoziné
B.

Rekneme, 7e mnozina B je uzaviena na unérni operaci —, jestlize pro kazdj
dva prvek b € B je jejich vvysledek b také v mnoziné B.

Rekneme, 7e mnozina B je uzaviena na nuldrni operaci e, jestlize e lezi v
mnoziné B.

Podalgebra algebry s nosnou mnozinou A je podmnozina B C A, kterd je
uzaviena na vSechny operace dané algebry.

4.1.6 Poznamka. Uvédomte si, Ze takto jsme definovali podpologrupu, pod-
monoid, podgrupu i podsvaz.

4.1.7 Tvrzeni. Jestlize algebra A spliiovala rovnice F, pak kazda jeji podal-
gebra tyto rovnice spliuje také.

Takze podsvaz daného svazu je také svazem, podgrupa dané grupy je také
grupou, atd.
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4.1.8 Respektovani operaci. Méjme dany dvé algebry A a B s nosnymi
mnozinami A a B stejného typu. Rekneme, Ze zobrazeni f: A — B respektuje,
zachovdvd binarni operaci *, jestlize pro kazdé x,y € A plati

f@xay = f(x)*s f(x).

Rekneme, Ze zobrazeni f: A — B respektuje, zachovdvd unarni operaci —,
jestlize pro kazdé x € A plati

f(@) = f(2).

Rekneme, Ze zobrazeni f: A — B respektuje, zachovdvd nuldrni operace e,
jestlize plati
flea) = es.

4.1.9 Homomorfismus algeber. Jsou dany dvé algebry A, B stejného typu
a spliujici rovnice F; A méa nosnou mnozinu A, B ma nosnou mnozinu B.

Homomorfismus algebry A do algebry B je zobrazeni f:A — B, které
respektuje vSechny operace.

4.1.10 Poznamka. Uvédomte si, ze takto jsme definovali pologrupovy ho-
momorfismus, tj. zobrazeni, které respektuje binarni operaci, monoidovy homo-
morfismus, tj. zobrazeni, které respektuje i jednotkovy prvek, grupovy homo-
morfismus, tj. zobrazeni, které navic respektuje inversni prvky, svazovy homo-
morfismus, tj. zobrazeni, které respektuje suprema a infima, atd.

Homomorfismus télesa F; do télesa Fo je kazdy okruhovy homomorfismus,
ktery navic respektuje jednotkové prvky, tj. f(11) = 1s.

4.1.11 Tvrzeni. Mame dany dvé grupy (G,*,1g,7'¢) a (H,o,1z,714).
Jestlize zobrazeni f:G — H respektuje binarni operaci, pak respektuje i
zbyvajici operace.

Jinymi slovy, je-li zobrazeni mezi dvéma grupami pologrupovym homomor-
fismem, je i grupovym homomorfismem.

4.1.12 Isomorfismus. Homomorfismus f, ktery je bijektivnim zobrazenim,
nazveme isomorfismus.

4.1.13 Piiklady isomorfismau.

1. Funkce log;, je isomorfismus grupy (R*,-, 1,71 ) na grupu (R, +,0, —), kde
R+ zna¢ mnozinu vsech kladnych realnych &isel.

2. Mé&jme déna dvé nesoudélné pfirozena ¢isla n a m. Cinska véta o zbytcich
déavé isomorfismus (Zy.m, +,0) na (Z,,+,0) X (Zm,,+,0).
Obdobné (Z.m,-, 1) je isomorfni s (Zp,-,1) X (Zm,-,1) a (Z* 1) je

isomorvni s (Z},-,1) x (Z,,-,1). -

nsy "y ms

3. Existuje isomorfismus Booleovy algebry (P(U),U,N,C,” ) na Booleovu
algebru (B,,V, A, (0,0,...,0),(1,1,...,1),7 ), viz 3.2.6.
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4.1.14 Tvrzeni. Je-li f homomorfismus algebry A do algebry B, pak obraz
f(A) nosné mnoziny A algebry A je podalgebra algebry B.

4.1.15 Poznamka. Tedy speciilné, je-li f homomorfismus pologrup, pak ob-
raz f(A) pologrupy A je podpologrupa pologrupy B; je-li f grupovy homomor-
fismus, pak obraz grupy je podgrupa, atd.

4.1.16 Tvrzeni. Joudany dvé grupy G = (G, *,1g,7 ¢ )aH = (H,o0, 1,7 17).
Pak existuje homomorfismus f: G — H definovany

f(x) =1y prokazdé =z e€G.
Tento homomorfismus se téz nazyva trividlni homomorfismus.

4.1.17 Volna algebra nad mnozinou generatoru. Uvazujme t¥idu 7
vSech algeber typu A splitujici rovnice E. Rekneme, 7e algebra F(X) je volnd
algebra v T, jestlize pro kazdou algebru A ze t¥idy 7 lze libovolné zobrazeni
f: X — A jednozna¢né rozsifit na homomorfismus z F(X) do A.

4.1.18 Piiklady.

1. Je déna abeceda A. Pak mnoZzina vSech neprézdnych slov A* spolu s
operaci zietézeni je volna pologrupa nad mnoZinou generatoru A.

2. Je dana abeceda A. Pak mnozina vSech slov A* spolu s operaci zietézeni
je volny monoid nad mnozinou generatora A.

3. (Z,+,0) je volna grupa nad jednim generatorem, kterym je ¢islo 1.
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