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Avant-propos

Le cours < Introduction a 'automatique > a pour objectif de présenter les concepts de
base de 'automatique linéaire. On utilise 'approche par représentation d’état, qui repose
sur les équations différentielles ordinaires.

Ces notes de cours se composent de six parties. La premiere est une rapide présentation
de 'automatique a travers I’étude d'un exemple classique, celui de la commande d’un bras
de robot et fait I'objet du chapitre[Il En particulier, on expliquera pourquoi les équations
différentielles ordinaires (EDO) sont utilisées et la nécessité d’une bonne connaissance
de leurs propriétés fondamentales avant d’aborder la résolution de problemes en automa-
tique. Il est a souligner que cette partie est tres complete et que certains points abordés
ont déja été vus. Dans ce cas, on pourra passer rapidement sur ces points.

La seconde partie est développée dans le chapitre [2 et est consacrée a 1'étude des
équations différentielles ordinaires (EDO) ainsi qua leur utilisation pour la modélisation
en physique, mécanique, économie, biologie... L’accent est principalement mis sur deux
points : tout d’abord la notion de stabilité dont I'importance, pour de nombreux problemes
pratiques, est comparable a celle de la connaissance effective des solutions; et ensuite une
description détaillée des solutions des EDO linéaires a coefficients constants.

Dans la troisieme partie (chapitre 3), sont abordées les notions essentielles de 'au-
tomatique telles que la commandabilité, I'observabilité et la stabilisation des systemes
linéaires commandés. On établira en détail comment se caractérisent ces propriétes sous
la forme de criteres classiques tels que celui de Kalman ou le théoreme de placement de
poles. On présentera aussi une solution effective a la question de commandabilité grace a
la sortie de Brunovski ainsi que 'observateur de Luenberger et le principe de séparation
qui en résulte.

Dans le chapitre 4, on abordera I'étude de la commandabilité pour les systemes non
linéaires, en se contentant de ceux qui sont affines en la commande. On mettra en évidence
la notion de crochet de Lie, centrale pour décrire I’ensemble atteignable. On donnera les
principaux résultats généraux comme le théoreme de Krener pour 1'accessibilité et les
théoemes de Chow-Rashevski, Nagano et Sussman pour ce qui est de la commandabilité
et la description de l'orbite.

Les deux derniere parties sont a des questions de commande optimale. La cinquieme
et derniere traite plus particulierement de deux aspects classique de la commande opti-
male : (a) la commande linéaire quadratique et son application la plus fameuse, le filtre
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de Kalman; (b) le principe du maximum de Pontryagin (PMP) appliqué aux systemes
linéaires et a la minimisation du temps.

Enfin, la sixieme et derniere partie traite de questions de controle optimal pour des
systemes non linéaires avec un énoncé général du PMP et ensuite son application pour
caractériser les trajectiores optimales dans le cadre sous-riemannien et pour 1’étude de la
synthese optimale pour des systemes en dimension deux.

Les résultats sont parfois accompagnés de leur preuve. Lorsque celle-ci n’est pas utile
a la compréhension du cours, elle est écrite en petits caracteres (petits comme ceci) et est
précédée du symbole *. Le méme traitement (petits caracteres et symbole *) est appliqué
aux parties les plus avancées du document, qui ne seront pas traitées en cours. Il n’est
cependant pas interdit de les lire. . .Enfin, le symbole ” :=” signifie que ce qui est a gauche
du symbole est défini par ce qui est a droite.

Enfin, le présent cours a été enseigné par Pierre Rouchon et Frédéric Bonnans entre
1994 et 2004 sous le titre « Commande et Optimisation de systemes dynamiquess et
fait 'objet de l'ouvrage [Rou — Bo| extrémement riche en exemples et qu'il est forte-
ment conseillé de consulter. De plus les auteurs du présent document remercient Frédéric
Jean et Emmanuel Trélat pour avoir autorisé de nombreux emprunts au tres beau cours
"Equations différentielles et fondements de I'automatique” ainsi qu’a I'excellent ouvrage
”Controle optimal : théorie et applications” chez Vuibert.

Par ailleurs, ces notes de cours sont loin d’étre parfaites et les auteurs seront grés a
toute personne leur signalant des corrections a effectuer.



Chapitre 1

Introduction

L’automatique (ou théorie du controle) est la science qui traite des lois de régulation
des systemes commandés. Commander un objet (on dit aussi le controler ou ’asser-
vir) signifie influencer son comportement pour lui faire effectuer une tache définie a
I’avance. Afin de réaliser en pratique cette "influence”, les ingénieurs ont mis au point des
mécanismes appropriés faisant appel a des principes théoriques généraux, eux-meémes s’ex-
primant a l’aide de divers outils mathématiques. Ainsi, ces mécanismes vont du régulateur
a boules de Watt (pour les moteurs & vapeur) aux microprocesseurs les plus sophistiqués
que l'on peut trouver dans les CD players, les automobiles, ou encore dans les robots
industriels ou les pilotes automatiques des avions. L’étude de ces mécanismes et leur
interaction avec 'objet a commander est l'objet de ce cours.

Nous allons illustrer plus en détail notre propos a I'aide d’un exemple simple issu de
la robotique. Nous reprenons la description qui en est faite dans [Rou — Bol. Il s’agit
d’un bras rigide tournant dans un plan vertical autour d'un axe horizontal (Oz) et ce
dernier est équipé d’un moteur délivrant un couple variable u € R que 'on peut choisir
arbitrairement a chaque instant : u est la commande du systeme (ou encore entrée).
La position géométrique du systéme est décrite par un angle € S o1 I'on a noté le
cercle unité par S* (c’est-a-dire que S! est la ”sphere” de dimension 1). La dynamique
du systeme est obtenue a partir de la conservation du moment cinétique autour de ’axe

(Ox) :

JO(t) +mlgsin 0(t) = u(t), (1.1)

avec m la masse du bras, J son moment d’inertie par rapport a l'axe (Oz), [ la
distance du centre de gravité a (Ox) et g laccélération due a la pesanteur. On aura
reconnu l'équation d’un pendule pesant sans frottement. Bien que les constantes qui
interviennent dans ce probleme jouent un role prépondérant en pratique, on supposera
dans la suite que mlg = J = 1. La dynamique du bras est donc

O(t) +sinb(t) = u(t). (1.2)
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Pour un angle 6, fixé, un objectif possible de commande est d’amener le bras a I’angle
6, et de 'y maintenir ensuite. On dira alors que le bras est en position d’équilibre a
0 = 0, et I'objectif de commande est de stabiliser le systeme en 6,. Plus généralement, on
pourra se donner comme objectif de suivre une trajectoire de référence 6,.(-) qui vérifie la
dynamique (2] pour une commande de référence w,.(-) avec les fonctions du temps 6,., u,
définies sur un intervalle de temps [0, 7] (7, pouvant étre fini ou non).

Remarque. Remarquons que 'objectif initial est un cas particulier du suivi de trajectoire
puisque amener le bras a un angle # = ¢; I’y maintenir ensuite est équivalent a suivre la
trajectoire de ([[L2)) associée a 0,.(-) = 0, et u,.(-) = sinb,.

Nous allons maintenant décrire les étapes successives que suit ’automaticien pour
résoudre le probleme.

1.1 Mise sous forme d’état et définition du systeme
commandé

Un intervalle de temps [0, 7] doit étre fixé pour toutes les fonctions temporelles que
nous envisagerons. Ici, il est naturel de prendre T" = T,., temps auquel on veut amener
le bras en position déquilibre. Afin de connaitre I’évolution du mouvement lorsque I'on
applique un couple u(-) : [0,7] — R, il faut intégrer 'equation différentielle (L2)), qui est
du second ordre donc. Pour cela, il faut connaitre, a 'instant ¢ = 0, la position angulaire
0(0) = 6y et la vitesse angulaire 0(0) = wy. La paire (fy,wp) représente les conditions
initiales du systeme différentiel du premier ordre suivant, obtenu a partir de (L2)) :

ot) = w,
(S){ w(t) = —sinf(t) + u. (1.3)

A Tinstant ¢, I’état du systeme est donc uniquement déterminé par la donnée de (0(t), w(t))
et u(t). La variable z = (0, w) forme I’état du systeéme, qui est donc un point de S' x R,
et le couple de fonctions ¢ — (x(t),u(t)) avec t € [0, T] est appelé trajectoire du systeme.
De maniere plus classique, une trajectoire est la réponse du systeme a la commande
u(+) (appelée aussi entrée).
La dynamique () peut étre réécrite en termes de x comme suit :

(5) &(t) = F(x(t), ult)), (1.4)

avec F': ST x R x R — R? est le champ de vecteurs qui, a tout point (z,u) = (6,w) €
ST x R x R associe le vecteur (w, —sinf + u) € R?.

Enfin, on applera systeme commandé (associé au bras de robot) (), ensemble des
données suivantes : 'espace d’état S* x R, I'espace de commande R, la dynamique (4] et



1.2 Commandabilité 11

la classe des commandes admissibles Ad, ¢’est-a-dire 'ensemble des fonctions u : [0, T] —
R (continues, continues par morceaux, polynomes, fonctions bornées etc.).

Comme étude préliminaire a ce systeme (et aux objectifs de commande que 'on veut
atteindre), il est impératif de comprendre ce qui se passe si ”1’on ne fait rien”, ¢’est-a-dire

en mettant v = 0 dans (L4). On est alors conduit a étudier 'équation différentielle
ordinaire (EDO) définie sur S' x R par

ot) = w,
<S)°{ o) = —sinf(t), (L1.5)

ou encore & = F(x(t),0). En automatique, cette étape est appelée étude de la réponse
libre. 11 est particulierement important de savoir quel est le comportement des trajectoires
libres lorsque t tend vers 'infini. On parle alors d’étude de la stabilité asymptotique de
I'EDO (). Par exemple, est-ce que les trajectoires peuvent converger vers un point de
St x R?? De tels points sont appelés points d’équilibre du systeme libre et correspondent
aux trajectoires constantes. Un simple calcul montre que les seuls points d’équilibre du
bras sont (0,0) et (m,0). (Une trajectoire constante correspond & annuler le membre de
droite.)

1.2 Commandabilité

Etant donnés deux états zo = (Ao, wo) et 2y = (61, w;) dans l'espace d’états, le
probleme de commandabilité entre ces deux états consiste a trouver une trajectoire de
(3) (c’est-a-dire un triplé t — (0(t),w(t),u(t))) partant de zp en t = 0 et arrivant en z,
en t = T. En d’autres termes, il s’agit de trouver la commande v pour amener le systeme
d’un état & un autre. Si cela est possible, on dira que (X) est commandable entre x( et x;
et qu’il est completement commandable s’il est commandable pour toutes paires d’états.
Il faut remarquer que la question de commandabilité peut se scinder en deux :

(Q1) étant donné (X)), peut-on montrer qu’il est ou non complétement commandable, et
ce sans explicitation des commandes ?

(Q2) Etant donnée une paire (o, z1) d’états commandables par (X), donner une procédure
effective pour déterminer une commande qui amene le systeme de xg & x1.

La question (Q1) est de nature théorique et est loin d’étre résolue a I'heure actuelle.
Nous I'étudierons dans le cas particulier des systemes linéaires. On peut exprimer le
probleme de commandabilité en termes d’algebre linéaire et on peut alors donner une
condition nécessaire et suffisante sur la dynamique du systeme command’é qui caractérise
la commandabilité.

La question (Q)2), appelée aussi planification de trajectoires, est encore plus difficile a
résoudre que (Q1). Nous proposerons, toujours pour les systémes linéaires, une solution.
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1.3 Bouclage

Pour le bras rigide, une maniere assez naturelle de déterminer la commande u(-) qui
doit réaliser notre objectif est de procéder comme suit : on sait d’ou on part (du point
xg) et ou on doit arriver (au point z, = (6,,0)) en temps 7'. Supposons que, uniquement
a partir de la connaissance de xg,x, et T, on soit maintenant capable de calculer une
commande u(-) amenant le bras de zy a x,. On dit alors que 'on commande en boucle
ouverte. Cette facon de faire présente au moins deux défauts :

— a linstant t = 0, on est censé calculer toute la loi de commande u : ¢t € [0,7]
puis, 'implémenter dans le systeme physique, pratiquement a l'instant ¢ = 0. Cela
suppose que le temps de calcul de la commande u(-) est négligeable par rapport a
celui du systeme. Pour certaines applications, cela est irréaliste ;

— supposons qu’il arrive un incident sur lintervalle [0,7] qui ne soit pas pris en
compte par la dynamique du systeme. La loi de commande ayant déja été calculée
a l'avance, le systéeme ne pourra pas réagir a 'incident imprévu. (Il faut remarquer
que cet "imprévu” peut survenir constamment si le modele qui est utilisé n’est
qu’approximatif!)

C’est pour cela qu’il convient parfois de calculer u(-) de maniere plus simple et de I'ajuster
en temps réel de facon a compenser les écarts instantanés a la trajectoire de référence,
0 — 0, et w — w, qui peuvent apparaitre. Par exemple, on peut choisir, pour t € [0, 7],
u(t) en terme de 6(t) — 0, et w(t) —w,. L'utilisation de ce type de termes correspond a un
bouclage ou retour d’état, appelée aussi feedback. Remarquons qu'une commande de ce
type suppose la connaissance a tout instant ¢ € [0, 7] des quantités 6(t) — 0, et w(t) — w,.

1.4 Stabilisation

Rappelons que notre objectif est de stabiliser le bras au point x, = (6,,0). Supposons
que l'on atteigne x,, on y reste avec la commande constante wu, := sin6,. De plus, il est
clair que l'on peut s’approcher de 6, en temps fini et rester dans un voisinage de cet
angle avec une vitesse angulaire w, elle aussi pas trop grande. Etre capable alors de faire
diminuer en méme temps 6(t) — 0, et w(t) vers zéro est un peu moins évident. Une
fagon de faire est alors de linéariser (3J) au voisinage de x, c¢’est-a-dire d’écrire

r =z, + dx avec dz = (060, 0w) u = u, + Ju.

Ici, dx et du sont petits. Pour écrire la dynamique de dx a partir de (L3]), on effectue un
développement limité des seconds membres de (L3]) en ne retenant que les termes d’ordre
1 en dx,0u. On obtient alors le linéarisé tangent (S)r de (5) le long de la trajectoire
constante x,.

80(t) = dw,
<S>L{ Sw(t) = bu(t) — cos(6,)d0(t). (16)
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On peut aussi écrire ce systeme

(S), 6x = Adx + bou, (1.7)

=)

L’objectif de stabilisation consiste maintenant & amener tout point de R? en (0,0) le
long de (S)r. Remarquons que le membre de droite de (S), est linéaire en (06, dw, du).
On dira alors que l'on a affaire & un systeme commandé linéaire stationnaire (c’est-a-
dire ne dépendant pas explicitement du temps) et a coefficients constants. Comme nous
le verrons, ces caractéristiques de linéarité permettent d’exprimer les trajectoires de ce
systeme avec de maniere explicite. Afin de stabiliser le systeme tout en conservant un
caractere linéaire, il est naturel de choisir du linéaire en 0z,

avec

Su = —kTox = —k160 — kydw, (1.8)

avec k = (ki, ko)T vecteur constant appelé gain du contréleur. La loi de feedback
précédente est dénommée retour d’état ou feedback statique. Avec ce choix pour u(-), le
systeme bouclé s’écrit
(Lin), 0z = (A+ bkT)ox.

On pose
A(k) = A+ bk".

Il s’agit donc de déterminer k de telle sorte que 'EDO linéaire (Lin); soit asympto-
tiquement stable : pour toute condition initiale dz, € R?, ses solutions tendent vers zéro
lorsque t tend vers l'infini. Cela est équivalent au probleme d’algebre linéaire suivant :
trouver un vecteur k tel que les valeurs propres de A(k) soient de partie réelle stricte-
ment négative. Ces valeurs propres sont appelés les pédles du systeme bouclé (Lin)g. On
verra qu'il suffit de choisir &y, k2 > 0 et la convergence des solutions (vers zéro) est alors
exponentielle. Par exemple, si les valeurs propres A, Ay de A(k) sont réelles, alors toute
solution est combinaison linéaire de exp(Ait) et exp(A2)t).

Enfin, on peut vouloir aussi controler la vitesse a laquelle on stabilise le bras autour de
x, ou encore demander a ce que’il n’y ait pas d’oscillation. Cela revient dans le premier cas
a controler la vitesse de convergence de (Lin) et dans le second & n’avoir que des valeurs
propres réelles pour A(k). On a deux instances particulieres du probleme plus général qui
consiste a déterminer le vecteur k afin que A(k) ait des valeurs propres vérifiant certaines
conditions. On arrive donc a la question purement algébrique suivante : ”étant donné une
paire (A, B) avec A matrice 2 x 2 et b vecteur colonne, caractériser I’ensemble de toutes les
valeurs propres de A(k) = A + bk™ lorsque k est un vecteur quelconque. Le théoréme de
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placement de poles dit essentiellement que si la paire (A, B) est commandable (c’est-a-dire
que la matrice ayant pour colonnes b, Ab est inversible), alors ’ensemble précédent est C
tout entier.

1.5 Observabilité

La loi de feedback donnée en ([LY) suppose que I'on mesure a tout instant ¢ € [0, 7]
I'état complet du systeme =z = (0,w). En pratique, les capteurs de vitesse sont tres
onéreux. Il est donc souvent raisonnable de supposer que 'on ne mesure que la position
et ici cela signifie que I’on ne connait de maniere instantanée que 6. Les quantités mesurées
constituent la sortie d'un systeme comandé. Celle-ci représente une information sur I’état,
instantanée mais souvent partielle. Il est clair qu’une loi de feedback n’a de réalité pratique
que si cette derniere ne s’obtient qua 'aide de la sortie.

Revenons au systeme commandé avec comme unique sortie la position angulaire 6. Si
I’on essaye un feedback statique avec seulement une fonction de 8, on peut montrer qu’il
est impossible de stabiliser le bras. Par exemple, si ’on prend un feedback linéaire en 6,
on aboutit a une équation du type

60 + k6 = 0,

qui n’est pas asymptotiquement stable quelle que soit la valeur de k.

Cependant, on remarque que ’on peut obtenir w(¢) en dérivant 6(¢). On dit alors que
I’état x du systeme est observable a partir de la sortie 6. Plus généralement, on verra
que I’état est observable a partir d'une sortie y si l'on peut reconstruire x a partir d’un
nombre fini de dérivées de y.

Pour le bras, nous pouvons dériver numériquement le signal mesuré 6 pour en déduire
w et ainsi construire une loi de feedback qui stabilise. Cette solution fonctionne si la
mesure de # n’est pas trop bruitée. Dans le cas contraire, I'opération numérique de la
dérivation est a éviter. Apres linéarisation, 1'idée est alors d’estimer I'état dx a partir de
la seule connaissance de I'angle 00 sans dériver 6. Pour cela, il faut utiliser une autre
information sur dz : il vérifie la dynamique (S);! On cherche alors a construire un état
artificiel 6z tel que 6z — 0z tende vers zéro lorsque ¢ tend vers linfini. Un tel dz est
appelé observateur asymptotique. Notons 60 = C'dz avec C' le vecteur ligne égal a (1 0).
On choisit éz comme trajectoire de

(), 0 = Adx + bdu + LC(0x — bz), (1.9)

avec L un vecteur colonne & déterminer. Ici, on a bien sur C(6x — dx) = (66 — 66).
Remarquons que la dynamique (9] est obtenue en ajoutant, a la dynamique linéarisée
du bras, le terme LC (5~x — 0x) qui ne fait intervenir, mis a part des termes ”artificiels”,
que la sortie 80. Lorsque I'on considere la dynamique de U’erreur e := dx — oz, on a

¢ =(A+ LC)e.
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Posons A(L) := A+ LC. Faire tendre e vers zéro lorsque t tend vers I'infini devient
encore une fois un probleme d’algebre linéaire que I'on résout simplement. En appliquant
alors la loi de feedback (LX) obtenue pour éx, on obtiendra une loi de feedback qui
stabilise (localement) le bras. Ce type de loi est appelée feedabck dynamique puisque
I'on stabilise le bras & l'aide de dx qui est obtenu, & partir de la sortie 66, de maniére
dynamique (c’est-a-dire via ne équation différentielle) . On remarquera aussi que I'action
qui consiste a estimer dx est découplée de celle qui consiste a le stabiliser : les choix de
L (estimation) et de k (stabilisation) sont indépendants I'un de 'autre. C’est le principe
de séparation.

1.6 Commande optimale

Une fois la question de commandabilité comprise, on a vu que la détermination d'une
loi de commande est effectuée en foncion de l'objectif de commande que 1'on s’impose.
Celui-ci peut étre un but de stabilisation comme on I’a vu précédement. On peut aussi
vouloir minimiser la commande nécessaire a la réalisation de 'objectif fixé. Par exemple,
pour le bras de robot décrit par (1), on peut vouloir minimiser le travail de la force
qui est nécessaire pour amener le systeme (LI d’'un état xy a un autre z; en temps
T = 1. Cela signifie qu’il faut minimiser fol |u| parmi toutes les lois de commandes qui
amenent le systeme (L)) de xyp a z1. De méme, un autre type de minimisation est celui
du temps lorsque 'amplitude de la commande est uniformément bornée : supposons que
la commande u prenne ses valeurs dans [—1, 1]. Pour tous paires d’états z et x1, il s’agit
de minimiser le temps nécessaire pour amener le systeme (L)) de zo & ;.

Ainsi, lorsque l'on chercher a “optimiser” la commande, il faut se donner un critere
d’optimisation qui sera appelé le cott. Le but est alors de montrer qu’il existe (ou non)
une commande minimisante, appelée aussi commande optimale, et surtout de caractériser
cette (ou ces) commande(s) optimale(s). Il existe plusieurs manieres d’attaquer les ques-
tions de commande optimale, suivant le type de dynamiques que 'on considere. Notons
d’ores et déja que ces méthodes peuvent étre toutes regroupées sous un principe général,
dit de Pontryagin.

1.7 Plan du cours

On va maintenant reprendre de maniere plus systématique et rigoureuse les divers
points évoqués dans I'exemple ci-dessus.

Le chapitre 2 est consacré aux équations différentielles ordinaires (EDO) autonomes en
dimension finie. On définira les notions de champ de vecteurs, trajectoires et on présentera
quelques résultats fondamentaux qui s’y rattachent : probleme de Cauchy (existence et
unicité de solutions), stabilité au sens de Lyapunov pour des équilibres, etc... Le cas des
EDO linéaires a coefficients constants sera soigneusement analysé.
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Dans le chapitre 3, est entamée 1’étude des systemes linéaires stationnaires. Dans un
premier temps, on mettra ’accent sur la forme de Brunovsky et son application a la plani-
fication de trajectoire ainsi que sur la stabilisation par placement de poles. Nous aborde-
rons ensuite 'observabilité comme probleme dual de la commandabilité, la construction
d’observateurs asymptotiques (ou de Luenberger) et la synthese d’un bouclage dyna-
mique de sortie (on dit aussi observateur-controleur). Le chapitre 4 constitue une breve
introduction a la commandabilité des sytemes non linéaire.

Les chapitres 5 et 6 font I'objet de (a) I’étude détaillée de la commande L() avec son
application au filtre de Kalman ; (b) la minimisation du temps pour les systémes linéaires ;
(c) le principe du maximum de Pontryagin pour les systemes affines en la commande;
(d) l'introduction a la synthese optimale en dimension deux.

Il faudra consulter [Rou-Bo] pour les nombreux exemples représentatifs de questions
préoccupant les ingénieurs ainsi que pour les exercices qui permettent d’assimiler le cours.

Les parties écrites en petits caracteres peuvent étre ignorées sauf mention spéciale : il
s’agit souvent de démonstrations.



Chapitre 2

Equations différentielles ordinaires
et stabilité

2.1 Theéorie générale des équations différentielles

Dans cette section, nous présentons la théorie générale des équations différentielles
autonomes, qui sont de la forme

2(t) = ((1)). (2.1)

Cette théorie permet de modéliser et d’étudier de nombreux processus d’évolution

déterministes, finis et différentiables.

Dans la formulation (21), les données sont :

— un ensemble ouvert 2 C R™; x et €2 sont respectivement appelés ’état du systeme
et l'espace d’état du systeme : a chaque instant le systeme est caractérisé par la
donnée de x qui vit dans €.

— une application continue f : Q — R", (parfois appelée "membre de droite de
'équation différentielle”).

(Les résultats que nous allons présenter restent valables quand on remplace R™ par n’im-
porte quel espace vectoriel de dimension finie, par exemple C", M, (R), ....) Une telle
application f:Q C R®™ — R" est appelée un champ de vecteurs : a tout point x dans €2,
elle associe un vecteur f(x) dans R™. En mécanique, f est aussi appelé champ de vitesse.

Ezemple. En revenant a l'exemple du bras rigide (cf. chapitre précédent), la réponse
libre correspond a 'EDO 2/(t) = f(z(t)) avec = S' x R et le champ de vecteur
[ S' xR — R? défini par f(z) = (w, —sind))T si z = (0, w).

Une solution de I'équation différentielle est une fonction dérivable x(-) : I — R”™ telle
que :

— I est un intervalle de R ;

— z(+) prend ses valeurs dans Q, i.e. z(I) C Q;
— pour tout t € I, 2/(t) = f(x(t)).
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Une solution est donc en fait un couple (x(-),I) : l'intervalle de définition [ fait partie
des inconnues. Nous verrons comment caractériser cet intervalle dans la section

Notons enfin que, comme I'application f est supposée continue, toute solution z(-) de
'équation différentielle est automatiquement de classe C*.

Remarque. 11 peut sembler réducteur de ne considérer que les équations différentielles
autonomes, alors que le cadre le plus général est celui des équations de la forme

Z'(t) = f(t, (1)), teJCR, (2.2)

qui dépendent explicitement du temps, et qui sont dites non-autonomes. Ce n’est en
fait pas vraiment une restriction : toute équation non-autonome dans R™ peut étre vue
comme une équation autonome dans R"*!. En effet, définissons un champ de vecteur
F:JxQc R — R par F(t,z) = (1, f(¢t,x)). 1l est alors clair que I'équation
non-autonome (2Z2)) est équivalente a I’équation autonome

@ - (f (tl, x)) = F(t,x(t)).

2.1.1 Existence et unicité

Toute équation différentielle n’a pas de solution. Pour s’en convaincre, considérons
I’EDO définie sur R par
{ a'(t) = —sign(z(t)),

l‘(to) = 0,

avec sign(xr) = x/|x| si x est non nul et sign(0) = 0. Le lecteur essaiera de donner
un argument (simple) montrant qu’il n’y a pas de solution pour 'EDO précédente sur
n’importe quel voisinage de 0. A la lumiere de cet exemple, il est nécessaire d’effectuer
une hypothese de régularité sur le membre de droite d’'une EDO pour espérer avoir un
"bout” de solution dans un voisinage ouvert du temps de départ.

Définition 2.1. On appelle probleme de Cauchy, le systeme

{x’(t) = f(z(), (2.3)

l‘(to) = Xy,

c’est-a-dire le systeme formé d'une EDO et d'une condition initiale (valeur de I'état
donnée a un instant fixé). Rappelons que I'un des objectifs des EDO est de modéliser
des processus physiques qui sont souvent déterministes : si on connait la dynamique d’un
systeme et une condition initiale a ¢ = ty, alors I’évolution de ce systeme est unique pour
t > ty. Cette notion de déterminisme se traduit en termes mathématiques par le fait
que tout probleme de Cauchy a une solution et une seule pour ¢ > 0. Avoir unicité des
solutions d’une EDO est donc une nécessité pour un modele réaliste.
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Le propos du théoreme ci-dessous est de répondre aux questions précédentes.

Théoréme 2.1 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz). Supposons f de classe C* sur €.
Alors, pour tout point xy € € et tout ty € R, il existe 6 > 0 tel que le probléme de

Cauchy défini en (refeq :syscl) posséde une unique solution définie sur |to—4,to+ 0.

*PREUVE.

> La démonstration de ce théoreme repose sur le théoreme du point fixe de Picard. Fixons un
réel o > 0 tel que la boule fermée B(zg, ) soit contenue dans . Puisque f est C, il existe des
constantes M et K > 0 telles que, sur E(mo, «), f est bornée en norme par M et est K-lipschitzienne
(pourquoi ?) Posons en outre

a 1
0 =min(—, —).
(37 3%
> Définissons £ comme étant I'ensemble des fonctions z(-) continues sur Jtg — d,to + d[ & valeurs
dans B(xzg,«) et telles que x(tg) = x¢. Muni de la norme de la convergence uniforme || - [|g, c’est

un espace complet. L’application

@(:p()) =29+ / f(x(s))ds,

to

est une application de £ dans lui méme : en effet, pour |t — tg| < 6,

|@@@%ﬂﬂ=”[f@@ﬂ%§ﬁwéw

Cette application est en outre %—hpschitzienne puisque, pour t €]ty — J,to + 9],

IN

swp ([ 15() ~ 5(pte)) 1)

[t—to|<d to
t

< swp ([ Kla(s) ~y(s)] ds)

[t—to|<d to

12 (2() = @(y()llo

< 3K ()~ yOllo < 5le() —~yOlo

Le théoreme du point fixe de Picard s’applique et montre que 'application ® admet un unique point
fixe dans &, c’est-a-dire que le systeme ([2:3) admet une unique solution z(-) : Jtg — d,tg + 6 = R™
a valeurs dans la boule B(z, ).

> Il ne reste plus qu’a montrer que toute solution x(-) : Jtg — d,tp + 6] = R™ du systeme ([Z3)) est
a valeurs dans la boule B(zg, ). Par I'absurde, supposons quune solution x(-) de (3] sorte de
B(z0,) en temps inférieur & §, et notons ¢; le premier instant ot x(-) sort de la boule ouverte
B(xg,«). D’apres le théoreme des accroissements finis,

a = |z(t) —xol < ( sup [lz'(®)]]) [tr — to| < MG,
tefto,t1]

ce qui contredit § < /M. Toute solution de ([Z3) sur |to—d, to+J] est donc & valeurs dans B(zg, a),
ce qui montre le théoreme.
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Hypotheses plus faibles sur f

Nous avons énoncé le théoréme de Cauchy-Lipschitz avec I'’hypothese que f est C!
sur €2 car elle est simple a utiliser et fréquemment satisfaite dans les applications. Remar-
quons cependant que, dans la preuve, nous avons seulement besoin que f soit localement
lipschitzienne, c’est-a-dire que pour tout zy € €2, il existe un voisinage Uy de xy dans €2
et une constante K tels que f soit K-lipschitzienne sur Uy. La conclusion du théoreme de
Cauchy-Lipschitz reste donc valable sous 'hypothese que f est localement lipschitzienne.
En particulier, elle est valable si f est (globalement) lipschitzienne sur €.

Que se passe-t-il si on affaiblit encore les hypotheses et que 'on suppose f seulement
continue 7 Un théoreme de Peano affirme que, dans ce cas, le systeme (2.3)) admet toujours
une solution. En revanche, I'unicité n’est pas garantie. Par exemple le probleme de Cauchy

W = V0l
L 2 M e

admet comme solutions les fonctions y;(t) = 0 et ya(t) = %t'. Il en admet méme une
infinité puisque, pour tout a > 0, la fonction y(-) définie par

y(t) =0 pourt<a, y“(t) = yo(t —a) pourt>a
est également solution.

Remarque. D’apres la remarque faite en introduction, le théoreme de Cauchy-Lipschitz est également
valable pour une équation non-autonome z’ = f(¢,) : si f est C! sur J x €, alors, pour (to,zg) € J x Q,
l’équation a une unique solution définie sur |ty — d, to + [ et valant xg en t.

On peut dans ce cas affaiblir nettement les hypotheses sur f : en effet, la conclusion du théoreme
restera valable si on suppose seulement que f est localement lipschitzienne en la seconde variable x,
c’est-a-dire que, pour tout (to,xg) € J x €, il existe un voisinage Jy de ty dans J, un voisinage Uy de xg
dans € et une constante K tels que, pour tout t € Jy, I'application f(¢,-) est K-lipschitzienne sur Uy.
La preuve est une simple adaptation de celle que nous avons donnée ici.

2.1.2 Solutions maximales et durée de vie

Considérons 1’équation différentielle

2 (t) = f(x(t)), (2.4)

ol le champ de vecteurs f : Q C R® — R" est supposé de classe C*.

Nous avons défini au début de ce chapitre une solution de cette équation comme une
fonction z(-) définie sur un certain intervalle I de R. Cette section est consacrée a ’étude
de cet intervalle de définition /. Nous rencontrerons deux types de problemes.
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~ Etant donné un couple (to, z0) € R x €, il existe une infinité de solutions de (2.4))
satisfaisant la condition initiale z(¢y) = x¢ : par exemple si z(-) est solution sur
I'intervalle I, ¢ty € I, toute restriction de x(-) a un sous-intervalle de I contenant
to est une solution différente. Pour éviter de considérer comme solutions différentes
la méme fonction prise sur des sous-intervalles, nous chercherons a associer a une
fonction un unique intervalle, le plus grand, sur lequel elle est solution : c’est la
notion de solution mazximale.

— Si on choisit l'intervalle I le plus grand possible, peut-on le prendre égal a R tout
entier 7 Si ce n’est pas le cas, que se passe-t-il pour la solution? et quelle est la
forme de I ? C’est le probleme de la durée de vie des solutions.

Solutions maximales

Définition 2.2. On dit qu’'une solution z(-) : I — Q de (Z4]) est une solution mazimale
si elle n’a pas de prolongement a un intervalle strictement plus grand, c’est-a-dire si elle
n’est pas la restriction a I d’une solution définie sur un intervalle I’ 2 [.

Nous allons montrer qu’il existe une unique solution maximale de I’équation (2.4])
satisfaisant une condition initiale donnée. Nous avons besoin pour cela d'un résultat
d’unicité global.

Proposition 2.2. Si z(-) et y(-) : I — Q sont deux solutions de (2.4) définies sur

le méme intervalle I qui coincident en un point ty € I, alors elles sont éqgales.

PREUVE.

> Considérons d’abord le dernier instant > tg ou les solutions coincident :
ty =sup{t €I : t>ty, z(s)=y(s) pour tout s € [to,t]}.

Par l’absurde, supposons ¢, < sup I. Les solutions étant continues, on a x(ty) = y(t4). En
appliquant le théoréme de Cauchy-Lipschitz au couple (¢4, x(t4)), on obtient que les deux
solutions sont encore égales sur un intervalle [t , ¢ + d[, ce qui contredit la définition méme
de t4. Donc ty = sup . Le méme argument vaut pour I'infimum des instants ou les deux
solutions coincident.

4

Théoréme 2.3. Pour toute donnée initiale (to,xo) € R x Q, il existe une unique
solution mazximale x(-) :t_,t [ — Q de (2) satisfaisant x(ty) = xo. Tout autre
solution satisfaisant cette condition initiale est une restriction de x(-) a un sous-
intervalle de |t t.].
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Remarque. Insistons sur le fait que 'intervalle de définition d’une solution maximale est
toujours un intervalle ouvert |t_, ¢, [. Les bornes ¢, et t_ de l'intervalle maximal sont des
fonctions de (o, 7o) qui prennent leurs valeurs dans R : £, peut étre soit un réel, soit
+00, alors que t_ peut étre soit un réel soit —co. Dans tous les cas, t_ <ty < t,.

PREUVE.

> Soit I la réunion de tous les intervalles contenant ¢y sur lesquels le systeme

{w/(t) = f(.%'(t)), (m)

.%'(to) = Xy,

admet une solution. D’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, cette réunion est un intervalle
ouvert, c’est-a-dire de la forme I =]t_, ¢ [. Pour tout ¢ € |t_, ¢ [, définissons x(t) comme la
valeur en ¢ de n’importe quelle solution de (Z3]) définie sur [to,¢]. La proposition précédente
montre que la fonction z(-) : |t_,t;[— Q ainsi définie est bien solution de (2.3]). De plus, par
construction, c’est un prolongement de toute autre solution.

t

Durée de vie

On s’intéresse maintenant a l'intervalle de définition |¢_, ¢, [ d'une solution maximale
x(-) de (24). Cet intervalle peut étre différent de R, méme pour les équations les plus
simples.

Ezemple. Considérons I'équation y/(t) = y*(t) dans R, dont la solution valant vy en ¢y est

Yo

u() = (t—to)yo +1°

L’intervalle maximal de définition de cette solution est |to— yio, +oo[siyy > 0, ]—o0, th— yio[
si yp < 0, et R tout entier si yp = 0.

L’idée générale est que, si une solution ne peut étre prolongée sur tout R, c’est qu’elle
s’approche en temps fini du bord de I'ensemble 2. Formalisons cette idée pour la borne
supérieure ¢, de l'intervalle (les résultats pour ¢_ sont similaires).

Proposition 2.4. Soit z(-) :]t_, t [ — Q une solution mazimale de (2-4). Alors, si

ty < 400, x(t) sort définitivement de tout compact contenu dans ) quand t — t, .

*PREUVE.
> A faire.
O

On rencontrera le cas t; < +o0o essentiellement dans les deux situations suivantes :
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— quand Q = R" et lim;_;, ||z(t)|| = 400 : c’est le phénomene d’ezplosion en temps
fini dont nous avons donné un exemple ci-dessus;
— quand le bord de 2 est borné et x(t) converge vers un point du bord quand ¢ — .
Inversement, retenons une condition suffisante pour que |t_ ¢, [=R.

Corollaire 2.5. Si toutes les valeurs d’une solution mazimale x(-) sont contenues

dans un compact inclus dans Q, alors x(-) est définie sur tout R.

Champs de vecteurs complets

Définition 2.3. On dit que le champ de vecteurs f: Q C R" — R™ est complet (ou que
I’équation associée est compléte) si toute solution maximale est définie sur R tout entier.

D’apres le corollaire précédent, si toutes les solutions maximales sont contenues dans
des compacts, le champ est complet.

Ezemple. Si Q = R", les champs linéaires f(x) = Az sont complets et, de facon plus
générale, tous les champs admettant une majoration linéaire || f(z)|| < «||z| + 3, avec
a, 3 > 0, sont complets (donc en particulier les champs bornés). C’est une conséquence
du lemme de Gronwall.

2.1.3 Flots, portraits de phase

Considérons a nouveau une équation différentielle autonome

(1) = f(2(1)), 2.4
olt le champ de vecteurs f : Q C R® — R™ est supposé de classe C'. Une des spécificités
de cette équation est qu’elle ne dépend pas explicitement du temps (d’ou le qualificatif

autonome). En particulier, les solutions sont invariantes par translation du temps : si x(+)
est solution, z(ty + -) aussi.

Proposition 2.6. Soit xz(-) :|t_,t,[—  une solution maximale de (2.4) et to € R.
Alors & : t — x(t + o), définie sur |t_ — to,t. — to|, est également une solution

mazximale de ([27).

Ainsi le temps n’a pas de role intrinseque ici et on pourra se limiter aux données
initiales en ¢ = 0. Pour un point z € Q, notons ¢(-,z) la solution maximale de (24])
valant z en t = 0 et I, =|t_, ¢, [ son intervalle de définition. Autrement dit, ¢(-, z) est la
solution du systeme

9 r) = x
{mdt) ﬂM@»’ vtel.

¢(0,2) =
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Définition 2.4. L’application (¢, z) — ¢(t, z) est appelée le flot du champ de vecteurs f
(ou de I'équation z’ = f(x)).

Par définition, l'application partielle a = fixé, t — ¢(¢, x), est une solution maximale
de I'équation. Pour une étude qualitative de 1’équation différentielle, il est important
d’étudier plutot I'autre application partielle, ¢, : x — ¢(t, x), pour ¢ fixé. De fagon imagée,
¢¢(x) est la position a I'instant ¢ d'un corps transporté par 1’équation différentielle qui se
trouvait a la position x en ¢ = 0.

Ezemple. Si f est linéaire, i.c. f(z) = Az, A € M,(R), le flot est donné par 'exponentielle
de A :
di(z) = ez, V(t,x) e R x R™.

Ainsi le flot est une généralisation de I'’exponentielle de matrice. Il possede des pro-
priétés similaires.

Proposition 2.7 (formule du flot). Sit; € I, et ty € Ly, (x), alors iy + 1 € I et

¢t1+t2 (SL’) = (btz ((btl (SL’)) :

En particulier, sit € I,

d_t(pe(x)) ==

PREUVE.

> D’apres la proposition sur l'invariance par translation du temps, ¢ — ¢, 4+(x) est la solution
maximale valant ¢, (z) en t = 0, ce qui est la définition de ¢ — ¢;(¢y, (). 0

Remarque. La formule du flot peut aussi se lire de la fagon suivante : si x(:) est une

solution de (24]), alors
x(t) = dr4 (x(to))

pour tous ty et ¢ dans 'intervalle de définition de x(+).
Le domaine de définition du flot est ’ensemble
D={(t,z) eRxQ : tel,}

Pour obtenir des propriétés intéressantes sur le flot (continuité, différentiabilité), il est
nécessaire de montrer d’abord que son domaine de définition D est un ouvert de R x €.
Nous le verrons dans la section suivante.

I y a cependant déja un cas ou cela est évident : si f est un champ de vecteurs
complet sur €, c’est-a-dire si [, = R pour tout x € 2, le domaine de définition du flot
est D =R x 2. On peut alors réécrire les propriétés du flot de fagon globale : pour tous
t,s € R,



2.1 Théorie générale des équations différentielles 25

L. ¢ 0 Qs = drys;
2. g0 =1d;

4. %th = f o ¢y

Les trois premieres propriétés montrent en particulier que ¢, obéit a une loi de groupe.

Orbites et portraits de phase

Définition 2.5. On appelle orbite d’'un point xy € € (ou trajectoire passant par )
I’ensemble

Ol‘o = {¢t(1’0) s te [:vo}'

Autrement dit, 'orbite de z( est la courbe tracée sur R" par la solution maximale de
I'équation (2.4]) passant par xy en t = 0.

La propriété d’invariance par translation du temps implique que, pour tout point
x € Oy, on a0, =O,,. En effet, dans ce cas, il existe un instant ¢, tel que xz = ¢y, (o).
Tout point y de O, s’écrit alors y = ¢y(r) = Pyyy, (7o), C'est-a-dire y € O,,. En particulier,
ceci implique que deux orbites distinctes ne peuvent pas se croiser. Chaque point de 2
appartient donc a une et une seule orbite.

La partition de € en orbites s’appelle le portrait de phase du champ de vecteurs. On

y trouve trois sortes d’orbites :

— des points, i.e. O,, = {xo} : un tel point vérifie nécessairement f(xy) = 0. C’est ce
que 'on appelle un point d’équilibre (voir Définition 2.12]). Remarquer qu'un point
d’équilibre correspond a un point fixe de ¢, pour tout t : ¢y(xg) = xo.

— des courbes fermées : il existe alors un point x dans 'orbite et un temps 7" > 0
tels que ¢r(z) = z. Ceci implique ¢y () = ¢y(x) pour tout t € R, c’est-a-dire
que la solution maximale ¢(-, ) est T-périodique. On parlera dans ce cas d’orbite
périodique.

— des courbes ouvertes : il n’y a alors aucun point double, i.e. si t # s, ¢(z) # ¢s(x).

On porte habituellement sur le dessin d’un portrait de phase le sens de parcours des

orbites.

Exemple. Considérons le champ de vecteurs linéaire f(z) = Ax dans R?, et supposons
que la matrice A € M5(R) a deux valeurs propres réelles et distinctes \; < Ay. L’étude
réalisée dans la section 2.2.4] permet de déterminer la forme du portrait de phase en
fonction de A1 et As. Nous avons représenté les différentes possibilités dans la figure 2.1],
oll nous avons noté F; et Fy les sous-espaces propres associés a \; et \o.

Les points d’équilibre et les orbites périodiques sont des exemples de sous-ensembles
invariants dont la définition est donnée ci-dessous.
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FIGURE 2.1 — Exemples de portraits de phase pour f(x) = Az dans R

Définition 2.6. Soit A un sous-ensemble de 'espace d’état 2. On dit que A est invariant
(respectivement positivement invariant) par le flot ¢, si, pour tout ¢ € R (respectivement
dans R, ) , ¢;(A) est inclus dans A.

D’autres exemples d’ensembles invariants sont fournis par les hypersurfaces de niveau
d’une fonction réelle de 'espace d’état qui reste constante le long des trajectoires, i.e. une
intégrale premiere.

Définition 2.7. On appelle intégrale premiere d'une EDO & = f(z), une fonction h :
Q — R, de classe O, qui reste constante le long des trajectoires de 'EDO. Cela est vrai

en particulier si, pour tout z € Q et t, % (h((bt(x)), condition qui est équivalente a

D,h(z).f(x) =0, pour tout z € .

(Noter que cette derniere condition ne demande pas une connaissance explicite du flot.)
Ainsi, les hypersurfaces de niveau H.:={x € Q: h(z) = ¢}, ¢ € R sont invariantes par
le flot.

Exemple. Montrer que (L5) admet comme intégrale premiere h := 1/2w? — cosf. En
déduire 1'équation des orbite. Dessiner ’allure du portrait de phases sur le cylindre S x R
suivant la valeur (constante) de h. Afin d’avoir une représentation plane, on identifiera
St avec R/[0,27] et on montrera I'existence de trajectoires périodiques.
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Pour d’autres exemples, voir [Rou-Bo| ou est expliqué le fait que ’énergie totale
(énergie cinétique plus énegrgie potentielle) d'un systéeme mécanique holonome parfait
(sans frottement) est une intégrale premiere du systeme.

2.1.4 Equations différentielles linéaires

On suppose que le membre de droite de (ZI]) est linéaire par rapport a l'état x
c’est-a-dire qu’il prend la forme

2(t) = A()a(t), tel (2.5)

Précisons les notations. Les données sont :
— un intervalle [ de R
— une application A : I — M, (K) de classe C* (k est un entier positif ou k = 00);
chaque valeur A(t) est donc une matrice (n x n) a coefficients dans le corps K = R
ou C.
Une solution de (Z3]) est une application dérivable z : I — K" telle que, pour tout ¢ € I, sa
dérivée 2/ (t) = L (t) vérifie 2/(t) = A(t)x(t). Noter qu'une solution est automatiquement

dt
de classe Ck*+1.

Nous traiterons aussi le cas un peu plus général des équations différentielles affines,
2 (t) = A(t)z(t) + b(t), tel, (2.6)

la donnée b(-) étant une application de I dans K" de classe C*. Nous verrons que 1'étude
de ces équations se déduit de celle des équations linéaires.

Remarque. 1l est fréquent dans la littérature que I'expression < équation linéaire > soit uti-
lisé pour les équations affines, les équations ([2.5]) étant alors appelées équations linéaires
homogenes.

Existence et Unicité globales

Théoréme 2.8 (Existence et Unicité globales). Soient to € I et xy € K". Il existe
une unique solution x(-) de l'équation (2.0) satisfaisant a la condition initiale

x(tg) = xo.

Insistons sur le fait que ce théoreme garantit I'existence de z(-) sur tout l'intervalle .
Ce phénomene est propre aux équations linéaires (on comparera avec le théoreme 2.1] de
Cauchy-Lipschitz concernant les équations non-linéaires).
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La preuve de ce théoréme repose sur la remarque suivante : z(-) est solution de (Z0])
avec x(ty) = g si et seulement si z(-) est continue et vérifie pour tout ¢ € I,

x(t) =z + /t (A(s)z(s) + b(s)) ds, (2.7)

0

autrement dit, si z(-) est un point fixe de 'application

() — zo + /t (A(s)z(s) + b(s)) ds.

Ainsi le théoreme est un résultat de point fixe et nous utiliserons donc le théoreme
du point fixe de Picard pour le montrer.

*PREUVE.

> Supposons pour simplifier que I soit un intervalle compact de la forme I = [a, b] et introduisons
® Papplication affine qui & toute fonction z(-) € C°(I,R™) associe la fonction

&(2() = 20 +/ (A(s)2(s) + b(s))ds,
to

qui est visiblement continue et a valeurs dans R"™. Comme nous ’avons remarqué ci-dessus, il

s’agit de montrer que ® a un unique point fixe. Nous allons pour cela vérifier quun itéré de ® est

contractant et appliquer le théoreme du point fixe de Picard a cet itéré. On vérifiera alors que les

points fixes de ® sont ceux de cet itéré.

Pour z(-),y(:) € CO(I,R") et t € I, on a

\Y

[(@ox)(t) = (@oy)(B) = | (Als)(z(s) —u(s))ds|

to

< Allco | NIz =w)(s)llds < |t —to| [[Allco [l = yllco,

ott || fllco = maxser || f(¢)]| désigne la norme C°. On voit en particulier que
[@ox—Poyllco < (b—a)[Allco |z = yllco,
ce qui prouve que ® est continue de CY(I,R") dans lui-méme.

> Par le méme calcul, on a, en notant ®2 = ® o ®,
t
[(®2 0 x)(t) — (% 0 y)(t)]| < [ Allco / [(®oz—Poy)(s)|ds
to

t
1
< [AlleollAlleollz — yl\co/ |s = tolds < [[Alléo 5 It = tof* Iz = yllco,
to

et on montre par récurrence que

[t —to|V
1(@Y 0 2)(t) = (@Y o y) (D < [ Allco 77— llz = ylco,
c’est-a-dire,
N
(b —a)||Allco
[N oz — N o yl|co < ( ) |z —yllco-

N!
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> Choisissons N suffisamment grand pour que ce qui est possible puisque le
membre de gauche de cette inégalité tend vers 0 avec V). L’application continue ®~ : C°(I,R") —
CY(I,R™) est alors %-contractante et, d’apres le théoreme du point fixe de Picard, admet un unique
point fixe z(-) € CO(I,R").
Mais il n’est pas difficile de voir que les points fixes de ® sont les point fixes de ®V : en effet si
x(+) est point fixe de ® on a évidemment

N (z(1)) = @Vt o @ (2(-) = @V (2(1)),
et donc @V (z(-)) = x(-) ; réciproquement, si @V (z(-)) = z(-), alors
N (@ (2())) = @V (2()) = @(@V (2())) = ®(=()),

et donc <I>(J:()) et x(-) sont points fixes de ® qui est contractante et admet de ce fait un unique
point fixe : ils sont donc égaux. Ceci prouve le théoreéme pour I de la forme I = [a, b].

(TR

O

La résolvante

Revenons a I’étude des équations linéaires dans K"

'(t) = A(t)=(t), 2.3)

et notons £ 'ensemble des solutions de cette équation.

Proposition 2.9. L’ensemble £ est un espace vectoriel de dimension n. I

PREUVE.

> Il est immédiat que £ est un K-espace vectoriel. Introduisons alors Ly, : K" — & I'appli-
cation qui & zp € K" associe la solution z(-) de (ZX) telle que x(tp) = xo. C’est clairement
une application linéaire et il résulte directement de ’existence et de 'unicité des solutions
que Ly, est un isomorphisme de K" sur &£, ce qui prouve le résultat.

g

Définition 2.8. On appelle résolvante de ’équation ([ZI]) I'application Ra(t,s) : K" —
K" qui a zyp € K™ associe x(t), ou z(+) est la solution de (Z3]) qui satisfait x(s) = .

Il résulte des théoremes d’existence et d'unicité que la résolvante est linéaire et bijec-
tive; Ra(t,s) est donc une matrice inversible de M, (K). Elle permet d’exprimer toute
solution z(-) de I’équation (2.5)) en fonction d'une condition initiale :

x(t) = Ra(t, to)x(to).

En particulier, dans le cas autonome, c’est-a-dire quand A(-) = A est constante, la
résolvante est 'exponentielle de A : Ry(t,s) = )4,

La résolvante peut également étre caractérisée par une équation différentielle.
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Proposition 2.10.

1. Pourtoutty € I, Ra(-,to) est la solution de ’équation différentielle matricielle

0
ERA(t,tO) = A(t)Ra(t, o),

Ru(to,to) = 1,

(2.9)

2. Pour tous to,t1,ty dans I,

RA(tQ,to) = RA(tQ,tl) X RA(tl,tQ).

3. Si A(-) est de classe C*, lapplication t — Ra(t,ty) est de classe C**1L.

PREUVE.

> Le premier point résulte du fait que, pour tout xy € K",

%(RA(t,to)mo) = A(t)(Ra(t, to)xo).

Le deuxieme point résulte de la définition méme de la résolvante. Quant a la derniere asser-
tion, elle résulte de la premiere.

O

Remarques.

— L’équation différentielle satisfaite par la résolvante a la méme forme que ’équation
(2.0) mais a lieu dans M, (K) (au lieu de K").
— Le point 2 (ou directement la définition) implique en particulier :

Ra(t,s)™" = Ra(s, t).

— Les colonnes x1(t),...,x,(t) de la résolvante Ra(t,to) sont les valeurs a l'instant ¢
des solutions valant ey, ..., e, (les vecteurs de la base canonique) a t = ty, puisque
par définition x;(t) = Ra(t,to)e;. Les fonctions z4(+),...,x,(-) forment donc une

base de ’ensemble £ des solutions.

Comme nous venons de le voir, pour résoudre une équation différentielle linéaire,
il suffit de savoir calculer la résolvante (de méme que pour les équations autonomes il
suffit de savoir calculer I'exponentielle). Malheureusement, en dehors du cas autonome,
il est tres rare de pouvoir donner une expression explicite de la résolvante.
Nous allons voir en revanche que 'on peut obtenir des informations qualitatives sur les
solutions de I’équation grace a I’étude de la résolvante.
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Quelques propriétés de la résolvante

Proposition 2.11. Soit ty € R. La fonction A(t) = det Ra(t,to) vérifie [’équation

différentielle
{ A'(t) tr(A(t)) A(t)
A(to) — 1 ’

ce qui 1mplique

det Ra(t,to) = exp (/t tr(A(u)) du).

to

PREUVE.

> Rappelons (voir TD1) que, si A € GL,(K), Ddet(A) - H = (det A)tr(A~'H). On a donc

A'(t) = (detRa(t,to)) tr (R, (t.to)R4(t,t0))
= A tr(A()).

La conclusion de la proposition suit.

Corollaire 2.12 (Liouville). Si pour tout t € R, A(t) est de trace nulle, alors le

déterminant de R4(t,s) est identiquement égal a 1.

Il résulte de ce corollaire que, si A(t) est de trace nulle, 'équation différentielle (2.3])
préserve les volumes. En effet, si I' est un domaine de R", notons I'; son transport de %
a t par I'équation (ZI)), c’est-a-dire

'y ={xz(t) : z(-) solution de 23 t.q. z(ty) € I'},

ou encore I'y = R4(t,to)". Alors, en utilisant la formule de changement de variable dans
les intégrales multiples, on obtient

vol(Ty) = | det Ra(t, to)] vol(T),

et donc vol(I'y) = vol(I") si tr A(t) = 0.

La préservation du volume a une conséquence sur le comportement asymptotique des
solutions : il est en effet impossible dans ce cas que toutes les solutions de (2.0) tendent
vers 0 quand t — £oo (de méme qu'il est impossible que ||z(t)|| tende vers I'infini pour
toute solution z(-)).
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Une classe particulierement intéressante de matrices de trace nulle est ’ensemble des
matrices antisymétriques, qui interviennent fréquemment dans les problemes issus de la
physique.

Proposition 2.13. Si, pour tout t € R, A(t) est une matrice réelle antisymétrique,

la résolvante R4(t,s) est une rotation pour tous t,s € R.

Rappelons qu'une rotation est une matrice R € M, (R) orthogonale (c’est-a-dire R R = I)
et de déterminant 1.

PREUVE.

> On sait déja d’apres le corollaire précédent que det R4(t, s) = 1. D’autre part

0 0 0
E(RA(t,S)TRA(t,S)) = aRA(t,S)TRA(t,S)—i—RA(t,S)T&RA(t,S)

= Ru(t,s)TA()TRa(t,s) + Ra(t,s)" A(t)Ra(t, s)
= Ra(t,s)T (A(t)" + A(t))Ra(t,s) = 0.

Ainsi, Ra(t,s)T Ra(t, s) est constant. Comme R4(s,s) = I, on a la conclusion.

t

Une conséquence de ce résultat est que, si A(t) est une matrice réelle antisymétrique
pour tout t, 'équation différentielle (25 préserve la norme. En effet, si z(-) est une
solution de I'équation,

[z = [[Ra(t; to)x(to)]| = [lz(to)]l;

puisque R4(t,tg) est une rotation. En particulier, toute solution est bornée. En revanche
il est impossible qu'une solution tende vers 0 (sauf si z(-) = 0 bien sir. . .). Nous verrons a
la section 23T que I'on dit alors que 0 est un équilibre stable mais non asymptotiquement
stable.

2.1.5 Linéarisation et perturbation du flot

Dans la pratique, on n’a quasiment jamais une connaissance exacte des conditions
initiales (ni de I’équation elle-méme, en fait). Il est donc primordial de savoir ce qui
se passe pour la solution d’une équation différentielle lorsque la condition initiale est
perturbée (ou quand l'équation elle-méme est perturbée) : comment varie 'intervalle
de définition et les valeurs de la solution, peut-on donner un ordre de grandeur de ces
variations,...? Les réponses a ces questions sont contenues dans le théoreme ci-dessous :
donnons d’abord le théoreme et sa preuve, nous expliquerons ensuite pourquoi il permet
de répondre aux questions précédentes.



2.1 Théorie générale des équations différentielles 33

Rappelons que nous considérons une équation différentielle autonome

2'(t) = f(a(1)), 2.4)

olt le champ de vecteurs f : Q C R” — R" est supposé de classe C*.

Théoreme 2.14. Soit z(-) une solution de l’équation (24)) définie sur un intervalle
[a,b] contenant 0. I existe alors un voisinage ¥V C Q de vy = z(0) tel que, pour tout
v eV, léquation (2-4) admet une unique solution x,(-) définie sur |a,b] et vérifiant
z,(0) = v.

De plus, Uapplication v — w,(-) est de classe C' sur V et sa différentielle en vy est
Papplication qui a Av associe la solution de

{y'(t) = Zg(l‘(t))-y(t) . telab)

<

—~
o

S~—
Il

Remarque. La solution z,(-) est simplement la restriction de la solution maximale ¢(-, v)
a lintervalle [a, b].

Conséquences et signification du théoréme [2.14]

a. Domaine de définition du flot La premiere conséquence est que, pour toute
condition initiale v dans le voisinage V de z(0), la solution maximale ¢(-,v) est définie
sur tout lintervalle [a,b], i.e. [a,b] C I,. Autrement dit, de fagon informelle, si une
solution est définie sur un temps < long >, les solutions voisines sont également définies
sur un temps < long »>. Ceci se traduit par une propriété du domaine de définition du
flot.

Corollaire 2.15. Le flot ¢ est défini sur un ouvert D de R x €.
En particulier, si (t,vo) € D, alors l'application ¢ est définie sur un voisinage de

Vo-

Cette propriété est tres importante pour 1’étude du flot et de sa dépendance par
rapport aux conditions initiales : en effet, ¢ et ¢, étant définies sur des ouverts, il est
maintenant possible d’étudier leur continuité et leur différentiabilité.

PREUVE.
> Rappelons que le domaine de définition du flot est
D={(t,v) eRxQ : tel,}.

Soit (tp,vg) € D. Puisque 'intervalle maximal I,,, est ouvert (théoreme 23]), la solution
maximale ¢(-,vp) est définie sur un intervalle [a,b] C I,, contenant ty. Le théoreme 214
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implique alors que, pour tout v dans un voisinage V de vy, on a encore [a,b] C I, c’est-a-dire
que 'ensemble Ja, b[ XV, qui est un voisinage de (g, vp) dans R x €, est inclus dans D.

t

b. Dépendance continue L’application v +— x,(-) définie dans le théoreme 217 est
I’application qui a une condition initiale dans V associe la solution correspondante de
I'équation différentielle sur [a,b]. Cette application étant C, elle est en particulier conti-
nue, c’est-a-dire que

les solutions de ’équation différentielle (2-7)) dépendent de fagon continue de leur condi-
tion initiale.

C’est une propriété essentielle pour les applications (et d’un point de vue numérique) :
en effet, elle signifie, grosso modo, que la solution calculée a partir d’une approximation de
la condition initiale est une approximation de la vraie solution. Ceci justifie I'utilisation
d’équations différentielles dans la modélisation de phénomenes réels, ou on n’a qu’'une
connaissance approximative des données.

c. Equation linéarisée La dernitre partie du théoreme 214 affirme que les valeurs de
la différentielle de I'application 1 : v + x,(+) sont les solutions d’une certaine équation
linéaire. Cette équation linéaire joue un role important dans la suite.

Définition 2.9. Soit z(-) : [a,b] — @ C R™ une solution de (2.4]). L’équation linéaire
dans R"

y(t)=Df(z(1) y(t),  te€lab],

est appelée équation linéarisée de (2.4) autour de Z(-).

Pour tout dv € R", Dy(z(0)) - dv est la solution de I’équation linéarisée autour de
Z(-) valant dv en t = 0. En notant R(t, s) la résolvante de I’équation linéarisée autour de
Z(+), on obtient, pour tout ¢ € [a, b],

(Dy(2(0)) - 6v)(t) = R(t,0)dv.

Intéressons-nous maintenant a 'application ¢,. Fixons un point vy de 2 et un instant
t € I,,. D’apres le théoreme 14| I'application ¢; est définie et de classe C! sur un
voisinage V de vy dans €. Avec les notations ci-dessus, on a clairement ¢;(v) = z,(t) =

((v))(t) et donc
Déy(vo) - 6v = (Dw(?}o) : 5“)@)-

On en déduit le résultat suivant.
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Corollaire 2.16. Soient vy € Q et t € I,,. L’application ¢; est de classe C* sur un

voisinage V de vy et
ngt(vo) - R(t, 0),

ou R est la résolvante de [’équation linéarisée

y,(s) - Df(¢8(vo)) 'y(s)v s € [Ovt]'

On peut donner une explication plus intuitive du role de I’équation linéarisée. On
choisit une solution Z(-) : [a,b] — Q de I'équation différentielle, de condition initiale
vo = Z(0). Considérons maintenant une perturbation vy + dv de la condition initiale
et écrivons la solution correspondante (i.e. ,,46,(-)) sous la forme d'une perturbation
Z(+) + 0x(+) de la solution d’origine. Cette perturbation étant une solution, elle doit
satisfaire I’équation différentielle :

T'(t) + (6z)'(t) = f(2(t) + dx(t)),  t € [a,b].
En utilisant un développement limité de f en z(t) (a t fixé) :
f(z(t) +6z(t)) = f(z(t)) + Df(2(t)) - 6z(t) + reste,
et en tenant compte du fait que #'(t) = f(Z(t)), on obtient
(6z)'(t) = Df(z(t)) - 6x(t) + reste.

En ne conservant que les < termes du premier ordre » on retrouve 1’équation linéarisée
(6z)'(t) = D f(z(t))-6x(t). Autrement dit, la solution perturbée s’écrit Z(-)+dxz(-)+ reste,
ou le < terme du premier ordre » dz(-) est la solution de

{(537)'(t) = Df(a(t)) - (0x)(t)
(0x)(0) = dv

L’équation linéarisée indique donc comment se propage au cours du temps une perturba-
tion de la condition initiale.

Bien entendu ce qui précede n’est pas un raisonnement rigoureux (les restes posent
évidemment quelques problemes!), seulement une heuristique.

Remarque. L’équation linéarisée est en général une équation linéaire non-autonome, on
ne sait donc pas a priori calculer ses solutions. Cependant, si vy est un point d’équilibre,
la solution maximale Z(-) = ¢(-,vp) est la fonction constante z(-) = vy, définie sur tout
R, et dans ce cas I’équation linéarisée est autonome :

y'(t) = Df(vo) - y(t), teR.
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Ezxemple d’application : champs de vecteurs a divergence nulle. Rappelons d’abord que
la divergence d'un champ de vecteurs f : Q C R — R, f(x) = (fi(z),..., fu(z)), est
définie comme

o 05,

div f(z) = x)=trDf(z).
fla) = 52 @)~ Df (o)
Considérons alors un temps ¢ et un domaine I' de R", supposé inclus dans le domaine

de définition de ¢;. Notons I'y = ¢,(T") le transport de I" de 0 & ¢ par ’équation (2.4]). En
utilisant la formule de changement de variable dans les intégrales multiples, on obtient

(x) +---+

vty = [ dp= [ det Doy(a)
¢¢(T) T

ou, d’apres le corollaire 216, D¢, () est la résolvante de I’équation linéarisée.
Supposons maintenant que div f(z) = tr D f(x) = 0. Le théoreme de Liouville (corol-

laire Z12) implique que le déterminant de la résolvante du linéarisé est égal a 1, et donc

que det D¢gy(x) = 1. On a alors vol(I';) = vol(I"), c’est-a-dire

si f est un champ de divergence nulle, le flot de f préserve le volume.

Dépendance par rapport a un parametre

Considérons maintenant une famille d’équations différentielles dépendant d’un parametre A € RP :

() = fa(z(t)), (2.10)

ou chaque f) est un champ de vecteurs sur 2 C R™. Supposons également que f(x,A) = fi(x) est une
application de classe C''. On s’intéresse & la dépendance des solutions de ces équations différentielles par
rapport au parametre \.

Remarquons d’abord que I'équation (ZI0) est équivalente &

{x’(t) = f(a(t).))
Nt = 0 ’

c’est-a-dire & 1’équation différentielle dans R™? associée au champ de vecteurs F(x,A) = (f(z, A),0).
Ainsi, les solutions de (ZI0) dépendent du parametre A de la méme fagon que les solutions de 1’équation
différentielle (z,\)’(t) = F((z,A)(t)) dépendent de leur condition initiale. D’apres ce que nous avons vu
précédemment dans cette section, nous avons donc les propriétés suivantes.
~ Les solutions ¢*(-,v) de (ZI0) dépendent de facon C', donc continue, du parametre A (et de la
condition initiale v);
— La différentielle de 'application (v, \) = ¢ (-, v) en un point (vg, Ag) est 'application qui & (§v, 5\
associe la solution y(-) de I'équation différentielle affine

{y’(t) = Dof (&), M) - y(t) + Daf (#(t). Mo) - A
y(0) = v ’

ot 7(-) = ¢™ (-, vp). Autrement dit, en utilisant la formule de variation de la constante,
t
y(t) = R(t,0)6v + / R(t,s)Dxf(Z(s), Xo) - 6\ ds,
0

oll R(t,s) est la résolvante associée au systeme linéarisé y'(t) = D, f(Z(t), Xo) - y(t).
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* Application de Poincaré

Supposons que 'équation ([24]) admette une solution T-périodique non triviale z(-) et notons x(0) =
xo. Tragons un hyperplan affine ¥ passant par zo et transverse & z(-) en xzg, c’est-a-dire que f(z0)
n’est pas parallele & ¥ (notez que f(xg) # 0 puisque z(-) est non triviale). Nous ferons pour simplifier
I'hypothese que X est en fait un hyperplan affine parallele & R" ™1 et que f(zg) € Rep, oul eg vérifie
R"™ = Re; @R : c’est une situation & laquelle on peut toujours se ramener par un changement linéaire
de coordonnées.

Proposition 2.17. Il existe un voisinage ¥V C R™ de zq et une fonction n de classe C' tels que,
pour tout z dans XNV, ¢y (2) appartient a XNV. Lapplication G : XNV — XNV ainsi définie
est un C-difféomorphisme : c’est I'application de premier retour de Poincaré.

On a en outre, pour tout (§s,0z) € R x R"~1,

Dér(xo) - <§2> - ((1) DZC?(J?O)) ' (gz) .

Remarque. Dans le cas des flots, 'application de Poincaré ne dépend que des sections transverses a
Porbite, X, 31, et encore a conjugaison pres : elle a donc un sens géométrique tres fort. D’autre part
cette construction est tres utile dans I’étude du voisinage d'une orbite périodique. Enfin notez que la
construction précédente permet de passer de I’étude d’un flot en dimension n a celui d’un difféomorphisme
local en dimension n — 1.

2.2 Equations différentielles linéaires autonomes

Nous abordons dans ce chapitre I’étude des équations différentielles les plus simples, les
équations linéaires autonomes — aussi appelées équations linéaires a coefficients constants
—, c¢’est-a-dire les équations de la forme

2 (t) = Az(t). (2.11)

Précisons les notations. La donnée A € M, (K) est une matrice carrée (nxn) a coefficients
dans K, ou K = R ou C. L’inconnue est une application dérivable z(-) : R — K". Résoudre
I'équation (ZIT]) signifie trouver une application x(-) telle que, pour tout ¢ € R, la dérivée
2/ (t) = L (t) vérifie 2/(t) = Ax(t).

Cette équation est dite autonome parce que la donnée A € M, (R) ne dépend pas du

temps.

2.2.1 Approche élémentaire

Commencons par un cas connu, celui d'une équation scalaire
2 (t) = ax(t),

ol a est un réel et = une fonction de R dans R. Une solution z(-) de cette équation décrit
I’évolution en fonction du temps d'une quantité dont le taux de variation « est constant.
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Rappelons (cela résulte également du théoreme 219) que la seule solution de cette
équation valant zy a 'instant ¢y est

z(t) = zoet10),
Cette expression nous fournit toutes les informations que I’on peut souhaiter sur I’équation
différentielle. Par exemple le comportement asymptotique de z(t) quand ¢ — 400 est
caractérisé par le signe de « :
—sia <0, im0 z(t) =0,
— si a =0, z(t) est constant,
. . +oo six(tyg) #0
—sia>0,limy, o |z(t)] = { 0 G xgto; "o

Considérons maintenant un systeme de deux équations différentielles
T = a1
Th = QuTsy
C’est un systeme tres simple puisque les fonctions 1 (t) et xo(t) sont découplées. La
solution de ce systeme est bien évidemment

T (t) =T (to)eal (tfto)’ T (t) = 2o (t(])eaz (t—to) )

Comme dans le cas scalaire, on a une connaissance complete du comportement des solu-
tions. Par exemple, si oy et ay sont strictement négatifs, toute solution (z1(t), z2(t)) du
systeme d’équations tend vers 'origine quand ¢ — +o00; si a3 > 0 et x1(ty) # 0, la norme
de (x1(t), x2(t)) tend vers U'infini quand ¢t — +o0...

Adoptons maintenant une écriture matricielle. En posant x = (x1,25), le systeme
de deux équations ci-dessus apparait comme le cas particulier n = 2 de I’équation
différentielle dans R™ suivante :

a; - 0
2(t)=Ax(t), ouA=]: .. | estdiagonale. (2.12)
0 - a
Cette équation étant en fait un systeme de n équations scalaires découplées, la solution
est donnée par

xl(to)eal(t*to) e (t—to) ... 0
x(t) = : = : 5 (to),
xn(to)ean(tfto) 0 e ean(tfto)
avec x = (z1,...,x,). Nous verrons dans la section suivante que la matrice diagonale

ci-dessus est 'exponentielle de la matrice A et nous la noterons donc elt—t0)4,
Ainsi, pour les équations différentielles de la forme (Z12), nous avons une connaissance
parfaite des solutions. Nous sommes par exemple en mesure d’analyser le comportement

asymptotique des solutions en fonction de ay, ..., a, et de la condition initiale z(ty) :
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— si tous les a; sont strictement négatifs, toute solution z(¢) converge vers l'origine
quand t — +00;

— si tous les a; sont négatifs ou nuls, toute solution x(t) est bornée quand t — +00;

— si au moins un des «; est strictement positif, alors lim;_, o, ||z(¢)|| = +o00 pour toute
solution vérifiant x;(to) # 0;

— etc. ..

L’équation différentielle x’(t) = Az(t) que nous venons de traiter est un cas tres par-
ticulier, puisqu’il correspond a un systeme de n équations scalaires découplées. Beaucoup
d’équations différentielles linéaires peuvent cependant s’y ramener. Considérons en effet le
systeme x'(t) = Az(t) avec A diagonalisable dans R : il existe donc une matrice inversible
P € GL,(R) et une matrice diagonale A € M, (R) telles que A = PAP~1.

Remarquons maintenant que, si z(t) vérifie z'(t) = Ax(t), alors y(t) = P~ 'z(t)
vérifie y/(t) = Ay(t). Autrement dit, a un changement de coordonnées prés, 1’équation
différentielle est un systeme de n équations scalaires découplées. Connaissant y(tg) =
P~x(ty), on obtient alors y(t) = e®10)2y(ty), et

z(t) = Py(t) = Pe"10%y(t,) = Pel =02 P~1y(ty).
On est donc encore capable de calculer les solutions de I'équation différentielle dans ce cas.

Plus important, on voit que le comportement asymptotique des solutions est caractérisé
par les éléments diagonaux de A, c’est-a-dire par les valeurs propres de A.

En résumé, cette premiere approche élémentaire fait apparaitre les points clés que
nous allons développer maintenant :

— les solutions se calculent a 'aide de I'exponentielle de matrice ;

— le comportement asymptotique des solutions est caractérisé par les valeurs propres

de A.

2.2.2 Exponentielle de matrices
Définition 2.10. On appelle exponentielle de matrice I’application
exp: M,(K) — M,(K)
A — expA=elt = 7T
k=0

/s k
Notons que la série Y - % converge normalement. En effet

= [[A] _ AIR
2 Skz ¢ T
=0

k=0

ou on a choisi pour || - || une norme multiplicative sur M, (K) (par exemple une norme
d’opérateurs). L’application exponentielle est donc continue (elle est en fait C'*°). Rap-
pelons ses propriétés principales (sans démonstrations).
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Proposition 2.18.

1. Pour A € M, (K), Uapplication t + ' est dérivable et

ietA — AetA — etAA
dt

2. Pour tout A € M, (K), exp(A) est inversible et exp(A)~! = exp(—A).
3. Si A et B € M,(K) commutent, i.e. AB= BA, on a

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

4. Si P e GL,(K), alors PeAP~! = ePAP™",

5. Si A est une matrice diagonale d’éléments diagonaux Ay, ..., \,, alors e
diagonale d’éléments diagonaus e, ..., e,

A est

Nous pouvons maintenant résoudre I'équation (2.11).

Théoréme 2.19. Soient ty € R et vg € K. Lunique solution de l’équation z'(t) =
Ax(t) valant zo en ty est l'application x(-) définie par

x(t) = etz vt e R.

PREUVE.

> La premiere propriété de la proposition précédente implique

% (e(t*tO)Axo) _ <%e(tto)A> 2o = Aelt=t0)Ay

La fonction z(t) = e("%)4z; est donc solution de z/(t) = Az(t), et z(ty) = zo puisque
0A
et =1.

Pour montrer I'unicité de la solution, considérons une autre solution y(t) valant xg en ¢y et
formons le produit z(t) = e*(t*tO)Ay(t). En utilisant encore la proposition .18, on obtient

(1) = —AeEAy(p) o 70AY (1) = A= Ay(g) 4 e~ 4y (1) = o,

car A et e commutent. Donc z(t) est une constante, et puisque z(ty) = g, on obtient
y(t) = e(tftO)Az(tO) = e(tftO)AxO_
U
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Ainsi, la résolution d’équations linéaires autonomes se ramene au calcul d’exponen-
tielle de matrices. Remarquons en particulier que les deux derniers points de la proposi-
tion permettent de retrouver le résultat de la section 2.2.1] : si A est diagonalisable
dans K, c’est-a-dire

A=PAP', PeGL,(K), A€ M,(K)diagonale,
alors et = Pe!® P~1 et la solution de I'équation (Z.IT)) est
z(t) = Pel =02 p=ly(ty).

Malheureusement toutes les matrices ne sont pas diagonalisables. La théorie de la
réduction des endomorphismes permet cependant de mener a bien le calcul.

2.2.3 Calcul de I'exponentielle de matrices

Le but de cette section est de calculer 'exponentielle d'une matrice A € M, (K) a
un changement de base pres, c’est-a-dire de calculer P~'e!4 P pour un P € GL,(K) bien
choisi.

Nous menerons d’abord ce calcul dans le cas K = C, pour les matrices a coefficients
complexes. Nous montrerons ensuite comment en déduire le cas K = R.

a. Matrices a coefficients complexes

Polynéme caractéristique. Considérons une matrice A € M,,(C) et notons Ay, ..., A\,
ses wvaleurs propres. Rappelons que ce sont les seuls nombres complexes pour lesquels
I’équation

Av = \v
admette une solution v € C" non nulle (les v; correspondants s’appellent des vecteurs
propres). Les valeurs propres s’obtiennent également comme les racines du polynome
caractéristique de A : P4(\) = det(A — A). Ce polynome est donc de la forme

Pa(A) = (A= AP - (A = NP,

ou chaque entier p; est strictement positif et p; +- - -+p, = n (le polynome caractéristique
étant de degré n). On appelle p; la multiplicité algébrique de la valeur propre A;.
Une propriété importante du polynome caractéristique est qu’il s’annule en A.

Théoréeme 2.20 (Cayley-Hamilton). Toute matrice annule son polynéme ca-
ractéristique :

Pa(A) = (A= NI - (A= A\ TP = 0.




42 Chap. 2 — Equations différentielles ordinaires et stabilité

Sous-espaces propres, sous-espaces caractéristiques. A chaque valeur propre de
A sont associés deux sous-espaces vectoriels de C". Le premier est le sous-espace propre :

I1; ou II, = kerc(A — A\ 1).

C’est I'ensemble des vecteurs propres associés a \;. L’entier e; = dimIl; est appelé la
multiplicité géométrique de la valeur propre ;.
Le deuxieme est le sous-espaces caractéristique :

I ou 'y, = kerc(A — \I)P.

Il est clair que II; C I';, mais ces deux espaces peuvent étre différents. Le role des espaces
caractéristiques est précisé dans le résultat suivant, que nous donnons sans démonstration.

Théoréme 2.21 (de décomposition des noyaux). Avec les notations précédentes,
on a la décomposition
C'=Ih®e---oT,,
et les propriétés suivantes :
2. chacun des espaces I'; est invariant par A : x € I'; = Ax € I';;

3. la restriction Alr, de A a I'; s’écrit

ou Iy, désigne l'identité de I'; et N; € End(L';) est nilpotent d’ordre < p;, i.e.
NP =0.

Ce résultat appelle un certain nombre de commentaires.

— Rappelons que End(I';) désigne I'ensemble des endomorphismes de T';, c’est-a-dire
des applications linéaires de I'; dans lui-méme. Dire que I'; est invariant par A est
équivalent a dire que Alr, appartient a End(T;).

— L’opérateur N; est défini comme N; = (A — N\ 1)|r,. Le fait que N; soit nilpotent
d’ordre < p; n’est donc rien d’autre que la définition de I';. Il est en revanche possible
que l'ordre exact de nilpotence de NN;, c’est-a-dire le plus petit entier m; < p; tel
que N;™ =0, soit plus petit que p;. Dans ce cas, on a

ker(A — M) = ker(A — \i)™ 2 ker(A — \I)™ ",

— Une matrice est diagonalisable si il existe une base de C" formée de vecteurs propres,
ce qui équivaut a
Cr=IL - -oll,.
D’apres le théoreme de décomposition des noyaux, ceci n’est possible que si II; = I';
pour tout 7. Autrement dit :
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A est diagonalisable si et seulement si pour toute valeur propre les multiplicités
algébrique et géométrique coincident, i.e. dim1Il; = p; pourt=1,... 7.

Réduction de Jordan dans C". Choisissons une base B de C" formée de la réunion
d’une base de I'y, d'une base de I'y, ..., d'une base de I',., et notons P la matrice de
passage de cette base a la base canonique. D’apres le théoreme de décomposition des
noyaux, l'application linéaire associée a A a pour matrice dans la base B :

P'AP = A+ N,

ot A est la matrice diagonale ayant pour éléments diagonaux A; (p; fois), ..., A, (p, fois),
et N est la matrice nilpotente qui s’écrit par blocs

Ny
N =
Ny

I1 est en fait possible de choisir la base B de facon a mettre la matrice nilpotente N sous
une forme relativement simple. On aboutit ainsi a la réduction de Jordan.

Théoréme 2.22 (de Jordan). Pour toute matrice A € M, (C), il existe P € GL,(C)
telle que P~YAP s’écrit sous forme de matrice diagonale par bloc

Ji
P1AP = : (2.14)
Jy

ot chaque J; est une matrice (p; X p;) de la forme
A1

J; = , avec Jip =
S
Ji,ei

et e; = dimker(A — \; 1) est la multiplicité géométrique de \;.

On appelle la matrice J = P~ AP la forme réduite de Jordan de A et les matrices J;
des blocs de Jordan.

Remarques.
— Pour chaque i, la matrice J; représente 'application linéaire A|r,, ce qui implique
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— Les matrices J; ; sont des matrices carrées dont la dimension dim(.J; x) < p; dépend
de 7 et k. Dans le cas particulier ou les multiplicités algébrique et géométrique de
A; coincident (i.e. e; = p;), la dimension dim(J; ;) est égale a 1 pour tout k. Chaque
bloc J; i, est alors réduit au scalaire \; et J; = \;1,,.

— D’apres la remarque précédente, si pour chaque valeur propre les multiplicités
algébrique et géométrique coincident, la forme réduite de Jordan est diagonale.
Ainsi la réduction de Jordan généralise la diagonalisation. Insistons cependant sur
le fait que toute matrice de M,,(C) admet une réduction de Jordan, mais n’est pas
forcément diagonalisable.

Calcul de ’exponentielle. La réduction de Jordan permet de calculer e!* & conju-

gaison pres. En effet, commencons par le calcul de 'exponentielle d'un bloc J; ;. Notons
n;, = dim(J; ) la dimension de ce bloc et écrivons-le J;, = NI + N, ot N;; est la
matrice ayant des 0 sur la diagonale et des 1 juste au-dessus. Comme NI et N;; com-

mutent,

NI ENG g, A

etJi’ e — ietNi,k.

p—

De plus, N étant nilpotente d’ordre n;y, on a :

t"i,k_l
00 N — 1 t (ni’kfl)!
N, (tNig)' <~ (tNig) :
N =) T 2 N .
=0 1=0 .. t
1

D’autre part, d’apres les propriétés de 'exponentielle de matrice (proposition 218,
tA _ otPJP™h _ potJ p—1

onae e , ce qui donne finalement 'expression de I’exponentielle de
tA -
6tJ1761
et =p P (2.15)
otrer
tni,k71
L (ni,p—1)!
avec etfik = ethi
t
1

b. Matrices a coefficients réels

Considérons maintenant une matrice A € M, (R), a coefficients réels. On peut bien
entendu considérer A comme une matrice de M,(C); tout ce que nous venons de voir
pour les matrices a coefficients complexes s’applique donc.
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Désignons les valeurs propres réelles de A par Aq, ..., As, et ses valeurs propres non
réelles par Asi1, Ast1, - -5 Ags Ag (avec 2¢ — s = r). Le polynome caractéristique de A est
donc le polynome a coefficients réels

Pa) =TI =27 LI = 20 =2

Les sous-espaces vectoriels I'y, = kerc(A — A\ I)P de C" sont maintenant appelés les
sous-espaces caractéristiques complezes.

Remarque. Rappelons les liens qui existent entre les sous-espaces vectoriels de C”, qui sont
des C-espaces vectoriels, et ceux de R™, qui sont des R-espaces vectoriels. On considere R"
comme un sous-ensemble de C™ et, pour un sous-espace vectoriel I' de C™, on note I' NR™
I’ensemble des vecteurs v € I' qui sont réels. Il est facile de vérifier qu'un tel ensemble
' N R™ est un sous-espace vectoriel de R™. De plus, si I' est stable par conjugaison (i.e.
v el = ovel) alors I' et I' N R" ont méme dimension en tant que sous-espaces
respectivement de C" et de R™ (en fait, dans ce cas, [' est ’ensemble des combinaisons
linéaires a coefficients complexes des éléments de I' NR™ ; en conséquence, toute base du
R-espace vectoriel I' N R™ est également une base du C-espace vectoriel T').

Définissons maintenant les sous-espaces caractéristiques réels de A comme les sous-
espaces vectoriels de R™ :

E; = T, NR", 1<i<s
E; = (I'y,®T'y)NR", s+1<i<gq.

Remarquons alors que (A — \;I)Piv = 0 implique (A — \;1)P0 = 0, ce qui signifie que Ty,
pour A; réel et I'y, Iy, pour A; non réel sont stables par conjugaison. D’apres la remarque
précédente et le théoreme de décomposition des noyaux dans C", on a la décomposition

Rn:El@"'@Eqv

chaque sous-espace F; étant invariant par A. A partir de cette décomposition, nous allons
donner ci-dessous une forme réduite de Jordan réelle de A. Cette forme réduite n’est
cependant pas indispensable a I’étude des équations différentielles : nous verrons dans
la section suivante que les solutions de 1’équation (ZITI) dans R™ peuvent se déduire
directement des solutions dans C".

*Réduction de Jordan dans R". Donner une forme réduite de A € M, (R) consiste & trouver
pour chaque sous-espace caractéristique une base dans laquelle 'application linéaire associée a A a une
expression simple (c’est ce que nous avons fait pour les matrices & coefficients complexes). Considérons
donc un des sous-espaces caractéristiques réels Ej, de A.
— Si A est réelle, i.e. 1 < k < s: dans ce cas E; = kerg(A — A\ I)P* et la restriction de A & F
s’écrit simplement
A|Ek = >\k:I|Ek + N, ou N nilpotente.

On peut alors montrer comme dans le cas complexe que A|g, est conjuguée au bloc de Jordan Jj.
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— Si A\ = ap, + 1P, n’est pas réelle, i.e. s+ 1 < k < g : choisissons une base v1,...,vp, de I';, dans
laquelle A|r, se met sous forme d’un bloc de Jordan Ji, c’est-a-~dire, pour j = 1,..., py,

Avj = \evj + 0051, ot §j = (Jp)j-1,; =0oul,

en posant vo = 0. Par conjugaison, il est clair que v1,...,7p, est une base de I'y, . Pour j =
1,...,pk, posons v; = a; + ib;, avec aj,b; € R™. Les vecteurs (a1,b1,...,ap,,bp, ) forment alors
une base de Ej,. En effet, les a; = %(’Uj + ;) et by = %(T)j — v;) appartiennent & I'y, @ I'y, et
I’engendrent en tant que C-espace vectoriel puisqu’ils engendrent la base des v;, v; : ils forment
donc une famille génératrice a 2p;, éléments du R-espace vectoriel Ej, de dimension 2pj, éléments,
c’est-a-dire une base.

De plus, en identifiant les parties réelles et imaginaires dans ’expression

A(aj + Zb]) = (Oék + zﬂk)(aj + Zb]) + 5j(aj,1 + Z.bjfl),

on obtient
aj| a; -1 N _(ax  —Bk
8 {bj] -G {ba} o [bj—l] o= <5k ak > '
La restriction de A & Ej, est donc conjuguée dans la base (a1,b1,. .., ap,,bp, ) & la matrice
Cr 92l
Jp =
5:%]2
Ck

On obtient ainsi la réduction de Jordan dans R™ de A.

Théoréme 2.23. Pour toute matrice A € M, (R), il eriste Q € GL,(R) telle que Q=L AQ s’écrit
sous forme de matrice diagonale par bloc J', d’éléments diagonaux Ji, ..., Js, Jiiq,. .., Jé, ou, pour
i=s41,...,q, chaque J est une matrice (2p; x 2p;) de la forme
Ci I
Jia
J = ,avec Ji, =

i/,Qei - (I;Z

et, pour i =1,...,s, les matrices J; sont celles données dans le théoréme[2Z.22.

Le calcul de Pexponentielle ne pose alors aucun probleme, il suffit de savoir calculer e!“:. Ecrivons
C; comme la somme de deux matrices qui commutent

0 -1
Ci = a;ly + B; B, B<1 0)’

et donc son exponentielle comme un produit

tC

el = eitehitB,

Remarquons que la matrice B est de carré égal & —I5, ce qui implique B? = (—1)PI et B#*1 = (-1)PB,
soit

. =1 =1 = 1 ,
ef =SB =) s ()5 + ZO Gy B = cos(s) + sin(s)B.
=
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On obtient ainsi 'exponentielle de C; :

otCi — pait (cos(ﬁit) —sin(ﬁﬂf))
N sin(B;t)  cos(Bit) )

2.2.4 Forme des solutions

Grace au calcul de I'exponentielle que nous venons d’effectuer, nous sommes main-
tenant en mesure de préciser le théoreme .19 Donnons d’abord la forme de la solution
générale dans C", qui s’obtient directement & partir de 'expression (ZI5) de e'/.

Théoréeme 2.24. Soit A € M,,(C). Toute solution de x'(t) = Ax(t) dans C" s’écrit
sous la forme

x(t) = Z et)\'( Z t* Uz‘,k), o vy €Ly, (2.17)

1<i<r 0<k<m;—1

avec m; = MaXi<k<e, dim(Ji,k)-

Remarques.

— Le terme en facteur de e est polynomial en ¢ quand m; > 1, et constant quand
m; = 1. Rappelons que ce dernier cas a lieu si et seulement si les multiplicités
algébrique et géométrique de \; coincident.

— Il est également important de noter la dépendance de x(t) par rapport a la condition
initiale 2(0) dans la décomposition précédente. Si x(0) s’écrit comme x(0) = vy +
o4 v.dans C" =11 --- T, alors

1
Vi = HN “o;,
olt N est la matrice nilpotente de la décomposition A+N de P71 AP. En particulier,
v; = 0 si et seulement si tous les vecteurs v;; sont nuls. Ceci est en fait une
conséquence de l'invariance des sous-espaces I'; par A.

Considérons maintenant une matrice A a coefficients réels et une solution x(-) dans
R™ de 2’ = Az, dont la condition initiale est 2(0) € R™. On peut bien entendu considérer
A comme une matrice a coefficients complexes et x(-) = x(+) +¢0 comme la solution dans
C" de 2’ = Ax ayant pour condition initiale x(0) + i0. L’expression de z(-) est donc
donnée par la formule (2.I7). Puisque cette solution est réelle, elle est en fait égale a la
partie réelle de la formule (2.I7), la partie imaginaire devant étre nulle. On obtient ainsi
la forme générale suivante pour les solutions de 2z’ = Az dans R™.
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Théoréme 2.25. Soit A € M, (R). Toute solution de z'(t) = Az(t) dans R™ s’écrit
sous la forme

x(t) = Z eto‘i( Z t*(cos(Bit) ai . + sin(Byt) bM)), (2.19)

1<i<q 0<k<m;—1

ou oy = Re(N;), i = Sm(N\;) et les vecteurs a; ., by appartiennent a E;.

Remarque. Comme dans le théoreme [2.24] les vecteurs a; x, b; ;, dépendent uniquement de
la condition initiale z(0). Si z(0) s’écrit comme z(0) = u1+- - -4u, dans R" = E1®- - -B E,,
alors u; = 0 si et seulement si tous les vecteurs a; j et b; ; sont nuls.

Comportement asymptotique.

Les théoremes et donnent toutes les informations que 1'on peut souhaiter
sur I’équation différentielle, généralisant les résultats de la section 2.1l sur les équations
scalaires et les systemes d’équations découplées. On constate en particulier que le com-
portement quand ¢ tend vers l'infini des solutions x(t) de 2/(t) = Ax(t) dépend essen-
tiellement des signes des parties réelles des valeurs propres \; de A. Plus précisément,
on peut décomposer le comportement des composantes de z(t) sur chaque sous-espace
caractéristique (on suppose ici A réelle) :

— si Re(A\;) < 0 la projection sur F; de z(t) s’annule quand ¢ tend vers +o0 et croit

de facon au moins exponentielle en —oo ;

— si Re(N\;) > 0, c’est I'inverse, la projection sur F; de z(t) croit de fagon au moins

exponentielle en +o00 et s’annule quand ¢ tend vers —oo;
— si Re(N;) = 0, la composante sur E; de x(t) croit de fagon polynomiale en +oo
quand dim II; < p;, et est bornée pour t € R quand dimIl; = p

Il est commode de regrouper les sous-espaces caractéristiques en fonction du signe de la

partie réelle des valeurs propres correspondantes. Nous définissons ainsi, pour A € M, (R),

— l'espace stable : E° = [ @ Fi} NR" = @ E;,
Re(X;)<0 Re(X;)<0

— l'espace instable : B = [ @ Fi} NR" = EB E;,
Re(X;)>0 Re(X;)>0

— D'espace indifférent : E¢ = [ @ Fi] NR" = EB E;,
Re(Ni)=0 Re(N;)=

si bien que R" = E* @ E" @ E°. De méme, pour A € M, (C), les espaces complexes stable,
instable et indifférent sont définis respectivement comme

& 1, @ r, TI°= @ I,

Re(N;)<0 Re( Re(N;)=0
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et on a la décomposition C* =TI pI™ @ I'°.

D’apres le théoreme de décomposition des noyaux, ces espaces ont la particularité
d’étre invariants par ¢! pour tout t € R : B C E*, eYE* C E, etc... Ce qui
entraine que, si une solution z(-) de 2/(t) = Ax(t) vérifie par exemple z(0) € E*, alors
x(t) € E* pour tout ¢; si 2(0) € E°, alors z(t) € E° pour tout ¢, etc. ..

Les espaces stable, instable et indifférent correspondent chacun a un certain type de
comportement asymptotique des solutions. Nous résumons ces comportements dans le
théoreme suivant, dont la démonstration est laissée en exercice (utiliser soit la forme
générale des solutions, soit directement la réduction de Jordan).

Théoréme 2.26. Soit A une matrice (n x n) réelle (resp. complexe). Notons z(-)
les solutions dans R™ (resp. C") de l’équation différentielle x'(t) = Ax(t). Alors
— E*® (resp. I'°) est 'ensemble des x(0) € R™ (resp. x(0) € C") pour lesquels

lim |lz(#)[] = 0;

t——+00

— E" (resp. I'") est l’ensemble des x(0) € R™ (resp. x(0) € C") pour lesquels

lim |lz(t)]| = 0;

t——o0

— E° (resp. I'°) est l'ensemble des x(0) € R™ (resp. x(0) € C") pour lesquels il existe
un entier M > 0 et une constante C' > 0 tels que, pour |t| suffisamment grand,

CH 2O < lz(®)] < C 1™ [|2(0)])-

En outre, pour 0 < o < minge,)20 |Re(N;)|, il existe une constante C' > 0 telle
que :
— six(0) € E* (ouT*), alors, pour tout t > 0 assez grand,

lz@)ll < Ce=*z(0)I,  llz(=t)]| = C e [lx(0)]);

- si z(0) € E* (ouT"), alors, pour tout t > 0 assez grand,

lz@)ll = e z(O)ll,  llz(=t)]| < Ce™[lz(0)].

Remarque. Dans la caractérisation de E, on peut prendre M = 0 si et seulement si A est
diagonalisable (puisque dans ce cas, pour toute valeur propre, multiplicités algébrique et
géométrique coincident).

Pour obtenir le comportement asymptotique d’une solution particuliere z(-), il suffit
donc de décomposer sa condition initiale z(0) en z*(0) 4+ 2*(0) 4+ 2¢(0) dans R* = E* &
E" @& E°. On sait alors que la décomposition de z(t) est z(t) = x°(t) + z*(t) + x°(¢), ou
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x°(+) (resp. z%(+), x°(+)) est la solution de 2/(t) = Axz(t) ayant 2°(0) (resp. *(0), x¢(0))
pour condition initiale. En particulier, si on s’intéresse aux temps positifs, on a les criteres
suivants :
— si 2%(0) # 0, alors ||z(t)|| tend vers I'infini quand ¢t — +o00;
— si 2¢(0) # 0, alors ||z(t)]| ne tend pas vers 0 quand ¢ — 400 (mais ||z(t)|| ne tend
pas forcément vers I'infini).

Définition 2.11. Une matrice carrée A est dite Hurwitz si toutes ses valeurs propres
ont une partie réelle strictement négatives (c’est-a-dire E* = R" ou I'* = C").

Corollaire 2.27. Toutes les solutions de x'(t) = Ax(t) tendent vers 0 quand t —

400 si et seulement st A est Hurwitz.

Quand c’est le cas, on dit que 0 est un équilibre asymptotiquement stable de I’équation.

Nous dirons qu’'une matrice A est hyperbolique si elle n’a aucune valeur propre de partie réelle nulle.
Pour une telle matrice, on a I' = {0}, ¢’est-a-dire que C* =T* @ T" et R" = E @ E* si A € M, (R).

La classe des matrices hyperboliques est d’un intérét particulier puisqu’elle est en fait stable par
perturbation.

Théoréme 2.28. Si A est une matrice hyperbolique, il existe un réel § > 0 (dépendant de A) tel
que pour toute matrice F' vérifiant

[F]l <0,

la matrice A+ F est encore hyperbolique. L’ensemble des matrices hyperboliques complexes (resp.
réelles) est donc ouvert dans M, (C) (resp. M, (R)).
En outre, les espaces stable et instable dépendent contindiment de F (pour |[F|| < 6).

*PREUVE.

> Le fait que si F' est assez petite A+ F est hyperbolique résulte de la continuité des valeurs propres
des matrices : les valeurs propres de A + F' sont d’autant plus proches de celles de A que F est
petite; or celles-ci sont dans 'ouvert C — {Re = 0}. Il en est donc de méme de celles de F si elle

est assez petite.
O

Remarque. Alors que la dépendance des espaces caractéristiques de A 4+ F' n’est pas en général continue
par rapport a F', celle des espaces stable et instable ’est.

Cas d’une matrice diagonalisable.

Considérons le cas particulier d’'une matrice A € M, (R) diagonalisable dans C (on
dit aussi semi-simple). Comme nous 'avons vu dans la section 223 ceci signifie que
A satisfait les conditions suivantes, qui sont équivalentes entre elles (nous utilisons les
notations de la section 2.2.3)) :
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— il existe une base de C" formée de vecteurs propres de A;

- Cr=1I;®--- &I, ou Il; = kerc(A — N\;I) C C" est le sous-espace propre associé
a N et Aq,..., A\ sont les valeurs propres (complexes) de A;

— pour toute valeur propre \;, le sous-espace caractéristique (complexe) est égal au

sous-espace propre : ['; =1I;;

pour toute valeur propre, les multiplicités géométrique et algébrique coincident :

dimIl; = p; pourt=1,...,7;

dans la forme réduite de Jordan complexe de la matrice A, tous les blocs de Jordan

sont des matrices 1 x 1 : J; = (\;).

Ce cas est en pratique tres important, puisque l'ensemble des matrices de M, (R)
diagonalisables dans C contient un ensemble ouvert et dense dans M, (R). Autrement
dit, étre diagonalisable dans C est une propriété générique sur M, (R).

Considérons donc une telle matrice A. La forme générale des solutions de 2’ = Ax
donnée par le théoreme 2.25 se simplifie : tous les termes polynomiaux en ¢ disparaissent,
seuls restent les termes exponentiels et trigonométriques.

Corollaire 2.29. Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable dans C. Toute solu-
tion de z'(t) = Ax(t) dans R™ s’écrit sous la forme

w(t) = 3 e (cos(Bt)a; + sin(Bt) by).

1<j<q

ou aj = RNe(N;), B; = Im(A;) et les vecteurs a; et b; € R™ sont tels que a; +ib; est
un vecteur propre de A associé a \; (i.e. a; +ib; € 11;).

Les sous-espaces stables, instables et indifférents s’écrivent maintenant en fonction
des sous-espaces propres (puisque ceux-ci sont égaux aux sous-espaces caractéristiques
complexes) :

E= @ mnr, E'=[ @ mWnR, E=[ H L]NR"

Re(N;)<0 Re(N;)>0 Re(N;)=0

La caractérisation dynamique de ces espaces résulte du théoreme 2.26



52 Chap. 2 — Equations différentielles ordinaires et stabilité

Corollaire 2.30. Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable dans C. Notons x(-)

les solutions dans R™ de l’équation différentielle ' (t) = Ax(t). Alors

— E* est l’ensemble des conditions initiales x(0) € R™ correspondant a des solutions
x(t) qui tendent exponentiellement vers 0 quand t — +00 ;

— E" est l’ensemble des conditions initiales ©(0) € R™ correspondant a des solutions
x(t) qui tendent exponentiellement vers 0 quand t — —oo ;

— E° est l’ensemble des conditions initiales x(0) € R™ correspondant a des solutions
x(t) périodiques, donc bornées sur R.

La seule différence par rapport au cas général concerne 1'espace E° : alors que dans le
cas général le comportement asymptotique des solutions dans E° était indéterminé (d’ou
le nom d’espace < indifférent >), on sait ici que toutes les solutions dans E¢ sont bornées.

2.3 Stabilité

2.3.1 Equilibres et stabilité

Considérons 1’équation différentielle autonome

#(1) = f(a(1)), (2.20)
ol le champ de vecteurs f : Q C R” — R" est supposé de classe C*.

Définition 2.12. On dit qu'un point zy € 2 est un équilibre de ([Z20) si la fonction
constante z(-) = x, est solution de (Z:20)) ou, de fagon équivalente, si f(x¢) = 0 (vérifier
que c’est bien équivalent!).

Autrement dit, ¢(z9) = xo pour tout t € R, ot ¢ est le flot du champ de vecteurs
f (Pintervalle maximal associé a zy étant I,, = R). L’orbite de xg est donc réduite a un
point : O, = {0}

Quand I'équation (220) modélise 1'évolution d’un phénomene physique (mécanique,
biologique, écologique, ...), un équilibre correspond bien a la notion habituelle < d’état
d’équilibre > : si le systeme est dans I'état xg, alors il y reste (et il y a toujours été). En
pratique on sait cependant que seuls les états d’équilibre ayant certaines propriétés de
stabilité sont significatifs.

Définition 2.13. Nous dirons qu'un équilibre xg est stable si, pour tout € > 0, il existe
0 > 0 tel que

|z —zol| <6 et t>0 = [¢e(2) — 2ol < e

Ainsi, toute solution proche de xy en reste proche.
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Remarque. Toute solution dont la condition initiale est dans une boule B(x, 0) reste dans
la boule B(xy, €), et donc dans un compact de €2, pour ¢ > 0 (on suppose € suffisamment

petit pour que B(zg,€) C ). D’apres la proposition 2.4], ces solutions sont donc définies
pour tout ¢ > 0.

Définition 2.14. Nous dirons qu'un équilibre xq est localement asymptotiquement stable
(LAS) si il est stable et si il existe un voisinage V' de xq tel que, pour tout = € V,

lim ¢, (z) = xo.
t—»00

Si V ést égal a tout 'espace d’état, on dira que x( est globalement asymptotiquement
stable (GAS).

Dans le cas (LAS), toute solution proche de ’équilibre en reste proche et en plus
converge vers lui.

Le cas linéaire

Considérons le cas particulier d'une équation différentielle autonome linéaire
2 (t) = Ax(t), r e R

L’origine est toujours un équilibre de cette équation (mais il peut y en avoir d’autres :
tout élément de ker A est un équilibre). L’étude réalisée dans la section 2.2.4] permet de
caractériser la stabilité de cet équilibre. Par ailleurs, due a la linéarité du systeme (son
homogénéité suffit), il n’y a pas de distinction entre local ou global. En conséquence, dans
les énoncés qui suivent, la stabilité, quand elle a lieu, est globale.

Proposition 2.31.

~ L’origine est un équilibre asymptotiquement stable de ' = Ax si et seulement
si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative, i.e.
R" = E5.

- Si A a au moins une valeur propre de partie réelle strictement positive, alors
lorigine n’est pas un équilibre stable de x' = Ax.

Notons que l'origine peut étre un équilibre stable mais non asymptotiquement stable.
C’est une situation que 'on rencontre quand A a des valeurs propres de partie réelle nulle,
par exemple quand A est antisymétrique (voir proposition et la discussion qui suit).
On a représenté figure des portraits de phase dans R? correspondant & une matrice
antisymétrique (cas a) et une autre dont les valeurs propres ont une partie réelle < 0 (cas
b).

Remarquons enfin que I'on peut donner une condition nécessaire et suffisante de sta-
bilité :
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Cas a. Equilibre stable mais Cas b. Equilibre
non asymptotiquement stable asymptotiquement stable

FIGURE 2.2 — Exemples de portraits de phase stables pour f(x) = Az avec A € My(R).

lorigine est un équilibre stable de x' = Ax si et seulement si toutes les valeurs propres
de A sont de partie réelle négative ou nulle et si pour toute valeur propre de partie réelle
nulle, les multiplicités algébrique et géométrique coincident, (c’est-a-dire R" = E* + E°
et A|ge est diagonalisable dans C).

Le cas affine

Considérons maintenant un champ de vecteurs affine f(x) = Az + b sur R", ou
A € M,(R) est une matrice et b € R™ un vecteur. Un équilibre de 1'équation

2'(t) = Ax(t) + b

est un point zy qui vérifie Azg + b = 0 (noter qu’'un tel point n’existe que si b € Im A).
En remplacant b par — Az, on réécrit I’équation différentielle sous la forme

d
—(@(t) — 2z0) = A(z(t) — x0).

dt

Ainsi la stabilité et la stabilité asymptotique d’un équilibre de I’équation affine 2'(t) =
Az (t) + b sont équivalentes respectivement a celles de I'origine pour I’équation linéaire

y'(t) = Ay(t).

2.3.2 La stabilité par la linéarisation

Soit xy un équilibre de I'équation différentielle (Z20). Nous allons montrer dans les
deux théoremes suivants que I’étude des valeurs propres de la matrice D f(z) permet
souvent de caractériser la stabilité de ’équilibre.
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Théoréme 2.32. Si toutes les valeurs propres de D f(xo) sont de partie réelle stric-

tement négative, alors xg est un équilibre asymptotiquement stable.

Remarque. Contrairement au cas des équations linéaires, la condition du théoreme est
suffisante mais pas nécessaire. Prenons par exemple I'équation y'(t) = —y3(¢) dans R.
L’équilibre 0 ne satisfait pas la condition du théoreme puisque D f(0) = 0. En revanche
c’est un équilibre asymptotiquement stable puisque la solution valant yo # 0 en ¢t = 0 est
) = signe(yo) ;o .
2t + =
Yo

qui est décroissante et converge vers 0 quand ¢ — +o00.

*PREUVE.

> Pour simplifier, on se ramene par translation a zop = 0. D’apres ’hypothese, il existe o > 0 tel
que —a est strictement supérieur a la partie réelle de toute valeur propre de D f(0). D’aprés un
résultat classique d’algebre linéaire, il existe alors un produit scalaire (-, -),, sur R™ tel que

(Df(0)z,2)0 < —allz||?, Vo eR",

ol || - ||« est la norme associé au produit scalaire (-,-), (le résultat est clair quand Df(0) est
diagonalisable, sinon il se montre en utilisant la décomposition de Jordan.
Or, par définition de la différentielle,

(f(x),2)a = (DF(0)z,2)a + of[[]2).

Ainsi, pour z suffisamment proche de 0, disons ||z|| < J, on obtient
e
(@) 2)a < 2 a2

> Prenons maintenant un point v # 0 vérifiant ||v|| < ¢ et notons z(t) = ¢;(v) la solution issue de
v. On peut choisir un temps ¢y > 0 suffisamment petit pour que ||2(¢)|| < § pour tout ¢ € [0, to].
La fonction ¢ — || (t)||o est dérivable (car z(t) # 0 Vt), et

@), z()a _ (fl®),zt)a _ « )
@l Ta@la = 270l

Ceci implique d’abord que ||x(t)||, est décroissante : x(t) reste donc confinée dans le compact
lz]|la < [|v]la, ce qui entraine que () est définie pour tout ¢ > 0 (proposition 24). D’autre part,

d’apres le lemme de Gronwall,

d
E”w(tma -

lz(®)lla < €™ % [v]la.

Finalement, on a montré que, si ||v]| < §, alors ¢:(v) reste dans B(0, §) et tend vers 0, ce qui montre
que 0 est un équilibre asymptotiquement stable.
0

Théoreme 2.33. Si xy est un équilibre stable, alors toutes les valeurs propres de

D f(xg) sont de partie réelle négative ou nulle.
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On utilisera généralement la contraposée de ce théoreme : si D f(xo) a au moins une
valeur propre de partie réelle strictement positive, alors ’équilibre xy n’est pas stable.

Il est important de noter que les réciproques des théoremes et sont fausses,
comme le montre I’exemple ci-dessous. La stabilité d'un équilibre n’est donc pas forcément
déterminée par le linéarisé. Nous allons ensuite introduire une classe d’équilibres pour
lesquels les réciproques des théorémes et sont vérifiées.

Ezemple. Considérons deux équations différentielles dans R?,

2 2 2 2

_ + 22) Ty + 21 (27 + 13)

o =fla)=( " w171+ 73 et 2 =g(x)= Loz
/@) —x1 — zp(2f + 23) 9(@) —x1 + xp(2% +23) )

ou x = (z1,x2). Ces deux équations ont pour unique équilibre 0. Leurs linéarisés en 0

sont égaux,

D) =90 = (°) ).

et ont pour valeurs propres 4i, dont la partie réelle est évidemment nulle! Cependant
I’équilibre 0 est asymptotiquement stable dans le premier cas alors qu’il n’est pas stable
dans le deuxieme.

En effet, posons p(z) = x% + x3. Si x(-) est une solution de I'équation 2’ = f(z), alors

d
%p(x(t)) = 2(212) + zoh) = —2p%(2(t)).
Ainsi p(z(t)) = ||z(t)||* est décroissant et tend vers 0 quand ¢ — +o0, ce qui implique
que 0 est asymptotiquement stable pour ’équation 2’ = f(x).

De méme, si z() est une solution de 1’équation 2’ = g(x), on obtient

d
(1) = 20°(2(1)).
Dans ce cas, p(z(t)) = [|z(¢)[|* tend vers I'infini en temps fini (phénomene d’explosion),

ce qui implique que ’équilibre 0 n’est pas stable pour I’équation =’ = g(x).

Equilibres hyperboliques

Définition 2.15. Un équilibre xg est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de D f(xg) ont une
partie réelle non nulle.

Les équilibres hyperboliques jouent un réle important en pratique puisque, comme nous ’avons vu
a la fin de la section 224 la classe des matrices hyperboliques est ouverte et dense dans M, (R).

D’apres les deux théoremes précédents, la stabilité d'un équilibre hyperbolique z( est totalement
caractérisée par le signe des parties réelles des valeurs propres de D f(x).

Corollaire 2.34. Un équilibre hyperbolique est soit asymptotiquement stable (si les valeurs propres

de Df(xzg) sont toutes de partie réelle négative), soit non stable.
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Ainsi, un équilibre hyperbolique z( est stable (resp. asymptotiquement stable) si et seulement si 0
est un équilibre stable (resp. asymptotiquement stable) pour 1’équation linéarisée en xg,

y'(t) = Df(wo) - y(t). (2.21)

On a en fait beaucoup plus : les portraits de phase du systeme et de son linéarisé ont la méme allure car
ils sont topologiquement équivalents.

Théoréme 2.35 (Théoreme d’Hartman-Grobmann). Soit xg un équilibre hyperbolique. Notons
o iy etPI(@0)y le flot du linéarisé en xq. Alors il existe un homéomorphisme h : Veo = Vo, 0t
Vo €t Vo sont des voisinages respectivement de xo et 0 dans R", tel que

o1 (h(x)) = h(ee(x)),

partout ot ces erpressions ont un Sens.

2.3.3 Fonctions de Lyapunov

Il existe une autre approche que la linéarisation pour obtenir des résultats de stabilité
qui ne nécessite pas une connaissance explicite du flot. Commencons par donner
un exemple qui illustre I'idée générale.

Champs de gradient

Un champ de gradient est un champ de vecteurs de la forme
flz) = =VV(z),

o V: 2 C R" — R est une fonction de classe C? (de fagon a ce que f soit de classe C1).
Rappelons que VV (z) désigne le gradient de V' en x, ¢’est-a-dire I'unique vecteur de R”"
vérifiant

DV (z)-v=(VV(x),v), Vv € R™

Dans 'espace euclidien R" en coordonnées, VV (z) = (g—g‘c/l(x), ce gm—:(x))

Un équilibre xy de ce champ de vecteur est un point critique de V', i.e. VV(zq) = 0.
Un équilibre peut donc étre un minimum local, un maximum local, ou un point selle,
mais nous allons voir que seuls les minima locaux peuvent étre des équilibres stables.

La dynamique associée a un champ de gradient possede en effet une propriété qui la

rend assez simple. Si z(+) est une solution de I'équation différentielle 2/(t) = —VV (z(t)),
alors

d

SV@®)] = pv(am) -/t = =19V (@) I, (2:22)

pour tout ¢ dans l'intervalle de définition de x(-). Ainsi V (z(t)) est soit constante, et
dans ce cas x(t) = xy est un point critique, soit strictement décroissante. Intuitivement,
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ceci signifie que toute solution tend a se rapprocher d’un minimum, et donc (nous le
montrerons plus loin) que :
— si un équilibre g n’est pas un minimum local (i.e. zg est un maximum local ou un
point selle), alors zp n’est pas un équilibre stable ;
— si xp est un minimum local strict, alors xy est un équilibre stable.

Fonctions de Lyapunov

Considérons maintenant une équation différentielle autonome quelconque

'(t) = f(2(t)), 2.20)

associée a un champ de vecteurs f : Q C R® — R” de classe C'. L’exemple des champs
de gradient suggere d’introduire la définition suivante.

Définition 2.16. Soient x un équilibre de (2.20), U C 2 un voisinage de xg et L : U — R
une fonction continue. On dit que L est une fonction de Lyapunov locale pour (2.20) en
To Sl :
(a) L(zg) =0et L(z) > 0 pour = # xg (i.e. 2y est un minimum strict de L sur U);
(b) la fonction t — L(¢y(x)) est décroissante.
Si de plus L satisfait
(¢) pour x # o, la fonction ¢ — L(¢;(x)) est strictement décroissante,

on dit que L est une fonction de Lyapunov locale stricte pour (2.20) en xy.
Enfin, si U est égal a tout I'espace d’état, on peut remplacer dans ce qui précede
"locale” par "globale”.

Quand L est de classe C'!, on peut remplacer les conditions (b) et (c) respectivement
par les conditions suivantes, qui sont plus fortes mais plus simples a vérifier que (b) et

(o) :
(0)" (VL(x), f(x)) < 0 pour tout z € U;
(¢) (VL(x), f(z)) <0 pour tout = € U, x # xo.

Une fonction de Lyapunov est donc une sorte de fonction d’énergie qui décrit le long
des trajectoires.

Théoréme 2.36. Supposons que ’équation différentielle (Z.20) admette L comme

fonction de Lyapunov locale en un équilibre xo. Alors xy est un équilibre stable.

— (Loc) Si de plus L est stricte, alors xo est localement asymptotiquement stable.

— (Glob) Si de plus L est globale, stricte et L tend vers l'infini lorsque x tend vers
l'infing, alors xq est globalement asymptotiquement stable.
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*PREUVE.

> Soit L : U — R la fonction de Lyapunov. Quitte a remplacer U par une boule fermée centrée
en xp, on le suppose compact. Pour tout € > 0, ’ensemble U, = {x € U : L(x) < «a} est inclus
dans la boule ouverte B(xg,&) pour « > 0 suffisamment petit (en effet, sinon il existe une suite
de points z,, en dehors de B(xg,¢) vérifiant lim L(z,,) = 0; U étant compact, z,, a alors un point
d’accumulation T # x, qui doit vérifier L(Z) = 0, ce qui est impossible d’apres la propriété (a)).
Or, d’apres la propriété (b) de L, pour tout « € U,, la solution ¢;(x) est confinée dans U, ; ceci
montre la stabilité de 1’équilibre xg.

> Supposons maintenant que L est une fonction de Lyapunov locale et stricte. Considérons un point
x € U, différent de xq. La fonction t +— L((bt(z)) étant strictement décroissante et minorée par 0,
elle a une limite ¢ quand ¢t — 4+o00. D’autre part, U étant compact, il existe une suite ¢,,, t,, — +0o0,
telle que ¢y, () est convergente. Notons Z la limite de cette derniére suite. Par continuité de L, &
vérifie :

L(z) = lim L(¢r,(v)) = lim L(¢x(z)) = L.

tyn—00

De plus, pour tout s > 0, on a :
L(6(®) = lmn_L(gurs, (@) = £

ce qui montre que s — L(qbs(jc)) = L(Z) n’est pas décroissante, et donc, d’apres la propriété (c) de
L, que & = x.

Ainsi, le seul point d’accumulation de ¢;(x) est xo, ce qui montre que lim;_,~ ¢t () = x¢. L’équilibre
xo est donc asymptotiquement stable.

On adapte sans peine cette preuve au cas (Glob) en remarquant que les ensembles L. := {z €
Q L(z) <c}, ¢> 0, sont compacts.

O

Remarque. Pour un équilibre asymptotiquement stable xg, on appelle bassin d’attraction
’ensemble des points x € € tels que ¢(z) — z¢ quand ¢ — +oo. Par définition de la
stabilité asymptotique, le bassin d’attraction contient un voisinage de xy. Une question
importante en pratique est de déterminer la taille de ce bassin, voire le bassin lui-méme.

Le domaine de définition d'une fonction de Lyapunov stricte, si il en existe une, donne
des éléments de réponse a cette question. Supposons par exemple que {2 = R" et que L
soit une fonction de Lyapunov vérifiant les hypotheses du cas (Glob). Alors, le bassin
d’attraction de xg est R™ tout entier.

Plus généralement, si L : U — R une fonction de Lyapunov stricte en zg et P C U un
sous-ensemble fermé de R™ positivement invariant par le flot (i.e. ¢;(P) C P pour tout
t > 0), alors P est inclus dans le bassin d’attraction de xy. Par exemple, les ensembles
{z € U : L(z) < a} pour «a suffisamment petit sont fermés et positivement invariants
(cf. Définition 26]), donc inclus dans le bassin d’attraction.

Dans de nombreuses applications, il n’est pas possible d’avoir une fonction de Lyapu-
nov stricte c’est-a-dire vérifiant la condition (¢)’. On a alors le résultat suivant, appelé
principe d’invariance de Lasalle.
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Théoréme 2.37. Supposons que l’équation différentielle (2.20) admette L : U —
R, comme fonction de Lyapunov locale en un équilibre xy. Notons Dy, le sous-
ensemble de U défini par

Dy :={x €U, DL(x).f(z)=0}.

Alors,

— (Loc) toutes les trajectoires restant dans U convergent asymptotiquement vers le
plus grand ensemble invariant (cf. Définition[2.6) contenu dans l'intersection de
U et DU-

— (Glob) Si de plus L est globale (i.e. U = Q) et tend vers l'infini lorsque x tend
vers l'infini, toutes les trajectoires sont définies sur R, et convergent asymptoti-
quement vers le plus grand ensemble invariant contenu dans Dy .

Le principe d’invariance consiste simplement a écrire le systeme surdéterminé suivant,
/
= f(x), D,L(z)=0, ze€U,

systeme caractérisant le plus grand ensemble invariant contenu dans l'intersection de U
et DU-

Exemples d’application

a. Champs de gradient Reprenons le cas d'un champ de gradients f(z) = —VV(z).
Supposons que z( soit un minimum local strict de V', ¢’est-a-dire I'unique minimum de V'
sur un voisinage U de x. La fonction V restreinte a U est bien une fonction de Lyapunov
en xg, la propriété (b)" étant toujours satisfaite d’apres la formule (Z22)). Donc xq est bien
un équilibre stable.

b. Champ de force conservatif Considérons un objet de masse m soumis a une force
dérivant d'un potentiel V(z). L’évolution de I'état x € R™ de l'objet au cours du temps
est régi par le principe fondamental de la dynamique :

ma'"(t) = —=VV (z(t)),

(= ),“) - (_aovie )

Autrement dit, (z,2’) est solution de 1’équation différentielle du ler ordre dans R*"

que l'on réécrit

(x,v)'(t) = f((x,v)(t)), ou f(z,v) = (v, —%VV(ZE)).
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Un équilibre de cette équation différentielle est un point (xg,0) € R?" o1 z est un point
critique du potentiel V(x).

Supposons que x( soit un minimum local strict de V' et cherchons une fonction de
Lyapunov. Essayons a partir de I’énergie totale du systeme :

1
E(z,v) = §mHUH2 + V().

En posant L(xz,v) = E(x,v) — V(xg), on obtient une fonction qui satisfait la propriété
(a) d’une fonction de Lyapunov. De plus, comme VL(z,v) = (VV(z),mv), on obtient

(VL(z,v), f(z,v)) =0,

(c’est la conservation de I’énergie!), c’est-a-~dire la propriété (b)'. La fonction L est donc
bien une fonction de Lyapunov en (xg, 0), ce qui montre le résultat bien connu (théoreme
de Lagrange) :

si l’énergie potentielle V(x) a un minimum local strict en xg, [’équilibre (xq,0) est stable.
Remarques.

— L’équilibre (x,0) ne peut pas étre asymptotiquement stable : la fonction de Lya-
punov L(z,v) étant constante le long d'une solution (z,v)(-) # (20, 0), elle ne peut
tendre vers 0, ce qui implique que (z,v)(t) ne peut pas tendre vers (g, 0).

— L’approche par linéarisation n’aurait pas permis de conclure ici car (g, 0) n’est pas
un équilibre hyperbolique (exercice : le montrer).

c. Champ de vecteur linéaire Considérons une équation différentielle linéaire
2 (t) = Ax(t), r €R",

et supposons que toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative.
On a vu (proposition 2.31]) que dans ce cas l'origine est un équilibre (globalement) asymp-
totiquement stable. Cherchons une fonction de Lyapunov pour cette équation en 0. Le
théoreme suivant va nous en fournir.

Théoreme 2.38. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(1) A est Hurwitz (i.e. toutes ses valeurs propres sont de partie réelle strictement
négative) ;

(ii) il existe une matrice P € M,(R) telle que P = PT > 0 (c’est-a-dire que P est
symmeétrique réelle et définie positive) et

ATP 4+ PA < 0;

(iii) Pour toute matrice Q = QT > 0, il existe une unique matrice P = PT > 0
solution de I’ équation de Lyapunov

ATP+PA=—Q.
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PREUVE.

> Il suffit de montrer les implications (i) => (i) et (i) => (4i7).

Commencons par (ii) => (i). Soit P = PT > 0 telle que ATP + PA = —Q. Notons
= ;\Z((?D)) > 0 avec \p(Q) et Aps(P) respectivement la plus petite des valeurs propres

de @ et la plus grande des valeurs propres de P. Considérons la fonction de Lyapunov

L(z) := 2T Pz. Alors,

L(z) = 22T APz = 27 (ATP + PA)z = —27Qz < —\(Q)zlx < —BL(x).

On en conclut que L(x(t)) < e P L(x(0)) (pourquoi?) et donc (7).
Montrons maintenant (i) => (¢iz). Supposons que A est Hurwitz. Pour ¢t > 0, on pose

t
P(t) ::/ A Qe ds.
0

Remarquons que P(t) > 0 pour t > 0 et t — P(t) est une fonction strictement croissante.
Comme A est Hurwitz, 'intégrale généralisée

o0 T
P:/ e*A QetAds,
0

est convergente et on e conclue que P(:) admet P comme limite lorsque ¢ tend vers 'infini.
De plus, P(-) vérifie 'EDO suivante

P(t) = —(ATP(t) + P(t) A+ Q).

La limite P est nécessairement point d’équilibre de cette EDO (pourquoi?) et donc satisfait
I’équation de Lyapunov. Pour I'unicité, on procede comme suit. Soit M > 0 une solution de
I’équation de Lyapunov. On multiplie alors ’équation de Lyapunov vérifiée par M a gauche
par esA” et a droite par e*4. On remarque que

BSATATMGSA + esATMAesA _ di(BSATMBSA).
S

On integre entre 0 et I'infini et on obtient M = P.
0

d. Critére de Hurwitz Bien qu’on ne puisse pas exprimer en général les racines
d'un polynome de degré n > 5 en fonction de ses coefficients, il existe des conditions
algébriques ne portant QUE sur les coefficients d'un polynome P qui sont nécessaires et
suffisantes pour que toute racine de P soit de partie réelle strictement négative (par abus
de language, un tel polynome est dit Hurwitz). L'une dde ces conditions est le critére de
Hurwitz : on considere le polynome complexe :

P(2) = apz™ + a1 2" + -+ ap_12 + ay,.
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On pose a, 11 = Apyo = -+ = ao,_1 = 0. On définit la matrice carrée d’ordre n :
al a3 a/5 PR PR a/2n71
ap G2 Q4 -+ O2p—2
0 al ag “ .. “ .. a2n_3
H — 0 ao a2 .. .. a2n_4 ,
0 0 a - -+ as, s
0O 0 0 * .. an,

ol * = ag ou a selon la parité de n.
Soient (H;)ieq1,...ny les mineurs principaux de H, i.e.

a; asz as
ap as
Hi=a,, Hy = - , Hy=1ay as a4 |, ..., H,=detH.
0 a; as

Proposition 2.39. Si ay > 0, toute racine de P est de partie réelle strictement

négative si et seulement si H; > 0, pour tout i € {1,...,n}.

Remarque. Si ag > 0, on a :
— Si pour toute racine A de P, on a Re A < 0, alors a5, > 0 et H;, > 0, pour tout
ke{l,...,n}.
— Sin<3etsia, > 0et Hy >0, pour tout k£ € {1,2,3}, alors toute racine A\ de P
vérifie Re A < 0.

Remarque. Une condition nécessaire de stabilité est donc, si ag > 0 :
VkE{l,...,n} ag > 0.

Mais cette condition n’est pas suffisante (donner un exemple).

e. Nouvelle preuve du théoréme [2.32] Considérons un équilibre zy de ’équation
différentielle
2'(t) = f(2(t)),

et supposons que toutes les valeurs propres de D f(zg) sont de partie réelle strictement
négative. Nous allons montrer que 1’équation admet une fonction de Lyapunov stricte en
Zp, ce qui donnera une nouvelle preuve du théoreme 2.32)

Quitte & faire une translation, on suppose o = 0 et on choisit P = PT > 0 solution
de I’équation de Lyapunov

Df(0)'P+ PDf(0) = —1,.
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On considere L(z) := z' Px qui est une fonction de Lyapunov pour 'équation linéaire
y'(t) = Df(0)-y(t)) (a vérifier). Remarquons d’autre part que

f(z) = Df(0) -z + o(|lz).
En utilisant le paragraphe précédent, on obtient
(VL(z), f(z)) = (VL(z),Df(0)-z)+ (VL(x),o(||z))
= el +2 [ (eI, PO o] ) ds.
0

Le terme dans la derniere intégrale est un o(||z||*), donc pour ||z| suffisamment petit,
x # 0, on obtient

(VL(), f(2)) < 5 lell? <0,

c’est-a-dire la propriété (c)’. La fonction L est donc une fonction de Lyapunov stricte en
xo = 0, ce qui montre que cet équilibre est asymptotiquement stable.



Chapitre 3

Commandabilité et observabilité des
systemes linéaires

3.1 Systemes de commande

Un large pan de I'automatique est basé sur les équations différentielles : c’est I'ap-
proche par représentation d’état des systemes a temps continu déterministes (les systemes
stochastiques s’appuyant sur les équations différentielles stochastiques). La situation est
la suivante : on considére un systeme physique (par exemple un satellite, une voiture,...),
décrit par son état x(t) au temps ¢t (par exemple la position et la vitesse), sur lequel
on peut agir a tout moment au moyen d'une commande ou contréle u (par exemple la
poussée des moteurs dans le cas du satellite). On représente 1’état par un vecteur de R”,
la commande par un vecteur de R™, et on modélise 1’évolution du vecteur x(t) au cours
du temps par un systéme de commande (ou équation différentielle commandée)

() + 20 = fExt),u),  te[0,7],

ou 7 est un temps positif.

Que signifie cette expression ? La fonction u(t), t € [0, 7], appelée loi de commande,
est notre moyen d’action sur le systeme (X) : on va la choisir en fonction des objectifs a
réaliser. A une loi de commande u(+) est associée une équation différentielle ordinaire

(o) = 2() = fult,z(t),  te]0,7),

ot on a noté f,(t,x) = f(t,z,u(t)). Ainsi, une fonction z(-) est solution du systeme (%)
si il existe une loi de commande u(-) telle que z(-) est solution de I’équation différentielle
(2.

Les principales questions que 'on est amené a se poser a propos du systeme (3) sont
les suivantes.

Commandabilité Etant donnés un état de départ o € R", un état cible v € R" et
un temps t = 7 > 0, est-il possible de trouver une commande u(-) qui amene le
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systeme initialement en x(0) & ¢t = 0 en 'état v au temps ¢t = 77 On formule aussi
la question précédente comme suit : est-il possible de commander le systeme de xg
a v en temps 77

Planification de trajectoires A la question structurelle précédente, correspond le probleme
plus concret d’établir une procédure effective qui associe,a une paire d’états xg,v €
R™ et untemps 7, une commande u(-) qui amene le systeme de z(0) & v en temps
t=r.

Stabilisation Est-il possible de construire une commande u(-) qui stabilise asymptoti-
quement le systéeme (X) autour d’un équilibre zy, c’est-a-dire telle que, pour toutes
conditions initiales x(0), on ait

lim z(t) = xo.
t—+o00

Observabilité Afin de réaliser un objectif de commande (planification de trajectoire,
stabilisation, etc...) et donc de choisir en conséquence une loi de commande ap-
propriée, 'opérateur dispose d’une certaine information sur ’état du systeme x a
Iinstant ¢, celle-ci étant obtenue par le biais de mesures. Cependant, il n’est pas
possible en général de mesurer (on dit observer en automatique) directement 1’état
x(t) mais seulement une fonction y(t) de 1’état et de la commande :

y(t) = g(z(t), u(d), ).

I s’agit alors de "reconstruire” 1'état x(-) a partir de la sortie y(-). La question
d’observabilité est alors la suivante : la connaissance de y(t) et de wu(t) pour tout
t € [0, 7] permet-elle de déterminer I'état z(-) pour tout ¢ € [0,7] (ou, ce qui est
équivalent, 1'état initial x(0))?

Les techniques que nous avons introduites lors de I’étude des équations différentielles
linéaires autonomes vont nous permettre de répondre a ces questions dans le cadre de
I'automatique linéaire autonome (ou stationnaire, ou encore invariante par rapport au
temps).

Dans tout ce chapitre, nous supposerons donc que le systeme (X) est linéaire autonome
(par rapport a (z,u)), c’est-a-dire de la forme :

(2) : 2'(t) = Ax(t) + Bu(t), t €0,7], (3.1)

ol A est une matrice (carrée) de M, (R) et B une matrice (pas nécessairement carrée)
de M, .»(R), avec n, m entiers positifs. Si m = 1, le systeme est dit mono-entrée et sinon
multi-entrée.

Par ailleurs, lorsque nous aborderons les questions d’observabilité, nous supposerons
que la sortie y est un vecteur de R?, p entier positif et que y est aussi linéaire par rapport
a (x,u), plus simplement égale a

y(t) = Cx(t), t € [0,71], (3.2)
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avec C' une matrice M, ,(R). Dans ce cas, le systeme de commande linéaire autonomes
sera défini par les deux équations ([B.1]) et (3.2).

Les lois de commande u(+) seront supposées continues par morceauz, définies sur 1'in-
tervalle [0, 7] et a valeurs dans R™. Nous aurions pu faire d’autres hypotheses sur la
fonction u(-), la supposer seulement mesurable par exemple ou encore imposer que ses
valeurs soient bornées (ce qui est raisonnable si u représente une force). Ces hypotheses
interviennent naturellement dans des problemes d’automatique, mais nous n’en parlerons
pas ici : notre but est de montrer dans un cadre aussi simple que possible comment les
techniques d’équations différentielles s’appliquent a ces problemes.

Le point de départ de I’étude des systemes linéaires autonomes est la formule dite de
variation de la constante :

Proposition 3.1. Soient u(-) une commande et vo € R™. L’unique solution de
o' (t) = Ax(t) + Bu(t) valant xo a Uinstant t = 0 est

¢
z(t) = ey +/ e =4 Bu(s)ds.
0

PREUVE.

> Supposons qu'il existe une solution z(-) de 2/(t) = Ax(t) + Bu(t) telle que z(0) = xo.
Posons y(t) = e *4x(t) et dérivons y(-) par rapport a t :

Y (t) = —Ae () + 74 (Az(t) + Bu(t)) = e Bu(t).

En intégrant entre 0 et ¢, on obtient

y(t) = y(0) +/0 e *A Bu(s)ds,

et donc la conclusion, puisque z(t) = etAy(t) et y(0) = z(0) = xg.

Remarque. Notons en particulier que, si z(0) = 0,

x(t) = /Ot "4 Bu(s)ds, (3.3)

et que cette expression dépend linéairement de la loi de commande u(-).

Remarque. Pour ce qui est de I'observabilité des systemes linéaires, la formule de la propo-
sition Bl montre que la "reconstruction” d’une trajectoire z(-) avec la seule connaissance
d’une sortie y(-) (et bien sur de la commande u(-)) consiste en fait a retrouver la condition
initiale zq.
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3.2 Commandabilité

Soit (2) le systeme de commande linéaire autonome (B). Etant donné z, € R”, on
dit qu’un état v € R" est atteignable en temps T a partir de xy (par le systeme (X)) si il
existe une loi de commande u : [0,7] — R™ telle que x(7) = v, x(-) étant la solution de
(33,) satisfaisant 2(0) = zo. On note A(T,zy) I'ensemble des états atteignables a partir
de xy en temps 7, c’est-a-dire

x(+) solution de (X) }
t.q. 2(0) = xg

AT, @) == {x(T) :

I1 résulte de la remarque ci-dessus et de la proposition Bl que I'ensemble A(7, 0) est un
espace vectoriel, et que I'ensemble A(7, ) est I'espace affine e™xy +.A(7,0). L’ensemble
des points atteignables a partir de xg est donc completement caractérisé par l'ensemble

A, = A(1,0).

Définition 3.1. On dit que le systeme (3) est commandable en temps T si A, = R™, ou,
de fagon équivalente, si tout état de R™ est atteignable en temps 7 a partir de n’importe
quel autre.

Nous allons chercher maintenant a caractériser algébriquement la commandabilité.
Ceci passe par la détermination de I’ensemble A..

Théoréme 3.2. L’espace A, est égal a l'image de la matrice (n x nm)

C(A,B):=[B AB --- A"'B],

dite matrice de commandabilité.

Remarque. L’'image de C(A, B) est l'espace vectoriel R(A, B) C R™ engendré par les
A'Bz,i€{0,....,n—1}, z € R™:

R(A,B) = Vect{A'Bz : i=0,...,n—1, z € R™}.

La premiere conséquence de ce résultat est que A, est indépendant de 7. Notons que
ce ne serait évidemment pas le cas si nous avions choisi des commandes bornées. La
deuxieme conséquence est que la dimension de A, est égale au rang de la matrice de
commandabilité. On obtient ainsi un critere de commandabilité algébrique, et donc en
général facile a vérifier.

Corollaire 3.3 (Critere de commandabilité de Kalman). Le systéme (X) est com-

mandable si et seulement si la matrice de commandabilité C(A, B) est de rang n.
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PREUVE.

> du Théoréeme B2l Montrons déja que A, C R(A, B). Pour cela observons que, par définition,
si v appartient a A, il existe u : [0,7] — R™ continue par morceaux telle que

v:/ e A Bu(s)ds.
0

Le théoreme de Cayley-Hamilton nous enseigne que le polynéme caractéristique de A annule
A. Or ce polynome est un polynome normalisé (i.e. dont le coefficient de plus haut degré
égale 1) de degré n. Ainsi A" est combinaison linéaire de I, ..., A"~ ! et par conséquent pour
tout entier i > 0, A* est combinaison linéaire de I, ..., A" . Par conséquent pour tout i > 0,
A’ laisse invariant 1’espace vectoriel

R(A,B) = Vect{A'Bz : i=0,...,n—1, z€ R™}.
Mais pour tout s € [0, 7], exponentielle e(T=9)4 admet le développement

(1 — s)kAk

e(r—s)A:]+(7_5)A+...+ 5 4

et par conséquent e(75)4 laisse également invariant l'espace R(A, B). Nous avons donc
montré que e(""94 Bu(s) € R(A, B) pour tout s € [0, 7] et par conséquent

/ "4 Bu(s)ds € R(A, B).
0

Ainsi A, C R(A, B).
> Montrons 'inclusion réciproque. 11 suffit pour cela de démontrer AX C R(A, B)*. Soit

donc w € R™ orthogonal a A, ; le vecteur w est ainsi orthogonal & 1’état @ que l'on peut
atteindre au temps 7 par la commande

u(t) = BT (em=94) Ty,

La formule (33]) montre que
W = /T B(T_S)ABBT(B(T_S)A)TU) ds,
0

et par conséquent, puisque (w,w) = 0 on obtient

T

0= (w,/ eT=ABBT (=) ds) :/

<(e(7'fs)AB)Tw) T ((e(Tfs)AB)Tw> ds,
0 0

ce qui est équivalent a
Vs e [0,7], (e"4B)w =0.

Dérivons une fois, puis deux fois,. .. cette égalité par rapport a t : il vient successivement

(AR w =0, (944w =0, ... (e"HAAIBYTYw =0,
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soit, pour s = T,
BTw =0, e (A 1B)YTw =o.

Ceci implique que, pour tout j € {0,...,n — 1} et tout z € R™,
0= (2, (A7B) w) = (A7Bz,w),

c’est-a-dire w € R(A, B)*. L’inclusion R(A, B) C A, est donc démontrée.
t

Nous allons maintenant décrire ce qui se passe lorsque le rang r de la matrice de
commandabilité C(A, B) est quelconque. Pour cela, nous étudions I'effet d'un changement
de coordonnées linéaire sur la commandabilité d'un systeme.

Définition 3.2. Les systemes de commande linéaires 1 = Az + Biuy et @9 = Asxo +
Byusy sont dits linéairement équivalents s'il existe P € GL,(R) tel que Ay = PA, P! et
B, = PB;.

Remarque. On a alors xo = Pxy.

Proposition 3.4. La propriété de Kalman est intrinseque, 1i.e.

(By, AyBs, ..., AV 'By) = P(By,A\By, ..., A" 'By),

et donc le rang de la matrice de Kalman est invariant par équivalence linéaire.

Considérons une paire (A, B) o A € M,(R) et B € M, ,»(R).

Théoréeme 3.5 (Décomposition de Kalman). La paire (A, B) est linéairement
équivalente a une paire (A’, B") de la forme

Al AL B
I 1 2 I 1
v (o %) - (0)
ou A} € M.(R), By € M,.,(R), r étant le rang de la matrice de Kalman de la
paire (A, B). De plus, la paire (A}, By) est commandable.

Remarque. La décomposition précédente est aussi appelée décomposition du systeme en
parties commandable et non commandable. Les valeurs propres de A sont appelées pdles

du systeme, commandables pour les valeurs propres de A} et non commandables pour
celles de Aj.
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PREUVE.

>> Supposons que le rang r de la matrice de Kalman C' de la paire (A, B) est strictement plus
petit que n (sinon il n’y a rien & montrer). Le sous-espace

F=ImC=ImB+Im AB+-.-+Im A" 'B

est de dimension 7, et d’apres le théoreme d’Hamilton-Cayley il est clairement invariant
par A. Soit G un supplémentaire de F' dans R", et soient (f1,..., f,) une base de F, et
(fr4+1s--- fn) une base de G. Notons P la matrice de passage de la base (fi,..., f,) & la
base canonique de R"™. Alors, puisque F' est invariant par A, on a :

AL Al
/ —1 1 2
A= PAP " = (0 g> ,

et d’autre part, puisque Im B C F', on a :

B' =PB= (Bi>
o

Enfin, on voir facilement que le rang de la matrice de Kalman de la paire (A}, B]) est égal
a celui de la paire (A, B).
O

Dans le cas mono-entrée, il existe un changement de coordonnée tres utile.

Théoréme 3.6 (Forme compagne). Sim =1 et si la paire (A, B) est controlable,
alors elle est linéairement équivalente a la paire (A, B), ou

0 1 e 0 0
- : . o . B= :
o - 0 1 0
—Ap —Gp-1 o~ 1

La matrice A et la paire (121, f?) sont respectivement appelées forme compagne de la
matrice A et forme canonique commandable de la paire (A, B).

Remarque. Si une matrice carrée est sous forme compagne, alors les coefficients de son
polynome caractéristique se lisent sur la derniere ligne de la matrice.

Remarque. Dans ces nouvelles coordonnées, le systeme est alors équivalent a 1’équation
différentielle scalaire d’ordre n :

2™ () + a2 V() + -+ a,z(t) = u().
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PREUVE.

> Considérons P4(X) le polynéme caractéristique de A

Py(X) =X"+a1 X™ + -+ ap.

Le changement de coordonnées sera donné par une matrice n X n inversible F' de vecteur
colonne (f1,---, fn). Ces vecteurs sont définis récursivement comme suit,

Jn=0b, fncr=Afn+aifn, ..., i =Af2+an-1fn
La famille (f1,..., fn) est bien une base de R™ puisque :

Vect {f,} = Vect {b},
Vect {fn, fn_1} = Vect {b, Ab},

Vect {fn,..., f1} = Vect {b,..., A" b} = R"™.
Il reste a vérifier que 'on a bien Af; = —an fp :
Afi = A% fo +an_1Afn
= A*(Afs + an—2fn) + an—14fn
= A3 f3 + an_2 A% fr + an_1Afn

- Anfn + alAnilfn + -+ an—lAfn
= _anfn

puisque d’apres le théoreme de Cayley—Hamilton,Nor} a A" = —q; A" — ... —q,I. Dans la
base (f1,..., fn), la paire (A,b) prend la forme (A,b).
[

Remarque. Ce théoreme admet la généralisation suivante, lorsque m > 1. Si la paire
(A, B) est controlable, alors on peut la conjuguer a une paire (A, B) telle que :

Al * *
G0 A, : |

e .k

0 --- 0 A,

les matrices A; étant des matrices sous forme compagne ; par ailleurs, il existe une matrice

G € M, +(R) telle que :
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ou tous les coefficients de chaque matrice B; sont nuls, sauf celui de la derniere ligne, en
i-eme colonne, qui est égal a 1.

3.3 Planification de trajectoires

Nous allons maintenant proposer une stratégie pour résoudre le probleme de planifica-
tion de trajectoires pour un systeme de commande linéaire autonome commandable. Pour
cela, nous allons effectuer des transformations linéaires sur le systeme afin de I’amener en
une forme particuliere simple et pour laquelle la planification de trajectoire sera aisée.

3.3.1 Exemple

Effectuons la planification de trajectoires pour le systeme commandé de dimension un,
T = u, évidemment commandable. Etant donnés deux réels arbitraires, xg, 1, il s’agit de
trouver une commande u définie sur [0, 1] telle que

1
1 = To +/ u(t)dt,
0

et donc plus simplement, de trouver pour tout x € R, une fonction u telle que x =
fol u(t)dt. Une fonction polynomiale (constante) suffit ici. La généralisation au systéme

commandé z(™ = u, avec x, u réels, est immédiate.

3.3.2 Forme de Brunovsky

Dans le ca général du systeme & = Az + Bu, I'idée est de transformer linéairement le
systeme de telle sorte & le faire "ressembler” le plus a (™ = w.

Les transformations linéaires considérées ci-dessous sont plus générales que de simples
changements de coordonées.

Définition 3.3 (bouclage statique régulier). Soit ;1 = Muzs, le changement de coor-
données défini sur R™ par M matrice carrée inversible n xn. Un bouclage statique régulier
est défini par u; = Kx9 + Nus avec N ne matrice carrée inversible m x m et K une ma-
trice m x n. C’est un changement de variables sur la commande paramétré par 1’état. De

maniere matricielle, il s’écrit
T\ M 0 i)
U9 T K N (%) '

Les systemes de commande linéaires ©; = Ajx; + Biuy et &9 = Asxo + Bous sont dits
équivalents par changement d’état avec bouclage statique régulier s’il existe M € GL,(R),
N € GL,(R) et K € M, ,(R), tels que Ay = M*A;M + M 'BK et By = M'B;N.
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Théoréme 3.7 (Forme de Brunovsky d’un systéme commandable). Soit & = Az +
Bu un systeme linéaire commandable avec x € R™ et u € R™. Alors il existe un
changement d’état avec bouclage statique régulier donné parx = Mz etu = Kz+Nv

pour lequel il existe m coordonnées de z, notées yi,--- ,ym, telles que
Y R i

(ii) & = Ax + Bu devient

u = ey = v,

ou 4V désigne la dérivée temporelle d’ordre 7 de la fonction scalaire . <
vy désigne la d temporelle d’ordre j de la fonct laire y;, 1 <
[ <m.

Les coordonnées yq, - -+ ,ym sont appelées sorties de Brunovsky du systeme.

Ecrivons la forme de Brunovsky d’un systeme mono-entrée, c-a-d avec une seule com-
mande scalaire (m = 1). Dans ce cas, B = b est un vecteur colonne. Il existe donc un
changement d’état avec bouclage statique régulier qui transforme & = Ax+buen 2; = 241
pour 1 <1 < net z, = v. La sortie de Brunovsky est alors y = 2; et le systeme commandé
s’écrit simplement 3™ = v.

3.3.3 Application a la planification de trajectoires

Supposons que le systeme de commande & = Ax+ Bu soit commandable et sous forme
de Brunovsky. Grace a la structure bloc-diagonale, le probléeme de planification en temps
T > 0 se décompose en m problemes a une seule commande : pour 1 < i < m,

Aller de (;(0), -+, 5™ 7(0)" & (u(T), 5™ (1)) " le long de 3™ = ;.

Le ieme probleme de planification défini ci-dessus se résout simplement puisque les
conditions sur les points initial et final représentent 2q; contraintes a satisfaire. Par
exemple, il suffit de choisir v; comme un polynome de degré 2a; — 1 et de déterminer ses
coefficients.

3.3.4 Preuve du théoreme 3.7 pour le cas mono-entrée

Dans le reste de ce paragraphe, on supposera m = 1 et donc B = b vecteur colonne.
On note P4(X) = X"+ a; X™ + - -+ + a,, le polynome caractéristique de A et on sup-
pose la matrice n x n inversible F' met la paire (A,b) sous forme compagne, c-a-d que
(F'AF, F~'b) = (A, B), cf. Théoréme Siona Fy=xz, alors y = F 'AFy + F~'b
avec

yl =Y2, - yn—l = Yn,
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et ¥, = —any; — - -+ — a1y, + u. Si on définit une nouvelle commande v := y,,, on a bien
un bouclage statique régulier sur la commande u. Le systeme est donc sous forme de
Brunovsky avec y; comme sortie de Brunovsky.

3.4 Stabilisation

Utiliser des lois de commande u(t) dépendant en général du temps s’appelle comman-
der en boucle ouverte : la loi de commande est fixée au départ, a t = 0, et est appliquée
indépendamment du comportement du systeme pour ¢ > 0. Les limitations de ce type de
lois de commande sont assez évidentes : la moindre erreur sur les données (la condition
initiale par exemple) ne pourra pas étre prise en compte. Par exemple une commande en
boucle ouverte sur une voiture donnerait ceci : pour suivre une ligne droite, positionnez
vos roues dans ’axe, tenez bien votre volant, et fermez les yeux. ..

Pour réguler le systeme, il faut faire appel a un autre type de loi de commande
u(t) = K(t,z(t)), dite commande en boucle fermée ou par retour d’état : a tout instant
t, on tient compte de lI'état du systeme a cet instant pour déterminer la commande.
Notez que ces lois ont aussi leur inconvénient : elles nécessitent la connaissance (quasi
instantanée) de ’état x(t), ce qui peut étre impossible, ou tres couteux.

Dans le probleme de stabilisation, le but est de construire une loi de commande par
retour d’état qui amene le systeme a l'origine, quel que soit le point de départ. Nous allons
chercher le retour d’état sous la forme d’une fonction linéaire indépendante du temps,
c’est-a-dire u(t) = Kxz(t) avec K € M, ,(R) (une telle loi est appelée loi proportionnelle).

Définition 3.4. Un systeme de commande (X) est asymptotiquement stabilisable par
retour d’état proportionnel s’il existe une loi de commande u(t) = Kxz(t), avec K €
M, »(R), telle que I'équation (X,) soit asymptotiquement stable, c¢’est-a-dire que, pour
toute condition initiale z(0), la solution z(t) de (X,) tende vers 0 quand ¢t — +o0.

Noter que l'intervalle de temps considéré est maintenant infini, 7.e. 7 = +o0.

Nous nous plagons comme précédemment dans le cadre des systemes linéaires auto-
nomes c-a-d que (2) est de la forme (B.1]). Dans ce cas, pour un retour d’état proportionnel
u(t) = Kxz(t), 'équation différentielle (%,,) s’écrit

2'(t) = Ax(t) + BKx(t) = (A + BK) z(t).

Or nous savons (corollaire [Z27) qu’une telle équation différentielle est asymptotiquement
stable si et seulement si la matrice A+ BK a toutes ses valeurs propres de parties réelles
strictement négatives. Existe-t-il K € M, ,(R) telle que la matrice A + BK satisfasse
cette condition ?

Le but de cette section est de répondre a cette question. Tout d’abord, remarquons
qu'un changement de coordonnées permet de remplacer (A, B) par toute paire qui lui
est linéairement équivalente. En effet, considérons A = P~YAP et B = P~'B avec P la
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matrice de changement de coordonnées x = Py avec P matrice n x n inversible. On a
alors K = KP et P~'(A+ BK)P = A+ BK.

Sans perte en généralité, nous pouvons donc supposer que (A, B) est décomposée en
parties commandable et non commandable, cf. Théoreme :

(A A _ (B
=0 w) e=(0),
avec < n le rang de C(A, B), A; € M, (R), B; € M, »(R) et (A, B;) commandable.
Soit K = (K; Kj) avec K1 € M, (R) et Ky € My, (—ry(R). On a donc

A+ BEK — (A1+BIK1 A2+BlK2)

0 As

Donc, pour les polynomes caractéristiques, on a

PAJrBK(X) = PA1+31K1 (X)PAS(X>

Il faut donc nécessairement que les poles non commandables (cf. Remarque B.2]) soient de
partie réelle négative. On va voir que c’est aussi une condition suffisante pour stabiliser
(X). Cela suggere la définition suivante.

Définition 3.5. Une paire de matrice (A, B) avec A € M, (R) et B € M, ,,(R) est dite
stabilisable si les poles de sa partie non commandable sont de partie réelle négative.

Un polynome P unitaire de R, [X] est assignable pour (A, B) s'il existe F' € M, ,(R)
tel que Paypr(X) = P(X).

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 3.8 (Théoreme du placement de poles - pole shifting theorem). Soit
(A, B) une paire de matrices avec A € M,(R), B € M, ,(R) et r le rang de
C(A, B). Les polynomes de R,[X] assignables pour (A, B) sont exactement de la
forme suivante

Parpr(X) = Q(X)Phe(X),

avec Q(X) polynome wunitaire quelconque de R,[X] et P,.(X) polynéme ca-
ractéristique de la partie non commandable de A. En particulier, (A, B) est com-

mandable si et seulement si tout polynome unitaire de R, [X]| est assignable pour
(4, B).

PrEUVE C.

> lairement, si deux paires de matrices sont linéairement équivalentes, alors on peut leur
assigner les mémes polynomes. On peut donc supposer (A, B) décomposée selon Kalman et,
d’apres ce qui précede, il suffit désormais de se limiter au cas (A, B) commandable.
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Faisons d’abord la démonstration dans le cas m = 1 (on se ramenera ensuite a ce cas). Par
le théoreme [B.6] le systeme est linéairement équivalent &

0 1 o 0 0
A—| : . ~ |, B=|:
0 0 1 0
—Qp —0Gp-1 - T 1

Posons alors K = (k; -+ ky) et u=Kz. On a :

0 1 0
A+BE=| - S

0 0 1
ki —an ke—apn—1 -+ kp—ar

et donc

Xarnr (X) = X" 4 (a1 — ko) X" 4 4 (0 — k).
Donc, pour tout polynéme P(X) = X" + a1 X" ! + -+ 4 ay, il suffit de choisir k1 =
Ap — Qs ... kpy = a1 — .

Dans le cas général o m > 1, montrons le lemme fondamental suivant du a Ackerman.

Lemme 3.9. Sila paire (A, B) est comandable, alors il existe y € R™ et C € My, n(R)

tels que la paire (A + BC, By) est aussi commandable.

D’apres ce lemme, pour tout polyndéme P unitaire de degré n, il existe K; € M ,(R) tel
que X A+BC+ByK, = P, et donc en posant K = C' + yK; € M,;, ,(R), on a xaypx = P, ce
qui prouve le théoréme.

PREUVE.

> [Preuve du lemme] Soit y € R™ tel que By # 0. On pose 21 = By. On a le fait suivant :

Fait 1 : Il existe 9 € Azq +Im B (et donc il existe y; € R™ tel que x9 = Azy + Byj) tel
que dim Vect{z1,z2} = 2.
En effet sinon, on a Arq +Im B C Rz, donc Azy € Ry et Im B C Rxy. D’ou

Im AB = Alm B C RAz; C Raq,
et par récurrence immédiate :
VkeN Im A*B C Ray.
On en déduit que

Im (B,AB,..., A" 'B)=Im B+Im AB +---+Im A" 'B C Ra,,



78 Chap. 3 — Commandabilité et observabilité des systemes linéaires

ce qui contredit la condition de Kalman.
Fait 2 : Pour tout k < n, il existe x € Azx_1 + Im B (et donc il existe yp_1 € R™ tel
que xp = Axg_1 + Byg_1) tel que dim Ej = k, ou Ey = Vect{x1,...,x}.
En effet sinon, on a Axj_1 +Im B C Ey_q, ot Axp_1 C Ep_1 et Im B C Eji_1. On en
déduit que
AFE, 1 C Ep_4.

En effet, on remarque que Axy = 29 — By € Ex_1 +1Im B C Ey_1, de méme pour Azs,
ete, Axp_o = x_1 — Byp_1 € Ex_1 +Im B C Ej_q, et enfin, Ax,_1 € Ej_1.
Par conséquent :

Im AB = Alm B C AE,_1 C Ej_q,

et de méme : '
VieN Im A'B C Ej_1.
D’ou :
Im (B,AB,...,A"'B) C E}_,,

ce qui contredit la condition de Kalman.
On a donc ainsi construit une base (z1,...,z,) de R". On définit alors C' € M,, ,,(R) par
les relations :

Cxy =y1, Cxa =vy2,..., Cxp_1 =yn—1, Cx, quelconque.
Alors la paire (A + BC, x1) vérifie la condition de Kalman, car :

(A+ BC)xy = Ax1+ Byy = z2,...,(A+ BC)xp—1 = Axpq + Byn—1 = xp.

Le théoreme est prouvé.

3.5 Observabilité

3.5.1 Définition et critere d’observabilité de Kalman

Considérons a nouveau un systeme de commande (X) linéaire autonome. En général,
les mesures dont on dispose ne nous permettent pas d’observer directement 1'état x(t)
mais seulement un vecteur y(t) € R?, fonction de I’état et de la commande. Nous suppo-
serons cette fonction linéaire et indépendante du temps, c¢’est-a-dire que le systeme est
maintenant de la forme :

S 2(t) = Ax(t) + Bu(t)
(%) { () = Co(t)+Duft) @ LE0T]

ouC € M,,(R) et D € M,,,(R). Le probleme de I'observabilité est le suivant : connais-
sant y(t) et u(t) pour tout ¢ € [0,7] (7 > 0) est-il possible de déterminer la condition
initiale 2(0) ? Remarquons :
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— que la connaissance de x(0) est équivalente a celle de x(t) pour tout t € [0, 7]
puisque d’apres la formule de variation de la constante

x(t) = ex(0) +/ "4 Bu(s)ds,
0

le deuxieme terme du membre de droite de 1’égalité précédente étant supposé connu;;
— que 'on peut supposer D = 0 et B = 0 puisque 'on connait u(-).
I1 suffit donc d’étudier le probleme de I'observabilité pour le systeme réduit

&
"
—~
~
N—
|

= = Az(t)
o) : , te |0,7],
ORI o
c’est-a-dire que 1'on se ramene a I'étude de y(t) = Cexy. Appelons espace d’inobserva-
bilité Z. du systeme (Xg) 'ensemble des conditions initiales z(0) € R™ pour lesquelles la
solution y(t) est identiquement nulle sur [0, 7], i.e.
n la solution de (%)
I = R™ .
! {xo < avec x(0) = xq vérifie y(t) =0

Définition 3.6. On dit que le systeme (io) est observable si son espace d’inobservabilité
est réduit a {0}.

Le résultat élémentaire suivant montre que cette définition de 'observabilité corres-
pond bien a la question que 1'on s’était posée initialement

Proposition 3.10. Si le systéme (3o) est observable, la connaissance de y(-) sur

[0, 7] détermine de fagon univoque (0).

PREUVE.

> Si ce n’était pas le cas il existerait deux vecteurs distincts xg et £y dans R™ tels que
Cetxy = CetAico,

ce qui entrainerait Ce(xg — Zp) = 0. Mais d’apres la définition de l'observabilité ceci
implique zg = . 0

Il existe un critere tres simple permettant de déterminer si un systeme est observable.
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Théoréme 3.11 (Critere d’observabilité de Kalman). L’espace d’inobservabilité du
systéme (Xg) est le noyau de la matrice (np x n)

C

CA
O:

CAnfl

Autrement dit, le systéme (S) est observable si et seulement si ker © = {0}.

PREUVE.

> D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton (c’est un argument que nous avons déja utilisé
dans la démonstration du théoreme B.2)), pour tout ¢ € [0, 7]

Cett € Vect(C,CA,...,CA™ ).

Par conséquent, si

CAv=0, j7=0,...,n—1, (3.4)
on a Cet4v = 0, c’est-a-dire que v est dans I'espace d’inobservabilité de (io). Mais la condi-
tion (B.4) est équivalente au fait que v € ker O. Nous avons donc démontré que ker O est
inclus dans l'espace d’inobservabilité de (Xg).

> Réciproquement, supposons que pour tout ¢ € [0, 7],
Cetv =0.

Alors, en dérivant j fois ’égalité précédente en t =0 (0 < 7 <n — 1), il vient

VO<j<n-—1, CAlv =0,

ce qui signifie que v € ker O. L’inclusion réciproque est démontrée.

U

Remarque. Si 'on compare le théoréme précédent avec le théoreme on s’apercoit
que le systéme (Xg) est observable si et seulement si le systeme dual () : 2/(t) =
AT2(t) + CTu(t) est commandable (prendre la transposée de la matrice O). Cest la dua-
lité controlabilité /observabilité. Ce fait, tres important, permet de transférer aux systemes
observés tous les résultats établis sur les systemes controlés.

Définition 3.7 (Equivalence linéaire). Les systemes

y1 = Chiay

o = A1z + Biwg ot To = Asxg + Boug
Y2 = Coxy
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sont dits linéairement équivalents s'il existe une matrice P € GL,,(R) telle que
A2 - PA1P717 BQ = PBQ, CQ = Clpil

(et dans ce cas on a o = Py, us = Uy, Yo = y1).

Proposition 3.12. Tout systéme & = Ax+ Bu, y = Cz, est linéairement équivalent
a un systéeme ¥ = AT + Bu, y = CT, avec

(A 0N 4
A= (/_12 /—13), C=(C;0),
1.€. ) _ _
T = Alil + Blu
To = ATy + A3Ts + Bou partie non observable
y1 = CiTy

et la paire (A, Cy) est observable.

PREUVE.

> 11 suffit d’appliquer le résultat vu en contrdlabilité au systeme & = ATz + CTu.

t

Définition 3.8. Dans cette décomposition, les valeurs propres de Ag sont appelées poles
inobservables de A et les valeurs propres de A; sont dites poles observables de A.

Proposition 3.13 (Forme canonique d’observabilité, cas p = 1). Dans le casp = 1,
le systeme & = Ax+ Bu, y = Cz, est observable si et seulement si il est linéairement
équivalent au systéme ©1 = Ajxy + Biu, y = Chxq, avec

0 o 0 —an
1 0

Ar=10 . - o, =0 ---01).
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3.5.2 Stabilisation par retour d’état statique

On peut se demander si, étant donné un systeme controlable et observable & = Az +
Bu, y = Cuz, il existe un feedback u = Ky stabilisant le systeme, i.e. si la matrice

A+ BKC' est Hurwitz.
La réponse est NON. Pour le voir, considérons les matrices

A:<8 é) B:(?), C=(10).

Le systeme & = Ax + Bu, y = Cz, est trivialement controlable et observable. Pourtant,
pour toute matrice scalaire K = (k), la matrice

0 1
A+ BKC = <k 0)

n’est pas Hurwitz.
En conclusion, un feedback par retour d’état statique ne suffit pas en général. C’est
pourquoi, dans la suite, on va voir comment construire un retour d’état dynamique.

3.5.3 Observateur asymptotique de Luenberger

Motivation : supposons que le systeme & = Ax+ Bu, y = C'z, soit observable. Le but
est de construire un observateur asymptotique Z(-) de z(-), i.e. une fonction dynamique
Z(-) de 'observable y(-), telle que z(t) — x(t) o 0. L’idée est de copier la dynamique

—+00
du systeme observé et d’y ajouter un terme correctif qui tienne compte de ’écart entre

la prédiction et la réalité.

Définition 3.9. Un observateur asymptotique (ou observateur de Luenberger) z(-) de
x(+) est une solution d'un systeme du type

2(t) = Ai(t) + Bu(t) + L(C2(t) — y(t)),
ou L € M, ,(R) est appelée matrice de gain, telle que

Ve (0),#(0) € R*  &(t) — x(t) —s 0.

t——+00

Remarque. Introduisons e(t) = Z(t) — z(t), Uerreur entre la prédiction Z(-) et I’état réel
z(-). On a :
é(t) = (A+ LC)e(t),

et donc e(t) oo 0 pour toute valeur initiale e(0) si et seulement si la matrice A+ LC est
—+00

Hurwitz. Construire un observateur asymptotique revient donc a déterminer une matrice
de gain L telle que A+ LC' soit Hurwitz. Ainsi, de maniere duale au théoreme de placement
de poles, on a :
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Théoréme 3.14 (Théoreme de placement des poles de I'observateur). Si la paire
(A, C) est observable, alors le systeme admet un observateur asymptotique (i.e. on

peut construire une matrice de gains L telle que A + LC' soit Hurwitz).

PREUVE.

> La paire (AT, CT) étant controlable, d’apres le théoreme de placement de poles il existe
une matrice LT telle que la matrice AT + CTLT soit Hurwitz.

t

3.5.4 Stabilisation par retour dynamique de sortie

On a vu comment construire :

— un régulateur (feedback) pour un systeme controlable,

— un observateur asymptotique pour un systeme observable.
Il semble naturel, pour un systeme controlable et observable, de construire un régulateur
en fonction de I'observateur asymptotique de I'état : c’est I'étape de synthése régulateur-
observateur.

Définition 3.10. On appelle feedback dynamique de sortie, ou observateur-régulateur, le
feedback u = Kz, ou '
T=Az+ Bu+ L(Cz — y).

Théoréme 3.15 (Théoreme de stabilisation par retour dynamique de sortie). Si le
systeme © = Ax + Bu, y = Cx, est contrélable et observable, alors il est stabilisable
par retour dynamique de sortie, i.e. il existe des matrices de gain K € M, ,(R) et
L e M, ,(R) telles que les matrices A+ BK et A+ LC soient Hurwitz, et alors le
systeme bouclé

= Ax + BKzZ
1= (A+ BK)i+ LC(i — z)

est asymptotiquement stable.

PREUVE.
> Posons e = & — . Alors :
i z\ (A+BK BK x
dt \e) 0 A+LC) \e)’

et donc ce systéme est asymptotiquement stable si et seulement si les matrices A + BK et
A+ LC sont Hurwitz, ce qui est possible avec les propriétés de controlabilité et d’observabilité.
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4

Remarque. Le fait que la tache de stabilisation se résolve indépendement de celle de
reconstruction porte le nom de principe de séparation.



Chapitre 4

Commandabilité des systemes non
linéaires

4.1 Commandabilité locale et globale

Nous commencons ce chapitre en rappelant la notion de commandabilité pour un
systeme de controle du type

t = F(x,u), reQCR, ueUCR™, (4.1)

ou I est lisse (C*) par rapport a . On supposera dans toute la suite que €2 est connexe.
Une classe spécialement importante de systemes est celle dite des systémes affines
dans le controle, du type

x':fo(x)JrZuifi(x), reQCR, uelUCR™
i=1
On appelle fy la dérive du systeme et f1,..., f,, les champs controlés.

Pour simplifier la discussion, nous considérons comme lois de commande admissibles
les fonctions du temps qui sont constantes par morceaux et a valeur dans ’ensemble U.
Nous ferons toujours I’hypothese que toutes les trajectoires de ({.I]) correspondantes a
un controle constant sont définies et restent dans €2 pour tout temps (positif et négatif).
On dira alors que chaque champs de vecteurs F'(-, u) est complet.

Etant donné z, € R™ et une loi de commande u : [0,7] — R™, on note z(t; xo, u) la
solution de (A1) démarrant a z a U'instant 0, associée a la commande u(-) et évaluée
au temps t. On dit qu'un état x; € R" est atteignable en temps T a partir de zo (par le
systeme (4T) s'il existe une loi de commande u : [0, 7] — R™ telle que x(7; zo,u) = ;.

On note A(T, xy) I'ensemble des états atteignables a partir de xo en temps 7. On note
aussi

A(L 7, 10) = Usejo.nAlt, 7o)
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et
A(o) = Usefo,+00[A(t, T0).

Définition 4.1. Le systeme (L)) est dit complétement commandable si A(xq) = §2 pour
tout xy € Q. Le systeme ([@1]) est dit localement commandable a xo en temps petit si xg
appartient a U'intérieur de A(< 7, z0) pour tout 7 > 0.

La linéarisation de (4.]) autour d’un équilibre (xg, uo) montre que si le systeme linéaire
Y = D,F(xo,u0)y + Dy F(x0,up)v, y € R", veR™,

est commandable, alors ([A1]) est localement commandable & xy en temps petit.

Ce résultat ne nous suffit pas pour pouvoir nous prononcer sur la commandabilité
locale, méme dans des situations ‘non linéaires” relativement simples comme celle du
robot E=M6 décrit par les équations

(E = M6) gé’(t) = wuysin(0(t)),

avec (r,9,0) € R* x St et (uj,up) € R% 1l a été vu en exercice que le linéarisé de
(E = M6) autour d'un équilibre formé d’un point (z,7, ) quelconque et du controle
(0,0) n’est jamais commandable bien que le systeme non linéaire (E = M6) le soit.
Plutot que la linéarisation, un outil plus adapté pour I'étude de la commandabilité
(locale ou globale) des systemes de controle non linéaires s’avere étre le crochet de Lie,

présenté dans la section suivante.

4.2 Crochets et algebres de Lie

Soient f et g deux champs de vecteurs lisses et complets sur 2 C R”. Le crochet de
Lie entre f et g est défini comme le champ de vecteurs [f, g] donné par la formule

[ 9l(z) = Dg(x)f(x) = Df(x)g(x).

Remarquons que, pour tout A, Ay € R,

Lf. g1 + Aega] = Mf, 1] + Xalf, g2

et

En particulier [f, f] = 0.
Pour comprendre le role du crochet de Lie dans ’analyse de commandabilité, associons
a f et g, par analogie avec I'exponentielle matricielle, deux familles de transformations
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de ©Q, notés par e/ et ', donnés par les flots correspondants aux équations @ = f(z) et
i = g(z). Cela signifie que e/ (z¢), défini pour tout xy € Q et t € R, est I'’évaluation au
temps ¢ de la solution du probleme de Cauchy

w(t) = f(x(t)), z(0) = zo.

Remarquons que, pour tout t,s € R, e“+9)f = ¢t/ o ¢/, En particulier e/ est inversible
et (et/)t=e7t,

Le lemme suivant relie la direction du champ de vecteurs [f,g| aux propriétés de
commutation des flots associés a f et g.

Lemme 4.1. Pour tout x € €1,

e Woe M oeoe (x) =a+t2[f g)(x) + o(t?)

lorsque t tend vers 0.

PREUVE.

> Il suffit de faire, pour chaque flot, un développement limité a 'ordre 3 lorsque t tend vers
0. Ainsi, on a
2
e (z) =z +1f(2) + 5 Df(@)f (@) + OF),

puis

2 2
¢ 0 e () = &+ 1(f(x) +g(x)) + 5 DF@)f () + 2Dg(x) f(z) + - Dyla)g(a) + OF),

ce qui donne

e o e o e (@) =+ tg(a) + [f.g)(@) + 5 Dg(alg(a) + O,

et enfin le résultat.

Un corollaire tres important du calcul précédent est le suivant.

Corollaire 4.2. Les flots et/ et €9 correspondant ¢ deux champs de vecteur f,g
lisses et complets commutent pour tout temps t si et seulement si leur crochet de

Lie [f, g] est nul.
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Le résultat précédent nous fait interpréter une condition du type

[/ 9l(x) & Vect(f(2), g(x)),

dans le sens suivant : la liberté de choisir a chaque instant une dynamique entre celle
de f et celle de g nous permet d’atteindre, en démarrant de x, des points qui ne sont
pas directement atteignables par une combinaison linéaire de f(x) et g(z). Ceci est a la
base de la théorie de la commandabilité des systemes non linéaires et est bien illustré par
I’exemple du robot E=MG6.

La dynamique (£ = M6) peut s’écrire comme

z = fi(2) +uafa(2),

avec z = (z,y,0) et
cos(0) 0
filz) = | sin(0) |, fa(z) = |0
0 1
Le crochet de Lie [fi, fo] correspond en pratique a effectuer un créneau (infinitésimal) et
est égal a
sin(#)

1, f2)(2) = | —cos(0)
0

Il est clair que pour tout z € R? x S, les vecteurs f(z), f2(2) et f3(2) sont linéairement
indépendants.

Une notion particulierement importante qui généralise la situation décrite dans le
cas du robot E=M6 est celle de la génération par crochets de Lie. Pour 'introduire, nous
associons a une famille F de champs de vecteurs lisses et complets sur €2, I'espace vectoriel
Lie(F) engendré par F et tous les champs de vecteurs de la forme

s Ufas [ U2y [, S]] 1]
ouk>2et fi,..., fr € F.

Définition 4.2. On appelle Lie(F) I'algébre de Lie associée a F et on dit que F satisfait
la condition de génération par crochets de Lie a un point x € €2 si la dimension de
Lie,(F) := {f(x) | f € Lie(F)} est égale a la dimension de €. On dit que F satisfait la
condition de génération par crochets de Lie si elle la satisfait pour tout x € Q.

4.3 Accessibilité locale et conditions suffisantes pour
la commandabilité globale

Considérons a nouveau le systeme (A1) et notons Fy; ’ensemble

Fu={F(,u)|ueU}.
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Les éléments de Fy; sont dits champs admissibles de ({1]). La condition de génération par
crochets de Lie exprime la notion suivante : en commutant entre les dynamiques de la
famille Fi;, toutes les directions de 'espace deviennent atteignables par des trajectoires
de ([TJ).

Cela doit néanmoins tenir compte des contraintes de dérive : nous pouvons penser
au cas oil 2 = R? et Fy est donnée par la famille de champs de vecteurs constants
{(1,1),(1,-1)}. Alors Fy satisfait la condition de génération par crochets de Lie en tout
point de R?, méme si le systéme (i, 42) = (1,41) n’est pas complétement commandable
ni localement commandable en aucun point.

L’atteignabilité “dans toutes les directions” doit s’'interpréter dans le sens du célebre
résultat suivant.

Théoréme 4.3 (Krener). Si Fy satisfait la condition de génération par crochets de
Lie a xg € 2, alors, pour tout T > 0, xy appartient a la fermeture de l'intérieur de

A(S T, .',UO)-

PREUVE.

> Remarquons d’abord que Fyr satisfait la condition de génération par crochets de Lie a tous
les points d’un voisinage de zg. (Si n champs de vecteurs sont linéairement indépendants a
xo, ils le sont dans un voisinage.)

Remarquons aussi qu’il existe f € Fir tel que f(xp) # 0 : on aurait sinon Lie,, (Fr) = {0}.
Si dim(2) = 1 la preuve est finie. Si dim(£2) > 1 et si tout champ dans Fy; est tangent
a la courbe ¢ — €'/ (), 0 < t < ¢, alors on déduit du Lemme BTl que Liets (o) (Fu) est
aussi tangent a telle courbe et qu’il n’a donc pas la méme dimension que §2. Ceci contredit la
premicre remarque faite dans cette preuve. Ils existent donc g € Fy et 0 <t < e telsque fet g
sont linéairement indépendants dans un voisinage de z; = €'/ (29). Alors (¢, s) — e*9oetf (x),
0<s<ée,t—¢ <t<t+¢€,acomme image une surface de dimension deux.

Si dim(€2) = 2 la preuve est finie. Sinon on recommence le méme argument et on conclue par
récurrence par rapport a la dimension de 2.

t

Le théoreme peut étre interprété comme suit : sous la condition de génération par
crochets de Lie, les trajectoires admissibles démarrant en un point zy peuvent accéder a
un ensemble d’intérieur non vide en temps arbitrairement petit (on parle aussi, dans la
littérature, d’accessibilité locale).

Dans le cas ou l'ensemble des directions admissibles de (4.1)) est convenablement
symétrique, la conclusion du théoreme de Krener devient plus explicite.
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Théoréme 4.4 (Chow). Soient fi,..., f,, des champs de vecteurs lisses et com-
plets sur Q. Si U C R™ contient 0 dans son intérieur et si {fi,..., fr} satisfait la
condition de génération par crochets de Lie (en tout x € Q)), alors

est completement commandable.

PREUVE.

> Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que U est une boule de R centrée a
Iorigine.

Soit zy € Q. Remarquons que Fy , avec F(x,u) = > ", u; fi(x), satisfait la condition de
génération par crochets de Lie. Nous déduisons donc du théoreme de Krener que A(z)
contient un ouvert non vide w.

Choisissons u',...,u* € U et ty,... 1, > 0 tels que

kr. 1y
el iz ifi oo e Lt Ui fi(gg) € w.

L ..., —uF € U, nous avons que

el Yiti-ufi .o ek Tk (i (A(zo)) C A(zo).

Puisque —u

En particulier, A(zp) contient

etl Zﬁl(*ui)fz O+++0 etk Z:il(iuf)f’b (W)

qui est un voisinage de xg.

Nous en déduisons que A(zg) est ouvert. (En effet, si 1 € A(xg), alors z1 € int(A(z1)) C
A(z1) C A(xg).) De plus, la symétrie de U implique (comme nous venons de le voir) que
x1 € A(xp) si et seulement si zg € A(x1). Donc {A(xg) | g € Q} est une partition de €2 en
ouverts disjoints. € étant connexe, nous pouvons conclure que A(zg) = € pour tout g € Q.

0

4.4 Champs compatibles

Une autre conséquence tres importante du théoreme de Krener est le corollaire suivant,
qui sera la clé pour étendre le champ d’applications du théoreme de Chow.

Corollaire 4.5. Si Fy satisfait la condition de génération par crochets de Lie (a

tout x € Q) et si A(xg) est dense dans 2 pour un certain xo € Q, alors A(xg) = Q.
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PREUVE.

> Soit x1 € 2 et considérons le systeme
& =—F(x,u), zeQCR”, uelUCR™, (4.2)

qui est obtenu a partir de ([A.1]) par renversement temporel. La famille de champs de vecteurs
admissibles pour ([£2]) étant —Fy, elle satisfait la condition de génération par crochets de
Lie.
L’ensemble atteignable pour ([A.2]) au départ de x1, noté par A~ (z1), contient donc un ouvert
non vide (Krener). En particulier, A~ (z1) a intersection non vide avec A(zg). Cela signifie
précisément que x1 € A(xg). Puisque z1 € Q était arbitraire, nous avons montré que A(xg) =
Q.

U

Le corollaire nous suggere la définition suivante.

Définition 4.3. Un champ de vecteurs lisse et complet g est dit compatible avec Fy; si
le systeme de controle

~

i = F(z,u), zeqQ, weU, (4.3)
avec U =UU{u}, 4 ¢ U, et

F(zx,u) siuel,
g(x) st u =,

Fz,u) = {

satisfait a la condition suivante : pour tout zy € €2, 'ensemble atteignable pour (L3]) au
départ de xy est contenu dans la fermeture de A(x).

Nous allons maintenant présenter des criteres permettant d’identifier des champs de
vecteurs compatibles avec une famille F;; donnée.

Le premier critere est celui dit de convexification : il affirme que la combinaison convexe
de champs de vecteurs de Fy; est compatible avec Fy;. Il formalise I'intuition selon laquelle
si on commute tres rapidement entre la dynamique de deux champs de vecteurs f et g et
si on reste a chaque fois pendant la méme (tres petite) quantité de temps sur chacune des

deux dynamiques, alors la trajectoire résultante approchera celle du champ de vecteurs

ftg
5

Le lemme suivant formule précisément ce résultat, tout en y ajoutant la remarque que
la multiplication d’une dynamique par une constante positive correspond simplement a
une reparamétrisation du temps.

Lemme 4.6. Pour tous Ay, ..., \x > 0 et tous f1,..., fr € Fu, le champ de vecteurs

A fi+ oo+ A fr est compatible avec Fy.

La preuve du lemme, assez technique, est basée sur l'inégalité de Gronwall.
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Nous pouvons déduire du lemme précédent un précieux corollaire du théoreme de

Chow.

Corollaire 4.7. Si, pour tout x € Q, Fy satisfait la condition de génération par
crochets de Lie et si 0 appartient a l'intérieur de 'enveloppe convexe de {F(z,u) |

uwe U}, alors ([4.1) est complétement commandable.

Un deuxieme critere garantissant la compatibilité est le suivant : si g est un champ
de vecteurs lisse et complet qui est la limite uniforme sur tout compact de €2 d'une suite
{fn}nen, ou chaque f, est compatible avec Fy, alors g est compatible avec Fy;. Ce critere
peut facilement se déduire de la théorie générale des équations différentielles ordinaires,
en n’affirmant rien d’autre qu'un principe de continuité des solutions d’une EDO par
rapport au champ de vecteurs la régissant.

Nous déduisons de ce critere le résultat suivant, qui s’applique a la classe des systemes
affines dans le controle.

Corollaire 4.8. Soient fo, f1,..., fm des champs de vecteurs lisses et complets sur
Q. Si la famille G = {f1,..., fm} satisfait la condition de génération par crochets
de Lie, alors

&= folx)+ ) uifi(x), (uy, ..., Uum) €R™

est completement commandable.

PREUVE.

> Le théoeme de Chow nous garantit que le systeme
m
CE:ZUZfZ(fU), (ulw"aum)eRm
i=1

est completement commandable.

Si nous montrons que chaque > " u; f; est compatible avec Fy7, alors la these suit du corol-
laire

Il suffit donc de remarquer que
m 1 m
z; i fi = lim E(fo + z;(nui)fi)
1= 1=

et que chaque champ de vecteurs %( Jo+ > (nw;) f;) est compatible avec Fy.
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t

Un dernier critere de compatibilité tres utile peut étre formulé en termes de récurrence
d’un champ de vecteurs.

Définition 4.4 (Champ de vecteurs récurrent). Un champ de vecteurs f lisse et complet
sur € est dit récurrent si, pour tout point xy € §2, tout voisinage V' de z( et tout temps
t >0, il existe t* > ¢ tel que e/ (z9) € V.

Remarquons que si les trajectoires de f sont périodiques (éventuellement avec des
périodes différentes selon les trajectoires) alors f est récurrent.

Lemme 4.9. Si f est compatible avec Fy et est récurrent, alors —f est aussi

compatible avec Fy .

PREUVE.

> Soient 2o € Q et ¢t > 0. Il suffit de montrer que e~/ (2() est la limite de points atteignables
au départ de xg.
La définition de champ récurrent implique ’existence d’une suite croissante non bornée
{t;.}ren de temps positifs telle que e**f (2¢) — zo pour k — co.
Nous avons donc que e~/ (zq) — e~/ (2) pour k — oo et t; > t pour k suffisamment
grand.
Puisque f est compatible avec Fy, alors ete=t)f (x0) appartient & la fermeture de A(zg) pour

tout k tel que t; > t. Nous en déduisons que e~/ (xq) appartient & la fermeture de A(zo).
O

En conséquence du lemme précédent, nous pouvons parfois déterminer la commanda-
bilité d’un systeme affine dans le controle méme dans le cas ot I'ensemble des controles
est borné.

Corollaire 4.10. Soient fo, fi1,..., fm des champs de vecteurs lisses et complets sur
Q et considérons le systeme

i = folz) + Zuifi(x), (uy, ... um) € U. (4.5)

Supposons que 0 appartient a intérieur de [’enveloppe convexe de U, que
{fo,---, [m} satisfait la condition de génération par crochets de Lie et que fy soil
récurrent. Alors ([{.5) est complétement commandable.
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PREUVE.

> Remarquons que fy est compatible avec Fyy a cause du lemme Lemme affirme
Péquivalence entre la commandabilité de (L) et celle de

= Zuzfl(x), (uo, ... um) € {—1,1} x U.
1=0

Cette derniere suit du corollaire .71

U

Exemple. Soit Q = S?, la sphere unité de R3, c’est-a-dire {z € R? | 2? + 23 + 22 = 1}.
Considérons les deux champs de vecteurs

—X9 0
Jo(z) = tal ) fi(z) = —I3 )
0 )

dont les flots au temps t sont les rotations d’angle ¢t par rapport, respectivement, a
(0,0,1)T et (1,0,0)T.
Le systeme commandé

= fo(z) + ufi(z), ue (=1,1), x € S?

est completement commandable puisque les trajectoires de fy sont périodiques (et donc
fo est récurrent) et le crochet entre fy et f; est donné par

[fo, fl(z) = 0 )

T

de telle sorte que Lie,({fo, f1}) est de dimension deux pour tout z € S2.

4.5 Orbites et conditions nécessaires pour la com-
mandabilité

Nous avons vu dans les sections précédentes plusieurs conditions suffisantes pour la
commandabilité d’un systeme de controle non linéaire.

Cette section présente plutot des conditions nécessaires, déduites d’un résultat profond
de nature géométrique, le théoreme de I'orbite. Ce théoreme assure que, dans les cas non
" pathologiques”, 'algebre de Lie associée a la famille F;; mesure de fagon précise la taille
de I'ensemble des directions auquelles on peut accéder a partir d’'un point.
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Nous définissons 'orbite a partir d'un point zo € Q pour le systeme (ZI]) comme
I’ensemble

0(370) = {etkfk 0---0 etlfl(:co) | keN, ty,...,tr R, f1,....fx € FU}
Rappelons, par comparaison, que

A(x(]):{etkfko"‘oetlfl(ﬂfo)‘/{?EN, tl,...,tkzo, fl,...,kafU}.

Nou avons alors le théoreme suivant.

Théoréme 4.11 (Orbite). Pour chaque xo € Q, l’ensemble O(xy) a la structure
d’une variété immergée. En particulier, celle-ci a méme dimension en tout point.

De plus, l’espace des directions tangentes a O(xg) a un point x € O(xy) contient
Lie,(Fy) et les deux espaces sont égaux si une des deuzx conditions suivantes est
vérifiée : (i) chaque composante de chaque champ de vecteurs de Fy est une fonction
analytique, ou (ii) la dimension de Lie,(Fy) est constante par rapport a x € O(xy).

Le corollaire suivant retient du théoreme de 1’orbite les conséquences les plus directe-
ment exploitables pour I'analyse de commandabilité d'un systeme non linéaire.

Corollaire 4.12. Si Fy ne satisfait pas la condition de génération par crochets
de Lie et si (i) chaque composante de chaque champ de vecteurs dans Fy est une
fonction analytique, ou (ii) la dimension de Lie,(Fy) est constante par rapport a
x € ), alors [{1)) n’est pas complétement commandable.
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Chapitre 5

Théorie linéaire-quadratique

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux systemes de controle linéaires avec un cotut qua-
dratique. Ces systemes sont d'une grande importance dans la pratique, comme on le verra
en section 0.4l En effet un cout quadratique est souvent tres naturel dans un probléme, par
exemple lorsqu’on veut minimiser 1’écart au carré par rapport a une trajectoire nominale
(probleme de poursuite). Par ailleurs méme si les systemes de controle sont en général
non linéaires, on est tres souvent amené a linéariser le systeme le long d’une trajectoire,
par exemple dans des problemes de stabilisation.

Nous allons donc considérer un systeme de controle linéaire dans R™ :

#(t) = A(t)z(t) + Btu(t), =(0) = zo, (5.1)

muni d'un cott quadratique du type :

C(u) = 2(T)Qx(T) + /O ("W () (t) + u(t)U(t)u(t))dt, (5.2)

ou T > 0 est fixé, pour tout ¢, U(t) € M,,(R) est symétrique définie positive, W (t) €
M, (R) est symétrique positive, et Q@ € M, (R) est une matrice symétrique positive. On
suppose que la dépendance en ¢t de A, B, W et U est L*™ sur [0,T]. Par ailleurs le cout
étant quadratique, l'espace naturel des controles est L2([0, T], R™).
Le probleme de controle optimal est alors le suivant, nous ’appelerons probléeme L)
(linéaire-quadratique) :
Probleme LQ : Un point initial zp € R™ étant fixé, 'objectif est de déterminer les
trajectoires partant de zy qui minimisent le cotut C'(u).

Notons que l'on n’impose aucune contrainte sur le point final z(7"). Pour toute la
suite, on pose :

lz @)% = =OW @)(t), [u®)]F = wUE)u(), et g(z) = 2Q,

de sorte que

C(u) Ig(fc(T))+/0 (lz@ + llu@®)lz)dt.
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Les matrices @, W, U sont des matrices de pondération.

Remarque. Par hypothese, les matrices ) et W (t) sont symétriques positives, mais pas
nécessairement définies. Par exemple si () = 0 et W = 0 alors le cotit est toujours minimal
pour le controle u = 0.

Remarque. Comme dans le chapitre précédent, on suppose pour alléger les notations que
le temps initial est égal a 0. Cependant tous les résultats qui suivent sont toujours valables
si on considere le probleme LQ sur un intervalle [to, T, avec des controles dans I'espace

L2([to, T, R™).

Remarque. Les résultats des sections [B.1] et seront en fait valables pour des systemes
linéaires perturbés @ = Ax 4+ Bu + r, et aussi avec une fonction g de R” dans R conti-
nue ou C' pour laquelle on puisse montrer que (g1) la fonction cotit C'(u) soit bornée
inférieurement ; (¢2) toute suite (u,) convergente vers la borne inférieure du cout est
bornée en norme L?. Ceci a lieu lorsque que par exemple g vérifie I’hypothése suivante :
il existe un réel a tel que % + a est borné inférieurement pour ||z|| assez grand. Nous
préciserons pour chaque résu{tat les extensions possibles.

De méme nous envisagerons le cas ou T' = +o00.

5.1 Existence de trajectoires optimales

Introduisons I'hypothese de coercivité suivante sur U :
T T
Ja > 0 | Yu € L*([0,T],R™) / |u(t)||7dt > oz/ fu(t)u(t)dt. (5.3)
0 0

Par exemple cette hypothese est satisfaite si application ¢ — U(t) est continue sur [0, 7]
et T' < 400, ou encore s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ¢t € [0,7] et
pour tout vecteur v € R™ on ait WU (t)v > cv.

On a le théoreme d’existence suivant :

Théoréme 5.1. Sous ['hypothése (5.3), il existe une unique trajectoire minimisante

pour le probléme LQ).

PREUVE.

> Montrons tout d’abord l'existence d’une telle trajectoire. Considérons une suite minimi-
sante (up)nen de contrdles sur [0, 77, i.e. la suite C(u,) converge vers la borne inférieure des
couts. En particulier cette suite est bornée. Par hypothese, il existe une constante o > 0 telle
que pour tout u € L2([0,7],R™) on ait C(u) > al|lul|z2. On en déduit que la suite (uy)nen
est bornée dans L2([0, T],R™). Par conséquent & sous-suite pres elle converge faiblement vers
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un controle u de L?. Notons z,, (resp. x) la trajectoire associée au controle u, (resp. u) sur
[0,T]. D’apres la formule de variation de la constante, on a, pour tout ¢ € [0,7] :

t
Tp(t) = M(t)zo + M(t) / M (5)" B(8)un(s)ds (5.4)
0
(et la formule analogue pour z(¢)). On montre alors aisément que, & sous-suite pres, la suite

(z,,) converge simplement vers I'application x sur [0,7] (en fait on peut méme montrer que
la convergence est uniforme).

Passant maintenant a la limite dans (54]), on obtient, pour tout ¢t € [0,7] :
t
x(t) = M(t)xo + M(t)/ M(s) ' B(s)u(s)ds,
0

et donc z est une solution du systeme associée au controle u. Montrons qu’elle est minimi-
sante. Pour cela on utilise le fait que puisque u, — u dans L?, on a I'inégalité :

T T
/Hu(t)H?]dtgliminf/ un ()|t
0 0

et donc C(u) < liminf C(u,). Mais comme (u,,) est une suite minimisante, C'(u) est donc
égal a la borne inférieure des couts, i.e. le controle v est minimisant, ce qui montre I’existence
d’une trajectoire optimale.

Pour I'unicité on a besoin du lemme suivant.

Lemme 5.2. La fonction C' est strictement convexe. I

PREUVE.

> [Preuve du lemme] Tout d’abord, remarquons que pour tout ¢ € [0,7], la fonction
f(u) = WU (t)u définie sur R™ est strictement convexe puisque par hypotheése la matrice
U(t) est symétrique définie positive. Ensuite, notons z,(-) la trajectoire associée a un
contréle u. On a pour tout ¢t € [0,7] :

xy(t) = M(t)xo + M(t)/o M (s)"'B(s)u(s)ds.

Par conséquent, 'application qui & un contrdle u associe x,,(t) est convexe (pourquoi?),
ceci pour tout ¢ € [0, 7]. Or la matrice W (t) étant symétrique positive, ceci implique que
I'application qui & un contréle u associe ‘(t)W (t)w(t) est convexe. On raisonne de méme
pour le terme ‘z(T)Qxz(T). Enfin, I'intégration respectant la convexité, on a bien que le
cout est strictement convexe en wu.

O

L’unicité de la trajectoire optimale en résulte trivialement.

O
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Remarque (Extension du théoreme [.]). Si la fonction g apparaissant dans le cout est
une fonction continue quelconque de R” dans R vérifiant les conditions (g1) et (g2) (cf.
remarquedl), et/ou si le systéme de controle est perturbé par une fonction r(t), alors le
théoreme précédent reste vrai.

Remarque (Cas d'un intervalle infini). Le théoreme est encore valable si T' = 400, avec
g = 0, pourvu que le systeme (B5.J]) soit controlable (en temps quelconque).

En effet il suffit juste de montrer qu’il existe des trajectoires solutions du systeme ([5.1])
sur [0, 400] et de cout fini. Or si le systéme est controlable, alors il existe un controle u
et un temps 7' > 0 tel que la trajectoire associée a u relie zq a 0 sur [0, 7']. On étend alors
le controle u par 0 sur [T, +oo[, de sorte que la trajectoire reste en 0. On a ainsi construit
une trajectoire solution du systeme sur [0, 4+00] et de cotit fini. Ceci permet d’affirmer
I'existence d’une suite de controles minimisants. Les autres arguments de la preuve sont
inchangés. On obtient donc le résultat suivant.

Proposition 5.3. Considérons le probleme de déterminer une trajectoire solution
de
(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t)

sur [0, +oo[ et minimisant le cott

Ofu) = / T (eI + ) [3) dt.

Si le systéme est contrélable en un temps T > 0, et si Uhypothése (B.3) est satisfaite
sur [0, +ool, alors il existe une unique trajectoire minimisante.

Remarque. — Si on suppose de plus que les applications A(-) et B(-) sont L? sur
[0, +o00[, et si W(:) vérifie comme U une hypothese de coercivité (B.3]), alors la
trajectoire minimisante tend vers 0 lorsque ¢ tend vers I'infini.

En effet on montre facilement en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que 'appli-
cation #(-) est dans L', et par conséquent x(t) converge. Sa limite est alors forcément
nulle.

— Dans le cas autonome (A et B sont constantes), si W(-) vérifie comme U une
hypothese de coercivité (B.3]), alors la trajectoire minimisante tend vers 0 lorsque ¢
tend vers 'infini.

En effet il suffit d’écrire I'inégalité :

lE@) < 1Alll=@I + 1 Blllu@®l < Cste([lz@ + [lu@®)]),

puis en intégrant on montre de méme que I'application Z(-) est dans L.
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5.2 Condition nécessaire et suffisante d’optimalité :
principe du maximum dans le cas LQ

Théoreme 5.4. La trajectoire x, associée au controle u, est optimale pour le
probléeme LQ) si et seulement s’il existe un vecteur adjoint p(t) satisfaisant pour
presque tout t € [0,T] :

P(t) = —p(t)A(t) + ()W (1) (5-8)

et la condition finale
p(T) = —"=(T)Q. (5.9)

De plus le contrdle optimal u s’écrit, pour presque tout t € [0,T] :

u(t) = Ut) " 'B(t) 'p(t). (5.10)

PREUVE.

D> Soit u un controle optimal et z la trajectoire associée sur [0,7]. Le cout est donc minimal
parmi toutes les trajectoires solutions du systéme, partant de xg, le point final étant non
fixé. Considérons alors des perturbations du contrdle u dans L2([0, T],R™) :

Upert (t) = u(t) + du(?),
engendrant les trajectoires :
Tpert(t) = z(t) + 0x(t) + o([|dul|L2),

avec 0z(0) = 0. La trajectoire e+ devant étre solution du systeme &pert = AZpert + Bupert,
on en déduit que :

04 = Adx + Bou,

et par conséquent, pour tout t € [0,7] :
t
dx(t) = M(t)/ M (s)"'B(s)du(s)ds. (5.11)
0

Par ailleurs il est bien clair que le coiit C(-) est une fonction lisse sur L2([0, 7], R™) (elle est
méme analytique) au sens de Fréchet. Le controle u étant minimisant on doit avoir :

dC(u) = 0.

T
Clutpert) = gpert (T)) + /0 Uzpere Iy + lpere (0113 ),
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et comme Q, W (t) et U(t) sont symétriques, on en déduit que :

1 T
£dC(w).5u = 4(T)Qsa(T) + / (B(OW (B)62(t) + wOUGou®))dt =0,  (5.12)
0
ceci étant valable pour toute perturbation du. Cette équation va nous conduire a I’expression

du controle optimal u. Mais introduisons tout d’abord le vecteur adjoint p(t) comme solution
du probleme de Cauchy suivant :

p(t) = —p(t)A(t) + =W (1), p(T) = —"=(T)Q.

La formule de variation de la constante nous conduit a :
¢
p(t) = AM(D)~L + / ()W (5) M (s)ds M(t)~!
0
pour tout ¢ € [0, 7], ou
T
A =-"2(T)QM(T) — / "2(s)W (s)M(s)ds.
0

Revenons alors a I’équation (B.12]). Tout d’abord, en tenant compte de (5.I7]) puis en intégrant
par parties, il vient :

T T t
/ OW ()0 (t)dt = / (W (1) M (1) / M($)~1 B(s)ou(s)ds dt
0 0
T
:/ b (s)W (s)M ds/ M (s) "1 B(s)du(s)ds

/ / M (s)ds M(t)~"B(t)du(t) dt.

plt) — AM()™ = [ (W (s)M()as M)
0
et d’apres 'expression de A on arrive & :
T T T
/ ()W (t)dx(t)dt = —%(T)QM(T)/ M(t) "' B(t)0u(t)dt — / p(t)B(t)ou(t)dt.
0 0 0
Injectons cette égalité dans (512]), en tenant compte du fait que :
T
2(T)Qéx(T) = 'x(T)QM (T) / M(t) "L B(t)ou(t)dt.
0

On trouve alors que :

1 T
£ dO(u).ou = / (YU () — p(t) B(®))ou(t) di =0,
0
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ceci pour toute application du € L2([0,T],R™). Ceci implique donc 1’égalité pour presque
tout t € [0,T7] :

uw(t)U(t) — p(t)B(t) = 0,
ce qui est la conclusion souhaitée. Réciproquement s’il existe un vecteur adjoint p(t) vérifiant
[BE) et (B9) et si le controle u est donné par (B.I0]), alors il est bien clair d’apres le raison-
nement précédent que :

dC(u) = 0.

Or C étant strictement convexe ceci implique que u est un minimum global de C.

O

Remarque. Sile systeme de controle est perturbé par une fonction r(t), alors le théoreme
précédent reste vrai. Il le reste, de meéme, si la fonction g apparaissant dans le cotut est
une fonction C'' de R" dans R vérifiant les conditions (g1) et (¢2) (cf. remarqudsl), sauf
que la condition finale sur le vecteur adjoint (5.9) devient :

p(T) =~ Vg(a(T)). (513)

comme on le voit facilement dans la démonstration. Cette condition s’appelle condition
de transversalité.

Remarque. Dans le cas d'un intervalle infini (7" = +o00) la condition devient :

lim p(t) = 0. (5.14)

t——+00

Remarque. Définissons la fonction H : R” x R” x R™ — R par :
1
H(z,p,u) = p(Az + Bu) = S(“Waz + ullu),

en utilisant toujours la convention que p est un vecteur ligne de R". Alors les équations
données par le principe du maximum LQ s’écrivent :

x’za—H:AerBu,
dp
H
Pz—a—z—pAthxW,
ox
« O
o

puisque pB — wlU = 0. Ceci annonce le principe du maximum général. Mais en fait ici
dans le cas LQ on peut dire mieux : d’une part le principe du maximum LQ est une
condition nécessaire et suffisante de minimalité (alors que dans le cas général c’est une
condition nécessaire seulement), d’autre part il est possible d’exprimer le controle sous
forme de boucle fermée, grace a la théorie de Riccati, voir section suivante.
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Remarque. L’approche développée dans la démonstration du théoreme [5.4] est variation-
nelle. Nous avons ici préféré I’approche du calcul des variations classique, car elle permet
une preuve plus rapide et élégante. L’autre approche est en fait plus générale et sera
privilégiée dans le cas général (non linéaire) ou elle conduit au principe du maximum de
Pontryagin général.

5.3 Fonction valeur et équation de Riccati

5.3.1 Définition de la fonction valeur

Soit T' > 0 fixé, et soit © € R™. Considérons le probleme LQ de trouver une trajectoire

solution de
(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), =(0) = =, (5.15)

minimisant le cout quadratique

Cr(u) = tx(T)Ql“(TH/O (lz @)y + lu@®)IE)dt. (5.16)

On définit alors :

Définition 5.1. La fonction valeur St au point x est la borne inférieure des cotits pour
le probleme LQ. Autrement dit :

St(z) = inf{Cr(u) | z,(0) = x}.

Remarque. Sous ’hypothese (5.3]) on a existence d'une unique trajectoire optimale d’apres
le théoreme [B.1], et dans ce cas cette borne inférieure est un minimum.

5.3.2 Equation de Riccati

Théoreme 5.5. Sous [l'hypothése (2.3), pour tout x € R™ il existe une unique
trajectoire optimale x associée au contréle u pour le probleme (L13), (510). Le
controle optimal se met sous forme de boucle fermée :

u(t) = Ut) M'B(t)E(t)x(t), (5.20)

ot E(t) € M,(R) est solution sur [0,T] de I’équation matricielle de Riccati :

De plus, pour tout t € [0,T], la matrice E(t) est symétrique, et :

Sr(z) = —"rE(0)x. (5.22)
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Remarque. En particulier le théoreme affirme que le controle optimal u se met sous forme

de boucle fermée :
u(t) = K(t)x(t),

ou K(t) = U(t)"''B(t)E(t). Cette forme se préte bien aux problemes de stabilisation,
comme nous le verrons plus loin.

PREUVE.

> D’apres le théoreme [B.1], il existe une unique trajectoire optimale qui, d’apres le théoreme
B4l est caractérisée par le systeme d’équations :

i = Ax + BU B,
p=—pA+ W,

avec (0) = z et p(T) = —'(T)Q. De plus, le controle s’écrit :
w=U1BYp.

Il faut donc montrer que 'on peut écrire p(t) = ‘z(t)E(t), ot E(t) est solution de (G.21]).
Notons que si p s’écrit ainsi alors d’apres 1’équation satisfaite par le couple (z,p), on trouve
facilement que FE(t) doit satisfaire 1'’équation (G.2I). En utilisant 1'unicité de la trajectoire
optimale, on va maintenant montrer que p s’écrit effectivement ainsi. Soit E(t) solution de
I’équation :
E=W —'AE - EA— EBU''BE, E(T) = —-Q.

Tout d’abord E(t) est symétrique car le second membre de 1’équation différentielle l'est, et la
matrice () est symétrique. A priori on ne sait pas cependant que la solution est bien définie
sur [0, 7] tout entier. On montrera cela plus loin (lemme [5.6]).

Posons maintenant p;(t) = z1(t)E(t), ol 21 est solution de
i1 = Az + Buy,
et uy = U MBEzy. On a alors :
pr="1E+'nk

= (Azy + BUY'BE2)E 4 '1(W — 'AE — EA — EBU ''BE)

= —p A+ T W.
Autrement dit le triplet (x1,p1,u1) vérifie exactement les équations du théoreme (4l Par
conséquent la trajectoire x1 est optimale, et par unicité il vient 1 = x, u; = u, puis p; = p.

En particulier on a donc p = wE, et u = U~ !'BEz. Déduisons-en la formule (5.22)). Pour
cela calculons d’abord, le long de la trajectoire x(t) :

L () B(@)a(t) = Sp(t)a(t) = () + p(0)i()
)

t
= (=p(t)A(t) + ()W (1)) (t) + p(t) (A(t)x(t) + B(t)u(t))
= "2(O)W (t)z(t) + p(t) B(t)u(t).
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Par ailleurs de 'expression de u on déduit :
WwUu = U MBE2)UU '"BEx = 2EBU"'"BEx = pBu.

Finalement on a 'égalité :

dy

T TOE@)z(t) = =W @)z(t) + w(OUB)u(®),

et par conséquent :

T
Sr(z) = "2(T)Qx(T) +/0 %tx(t)E(t)x(t) dt.

Or puisque E(T) = —Q et z(0) = z, il vient Sr(z) = —'zFE(0)z.

Lemme 5.6. L’application t — E(t) est bien définie sur [0,T] tout entier.

PREUVE.

>> [Preuve du lemme] Si application E(t) n’est pas définie sur [0, 7] entier, alors il existe
0 < t. < T tel que ||E(t)] tend vers +oo lorsque ¢ tend vers ¢, par valeurs supérieures.
En particulier pour tout « > 0 il existe tg €]ts,T] et xg € R", avec ||xg|| = 1, tels que

‘ton(to)x()’ > Q. (5.23)

D’apres le théoreme [B.]], il existe une unique trajectoire optimale z(-) pour le probleme
LQ sur [tg, T], telle que z(tg) = z (voir remarque [l). Cette trajectoire est caractérisée
par le systeme d’équations :

&= Az + BU VB, x(ty) = zo,

p=—pA+ W, p(T) = ~=(T)Q.
Il résulte du théoreme de dépendance continue des solutions d’une équation différentielle
par rapport a la condition initiale que les extrémités z(7) au temps T des trajectoires
issues au temps ¢y de xg, sont uniformément bornées lorsque 0 < ¢ty < T et ||zl = 1,
et donc les solutions correspondantes z(t),p(t) du systéme différentiel précédent sont

uniformément bornées sur [0,7]. En particulier la quantité p(tg)z(to) doit étre bornée
indépendamment de tq. Or on sait que p(t) = ‘z(t)E(t), donc :

p(to)z(to) = ‘o E(to)xo,

et on obtient une contradiction avec (5.23).

Ceci acheve la preuve du théoreme.
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Remarque. 11 est clair d’apres 'expression (5.22) du cotit minimal que la matrice E(0) est
symétrique négative. On peut améliorer ce résultat si la matrice ) est de plus définie :

Lemme 5.7. Si la matrice QQ est symétrique définie positive, ou bien si pour tout
t € [0,T] la matrice W (t) est syméltrique définie positive, alors la matrice E(0) est

symétrique définie négative.

PREUVE.

> [Preuve du lemme E71] Soit zq tel que ‘zoE(0)xy = 0, et montrons que xo = 0. Pour cela
on considére le probleme LQ :

& = Az + Bu, z(0) = =,

T
min %(T)Qa(T) + /O (@3 + lu®)3) dt,

pour lequel, d’apres le théoréme 5.5 le cotit minimal vaut —'zgE(0)zo = 0. Par conséquent,
puisque pour tout ¢ la matrice U(t) est définie positive, on a u(t) = 0 sur [0, T]. Si par ailleurs
@ est définie positive on a aussi z(7") = 0. Donc la trajectoire z(-) est solution du probleme
de Cauchy & = Axz,z(T) = 0, et par unicité z(-) est identiquement nulle. En particulier
x(0) = xg = 0, ce qui acheve la preuve. Dans le deuxieme cas ou W (t) est définie positive, la
conclusion est immédiate.

U

Variante du probléme précédent. Soit 7' > 0 fixé. Pour tout ¢t € [0,7] et tout
x € R", considérons le probleme LQ qui consiste a trouver une trajectoire solution de

& = Az + Bu, x(t) =z, (5.24)

minimisant le cout quadratique

Cr(t,u) = g(x(T)) +/t Mz (@) + lu(®)lI p)dt. (5.25)

On définit alors :

Définition 5.2. La fonction valeur S au point (¢, x) est la borne inférieure des cotits
pour ce probleme LQ. Autrement dit :

Sr(t,z) = inf{Cr(t,u) | z,(t) = x}.
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Théoréme 5.8. Sous I’hypothése [(5.3), pour tout x € R™ et tout t € [0,T] il existe
une unique trajectoire optimale x associée au contréle u pour le probléeme (5.27),
(223). Le contrdle optimal se met sous forme de boucle fermée :

u(s) = U(s) " 'B(s)E(s)z(s), (5.29)

pour tout s € [t,T], et ou E(s) € M, (R) est solution sur [t,T]| de I’équation matri-
cielle de Riccati :

E=W —'AE - EA— EBU''BE, E(T) = —Q. (5.30)

De plus, pour tout s € [t,T], la matrice E(s) est symétrique, et pour tout t € [0,T]
on a :

Sr(t,z) = —"2E(t)x. (5.31)

PREUVE.

> La différence par rapport au cas précédent est que 'on paramétrise le temps initial. Le seul
changement est donc la formule (5.31]). Comme dans la démonstration précédente, on a :

T
Sr(t,z) = =(T)Qx(T) —i—/t %tx(s)E(s)x(s) ds.

Or puisque E(T) = —Q et z(t) = x, il vient Sp(t,z) = —'wE(t)z.

t

Remarque. L’équation de Riccati étant fondamentale, notamment dans les problemes de
régulateur (voir section suivante), la question de son implémentation numérique se pose
naturellement. On peut procéder de maniere directe : il s’agit alors, en tenant compte du
fait que E(t) est symétrique, d'intégrer un systeme différentiel non linéaire de n(n+1)/2
équations.

5.3.3 Représentation linéaire de I’équation de Riccati

On a la propriété suivante.
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Proposition 5.9. Placons-nous dans le cadre du théorémel2d Soit

_ (Ra(t) Ra(?)
M“‘(&u>ﬁw9

la résolvante du systéeme linéaire

i = Az + BU'B'p,
=~ U+ Wa

telle que R(T') = Id. Alors pour toutt € [0,T] on a :

E(t) = (Ry(t) — Ra(1)Q) (Ra(t) — Ra()Q) .

PREUVE.

> Par définition de la résolvante on a :

Or on sait que p(T) = —Quz(T), donc :

w(t) = (Ri(t) — Ro(t)Q)a(T) et p(t) = (Rs(t) — Ra(t)Q)x(T).

On conclut en remarquant que ‘p(t) = E(t)z(t). Notons que la matrice Ry(t) — Ra(t)Q est

inversible sur [0, 7] car le probleme LQ est bien posé, comme nous I’avons vu précédemment.

U

Par conséquent pour résoudre 1’équation de Riccati (B.21)), il suffit d’intégrer un

systeme linéaire (il faut calculer une résolvante), ce qui est treés facile a programmer.

Cette méthode (due a Kalman-Englar) est notamment préférable a la méthode directe
dans le cas stationnaire.

5.4 Applications de la théorie LQ

5.4.1 Problemes de régulation

Le probléme du régulateur d’état (ou “probléme d’asservissement”, ou “probléme
de poursuite”, en anglais “tracking problem”)

Considérons le systeme de controle linéaire perturbé :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t), x(0) = zo, (5.32)



110 Chap. 5 — Théorie linéaire-quadratique

et soit £(t) une certaine trajectoire de R™ sur [0, 7], partant d’un point &, (et qui n’est
pas forcément solution du systeme (5.32))). Le but est de déterminer un controle tel que la
trajectoire associée, solution de (5.32), suive le mieux possible la trajectoire de référence

§(1).
On introduit alors Ierreur sur [0, 7T :
2(t) = x(t) — &(b),
qui est solution du systeme de controle :
2(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r1(t), 2(0) = z, (5.33)

ou zg = xo—E&p et r(t) = A(t)E(t)—&(t)+r(t). Il est alors raisonnable de vouloir minimiser
le cott :

Clu) = tZ(T)QZ(TH/O (=@ + lu@)llZ) dt,

ou @, W, U sont des matrices de pondération. Pour absorber la perturbation rq, on aug-
mente le systeme d’une dimension, en posant :

() (4 ) () (§ (1)

de sorte que I'on se ramene a minimiser le cotit

Clu) = tzl(T)lel(TH/O (=1, + lu®1T) dt,

pour le systeme de controle
Z = A1z + By,

partant du point z;(0).
La théorie LQ faite précédemment prévoit alors que le controle optimal existe, est
unique, et s’écrit
u(t) = U)" 'Bi(t) Ev(t)=1 (1),

ou E(t) est solution de 'équation de Riccati :

El =W, - tA1E1 — FEA — ElBlU_ltBlEl, El(T) =—Q.

E(t) ht)
B = (th(t) a(t)) '

En remplagant dans I’équation précédente, on établit facilement les équations différentielles
de E h,« :

Posons :

E =W —'AE - EA—- EBUY'BE, E(T)=-Q,
h = —'Ah— Er, — EBU "'Bh, hT) =0, (5.34)
& = —2%rh — WBU''Bh, a(T) =0
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Résumons tout ceci dans la proposition suivante.

Proposition 5.10. Soit & une trajectoire de R™ sur [0, T}, et considérons le probleme
de poursuite pour le systeme de controle :

#(t) = A()z(t) + B(t)u(t) + r(t), z(0) = o,

ot l'on veut minimiser le cout :

Clu) = ((T) = &(1))Q(=(T) — &(T)) + /OT () = €D + lu@®)F) dt.
Alors il existe un unique controle optimal, qui s’écrit :
u(t) =U) T BOE®)(x(t) — £(t) + U™ 'B(t)h(t),
ot E(t) € My (R) et h(t) € R sont solutions sur [0,T] de

E =W —'AE -~ EA— EBU ''BE, E(T) = —Q,
h = —'"Ah — E(A§ — &£ +7) — EBU''Bh, h(T) =0,

et de plus E(t) est symétrique. Par ailleurs le cotit minimal est alors égal a
= (2(0) = £(0)) E(0)(2(0) — £(0)) — 2'(0)(2(0) — £(0))
- /0 (21AWME®) — €0 + r@)AE) + BOBOU® B ) d.

Remarque. Notons que le controle optimal s’écrit bien sous forme de boucle fermée

u(t) = K(t)(x(t) — &(t)) + H(t).

Remarque. Si S = A€ + r, i.e. la trajectoire de référence est solution du systeme sans
controle, alors dans les notations précédentes on a r = 0, et d’apres les équations (5.34])
on en déduit que h(t) et a(t) sont identiquement nuls. On retrouve alors le cadre LQ de
la section précédente. En fait :

— Si&=0etr=0,le probleme est un probleme LQ standard.

— Sir =0, il s’agit d’'un probleme de poursuite de la trajectoire &.

— Si & =0, c’est un probleme de régulation avec la perturbation r.

Variante : le probléeme de poursuite d’une sortie (ou “output tracking”)

On ajoute au probleme précédent une variable de sortie :
o(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t), x(0) = zo,
y(t) = C(t)x(t),
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et étant donné un signal de référence £(t) on cherche un controle tel que, le long de la
trajectoire associée, I'observable z(-) soit proche de &(-). Notons qu’on retrouve le cas
précédent si y(t) = x(t).

Posant z(t) = y(t) — £(t), on cherche a minimiser le cott :

Clu) = tZ(T)QZ(TH/O (=@ + llu®)llZ) dt.

Posons alors :

"o @ e (—t§<T>@c<T> S(T)QE(T) ) = (—t%vv% 7;%’5?) 7

et Ay, By comme précédemment (avec 1y = 7). Alors on cherche un controle u, associé a
la trajectoire x; solution de #; = Ayx; + Bju, minimisant le cout

C(u) = w1(T)Qu1(T) +/0 (e ()15, + lu®)]E) dt.

En raisonnant comme précédemment, on arrive au résultat suivant.
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Proposition 5.11. Soit £ une trajectoire de RP sur [0, T, et considérons le probléeme
de poursuite de la sortie r pour le systéme de controle avec sortie :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t), x(0) = zo,
y(t) = C(t)(t),

ot l'on veut minimiser le cout :

C(u) = (y(T) — &(T))Qy(T) — &(T)) + /OT (ly(®) = €@y + w@®)ll) dt.
Alors il existe un unique controle optimal, qui s écrit :
u(t) = U(t) "B E()x(t) + Ut) " 'B(t)h(t),
ot E(t) € Mu(R) et h(t) € R? sont solutions sur [0,T] de

E ='CWC —'AE — EA— EBU'V'BE, E(T)=-'C(T)QC(T),
h = —'CW¢—"'Ah— Er — EBU''Bh, h(T) = —'C(T)Q&(T),

et de plus E(t) est symétrique. Par ailleurs le cotit minimal est alors égal a
—"2(0)E(0)2(0) — 2'R(0)2(0) — «(0),

ot a(t) est solution de

& ="W¢—2rh — 'WBUV'Bh, o(T) = €(T)Q&(T).

Remarque. 11 existe d’autres variantes de ce probleme, notamment le méme probleme que
ci-dessus, sauf que le cout s’écrit :

Clu) = tx(T)Qx(TH/O () = DIy + llu®)l) dt.

Le seul changement est dans la matrice augmentée ()1, et donc dans les conditions aux
limites de E et h, qui deviennent dans ce cas : E(T) = —Q et h(T) = 0.

Enfin, il y a aussi une autre variante du probleme LQ, celle ou la fonction g appa-
raissant dans le cout est linéaire en z. Nous laissons ’écriture de toutes ces variantes au
lecteur, la méthode étant de toute facon la méme que précédemment.
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5.4.2 Filtre de Kalman déterministe

Ce probleme célebre est le suivant. Connaissant un signal de référence £(t) sur [0, 77,
on cherche une trajectoire solution sur [0, 7] de

#(t) = A)z(t) + B(t)u(?),

minimisant le cout

Clu) = tx(O)Qfﬁ(OH/O (C®2(t) = @)y + llu®)lF) dt.

Il s’agit d'une variante des problemes de poursuite précédents, sauf que l'on n’impose
aucune condition sur z(0) et z(T"), et de plus le cout pénalise le point initial x(0). En
revanche dans ce probleme on suppose que la matrice () est symétrique définie positive.

Pour se ramener aux cas précédents, il convient donc tout d’abord d’inverser le temps,
de facon a ce que le cout pénalise, comme avant, le point final. On pose donc, pour tout
tel0,7]:

(t)=a(T —t), a(t) =u(T —1t), A(t) = —A(T —t), B(t) = —B(T —1t),

7 _
E(t) = (T — 1), W(t) = W(T —t), U(t) = U(T —t), C(t) = C(T — t),
de sorte que l'on se ramene au probleme de déterminer une trajectoire solution de I =
AZ + Bu, minimisant le cout :
T ~ ~
C(@) = HT)QHT) + / (IC@a@) = D) + lawl3 ) d.

Notons que, par construction, on a C() = C(u).
Fixons une donnée initiale Z(0), et appliquons, pour cette donnée initiale, le méme
raisonnement que dans les cas précédents. On obtient alors :

a(t) = UV'BE# + U 'Bh,

ou : )
E = 'CWC—-'AE - EA— EBUV'BE, E(T)=—-Q,
h = —CW¢—'"Ah— EBU'Bh, h(T) =0,
& = ¥WE—"'"hBU VB, o(T) =0,

et le cout minimal pour cette donnée initiale fixée #(0) vaut :

—%(0)E£(0)Z(0) — 2%(0)h(0) — &(0).
Il faut maintenant trouver Z(0) tel que ce cott soit minimal. Posons donc :

f(x) = —2E(0)z — 2%2h(0) — a(0).
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Il faut donc déterminer un minimum de f. Notons tout d’abord que, la matrice () étant
par hypothese définie positive, la matrice £ (0) est d’apres le lemme 0.7 symétrique définie
négative. En particulier la fonction f est strictement convexe et de ce fait admet un unique
minimum. En un tel point on doit avoir f'(z) = 0, d’olt 2 = —E(0)~"h(0).

Finalement, en reprenant le cours positif du temps, et en posant pour tout ¢ € [0, 7] :

E(t) = —E(T —t), h(t) = —h(T —t),

on arrive au résultat suivant.

Proposition 5.12. Soit £(-) une trajectoire définie sur [0,T] a valeurs dans RP. On
considere le probléme de déterminer une trajectoire solution sur [0,T] de

#(t) = A()x(t) + Bt)u(t),

mainimaisant le cout

Clu) = tx(O)Qx(OH/O (IC @ (t) — @Iy + lu)E) dt,

ot la matrice @ est de plus supposée définie positive. Alors il existe une unique
trajectoire minimisante, associée au controle

u(t) =U@) "B E®)x(t) + Ut) 'B(t)h(t),

et a la condition finale
2(T) = —E(T)"'h(T),

o1l )
E = 'CWC—'AE - FEA— EBU ''BE, E(0)=Q,
h = —'CW¢—'Ah— EBU B, h(0) =0,

et le cout minimal vaut alors :

—"W(T)E(T) 'h(T) + /0 (‘COW)E) — h(t)BE)U () 'B(t)h(t)) dt.

L’état final 2(T) = —E(T) 'h(T) est la donnée qui nous intéresse principalement
dans le probleme du filtre de Kalman, qui est un probleme d’estimation.l’estimation de
cet état final peut étre simplifiée de la maniere suivante.

Posons F(t) = E(t)~'. On trouve facilement, puisque F' = —FEF :

F=BU B+ AF + F'A— FICWCF, F(0)=Q .
Par ailleurs si on pose z(t) = —F(t)h(t), on trouve que :

i =(A-FCWC)z+ F'CWE, 2(0) = 0.
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Finalement on arrive au résultat suivant.

Proposition 5.13. Sous les hypotheses de la proposition [.12, I'état final x(T') de
la solution optimale est égal a z(T'), ou

i = (A-FCWC)z + FIOWE, 2(0) =0,
F = BUYB+ AF + F'A— FCWCF, F(0)=Q.

Application au filtrage. Le probleme est d’estimer, d’apres une observation, un signal
bruité. Le modele est le suivant :

#(t) = At)z(t) + B(t)u(t), x(0) = o,
§(t) = y(t) +v(t),

ou y(t) = C(t)x(t) et les fonctions u et v sont des bruits, i.e. des perturbations affectant
le systeme. La donnée initiale z( est inconnue. Le signal £(¢) représente une observation
de la variable y(t), et a partir de cette observation on veut construire une estimation de
I'état final z(7T"). On cherche une estimation optimale dans le sens que les perturbations
u et v, ainsi que la donnée initiale xy, doivent étre aussi petites que possible. On cherche
donc a minimiser un cotut de la forme :

T
2(0)Qx(0) +/0 (@I + llu@)lE)dt.
Il s’agit donc exactement du probleme LQ suivant :

(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),
y(t) = C(t)z(t),

Clu) = tx(O)Qaf(OH/O (ly () = E@)I + lu()[5)dt,

i.e. le probleme que l'on vient d’étudier (z(0) non fixé).
L’estimation optimale de I’état est donc égale a z(T"), voir proposition .13

Remarque. La bonne maniere d’'interpréter le filtre de Kalman est statistique, ce qui
dépasse le cadre de cet ouvrage. En fait il faut interpréter les perturbations u et b comme
des bruits blancs gaussiens, et o comme une variable aléatoire gaussienne, tous supposés
centrés en 0 (pour simplifier). Les matrices @, W (t),U(t) sont alors les matrices de va-
riance de xg, v(t), u(t), et le probleme de minimisation s’interpréte comme le probleme
d’estimer ’état final de variance minimale, connaissant ['observation ().

Par ailleurs les pondérations doivent étre choisies en fonction de I'importance des
bruits. Par exemple si le bruit v est tres important comparé au bruit u et a l'incertitude
sur la condition initiale alors on choisit une matrice W (t) petite.
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5.4.3 Reégulation sur un intervalle infini et rapport avec la sta-
bilisation

Considérons le probleme LQ sur I'intervalle [0, +00]. Il s’agit d’un probleme de régulation
ou I'on cherche a rendre I'erreur petite pour tout temps. Nous nous restreignons au cas
de systemes stationnaires. Le cadre est le suivant.

On cherche a déterminer une trajectoire solution de

&(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = xo,

minimisant le cout -
Clu) = / (@13 + lu(®)3) dt,

ou de méme les matrices W et U sont constantes.
On a le résultat suivant.

Théoreme 5.14. On suppose que les matrices W et U sont symétriques définies
positives, et que le systeme est controlable. Alors il existe une unique trajectoire
minimisante pour ce probléme, associée sur [0, +oo[ au contréle optimal :

u(t) = U V'BEx(t), (5.37)

ov B € M,(R) est l'unique matrice symétrique définie négative solution de
I’équation de Riccati stationnaire :

'AE + EA+ EBU ''BE = W. (5.38)
De plus le cott minimal vaut —'voEx. Par ailleurs le systéme bouclé

i =(A+BU Y'BE)x

est globalement asymptotiquement stable, et la fonction V(x) = —'rFEx est une
fonction de Lyapunov stricte pour ce systéme.

Remarque. En particulier, la trajectoire minimisante associée a ce probleme en horizon
infini tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 'infini.

PREUVE.

> On sait déja (voir proposition et remarque [B.2) qu’il existe une unique trajectoire
optimale, vérifiant les équations :

&= Ax+ Bu, p=—pA+ W, lim p(t) =0,
t—~4o0
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avec u = U~''B'p. De manicre tout a fait similaire & la preuve du théoréme [5.4] on montre,
par un argument d’unicité, que p(t) = (t)E, ot E est solution, pourvu qu’elle existe, de
Iéquation (B.38). I1 faut donc montrer I'existence d’une telle solution. C’est 'objet du lemme :

Lemme 5.15. [l existe une unique matrice E symétrique définie négative solution de

Iéquation [(238).

PREUVE.

>> [Preuve du lemme.] Il est bien clair que si z(-) est minimisante pour le probleme LQ
sur [0, +o0], alors elle I’est aussi sur chaque intervalle [0,7], T > 0. Considérons donc le
probleme LQ sur [0,7] :

& = Az + Bu, x(0) = o,
T
e = [ (le®lf + o) .
et appelons E(T,t) la solution de I’équation de Riccati associée :
E=W —'AE — EA— EBU''BE, E(T,T) = 0.

On sait que de plus le coiit minimal est C(T,u) = —'xgFE(T,0)'. Posons alors D(T',t) =
—E(T,T —t). Il est bien clair que :

D =W +'AD+ DA - DBU''BD, D(T,0) = 0.

Cette équation étant en fait indépendante de T, on peut poser D(t) = D(T,t), et D(t)
est solution de I’équation de Riccati ci-dessus sur R*. De plus pour tout 77 > 0 on a
D(T) = —E(T,0), et comme la matrice W est symétrique définie positive on déduit du
lemme 0.7 que D(T') est symétrique définie positive.
Par ailleurs on a, pour tout 7' > 0 : C(T,u) = ‘woD(T)x. 1l est clair que si 0 < t; < to
alors C(t1,u) < C(ta,u), et donc woD(t1)zg < ‘woD(ty)zo. Ceci est en fait indépendant
de g, car ’équation de Riccati ne dépend nullement de la donnée initiale. Ainsi pour tout
x € R" la fonction t — ‘wD(t)x est croissante.
Montrons qu’elle est également majorée. Le systeme étant controlable, I'argument de la
remarque [5.]] montre qu’il existe au moins un controéle v sur [0, +oo[ de coiit fini. Comme
le controle u est optimal, on en déduit que la fonction ¢ — C(t,u) est majorée (par C'(v)).
Pour tout z € R™, la fonction t — wD(t)x étant croissante et majorée, on en déduit
qu’elle converge. En appliquant cette conclusion aux éléments d’'une base (e;) de R™, on
en déduit que chaque élément d;;(t) de la matrice D(t) converge, car en effet :

dz‘j(t) = teiD(t)ej = %tei + ejD(t)(ei + ej) — teiD(t)ei — tejD(t)ej.
Ainsi la matrice D(t) converge vers une matrice —E, qui est nécessairement symétrique
définie négative d’apres la croissance de la fonction ¢ — ‘wD(t)z.
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Par ailleurs de I’équation différentielle vérifiée par D on déduit que D(t) converge, et
cette limite est alors nécessairement nulle. En passant a la limite dans cette équation
différentielle on obtient finalement 1’équation de Riccati stationnaire (2.38]).

Enfin, en passant & la limite on a C(u) = —zgEzg, d’oll on déduit aisément 1'unicité de
la solution.
O
Pour montrer la deuxi¢me partie du théoréme, il suffit de voir que la fonction V(z) = —wEx

est une fonction de Lyapunov pour le systéme bouclé # = (A + BU '!BE)z. La forme
quadratique V est bien définie positive puisque F est symétrique définie négative. Par ailleurs
on calcule facilement le long d’une trajectoire z(t) solution du systéme bouclé :

d ¢ 1t

EV(x(t)) = —"z(t) (W + EBU''BE) (t).
Or la matrice W est par hypothese définie positive, et la matrice EBU'!BE est positive,
donc cette quantité est strictement négative si z(t) # 0. On a donc bien une fonction de
Lyapunov stricte, ce qui prouve que le systéeme bouclé est asymptotiquement stable.

4

Remarque. Le controle optimal s’écrit sous forme de boucle fermée u = Kz, avec K =
U-YBE. On retrouve le fait que si le systéme est controlable alors il est stabilisable
par feedback linéaire (voir le théoréeme de placement de poles). Cependant, alors que la
méthode de stabilisation décrite par le théoreme de placement de poles consiste a réaliser
un placement de poles, ici la matrice K est choisie de maniere a minimiser un certain
critere. On parle de stabilisation par retour d’état optimal. C’est donc une méthode
(parmi beaucoup d’autres) de stabilisation.

Remarque. En général I'équation (B.38) admet plusieurs solutions, mais elle n’admet
qu'une seule solution symétrique définie négative.



120 Chap. 5 — Théorie linéaire-quadratique




Chapitre 6

Temps-optimalité pour les systemes
linéaires

6.1 Existence de trajectoires temps-optimales

Avant de traiter a proprement parler du sujet de ce chapitre, prouvons tout d’abord

un résultat a propos de I’ensemble atteignable en temps fini pour le le systeme de controle
dans R" :

(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t) +r(t),

ou les controles u sont a valeurs dans un compact d’intérieur non vide 2 C R™.

Théoreme 6.1. Considérons le systeme de controle linéaire dans R™ :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t)

ou 2 C R™ est compact. Sotent T" > 0 et xy € R™. Alors pour tout t € [0,T],
A(xzg,t) est compact, conveze, et varie continiment avec t sur [0,T].

Remarque. La convexité de A(zo,t) est facile a établir si ) est convexe (petit exercice
laissé au lecteur). Pourtant, et ce résultat est surprenant, la conclusion de ce théoreme
est encore vraie si {2 n’est pas convexe et nous admettrons ce résultat. Mentionnons juste
le fait que la preuve de la convexité nécessite un lemme de Lyapunov en théorie de la
mesure. Ce résultat implique en particulier le corollaire suivant tres utile.

Corollaire 6.2. Si on note Aq(xg,t) l'ensemble accessible depuis xo en temps t pour des
controles a valeurs dans ), alors on a :

Aqa(z0,t) = Aconu) (70, 1),

ot Conv(Q2) est l’enveloppe conveze de Q). En particulier, on a Agqa(zo,t) = Aq(zo,t).
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Démonstration du théorémelG 1. 1l reste a montrer que A(xg,t) est compact. Grace au
corollaire précédent, on peut donc supposer sans perdre en généralité que, dans la suite
de la preuve, €2 est convexe. Cela simplifie grandement la preuve de la compacité.

Il s’agit de montrer que toute suite (x,) de points de A(xg,t) admet une sous-suite
convergente. Pour tout entier n soit u, un controle reliant zy a x, en temps ¢, et soit
x,(+) la trajectoire correspondante. On a donc :

Tp = xp(t) = M(t)xg +/0 M ()M ()" (B(8)un(s) +r(s))ds. (6.1)

Par définition les controles u,, sont a valeurs dans le compact convexe €2, et par conséquent
la suite (u,) est bornée dans L>°([0,¢],€2) qui est compact pour la topologie faible-x. En
conséquence (u,) converge faiblement , & une sous-suite pres, vers une fonction u €
L>([0,¢], ). 11 est alors immédiat de montrer que (z,) converge, a une sous-suite pres,
vers

t
x = M(t)xo + / M(t)M(s) Y (B(s)u(s) +r(s))ds,
0
ce qui prouve la compacité de A(xg,t).

Montrons enfin la continuité par rapport a ¢ de A(xo,t). Soit € > 0. On va chercher
0 > 0 tel que :

th,tg S [O,T] |t1 — tg‘ <= d(.A(tl),.A(tQ)) <eg,
ou on note pour simplifier A(t) = A(xo,t), et ol :

d(A(t1), A(tz)) = sup A( ESE(I; )d(y, Alt)), 68}415 )d(y, Alt2))p).

Par la suite, on suppose 0 < t; < to < T'. Il suffit de montrer que :
L Vy € A(ta) d(y, A(t1)) <e,
2. Vy € A(ty) d(y, A(tz)) <e.

Montrons juste le premier point (2. étant similaire). Soit y € A(ty). Il suffit de montrer
que :

dze A(ty) / d(y,z) <e.

Par définition de A(ty), il existe un controle u € L*°([0,7],Q) tel que la trajectoire
associée a u, partant de xg, vérifie : x(t3) = y, voir figure [6.Il On va voir que z = z(t;)
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FIGURE 6.1 —

convient. En effet on a :

x(ty) —xz(ty) = M(ty)xo + /0 2 M(t)M(s) N (B(s)u(s) +r(s))ds
= A+ [ A)ME) 7 (Bs)uls) +r(s))dsp)

_ M) /t " M(s) N (B(s)uls) + r(s))ds

+ AM(t2) = M(t1)p)A(wo + /O 1 M(s)"'(B(s)u(s) +7(s))dsp)

Si |t; —ts| est petit, le premier terme de cette somme est petit par continuité de l'intégrale ;
le deuxiéme terme est petit par continuité de ¢t — M(¢). D’ott le résultat. O

Revenons maintenant a l'existence de trajectoires en temps minimal. Il faut tout
d’abord formaliser, a I’aide de A(xo,t), la notion de temps minimal. Considérons comme
précédemment le systeme de controle dans R™ :

&(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t) + r(t),

ou les controles u sont a valeurs dans un compact d’intérieur non vide 2 C R™. Soient
xo, r1 € R™ On suppose que 7 est accessible depuis g, i.e. il existe au moins une trajec-
toire reliant xy a x1. Parmi toutes les trajectoires reliant xy a 1 on aimerait caractériser
celles qui le font en temps minimal ¢*, voir figure

Si t* est le temps minimal, alors pour tout ¢t < t*, x; ¢ A(zo,t) (en effet sinon x;
serait accessible a partir de zo en un temps inférieur a ¢*). Par conséquent :

= mf{t >0 / X1 € A(I‘mt)}

Ce temps t* est bien défini car, d’apres le théoreme [6.1], A(xo,t) varie continiment avec
t, donc {t >0 / x; € A(xg,t)} est fermé dans R. En particulier cette borne inférieure
est un minimum.
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To xy = x(t*)

FIGURE 6.2 —

aWi

A(l’o, t)

FIGURE 6.3 — Temps minimal

Le temps ¢t = t* est le premier temps pour lequel A(xg,t) contient x; (voir figure [6.3]).
D’autre part, on a nécessairement :

21 € DA(x0, 1) = Alzo, *) \ A(zg, ).

En effet, si z; appartenait a l'intérieur de A(xg,t*), alors pour ¢ < t* proche de t*, x;
appartiendrait encore a A(xo,t) car A(zo,t) varie continiment avec t. Mais ceci contredit
le fait que t* est le temps minimal.

En particulier on a prouvé le théoreme d’existence suivant.

Théoreme 6.3. Si le point x1 est accessible depuis x¢ alors il existe une trajectoire

temps-minimal reliant xo a x1.

Remarque. On peut aussi se poser le probleme d’atteindre une cible non réduite a un
point. Ainsi, soit (M;(t))o<i<r une famille de sous-ensembles compacts de R™ variant
continiment en t. Tout comme précédemment, on voit que s’il existe un controle u a
valeurs dans (2 joignant zo a M;(7T), alors il existe un controle temps-minimal défini sur
0, ¢*] joignant xo a M (t*).

Ces remarques donnent une vision géométrique de la notion de temps minimal, et
conduisent a la définition :
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Définition 6.1. Le controle w est dit extrémal sur [0,t] si la trajectoire du systeme
(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t) + r(t) associée a u vérifie : x(t) € A(xg, t).

En particulier, tout controle temps-minimal est extrémal. La réciproque est évidemment
fausse car 'extrémalité ne fait pas la différence entre la minimalité et la maximalité.
Dans le paragraphe suivant on donne une caractérisation de cette propriété.

6.2 Condition nécessaire d’optimalité : principe du
maximum dans le cas linéaire

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour quun controle
soit extrémal.

Théoreme 6.4. Considérons le systeme de controle linéaire :
(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) = zo,

ou le domaine de contraintes 2 C R™ sur le controle est compact. Soit T > 0. Le
controle u est extrémal sur [0, T si et seulement si il existe une solution non triviale
p(t) de Uéquation p(t) = —p(t)A(t) telle que

p(t)B(t)u(t) = max p(t) B(t)v (6.3)

pour presque tout t € [0,T]. Le vecteur ligne p(t) € R™ est appelé vecteur adjoint.

Remarque. La condition initiale p(0) dépend en fait du point final 1, comme on le voit
dans la démonstration. Comme elle n’est pas directement connue, I'usage de ce théoreme
sera plutot indirect, comme on le verra dans les exemples.

Remarque. Dans le cas mono-entrée (controle scalaire), et si de plus Q = [—a, a] ot a > 0,
la condition de maximisation implique immédiatement que u(t) = a signe(p(t)B(t)). La
fonction p(t) = p(t)B(t) est appelée fonction de commutation, et un temps t. auquel le
controle extrémal wu(t) change de signe est appelé un temps de commutation. C’est en
particulier un zéro de la fonction ¢.

PREUVE.

> Onavuque Accq(zo,T) = Accoony(@) (0, T), et par conséquent on peut supposer que €2 est
convexe. Si u est extrémal sur [0, T, soit z la trajectoire associée a u. On a z(T") € 0A(zg,T).
Par convexité de A(x,T), il existe d’apres le théoréme du convexe un hyperplan séparant
au sens large z(T') et A(xg,T'). Soit pr un vecteur normal a cet hyperplan, voir figure
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DT
x(T)
FIGURE 6.4 —
D’apres le théoreme du convexe :
Vy1 € A(wo,T) pr(yr —z(T)) < 0. (6.4)

Par définition de A(x,T), il existe un controle u; tel que la trajectoire associée y(t) vérifie :
y1 = y(T'). Linégalité ([6.4) se rééerit :

prx(T) > pry(T).

D’ou :
T T
/0 prM(T)M(s) " (B(s)u(s) + r(s))ds > /0 prM(T)M(s) " (B(s)ui(s) + r(s))ds.

Appelons p(t) la solution sur [0,7] de p = —pA, telle que p(T) = pp. Alors il est clair que :
p(t) =p(0)M(t)~! et pp = p(T) = p(0)M(T)~'. Dot :

Vs € [0,T] prM(T)M(s)™" = p(0)M(s)"" = p(s),
et donc : . .
/ p(s)B(s)ui(s)ds < / p(s)B(s)u(s)ds (6.5)
0 0
Si ([63]) n’est pas vraie alors

p(t)B(t)u(t) < meaé(p(t)B(t)v.
v
sur un sous-ensemble de [0, 7] de mesure positive. Soit alors u; () sur [0,77] & valeurs dans €2
tel que :
p(O)B(tyus(t) = maxp(t) B(t)o.
vEQ
En appliquant un lemme de sélection mesurable de théorie de la mesure, on peut montrer
que l'application u(-) peut étre choisie mesurable sur [0, 7.

Comme u; est a valeurs dans 2, 'inégalité (G.0)) est vraie, alors que par ailleurs la définition de
u1 conduit immédiatement a I'inégalité stricte inverse, d’ou la contradiction. Par conséquent

[63)) est vraie.
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Réciproquement, supposons qu’il existe un vecteur adjoint tel que le controle u satisfait (6.3)).
Notons z(-) la trajectoire associée a w. On voit facilement en remontant le raisonnement
précédent que :

Yy € Ao, T)  p(T)(yr —(T)) < 0. (6.6)

Raisonnons alors par I’absurde, et supposons que z(7") € Int.A(xg, T). Alors il existe un point
y1 de A(zo,T) qui est sur la demi-droite d’origine z(7") et de direction p(7T'), voir figure [6G.5]
Mais alors : p(T')(y1 — z(T")) > 0, ce qui contredit ([6.6]). Donc z(T") € 0.A(xo,T), et donc u

x(T)

n -

p(T)

FIGURE 6.5 —

est extrémal.

O

Remarque. Si u est extrémal sur [0, 7] alors u est aussi extrémal sur [0, t] pour tout ¢ €
[0, 77, et de plus p(t) est un vecteur normal extérieur a A(zg,t). Cela découle facilement
de la preuve et de la propriété (6.3).

Remarque. Puisque tout controle temps-minimal est extrémal, le théoreme précédent,
qui est le principe du maximum dans le cas linéaire, donne une condition nécessaire
d’optimalité.

Remarque. Si u est un controle temps-minimal joignant en temps 7" une cible M;, ou
M, C R" est convexe, alors on peut de plus choisir le vecteur adjoint pour que le vecteur
p(T) soit unitaire et normal a un hyperplan séparant (au sens large) A(zg, T) et M;.
C’est une condition dite de transversalité, obtenue facilement dans la preuve précédente.

Comme exemple théorique d’application, montrons le résultat suivant.

Proposition 6.5. Considérons dans R"™ le systéeme linéaire autonome &(t) =
Az(t) + Bu(t), ou B € R" et |u(t)] < 1. Supposons que la paire (A, B) satisfait
la condition de Kalman.

1. Si toute valeur propre de A est réelle, alors tout controle extrémal a au plus
n — 1 commutations sur RT.

2. Si toute valeur propre de A a une partie imaginaire non nulle, alors tout
controle extrémal a un nombre infini de commutations sur RT.

PREUVE.
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> Comme le systeme est commndable, le systeme peut s’écrire sous forme équivalente de
Brunovski, et il est alors équivalent a une équation différentielle scalaire d’ordre n de la
forme :
2™ a2 Y 4 far =, Ju] <1

De plus, tout controle extrémal est de la forme wu(t) = signe A(t), ot A(t) est la derniere
coordonnée du vecteur adjoint, qui vérifie 'équation différentielle :

)\(”) _ al)\(”—l) R (_1)"an)\ =0.

En effet le vecteur adjoint vérifie p'(t) = —p(t) A(t).

1. Si toute valeur propre de A est réelle, alors A(t) s’écrit sous la forme :
T
) =D Py,
j=1

ol P; est un polynome de degré inférieur ou égal a n; — 1, et ot A,..., A, sont les
r valeurs propres distinctes de —A, de multiplicités respectives nq,...,n,. Notons que
n =mny + -+ n,. On montre alors facilement, par récurrence, que A(t) admet au plus
n — 1 zéros.

2. Si toute valeur propre de A a une partie imaginaire non nulle, alors, comme précédemment,

on peut écrire :
T

A(t) =D (P;(t) cos Bt + Q;(t) sin B;t)e",
j=1
ou \; = a; + 13, et P;,Q; sont des polynomes réels non nuls. En mettant en facteur
un terme tFe®® de plus haut degré (i.e. dominant), on voit facilement que \(t) a un
nombre infini de zéros.

O

6.3 Exemple : Synthese optimale pour le probleme
de l’oscillateur harmonique

Appliquons la théorie précédente a I’exemple de 'oscillateur harmonique présenté en
introduction, pour ky = 0, et répondons aux deux questions suivantes :

1. Pour toute condition initiale z(0) = x¢, #(0) = yo, existe-t-il une force extérieure
horizontale (un controéle) qui permette d’amener la masse ponctuelle & sa position
d’équilibre z(T") = 0,4(T") = 0 en un temps fini 7'7

2. Si la premiere condition est satisfaite, peut-on de plus déterminer cette force de
maniere a minimiser le temps ?

Enfin, ces deux problemes résolus, nous représenterons dans le plan de phase la tra-
jectoire optimale obtenue.
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6.3.1 Controélabilité du systeme

Le systeme s’écrit :

X = AX+Bu _ - (0 1y 5 (0
X(0) = X, “\-10)7 1)

On a facilement rg(B, AB) = 2, et par ailleurs les valeurs propres de A sont de partie
réelle nulle, donc d’apres le critere de Kalman, le systéeme est controlable a 0, i.e. il existe
des controles tels que les trajectoires associées relient Xy a 0, ce qui répond a la premiere
question.

6.3.2 Interprétation physique

— Si on n’applique aucune force extérieure : © = 0. L’équation du mouvement est :
Z 4+ x = 0. La masse ponctuelle oscille, et ne s’arréte jamais, donc ne parvient pas
a sa position d’équilibre en un temps fini.

— Si on applique certaines forces extérieures, on a tendance a amortir les oscillations.
La théorie prévoit qu’on parvient a stopper 'objet en un temps fini.

6.3.3 Calcul du contréle optimal

D’apres le paragraphe précédent, il existe des controles permettant de relier X, a 0.
On cherche maintenant a le faire en temps minimal. Pour cela, on applique le théoreme
0.4] :

u(t) = signe p(t)B,
ou p(t) € R? est solution de : p = —pA. Posons p = (py, p2). Alors : u(t) = signe py(t), et :
P1 = P2, P2 = —p1, Aol o+ py = 0. Donc po(t) = Acost + psint. En particulier, la durée
entre deux zéros consécutifs de py(t) est exactement 7. Par conséquent le controle optimal
est constant par morceaux sur des intervalles de longueur 7, et prend alternativement les
valeurs +1.

— Siuw = —1, on obtient le systeme différentiel :

{‘b - (6.7)

y=—x—1

—Siu=+1:

y=-—x+1

{i:y (6.8)

La trajectoire optimale finale, reliant X, a 0, sera constituée d’arcs successifs, solutions

de ([@.7) et (6.8).
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Solutions de (6.7]). On obtient facilement (z+ 1)? +y? = cste = R?, donc les courbes
solutions de (67) sont des cercles centrés en © = —1,y = 0, et de période 27 (en fait :
x(t) = =14 Rcost,y(t) = Rsint).

Solutions de (6.8]). On obtient : z(t) = 1+ Rcost, y(t) = Rsint. Les solutions sont
des cercles centrés en x = 1,y = 0, de période 2.

La trajectoire optimale de Xy a 0 doit donc suivre alternativement un arc de cercle
centré en x = —1,y = 0, et un arc de cercle centré en x =1,y = 0.

Quitte a changer ¢ en —t, nous allons raisonner a I’envers, et construire la trajectoire
optimale menant de 0 a X,. Pour cela, nous allons considérer toutes les trajectoires
optimales partant de 0, et nous sélectionnerons celle qui passe par Xj.

C’est en faisant varier p(0) que l'on change de trajectoire optimale : en effet, p(0)
détermine p(t) pour tout t d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ce qui détermine un
controle optimal u(t), et donc une trajectoire optimale.

Prenons des exemples pour commencer a représenter 1’allure des trajectoires optimales
possibles :

— sip1(0) = 1,p2(0) = 0 : alors py(t) = —sint, donc sur |0, 7| on a u(t) = signeps(t) =

—1. La trajectoire optimale correspondante, partant de 0, suit donc pendant un
temps 7 'arc de cercle I'_ solution de (6.7)), passant par 0, voir figure

r.

FIGURE 6.6 —

— si p1(0) = —1,p2(0) = 0 : alors po(t) = sint, donc sur |0, 7] on a u(t) = sgn pa(t) =
+1. La trajectoire optimale correspondante, partant de 0, suit donc pendant un
temps 7 l'arc de cercle I'; solution de (6.8]), passant par 0, voir figure

1 +1
T,

FIGURE 6.7 —
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— Pour tout autre choix de p(0) tel que py(0) > 0, la trajectoire optimale correspon-
dante part de l'origine en suivant I'y jusqu’a ce que ps(t) = 0. Au-dela de ce point,
pa(t) change de signe, donc le contréole commute et prend la valeur —1, pendant une
durée T (i.e. jusqu’a ce que ps(t) change a nouveau de signe). La trajectoire opti-
male doit alors étre solution de (6.7), en partant de ce point de commutation M,

et doit donc suivre un arc de cercle centré en x = —1,y = 0, pendant un temps m
(c¢’est donc un demi-cercle, vu la paramétrisation des courbes de (6.7)), voir figure
)
Y
N |
x ; +
-3 —1 x
ar U
FIGURE 6.8 —

La trajectoire optimale rencontre un deuxieme point de commutation N lorsque a
nouveau py(t) change de signe. On remarque que M et N sont symétriques par rap-
port au point v = —1,y = 0 (en effet ce sont les extrémités d’un demi-cercle centré
en ce point). Le point M appartenant au demi-cercle Iy, le point N appartient au
demi-cercle itmage de I' | par la symétrie par rapport au point x = —1,y = 0 qui est
aussi, comme on le voit facilement, le translaté a gauche de I'_ par la translation
de vecteur (—2,0).

Poursuivons alors notre raisonnement : on se rend compte que les points de commuta-
tion de cette trajectoire optimale partant de 0 sont situés sur la courbe W construite de la
maniere suivante : W est 'union de tous les translatés a gauche de I'_ par la translation
précédente, et aussi de tous les translatés a droite de 'y, voir figure

FIGURE 6.9 — Ensemble W
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Les trajectoires optimales sont alors construites de la maniere suivante : on part de
0 et on suit un morceau de I'y ou I'_, jusqu’a un premier point de commutation. Si par
exemple on était sur I',, alors partant de ce point on suit un arc de cercle centré en
xr = —1,y =0, au-dessus de W, jusqu'a ce qu’on rencontre . De ce deuxieme point de
commutation, on suit un arc de cercle centré en z = +1,y = 0 jusqu’a rencontrer W en
un troisieme point de commutation, etc, voir figure [6.10

FIGURE 6.10 —

On est maintenant en mesure de répondre a la deuxieme question, du moins graphi-
quement : le but est de relier 0 et Xy par une trajectoire optimale. La théorie prévoit
qu’on peut effectivement le faire. Une trajectoire partant de 0 est, comme on vient de le
voir ci-dessus, déterminée par deux choix :

1. partant de 0, on peut suivre un morceau de I'; ou de I'_.
2. il faut choisir le premier point de commutation.

Si maintenant on se donne un point Xy = (g, yo) du plan de phase, on peut déterminer
graphiquement ces deux choix, et obtenir un tracé de la trajectoire optimale, voir figure
[6.11] Dans la pratique il suffit d’inverser le temps, i.e. de partir du point final et d’atteindre
le point initial.
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FIGURE 6.11 — Synthese optimale
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Chapitre 7

Controle optimal non-lineaire

Dans le chapitre suivant, nous allons énoncer une forme générale du Principe du
Maximum de Pontryagin (en bref PMP) dans le cas non linéaire. Ce théoréme constitue
I'instrument fondamental pour calculer les trajectoires optimales. Nous 'appliquerons
ensuite a deux classes de problemes : le probleme sous-rimaniennien et le probleme de
temps minimal pour des systemes commandés affines avec controles bornés.

7.1 Enoncé général du Principe du maxminum de
Pontryagin
On considere le systeme commandé défini sur R” comme suit :

#(t) = f(x(t), u(t)), (7.1)

ou f : R" x R™ — R" est de classe C* et ou les controles sont des applications
mesurables, bornées, définies sur un intervalle de Rt et & valeurs dans U € R™. On note
U l'ensemble des controles admissibles v dont les trajectoires associées relient un point
initial de zy a un point final de x;.

Par ailleurs on définit C'(¢, u), le coit d’un controéle u sur [0, ¢], par :

C(t,u):/o fO(x(s), u(s))ds.

o fO:R" x R™ — R est O, et z(-) est la trajectoire solution de (Z.)) associée au
controle u.

On considere le probleme de controle optimal suivant : déterminer une trajectoire
reliant xg a x; et minimisant le cout C'. Le temps final peut étre fixé ou non. Si une telle
trajectoire existe, on dira qu’elle est optimale et que le controle associé 1'est aussi.

Théoréme 7.1 (Principe du maximum de Pontryagin (PMP)). Si le contréle u € U
associé a la trajectoire x(-) est optimal sur [0,T], alors il existe une application p(-) :
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[0, T] — R™ lipschitzienne appelée vecteur adjoint (ou covecteur), et un réel p° < 0, tels
que le couple (p(+),p°) est non trivial, et tels que les équations suivantes sont vérifiées
pour presque tout t € [0,T] :
w(t) =G (x(t),p(t), " u(t)), (7.2)
p(t) = =G (x(t), p(t), p°, ult)), (7.3)

ou H(x,p,p°u)=p- f(t,z,u) +p°fO(t, x,u) est I’'Hamiltonien du systéme.
De plus, on a la condition de maximisation suivante, vraie presque partout sur [0,T] :

H(x(t), p(t), ", u(t)) = max H(x(t), p(t), p", v). (7.4)
Enfin,
H(z(t), p(t), p°, u(t)) = const, (7.5)

et cette constante est nulle si le temps final pour joindre la cible x1 n’est pas fixé.

Il faut remarquer que le covecteur p est un vecteur ligne.

Remarque. Dans le cas ou U = R™, i.e. lorsqu’il n’y a pas de contrainte sur le controle, la
condition de maximum ([C.4]) peut étre remplacée par la condition plus faible %—Z =0. On
parle alors de principe du maximum faible. Voir le paragraphe [[4l Par ailleurs, le lecteur
attentif de ce cours aura noté que, dans le cas de la commande LQ, les deux versions du
PMP sont équivalentes.

Remarque. Il est important de remarquer que le PMP n’est qu'une condition nécessaire
d’optimalité. Cela signifie pour obtenir en pratique les trajectoires optimales on doit
d’abord montrer I'existence de ces trajectoires puis appliquer le PMP.

Définition 7.1. Une trajectoire extrémale du probleme de controle optimal est un so-
lution des équations ((L.2)) et (Z4]). Si po = 0, on dit que l'extrémale est anormale, et si
p° # 0 lextrémale est dite normale.

Remarque. Dans le cas général et contrairement au cas linéaire, I’équation différentielle
pour le covecteur dépend de la trajectoire. Appliquer le le PMP s’avere donc plus com-
pliqué.

7.2 Le probleme sous-riemannien

Une classe importante de problemes de controle optimal est celle des problemes sous-
riemanniens, c’est-a-dire que la dynamique et le cotut sont respectivement linéaire et
quadratique par rapport a la commande. De plus, on suppose que le cout ne dépend que
de la commande,

i = Zu Fy(x), /0 > wi(t)?dt, w(0) =z, x(T) =1 (7.6)
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lci, z € R, F; (i = 1,...m) sont des champs de vecteurs réguliers, m > 2 et le temps
final T" est fixé.
On a alors,

H(z,p,p° u) ZuzpF +pOZu

Dans de nombreuses applications intéressantes, il est possible de prouver qu’il n'y a
pas d’extréemales anormales et dans la suite de ce paragraphe, nous le supposerons. On
peut alors normaliser I'Hamiltonien en choisissant p° = 1/2. D’apres la condition de
maximalité, on a

(000 1/2. () = 0

et on en déduit u;(t) = p(t) - F;(t). En définissant H(z,p) := H(z,p,1/2,p - Fi(x)) =
%Zznzl (p . Fi(a:))Z, on obtient les équations hamiltoniennes suivantes,

w(t) =G (@), p(t),p° u(t) = G (x(t), p(t)) (7.7)
p(t) = =G0 (x(t),p(t), p°, ult)) = =G5 (x(t), p(t)). (7.8)

Une conséquence tres importante des équations précédentes est que les trajectoires extrémales
(et donc les trajectoires optimales lorsqu’elles existent) sont de classe C'*.

Remarquons aussi que H(z(t),p(t)) = > -, (ul(t))2 est une constante du mouvement.

Remarque. Soit (x(-), p(+)) une solution de (1), (Z.8)), correspondant aux controles (u;(+))1<i<m,
telle que z(0) = xg, x(T) = x1 et H(z(t),p(t)) = B > 0. Alors, pour tout a > 0, la
paire (z(t),p(t)) := (z(at), ap(at)) est encore solution de (1), (L8], correspondant a
(qu;(-))1<icm avec z(0) = zg, 2(T/a) = z; et H(z(t),p(t)) = o?B > 0. En d’autres
termes, la ligne de niveau de I’'Hamiltonien est déterminée par le temps final T" pour
lequel la cible est atteinte.

7.3 Temps minimum pour un systeme affine bidi-
mensionnel

Dans ce paragraphe, nous allons présenter la théorie du temps minimum pour les
systemes commandés affines en la commande et définis sur R? :

i=F(r)+uG(x), v €R? |ul<1. (7.9)

Il s’agit d’atteindre chaque point du plan en temps minimum en partant de l'origine.
Dans ce cas, ’'Hamiltonien prend une forme particulierement simple H(z,p, p°,u) =
p- F(x)+up-G(z) + p°. En appliquant le PMP, on obtient donc :

() p(t) = —p@) - (VF +u(t)VG)(2(1)),
(i) p(t) - F(x(t)) +u(t) p(t) - G(z(t)) + p" = 0,
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(iii) w(t) p(t) - G(x(t)) = maxyei—1,y v p(t) - G(z(t)).

D’une maniere analogue au cas des systemes linéaires, nous allons définir la fonction
de commutation.

Définition 7.2. (fonction de commutation) Soit (z(-),p(-)) : [0,7] — R? x R?
une trajectoire extrémale avec le covecteur correspondant. La fonction de commutation
associée est définie par ¢(-) := p(-) - G(z(-). Notons que ¢(-) est absolument continue.

Le lemme suivant est une conséquence facile des équations du PMP.

Lemme 7.2. Soit (x(-),p(+)) : [0, 7] = R*xR? une trajectoire extrémale avec le covecteur
correspondant et ¢(-) la fonction de commutation associée. Si ¢ n’a que des zéros isolés,
alors u(t) = sgn(¢(t)) dans [0, 7].

Définition 7.3. (Trajectoire bang-bang et trajectoire singuliére) Une trajectoire
qui satisfait les hypotheses du lemme précédent est appelée une trajectoire bang-bang.

A Popposé, on dira qu'une trajectoire extrémale est singuliére sur [tq,ts] si la fonction
de commutation associée est identiquement nulle sur [¢y, ts].

Comme ¢ est absolument continue, on peut toujours la dériver. On a alors :

Lemme 7.3. Soit (z(-),p(-)) : [0, 7] — R? X R? une trajectoire extrémale avec son covec-
teur correspondant et ¢(-) la fonction de commutation associée. Alors ¢(-) est de classe
C! et '

¢(t) = p(t) - [F, G(=(1)).

PREUVE.

> En utilisant le PMP, on a pour presque tout t :

1) = () Can) = 51) - Gla) +p- ClD)
= —p()(VF +u(t)VG)((t)) - Gla(t) +p- VG (@(D)(F + u(t)G) (1))
— p(t) - [, G)(x(t)). (7.10)

O
L’étape suivante consiste a déterminer quand le controle change de signe ou peut
prendre des valeurs en | — 1, +1[.

7.3.1 Trajectoires singulieres et détermination des commuta-
tions

Afin de déterminer les trajectoires singulieres ainsi que les commutations, on définit
Aa(-) et Ag(+), les fonctions suivantes :
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. — a1
—— 8,0

FIGURE : Possible commutations dans les composantes connexes de R?\ (A;'(0) U
AZ'(0)) en relation avec le signe defs, et un exemple de trajectoire extrémale contenant
un arc singulier.

Ayx(x) = det(F(z),G(z)) = Fi(x)Ge(x) — Fy(z)Gy(x), (7.11)
Ag(x) = det(G(x),[F,G|(z)) = Gi(x)[F, Glao(x) — Go(x)[F, Gl (x). (7.12)

L’ensemble des zéros de ces fonctions A*(0), Az'(0), sont respectivement 1’ensemble
des points ou F et GG sont paralleles et 'ensemble des points ou G est parallele a [F, G].
Comme on va le voir, ces lieux sont cruciaux pour ce qui est de la construction des
trajectoires optimales. En effet, en supposant que ces lieux sont inclus dans des courbes
lisses, on montre que

~ dans chaque composante connexe de R?\ (A3'(0) U AZ'(0)), toute trajectoire
extrémale est bang-bang avec au plus une commutation. De plus, le controle com-
mute de —1 to +1si fg:= —Ap\As >0et de +1to —1si fg <O0;

— le support des trajectoires singulieres est contenu dans 'ensemble AZ'(0). (Remar-
quons que l'on ne sait rien encore sur les valeurs prises par le controle le long d'une
trajectoire singuliere.)

Afin de se convaincre des résultats précédents, on commence par étudier ce qui se passe
sur R2\ (A'(0) U A5'(0)). Pour cela, on considere la définition suivante.

Définition 7.4. Les points de R?\ (A'(0) U A5'(0)) sont appelés points ordinaires.
En un tel point, F'(z) et G(z) sont linéairement indépendants et on définit les fonc-
tions scalaires fg et gg comme les coefficients de la combinaison linéaire [F)G](zx) =

fs()F(x) + gs(2)G ().

On a alors :
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Lemme 7.4. En un point ordinaire x,

fslw) = =220 (7.13)

PREUVE.

> Par un simple calcul,

Ap(z) = det (G(x),[F,G](z)) = det(G(2), fs(2)F(x) + g5(x)G(x))
= fs(x)det (G(x),F(x)) = —fs(z)A4(x).
U
Sur R\ (A'(0) U AZ'(0)), la structure des trajectoires optimales est simple :

Théoréme 7.5. Soit Q un ouvert de R?\ (A,'(0) U A (0)). Alors, toute trajectoire
extrémale x(.) du systéme commandé (7.9) contenue dans Q est bang-bang avec au plus
une commutation. De plus, si fs > 0 (resp. fs < 0) sur ), alors la commande associée
a x(.) est ou bien constante égale a 1, ou —1, ou bien commute de —1 a 1 (resp. de 1 a

1)

PREUVE.

>> On ne traitera que le cas ou fg > 0 sur (2, 'autre cas étant similaire. Soit (z(-),p(-)) une
trajectoire extrémale avec le covecteur correspondant telle que z(+) est contenue dans Q. Soit
un temps ¢ tel que p(t) - G(x(t)) = 0. Alors, on a

o) = p(f) - [F, G)(x(T)) = p(T) - (fF + gG)(x(T)) = f(x(D) p(E) - F(x(D)).

D’aprés le PMP, on obtient que p(£) - F(x(£)) > 0. Cela implique que ¢ > 0, puisque F(z(#))
et G(x(t)) sont linéairement indépendants. Cela prouve que ¢ a au plus un seul zéro et on
conclue.
U
Enfin, le résultat annoncé sur les trajectoires singulieres est une conséquence du lemme
suivant.

Lemme 7.6. Soit (z(-),p(+)) une trajectoire extrémale avec le covecteur correspondant

et ¢(-) la fonction de commutation associée. Supposons que ¢(t) = 0 sur |a,b]. Alors,
z([a, b)) € AZ(0).

PREUVE.

> Comme ¢(t) = p(t) - G(z(t)) = 0 et ¢(t) = p(t) - [F,G)(z(t)) = 0, il résulte que G est
parallele a [F, G] le long de z(.) sur [a,b]. On conclue.
O
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7.4 Principe du maximum de Pontryagin faible

Dans cette section, nous prouvons le Principe du maximum de Pontryagin faible,
c’est-a-dire :

Théoréme 7.7 (Principe du maximum de Pontryagin faible). On considere le systéme
de controle optimal :

z(t) = f(z(t),u(t)),, z0)=mzy, x(T)=uzy, T fixé (7.14)
/0 f2(z(s),u(s))ds — min (7.15)

ot f, fo : R" x R™ — R"™ sont de classe C* et ou les controles sont des applications
mesurables et bornés définies sur un intervalle de RY et a valeurs dans R™.

Si le contrdle u(-) associé a la trajectoire x(-) est optimal sur [0,T], alors il existe une
application p(+) : [0,T] — R™ absolument continue, et un réel p° < 0, tels que le couple
(p(+), ") est non trivial, et tels que les équations suivantes sont vérifiées pour presque
tout t € [0, T :

(1) = S (a(t) p0). 8", ult). (7.16)
5(0) =~ a(0), (1) 1, u(0), (7.17)
O (1), plt). (1) = 0 (718)

OIL\L H('r?p’pO’u):p.f<t7x7u>+p0fo<t7x7u>'

Dans ce but, il faut introduire le concept d’application entrée-sortie et de controles
singuliers.

Considérons de nouveau le systeme de controle général :

#(t) = f(x(t), u(t)), (7.19)

ou f est une application de classe C* de R™*™ dans R", et ou les controles sont des
applications mesurables et bornés définies sur un intervalle de R™ et & valeurs dans R™.

Définition 7.5. Soit 7' > 0. L’application entrée-sortie en temps I' du systeme controlé
(7-19) initialisé a 0 est application :

U — R"

Er: u — z(T)

ou U est ’ensemble des contrioles admissibles, i.e. 'ensemble de controles u tels que la
trajectoire associée est bien définie sur [0, T].

Autrement dit, I’application entrée-sortie en temps 7' associe a un controle u le point
final de la trajectoire associée a u. Une question importante en théorie du controle est
d’étudier cette application en décrivant son image, ses singularités, etc.
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7.4.1 Régularité de I’application entrée-sortie

En toute généralité on a le résultat suivant :

Proposition 7.8. Considérons le systeme (7.19) ot f est CP, p > 1, et soit U C
L>([0,T],R™) le domaine de définition de Er, c’est-a-dire I’ensemble des controles dont
la trajectoire associée est bien définie sur [0,T]. AlorsU est un ouvert de L>([0,T], R™),
et BEr est CP au sens L.

De plus la différentielle (au sens de Fréchet) de Er en un point w € U est donnée par
le systeme linéarisé en u de la maniére suivante. Posons, pour tout t € [0,T] :

A0 = L, u0) . B = 2w, u(e).

Le systeme de controle linéaire :
Yu(t) = A(t)yu(t) + B(t)v(t)
Y(0) =0

est appelé systeme linéarisé le long de la trajectoire z(.). La différentielle de Fréchet de
Er en u est alors Uapplication dEr(u) telle que, pour tout v € L*([0,T],R™) :

dEr(u).v = y,(T) = ]\4(T)/0 M~(s)B(s)v(s)ds (7.20)

oty M est la résolvante du systéme linéarisé, i.e. la solution matricielle de : M =
AM, M(0) = 1d.

Démonstration. Pour la démonstration du fait que U est ouvert, voir par exemple le livre
de Sontag. Par hypothese u(-) et sa trajectoire associée x(.,xo, u) sont définis sur [0, 7.
L’ensemble des controles étant les applications mesurables et bornées muni de la norme
L, Tapplication Er est de classe C? sur un voisinage de u(-) en vertu des théoremes de
dépendance par rapport a un parametre. Exprimons sa différentielle au sens de Fréchet.
On note z(-) + dz(+) la trajectoire associée a u(-) + du(-), issue en t = 0 de zy. Par un
développement de Taylor, on obtient :

@ ot 80)(t) = falt) + 6x(0),

dt
= f(x(t),u(t)) +
+ o(0x(t), ou(t)
Comme x(t) = f(z(t),u(t)), on a donc :

of of
(593)( ) = 5, (@), u(®))ox(t) + = (x(t), u(t))du(t) + o(0x(t), du(t)).
Par ailleurs on a aussi z(0) + dz(0) = xy = x(0), donc 6x(0) = 0.
En ne retenant que les termes du premier ordre (c-a-d en négligeant le ”0”), on obtient
le résultat. O

) +du(t))

af

u(t

of
5 E(0, u(®)ox(t) + = (x(t), u(t))du(t)
)-
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Définition 7.6. Soit u(.) un controle défini sur [0, 7] tel que sa trajectoire associée x(.)
issue de x(0) = x est définie sur [0, 7]. On dit que le controle u(.) (ou la trajectoire z(.))
est singulier sur [0, 7] si la différentielle de Fréchet dE7(u) de application entrée-sortie
au point u n’est pas surjective. Sinon on dit qu’il est régulier.

Proposition 7.9. Soient xg et T' fixés. Si u est un controle réqulier, alors Er est ouverte
dans un voisinage de u.

PREUVE.

> Par hypothese, il existe n controles v; tels que dEp(u).v; = e; ou (eq,...,e,) est la base
canonique de R™. On considere 'application :

A,y ) ER" — Ep(u+ Z)\wi).
i=1

Par construction, c’est un difféomorphisme local, et le résultat s’ensuit.
O
Autrement dit, en un point z; atteignable en temps 1" depuis x( par une trajectoire
réguliere (), 'ensemble accessible A(T', x¢) est localement ouvert, i.e. est un voisinage
du point x;. En particulier cela implique que le systeme est localement controlable autour
du point z7. On parle aussi de contrélabilité le long de la trajectoire z(-). Ainsi :

Proposition 7.10. Siu est un contréle régulier sur [0,T], alors le systéme est localement
controlable le long de la trajectoire associée a ce controle.

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 7.11. Soit u(.) un contréle défini sur [0, T) tel que sa trajectoire associée x(.)
issue de x(0) = xq est définie sur [0,T] et vérifie au temps T :

z(T) € 0A(T, x).

Alors le controle u est singulier sur [0,T].

7.4.2 Caractérisation hamiltonienne des controdles singuliers

Définition 7.7. Le Hamiltonien du systeme (Z.19) est la fonction :

H:R"x (R*\ {0}) xR™* — R
(z,p,u) = H(z,p,u) =p- f(2,u).

Proposition 7.12. Soit w un contréle singulier sur [0,T], et soit x(-) la trajectoire sin-
guliére associée. Alors il existe une application absolument continue p : [0, T] — R™\{0},
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appelée vecteur adjoint, telle que les équations suivantes sont vérifiées pour presque tout
tel0,T] :

(t) = G (o(0) p(0) (), (.21)
(1) =~ (a(0), p(0), (), (7.22)
w0, p(0),u(0)) =0, (7.29

ou H est le hamiltonien du systéme.

L’équation (L23]) est appelée équation de contrainte. Il faut remaquer que p(t) # 0
pour tout ¢ € [0, 7.

PREUVE.

> Par définition, le couple (z,u) est singulier sur [0,7] si dE7(u) n’est pas surjective. Donc
il existe un vecteur ligne 1) € R™\ {0} tel que pour tout controle v dans L on ait :

T
Y. dEp(u).v = 1/)/0 M(TYM~Y(s)B(s)v(s)ds =0

Par conséquent :
YM(T)M~*(s)B(s) =0 p.p. sur [0,T].

On pose p(t) = yM(T)M~L(t) pour tout t € [0,T]. C’est un vecteur ligne de R™ \ {0}, et
p(T) = 1. On a par dérivation :

En introduisant le Hamiltonien H(x,p,u) = p- f(z,u), on obtient :

Fla(t) u(t)) = %ff( (1) (), (1),
et
02 w(0),u(1) = 2 1) (1) (1)
La derniere relation vient de p(t)B(t) = 0 car B( )= af( (t),u(t))
U
7.4.3 Démonstration du Théoréme [7.7]
Associons au systeme ([Z14), (ZI5) le systeme augmenté suivant :
(1) = F(a(0), (1) -

i(t) = fO(x(t), u(t)),



7.4 Principe du maximum de Pontryagin faible 145

et notons 7 = (z,2°), f = (f, f°). Le probléme revient donc a chercher une trajectoire
solution de (T24)) joignant les points Zo = (x0,0) et #; = (z1,2°(T)), et minimisant la
derniere coordonnée z°(T).

L’ensemble des états accessibles & partir de Z, pour le systeme (Z24) est A(Zg, T) =
Uz(T, zo, u).
u(-)

Le lemme crucial est alors le suivant.

Lemme 7.13. Si le contrile u associé au systéme de controle (7.14) est optimal pour le
cout (7.13), alors il est singulier sur [0,T] pour le systéme augmenté (7.24).

PREUVE.

> Notons Z la trajectoire associée, solution du systéme augmenté (.24]), issue de o = (xg,0).
Le contrdle u étant optimal pour le cout (ZIH), il en résulte que le point Z(7T') appartient a
la frontiere de ’ensemble A(T, Zo), voir figure [[.Il En effet sinon, il existerait un voisinage
du point #(T) = (z1,2°(T)) dans A(T,Z) contenant un point §(7T") solution du systéme
(C24)) et tel que l'on ait y(T) < 2°(T), ce qui contredirait 'optimalité du controle u. Par
conséquent, d’apres la proposition [7.9] le controle u est un controle singulier pour le systeme

augmenté (T.24]) sur [0, 7.
U

x(T)

FIGURE 7.1 — Ensemble accessible augmenté.

Dans la situation du lemme, d’apres la proposition [[L12] il existe une application
p:[0,T] — R\ {0} telle que (7, p, @) soit solution du systéme hamiltonien :

i) = %—?(f(tm(t),u(t», (1) = 22 @0, 1), (), (7.25)
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L0, (0), u(1) = 0 (7.26)
ott H(Z,p,u) =p- f(t, & u).
En écrivant p = (p,p°) € (R™ x R) \ {0}, ou p° est appelée variable duale du cofit, on
obtient :
0
(papo) = _(p7p0)
o
ox
Or H =j- f(x,u) =pf +p°f°, donc :
oH 0 of°
OH _ o _ 0f | o0f

ou O_pau p ou’

et donc p°(t) = 0, c’est-a-dire p°(¢) est constant sur [0,7]. Comme le vecteur p(t) est
défini & scalaire multiplicatif pres, on choisit p° < 0. Le théoreme est démontré.
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