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Vorlesung 16

16.1 Hilbertrdume und Sobobolevriaume

Fiir die Theorie gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen ist folgende Klasse von Sobolevraumen
von besonderer Wichtigkeit:

Satz. Der Sobolevraum H™2(Y) ist ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt

(foy= > /DaD%d:c.

0<]a|<m g

Das hier tatsichlich ein Skalarprodukt vorliegt, iiberlassen wir als Ubung dem Leser. Jedenfalls kénnen wir
nun die ,Linge“ einer Funktion f € H™?2(2) wie folgt berechnen

I £l zzme20) = /(D“f)2 dz .
Q
16.2 Zwei Anwendungen

Zunéchst betrachten wir Q € R! und m = 1. Dann ist
Ga= 3 [puprgde= [(o+ )i
0<|a|<1 Q

Dazu folgendes Beispiel: Gegeben sei eine Losung f € C2([0,1]) der gewohnlichen Differentialgleichung
"= f=0in Q =10,1] zusammen mit den Randbedingungen f(0) = f(1) = 0. Angenommen, es ist f # 0.
Dann multiplizieren wir die Gleichung mit f durch und erhalten ff” = f2. Wir integrieren und wenden die

Regel der partiellen Integration an:
1 1 o 1 1
[rao=[prran=sr|" - [rrae—- [
0 0 o0 0 0
1

1120, = /(f2 + f*)dx = 0.

0

bzw.

Das kann aber nur fiir f = 0 richtig sein. Widerspruch! Damit haben wir einen Spezialfall des folgenden
Maximumprinzips fiir Randwertproblemen zu gewohnlichen Differentialgleichungen gezeigt:

Proposition. Es sei f € C?([a,b]) eine Lisung des linearen, inhomogenen Randwertproblems

LIf] = p@)f' (@) +q(@)f(z) = R(z), f(a) =m, f(b)=n2

mit Funktionen p,q € C*([a,b]) und einer rechten Seite R € C*([a,b]). Es sei ¢ <0 in [a,b]. Dann gelten
folgende Aussagen:

(i) Ist L[f] > 0, und besitzt f ein inneres Mazimum, so gilt f = const.
(i) Ist L[f] <0, und besitzt f ein inneres Minimum, so gilt f = const.
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Insbesondere ist die Losung f eindeutig, d.h. gibt es zwei Losungen f und g von
LIfl=R, fla)=m, f(b)=n2,
Llgl =R, gla)=m, g(b) =n2,
folgt notwendig f = g.
Beweise hierzu finden sich sicherlich in jedem besseren Lehrbuch oder auch in

e Frohlich, S.: Remark’s on Nitsche’s functional: The rotationally symmetric case. arXiv, math/0409448,
September 2004.

Seien nun Q C R? und m = 1, dann ist

(f,g) = /D(O’O)fD(O’O)gd:vdy—i-/D(l’o)fD(l’O)gdacy—i-/D(O’l)fD(O’l)gd:vdy
Q Q Q

- / fgdady + / (Foge + fu0y) dudy = / fgdady + / Vf - Vgdudy
Q Q Q

Q

mit dem Euklidischen Gradienten Vf = (fy, fy). Wir betrachten als Beispiel das zum Laplaceoperator
Af = fzx + fyy gehorige Eigenwertproblem

—Af=Af inQ, f=0 aufdQ.

Existiert zu reellem A € R ein f € C?(Q2), welches dieser Eigenwertaufgabe geniigt, so heifit dieses f
Eigenfunktion zum Figenwert A. Angenommen, es sei f # 0. Wir multiplizieren die Gleichung wieder mit f
durch und erhalten — fAf = \f2. Integration unter Anwendung des Gauflschen Integralsatzes liefert

A/de:cdy:—/fAfdxdy:/Vf-Vfdxdy—/fo-uds:/|Vf|2d:cdy
Q

Q Q o0 Q

mit dem Euklidischen Gradienten V f = (fs, fy) und dem &ufleren Einheitsnormalenvektor v an den Rand
0f). Beachte, dass dazu dieser Rand auch hinreichend glatt sein muss, um iiberhaupt die Existenz eines
solchen v zu garantieren! Unter der Voraussetzung f # 0 konnen wir nach A umstellen:

[ 191 dzay
A=t
/f2 dxdy

Q

Die rechte bezeichnet man als den Rayleighquotienten PR(f). Von physikalischer Bedeutung ist nun die
Losung des Variationsproblems
A= inf  fR(f).
1= e (f)
Dazu geht man wie folgt vor:

1. Zunéchst formuliert man das Problem im Hilbertraum H'2(Q). Dass unsere Formulierung die Ei-
genwertaufgabe nicht dndert, ist begriindet durch den Satz von Meyers und Serrin, wonach C*°(2) N
H™2(Q) dicht ist in H™P?(Q) fiir 1 < p < co. Wir werden diesen Satz im Anschluss angehen. Der Leser
moge sich Gedanken dariiber machen, wie man aber die Randwerte im schwachen Sinne formulieren
nuss.

2. Da nun der Rayleighquotient nach unten sowie nach oben (durch Einschréinkung auf eine geeignete
Teilmenge von zuldssigen Funktionen) beschrinkt ist, konnen wir nach dem Hilbertschen Auswahl-
satz eine im H12(£2)-Sinn schwach konvergente Teilfolge auswihlen, welche gegen ein f* € H%2(Q)
konvergiert mit
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3. Nun benétigt man Ergebnisse der Theorie elliptischer, partieller Differentialgleichungen: Zunéchst ist
nach dem Weylschen Lemma f € C§°(f2), d.h. die gesuchte Grenzfunktion ist tatséichlich beliebig
reguldr im klassischen Sinn. Nach dem Maximumprinzip fiir den Laplaceoperator ist sie im Innern von
Q frei von Nullstellen und sogar eindeutig, d.h. wir kénnen 0.B.d.A. f > 0 in Innern wéhlen.

4. Ist man nun im Besitz der Eigenfunktion f; zum Eigenwert A\; > 0, bildet man den zu f; orthogonalen
Unterraum U = fi* und stellt das Eigenwertproblem in diesem Raum erneut. Es ergeben sich ein zwei-
ter Eigenwert Ay > Ay sowie Eigenfunktionen f; L f1 zu diesem Eigenwert. Das Eigenwertproblem
muss nun nicht mehr eindeutig losbar sein, d.h. die Vielfachheit des zweiten Figenwertes Ag ist u.U.
grofer als 1, und die Eigenfunktion kénnen auch Nullstellen im Innern von 2 aufweisen, sogenannte
nodal domains. Dieses Verfahren stammt von Courant und heisst Mini-Max-Prinzip.

Beispielsweise sind die Besselschen Funktionen die Eigenfunktionen das Laplaceoperators auf der Einheits-
kreisscheibe. Hierzu stellt man den Laplaceoperator in Polarkoordinaten dar, und mit einem Separations-
ansatz wird man auf eine Besselsche Differentialgleichung gefiihrt. Es bleibt noch zu erwéhnen, dass die so
konstruierten Eigenfunktionen, in diesem Beispiel also die Besselschen Funktionen, ein vollstdndiges Ortho-
normalsystem im Hilbertraum darstellen. Jede Funktion aus diesem Raum kann man also in Termen dieser
Eigenfunktion entwickeln.

Fiir ein eingehenderes Studium verweisen wir insbesondere auf

e Courant, R.; Hilbert, D.: Mathematische Methoden der Physik. Springer Verlag.

e Sommerfeld, A.: Partielle Differentialgleichungen der Physik. Vorlesungen iiber Theoretische Physik,
Band 6, Verlag Harri Deutsch.

16.3 Vorbereitungen zum Satz von Meyers und Serrin

Wir benéttigen mal wieder den Mollifier K bzw. K. aus Abschnitt 15.1. Da dieser auf Kurt Otto Fried-
richs zuriick gehende mollifier in der Analysis von herausragender Bedeutung ist, wollen wir einige seiner
wichtigsten Eigenschaften noch einmal wiederholen.

Hilfssatz. (Kurt Otto Friedrichs)
Sei 1 < p < co. Jeder Funktion f € LP(2) und jedem € > 0 ordnen wir ihre Abglittung

felw) = 1/K($;y)f<y>dy7 zeq,

en
Q

zu. Dann ist die Abbildung f — f. linear von LP(R™) in LP(R™), und es gilt
I fellor) < I fllzrq)  fir allee >0, f e LP(S).

Beweis. Die Ausfithrung des Beweis iiberlassen wir dem Studenten als Ubung. Im Fall n = 1 wurde er in
Matthias’ Zusatzvorlesung bereits bewiesen. O

Hilfssatz. (Kurt Otto Friedrichs)
Es gelten folgende Aussagen:

1. Fiir f € CQ(Q) ist

sup |f(z) = fe(z)| — 0 fire — 0.
TER™

2. Fir f € LP(Q) mit 1 < p < oo ist
Ilf = fellLey — 0 fiire — 0.
Beweis. Auch fiir dieses Resultat wollen wir auf Matthias’ Ausarbeitung verweisen. O

Detaillierte Beweise fiir die zwei Hilfssdtze im Falle €2 € R™ finden sich in

e Sauvigny, F.: Partielle Differentialgleichungen der Geometrie und Physik. Band II, Kapitel X, Springer
Verlag, 2005.
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Wir wollen nun die Vertauschbarkeit von schwacher Differentiation und Glattungsoperation beweisen.

Hilfssatz. (Kurt Otto Friedrichs)
Sei f € H™P(Q) durch f = 0 auf R™\Q fortgesetzt. Fiire > 0 bezeichne wieder f. € C*°(Q) die regularisierte
Funktion. Dann gilt fir alle Multiindizes o mit |a| < m und alle 0 < & < dist (z,R™ \ Q) die Identitit

D%f.(z) = (D%f)e(x) fir alle x € Q.

Beweis. Zur besseren Verdeutlichung bezeichnen wir die (schwache) Ableitung bez.  mit Dg. Dann be-
rechnen wir

D3fe) = o [ per (T2Y) sy = 0 L [ (222 sway

e™ € g™ €
]R'n.

1 T — o o
K( - y) Dy f(y)dy = (D°f): ().
Das war zu zeigen. o

16.4 Der Satz von Meyers und Serrin

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieser Vorlesung.
Satz. Firl <p < oo liegt der lineare Teilraum C*°(Q2) N H™P(Q)) dicht im Raum H™P(Q).

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, wollen wir dessen Inhalt mit einigen Bemerkungen verdeutli-
chen: Zunichst gilt folgende Inklusion

cmP(Q) ¢ H™P(Q) ¢ LP(Q).

Der Raum C™P(Q) ist bez. der H™P()-Norm nicht abgeschlossen. Nach dem Satz von Meyers-Serrin
konnen wir aber H™P(Q) gerade als die Vervollstdandigung von C™?(§2) unter dieser Sobolevnorm ansehen.
Die partiellen Ableitungen kénnen als stetige Operatoren auf diesen Sobolevriumen fortgesetzt werden zu
den uns bekannten schwachen Ableitungen.

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes.

Beweis. (Sauvigny [15], Beweis zu Satz 4 aus Kapitel X, Paragraph 1)
Wir wéhlen offene Mengen 2; C R", 7 =0,1,2,..., mit

@CﬂoCﬂlCQQC...CQ und Q_jCQj+1,

so dass gilt
Q; = Q.

s

1

J

Weiter sei ¢; € C3°(Q2) eine dem Mengensystem {€2;11 \ ©;_1};=1,2,.. untergeordnete Zerlegung der Eins,
d.h. es seien

supp; C Q41 \ Q-1 und Zz/}j(x) =1, zel.
j=1

Zu vorgegebenem € > 0 wihlen wir nun €; > 0, so dass ¢; < dist (©;41,09) sowie nach den Hilfsséitzen
des vorigen Paragraphens (insbesondere benétigen wir die Vertauschung schwacher Ableitungen mit der
Abglittung nach Friedrich)

H(wjf)aj - (Q/ij)HHme(Q) < 2%
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Nun gelten

Mg

g9(x) =) _(if)e;(x) € CF(Q)

1

J

sowie

Mg

lg = flleme) = Z(UJ fe;
j=1

bzw. zusammen mit unserer Wahl der €; > 0

wh| <@ - w

— Hmp(Q)
J Hmp(Q) 7

s 19
lg — fllzme @) SXEZ_J:
=

Da f € H™P(Q), folgt auch g € H™P(Q). Das war zu zeigen. O

16.5 Bemerkungen zu schwachen Randdaten

Wir wollen diese Vorlesung beschlieSen mit einer Bemerkung zu den Randwerten von Sobolevfunktionen: Es
sei angenommen, dass 9§ wenigstens eine C''-reguliire Hyperfliiche im R™ ist. Dann kann man zeigen, dass
sogar C°°(Q) dicht in H™P(Q) liegt. Allerdings ist C§°(Q2) nur im Falle m = 0 dicht in H™P(Q) = LP(Q).
Fiir m > 0 muss man sich auf schwachen Randdaten einlassen:

Satz. (Spursatz)
Sei Q C R™ offen und beschrinkt mit Lipschitzreguldrem Rand, und sei 1 < p < co. Dann gibt es genau eine
stetige Abbildung

S: HYY — [P(0Q),

den sogenannten Spuroperator, so dass
S(u) =u ‘BQ fiir w e HY? 0 C°(Q).
Es heiffen S(u) die Spurwerte oder schwachen Randwerte von u auf 05).
Einen Beweis hierfiir findet man in Kapitel 6, Abschnitt 6.6 aus
o Alt, HW.: Lineare Funktionalanalysis. Springer-Verlag, 2006
Dieser Spursatz ermoglicht auch eine schwache Variante des Gauflschen Integralsatzes:

Satz. Es sei @ C R™ offen und beschrinkt mit Lipschitzrequlirem Rand. Ist f € HY1(Q), so gilt fiir

i1=1,....n
/Dfdx—/fyzds

o0

mit der i-ten Komponente des dufleren Einheitsnormalenvektors v an den Rand 0$). Ferner bezeichnen dx
das n-dimensionale Lebesquemafl von Q und ds das (n — 1)-dimensionale Hausdor{fmaf des Randes OX).
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