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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы исследования. Несмотря на то, что в настоящее время теорети-

ческая физика использует почти весь имеющийся арсенал современной математики, для ре-

шения большинства ее актуальных задач основными инструментами продолжают оставаться

различные приближенные методы. Применение этих методов, однако, не всегда позволяет

получать исчерпывающую информацию о свойствах изучаемой физической системы. В ка-

честве иллюстрации отметим текущее состояние квантовой теории поля в искривленном

пространстве – времени, где разрешение многих интересных и важных проблем упирается

в отсутствие конструктивных способов построения точных решений квантово-полевых урав-

нений. Например, такие квантовые эффекты как поляризация вакуума и рождение частиц

во внешних интенсивных полях не могут быть исчерпывающе описаны в рамках теории

возмущений, поэтому знание точных решений квантово-полевых уравнений в этих случа-

ях особенно необходимо [1]. Не меньшую важность представляет и задача интегрирования

уравнений движения классических частиц во внешних полях. Точные решения этих уравне-

ний не только представляют самостоятельную ценность, но и полезны в квантовой теории,

например, при интерпретации интегралов движения.

Основная цель настоящего исследования — это разработка новых методов точного инте-

грирования классических и квантовых уравнений теоретической физики, а также получение

условий, при которых подобное интегрирование возможно. Следует заметить, что в насто-

ящий момент свойство интегрируемости дифференциального уравнения не имеет четкого

определения, и понимается специалистами по разному, в зависимости от контекста рассмат-

риваемой задачи. Например, под интегрируемостью систем обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений традиционно понимается возможность получения их решений в квадрату-

рах. Напротив, для линейных дифференциальных уравнений в частных производных инте-

грируемость — это способность их сведения к системе обыкновенных дифференциальных

уравнений; именно в таком смысле трактуется термин «интегрируемость» в рамках мето-

да разделения переменных. В свою очередь, для нелинейных дифференциальных уравнений

интегрируемость означает возможность их редукции к системе линейных уравнений. Отме-

тим, тем не менее, что все существующие значения термина «интегрируемость» объединяет

одно — наличие симметрии уравнения, позволяющей сводить исходную сложную задачу к

более простой. Таким образом, интегрируемость дифференциального уравнения неразрывно

связана со свойствами симметрии описываемой им задачи.
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С математической точки зрения симметрия дифференциального уравнения реализуется

некоторым набором преобразований, оставляющих инвариантным множество решений урав-

нения. В подавляющем большинстве случаев указанное множество преобразований может

быть наделено алгебраической структурой группы (как правило, группы Ли); в этом слу-

чае говорят о группе симметрии уравнения. Таким образом, исследование групп симметрии

дифференциальных уравнений и разработка с их помощью методов интегрирования пред-

ставляет собой первостепенную задачу теоретической и математической физики.

Не смотря на то, что основы теоретико-группового подхода к проблеме интегрирования

дифференциальных уравнений были заложены еще Софусом Ли в конце XIX века, актив-

ность специалистов в данной области не ослабевает и по сей день. Это объясняется тем,

что каждый очередной этап в развитии данного направления открывает новые, все более

перспективные и многообещающие области исследований, о чем можно судить по непрекра-

щающемуся росту научных публикаций. Для общей ориентации мы приведем здесь ссылки

на классические монографии [2–5], в которых приведен обширный список литературы, а

также отметим более свежие обзорные работы [6–8].

В рамках теоретико-группового подхода к проблеме интегрируемости дифференциаль-

ных уравнений интерес представляют две задачи. Первая задача — это нахождение пол-

ной или частичной группы симметрии некоторого заданного уравнения, актуального в той

или иной физической теории. К настоящему моменту в контексте данной задачи накопле-

но огромное количество результатов; в частности, группы симметрии большинства физиче-

ски интересных дифференциальных уравнений известны. Вторая задача, являющаяся более

сложной, а поэтому и более насущная, состоит в построении классов дифференциальных

уравнений, допускающих в качестве группы симметрии данную конкретную группу, реа-

лизованную, как правило, некоторым набором инфинитезимальных генераторов (операторов

симметрии). Решение этой по сути классификационной задачи несомненно представляется

более актуальным, так как в конечном счете приводит к возможности выделения классов

точно интегрируемых моделей физических теорий.

Наряду с отмеченными выше задачами следует выделить еще одно важное направление

исследований, существующее в рамках симметрийного подхода к проблеме интегрируемости.

Речь идет о процедуре «включения» внешних полей в рассматриваемые уравнения, и о вли-

янии этой процедуры на их симметрийные свойства. Подобная проблема важна, например,

в квантовой теории поля, где наиболее интересные эффекты проявляются в случае взаимо-

действия квантованных полей с внешним калибровочным полем. Ясно, что в общем случае

«включение» внешнего поля приводит к полной или частичной потере всех имеющихся у
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физической системы симметрий. Следовательно, даже если описываемые данную систему

дифференциальные уравнения были интегрируемы тем или иным методом, для построения

их решений во внешнем поле оставшихся симметрий может не хватить. В этой связи интерес

представляет проблема выделения классов внешних полей, «включение» которых либо со-

храняет структуру исходной алгебры симметрии, либо деформирует ее таким образом, чтобы

задача об интегрируемости рассматриваемого уравнения оставалась бы содержательной.

Наиболее естественным образом симметрии дифференциальных уравнений физических

теорий возникают как следствия имеющихся геометрических симметрий конфигурационных

пространств используемых моделей. Отметим, что практически все точно интегрируемые

модели общей теории относительности связаны с (псевдо)римановыми многообразиями, до-

пускающими действие различных групп преобразований. Например, в качестве популярных

космологических моделей часто выступают однородные изотропные пространства Робертсона

– Уокера [9]. Метрика пространства Робертсона – Уокера является простейшим обобщением

метрики пространства Минковского, что дает возможность использовать вычислительные

методы квантовой теории поля, развитые для случая плоского пространства – времени. Не

смотря на это, уже на примере этой простейшей модели было продемонстрировано существо-

вание некоторых нетривиальных квантовых эффектов, не имеющих места в пространстве –

времени Минковского [10–13]. Кроме пространств Робертсона – Уокера, особое внимание

специалистов также привлекает пространство де Ситтера, которое является максимально

симметрическим вакуумным решением уравнений Эйнштейна с положительной космологи-

ческой постоянной [14]. Так же как и пространство – время Минковского, пространство де

Ситтера обладает 10-параметрической группой преобразований, что весьма облегчает анали-

тические расчеты, осуществляемые в рамках данной модели.

Вышеуказанные модельные примеры, а также ряд анизотропных космологических моде-

лей [15], использующихся в квантовой теории поля и общей теории относительности, тем не

менее носят ограниченный характер. Подобные пространства обладают относительно богаты-

ми группами симметрии, что дает возможность сравнительно легко осуществлять процедуру

построения точных решений классических и квантовых уравнений. С другой стороны, нали-

чие большого числа симметрий устанавливает, как известно, довольно жесткие ограничения

на возможность проявления различных квантовых эффектов в рамках подобных моделей.

В связи с этим интерес представляет рассмотрение более общего класса псевдоримановых

многообразий, обладающих группами симметрии с меньшим числом параметров, но в ко-

торых, тем не менее, возможно осуществление точного интегрирования соответствующих

уравнений. В частности, актуальными представляются классы моделей, имеющих «скры-
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тые» симметрии, то есть симметрии, не сводящиеся к группам движений псевдоримановых

многообразий.

Степень разработанности темы исследования. Методам точного интегрирования урав-

нений теоретической и математической физики посвящена обширная литература. При этом

подходы, применяемые к решению классических и квантовых дифференциальных уравне-

ний, как правило, могут сильно отличаться друг от друга. Например, традиционные спосо-

бы интегрирования конечномерных гамильтоновых систем уравнений базируются на хорошо

известной теореме Лиувилля [16], либо на ее некоммутативном обобщении, предложенном

А. Т. Фоменко и А. С. Мищенко [17,18]. В то же время классические подходы к интегриро-

ванию квантово-полевых уравнений, таких как уравнение Клейна – Гордона, Дирака, Прока

и т.д., обычно реализуются в рамках полного или частичного разделения переменных. Отме-

тим, что метод разделения переменных, получивший первоначальное развитие еще в работах

К. Якоби, П. Штеккеля и Т. Леви-Чивиты, в настоящее время является, пожалуй, одним

из самых эффективных методов построения точных решений дифференциальных уравнений.

Хорошо известно, что возможность разделения переменных в дифференциальном уравнении

тесно связана с существованием его некоторой коммутативной алгебры симметрии. (Впер-

вые, по-видимому, на это обстоятельство обратили внимание П. Винтерниц и И. Фриш [19]).

В дальнейшем указанная связь между разделением переменных и коммутативными алгеб-

рами симметрии исследовалась многими авторами; определенный итог этим исследованиям

был подведен в монографии У. Миллера [20]. Следует отметить, что в настоящий момент

теория разделения переменных является полностью завершенной для геодезического уравне-

ния Гамильтона – Якоби, а также для линейного скалярного дифференциального уравнения

второго порядка, в том числе для уравнения Клейна – Гордона и волнового уравнения. Это

оказалось возможным благодаря теореме о необходимых и достаточных условиях разделе-

ния переменных, доказанной В. Н. Шаповаловым [21, 22], и сводящей задачу разделения

переменных к задаче построения так называемых полных наборов операторов симметрии.

Имея огромное теоретическое значение, данная теорема также позволила провести систе-

матизацию практически всех известных точных решений уравнений квантовой механики с

внешними полями, а также найти обширные классы новых полей и соответствующих им

точных решений (см. [23,24] и цитируемую там литературу).

Проблема поиска новых классов псевдоримановых многообразий и внешних полей на

них, допускающих разделение переменных в соответствующих квантово-полевых уравнени-

ях, на фоне выполненных исследований представляется в значительной мере исчерпанной

(по крайней мере, в рамках традиционного метода разделения переменных). В этой связи
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приобретает интерес разработка новых методов и подходов точного интегрирования диффе-

ренциальных уравнений, отличающихся от методов теории разделения переменных.

В 90-ых годах прошлого века появилась серия работ, посвященных новому эффективно-

му методу построения точных решений линейных дифференциальных уравнений, выходяще-

му за рамки разделения переменных [25–29]. Являясь нетривиальным обобщением метода

некоммутативного интегрирования конечномерных гамильтоновых систем, указанный метод

продемонстрировал весьма широкие возможности применения к проблеме точного интегриро-

вания уравнений квантовой механики [30–35]. Позже была выяснена глубокая связь этого

метода с методом орбит А. А. Кириллова, устанавливающим, как известно, соответствие

между неприводимыми унитарными представлениями групп Ли и их орбитами коприсоеди-

ненного представления [36–38]. Это, в свою очередь, послужило толчком к появлению целой

серии публикаций, посвященных применению метода орбит к различным задачам теорети-

ческой физики [39–45].

Также нельзя не отметить тот факт, что обладая бесспорной практической ценностью,

метод некоммутативного интегрирования линейных дифференциальных уравнений имеет и

определенное методологическое значение. В частности, так же как и в методе разделе-

ния переменных здесь прослеживается общность алгебраических конструкций, связанных

с симметрийными свойствами интегрируемых квантовых уравнений и соответствующих им

классических гамильтоновых систем. Отметим, что детальное понимание такой взаимосвя-

зи позволяет использовать весь накопленный опыт интегрирования и качественного анализа

уравнений классической механики к проблеме построения точных и приближенных решений

квантовых уравнений.

Цели и задачи исследования. Целью настоящей диссертационной работы является

развитие методов точного интегрирования классических и квантовых уравнений на много-

образиях, допускающих действие групп Ли преобразований. Основные решаемые при этом

задачи могут быть сформулированы следующим образом.

1) Разработать эффективный алгоритм координатной реализации транзитивных дей-

ствий произвольной группы Ли по ее алгебре Ли.

2) Построить специальное каноническое преобразование, сводящее задачу интегрирова-

ния инвариантных гамильтоновых потоков на группах Ли к задаче интегрирования гамиль-

тоновых систем на орбитах коприсоединенного представления и, как следствие, получить

соответствующий алгебраический критерий интегрируемости. Получить явную формулу для

полного интеграла уравнения Гамильтона – Якоби на группах Ли.

3) Исследовать связь между специальным каноническим преобразованием и неприво-
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димыми унитарными представлениями группы Ли. Распространить метод интегрирования

инвариантных гамильтоновых систем на группах Ли на их квантовые аналоги.

4) Разработать конструктивный метод интегрирования в квадратурах гамильтоновых

потоков на однородных пространствах групп Ли. Получить необходимые и достаточные усло-

вия интегрируемости геодезических потоков инвариантных метрик и метрик субмерсии на

однородных пространствах.

5) Исследовать проблему интегрируемости гамильтоновых систем в вариациях. Полу-

чить критерии интегрируемости уравнения Якоби на однородных пространствах.

6) Предложить когомологический подход к описанию внешних электромагнитных по-

лей на псевдоримановых многообразиях. Решить проблему интегрируемости в квадратурах

магнитных геодезических потоков на группах Ли и однородных пространствах. Исследовать

возможность некоммутативной интегрируемости уравнений Вонга.

7) Построить общий алгоритм получения точных решений релятивистских волновых

уравнений с некоммутативными алгебрами симметрии во внешних электромагнитных полях.

Научная новизна. В диссертационной работе впервые решен ряд важных научных

задач и получен ряд новых результатов.

Предложен эффективный алгоритм восстановления транзитивных действий групп Ли,

использующий только структурные константы соответствующих алгебр Ли. Впервые пока-

зано, что в локальных координатах транзитивное действие группы Ли всегда может быть

построено в квадратурах.

Введено и исследовано специальное каноническое преобразование в пространстве ко-

касательного расслоения группы Ли, сводящее задачу интегрирования лево- или правоин-

вариантных гамильтонвых потоков к задаче интегрирования канонических гамильтоновых

систем на коприсоединенных орбитах. Доказано, что производящая функция специально-

го канонического преобразования может быть построена в квадратурах. Впервые получена

явная общая формула для полного интеграла уравнения Гамильтона – Якоби на группе Ли.

Установлена связь между специальным каноническим преобразованием и неприводи-

мыми унитарными представлениями группы Ли, которая позволила распространить метод

интегрирования инвариантных гамильтоновых систем на их квантовые аналоги. На основе

этой связи предложен конструктивный алгоритм построения обобщенных матричных эле-

ментов неприводимых унитарных представлений.

Специальное каноническое преобразование обобщено на случай однородного простран-

ства, что позволило предложить новый эффективный метод интегрирования геодезических

потоков на псевдоримановых многообразиях с транзитивными группами преобразований. Как
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следствие, впервые получены необходимые и достаточные условия интегрируемости в квад-

ратурах геодезических потоков для двух классов псевдоримановых метрик на однородных

пространствах: инвариантных метрик и метрик субмерсии. Исчерпывающим образом иссле-

дована проблема интегрируемости геодезических потоков инвариантных метрик на трех- и

четырехмерных псевдоримановых однородных пространствах.

Впервые поставлена и решена задача об интегрируемости уравнения Якоби на однород-

ных пространствах. В частности, показано, что интегрируемость уравнения Якоби является

следствием интегрируемости соответствующего уравнения геодезических.

Установлено биективное соответствие между когомологиями алгебр Ли и классами

внешних электромагнитных полей, допускающих симметрию уравнений движения класси-

ческих заряженных частиц. Но основе этого соответствия предложен оригинальный класси-

фикационный подход к описанию электромагнитных полей на произвольных псевдоримано-

вых многообразиях. Полностью решена проблема интегрируемости в квадратурах инвариант-

ных магнитных геодезических потоков на группах Ли и однородных пространствах. Впер-

вые удалось доказать, что магнитный геодезический поток на произвольном четырехмерном

псевдоримановом многообразии с нетривиальной группой изотропии всегда интегрируем в

квадратурах. Описана общая структура алгебры линейных интегралов движения уравнений

Вонга и исследована возможность ее применения к некоммутативному интегрированию этих

уравнений.

Исследована структура киллинговой алгебры симметрии уравнений Клейна – Гордона

и Дирака во внешнем электромагнитном поле на произвольном псевдоримановом многооб-

разии. Развит метод интегрирования этих уравнений на группах Ли, и получен соответству-

ющий алгебраический критерий их интегрируемости. Предложена общая схема построения

точных решений релятивистских волновых уравнений во внешних электромагнитных полях.

Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты, полученные в дис-

сертации, представляют интерес с точки зрения дальнейшего прогресса в квантовой теории

поля в искривленном пространстве – времени. В частности, методы и подходы, развитые в

настоящем исследовании, будут полезны при изучении квантовых эффектов, которые не мо-

гут быть последовательно описаны в рамках теории возмущений. Полученные в диссертации

критерии интегрируемости также могут быть полезны при выборе математических моделей

общей теории относительности и гравитации, в рамках которых возможно точное аналити-

ческое исследование квантовых и классических уравнений. Кроме того, результаты настоя-

щего диссертационного исследования имеют несомненную методологическую ценность, де-

монстрируя, в частности, возможность использования единого теоретико-группового подхода
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к решению проблем интегрирования дифференциальных уравнений, описывающих динами-

ку квантовых и соответствующих им классических систем. Часть результатов диссертации

также может быть использована в учебном процессе, например, при обучении студентов

современным методам математической физики.

Методология и методы исследования. Построение точных решений дифференциаль-

ных уравнений, описывающих динамику классических и квантовых систем, является нетри-

виальной задачей и требует привлечения аппарата теории групп и алгебр Ли, теории пред-

ставлений и дифференциальной геометрии. В настоящей диссертационной работе при иссле-

довании проблем интегрируемости классических и квантовых уравнений мы существенно

используем два метода: метод орбит и метод некоммутативного интегрирования линейных

дифференциальных уравнений в частных производных. Метод орбит, развитый в работах

А. А. Кириллова [46, 47], Б. Костанта [48], Л. Аусландера [49] и Л. Пуканского [50], при-

надлежит к теориям, которые дают возможность изучать вопросы симметрии и интегри-

рования дифференциальных уравнений алгебраическими методами. В свою очередь, метод

некоммутативного интегрирования линейных дифференциальных уравнений, разработанный

относительно недавно А. А. Шаповаловым и И. В. Широковым [25,28], представляет собой

серьезную альтернативу методу разделения переменных и позволяет конструктивно стро-

ить точные решения релятивистских волновых уравнений с использованием их некоммута-

тивных алгебр симметрии. При исследовании интегрируемых геодезических на однородных

пространствах мы широко используем некоторые современные результаты дифференциаль-

ной геометрии, в особенности метод псевдоримановых субмерсий, впервые изложенный в

работе Б. О’Нейла [51]. Кроме того, симметрия классических и квантовых уравнений дви-

жения изучается нами с позиций теории когомологий групп и алгебр Ли, последовательное

изложений которой можно найти в монографиях [52–54].

Положения, выносимые на защиту.

1) Представлен конструктивный алгоритм восстановления в локальных координатах

транзитивных действий группы Ли по ее алгебре Ли.

2) Предложено специальное каноническое преобразование, сводящее задачу интегри-

рования инвариантных гамильтоновых потоков на кокасательных расслоениях групп Ли к

задаче интегрирования канонических гамильтоновых систем на орбитах коприсоединенного

представления. Как следствие, получены алгебраические условия интегрируемости гамиль-

тоновых потоков на группах Ли.

3) Получена явная общая формула для полного интеграла уравнения Гамильтона –

Якоби на группах Ли.



13

4) Установлена связь между специальным каноническим преобразованием и неприво-

димыми унитарными представлениями групп Ли, которая позволяет распространить метод

интегрирования классических гамильтоновых систем на группах Ли на их квантовые анало-

ги.

5) Специальное каноническое преобразование обобщено на случай интегрирования га-

мильтоновых потоков на однородных пространствах. Разработан конструктивный метод ин-

тегрирования геодезических потоков на однородных пространствах с инвариантными метри-

ками и метриками субмерсии; получены необходимые и достаточные условия интегрируемо-

сти геодезических потоков указанных метрик.

6) Исследована проблема интегрируемости гамильтоновых систем в вариациях. Полу-

чены условия интегрируемости уравнения Якоби на однородных пространствах.

7) Установлено биективное соответствие между когомологиями алгебр Ли групп дви-

жений и классами электромагнитных полей, допускающих симметрию уравнений движения

классической заряженной частицы.

8) Получены алгебраические условия интегрируемости магнитных геодезических пото-

ков на группах Ли и однородных пространствах, и предложен конструктивный метод их

интегрирования в квадратурах.

9) Исследована структура алгебры линейных интегралов движения уравнений Вонга. В

терминах этой алгебры сформулированы условия некоммутативной интегрируемости уравне-

ний Вонга.

10) Развит метод интегрирования уравнений Клейна – Гордона и Дирака во внешнем

электромагнитном поле на группах Ли, и получен соответствующий алгебраический крите-

рий их интегрируемости. Построен общий алгоритм получения точных решений релятивист-

ских волновых уравнений с некоммутативными симметриями во внешних электромагнитных

полях.

Степень достоверности и апробация результатов. Все представленные в диссерта-

ционной работе результаты снабжены строгими математическими доказательствами. Досто-

верность результатов подтверждается рядом нетривиальных примеров, а также сравнением

с частными результатами других авторов.

Основные результаты диссертации докладывались на Всероссийской конференции «Но-

вые математические модели в механике сплошных сред: построение и изучение», приурочен-

ной к 85-летию академика Л. В. Овсянникова (Новосибирск, 2004 г.); XVI Международной

летней школе-семинаре по современным проблемам теоретической и математической физики

«Волга’16-2004» (Казань, 2004 г.); XIX Международной летней школе-семинаре по совре-
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менным проблемам теоретической и математической физики «Волга’19-2007» (Казань, 2007

г.); Международной конференции «Дифференциальные уравнения. Функциональные про-

странства. Теория приближений», посвященной 100-летию со дня рождения С. Л. Соболева

(Новосибирск, 2008 г.); Международной конференции "Petrov 2010 Anniversary Symposium

on General Relativity and Gravitation"(Казань, 2010 г.); Третьей Международной конференции

«Математическая физика и ее приложения» (Самара, 2012 г.); Международной конферен-

ции «Quantum Field Theory and Gravity (QFTG’14)» (Томск, 2014 г.); XVI Международной

концеренции "Symmetry Methods in Physics (SYMPHYS-2014)" (Дубна, 2014 г.); Междуна-

родной конференции "Quantum Field Theory and Gravity" (Томск, 2016), научных семинарах

кафедр теоретической физики и квантовой теории поля Томского государственного универ-

ситета (Томск), объединенном семинаре физического факультета Омского государственного

университета им. Ф. М. Достоевского (Омск), семинарах Омского филиала Института ма-

тематики им. С. М. Соболева СО РАН (Омск).

Публикации и личный вклад автора. По теме диссертации опубликовано 24 научные

работы [44,55–77], в том числе 13 статей в журналах, включенных в Перечень рецензируе-

мых научных изданий, в которых должны быть опубликованы основные научные результаты

диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степени

доктора наук (из них 1 статья в ведущем международном научном журнале, индексируемом

Web of Science, 8 статей в российских научных журналах, переводные версии которых ин-

дексируются Web of Science), 1 монография (в соавторстве), 1 статья в сборнике научных

трудов, 3 статьи в научных журналах, 6 публикаций в сборниках материалов международ-

ных научных конференций и международных летних школ-семинаров.

Все основные результаты получены лично автором. При выполнении всех работ автор

принимал определяющее участие как в постановке, так и в решении задач.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из введения, семи

глав, заключения, двух приложений и списка литературы, включающего 237 источников.

Диссертация изложена на 296 страницах машинописного текста, содержит 4 таблицы, 2

рисунка.

Во введении обоснована актуальность темы исследования и описана степень ее разра-

ботанности, сформулированы основные цели и задачи работы, отмечена новизна полученных

результатов и их теоретическая значимость, выделены основные положения, выносимые на

защиту.

В первой главе рассмотрены проблемы координатной реализации транзитивных дей-

ствий групп и алгебр Ли. Более конкретно, мы рассматриваем проблему реализации данной
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конечномерной алгебры Ли векторными полями или, более общо, неоднородными дифферен-

циальными операторами первого порядка, заданными на однородном пространстве соответ-

ствующей группы Ли, а также задачу восстановления транзитивного действия группы Ли по

ее алгебре Ли. Отметим, что полученные в этой главе результаты существенно используются

в последующих главах диссертационной работы.

В § 1.1 дан краткий обзор основных понятий теории групп и алгебр Ли. Приведе-

ны формулы для вычисления лево- и правоинвариантных векторных полей и дуальных им

1-форм, отмечена выделенная роль канонических координат на группе, дан краткий обзор

существующих подходов к восстановлению закона группового умножения (функции компо-

зиции) по известному закону коммутации в соответствующей алгебре Ли. В заключение

параграфа приведены основные сведения о действиях групп Ли на гладких многообразиях.

В § 1.2 следуя работам [64, 78] описан эффективный алгоритм реализации данной

конечномерной алгебры Ли векторными полями, являющимися инфинитезимальными ге-

нераторами транзитивного действия соответствующей группы Ли. Отметим, что решение

проблемы реализации алгебр Ли векторными полями представляется актуальным с точ-

ки зрения теоретико-группового подхода к классификации дифференциальных уравнений в

частных производных [79,80], а также с точки зрения задачи классификации псевдоримано-

вых метрик на многообразиях с группами движений [81–84]. Кроме того, реализация алгебр

Ли векторными полями представляет собой важный этап в решении задачи построения ре-

лятивистских волновых уравнений во внешних полях с заданной группой симметрии [85,86].

§ 1.3 посвящен проблеме восстановления транзитивных действий группы Ли по ее

алгебре Ли. Доказаны утверждения, из которых следует, что локальный закон группово-

го умножения (функция композиции) в любых канонических координатах на группе может

быть восстановлен по структурным константам соответствующей алгебры Ли с помощью

квадратур. На основе этого результата представлен конструктивный алгоритм восстанов-

ления транзитивных действий заданной группы Ли. В отличие от традиционного подхода,

основанного на известных теоремах Ли, описанный алгоритм сводится не к интегрирова-

нию систем дифференциальных уравнений в частных производных, а к вычислению квадра-

тур и нахождению матричных экспонент. В качестве иллюстрирующего примера построена

функция композиции шестимерной неразрешимой группы St(1,R), имеющей нетривиальный

центр, а также найдена функция действия этой группы на ее четырехмерном однородном

пространстве.

В § 1.4 рассматривается более общая задача о реализации конечномерных алгебр Ли

неоднородными дифференциальными операторами первого порядка, то есть задача постро-
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ения деформаций алгебр векторных полей. Эта задача естественным образом возникает

в теории проективных представлений групп Ли [87], а также в проблеме построения λ-

представлений алгебр Ли [38]. Кроме того, важное прикладное значение данная задача

находит в квантовой механике, в частности, при алгебраическом подходе к теории рассея-

ния [88], а также в задаче классификации операторов Шредингера, принадлежащих универ-

сальным обертывающим алгебр Ли (проблема Левина) [89]. В указанном параграфе, следуя

работам [38,90,91], приводятся основные положения теории деформаций алгебр Ли вектор-

ных полей. Кроме того, отмечается связь деформаций с когомологиями групп и алгебр Ли,

а также доказывается ряд технических утверждений, которые будут существенно использо-

ваны в главе 2 при построении специального канонического преобразования в пространстве

кокасательного расслоения группы Ли.

Во второй главе исследуется проблема интегрируемости инвариантных гамильтоно-

вых систем на многообразиях групп Ли. Наиболее известный пример подобной системы

— уравнения движения свободного ассиметрического волчка, которые, как известно, могут

быть интерпретированы как уравнения геодезического потока на группе SO(3), снабженной

односторонне инвариантной римановой метрикой [16].

Не смотря на то, что интегрируемые геодезические потоки на группах Ли представляют

собой популярный объект исследования в дифференциальной геометрии и механике, боль-

шинство значимых результатов здесь получено лишь для риманова случая, то есть для слу-

чая положительно-определенных метрик. Напротив, с точки зрения возможных приложений

в теоретической физике геодезические индефинитных метрик на группах Ли представляют

больший интерес, например, в общей теории относительности и космологии. Кроме того, ис-

следование проблемы интегрируемости инвариантных гамильтоновых систем на группах Ли

представляет также интерес и с квантовой точки зрения, так как ряд важных свойств таких

систем в определенном смысле переносится и на их соответствующие квантовые аналоги.

В § 2.1 описывается класс гамильтоновых систем на T ∗G, функции Гамильтона кото-

рых инвариантны относительно правого действия группы Ли G. Показано, что произвольная

правоинвариантная гамильтонова система может быть сведена к гамильтоновой системе на

орбите коприсоединенного представления группы G и к некоторой дополнительной неавто-

номной системе дифференциальных уравнений первого порядка. В конце параграфа анализи-

руются возможные подходы к интегрированию правоинвариантных гамильтоновых потоков

на группах Ли.

Как известно, всякая коприсоединенная орбита является симплектическим многообра-

зием, в силу чего любая гамильтоновая система на ней может быть записана в канонической
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форме путем введения канонических координат, существование которых утверждается из-

вестной теоремой Дарбу. В § 2.2 излагается алгебраический метод построения специального

класса канонических координат, которые оказываются тесно связаны с инвариантными по-

ляризациями коприсоединенных орбит [38,92]. Заметим, что с классической (не квантовой)

точки зрения подобные канонические координаты выглядят не совсем естественно; в ряде

случаев введение данных координат сопряжено с «выходом» в комплексную область. Тем не

менее, описанный нами класс канонических координат оказывается исключительно удобен

при построении специального канонического преобразования, составляющего основу метода

интегрирования гамильтоновых систем на группах Ли.

§ 2.3 посвящен центральной конструкции второй главы — специальному канониче-

скому преобразованию, с помощью которого осуществляется редукция произвольной право-

инвариантной гамильтоновой системы на T ∗G к канонической гамильтоновой системе на

регулярных орбитах коприсоединенного представления группы Ли G. Приводится явная

формула для производящей функции этого канонического преобразования и исследуются

ее простейшие свойства. Рассматриваются примеры построения специального канонического

преобразования на трехмерных вещественных группах E(2), SO(3) и SL(2,R). Излагает-

ся основанный на применении специального канонического преобразования оригинальный

метод интегрирования правоинвариантных гамильтоновых потоков на произвольных груп-

пах Ли. В частности, приводится условие интегрируемости указанных потоков, выраженное

через инвариантную характеристику алгебры Ли g группы G — ее индекс ind g. В заключе-

ние параграфа обсуждается интегрируемость правоинвариантных гамильтоновых потоков на

трех- и четырехмерных группах Ли.

Классу правоинвариантных гамильтоновых систем принадлежат, в частности, геодези-

ческие потоки правоинвариантных псевдоримановых метрик на группах Ли. Имея в виду

важные приложения геодезических потоков в дифференциальной геометрии, а также в тео-

ретической и математической физике, данный случай рассмотрен более подробно в § 2.4.

Наряду с некоторыми общими результатами, в параграфе также приведен пример интегриро-

вания геодезического потока метрики Мак-Леннана – Тарига – Таппера, являющейся реше-

нием системы Эйнштейна – Максвелла с тензором электромагнитного поля, не обладающего

симметриями пространства – времени [93,94]. Данная метрика имеет тип I по Петрову и яв-

ляется нештеккелевой, то есть не допускающей разделение переменных в соответствующем

уравнении Гамильтона – Якоби.

В § 2.5 обсуждается задача построения полного интеграла уравнения Гамильтона –

Якоби на группах Ли с произвольными правоинвариантными функциями Гамильтона. Об-
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щеизвестно, что традиционный способ решения этой задачи состоит в использовании метода

разделения переменных, который не применим, по крайней мере в классическом варианте,

в случае псевдоримановых многообразий нештеккелева типа. В этой связи особо актуальны

альтернативные подходы, позволяющие получать полный интеграл уравнения Гамильтона

– Якоби вне рамок разделения переменных. Один из таких подходов развивается в § 2.5.

Показано, что задача интегрирования уравнения Гамильтона – Якоби с произвольной право-

инвариантной функцией Гамильтона редуцируется к аналогичной задаче на многообразии Q,

размерность которого равна dimQ = (dim g − ind g)/2, где g — алгебра Ли группы G, ind g

— индекс алгебры g. Кроме того, получена явная формула, позволяющая в квадратурах

восстанавливать полный интеграл исходного уравнения Гамильтона – Якоби по известному

полному интегралу редуцированного уравнения Гамильтона – Якоби. В качестве иллюстра-

ции построен полный интеграл геодезического уравнения Гамильтона – Якоби для метрики

МакЛеннона – Тарига – Таппера, рассмотренной выше в § 2.4.

В третьей главе вводится класс линейных дифференциальных уравнений на груп-

пах Ли, являющихся естественными квантовыми аналогами конечномерных гамильтоновых

систем, рассмотренных нами в предыдущей главе. Описывается метод построения точных

решений этих уравнений, основанный на теории гармонического анализа на группах Ли,

и представляющий собой альтернативу методу разделения переменных. Исследуется связь

некоторых конструкций этого метода со специальным каноническим преобразованием, по-

строенным нами в § 2.3.

В § 3.1 рассматриваются классы лево- и правоинвариантных дифференциальных опе-

раторов на группе Ли G. Дается их описание в терминах инвариантных векторных полей на

группе, а также в терминах пуассоновой полиномиальной алгебры на дуальном пространстве

g∗, где g — алгебра Ли группы G. Формулируется общее определение квантового уравнения

на группе Ли, и в качестве примера подобного уравнения рассматривается уравнение Клейна

– Гордона относительно произвольной правоинвариантной псевдоримановой метрики.

§ 3.2 посвящен ключевой конструкции излагаемого далее метода интегрирования кван-

товых уравнений на группах Ли — λ-представлению алгебр Ли. Впервые введенное И. В. Ши-

роковым в рамках метода некоммутативного интегрирования линейных дифференциальных

уравнений [25], λ-представление оказалось чрезвычайно эффективным инструментом по-

строения точных решений релятивистских волновых уравнений [30–34, 95]. В рассматрива-

емом параграфе описывается метод построения λ-представлений, основанный на известной

процедуре индуцирования представлений с подалгебр. Отмечается связь λ-представлений с

каноническими координатами на поляризованных орбитах коприсоединенного представле-



19

ния, а также рассматриваются примеры λ-представлений алгебр e(2), so(3) и sl(2,R).

Использование λ-представлений алгебр Ли позволяет проводить эффективную проце-

дуру гармонического анализа на многообразиях соответствующих групп Ли. Эта процедура

подробно описана в § 3.3, следуя, в основном, работам [44,96,97]. В частности, рассматри-

ваются «матричные элементы» Dλ
vv̄′(x) представления группы G, являющегося поднятием λ-

представления соответствующей алгебры Ли. Являясь обобщенными функциями, указанные

«матричные элементы» образуют полное и ортогональное семейство, что дает возможность

построить прямое и обратное преобразования Фурье на группе G. Отметим, что обычно мат-

ричные элементы неприводимых бесконечномерных унитарных представлений определяются

как собственные функции dimG-мерного коммутативного набора операторов из обертыва-

ющей алгебры U(gR(G)) × U(gL(G)), где посредством gR(G) и gL(G) обозначены право- и

левоинвариантные обертывающие алгебры соответственно (см., например, [98]). С точки

зрения приложений к проблеме интегрирования дифференциальных уравнений, изложенный

в § 3.3 подход предпочтителен по следующим причинам. Во-первых, задача на собственные

значения для совокупности коммутирующих между собой дифференциальных операторов не

всегда может быть явно решена, в то время как обобщенные функции Dλ
vv̄′(x) всегда могут

быть найдены в квадратурах. Во-вторых, после обобщенного преобразования Фурье, опре-

деляемого «матричными элементами» Dλ
vv̄′(x), образы лево- и правоинвариантных дифферен-

циальных операторов на группе G снова будут являться дифференциальными операторами

того же порядка, но с меньшим числом независимых переменных.

Между неприводимыми унитарными представлениями группы Ли G и специальным ка-

ноническим преобразованием в T ∗G, описанным в § 2.3, имеется тесная связь. Эта связь

обсуждается в § 3.4, и выражается формулой, связывающей «матричные элементы» унитар-

ных представлений с производящей функцией специального канонического преобразования.

Представляя собой удобный рецепт явного вычисления «матричных элементов», данная фор-

мула также является еще одним подтверждением глубокой фундаментальной концепции о

связи между коприсоединенными орбитами и неприводимыми представлениями групп Ли.

Напомним, что последовательное продвижение данной идеи легло в основу серии работ

А. А. Кириллова, результатом которых явился известный метод орбит [47], хорошо зареко-

мендовавший себя в теории представлений групп и алгебр Ли, а также в теории геомет-

рического квантования. В своем исследовании, однако, мы нацелены скорее на чисто кон-

структивный аспект, в связи с чем полученный результат интересует нас в первую очередь

как основа единого подхода к интегрированию классических и квантовых дифференциаль-

ных уравнений на группах Ли. В заключение § 3.3 мы иллюстрируем описанную связь на
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примерах групп SO(3), E(2) и SL(2,R).

В § 3.5 в качестве иллюстрации применения описанных выше конструкций изложен

метод построения точных решений квантовых уравнений на группах Ли. Как следствие,

получено алгебраическое условие интегрируемости квантового уравнения на произвольной

группе Ли G, совпадающее с условием интегрируемости соответствующей классической га-

мильтоновой системы. Данный результат является логическим следствием отмеченной в

предыдущем параграфе общности подходов к интегрированию классических и квантовых

дифференциальных уравнений на группах Ли. В заключение параграфа приведен пример

интегрирования уравнения Клейна – Гордона в нештеккелевой метрике МакЛеннона – Та-

рига – Таппера.

Четвертая глава диссертационной работы посвящена задаче интегрирования геоде-

зических потоков на однородных пространствах. Отметим, что проблема интегрируемости

геодезических потоков является, пожалуй, одной из наиболее значимых проблем в диффе-

ренциальной геометрии. Огромный интерес решение данной задачи представляет также и в

теоретической физике, в частности, в общей теории относительности и космологии.

К настоящему моменту проблема описания псевдоримановых многообразий, допускаю-

щих интегрируемые геодезические потоки, довольно далека до своего окончательного ре-

шения. Известны лишь сравнительно небольшие классы многообразий, на которых удается

явным образом сконструировать интегрируемые геодезические потоки: компактные группы

Ли [16,99], симметрические пространства [100–104], n-симметрические пространства [105],

а также компактные однородные пространства с биинвариантными метриками [106]. Отме-

тим, что все перечисленные серии многообразий относятся к классу однородных пространств

групп Ли. Не менее значимой является и проблема получения удобных критериев интегри-

руемости геодезических потоков на псевдоримановых многообразиях; для однородных про-

странств с инвариантными метриками эта проблема исследовалась в работах [107–109].

В § 4.1 cледуя работам [38, 110] излагается классификационный подход к описанию

орбит коприсоединенного представления групп Ли. Основным результатом данной классифи-

кации является декомпозиция дуального пространства алгебры Ли g на непересекающиеся

G-инвариантные алгебраические поверхности M(s), каждая из которых является объедине-

нием коприсоединенных орбит размерности dim g−ind g−2s. Здесь ind g — индекс алгебры g,

s — целое неотрицательное число, называемое степенью сингулярности орбиты.

Далее мы детально разбираем специфическую ситуацию, когда функции Казимира ал-

гебры Ли являются многозначными функциями своих аргументов и представляют собой

лишь локальные инварианты коприсоединенного действия. Показано, что пространство ко-
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присоединенных орбит в этом случае не является полуотделимым (относительно фактор-

топологии, индуцируемой обычной топологией в g∗), следовательно группы Ли с подобными

функциями Казимира относятся к классу так называемых диких групп. Отметим, что ди-

кие группы представляют значительный интерес, в первую очередь в теории представлений.

Например, для диких групп может иметься неоднозначность разложения унитарных пред-

ставлений, а также может отсутствовать характер представления. Имея в виду специфику

таких ситуаций, мы провели исследование с целью выявить подобные случаи среди алгебр

Ли малых размерностей. Для этого были явно построены инвариантны коприсоединенного

представления всех вещественных алгебр Ли размерности меньше шести (см. Приложение

А), и на основе полученных результатов найдены две алгебры с не полуотделимым про-

странством орбит.

В заключение § 4.1 показано, что метод орбит может быть эффективно применен к

исследованию однородных пространств групп Ли. В частности, каждому однородному про-

странству M = H \ G поставлены в соответствие три целых неотрицательных числа —

индекс iM , степень сингулярности sM и дефект dM . Индекс iM — это число функциональ-

но независимых тождеств, то есть функциональных соотношений между гамильтониана-

ми действия однопараметрических подгрупп группы G на T ∗M . Степень сингулярности sM

определяет размерность орбит коприсоединенного представления sM -типа, являющихся об-

разами G-орбит в T ∗M при соответствующем отображении момента. Наконец, дефект dM

однородного пространства тесно связан с пуассоновой алгеброй F функций из C∞(T ∗M),

инвариантных относительно действия группы G; в определенном смысле дефект — это «сте-

пень некоммутативности» этой алгебры. Например, для симметрических или, более общо,

коммутативных однородных пространств дефект равен нулю. Отметим, что числа iM , sM

и dM представляют собой важные характеристики однородного пространства и могут быть

посчитаны с помощью структурных констант алгебр Ли g и h групп G и H соответственно.

В § 4.2 описываются два естественных класса псевдоримановых метрик на однородных

пространствах — инвариантные метрики и метрики субмерсии. Инвариантные метрики на

однородных пространствах являются класическим объектом исследования дифференциаль-

ной геометрии, а также теории групп и алгебр Ли. На сегодняшний день геометрия таких

метрик хорошо изучена и, кроме того, получены достаточно обширные классификационные

результаты. Напротив, понятие псевдоримановой субмерсии сформировалось относитель-

но недавно. Локальная дифференциальная геометрия субмерсий впервые была изложена в

работе [51]. В настоящее время метрики субмерсии являются довольно популярным объек-

том исследования в математической и теоретической физике. Так, например, теория (псев-
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до)римановых субмерсий довольно интенсивно применяется к изучению эйнштейновых мно-

гообразий; в рамках этого подхода уже получены довольно обширные классификационные

результаты, обзор которых можно найти в монографии [111]. Римановы субмерсии также

представляют немалый интерес в теоретической физике и имеют приложения в теории Ян-

га – Миллса [112, 113], теории Калуцы – Клейна [114, 115], а также в супергравитации и

теории струн [116].

§ 4.3 посвящен построению специального канонического преобразования в простран-

стве кокасательного расслоения T ∗M однородного пространства M = H \G. Указанное пре-

образование сводится к переходу от обычных фазовых переменных (x, p) на T ∗M к новому

набору переменных, в состав которого входят:

• переменные (u, v), которые являются каноническими координатами на орбитах копри-

соединенного представления sM -типа;

• переменные (u′, v′), которые представляют собой канонические координаты на симплек-

тических листах пуассоновой алгебры F инвариантных функций;

• переменные (J, τ), где J представляют собой локальные координаты в пространстве

коприсоединенных орбит sM -типа, а τ — канонически сопряженные с ними величины.

Данное преобразование является обобщением специального канонического преобразования,

рассмотренного в § 2.3, и служит основой для описываемого в следующем параграфе ори-

гинального метода интегрирования геодезических потоков на однородных пространствах.

В § 4.4 построенное выше специальное каноническое преобразование в T ∗M приме-

няется к решению задачи интегрирования геодезических потоков на однородных простран-

ствах с инвариантными метриками и метриками субмерсии. Как следствие, сформулированы

необходимые и достаточные условия интегрируемости указанных геодезических потоков в

квадратурах.

В первом пункте § 4.4 показано, что после применения специального канонического

преобразования, гамильтонова система геодезического потока инвариантной метрики преоб-

разуется к канонической гамильтоновой системе, для которой координаты u, v и J являются

интегралами движения. Тем самым интегрируемость исходной гамильтоновой системы опре-

деляется только числом канонических переменных (u′, v′), равным удвоенному дефекту dM

однородного пространства. В качестве примера, иллюстрирующего полученный результат,

в квадратурах проинтегрирован геодезический поток инвариантной нештеккелевой метрики

на четырехмерном однородном пространстве с пятимерной неразрешимой группой преобра-
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зований G = R2 o SL(2,R). Кроме того, исследована проблема интегрируемости геодезиче-

ских потоков инвариантных метрик на трех- и четырехмерных однородных пространствах с

нетривиальными подгруппами изотропии; в частности, показано, что все такие геодезиче-

ские потоки интегрируемы в квадратурах.

Во втором пункте § 4.4 показано, что в случае метрик субмерсии преобразованная

гамильтонова система геодезического потока включает переменные u′, v′ и J как интегралы

движения. Следовательно, интегрируемость в этой ситуации определяется только числом

канонических переменных (u, v), то есть размерностью коприсоединенных орбит sM -типа.

В качестве примера рассмотрена задача интегрирования в квадратурах геодезического по-

тока метрики субмерсии на четырехмерном однородном пространстве с пятимерной дикой

группой преобразований (группой Маутнера). Отметим, что использование специального ка-

нонического преобразования в этом случае является единственной альтернативой, так как

имеющийся в задаче коммутативный набор интегралов движения содержит многозначную

функцию, и поэтому стандартная техника ограничения гамильтоновой системы на совмест-

ную поверхность уровня этих интегралов не применима. В конце § 4.4 обсуждается про-

блема классификации однородных пространств с интегрируемыми геодезическими потоками

метрик субмерсии, а также приводятся некоторые замечания об интегрируемости геодезиче-

ских потоков биинвариантных метрик.

Пятая глава настоящей диссертационной работы посвящена исследованию интегриру-

емости гамильтоновых систем в вариациях, то есть систем дифференциальных уравнений,

являющихся результатом линеаризации гамильтоновых систем на пуассоновых многообрази-

ях. В частности, подробно изучается вариация геодезических потоков на псевдоримановых

многообразиях, приводящая к известному уравнению Якоби — дифференциальному урав-

нению второго порядка, описывающему отклонения геодезических при малых возмущениях

начальных условий. Данное уравнение играет важную роль в вопросах устойчивости геоде-

зических на римановых и псведоримановых многообразиях [16,117–119], а также представ-

ляет большой интерес в общей теории относительности [120–123].

В § 5.1 показано, что на касательном расслоении произвольного пуассонова много-

образия имеется пуассонова структура, с помощью которой всякая гамильтонова система

вместе со своей системой в вариациях может быть снова представлена в гамильтоновой фор-

ме. Описаны простейшие свойства данной пуассоновой структуры и рассмотрены некоторые

простейшие примеры.

§ 5.2 содержит исследование системы в вариациях геодезического потока на произ-

вольном псевдоримановом многообразии (M, g). Показано, что уравнение Якоби — уравне-



24

ние, описывающее отклонения геодезических при малых возмущениях начальных условий,

– можно переписать в виде гамильтоновой системы некоторого расширенного геодезиче-

ского потока на многообразии T ∗(TM). Доказано утверждение, согласно которому инте-

грируемость по Лиуввилю этого расширенного геодезического потока является следствием

интегрируемости по Лиувиллю исходного геодезического потока на T ∗M .

В § 5.3 доказано, что касательное расслоение TM всякого однородного пространства

M = H \ G снабжается естественной структурой однородного пространства с группой пре-

образований, являющейся прямым произведением группы G на абелеву группу RdimG. В

качестве следствия этого результата показано, что гамильтонова система в вариациях геоде-

зического потока инвариантной метрики (метрики субмерсии) на M является геодезическим

потоком относительно некоторой инвариантной метрики (метрики субмерсии) на однородном

пространстве TM . Эти факты позволили обобщить изложенный в предыдущей главе метод

интегрирования геодезических потоков на однородных пространствах на случай интегриро-

вания соответствующих уравнений Якоби.

Применение изложенного в предыдущем параграфе метода проиллюстрировано в § 5.4

на примере интегрирования уравнения Якоби на двумерной плоскости Лобачевского, явля-

ющейся симметрическим пространством отрицательной кривизны.

Нахождение точных решений уравнений движения заряженных частиц во внешних

полях представляет собой следующий, более сложный этап в решении общей проблемы

интегрирования классических уравнений теоретической физики. В то время как теория ин-

тегрирования геодезических потоков на настоящий день хорошо развита, аналогичная ей

теория для конечномерных гамильтоновых систем, определяющих динамику заряженных

частиц во внешних полях, находится еще в стадии развития. Отметим, что в настоящее

время наибольшая исследовательская активность наблюдается по отношению к интегрируе-

мым магнитным геодезическим потокам, то есть гамильтоновым потокам, описывающим

движение заряженных частиц во внешних электромагнитных полях. Помимо исследования

проблемы интегрируемости этих динамических систем [124–129], внимание специалистов

также привлекает целый круг вопросов, связанных с их различными топологическими осо-

бенностями [130–133].

Шестая глава посвящена проблеме интегрирования магнитных геодезических потоков

на группах Ли и однородных пространствах. Также в данной главе обсуждается пробле-

ма некоммутативной интегрируемости системы уравнений Вонга, описывающих движение

классической заряженной частицы с изоспином во внешнем калибровочном поле [134].

В § 6.1 рассматриваются магнитные геодезические потоки на произвольных псевдори-
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мановых многообразиях, а также исследуется алгебра их интегралов движения, линейных

по импульсным переменным. Показано, что в общем случае эта алгебра представляет собой

некоторое центральное расширение алгебры g, образованной векторами Киллинга, сохра-

няющими 2-форму внешнего поля. Как известно, множество неэквивалентных центральных

расширений алгебры Ли g находится во взаимо однозначном соответствии с элементами

группы 2-когомологий H2(g;R). Это обстоятельство позволило предложить оригинальный

подход к классификации внешних электромагнитных полей на данном псевдоримановом

многообразии, сопоставляя каждому полю отвечающую ему 2-когомологию из H2(g;R). В

заключение § 6.1 приводится пример когомологической классификации электромагнитных

полей на трехмерном евклидовом пространстве R3.

§ 6.2 затрагивает вопрос об интегрируемости односторонне инвариантных магнитных

геодезических на группах Ли. Несмотря на то что группы Ли представляют собой частный

случай однородных пространств, класс интегрируемых магнитных геодезических потоков на

них оказывается весьма широким. В указанном параграфе рассматриваются произвольные

замкнутые правоинвариантные 2-формы на группах Ли, ассоциированные с 2-коциклами

соответствующих алгебр Ли. Частным случаем предлагаемой нами теории являются маг-

нитные геодезические потоки, связанные с тривиальными 2-коциклами (2-кограницами).

До настоящего времени в большинстве работ по данной тематике рассматривались имен-

но такие случаи (см., например, [124–127]), хотя нетривиальные 2-коциклы представляют

с точки зрения интегрирования гораздо больший интерес. В частности, показано, что для

произвольной алгебры Ли и некоторого ее 2-коцикла можно ввести так называемый кого-

мологический индекс, обобщающий понятие обычного индекса алгебры Ли и позволяющий

сформулировать критерий интегрируемости магнитных геодезических потоков в удобной ал-

гебраической форме. С использованием данного критерия показано, что правоинвариантные

магнитные геодезические потоки интегрируемы в квадратурах на любой трехмерной группе

Ли. В четырехмерном случае возможны как интегрируемые, так и неинтегрируемые случаи;

на основе классификации 2-коциклов четырехмерных алгебр Ли, приведенной в Приложе-

нии B, явно перечислены все интегрируемые случаи.

Изложенный в § 6.2 метод интегрирования магнитных геодезических потоков на груп-

пах Ли может быть обобщен на случай однородных пространств; соответствующие ре-

зультаты изложены в § 6.3. Отдельно исследована проблема магнитных тождеств, то

есть функциональных соотношений между интегралами движения магнитных геодезиче-

ских потоков. В частности, доказано, что число функционально независимых магнитных

тождеств совпадает с числом обычных (не магнитных) тождеств, то есть равно индексу од-
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нородного пространства. Кроме того, введено понятие магнитного дефекта, обобщающее

определение обычного дефекта однородного пространства и позволяющее сформулировать

критерий интегрируемости инвариантных магнитных геодезических потоков на однородных

пространствах. В качестве иллюстрации рассмотрен пример интегрирования в квадратурах

магнитного геодезического потока на четырехмерном однородном пространстве с нештек-

келевой метрикой, допускающей в качестве группы движений пятимерную неразрешимую

группу G = R2 o SL(2,R). В заключение параграфа сформулировано важное следствие по-

лученных результатов: на любом четырехмерном однородном пространстве с нетривиальной

подгруппой изотропии, снабженном инвариантной метрикой и инвариантной замкнутой 2-

формой, магнитный геодезический поток интегрируем в квадратурах.

В § 6.4 рассматриваются уравнения Вонга, описывающие движение классической заря-

женной частицы с изоспином во внешнем калибровочном поле. Важно заметить, что с точки

зрения физических приложений задача точного интегрирования этих уравнений представ-

ляет определенный интерес. Действительно, не смотря на то, что движение изоспиновой

частицы как правило ограничено малыми масштабами (порядка размера нуклонов), в ря-

де квантовых эффектов приходится использовать точные решения классических уравнений

движения. Например, хорошо известно, что в рамках квазиклассического метода описа-

ния квантовых систем используется понятие классической траектории [194]. Отметим, что в

настоящее время точные решения уравнений Вонга найдены лишь для сравнительно неболь-

шого класса калибровочных полей (в основном, это поля с калибровочной группой SU(2)).

В частности, известны примеры решений уравнений Вонга в простейших случаях однород-

ных полей [135], в постоянном хромоэлектромагнитном поле [136], а также в сферически-

симметричных монопольных решениях уравнений Янга – Миллса [137].

В первом пункте § 6.4 коротко приводится известный результат Стернберга и Вейнстей-

на, позволяющий рассматривать уравнения Вонга как гамильтонову систему относительно

некоторой пуассоновой структуры [138, 139]. Во втором пункте показано, что алгебра ли-

нейных интегралов движения уравнений Вонга является расширением некоторой подалгебры

алгебры векторов Киллинга пространства – времени. При этом ядром данного расширения

выступает некоторая подалгебра алгебры Ли калибровочной группы. Отметим, что опре-

деляющие уравнения для полиномиальных по импульсам интегралов движения уравнений

Вонга были получены в работе [140], однако структура возникающей при этом пуассоновой

алгебры не исследовалась. В третьем пункте изучается возможность использования алгебры

линейных интегралов движения для интегрирования уравнений Вонга путем некоммута-

тивной редукции. Для этого мы применяем известную теорему некоммутативной редукции
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произвольных гамильтоновых систем [18], и с ее помощью получаем алгебраическое условие

интегрируемости уравнения Вонга. В заключение параграфа рассмотрено несколько конкрет-

ных примеров, представляющих физический интерес.

В седьмой главе настоящей диссертационной работы рассматривается проблема постро-

ения точных решений релятивистских волновых уравнений Клейна – Гордона и Дирака во

внешних электромагнитных полях.

§ 7.1 затрагивает вопрос о киллинговых алгебрах симметрии уравнений Клейна – Гор-

дона и Дирака во внешнем электромагнитном поле. Доказаны теоремы о том, что эти алгеб-

ры изоморфны и являются одномерными центральными расширениями подалгебры векторов

Киллинга, сохраняющих 2-форму внешнего поля. Обсуждаются некоторые частные случаи.

В качестве примеров найдены киллинговы алгебры симметрии уравнений Клейна – Гордо-

на и Дирака на фоне решения Бертотти – Робинсона, а также для плоско-симметрической

конфигурации гравитационного и электромагнитного полей.

В § 7.2 излагается метод построения точных решений уравнений Клейна – Гордо-

на и Дирака во внешнем электромагнитном поле на псевдоримановых многообразиях с

просто-транзитивными группами изометрий. Подобные многообразия находятся во взаимо

однозначном соответствии с элементами группы преобразований, поэтому фактически мы

рассматриваем задачу интегрирования релятивистских волновых уравнений на группах Ли.

Для решения этой задачи используется техника, представляющая собой обобщение гармо-

нического анализа на группах Ли, изложенного в § 3.3. В заключение параграфа рассмат-

ривается пример интегрирования уравнений Клейна – Гордона и Дирака на четырехмерной

группе Ли G = E(2) × R. Интересная качественная особенность этого примера состоит в

возможности разделения переменных в свободном уравнении Клейна – Гордона, и невоз-

можности сделать это при включении внешнего электромагнитного поля ввиду нарушения

необходимых и достаточных условия разделения переменных.

§ 7.3 содержит описание общей схемы построения точных решений релятивистских

волновых уравнений во внешних электромагнитных полях. Данная схема основана на ис-

пользовании некоммутативной алгебры симметрии уравнения для осуществления процедуры

его редукции к дифференциальному уравнению с минимально возможным числом независи-

мых переменных. Описанный подход обобщает развитый в работах [31–33] метод интегриро-

вания релятивитских волновых уравнений на случай включения в уравнения внешнего элек-

тромагнитного поля. В конце параграфа рассматривается пример интегрирования уравнений

Клейна – Гордона и Дирака на нештеккелевом псевдоримановом многообразии с пятимерной

неразрешимой группой движений, оставляющей инвариантной 2-форму электромагнитного
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поля.

В заключении сформулированы основные результаты диссертационной работы.

В Приложении A приводятся функции Казимира для всех некоммутативных веще-

ственных алгебр Ли размерности меньше шести. Классификации вещественных алгебр Ли

порядка 2, 3 и 4 взяты из монографии [81], а классификация всех вещественных пятимерных

алгебр Ли дана в работе [141].

В Приложении Б содержится классификация канонических форм 2-коциклов всех ве-

щественных четырехмерных алгебр Ли. Кроме того, в данном приложении выделены случаи,

допускающие интегрируемость правоинвариантных магнитных геодезических потоков на со-

ответствующих группах Ли.
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ГЛАВА 1. ТРАНЗИТИВНЫЕ ДЕЙСТВИЯ ГРУПП И АЛГЕБР ЛИ И ИХ

КООРДИНАТНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ

§ 1.1 Предварительные сведения из теории групп и алгебр Ли

Чтобы сделать изложение замкнутым, а также с целью зафиксировать употребляемые

нами в работе обозначения, в настоящем параграфе мы приводим некоторые известные фак-

ты из теории групп и алгебр Ли следуя, в основном, классическим монографиям [142–147].

Пусть Ge — открытая окрестность единицы n-мерной вещественной группы Ли G,

ψ : Ge → U — гомеоморфизм окрестности Ge на открытое множество U евклидового

пространства Rn. Другими словами, пара (Ge, ψ) есть некоторая карта на G, содержащая

единицу группы. Каждый элемент группы из области Ge однозначно определяется своими

координатами. Эту зависимость будем указывать в явном виде:

gx = ψ−1(x) ∈ Ge, x = (x1, . . . , xn) ∈ U.

При необходимости сужая окрестность Ge, для произведения элементов из этой окрест-

ности мы можем записать:

gxgy = gz, zi = Φi(x, y), gx, gy, gz ∈ Ge. (1.1)

Здесь Φ: U×U → Rn — векторнозначная функция, называемая функцией композиции груп-

пы G. В силу ассоциативности операции умножения, функция композиции удовлетворяет

тождеству

Φ(x,Φ(y, z)) = Φ(Φ(x, y), z), x, y, z ∈ U. (1.2)

Далее без потери общности будем считать, что единице группы соответствуют нулевые

значения координат, т. е. ψ(e) = 0. В этом случае функция композиции удовлетворяет «на-

чальным условиям»

Φ(x, 0) = Φ(0, x) = x, x ∈ U. (1.3)

Координаты элемента группы, обратного элементу gx, будем обозначать через κ(x): g−1
x =

gκ(x). Для функции κ : U → Rn очевидны следующие равенства

Φ(κ(x), x) = Φ(x, κ(x)) = 0,
∂κi(x)

∂xj

∣∣∣
x=0

= −δij.

Здесь δij — символ Кронекера, i, j = 1, . . . , n. Отметим, что следуя общепринятой термино-

логии, пару (U, ψ−1) называют локальной группой Ли, ассоциированной с группой Ли G.
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Касательные векторы ∂xi ≡ ∂/∂xi, рассматриваемые в точке x ∈ U , образуют базис

касательного пространства TxRn в этой точке. Соответствующие им касательные векторы

(ψ−1)∗ ∂xi ≡ ∂xi gx ∈ TgxG образуют базис касательного пространства к группе G в точке gx. В

частности векторы ei ≡ ∂xi gx|x=0 порождают базис алгебры Ли g группы G. Коммутационное

правило в алгебре g задается соотношениями

[ei, ej] = Ck
ij ek,

где Ck
ij — постоянные величины, называемые структурными константами алгебры g.

Структурные константы определяются с помощью функции композиции согласно равенству

Ck
ij =

(
∂2Φk(x, y)

∂xi∂yj
− ∂2Φk(x, y)

∂yi∂xj

) ∣∣∣
x=y=0

. (1.4)

Отметим, что тождество Якоби в алгебре g, записанное в терминах структурных констант

C l
ijC

p
lk + C l

jkC
p
li + C l

kiC
p
lj = 0,

является следствием соотношения (1.2).

Группа G действует сама на себе с помощью правых Rg : G → G и левых Lg : G → G

сдвигов:

Rg(h) = hg, Lg(h) = gh, g, h ∈ G. (1.5)

Инфинитезимальными генераторами этих действий являются левоинвариантные и право-

инвариантные векторные поля соответственно:

ξi(g) = (Lg)∗ ei, ηi(g) = −(Rg)∗ ei, g ∈ G. (1.6)

В области действия карты (Ge, ψ) будем иметь

ξi(x) ≡ ψ∗ ξi(gx) = ξji (x)∂xj , ηi(x) ≡ ψ∗ ηi(gx) = ηji (x)∂xj , x ∈ U,

где функции ξji (x) и ηji (x) определяются равенствами

ξji (x) =
∂Φj(x, y)

∂yi

∣∣∣∣
y=0

, ηji (x) = − ∂Φj(y, x)

∂yi

∣∣∣∣
y=0

. (1.7)

Матрицы, образованные элементами ξji (x) и ηji (x), мы будем обозначать через ‖ξ(x)‖ и ‖η(x)‖

соответственно.

Лево- и правоинвариантные векторные поля ξi и ηi, рассматриваемые как дифференци-

альные операторы на группе, удовлетворяют коммутационным соотношениям

[ξi, ξj] = Ck
ij ξk, [ηi, ηj] = Ck

ij ηk, [ξi, ηj] = 0. (1.8)
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Отсюда вытекает, что лево- и правоинвариантные векторные поля относительно обычно-

го коммутатора векторных полей образуют алгебры Ли, изоморфные алгебре g. Лево- и

правоинвариантные алгебры векторных полей мы будем обозначать как gL(G) и gR(G) соот-

ветственно.

Пусть {ωi} — набор 1-форм на группе G, дуальных левоинвариантным векторным полям

ξi : 〈ωi, ξj〉 = δij. Ясно, что 1-формы ω
i являются инвариантными относительно левых сдвигов.

Аналогично рассмотрим набор правоинвариантных 1-форм {σi}: 〈σi, ηj〉 = δij. В координатной

карте (Ge, ψ) указанные 1-формы записываются в виде

ωi(x) ≡ (ψ−1)∗ ωi(gx) = ωij(x)dxj, σi(x) ≡ (ψ−1)∗ σi(gx) = σij(x)dxj.

Здесь компоненты ωij(x) и σij(x) определяются с помощью матриц лево- и правоинвариантных

векторных полей:

ωij(x) = (‖ξ(x)‖−1)ij, σij(x) = (‖η(x)‖−1)ij. (1.9)

Нетрудно проверить, что первые два равенства из (1.8), переписанные в терминах инвари-

антных 1-форм, принимают вид

dωk(x) = −1

2
Ck
ij ω

i(x) ∧ ωj(x), dσk(x) = −1

2
Ck
ij σ

i(x) ∧ σj(x). (1.10)

Данные соотношения известны как уравнения Маурера – Картана.

Каждый элемент g ∈ G порождает внутренний автоморфизм Adg ∈ Aut(g) алгебры

Ли g:

Adg ei ≡ (Lg)∗ (Rg−1)∗ ei = ‖Adg‖jiej. (1.11)

Возникающий при этом гомоморфизм Ad: G → Aut(g) называется присоединенным пред-

ставлением группы G. Матрица ‖Adgx‖ присоединенного представления может быть выра-

жена через компоненты инвариантных полей и 1-форм в виде:

‖Adgx‖ij = −σik(x)ξkj (x). (1.12)

Дифференциал ad: g→ End(g) присоединенного представления, вычисленный в едини-

це группы, называется присоединенным представлением алгебры Ли g. Компоненты мат-

рицы ‖ad ei‖ выражаются через структурные константы алгебры g по формуле:

‖ad ei‖kj =
∂

∂xi
‖Adgx‖kj

∣∣∣
x=0

= Ck
ij.

Несложно проверить справедливость следующих матричных тождеств:

ξi(x) · ‖Adgx‖ = ‖Adgx‖ · ‖ad ei‖, ηi(x) · ‖Adgx‖ = −‖ad ei‖ · ‖Adgx‖. (1.13)
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Используя определения лево- и правоинвариантных векторных полей и 1-форм, можно

получить различные определяющие уравнения на функцию композиции Φ(x, y). Например,

условие инвариантности векторных полей ξi(x) относительно левых сдвигов приводит к урав-

нению
∂Φk(x, y)

∂yi
= ξkj (Φ(x, y))ωji (y). (1.14)

Аналогичным образом, используя условие правой инвариантности векторных полей ηi(x),

получаем
∂Φk(x, y)

∂xi
= ηkj (Φ(x, y))σji (x). (1.15)

Вместе с «начальными условиями» (1.3) системы уравнений (1.14) или (1.15) определяют

функцию композиции однозначно.

Отметим, что все приведенные выше соотношения справедливы в произвольных локаль-

ных координатах на группе Ли. Рассмотрим теперь специальные классы локальных коорди-

нат. Пусть линейное пространство алгебры Ли g разложено в прямую сумму подпространств

g =
m⊕
α=1

gα = g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gm. (1.16)

Определим отображение φ : g→ G, полагая, что для любого X ∈ g выполняется условие

φ(X) =
m∏
α=1

exp(Xα) = exp(X1) exp(X2) . . . exp(Xm).

Здесь exp : g → G — экспоненциальное отображение, Xα — компонента вектора X, отве-

чающая слагаемому gα в разложении (1.16). Так как отображение φ в точке 0 ∈ g являет-

ся диффеоморфизмом, найдется окрестность U этой точки, диффеоморфно отображаемая в

некоторую окрестность Ge единицы группы. Отсюда следует, что пара (Ge, ψ), где ψ = φ−1,

образует некоторую карту на G. Данная карта называется канонической, а соответствую-

щие ей локальные координаты x = (x1, . . . , xn) ∈ U на группе называются каноническими

координатами [145].

Наиболее часто используются канонические координаты двух типов [144,147]. Пусть в

разложении (1.16) g1 = g, gα = 0, α = 2, . . . ,m. Если X = xiei — разложение вектора X ∈ g

по базису e1, . . . , en, то

gx = exp

(
n∑
i=1

xiei

)
= exp(x1e1 + · · ·+ xnen).

В этом случае канонические координаты называются каноническими координатами перво-

го рода. Напротив, в случае, когда все пространства gα одномерны, имеют место канониче-

ские координаты второго рода:

gx =
n∏
i=1

exp(xiei) = exp(x1e1) . . . exp(xnen).
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Отметим, что выбор типа используемых канонических координат на группе Ли прежде всего

диктуется особенностями решаемой задачи.

Одной из классических задач теории групп Ли является задача о построении локаль-

ного закона умножения в группе по известным структурным константам ее алгебры Ли.

Традиционный вариант решения этой задачи согласно известным теоремам Ли осуществ-

ляется в два этапа [144]. На первом этапе решаются уравнения Маурера–Картана (1.10)

(для определенности можно выбрать первое уравнение), в которых в качестве неизвестных

выступают компоненты ωji (x) левоинвариантных 1-форм. Следует заметить, что очевидное

«начальное условие» ωji (0) = δji , вообще говоря, не гарантирует единственность решения

указанной задачи. Поэтому на данном этапе дополнительно фиксируют какую-либо систему

канонических координат на группе. Например, в канонических координатах первого рода

справедливо равенство ωij(x)xj = xi, используя которое нетрудно выписать решение уравне-

ний (1.10) в явном виде:

‖ω(x)‖ =
1− e−adX

adX
, X = xiei. (1.17)

На втором этапе производится построение функции композиции Φ(x, y) с помощью интегри-

рования системы уравнений (1.14), дополненной условиями (1.3).

Другой возможный способ построения функции композиции группы Ли по структурным

константам ее алгебры Ли заключается в использовании явной формулы для элемента Z =

ln(eXeY ) [148]:

Z = Y +

1∫
0

θ(etadXeadY )Xdt. (1.18)

Здесь θ(τ) = ln τ/(τ − 1), X = X iei, Y = Y iei, причем предполагается, что векторы X и

Y принадлежат достаточно малой окрестности нулевого элемента алгебры g. Компоненты

вектора Z, вычисленные согласно (1.18), представляют собой компоненты искомой функции

композиции Φ(x, y) в канонических координатах первого рода. Полезным следствием форму-

лы (1.18) является известный ряд Кэмпбелла–Хаусдорфа–Дынкина, получаемый с помощью

разложения функции θ(τ) в степенной ряд в окрестности точки τ = 1.

Не смотря на то, что указанные нами способы построения функции композиции по-

казывают принципиальную возможность восстановления локальной группы Ли по закону

коммутации в соответствующей алгебре Ли, они не очень удобны на практике. Первый

способ, основанный на теоремах Ли, сводится к интегрированию систем нелинейных диф-

ференциальных уравнений в частных производных, что даже для алгебр Ли малых порядков

представляет из себя весьма трудоемкую задачу. Использование формулы (1.18) так же

сопряжено с рядом вычислительных трудностей, связанных с вычислением функций от мат-
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ричных аргументов (детали мы обсудим ниже).

Укажем еще один возможный метод построения функции композиции. Рассмотрим

некоторое точное конечномерное представление τ алгебры Ли g в m-мерном векторном

пространстве Rm. Обозначим через G′e ⊂ G некоторую окрестность единичного элемента

в группе G, а через V — окрестность нулевого элемента в алгебре Ли g, гомеоморфно отоб-

ражаемую на G′e при экспоненциальном отображении. Тогда отображение T , определяемое

формулой

T (expX) = exp(τ(X)), X ∈ V,

задает локально гомоморфное отображение группы Ли G в матричную группу GL(m,R) [147].

Это означает, что найдется окрестность единицы Ge ⊂ G′e такая, что T (g1g2) = T (g1)T (g2)

для любых g1, g2 ∈ Ge. Заменим в формуле (1.1) элементы группы на их представление:

g → T (g). Тем самым мы получаем матричное равенство из которого, в силу точности

представления τ , можно определить все компоненты функции композиции, т.е. выразить

zi = Φi(x, y). Например, в канонических координатах первого и второго рода имеем матрич-

ные равенства:

exp

(
n∑
i=1

xiτ(ei)

)
exp

(
n∑
j=1

yjτ(ej)

)
= exp

(
n∑
k=1

zkτ(ek)

)
,

n∏
i=1

exp
(
xiτ(ei)

) n∏
j=1

exp
(
yjτ(ej)

)
=

n∏
k=1

exp
(
zkτ(ek)

)
.

К сожалению, основным недостатком этого метода является отсутствие на сегодняшний день

простого алгоритма построения точного представления произвольной алгебры Ли, который

мог бы быть легко применим в практическом плане. Тем не менее, в этом направлении

ведутся некоторые исследования [149].

В заключение настоящего параграфа приведем некоторые важные факты, касающиеся

действий групп Ли на гладких многообразиях.

Пусть T : M × G → M — (правое) действие группы Ли G на гладком m-мерном мно-

гообразии M . Иными словами, всякому элементу g ∈ G поставлен в соответствие диффео-

морфизм Tg : q 7→ Tg(q) ≡ qg, q ∈ M . Пусть V ′ — открытое множество в M . Для любой

фиксированной точки q0 ∈ V ′ существует окрестность U ⊂ G, содержащая единицу груп-

пы, и окрестность V точки q0 в V ′ такие, что T (V × U) ⊂ V ′. Будем считать, что в U и

V определены локальные системы координат x1, . . . , xn и q1, . . . , qm соответственно, причем

e ∈ U имеет нулевые координаты. Тогда действие T , ограниченное на V ×U , представляется

функциями

q′a = Ψa(q1, . . . , qm;x1, . . . , xn) = Ψa(q, x), a = 1, . . . ,m,
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где q′a — координаты точки q′ = qg. Функция Ψ : V ×U → V ′ называется функцией действия

группы G на многообразии M .

Из определения правого действия группы G на M вытекают следующие свойства функ-

ции Ψ(x, q):

Ψ(Ψ(q, x), y) = Ψ(q,Φ(x, y)), (1.19)

Ψ(q, 0) = q. (1.20)

При этом (1.19) предполагается выполненным для всех q ∈ V , gx, gy ∈ U , для которых обе

части этого равенства определены.

Обратно, если для некоторого открытого множества W ⊂M×G, содержащего M×{e},

найдется гладкое отображение Ψ : W → M , удовлетворяющее свойствам (1.19) и (1.20),

говорят, что задано локальное действие группы G на M .

Пусть g — алгебра Ли группы G, действующей на многообразии M , e1, . . . , en — неко-

торый базис в g. Каждому базисному вектору ei мы можем сопоставить векторное поле

ζi ∈ Vect(M) по следующему правилу:

(ζi ϕ)(q) =
d

dt
ϕ (q exp(tei))

∣∣∣
t=0
, ϕ ∈ C∞(M).

В локальных координатах q1, . . . , qm, заданных в области V ⊂M , имеем ζi(q) = ζai (q)∂qa, где

ζai (q) =
∂Ψa(q, x)

∂xi

∣∣∣
x=0

. (1.21)

Векторные поля ζi(q) называются инфинитезимальными генераторами или фундамен-

тальными векторными полями действия группы G на многообразии M . Отметим, что

инфинитезимальными генераторами правого действия группы G на себе являются левоинва-

риантные векторные поля.

Следствием равенства (1.19) являются коммутационные соотношения

[ζi, ζj] = Ck
ij ζk, (1.22)

где Ck
ij — структурные константы алгебры g, определяемые формулой (1.4). Таким образом,

линейная оболочка набора векторных полей ζi образует подалгебру в алгебре Ли Vect(M),

изоморфную алгебре g. Далее мы будем обозначать эту подалгебру как g(M).

Рассмотрим случай транзитивного действия. Напомним, что действие группы G на мно-

гообразии M называется транзитивным, если для всякой пары точек q1, q2 ∈ M найдется

групповой элемент g ∈ G такой, что q2 = q1g. Многообразие M , на котором задано транзи-

тивное действие некоторой группы Ли, называется однородным пространством.
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Однородные пространства могут быть описаны в терминах так называемой групповой

модели. Напомним способ ее построения [146,150].

Зафиксируем некоторую точку q0 ∈ M и рассмотрим замкнутую подгруппу H ⊂ G, об-

разованную групповыми элементами, оставляющими данную точку неподвижной: H = {g ∈

G | q0g = q0}. Подгруппа H называется подгруппой изотропии или группой стационарно-

сти точки q0. Заметим, что выбор точки q0 в некотором смысле не существенен, так как

группы стационарности различных точек многообразия M сопряжены в G.

Пусть H \G = {Hg | g ∈ G} — пространство правых смежных классов группы G по под-

группе H. Известно, что H \G снабжается естественной структурой гладкого многообразия,

причем эта структура единственна [146]. Основной результат заключается в следующем:

имеет место G-эквивариантный диффеоморфизм между точками многообразия M и точками

пространства H \G. Данный диффеоморфизм имеет вид q0g 7→ Hg, g ∈ G.

Указанное соответствие позволяет свести изучение транзитивных действий к изучению

пар вида (G,H), где G — группа Ли, H — ее замкнутая подгруппа. В свою очередь, локаль-

ные транзитивные действия группы G могут быть интерпретированы в терминах алгебр Ли.

Действительно, пусть g — алгебра Ли, h ⊂ g — ее произвольная подалгебра. Можно постро-

ить соответствующие этим алгебрам локальные группы G и H, а затем и область M ⊂ Rm,

m = dim g− dim h, с заданным на ней действием группы G, определив ее как пространство

правых смежных классов H \ G [144]. При этом подалгебры h и h′ алгебры g, связанные

внутренним автоморфизмом, будут приводить к эквивалентным действиям локальной груп-

пы G, в силу того, что соответствующие им фактор-пространства H \ G и H ′ \ G являются

эквивариантно диффеоморфными.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.1. В общем случае действие группы G на пространстве правых смежных

классов H \ G может быть не эффективным, т.е. может существовать такой g ∈ G, что

qg = q для всех q ∈ H \ G. Многие авторы обычно ограничиваются рассмотрением только

эффективных действий групп преобразований, что не является потерей общности. Действи-

тельно, если G действует на H \G не эффективно, мы всегда можем рассмотреть на данном

однородном пространстве эффективное действие фактор–группы G/N , где N — наибольшая

нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в H [150]. Не смотря на сказанное, в нашем

исследовании мы не будем ограничиваться только эффективными действиями, а будем счи-

тать, что подгруппа H может содержать не тривиальные нормальные подгруппы группы G.

На языке алгебр Ли это означает, что подалгебра h может содержать ненулевые идеалы

алгебры Ли g.

Между левоинвариантными векторными полями группы G и инфинитезимальными ге-
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нераторами ее правых транзитивных действий имеется естественная связь.

Пусть M = H \G — однородное пространство, π : G→ H \G — проекция, сопоставля-

ющая элементу g ∈ G правый смежный класс π(g) = Hg ∈ H \G, s : G→M — отображение

такое, что π ◦ s = id. (Отметим, что отображение s можно выбрать почти всюду гладким на

M). Тогда произвольный элемент группы G однозначно записывается в виде

g = h s(q), q ∈M, h ∈ H,

и тем самым G отождествляется с H × M . Пусть q1, . . . , qm — локальные координаты в

некоторой области V ⊂ M , содержащей точку q0 = π(e), h1, . . . , hn−m — локальные коорди-

наты в окрестности единицы U группы H. В этом случае в качестве локальных координат

x = (x1, . . . , xn) элемента g = h s(q) можно выбрать величины:

x = (q, y); xa = qa, a = 1, . . . ,m; xm+α = hα, α = 1, . . . , n−m. (1.23)

В частности, элемент s(q) ∈ s(V ) будет иметь координаты x = (q, 0).

ЗАМЕЧАНИЕ 1.2. Далее всюду в данной работе мы будем использовать следующее со-

глашение: начальные строчные буквы латинского алфавита a, b, c, . . . будут обозначать ко-

ординатные индексы на однородном пространстве, а начальные строчные буквы греческого

алфавита α, β, γ, . . . будут использоваться для обозначения координатных индексов подгруп-

пы изотропии. Если же подобное разделение нам будет не нужно, мы будем нумеровать

индексы строчными буквами из середины латинского алфавита: i, j, k, . . . .

Действие группы G на однородном пространстве M = H \G сводится к преобразованию

представителей смежных классов:

s(q)g = h(q, g)s(qg), q ∈M, g ∈ G. (1.24)

Здесь функция h : M ×G→ H называется фактором однородного пространства. Приведем

очевидные свойства фактора:

h(q, e) = e, q ∈M ;

h(q, gg′) = h(q, g)h(qg, g′), q ∈M, g, g′ ∈ G.

Отметим также, что фактор зависит от выбора отображения s. Действительно, любые два

отображения s, s′ : M → G такие, что π ◦ s = π ◦ s′ = id, будут связаны соотношением

s′(q) = φ(q)s(q), где φ — некоторая функция на M , принимающая значения в подгруппе H.

При этом факторы h(q, g) и h′(q, g), отвечающее данным отображениям, будут удовлетворять

равенству

h′(q, g) = φ(q)h(q, g)φ−1(qg). (1.25)
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Обозначим через hα(q, z) локальные координаты фактора h(q, gz), α = 1, . . . , dimH. Из

равенства (1.24) непосредственно следует, что

Ψa(q, z) = Φa((q, 0), z), a = 1, . . . ,m. (1.26)

hα(q, z) = Φα((q, 0), z), α = 1, . . . , n−m. (1.27)

Данные равенства позволяют найти явный вид функций Ψa(q, z) и hα(q, z), если известен

вид функции композиции группы G в «расщепленных» координатах (qa, hα).

Используя равенство (1.26), а также формулы (1.7) и (1.21), легко установить связь

между левоинвариантными векторными полями ξi на группе G, заданными в координатах

x = (q, h), и соответствующими генераторами ζi действия группы G на однородном простран-

стве M = H \G:

ξi(q, h) = ξai (q)∂qa + ξβi (q, h)∂hβ ; (1.28)

ζi(q) = ξai (q)∂qa . (1.29)

Таким образом, в локальных координатах (q, h) векторные поля ζi(q) получаются из левоин-

вариантных векторных полей ξi(q, h) формальной подстановкой ∂hβ → 0.

§ 1.2 Реализация алгебр Ли векторными полями

Многие исследователи в области теоретической и математической физики, использую-

щие в своей работе методы теории групп и алгебр Ли, сталкиваются со следующей пробле-

мой: как реализовать данную конечномерную алгебру Ли векторными полями, заданными

в некоторой области евклидового пространства? Указанная задача является актуальной, на-

пример, в теории интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений [151–153],

а также в задачах групповой классификации дифференциальных уравнений в частных про-

изводных [79, 80]. Кроме того, задача построения алгебр Ли векторных полей возникает

в проблемах классификации псевдоримановых метрик на многообразиях с группами движе-

ний [81–84], а также в задачах построения релятивистских волновых уравнений во внешних

полях с заданной группой симметрии [85].

Не смотря на то, что проблему реализации алгебр Ли векторными полями рассматривал

еще С. Ли, исследования в данном направлении не прекращаются до сих пор. При этом под-

ходы, которые специалисты используют для ее решения, весьма различаются между собой,

т.к. их выбор напрямую зависит от характера возможных приложений рассматриваемой за-

дачи. Как следствие, число работ по данной тематике на сегодняшний день довольно велико;

отметим те из них, которые, на наш взгляд, содержат наиболее существенные результаты.
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Безусловно, что наиболее значимыми в идейном плане являются результаты, получен-

ные самим С. Ли. Например, он перечислил все возможные реализации (конечномерных) ал-

гебр Ли векторными полями на одномерной вещественной или комплексной прямой, а затем

получил аналогичный результат для случая комплексной плоскости [154]. По прошествии

довольно большого промежутка времени его результаты были дополнены классификацией

алгебр Ли векторных полей на вещественной двумерной плоскости [155].

Дальнейшие усилия исследователей были сосредоточены в направлении реализации

алгебр Ли фиксированной, как правило, малой размерности. Отметим, в связи с этим, со-

держательную работу [156], в которой с помощью техники мегаидеалов были перечислены

реализации всех вещественных маломерных алгебр Ли (до размерности четыре включитель-

но) векторными полями на произвольных конечномерных пространствах. (В этой же статье

приведен весьма полный обзор литературы, касающийся предмета обсуждения). Параллель-

но с этим рядом исследователей были классифицированы неэквивалентные представления

для физически интересных алгебр Ли, в частности, для алгебр Ли евклидовой группы E(3)

и группы Пуанкаре P (1, 3) (см. [157] и цитируемую там литературу). Определенные ре-

зультаты получены также для некоторых бесконечных серий алгебр и групп Ли. Например,

в [158] приведен алгоритм построения вложения произвольной Z-градуированной алгебры

Ли в алгебру Ли полиномиальных векторных полей над полем произвольной характери-

стики. Отметим также обзорную статью [159], в которой автором рассмотрена проблема

реализации транзитивных алгебр Ли формальных векторных полей.

В настоящем параграфе мы, следуя работам [78] и [64], опишем эффективный метод,

позволяющий по структурным константам конечномерной алгебры Ли получить ее явную

реализацию лево- или правоинвариантными векторными полями на соответствующей (ло-

кальной) группе Ли. Как будет показано ниже, данная задача решается исключительно

алгебраическими методами, так как фактически сводится только к обращению матриц и

вычислению матричных экспонент. Кроме того, описываемый ниже метод естественно обоб-

щается на случай построения генераторов транзитивных действий групп Ли.

Практическое вычисление компонентов инвариантных векторных полей на группах Ли в

канонических координатах первого рода в общем случае является трудоемким даже для ма-

ломерных групп Ли. Действительно, применение формул (1.17) или (1.18) для решения этой

задачи требует вычисления функций от матриц adX или exp(tadX) exp(adY ), что сводится к

задаче приведения матриц к жордановой форме. Матрицы adX , exp(tadX) exp(adY ) в кано-

нических координатах первого рода содержат n и n2 + 1 символьных переменных xi, yj, t,

что делает указанную задачу далеко не тривиальной. Кроме того, даже если нам удастся
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вычислить соответствующие жордановы формы, результат получается весьма громоздким и,

как следствие, малополезным в практическом плане. В противоположность этому, в кано-

нических координатах второго рода компоненты лево- или правоинвариантных векторных

полей имеют относительно простой вид и могут быть элементарно вычислены.

Подействуем дифференциалом левого сдвига (Lgx)∗ на базисный вектор ek алгебры Ли g.

Тогда, используя определение (1.7) для компонент ξji (x), получим

(Lgx)∗ ek = (Lgx)∗ ∂ykgy
∣∣
y=0

= ∂yk (gxgy)
∣∣
y=0

= ∂ykgΦ(x,y)

∣∣
y=0

=

=
∂Φi(x, y)

∂yk

∣∣∣∣
y=0

∂xigx = ξik(x)∂xigx,

что эквивалентно равенству

ωik(x)ei =
(
Lg−1

x

)
∗ ∂xkgx. (1.30)

Выберем в качестве локальных координат в группе G канонические координаты второго

рода:

gx = gn(xn) . . . g1(x1); gi(t) ≡ exp(tei). (1.31)

Учитывая, что ∂tgk(t)|t=0 = ek, получаем: ∂x1gx = (Lgx)∗ e1. Для k > 1 имеем ∂xkgx = (Lgn)∗ . . .

(Lgk)∗ (Rg1)∗ . . .
(
Rgk−1

)
∗ ek. В выбранных нами координатах

(Lg−1
x

)∗ = (Lg−1
1

)∗(Lg−1
2

)∗ . . . (Lg−1
n

)∗.

Используя свойство коммутативности правых и левых сдвигов, перепишем формулу (1.30):

ωik(x)ei =
[
(Lg−1

1
)∗(Rg1)∗

] [
(Lg−1

2
)∗(Rg2)∗

]
. . .
[
(Lg−1

k−1
)∗(Rgk−1

)∗

]
ek.

С учетом определения (1.11) последнее равенство можно переписать в виде:

ωik(x)ei = Adg−1
1

Adg−1
2
. . .Adg−1

k−1
ek.

Таким образом, компоненты левоинвариантных 1-форм в канонических координатах второго

рода вычисляются по формулам

ωi1(x) = δi1, (1.32)

ωik(x) = ‖ exp
(
−x1ad e1

)
exp

(
−x2ad e2

)
. . . exp

(
−xk−1ad ek−1

)
‖ik, (1.33)

где i = 1, . . . , n, k = 2, . . . , n.

Далее, используя первую из формул (1.9), можно получить компоненты ξji (x) левоин-

вариантных векторных полей в канонических координатах второго рода. Применяя после

этого равенство (1.12), можно найти в данных координатах компоненты правоинвариантных

1-форм σi, а затем и компоненты правоинвариантных векторных полей ηi.
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Из (1.32) и (1.33) следует, что левоинвариантные 1-формы в координатах второго рода

имеют следующую структуру

ωi(x) = δi1 dx
1 + ωi2(x1) dx2 + ωi3(x1, x2) dx3 + . . .+ ωin(x1, . . . , xn−1) dxn.

Очевидно, что ξ1 = ∂x1 (и, если [e1, e2] = 0, то ξ2 = ∂x2 и т. д.); все функции ξji не зависят от

xn (а при условии [en, en−1] = 0 и от xn−1 и т. д.).

ЗАМЕЧАНИЕ 1.3. Описанный метод тривиальным образом обобщается на произвольную

систему координат второго рода. Например, можно выбрать произвольный порядок следова-

ния экспонент в формуле (1.31): gx = gs(n)(x
s(n)) . . . gs(1)(x

s(1)) (здесь s ∈ Sn — некоторая

перестановка множества {1, . . . , n}). В этом случае левоинвариантное поле ξs(1) примет диа-

гональный вид ξs(1) = ∂xs(1). Таким образом, совершая замену базиса в алгебре Ли можно

диагонализовать левоинвариантное поле вдоль любого выбранного направления.

Канонические координаты второго рода особенно удобны для координатной реализа-

ции генераторов действия группы на однородном пространстве. Действительно, пусть M —

однородное пространство группы G, эквивариантное пространству правых смежных клас-

сов H \ G. Здесь H — некоторая замкнутая подгруппа группы G. Пусть h — алгебра Ли

группы H с базисом {eβ}, m = {ea} — дополнительное к h линейное подпространство в

пространстве g. Выберем в группе G канонические координаты второго рода

g =

dim h∏
β=1

exp
(
hβeβ

) dimm∏
a=1

exp (qaea) . (1.34)

Тогда левоинвариантные векторные поля и генераторы группы преобразований в этих коор-

динатах будут иметь вид (1.28) и (1.29) соответственно.

ЗАМЕЧАНИЕ 1.4. Исследователь, решающий задачу реализации алгебры Ли векторными

полями, может руководствоваться лишь коммутационными соотношениями (это возможно в

случае маломерных алгебр). Например, положить ζ1 = ∂q1, а также выбрать диагональный

вид для всех полей с ним коммутирующих. Далее включить в уже построенную систему

векторных полей поле с неизвестными коэффициентами и из коммутационных соотношений

получить переопределенную систему дифференциальных уравнений на неизвестные коэффи-

циенты. Проинтегрировав эту систему и действуя далее подобным образом, решить постав-

ленную перед собой задачу. Можно показать, что полученные такой процедурой векторные

поля будут совпадать с векторными полями, построенными в канонических координатах вто-

рого рода (с точностью до очевидных и тривиальных координатных преобразований). Иначе

говоря, «наиболее простая» реализация алгебры Ли векторными полями есть реализация в
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канонических координатах второго рода, и в этом смысле эти координаты являются приви-

легированными.

ПРИМЕР 1.1. Пусть Sp(2,R) — симплектическая группа двумерного вещественного про-

странства, G = St(1,R) — ее подгруппа, сохраняющая ненулевой вектор в R2. Алгебра Ли

g = st(1,R) этой группы является шестимерной неразрешимой алгеброй Ли с одномерным

центром. Ненулевые коммутационные соотношения этой алгебры могут быть записаны в

виде

[e1, e2] = e6, [e1, e4] = −e1, [e1, e5] = e2, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2,

[e3, e4] = −2e3, [e3, e5] = e4, [e4, e5] = −2e5.

Данная алгебра Ли представляет собой полупрямое произведение нильпотентной трехмерной

алгебры n3 = {e1, e2, e6} и простой трехмерной алгебры sl(2,R) ' {e3, e4, e5}.

В окрестности единицы группы G = St(1,R) введем канонические координаты второго

рода: gx = exp(x6 e6) . . . exp(x1 e1). Вычисляя согласно формуле (1.33) матричные экспоненты

exp(−xi ad ei), получаем следующее координатное представление базисных левоинвариант-

ных 1-форм:

ω1 = dx1 − x2 dx3 + (x1 − 2x2x3) dx4 + x3 e
2x4(x2x3 − x1) dx5,

ω2 = dx2−x2 dx4 +e2x4(x2x3−x1) dx5, ω3 = dx3 +2x3 dx4−x2
3 e

2x4 dx5, ω4 = dx4−x3e
2x4 dx5,

ω5 = e2x4 dx5, ω6 = dx6 − x1dx2 −
1

2
x2

2 dx3 + x2(x1 − x2x3) dx4 +
1

2
e2x4(x1 − x2x3)2 dx5.

Перемножив в заданном порядке (в данном случае, по убыванию номеров) полученные

ранее матричные экспоненты exp(−xi ad ei), вычислим матрицу Adg−1
x
, а затем обратную к

ней матрицу Adgx (мы не приводим здесь явный вид этих матриц ввиду их громоздкости).

Согласно равенству (1.12) коэффициенты правоинвариантных базисных 1-форм находятся по

формуле ‖σ(x)‖ = −Adgx · ‖ω(x)‖, а матрицы коэффициентов инвариантных векторных полей

вычисляются путем обращений соответствующих матриц 1-форм ‖σ(x)‖, ‖ω(x)‖. Приведем

окончательный координатный вид лево- и правоинвариантных векторных полей, полученный

описанным способом:

ξ1 = ∂x1 , ξ2 = ∂x2 + x1∂x6 , ξ3 = x2∂x1 + ∂x3 +
1

2
x2

2 ∂x6 , (1.35)

ξ4 = −x1∂x1 + x2∂x2 − 2x3∂x3 + ∂x4 , ξ5 = x1∂x2 − x2
3∂x3 + x3∂x4 + e−2x4∂x5 +

1

2
x2

1 ∂x6 , (1.36)

ξ6 = ∂x6 ; (1.37)

η1 = −(e−x4 + x3x5e
x4)∂x1 − x5e

x4∂x2 − x2(e−x4 + x3x5e
x4)∂x6 ,

η2 = −ex4(x3∂x1 + ∂x2 + x2x3∂x6), η3 = −e−2x4∂x3 − x5∂x4 + x2
5∂x5 , η4 = −∂x4 + 2x5∂x5 ,
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η5 = −∂x5 , η6 = −∂x6 .

Пусть H — связная подгруппа в группе G, отвечающая подалгебре h = {e4, e5}. Рас-

смотрим четырехмерное однородное пространство M = H \ G. Так как базисный вектор e6

порождает центр алгебры g, элемент g6(x6) перестановочен с любыми элементами группы:

g6(x6)g5(x5) . . . g1(x1) = g5(x5) . . . g1(x1)g6(x6). После формальной замены x1 → q1, x2 → q2,

x3 → q3, x4 → h1, x5 → h2, x6 → q4, для группового элемента gx в выбранных канонических

координатах второго рода имеет место разложение (1.34). Таким образом, инфинитезималь-

ные генераторы ζi действия группы G на однородном пространстве M получаются из лево-

инвариантных полей (1.35) – (1.37) с помощью подстановки ∂x1 → ∂q1, ∂x2 → ∂q2, ∂x3 → ∂q3,

∂x4 → 0, ∂x5 → 0 и ∂x6 → ∂q4:

ζ1 = ∂q1 , ζ2 = ∂q2 + q1∂q4 , ζ3 = q2∂q1 + ∂q3 +
1

2
q2

2 ∂q4 , ζ4 = −q1∂q1 + q2∂q2 − 2q3∂q3 ,

ζ5 = q1∂q2 − q2
3 ∂q3 +

1

2
q2

1 ∂q4 , ζ6 = ∂q4 .

Часто в приложениях требуется реализовать векторными полями алгебру Ли, струк-

турные константы которой зависят от произвольных параметров. Кроме того, подалгебра

изотропии также может содержать произвольные параметры. Описанный метод не достав-

ляет трудностей и в этом случае. Чтобы проиллюстрировать данную ситуацию, приведем

простейший пример.

ПРИМЕР 1.2. Группа Пуанкаре P (1, 3) определяется как группа движений псевдоевкли-

дового пространства R1,3. Генераторы действия P (1, 3) на R1,3

Pi = ∂xi , Jij = xi∂xj − xj∂xi , i, j = 0, 1, 2, 3,

задают представление алгебры Ли p(1, 3) группы Пуанкаре:

[Pi, Pj] = 0, [Pi, Jjk] = gikPj − gijPk, [Jij, Jkl] = gikJjl + gjlJik − gjkJil − gilJjk.

Здесь g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1 и gij = 0 для i 6= j.

В монографии [160] приведены всевозможные подалгебры алгебры p(1, 3) с точностью

до сопряжений. Рассмотрим четырехмерную подалгебру g из указанной классификации, по-

рождаемую генераторами P1, P2, J12 +ωJ03, P0 +P3, ω > 0. Базисные элементы этой алгебры

образуют ненулевые коммутационные соотношения

[e1, e3] = e2, [e2, e3] = −e1, [e3, e4] = −ωe4,

где e1 = P1, e2 = P2, e3 = J12 + ωJ03, e4 = P0 + P3.
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Пусть (h, q1, q2, q3) — канонические координаты второго рода, в которых произвольный

элемент из окрестности единицы группы Ли, ассоциированной с алгеброй Ли g, представля-

ется в виде

gx = eh(e3+e4/ρ)eq3e3eq2e2eq1e1 , ρ > 0.

Согласно (1.33) найдем матрицу коэффициентов левоинвариантных форм ωij. Далее, ис-

пользуя формулы (1.9) и (1.12), выпишем право- и левоинвариантные векторные поля в

выбранных координатах:

ξ1 = ∂q1 , ξ2 = ∂q2 , ξ3 = −q2 ∂q1 + q1 ∂q2 + ∂q3 , ξ4 = ρe−ωq3(∂h − ∂q3),

η1 = − cos(q3 + h)∂q1 − sin(q3 + h)∂q2 , η2 = sin(q3 + h)∂q1 − cos(q3 + h)∂q2 ,

η3 = (eωh − 1)∂h − eωh∂q3 , η4 = ρeωh(∂q3 − ∂h).

Приведем также вид инфинитезимальных генераторов действия этой группы преобразо-

ваний, действующей на однородном пространстве с подалгеброй изотропии h = {e3 + e4/ρ}.

Как уже говорилось выше, для этого достаточно ограничить левоинвариантные векторные

поля на пространство функций, не зависящих от переменной h, т. е. в выражениях для

векторных полей ξi считать, что ∂h = 0:

ζ1 = ∂q1 , ζ2 = ∂q2 , ζ3 = −q2 ∂q1 + q1 ∂q2 + ∂q3 , ζ4 = −ρ−1e−ωq3∂q3 .

Рассмотренные примеры демонстрируют эффективность изложенного метода построе-

ния лево- и правоинвариантных векторных полей, по крайней мере, для алгебр Ли неболь-

ших размерностей. В частности, отметим здесь большое практическое значение данного

метода для разного рода классификационных задач, связанных с построением неэквивалент-

ных реализаций алгебр Ли. В качестве примера укажем работу [161], в которой с помощью

описанного алгоритма были найдены новые реализации алгебры Пуанкаре P (1, 3), а так-

же работу [162], где были найдены все неэквивалентные реализации маломерных алгебр

Галилея.

§ 1.3 Функция композиции групп Ли в канонических координатах

Ранее мы уже указывали на возможность построения функции композиции группы Ли

с помощью некоторого заданного точного представления соответствующей алгебры Ли. К

сожалению, хорошо известная теорема Адо утверждает лишь существование точного пред-

ставления для всякой конечномерной алгебры Ли, но при этом не имеет конструктивного

характера [142–144]. Цель этого параграфа — показать, что в канонических координатах

функции композиции группы Ли могут быть построены в квадратурах.
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1.3.1 Построение функции композиции в канонических координатах второго рода

В нашем распоряжении всегда имеется одно специальное представление алгебры g — ее

присоединенное представление. Конечно, в общем случае данное представление не являет-

ся точным; ядро z = ker ad присоединенного представления совпадает с центром алгебры g.

Пусть {eµ} — базис в центре z, {ea} — базис подпространства m ⊂ g, дополнительного к под-

пространству z. Зафиксируем какую-нибудь каноническую систему координат на группе G,

связанную с базисом {ea} ∪ {eµ} в алгебре Ли g. Из матричного равенства

AdgxAdgy = Adgz , z = Φ(x, y), (1.38)

мы можем найти функции Φa(x, y), a = 1, . . . , dimm, являющиеся компонентами функции

композиции фактор-группы Ḡ = G/ exp(z). Следовательно, задача нахождения функции ком-

позиции Φ(x, y) = (Φa(x, y),Φµ(x, y)) группы G сводится к решению уравнений (1.38) на

неизвестные переменные za = Φa(x, y) и, руководствуясь какими-то другими соображения-

ми, вычислению функций Φµ(x, y), относящихся к центру. В этом параграфе мы покажем,

что функции Φµ(x, y) могут быть найдены в квадратурах.

В силу того, что элементы из exp(z) перестановочны с любыми элементами группы G,

в координатах второго рода получаем:

gxgy =

(
dim z∏
µ=1

exp(xµeµ)
dimm∏
a=1

exp(xaea)

)(
dim z∏
ν=1

exp(yνeν)
dimm∏
b=1

exp(ybeb)

)
=

=

dim z∏
µ=1

exp((xµ + yµ)eµ)

(
dimm∏
a=1

exp(xaea)
dimm∏
b=1

exp(ybeb)

)
. (1.39)

Подпространство m в общем случае не является подалгеброй, поэтому выражение в правой

части формулы (1.39), заключенное в скобках, можно представить как
dimm∏
a=1

exp(xaea)
dimm∏
b=1

exp(ybeb) =

dim z∏
µ=1

exp(Θµ(x, y)eµ)
dimm∏
a=1

exp(Φ̄a(x, y)ea). (1.40)

Последнее равенство следует рассматривать как определение функций Θµ(x, y) и Φ̄a(x, y).

Важно отметить, что эти функции являются функциями только от координат xa и ya, отве-

чающих подпространству m.

Далее, подставляя (1.40) в (1.39), получаем

gxgy =

dim z∏
µ=1

exp ((xµ + yµ + Θµ(x, y))eµ)
dimm∏
a=1

exp(Φ̄a(x, y)ea). (1.41)

Таким образом, функция композиции Φ(x, y) в системе канонических координатах второго

рода, отвечающей разложению g = z⊕m, будет иметь вид:

Φµ(x, y) = xµ + yµ + Θµ(x, y), Φa(x, y) = Φ̄a(x, y). (1.42)
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ЗАМЕЧАНИЕ 1.5. Подпространство m в разложении g = z ⊕ m может быть выбрано

различными способами. Данная неоднозначность состоит в возможности произвести следу-

ющую замену базиса в алгебре Ли g: eµ → eµ, ea → ea + λµa eµ, где λµa — произвольная

матрица. Опуская несложное доказательство отметим, что при указанной замене базиса

функции Θµ и Φ̄a, определенные выражением (1.40), преобразуются следующим образом:

Θµ(x, y)→ Θµ(x, y) + (xa + ya − Φ̄a(x, y))λµa , Φ̄a(x, y)→ Φ̄a(x, y).

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.1. Функция композиции Φ(x, y) в канонических координатах второ-

го рода может быть вычислена в квадратурах.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Мы докажем данное утверждение, предложив алгоритм нахождения

функций Φ̄a(x, y) и Θµ(x, y), входящих в выражение (1.42) для функции композиции груп-

пы G.

Ввиду того, что ad eµ = 0, матрица присоединенного представления Adgx в координатах

второго рода будет зависеть только от координат xa:

Adgx =
dimm∏
a=1

exp(xaad ea). (1.43)

Отсюда, с учетом формул (1.38) и (1.42), получаем:

dimm∏
a=1

exp(xaad ea)
dimm∏
b=1

exp(ybad eb) =
dimm∏
a=1

exp(Φ̄a(x, y) ad ea).

Примем координаты xa в качестве координат в фактор-группе G/ exp(z). Матрицы (1.43),

являясь матрицами присоединенного представления группы G, в то же время реализуют

точное представление фактор-группы G/ exp(z), действующее в линейном пространстве g.

В силу этого, матричное соотношение (1.38) позволяет однозначно определить функции

Φ̄a(x, y), представляющие собой функции композиции фактор-группы G/ exp(z). Таким обра-

зом, задача о построении функции композиции сводится к нахождению недостающих функ-

ций Θµ(x, y).

Пусть ξi(x) = ξji (x)∂xj — левоинвариантные векторные поля на группе G, записанные в

канонических координатах второго рода, ωi(x) = ωij(x)dxj — дуальные им 1-формы. Как было

показано в предыдущем параграфе, построение векторных полей ξi и 1-форм ωi представляет

собой алгебраическую задачу, сводящуюся к вычислению матричных экспонент. Отметим,

что соответствующие компоненты ξji (x) и ωij(x) являются функциями только координат xa,

т.е. не зависят от координат центра exp(z) (см. разложение (1.42) для функции композиции).

В уравнении (1.14) положим i = a, k = µ. Тогда с учетом (1.42) получаем систему

дифференциальных уравнений на неизвестные функции Θµ(x, y), в которой координаты xa
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являются параметрами:
∂Θµ(x, y)

∂ya
= ξµj (Φ̄(x, y))ωja(y).

В силу того, что 1-формы θµ(y;x) = ξµj (Φ̄(x, y))ωja(y)dya замкнуты, данная система уравне-

ний интегрируема. Ее решение, удовлетворяющее условию Θµ(x, 0) = 0, дается следующим

интегралом:

Θµ(x, y) =

y∫
0

ξµj (Φ̄(x, z))ωja(z)dza. (1.44)

Утверждение доказано. 2

Полученный результат может быть использован для вычисления функций композиции

групп Ли с использованием одних лишь квадратур по известным левоинвариантным век-

торным полям. Не составляет никакого труда обобщить предложенный метод и для вычис-

ления функции Ψ(q, x) действия группы G на однородном пространстве M = H \ G. Для

этого, используя канонические координаты второго рода (1.34), достаточно применить фор-

мулу (1.26).

ПРИМЕР 1.3. В качестве примера построим функцию композиции односвязной груп-

пы G, алгебра Ли g которой была рассмотрена в примере 1.1. Из коммутационных соот-

ношений данной алгебры следует, что ее центр одномерен: z = {e6}. В качестве линейного

дополнения к z выберем подпространство m = {e1, e2, e3, e4, e5}.

Вычислим матричные экспоненты exp(xi adei) и подставим их в матричное равенство

(1.38). Тем самым мы получим систему алгебраических уравнений на неизвестные функции

Φ̄a(x, y), решая которую находим:

Φ1(x, y) = x1e
−y4 + y1 + y3e

y4(x2 + x1y5), Φ2(x, y) = ey4(x2 + x1y5) + y2, (1.45)

Φ3(x, y) =
e−2y4x3 + y3(1 + x3y5)

1 + x3y5

, Φ4(x, y) = x4 + y4 + ln(1 + x3y5), (1.46)

Φ5(x, y) =
x5 + e−2x4y5 + x3x5y5

1 + x3y5

. (1.47)

Используя найденные функции, а также полученные в примере 1.1 левоинвариантные век-

торные поля и 1-формы, после интегрирования по формуле (1.44) получаем:

Φ6(x, y) = x6 + y6 +
1

2
x2

1y5 + y2y3e
y4(x1y5 + x2) + x1y2e

−y4 +
1

2
y3e

2y4(x1y5 + x2)2.

Тем самым мы нашли локальный закон композиции на группе G в канонических координатах

второго рода.
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Выпишем теперь компоненты функции Ψ(q, z), задающей действие группы G на одно-

родном пространстве H \ G, где H — связная подгруппа группы G с алгеброй h = {e4, e5}.

Согласно (1.26) в локальных координатах q1 = x1, q2 = x2, q3 = x3, q4 = x6 будем иметь:

Ψ1(q, z) = q1e
−z4 + z1 + z3e

z4(q2 + q1z5), Ψ2(q, z) = ez4(q2 + q1z5) + z2,

Ψ3(q, z) =
e−2z4q3 + z3(1 + q3z5)

1 + q3z5

,

Ψ4(q, z) = q4 + z6 +
1

2
q2

1z5 + z2z3e
z4(q1z5 + q2) + q1z2e

−z4 +
1

2
z3e

2z4(q1z5 + q2)2.

1.3.2 О переходе к каноническим координатам первого рода

Не смотря на то, что изложенный нами метод существенно использует канонические

координаты второго рода, результат утверждения 1.1 остается верным для любой канониче-

ской системы координат. Чтобы показать это, предварительно отметим привилегированный

характер канонических координат первого рода. Действительно, с помощью функции ком-

позиции, записанной в координатах первого рода, можно получить явное выражение для

функции композиции в любой канонической системе координат.

Пусть g(I)
y — элемент группы G с координатами первого рода yi, g(II)

x — этот же элемент,

представленный в координатах xi второго рода. Связь между координатами первого и второго

рода yi = Y i(x), xi = X i(y), X = Y −1, следует из равенства

exp

(
n∑
i=1

yiei

)
=

n∏
i=1

exp
(
xiei
)
. (1.48)

Перемножая экспоненты получаем

Y i(x) = Φi(X1,Φ(X2, . . .) . . .),

где X1 = (x1, 0, . . . , ), X2 = (0, x2, 0, . . .), . . ., Xn = (0, . . . , 0, xn). Пусть Φ(I) — функция

композиции в канонических координатах первого рода. Тогда эта же функция в координатах

второго рода

Φ(II)(x, x̃) = X
(
Φ(I)(Y (x), Y (x̃))

)
.

Нашей ближайшей целью является получение связи между координатами первого и второ-

го рода, при условии, что нам неизвестна функция композиции ни в одной из указанных

координатных систем.

Рассмотрим однопараметрическую подгруппу

exp (tY ) = g(I)
yt = g(II)

xt , Y =
n∑
i=1

yiei.
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В координатах первого рода уравнение однопараметрической подгруппы имеет достаточно

простой вид: yit = tyi. Пусть xt = X(yt) = X(ty) = α(t) — уравнение этой же кривой

в координатах второго рода. Поскольку единице группы соответствуют нулевые значения

координат, то

xt|t=0 = α(0) = 0. (1.49)

По определению x и y — координаты одного и того же группового элемента, что эквивалент-

но условию

xt|t=1 = α(1) = x. (1.50)

Известно, что любая однопараметрическая подгруппа, рассматриваемая как кривая на

группе, является интегральной траекторией некоторого левоинвариантного и, одновременно,

некоторого правоинвариантного векторного поля. Построим лево- и правоивариантное век-

торное поле вдоль заданного направления Y = yiei ∈ g в единице группы: ξ(x) = yiξi(x),

η(x) = −yiηi(x). Так как траектория векторного поля однозначно определяется начальной

точкой и направлением, то уравнение однопараметрической подгруппы с учетом начального

условия (1.49) может быть найдена как решение одной из двух систем уравнений

dxt
dt

= ξ(xt), (1.51)

dxt
dt

= η(xt). (1.52)

Решение систем обыкновенных дифференциальных уравнений (1.51) и (1.52) зависит пара-

метрическим образом от переменных yi: xt = α(t, y) = α(1, ty). С учетом условия (1.50), полу-

чаем искомое соотношение между координатами первого и второго рода: x = X(y) = α(1, y).

Вычитая из левой и правой частей равенства (1.51) соответствующую левую и правую

части равенства (1.52), получим интегралы движения:

yi
(
ξki (xt) + ηki (xt)

)
= 0.

Последнее равенство с помощью формулы (1.12) переписывается в виде

Ad
g

(II)
xt

Y = Y.

Указанные интегралы движения облегчают интегрирование системы (1.51) или (1.52), но не

позволяют получить все функции αi(t, y). Покажем, что эта задача решается в квадратурах,

т.е. не требует интегрирования дифференциальных уравнений.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.2. Функции x = X(y), связывающие канонические координаты пер-

вого и второго рода, находятся в квадратурах.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Совершим в формуле (1.48) замену базисных элементов алгебры Ли

соответствующими матрицами присоединенного представления ei → ad ei и получим, таким

образом, матричное равенство

Ad
g

(I)
y

= Ad
g

(II)
x
. (1.53)

Пусть z — центр алгебры g, являющийся ядром присоединенного представления, (yµ), (xµ)

— координаты первого и второго рода подгруппы exp(z), (ya), (xa) — координаты в фактор–

группе G/ exp(z). Так как для любого элемента центра Z ∈ z матрицы adZ — нулевые, то

координаты yµ, xµ в формуле (1.53) не участвуют. Уравнение (1.53) дает связь xa = Xa(y)

координат на фактор–группе G/ exp(z). Очевидно, что функции Xa(y) являются компонен-

тами искомой n–компонентной функции X(y). Таким образом, если алгебра Ли не имеет

центра, то матричное равенство (1.53) дает решение задачи. При наличии центра остается

определить недостающие компоненты Xµ(y).

Легко показать, что в любых канонических координатах все компоненты инвариант-

ных векторных полей и форм не зависят от координат xµ на центре. Будем считать, что

из формулы (1.53) мы получили функции Xa(y) и вычислили в координатах второго рода

компоненты левоинвариантных векторных полей. Последнее, как показано в предыдущем

параграфе, сводится к вычислению матричных экспонент. Тогда подсистема уравнений си-

стемы (1.51), соответствующая центру, элементарно интегрируется:

xµt = Xµ(ty) =

t∫
0

ξµ(X(ty)) dt =

t∫
0

yiξµi (X(ty)) dt.

(ξµi (X) — не зависят от переменных Xµ). Учитывая условие (1.50), получаем искомую фор-

мулу

xµ = Xµ(y) =

1∫
0

yiξµi (X(ty)) dt. (1.54)

2

ПРИМЕР 1.4. Проиллюстрируем данное утверждение на примере шестимерной алгебры

Ли, рассмотренной нами выше в примерах 1.1 и 1.3. Как уже говорилось, указанная алгебра

имеет нетривиальный центр z = {e6}, поэтому матричное равенство (1.53) дает связь между

координатами первого и второго рода на фактор–группе G/ exp(z):

x1 = J−1y1 sh J + 2J−2(y2y3 − y1y4) sh2 J

2
, x2 = J−1y2 sh J + 2J−2(y2y3 + y1y5) sh2 J

2
,

x3 = y3

(
ch J + J−1y4 sh J

)−2
(

1

2
J−1 sh(2J) + J−2y4 sh2 J

)
,
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x4 = ln
(
ch J + J−1y4 sh J

)
, x5 = y5 sh J (J ch J + y4 sh J)−1 ,

где J =
√
y2

4 + y3y5.

Используя полученные ранее выражения для левоинвариантных полей (1.35) – (1.37),

выпишем подынтегральную функцию в формуле (1.54):

yiξ6
i (X(ty)) = y2X

1(ty) +
1

2
y3X

2(ty) +
1

2
y5

(
X1(ty)

)2
+ y6,

где

X1(ty) = J−1y1 sh(tJ) + 2J−2(y2y3 − y1y4) sh2(tJ/2),

X2(ty) = J−1y2 sh(tJ) + 2J−2(y2y3 + y1y5) sh2(tJ/2).

Вычисляя интеграл согласно формуле (1.54), окончательно получаем

x6 = y6 + J−2
(
y1y2 ch J − y1y2 − y2

2y3/2 + y2
1y5/2 + y1y2y4

)
+

+ J−3
(
sh(2J)(y2

2y3 + y2
1y5)/4− sh J(y1y2y4 + y2

1y5)
)

+

+ J−4
(
(−2y1y2y3y5 − y2

2y3y4 + y2
1y4y5)(ch J − ch(2J)/4− 3/4)

)
.

Отметим, что полученную связь x = X(y) можно обратить, т.е. получить обратное отобра-

жение y = Y (x) в элементарных функциях.

§ 1.4 Деформации алгебр Ли векторных полей

В § 1.2 мы описали метод реализации заданной конечномерной алгебры Ли векторны-

ми полями на однородном пространстве соответствующей группы Ли. Однако, не меньший

интерес представляет также и более общая задача реализации алгебр Ли неоднородны-

ми дифференциальными операторами первого порядка. Например, эта задача естественным

образом возникает в теории проективных представлений групп Ли [87]. Важное приклад-

ное значение данная задача находит также в квантовой механике, в частности, в рамках

алгебраического подхода к теории рассеяния [88], а также в задаче классификации опера-

торов Шредингера, принадлежащих универсальным обертывающим конечномерных алгебр

Ли (проблема Левина) [89]. Кроме того, построение алгебр операторов первого порядка и

исследование их свойств играют ключевую роль в проблеме построения λ-представлений

алгебр Ли [25,28,38].

По видимому, одной из первых работ, посвященных обсуждаемой проблеме, является

работа [163], где на основе классификационных результатов С. Ли были найдены все неэкви-

валентные реализации алгебр Ли операторами первого порядка на комплексной плоскости. В
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последствии, используемый в указанной работе метод был обобщен на случай транзитивного

действия группы Ли [164,165], а также для полупростых алгебр Ли [166].

В работе [90] авторами была поставлена и решена еще более общая задача о реали-

зациях алгебр Ли матричнозначными дифференциальными операторами первого порядка.

Подобные операторы встречаются в теоретической физике в качестве, например, симметрий

уравнения Дирака и его обобщений для искривленных пространств и высших спинов [167].

В настоящем параграфе мы коротко обсудим проблему реализации алгебр Ли диффе-

ренциальными операторами первого порядка с позиций теории когомологий групп и алгебр

Ли. В частности, мы напомним основные определения, а также докажем несколько вспомо-

гательных утверждений, которые понадобятся нам в последующих главах.

Пусть M — гладкое многообразие на котором (справа) действует вещественная группа

Ли G, g — алгебра Ли группы G. Инфинитезимальный генератор ζX данного действия,

отвечающий вектору X ∈ g, определяются согласно правилу (ζXϕ)(q) = d
dt
ϕ
(
qetX

)
|t=0, где

ϕ ∈ C∞(M). Относительно коммутатора векторных полей инфинитезимальные генераторы

образуют алгебру Ли g(M), изоморфную алгебре g:

[ζX , ζY ] = ζ[X,Y ], X, Y ∈ g.

Пусть V — конечномерное линейное пространство над полем R (или C), GL(V ) — группа

преобразований пространства V , gl(V ) — алгебра Ли группы GL(V ). Обозначим посредством

C∞(M,V ) и C∞(M, gl(V )) пространства гладких функций на многообразииM со значениями

в пространстве V и алгебре Ли gl(V ) соответственно.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Линейное отображение χ : g → C∞(M, gl(V )) называется деформа-

цией алгебры g(M), если gl(V )-значные дифференциальные операторы

ζ̂X ≡ ζX + χ(X), X ∈ g, (1.55)

действующие в C∞(M,V ), удовлетворяют тем же коммутационным соотношениям, что и

векторные поля ζX :

[ζ̂X , ζ̂Y ] = ζ̂[X,Y ], X, Y ∈ g. (1.56)

Используя формулы (1.55) и (1.56), нетрудно получить условие, которому должно удо-

влетворять отображение χ:

ζX · χ(Y )− ζY · χ(X) + [χ(X), χ(Y )] = χ([X, Y ]), X, Y ∈ g. (1.57)

Зафиксируем в алгебре g некоторый базис {ei} и введем обозначения: ζi ≡ ζei, χi ≡ χ(ei).

Тогда условие (1.57) примет вид следующей системы равенств:

ζai
∂χj
∂qa
− ζaj

∂χi
∂qa

+ [χi, χj] = Ck
ij χk. (1.58)
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Здесь Ck
ij — структурные константы алгебры Ли g, вычисленные относительно базиса {ei}.

Пусть χ является деформацией алгебры g(M), и пусть A : M → GL(V ) — гладкая

GL(V )-значная функция, заданная на многообразии M . Используя (1.57) несложно прове-

рить, что отображение χ′ : g→ C∞(M, gl(V )), определяемое как

χ′(X) = A−1 χ(X)A+ A−1(ζXA), X ∈ g, (1.59)

также является gl(V )-деформацией алгебры векторных полей g(M). Указанный факт позво-

ляет ввести следующее соотношение эквивалентности.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Деформации χ и χ′ называются эквивалентными, если найдется

гладкая функция A : M → GL(V ) такая, что выполняется соотношение (1.59).

Простейшим решением системы уравнений (1.57) является нулевое решение χ = 0.

Применяя к этому решению условие эквивалентности (1.59), получаем

χ′(X) = A−1(ζXA).

Таким образом, класс эквивалентности, соответствующий нулевому решению системы (1.57),

содержит некоторые ненулевые решения. Этот особый класс эквивалентности играет важную

роль в построении деформаций алгебр Ли векторных полей, поэтому мы выделим этот класс

особо, введя следующее

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Деформацию алгебры g(M), эквивалентную нулевой, будем называть

тривиальной.

Случай одномерного пространства V будет играть исключительно важную роль в на-

стоящем исследовании, поэтому мы обсудим его более подробно. Для простоты мы всюду

далее будем полагать, что V = R, хотя все приводимые нами ниже факты с небольшими

оговорками остаются верными и для случая V = C.

Условие (1.57) в случае V = R имеет вид

ζX · χ(Y )− ζY · χ(X) = χ([X, Y ]), X, Y ∈ g. (1.60)

В фиксированном базисе {ei} алгебры Ли g равенство (1.60) представляет собой систему

уравнений на неизвестные скалярные функции χi = χ(ei):

ζai
∂χj
∂qa
− ζaj

∂χi
∂qa

= Ck
ij χk. (1.61)

В силу линейности данных уравнений, множество одномерных деформаций алгебры g(M)

образует линейное пространство, которые мы будем обозначать через Def g(M).
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Для одномерных деформаций соотношение эквивалентности (1.59) при помощи подста-

новки A = ef приводится к виду

χ′(X) = χ(X) + ζXf, X ∈ g.

Здесь f ∈ C∞(M) — произвольная гладкая функция на M . Отсюда видно, что деформация

χ : g → C∞(M) является тривиальной, если найдется функция f ∈ C∞(M) такая, что

χ(X) = ζXf для всех X ∈ g. Подпространство всех тривиальных одномерных деформаций

алгебры g(M) обозначим Def0 g(M). Естественно, что нас будут интересовать в основном

нетривиальные деформации алгебры g(M) или, более строго, элементы фактор-пространства

Def g(M)/Def0 g(M).

ПРИМЕР 1.5. Пусть связная n-мерная коммутативная группа Ли G транзитивно дей-

ствует на гладком n-мерном многообразии M . Не ограничивая общности, выберем локаль-

ные координаты {qi} на M так, что ζi = ∂qi. Уравнения (1.61) в данном случае принимают

вид
∂χj
∂qi
− ∂χi
∂qj

= 0.

Таким образом, n-компонентная функция χ тогда и только тогда является деформацией

алгебры g(M), когда соответствующая ей 1-форма χi dqi является замкнутой на M . Очевид-

но, что тривиальным деформациям будут отвечать 1-формы вида χ = df , где f ∈ C∞(M).

Следовательно, в рассматриваемом случае имеет место изоморфизм Def g(M)/Def0 g(M) '

H1
dR(M), где H1

dR(M) — одномерная группа когомологий де Рама многообразия M .

Данный пример допускает следующее полезное обобщение.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.3. Пусть gL(G) — алгебра левоинвариантных векторных полей на

группе G. Имеет место изоморфизм Def gL(G)/Def0 gL(G) ' H1
dR(G).

Пусть χ ∈ Def g(M) — произвольная деформация алгебры g(M), χi = χ(ei) — компонен-

ты отображения χ относительно базиса {ei} в алгебре g. Рассмотрим на группе G семейство

дифференциальных 1-форм, гладко параметризованных точками многообразия M :

θ(g; q) = χi(qg)ωi(g), (1.62)

Здесь ωi(g) — левоинвариантные 1-формы на группе G. Покажем, что 1-форма θ(g; q) замкну-

та при любом значении параметра q ∈ M . Так как группа G действует сама на себе просто

транзитивно, для этого достаточно доказать, что dθ(ξi, ξj) = 0 для любых левоинвариантных

векторных полей ξi, ξj ∈ gL(G).

Согласно определению внешнего дифференциала, для 2-формы dθ в точке g ∈ G имеем

dθ(ξi, ξj) = ξi θ(ξj)− ξj θ(ξi)− θ([ξi, ξj]).
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Используя формулу (1.62), получаем θ(ξj) = χj(qg). Действие векторного поля ξi(g) на

функцию χj(qg) можно заменить действием на эту функцию генератора ζi(qg):

ξi(g)χj(qg) =
d

dt
χj (qg exp(tei))

∣∣∣
t=0

= ζi(qg)χj(qg).

Отсюда с учетом коммутационных соотношений (1.8), получаем:

dθ(ξi, ξj) = ζi(qg)χj(qg)− ζj(qg)χi(qg)− Ck
ij χk(qg).

Правая часть полученного выражения будет равной нулю, если функции χi удовлетворяют

системе уравнений (1.61). Таким образом, 1-форма θ(g; q) является замкнутой.

В силу известной леммы Пуанкаре в некоторой окрестности Ge единицы группы опре-

делена функция Θ(g; q), гладко зависящая от точки q ∈ M как от параметра, такая, что

dΘ(g; q) = χi(qg)ωi(g). Последнее равенство эквивалентно условию

ξi(g) Θ(g; q) = χi(qg), (1.63)

где ξi(g)Θ(g; q) — результат действия левоинвариантного векторного поля ξi на функцию Θ.

Полагая в данной формуле g = e, получаем

d

dt
Θ (exp(tei); q)

∣∣∣
t=0

= χi(q). (1.64)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.4. Функцию Θ(g; q), удовлетворяющую равенству (1.64), будем назы-

вать производящей функцией деформации χ ∈ Def g(M).

Ясно, что соотношение (1.64) определяет производящую функцию с точностью до про-

извольной гладкой функции из C∞(M). Данная неопределенность может быть устранена

(по крайней мере, локально) требованием Θ(e; q) = 0, где e — единичный элемент груп-

пы G. В этом случае в некоторой окрестности единицы Ge ⊂ G функция Θ(g; q) может быть

представлена в виде интеграла

Θ(g; q) =

g∫
e

χi(qg)ωi(g). (1.65)

Далее, не оговаривая это особо, мы будем предполагать условие Θ(e; q) = 0 выполненным.

Отметим, что для тривиальной деформации χi(q) = (ζi f)(q), где f ∈ C∞(M), произво-

дящая функция может быть определена глобально на всей группе G:

Θ(g; q) = f(qg)− f(q). (1.66)

Пусть G′e ⊂ Ge — окрестность единицы группы G такая, что G′e ·G′e ⊂ Ge и (G′e)
−1 ⊂ Ge.

Тогда согласно (1.65) для любых g1, g2 ∈ G′e имеем

Θ(g1g2; q) =

g1g2∫
e

χi(qg)ωi(g) =

g1∫
e

χi(qg)ωi(g) +

g1g2∫
g1

χi(qg)ωi(g) = Θ(g1; q) +

g1g2∫
g1

χi(qg)ωi(g).
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В последнем интеграле произведем замену переменной g′ = g−1
1 g и преобразуем его с учетом

инвариантности 1-форм ωi относительно левых сдвигов:

g1g2∫
g1

χi(qg)ωi(g) =

g2∫
e

χi(qg1g
′)ωi(g1g

′) =

g2∫
e

χi(qg1g
′)ωi(g′).

Отсюда получаем

Θ(g1g2; q) = Θ(g1; q) + Θ(g2; qg1). (1.67)

Обратно, допустим, что на группе G задана функция Θ(g; q), удовлетворяющая равен-

ству (1.67). Покажем, что отображение χ : g→ C∞(M), определенное формулой (1.64), есть

некоторая деформация алгебры g(M). Действительно, согласно (1.64)

(ζi χj) (q) =
d2

dt ds
Θ(exp(sej); q exp(tei))

∣∣
t=s=0

,

откуда с помощью (1.67) получаем

(ζi χj) (q) =
d2

dt ds
Θ(exp(tX) exp(sY ); q)

∣∣
t=s=0

.

Далее, имеет место формула (см., например, [168], стр. 112):

d2

dt ds
φ(exp(tX) exp(sY ))

∣∣
t=s=0

= (ξXξY φ) (e), φ ∈ C∞(G).

Здесь ξX , ξY — левоинвариантные векторные поля, соответствующие векторам X, Y ∈ g.

Используя данную формулу будем иметь

(ζi χj) (q)− (ζj χi) (q) = [ξi, ξj](g) Θ(g; q)
∣∣
g=e

= Ck
ij ξk(g )Θ(g; q)

∣∣
g=e

=

= Ck
ij

d

dt
Θ(exp(tek); q)

∣∣
t=0

= Ck
ij χk(q).

Следовательно, функция χ : g→ C∞(M) есть деформация алгебры g(M).

Сформулируем полученный результат в виде утверждения.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.4. Всякая функция Θ(g; q), удовлетворяющая условию (1.67), явля-

ется производящей функцией некоторой деформации алгебры g(M). Обратно, произ-

водящая функция Θ(g; q) всякой деформации χ ∈ Def g(M), определенная, возможно,

локально на G, удовлетворяет равенству (1.67).

Докажем теперь одно техническое утверждение, которое понадобится нам в последую-

щих главах.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.5. Пусть χ — деформация алгебры g(M), Θ(g; q) — ее производящая

функция. Имеет место равенство

(Adg−1)ji χj(qg) = χi(q) + ζi(q)Θ(g; q), g ∈ G. (1.68)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя формулы (1.63) и (1.12), а также определение правоинва-

риантных векторных полей, получаем

χj(qg) = ξj(g)Θ(g; q) = −(Adg)
k
j ηk(g)Θ(g; q) = (Adg)

k
j

d

dt
Θ(exp(tek)g; q)

∣∣
t=0
.

Далее, с учетом равенства (1.67) будем иметь:

χj(qg) = (Adg)
k
j

d

dt
(Θ(exp(tek); q) + Θ(g; q exp(tek)))

∣∣
t=0

= (Adg)
k
j (χk(q) + ζk(q)Θ(g; q)) .

Умножая полученное равенство на (Adg−1)ji после очевидных преобразований получаем (1.68).

2

СЛЕДСТВИЕ 1.1. Пусть χ — деформация алгебры g(M), g ∈ G. Тогда отображение χ′ :

g → C∞(M) такое, что χ′(X)(q) = χ(Adg−1 X)(qg), X ∈ g, будет являться деформацией

алгебры g(M), эквивалентной деформации χ.

Рассмотренные выше конструкции допускают естественную интерпретацию в терминах

когомологий групп и алгебр Ли. Предварительно напомним определения этих когомоло-

гий [52–54].

Пусть g — вещественная алгебра Ли, V — некоторый g-модуль. Иными словами, задано

представление ρ : g → End (V ) алгебры g в пространстве V . Под k-коцепью алгебры g

с коэффициентами в V понимается любое кососимметрическое k-линейное отображение

c : g× · · · × g→ V . Пространство всех k-коцепей обозначается через Ck(g;V ).

Рассмотрим оператор δ : Ck(g;V )→ Ck+1(g;V ), преобразующий произвольную k-коцепь c

в (k + 1)-коцепь δc согласно формуле

(δc)(X1, . . . , Xk+1) =
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+j−1c([Xi, Xj]), X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xk+1)+

+
∑

1≤i≤k+1

(−1)iρ(Xi)c(X1, . . . , X̂i, . . . , Xk+1). (1.69)

(Здесь знак ˆ означает отсутствие стоящего под ним аргумента.) Данный оператор обладает

следующим важным свойством: δ2 ≡ δ ◦ δ = 0.

k-Коцепь c ∈ Ck(g;V ) называется k-коциклом алгебры g (с коэффициентами в V ), если

δc = 0. Множество всех k-коциклов образует подпространство в Ck(g;V ), обозначаемое как

Zk(g;V ). Коциклы из Zk(g;V ), которые имеют вид δc, где c ∈ Ck−1(g;V ), называются k-

кограницами алгебры g; они образуют некоторое подпространство Bk(g;V ) в пространстве

Zk(g;V ). Соответствующее фактор-пространство Hk(g;V ) = Zk(g;V )/Bk(g;V ) называется

пространством k-когомологий алгебры g с коэффициентами в V .
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Генераторы ζX действия группы преобразований G многообразия M задают естествен-

ное представление алгебры Ли g группы G в пространстве C∞(M): ρ(X)φ = ζXφ, X ∈ g,

φ ∈ C∞(M). Нетрудно видеть, что условие (1.60) в терминах оператора δ можно записать

как δχ = 0, где χ — 1-коцепь алгебры g со значениями в g-модуле C∞(M). Таким обра-

зом, деформации алгебры g(M) суть 1-коциклы алгебры g с коэффициентами в C∞(M).

Ясно, что тривиальные деформации — это 1-кограницы алгебры g. Тем самым мы получаем

следующий изоморфизм:

Def g(M)/Def0 g(M) ' H1(g;C∞(M)).

Напомним теперь определение когомологий групп. Пусть задано некоторое представле-

ние T группы G в пространстве V . Произвольная функция µ : G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
k

→ V называется

k-коцепью группы G с коэффициентами в V . Множество все k-коцепей группы G относи-

тельно сложения в V образует абелеву группу, обозначаемую через Ck(G;V ).

Пусть µ ∈ Ck(G;V ). Рассмотрим оператор δ : Ck(G;V ) → Ck+1(G;V ), задаваемый с

помощью правила

(δµ)(g1, . . . , gk+1) = T (g1)µ(g2, . . . , gk+1) +
k∑
i=1

(−1)iµ(g1, . . . , gigi+1, . . . , gk+1)+

+ (−1)k+1µ(g1, . . . , gk), (1.70)

и удовлетворяющий также как и в случае алгебр Ли условию δ2 = 0. С помощью данного

оператора можно определить два подпространства в Ck(G;V ) — подпространство k-коциклов

Zk(G;V ) = ker
[
δ : Ck(G;V )→ Ck+1(G;V )

]
,

и подпространство k-кограниц группы G:

Bk(G;V ) = Im
[
δ : Ck−1(G;V )→ Ck(G;V )

]
.

Соответствующее фактор-пространство Hk(G;V ) = Zk(G;V )/Bk(G;V ) называется простран-

ством k-когомологий группы G с коэффициентами в V .

Действие группы Ли G на гладком многообразии M индуцирует представление G в

пространстве C∞(M): T (g)φ(q) = φ(qg), q ∈M , g ∈ G. Всякая функция Θ(g; q) на G, гладко

зависящая от точки многообразияM , может быть интерпретирована как 1-коцепь группы G с

коэффициентами в пространстве C∞(M). Очевидно, что условие (1.67) в терминах оператора

δ принимает вид δΘ = 0, т.е. функции, выделенные данным условием, являются 1-коциклами

группы G с коэффициентами в C∞(M). При этом 1-коциклы вида (1.66) представляют собой

1-кограницы группы G.
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Осталось заметить, что формула (1.64), связывающая деформации и их производя-

щие функции, есть ни что иное как хорошо известная связь между когомологиями груп-

пы Ли G и когомологиями ее алгебры Ли g. Отметим, что в общем случае соответствие

H1(G,C∞(M))→ H1(g, C∞(M)) является гомоморфизмом, но не изоморфизмом (детали см.,

например, в [53]).

Рассмотрим случай транзитивного действия группы G на многообразии M , то есть M =

H \ G, где H — группа стационарности выделенной точки q0 ∈ M . В работе [90] показано,

что в этом случае все неэквивалентные одномерные деформации алгебры g(M) находятся

во взаимно однозначном соответствии с одномерными неэквивалентными представлениями

алгебры h группы H. Отметим, что одномерные представления алгебры h — это элементы

λ ⊂ h∗, удовлетворяющие требованию

〈λ, [h, h]〉 = 0. (1.71)

(Напомним, что подалгебра h, удовлетворяющая условию (1.71), называется подчиненной

функционалу λ). Как следствие, мы имеем следующий результат, сформулированный в ка-

честве следствия основной теоремы, доказанной в статье [90].

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.6. Пространство нетривиальных одномерных деформаций алгебры

генераторов однородного пространства M = H \G конечномерно и изоморфно фактор-

пространству h∗/[h, h]∗, где h — алгебра Ли группы H.

Обозначим через π : G → H \ G — естественную проекцию, отображающую элемент

g ∈ G в соответствующий правый смежный класс q = Hg ∈ H \ G. Выберем в каждом

смежном классе q = Hg по представителю s(q), то есть s : H \G→ G — некоторое сечение

главного расслоения G(M,H, π). В равенстве (1.67) положим q = q0, g1 = h1, g2 = h2, где

h1, h2 ∈ H. Тогда, вводя обозначение Λ(h) ≡ exp(Θ(h; q0)), получаем

Λ(h1h2) = Λ(h1)Λ(h2). (1.72)

Другими словами, функция Λ(h) есть представление группы H. Отметим, что если произво-

дящая функция Θ(g; q) задана на группе G только локально, функция Λ(h) определяет, воз-

можно, лишь локальное представление группы H. (Это означает, что соотношение (1.72)

выполняется для элементов h1, h2, принадлежащих лишь некоторой окрестноcти He ⊂ H

единицы группы H).

Далее, если элемент g ∈ G переводит точку q0 в q, то g = h(g)s(q), где h(g) ∈ H. В

формуле (1.67) положим q = q0, g1 = s(q) и g2 = g. Тогда получаем Θ(s(q)g; q0) = Θ(s(q); q0)+

Θ(g; q), или Θ(g; q) = Θ(s(q)g; q0)−Θ(s(q); q0). Представим элемент s(q)g ∈ G в виде s(q)g =
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h(q, g)s(qg), где h : M × G → H — фактор однородного пространства M . Используя данное

разложение получаем

Θ(g; q) = Θ(h(q, g)s(qg); q0)−Θ(s(q); q0) = Θ(h(q, g); q0) + Θ(s(qg); q0)−Θ(s(q); q0),

или окончательно

Θ(g; q) = ln Λ(h(q, g)) + Θ(s(qg); q0)−Θ(s(q); q0). (1.73)

Обсудим полученный результат. Во-первых, видно, что разность Θ(s(qg); q0)−Θ(s(q); q0)

является 1-кограницей группы G. Отсюда вытекает, что функция ln Λ(h(q, g)) представля-

ет собой 1-коцикл, принадлежащий тому же классу когомологий, что и Θ(g; q). Более то-

го, можно показать, что данное утверждение не зависит от выбора сечения на M . Дей-

ствительно, любое другое сечение s′ : G → M будет связано с сечением s соотношением

s′(q) = φ(q)s(q), где φ — некоторая функция на M со значениями в подгруппе H, q ∈ M . В

виду того, что факторы h′(q, g) и h(q, g) для данных сечений связаны соотношением (1.25),

а также учитывая тот факт, что функция Λ является представлением группы H, получаем

ln Λ(h′(q, g)) = ln Λ(h(q, g))− ln Λ(φ(qg))Λ(φ(q))−1.

Отсюда следует, что ln Λ(h′(q, g))− ln Λ(h(q, g)) ∈ B2(G,C∞(M)).

Таким образом, мы можем сформулировать следующее

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.7. Производящие функции неэквивалентных деформаций алгебры

g(M) находятся во взаимо однозначном соответствии c локальными неэквивалентными

одномерными представлениями группы H.

Представим теперь некоторые из полученных выше результатов в координатной форме,

удобной в практических вычислениях.

Пусть q = (qa) — локальные координаты в некоторой области V ⊂ M , содержащей

точку q0, h = (hα) — локальные координаты в единичной окрестности He группы H. То-

гда согласно (1.23) набор (qa, hα) представляет собой локальные координаты в некоторой

окрестности единицы группы G.

Следствием утверждения 1.7 и формулы (1.73) является тот факт, что всякая производя-

щая функция Θ(g; q) с точностью до элементов из B1(G;C∞(M)) определяется выражением

Θ(g; q) = ln Λ(h(q, g)), где Λ : H → R — некоторое (локальное) представление группы H. От-

сюда нетрудно видеть, что данная производящая функция в локальных координатах может

быть представлена как

Θ(x; q) = λα h
α(q, x), (1.74)



61

где hα(q, x) — функции, являющейся координатами фактора однородного пространства, λα ≡

∂hαΛ(h)
∣∣
h=0

— генераторы представления Λ.

Дифференцируя выражение (1.74) по координате xi, при x = 0 получаем:

∂Θ(x; q)

∂xi

∣∣∣
x=0

= λα
∂hα(q, x)

∂xi

∣∣∣
x=0

. (1.75)

Согласно (1.64) левая часть равенства (1.75) — это i-ая компонента функции χ(q), пред-

ставляющей собой деформацию алгебры g(M), выраженную в локальных координатах. Учи-

тывая теперь формулу (1.27), выражающую hα(q, x) через функцию композиции группы G,

и вспоминая выражение (1.7) для компонент левоинвариантных векторных полей, получаем

следующий результат:

χi(q) = λα ξ
α
i (q, 0). (1.76)

Данная формула представляет собой простой способ вычисления деформации χ : g→ C∞(M)

по заданному функционалу λ, задающему одномерное представление подалгебры h ⊂ g. В

свою очередь, производящая функция этой деформации находится согласно формуле (1.74).

ПРИМЕР 1.6. Приведем классификацию всех неэквивалентных одномерных деформаций

алгебры g(M), где M = H \G — четырехмерное однородное пространство, рассмотренное в

примерах 1.1 и 1.3. Алгебра Ли h = {e4, e5} подгруппы H определяется коммутационными

соотношениями

[e4, e5] = −2e5.

Используя условие (1.71) получаем, что все одномерные представления этой алгебры исчер-

пываются элементами λ дуального пространства h∗ такими, что λ4 ≡ λ(e4) = J , λ5 ≡ λ(e5) =

0, где J ∈ R. Таким образом, Def g(M)/Def0 g(M) ' R.

Левоинвариантные векторные поля на группе G в канонических координатах второго

рода gx = exp(x6e6) . . . exp(x1e1) имеют вид (1.35) – (1.37). Принимая в качестве локальных

координат в подгруппе H величины h1 = x4, h2 = x5 , а в качестве координат на однородном

пространстве величины q1 = x1, q2 = x2, q3 = x3, q4 = x4, с помощью (1.76) будем иметь:

χ1 = χ2 = χ3 = χ6 = 0, χ4 = J, χ5 = Jq3. (1.77)

Полученное семейство функций χ : g → C∞(M), гладко зависящее от параметра J , — это

семейство представителей классов эквивалентности из Def g(M)/Def0 g(M). Каждый класс

эквивалентности определяет соответствующую реализацию алгебры Ли g группы G неодно-
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родными дифференциальными операторами:

ζ̂1 = ∂q1 , ζ̂2 = ∂q2 + q1∂q4 , ζ̂3 = q2∂q1 + ∂q3 +
q2

2

2
∂q4 ,

ζ̂4 = −q1∂q1 + q2∂q2 − 2q3∂q3 + J, ζ̂5 = q1∂q2 − q2
3 ∂q3 +

q2
1

2
∂q4 + Jq3, ζ̂6 = ∂q4 .

В данном примере подгруппа изотропии H является двумерной связной односвязной

группой Ли, изоморфной группе аффинных преобразований вещественной прямой, сохраня-

ющих ориентацию. Все конечномерные представления данной группы находятся во взаимо

однозначном соответствии с представлениями ее алгебры Ли. Так как канонические коор-

динаты второго рода, определяемые согласно h = exp(h2e5) exp(h1e4), покрывают всю группу

H, в данных координатах получаем

Λ(h) = eh2λ(e5)eh1λ(e4) = eJh1 .

Двухкомпонентная функция h(q, x), соответствующая фактору однородного простран-

ства M , определяется через функции композиции (1.45) – (1.47) согласно формуле (1.27):

h1(q, x) = Φ4((q, 0), x) = x4 + ln (1 + q3x5) , h2(q, x) = Φ5((q, 0), x) =
x5

1 + q3x5

.

Отсюда с помощью (1.74) легко находим производящую функцию деформации (1.77) алгеб-

ры g(M):

Θ(x; q) = J (x4 + ln(1 + q3x5)) .

Нетрудно проверить, что для полученной функции выполняются равенства (∂Θ(x; q)/∂xi)|x=0 =

χi(q), где функции χi(q) задаются выражениями (1.77).
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ГЛАВА 2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ КОНЕЧНОМЕРНЫХ ГАМИЛЬТОНОВЫХ

СИСТЕМ НА ГРУППАХ ЛИ

В настоящей главе исследуется проблема интегрируемости односторонне инвариантных

гамильтоновых систем на группах Ли. Наиболее известный пример подобной системы —

это уравнения движения свободного ассиметрического волчка, которые, как известно, могут

быть интерпретированы как уравнения геодезического потока на группе SO(3), снабженной

лево- или правоинвариантной римановой метрикой [16].

Не смотря на то, что интегрируемые геодезические потоки на группах Ли представ-

ляют собой популярный объект исследования в дифференциальной геометрии и механике,

большинство значимых результатов здесь получено лишь для риманова случая, то есть для

случая положительно-определенных метрик. С другой стороны, с точки зрения возможных

приложений в теоретической физике геодезические индефинитных метрик на группах Ли

представляют больший интерес, в частности, в задачах общей теории относительности и

космологии. Кроме того, исследование проблемы интегрируемости инвариантных гамильто-

новых систем на группах Ли представляет также интерес и с квантовой точки зрения, так

как ряд важных свойств таких систем в определенном смысле переносится и на их соответ-

ствующие квантовые аналоги.

§ 2.1 Инвариантные гамильтоновы системы на группах Ли

В настоящем параграфе мы опишем класс гамильтоновых систем на многообразиях

групп Ли, функции Гамильтона которых инвариантны относительно (правого) действия на

кокасательном расслоении группы. В частности, мы отметим связь таких систем с гамиль-

тоновыми системами на дуальных пространствах алгебр Ли. Мы также обсудим основные

подходы к интегрированию указанных систем дифференциальных уравнений. Более подроб-

ное изложение обсуждаемых в настоящем параграфе вопросов можно найти в классических

монографиях [16,169].

Пусть G — связная вещественная n-мерная группа Ли, T ∗G — пространство ее кока-

сательного расслоения, снабженное стандартной симплектической структурой. В локальных

координатах (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) на T ∗G эта структура имеет вид

ω = dθ = dpi ∧ dxi, θ = pidx
i.

Согласно общепринятой терминологии, 1-форма θ называется канонической или тавтоло-
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гической 1-формой.

Произвольной гладкой функции H на T ∗G поставим в соответствие векторное поле

sgradH ∈ Vect(T ∗G), определяемое с помощью следующего правила:

ω(sgradH, · ) = −dH(·). (2.1)

Векторное поле sgradH называется гамильтоновым. В локальных координатах это вектор-

ное поле записывается в виде

sgradH =
∂H

∂pi

∂

∂xi
− ∂H

∂xi
∂

∂pi
.

Множество всех гамильтоновых векторных полей на T ∗G обозначим Ham(T ∗G). Нетрудно

видеть, что Ham(T ∗M) есть подпространство в Vect(T ∗G), замкнутое относительно обычно-

го коммутатора векторных полей. Таким образом, гамильтоновы векторные поля образуют

некоторую подалгебру в бесконечномерной алгебре Ли всех векторных полей на T ∗G.

Рассмотрим фазовый поток гамильтонового векторного поля sgradH. В локальных ко-

ординатах этот поток описывается следующей системой уравнений

ẋi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂xi
. (2.2)

Здесь точкой обозначена производная по некоторому вещественному параметру, параметри-

зующему интегральные траектории указанной системы. Данная система уравнений назы-

вается гамильтоновой, а функция H — ее функцией Гамильтона или гамильтонианом.

Напомним, что всякая функция из C∞(T ∗M), постоянная на интегральных траекториях

системы (2.2), называется ее интегралом движения.

Другой возможный способ описания гамильтоновых потоков на T ∗G состоит в исполь-

зовании скобки Пуассона. Согласно определению скобка Пуассона {·, ·}, отвечающая сим-

плектической форме ω, задается правилом

{H,F} ≡ ω(sgradH, sgradF ) =
n∑
i=1

∂H

∂pi

∂F

∂xi
− ∂H

∂xi
∂F

∂pi
. (2.3)

С помощью этой скобки гамильтонова система (2.2) может быть представлена в следующей

форме:

ẋi = {H, xi}, ṗi = {H, pi}.

При этом функция F ∈ C∞(T ∗G) тогда и только тогда будет являться интегралом движения,

когда ее скобка Пуассона с гамильтонианом H равна нулю: {H,F} = 0.

Пусть H,F ∈ C∞(T ∗G) — произвольные функции. Из формул (2.1) и (2.3) следуют

очевидные равенства: sgradH(F ) = − sgradF (H) = {H,F}. Используя эти равенства, а
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также тождество Якоби для скобки Пуассона, получаем:

[sgradH, sgradF ] = sgrad{H,F}.

Таким образом, линейное отображение sgrad : C∞(T ∗G)→ Ham(T ∗G) является гомоморфиз-

мом алгебр Ли. Ядро этого гомоморфизма образовано функциями, постоянными на T ∗G.

Правые и левые сдвиги (1.5) естественным образом поднимаются до правого R̃g и левого

L̃g действий группы G на кокасательном расслоении T ∗G:

R̃g(x, p) = (xg, (Rg−1)∗ p) , L̃g(x, p) = (gx, (Lg−1)∗ p) , p ∈ T ∗xG, x, g ∈ G. (2.4)

По построению эти действия сохраняют каноническую 1-форму θ, а следовательно, и стан-

дартную симплектическую форму ω. Другими словами, действия (2.4) являются симплекто-

морфизмами симплектического многообразия (T ∗G,ω).

Пусть g — алгебра Ли группы G, e1, . . . , en — некоторый базис в g, ξi(x) = (Lx)∗ ei,

ηi(x) = −(Rx) ei — лево- и правоинвариантные векторные поля соответственно. Нетрудно

видеть, что инфинитезимальными генераторами правого действия R̃g : T ∗G → T ∗G явля-

ются гамильтоновые векторные поля sgradXi, где функции Xi ∈ C∞(T ∗G) определяются

равенством

Xi(x, p) ≡ 〈p, ξi(x)〉 = ξji (x)pj, p ∈ T ∗xG. (2.5)

Так как алгебра gL(G) левоинвариантных векторных полей изоморфна алгебре g, имеем

{Xi, Xj} = Ck
ij Xk, (2.6)

где Ck
ij — структурные константы алгебры g в выбранном базисе. Таким образом, соот-

ветствие ei → Xi, продолженное по линейности на всю алгебру g, есть гомоморфизмом

последней в пуассонову алгебру C∞(T ∗G).

Аналогично, генераторы левого действия L̃g : T ∗G → T ∗G — это гамильтоновы вектор-

ные поля sgradYi, где

Yi(x, p) ≡ 〈p, ηi(x)〉 = ηji (x)pj, p ∈ T ∗xG. (2.7)

Здесь как и в случае правых сдвигов соответствие ei → Yi является гомоморфизмом алгебр

Ли:

{Yi, Yj} = Ck
ij Yk. (2.8)

Отметим также, что в силу того, что лево- и правоинвариантные векторные поля между

собой коммутируют, имеют место равенства

{Xi, Yj} = 0, i, j = 1, . . . , n. (2.9)
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Обозначим через g∗ дуальное пространство к алгебре Ли g, то есть пространство всех

линейных функционалов на g. В пространстве g∗ введем базис e1, . . . , en, дуальный к базису

e1, . . . , en в алгебре g: 〈ei, ej〉 = δij, i, j = 1, . . . , n. Здесь 〈·, ·〉 — естественное спаривание

пространств g и g∗.

Для правого и левого действий группы G на T ∗G определены соответственно правое

µr : T ∗G→ g∗ и левое µl : T ∗G→ g∗ отображения момента:

〈µr(x, p), ei〉 = Xi(x, p), 〈µl(x, p), ei〉 = Yi(x, p). (2.10)

Эквивалентное определение отображений момента может быть дано в следующем виде:

µr(x, p) = (Lx)
∗ p, µl(x, p) = −(Rx)

∗ p, p ∈ T ∗xG. (2.11)

Нетрудно видеть, что данные отображения — пуассоновые. Действительно, следствиями

равенств (2.6) и (2.8) являются соотношения

{µ∗r ϕ, µ∗r ψ} = µ∗r {ϕ, ψ}g, {µ∗l ϕ, µ∗l ψ} = µ∗l {ϕ, ψ}g,

справедливые для любых функций ϕ, ψ ∈ C∞(T ∗G). При этом скобка {·, ·}g, в которую

переходит скобка Пуассона {·, ·} при отображениях момента, — это известная скобка Ли–

Пуассона, впервые введенная С. Ли и позже переоткрытая Ф. А. Березиным [170] и Ж. Су-

рье [171]. Ее инвариантное определение дается выражением

{ϕ, ψ}g(f) = 〈f, [dϕ(f), dψ(f)]〉, f ∈ g∗. (2.12)

(Здесь предполагается, что dϕ(f), dψ(f) ∈ (g∗)∗ ' g). В дальнейшем нам также понадобится

выражение для данной скобки, записанное в координатном виде:

{ϕ, ψ}g(f) = Ck
ij fk

∂ϕ(f)

∂fi

∂ψ(f)

∂fj
. (2.13)

Скобка Ли – Пуассона задает в функциональном пространстве C∞(g∗) структуру (бесконеч-

номерной) алгебры Ли.

Пусть Ad∗ : G → Aut(g∗) — представление, дуальное присоединенному представлению

группы G. По определению

〈Ad∗g f,X〉 = 〈f,Adg−1X〉, f ∈ g∗, X ∈ g, g ∈ G. (2.14)

Представление Ad∗ называют коприсоединенным представлением группы G. Заметим, что

из равенства (2.14) и определения представления Ad следует, что

Ad∗g = (Rg)
∗(Lg−1)∗. (2.15)
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Используя эту формулу, а также равенства (2.11), можно показать, что правое (левое) дей-

ствие группы G на пространстве T ∗G при правом (левом) отображении момента переходит

в коприсоединенное действие G на дуальном пространстве g∗:

µr ◦ R̃g = Ad∗g−1 ◦ µr, µl ◦ L̃g = Ad∗g ◦ µl.

Таким образом, отображения моментов (2.10) являются G-эквивариантными отображениями.

Рассмотрим в C∞(T ∗G) функциональное подпространство Fl ≡ µ∗l C
∞(g∗). Очевидно,

что Fl — подалгебра в пуассоновой алгебре (C∞(T ∗G), {·, ·}). Пусть H ∈ Fl. Из определе-

ния отображения µl следует, что функция H является инвариантной относительно правого

действия G на T ∗G. Обратно, пусть функция H ∈ T ∗G правоинвариантна. Действие груп-

пы G на себе правыми (как, впрочем, и левыми) сдвигами является свободным, поэтому мы

можем записать H(x, p) = H(e, (Rx)
∗ p) = H (µl(x, p)) для некоторой функции H ∈ C∞(g∗).

Но это означает, что H ∈ Fl. Таким образом, подпространство Fl совпадает с множеством

правоинвариантных функций на T ∗G.

Аналогичным образом можно показать, что инвариантность функции H ∈ C∞(T ∗G)

относительно левых сдвигов равносильна условию H ∈ Fr ≡ µ∗r C
∞(g∗). Отметим, что пре-

образование инверсии x → x−1, поднятое на T ∗G, переводит правые действия в левые и

наоборот, поэтому рассмотрение право- и левоинвариантных функций на T ∗G по существу

приводит к эквивалентным картинам. Имея это в виду, далее мы ограничимся только пра-

воинвариантными гамильтонианами и соответствующими им гамильтоновыми потоками.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Отметим, что в силу связности группы G, подалгебра Fl совпадает с

централизатором подалгебры Fr в C∞(T ∗G). Естественно, что верно и обратное: подалгебра

Fr есть централизатор Fl в алгебре C∞(T ∗G). Другими словами, следуя терминологии

А. Вейнстейна, отображения моментов µr и µl образуют дуальную пару [172].

Особое место среди функций из Fl (или Fr) занимают функции, инвариантные од-

новременно относительно правого и левого действий группы на T ∗G, то есть функции,

принадлежащие пересечению Finv ≡ Fr ∩ Fl. Опишем это функциональное пространство

более подробно.

Предположим, что K ∈ Finv. Тогда, как нетрудно видеть, существует функция K ∈

C∞(g∗) такая, что

K(x, p) = K (µr(x, p)) = K (−µl(x, p)). (2.16)

Следствием равенств (2.11) и формулы (2.15) является связь между правым и левым отоб-

ражениями момента:

µl(x, p) = −Ad∗x µr(x, p). (2.17)
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Используя эту связь, из (2.16) получаем, что K ∈ C∞(g∗)G, где C∞(g∗)G — множество

функций на g∗, инвариантных относительно коприсоединенного представления группы G.

Очевидно и обратное утверждение: всякой функции из C∞(g∗)G будет соответствовать неко-

торая функция из пространства Finv.

Инфинитезимальным аналогом условия K (Ad∗x f) = K (f), x ∈ G, является равенство

Ck
ij fk

∂K (f)

∂fj
= 0,

которое, в свою очередь, эквивалентно требованию

{K , ϕ}g(f) = 0, ∀ ϕ ∈ C∞(g∗).

Это означает, что всякая G-инвариантная функция на g∗ принадлежит центру пуассоновой

алгебры (C∞(g∗), {·, ·}g), то есть является функцией Казимира скобки Ли – Пуассона. Та-

ким образом, функциональное пространство Finv порождается функциями Казимира скобки

{·, ·}g, причем для связной группы G указанное соответствие обратимо. Далее для сокраще-

ния терминологии мы будем называть функции Казимира скобки Ли – Пуассона функциями

Казимира алгебры Ли g.

Вернемся к общему случаю. Пусть H(x, p) = H (µl(x, p)) — правоинвариантная функ-

ция, порожденная функцией H ∈ C∞(g∗). Используя определение левого отображения мо-

мента мы можем записать

H(x, p) = H (Y1(x, p), . . . , Yn(x, p)), (2.18)

то есть H(x, p) является некоторой функцией от функций Yi(x, p), i = 1, . . . , n. Вместо пе-

ременных pi перейдем к новым переменным fi = Yi(x, p). Путем несложных преобразований

гамильтонова система (2.2), отвечающая данному гамильтониану, может быть приведена к

треугольному виду

ḟi = {H (f), fi}g = −Ck
ij fk

∂H (f)

∂fj
, (2.19)

ẋi =
∂H (f)

∂fj
ηij(x). (2.20)

Обсудим возможные подходы к интегрированию системы (2.19), (2.20).

Наиболее очевидный способ решения полученной системы уравнений состоит в следую-

щем. На первом шаге необходимо проинтегрировать подсистему (2.19), являющуюся гамиль-

тоновой системой на дуальном пространстве g∗, после чего второй шаг будет заключаться в

решении неавтономной системы обыкновенных дифференциальных уравнений (2.20).
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Как известно, в общем случае скобка Ли–Пуассона (2.12) является вырожденной, по-

этому дуальное пространство g∗ допускает стратификацию на симплектические листы, огра-

ничение пуассоновой структуры на которые уже невырождено. Как показал С. Ли, а позже

А. А. Кириллов [47] и Б. Костант [48], эти симплектические листы суть в точности орбиты

коприсоединенного представления группы G, так что указанная стратификация фактически

является разбиением пространства g∗ на коприсоединенные орбиты. Рассмотрим гамильто-

нову систему (2.19) с начальным условием f(0) = λ, где λ ∈ g∗ — фиксированный ковектор.

Ограничивая данную систему на орбиту Oλ = Ad∗G λ, мы получим гамильтонову систему,

число фазовых переменных в которой может быть меньшим, чем в исходной системе. Сле-

довательно, нахождение решений системы (2.19) фактически сводится к интегрированию

гамильтоновых систем на орбитах коприсоединенного представления группы G.

Тем не менее, даже если нам удастся проинтегрировать гамильтонову систему на со-

ответствующей коприсоединенной орбите, решение неавтономной системы (2.20) может вы-

звать определенные затруднения. Ясно, что в силу произвольности функции H симметрии

данной системы исчерпываются левоинвариантными векторными полями, которые образу-

ют алгебру Ли, изоморфную алгебре g. Но согласно известной теореме Ли (см., напри-

мер, [4, 17]) n-мерная система обыкновенных дифференциальных уравнений является ин-

тегрируемой в квадратурах, если ее алгебра симметрии разрешима, что в общем случае,

конечно, не выполняется.

Укажем теперь более эффективный способ интегрирования гамильтоновых систем с пра-

воинвариантными гамильтонианами. Из соотношений (2.9) следует, что функции Xi(x, p) =

ξji (x)pj являются интегралами движения гамильтоновой системы со всяким гамильтонианом

вида (2.18). Не ограничивая общности, выберем начальное условие для данной системы в

виде x(0) = e, p(0) = λ ∈ g∗. Нетрудно видеть, что в этом случае соответствующая инте-

гральная траектория будет принадлежать поверхности уровня

Mλ = {(x, p) ∈ T ∗G |Xi(x, p) = λi, i = 1, . . . , n}.

Отметим, что естественная проекция π : T ∗G → G устанавливает диффеоморфизм между

точками поверхности Mλ и элементами группы G. Имея это в виду, ограничим гамильто-

нову систему (2.2) с гамильтонианом (2.18) на Mλ (данное ограничение корректно, так как

функции Xi(x, p) являются интегралами движения). В результате мы получим n-мерную

автономную систему дифференциальных уравнений вида

ẋi = ϕj(x;λ)ηij(x), ϕj(x;λ) ≡ ∂H (f)

∂fj

∣∣∣
f=−Ad∗x λ

. (2.21)
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Не смотря на то, что при ограничении исходной гамильтоновой системы на Mλ мы уже

фактически использовали алгебру интегралов движения Xi(x, p), система уравнений (2.21)

все еще может допускать некоторые симметрии, не зависящие от конкретного вида функции

H . Чтобы показать это, отметим одно полезное соотношение, вытекающее из формул (1.13):

ξi(x) Ad∗x λ = −Ad∗x
(
ad∗ei λ

)
. (2.22)

Здесь ad∗ : g → Aut(g∗) — дифференциал коприсоединенного представления Ad∗, называе-

мый коприсоединенным представлением алгебры Ли g:

〈ad∗Z1
f, Z2〉 = −〈f, [Z1, Z2]〉, f ∈ g∗, Z1, Z2 ∈ g.

С помощью соотношения (2.22) нетрудно показать, что левоинвариантное векторное поле

ξZ(x) = Ziξi(x) тогда и только тогда будет коммутировать с векторным полем ϕj(x;λ)ηj(x),

когда элемент Z = Ziei ∈ g удовлетворяет условию ad∗Z λ = 0. Отметим, что множество

векторов

gλ = {Z ∈ g | ad∗Z λ = 0}

образует подалгебру в алгебре Ли g, которая называется аннулятором ковектора λ. Таким

образом, система уравнений (2.21) допускает алгебру симметрии, изоморфную аннулято-

ру gλ.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2. Можно доказать, что для ковекторов, находящихся в g∗ в общем поло-

жении, аннулятор всегда коммутативен. Это утверждение составляет основное содержание

теоремы М. Вернь [173]. В более общем случае структура аннулятора gλ может быть весьма

сложной. Например, известно, что аннулятор является расширением некоторой коммутатив-

ной алгебры Ли и, в частности, может быть неразрешимой подалгеброй [38].

Остаточная алгебра симметрии gλ позволяет понизить порядок системы уравнений

(2.21) еще на dim gλ единиц. При этом весьма нетривиальным результатом является тот

факт, что получаемая в результате система, называемая приведенной, оказывается гамиль-

тоновой относительно некоторой новой симплектической структуры. Не вдаваясь здесь в

подробности, отметим, что пространство фазовых переменных приведенной гамильтоновой

системы фактически совпадает с коприсоединенной орбитой Oλ, а соответствующая сим-

плектическая структура индуцируется ограничением на эту орбиту скобки Ли – Пуассона.

Таким образом, исходная 2 dim g-мерная правоинвариантная гамильтоновая система реду-

цируется к приведенной гамильтоновой системе с dim g − dim gλ фазовыми переменными.

При этом, если алгебра gλ разрешима, а размерность приведенной гамильтоновой системы

оказывается меньшей или равной двум, последнюю можно проинтегрировать в квадратурах,
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и затем с помощью полученного решения можно восстановить интегральные траектории

исходной системы.

Описанный метод редукции гамильтоновых систем хорошо известен и называется сим-

плектической редукцией или редукцией Марсдена – Веинстейна. Этот метод использовал-

ся еще С. Ли, который, в свою очередь, исходил из работ классиков (в частности, Л. Эйлера

и К. Якоби). Современное геометризованное изложение метода было дано Дж. Марседном

и А. Вейнстейном [174]. Применение этого метода к интегрированию гамильтоновых си-

стем, обладающих некоммутативными алгебрами интегралов движения, было осуществлено

А. С. Мищенко и А. Т. Фоменко [18], а также В. В. Козловым [175].

Тем не менее следует отметить, что прямое использование метода симплектической

редукции к интегрированию правоинвариантных гамильтоновых систем на группах Ли об-

ладает рядом недостатков. Во-первых, алгебра gλ остаточных симметрий системы (2.21)

может быть неразрешимой, следствием чего является невозможность восстановления в квад-

ратурах решения исходной гамильтоновой системы по имеющимся решениям приведенной

системы (обсуждение этой проблемы см. в [4]). Во-вторых, даже если алгебра gλ является

разрешимой, необходимые алгебраические преобразования могут оказаться чересчур слож-

ными с вычислительной точки зрения. И третья, с нашей точки зрения наиболее значимая,

трудность состоит в отсутствии очевидных способов обобщения метода симплектической ре-

дукции на случай интегрирования квантовых аналогов правоинвариантных гамильтоновых

систем.

§ 2.2 Канонические координаты на поляризованных коприсоединенных орбитах

В предыдущем параграфе мы указывали на тесную связь между (право)инвариантными

гамильтоновыми системами на кокасательных расслоениях групп Ли и гамильтоновыми си-

стемами на соответствующих орбитах коприсоединенного представления. В силу того, что

любая коприсоединенная орбита является симплектическим многообразием, всякая гамиль-

тонова система на ней может быть представлена в канонической форме путем введения ло-

кальных канонических координат, существование которых утверждается известной теоремой

Дарбу. Далее, однако, нас будет интересовать специальный класс канонических координат,

построение которых фактически сводится к построению инвариантных поляризаций на ор-

битах коприсоединенного представления. Заметим, что с классической (не квантовой) точки

зрения подобные канонические координаты выглядят не совсем естественно; в частности,

в ряде случаев введение данных координат будет сопряжено с «выходом» в комплексную
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область. Тем не менее, специальный класс канонических координат, обсуждаемый ниже,

оказывается исключительно удобным при переходе к соответствующим квантовым аналогам

рассматриваемых нами гамильтоновых систем. В частности, введение этих координат позво-

лит нам разработать единый подход к интегрированию классических и квантовых уравнений

движения на группах Ли.

Отметим, что интерес специалистов к задаче построения канонических координат на

орбитах коприсоединенного представления возник сразу же, как только А. А. Кириллов

доказал, что на всякой коприсоединенной орбите существует инвариантная симплектиче-

ская 2-форма [47]. Первоначальные результаты, полученные в рамках данной проблемы, в

основном касались нильпотентных или, более общо, разрешимых групп Ли [173, 176]. В

последствии число работ, посвященных указанной задаче, с каждым годом заметно уве-

личивалось. Наиболее существенные результаты здесь были получены С. А. Камалиным и

А. М. Переломовым [92], В. В. Трофимовым [177], а также М. Адамсом, Д. Харнадом и

Д. Хуртубисом [178,179].

В настоящем параграфе мы изложим алгебраический метод построения канонических

координат на коприсоединенных орбитах, предложенный И. В. Широковым в работе [38], и

основанный на описанном в предыдущей главе методе реализации алгебр Ли неоднородными

дифференциальными операторами первого порядка. Кроме того, мы обсудим геометрический

смысл построенных данным методом канонических координат в контексте геометрического

квантования симплектических многообразий.

2.2.1 Алгебраический метод построения канонических координат на

поляризованных орбитах

Как уже было сказано, коприсоединенное представление Ad∗ : G→ Aut(g∗) расслаивает

дуальное пространство g∗ на орбиты, являющиеся симплектическими листами скобки Ли–

Пуассона (2.12). Геометрически коприсоединенная орбита Oλ, проходящая через элемент λ ∈

g∗, является однородным G–пространством. Это означает, что имеет место диффеоморфизм

Oλ = Gλ \ G, где Gλ = {g ∈ G |Ad∗g λ = λ} — группа стационарности элемента λ. Нетрудно

видеть, что алгебра Ли группы Gλ — это в точности аннулятор gλ. Отсюда для размерности

орбиты Oλ получаем

dimOλ = dim g− dim gλ. (2.23)

Коприсоединенную орбиту будем называть регулярной, если она имеет в g∗ максималь-

но возможную размерность. Соответственно элемент λ ∈ g∗ будем называть регулярным,
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если он принадлежит регулярной орбите. Орбиты коприсоединенного представления и ко-

векторы, не являющиеся регулярными, будем называть сингулярными. Ясно, что регулярные

ковекторы находятся в дуальном пространстве g∗ в общем положении, то есть совокупность

сингулярных элементов в g∗ образует множество меры ноль.

По определению аннуляторы регулярных в g∗ элементов имеют минимально возможную

размерность. Эта размерность называется индексом ind g алгебры Ли g:

ind g ≡ inf
λ∈g∗

dim gλ = dim g− sup
λ∈g∗

rank ‖Ck
ij λk‖. (2.24)

С помощью индекса ind g для размерности произвольной регулярной орбиты Oλ можно за-

писать

dimOλ = dim g− ind g.

Всякая коприсоединенная орбита Oλ каноническим образом наделяется G-инвариант-

ной симплектической структурой, задаваемой так называемой формой Кириллова – Костан-

та [47,48]. Напомним способ ее построения.

Обозначим через π естественную проекцию группы G в пространство смежных классов

Gλ \ G. Имея в виду диффеоморфизм Gλ \ G ' Oλ, получаем π(g) = Ad∗g λ, g ∈ G. Диффе-

ренциал π∗(e) этой проекции в единице группы — это сюръективное линейное отображение

алгебры g в касательное пространство TλOλ ' g/gλ, поэтому всякий вектор из TλOλ может

быть представлен в виде ad∗X λ, где X ∈ g. Положим теперь по определению

ωλ(ad∗Xλ, ad∗Y λ) ≡ 〈λ, [X, Y ]〉, X, Y ∈ g. (2.25)

В силу того, что величина 〈λ, [X, Y ]〉 зависит только от образов X и Y в фактор-пространстве

g/gλ, данная формула определяет некоторую 2-форму на касательном пространстве TλOλ.

При этом, так как для всякого h ∈ Gλ имеет место равенство 〈λ, [AdhX,Adh Y ]〉 = 〈λ, [X, Y ]〉,

2-форма (2.25) может быть корректно «разнесена» на всю орбиту Oλ с помощью коприсо-

единенного действия группы G. Полученная подобным образом G-инвариантная 2-форма ωλ

на орбите Oλ автоматически оказывается замкнутой.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.3. Отметим, что имеется альтернативный способ построения формы Ки-

риллова – Костанта на коприсоединенных орбитах, использующий пуассонову структуру в

дуальном пространстве g∗ [180]. Согласно этому способу, симплектическая форма ωλ инду-

цируется ограничением на орбиту Oλ скобки Ли – Пуассона (2.12). По существу, данный

подход к построению формы Кириллова – Костанта эквивалентен предыдущему, однако, нам

будет полезно иметь в виду эту конструкцию в дальнейшем.
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Следствием существования формы Кириллова – Константа является тот факт, что лю-

бая коприсоединенная орбита есть G-однородное симплектическое многообразие; в частно-

сти, все орбиты имеют четную размерность. Отсюда следует, что согласно известной теореме

Дарбу на всякой орбите Oλ можно ввести локальные координаты (ua, v
a), в которых форма

ωλ будет иметь наиболее простой вид

ωλ = dua ∧ dva, a = 1, . . . ,
1

2
dimOλ.

Координаты (u, v) называются каноническими координатами или координатами Дарбу.

Любая коприсоединенная орбита Oλ является погруженным подмногообразием в g∗.

Действительно, отображение f : Gλ \ G → g∗, определяемое как f(Gλ · g) = Ad∗g λ, g ∈ G,

является гладким отображением, дифференциал df которого всюду инъективен (см., на-

пример, [150], стр. 113). Отметим, что образ f(Oλ) ⊂ g∗ не обязательно замкнут, то есть

погружение f : Oλ → g∗ в общем случае не является вложением.

Пусть U ⊂ Oλ — некоторая окрестность элемента λ, в которой заданы канонические ко-

ординаты (u, v). Тогда ограничение отображения f : Oλ → g∗ на окрестность U определяется

функциями fi(u, v;λ) такими, что

rank

∥∥∥∥∂fi(u, v;λ)

∂ua
,
∂fi(u, v;λ)

∂va

∥∥∥∥ = dimOλ. (2.26)

При этом без ограничения общности можно положить, что

fi(0, 0;λ) = λi. (2.27)

В силу того, что форма Кириллова – Костанта индуцирована ограничением скобки Ли –

Пуассона на орбиту Oλ, для функций fi(u, v;λ) должны выполняться соотношения (см.

формулу (2.13)):

∂fi(u, v;λ)

∂ua

∂fj(u, v;λ)

∂va
− ∂fj(u, v;λ)

∂va
∂fi(u, v;λ)

∂ua
= Ck

ij fk(u, v;λ). (2.28)

Обратно, если в некоторой окрестности U ⊂ Oλ элемента λ задана совокупность функций

fi(u, v;λ), удовлетворяющих условиям (2.26) – (2.28), данные функции определяют (ло-

кально) погружение орбиты Oλ в g∗, а координаты (ua, v
a) являются координатами Дарбу

для симплектической формы ωλ. Далее мы будем говорить, что функции fi(u, v;λ), удовле-

творяющие вышеназванным условиям, задают переход к каноническим координатам на

орбите Oλ.

Выделим специальный класс канонических координат, для которых функции fi(u, v;λ)

являются линейными по «импульсным» координатам ua:

fi(u, v;λ) = ζai (v)ua + χi(v;λ), i = 1, . . . , n. (2.29)
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Соответствующий переход к координатам Дарбу будем называть линейным. Конечно, в об-

щем случае линейный переход к каноническим координатам на Oλ не существует. Но если

мы допустим, что функции ζai (v) и χi(v;λ) являются голоморфными функциями от ком-

плексных переменных va, то тем самым мы значительно расширим класс групп Ли и их

коприсоединенных орбит, для которых этот переход может быть построен.

Распишем подробнее равенство (2.28) с учетом (2.29). В результате получим

ζai (v)
∂ζbj (v)

∂va
− ζaj (v)

∂ζbi (v)

∂va
= Ck

ij ζ
b
k(v), (2.30)

ζai (v)
∂χj(v;λ)

∂va
− ζaj (v)

∂χi(v;λ)

∂va
= Ck

ij χk(v;λ). (2.31)

При этом условие (2.26) запишется в виде

rank ‖ζai (v)‖ =
1

2
dimOλ. (2.32)

Кроме этого, из (2.27) следует система равенств χi(0;λ) = λi, которую можно рассматривать

как начальное условие для системы уравнений (2.31).

Рассмотрим векторные поля ζi(v) = ζai (v)∂va, заданные в области V , являющейся обла-

стью определения локальных координат va. Нетрудно видеть, что соотношение (2.30) экви-

валентно выражению [ζi, ζj] = Ck
ij ζk, которое означает, что векторные поля ζi(v) являются

инфинитезимальными генераторами локального действия группы G в области V . При этом

из (2.32) следует, что данное действие является транзитивным. Таким образом, если су-

ществуют решения системы (2.30), удовлетворяющие (2.32), то существует алгебра изотро-

пии n ⊂ gC точки v0 = 0, размерность которой равна

dim n = dim g− 1

2
dimOλ. (2.33)

Очевидно, что верно и обратное: наличие подалгебры n ⊂ gC, удовлетворяющей требованию

(2.33), достаточно для существования решений системы (2.30).

Перейдем теперь к рассмотрению системы уравнений (2.31). Нетрудно видеть, что ин-

тересующее нас решение данной системы — это деформация алгебры векторных полей ζi(v),

удовлетворяющая начальному условию χ(0) = λ. Из результатов, изложенных в § 1.4, следу-

ет, что существование указанного решения равносильно условию подчиненности алгебры n

ковектору λ, то есть последний должен образовывать представление алгебры n:

〈λ, [n, n]〉 = 0. (2.34)

Подалгебра n ⊂ gC, удовлетворяющая условиям (2.33) и (2.34) называется поляриза-

цией ковектора λ. (Считаем, что функционалы из g∗ продолжаются на gC по линейности).
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С учетом этого определения сформулируем критерий существования линейного перехода к

каноническим координатам на орбите Oλ.

ТЕОРЕМА 2.1. Линейный переход к каноническим координатам на орбите Oλ суще-

ствует тогда и только тогда, когда для линейного функционала λ существует поля-

ризация n ⊂ gC.

В работе [38] приведено доказательство данной теоремы при дополнительном пред-

положении о нормальности поляризации (см. также [92]). Напомним, что поляризация n

называется нормальной, если

λ+ n⊥ ⊂ Oλ, (2.35)

где n⊥ — аннулятор подалгебры n в пространстве, дуальном к алгебре gC. Условие (2.35)

называют также условием Пуканского. Позднее, однако, было выяснено, что всякая поляри-

зация автоматически является нормальной, поэтому требование (2.35) оказывается излиш-

ним [91].

Теорема 2.1 сводит вопрос о существовании линейного перехода к каноническим коор-

динатам на коприсоединенных орбитах к чисто алгебраической проблеме о существовании

поляризаций в алгебрах Ли. В настоящее время данная проблема является хорошо изучен-

ной; довольно полный обзор результатов в данной области приведен в монографии [181].

Отметим, что вещественные поляризации всегда существуют для нильпотентных и вполне

разрешимых алгебр Ли, а комплексные поляризации всегда существуют для разрешимых

алгебр Ли. Кроме того, для всякого регулярного ковектора произвольной алгебры Ли всегда

существует (комплексная) поляризация, причем разрешимая.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.4. Отметим, что если для данного функционала поляризация не суще-

ствует, то переход к координатам Дарбу (нелинейный по переменным ua) все равно может

быть построен. Таким образом, наличие поляризации — полезное свойство, но вовсе не обя-

зательное для построения методов интегрирования гамильтоновых систем на группах Ли.

В общем случае ковектор λ может иметь несколько неэквивалентных поляризаций. Тем

не менее, легко проверить, что имеет место следующее

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.1. Пусть для данного ковектора λ ∈ g∗ существует поляризация n,

тогда gλ ⊂ n.

Таким образом, любая поляризация ковектора λ всегда содержит вещественную подал-

гебру — аннулятор gλ.
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2.2.2 Связь с геометрическим квантованием

Обсудим теперь геометрический смысл линейного перехода к каноническим координа-

там на коприсоединенных орбитах.

Напомним вначале одно определение, играющее центральную роль в общей схеме гео-

метрического квантования симплектических многообразий [182, 183]. Пусть (M,ω) — глад-

кое вещественное симплектическое многообразие. Интегрируемое подрасслоение P каса-

тельного расслоения TM такое, что каждый слой P(x) является лагранжевым подпростран-

ством симплектического пространства (TxM,ω(x)), называется поляризацией симплектиче-

ского многообразия (M,ω). Имеет место также комплексный аналог поляризаций. А именно,

комплексная поляризация симплектического многообразия (M,ω) определяется как инте-

грируемое подрасслоение P комплексифицированного касательного расслоения TCM такое,

что каждый слой P(x) является лагранжевым подпространством симплектического ком-

плексного пространства (TC
xM,ωC(x)). (Здесь интегрируемость понимается в смысле крите-

рия Фробениуса).

Как и раньше, обозначим через π проекцию группы G на орбиту Oλ, определенную фор-

мулой π(g) = Ad∗g λ, g ∈ G. Производная π∗(e) этой проекции в единице группы отображает

алгебру g на касательное пространство TλOλ. Пусть n ⊂ g — вещественная поляризация

ковектора λ. Рассмотрим подпространство P(λ) ⊂ TλOλ, являющееся образом подалгеб-

ры n при отображении π∗(e): P(λ) ≡ π∗(e)(n). Так как ядро отображения π∗(e) совпадает с

аннулятором gλ ⊂ n, для размерности подпространства P(λ) получаем

dim P(λ) = dim n− dim gλ =
1

2
dimOλ.

Кроме того, из определений формы ωλ и поляризации n следует, что для любых X, Y ∈ n

выполняется условие

ωλ(π∗(e)X, π∗(e)Y ) = 〈λ, [X, Y ]〉 = 0,

то есть ограничение ωλ на подпространство P(λ) равно нулю. Следовательно, P(λ) —

лагранжево подпространство симплектического пространства (TλOλ, ωλ).

Допустим теперь дополнительно, что поляризация n ⊂ g является Gλ-инвариантной

подалгеброй, то есть Gλ · n ⊂ n. В этом случае с помощью коприсоединенного действия

группы G подпространство P(λ) может быть корректно «разнесено» на всю орбиту. Тем

самым мы получаем G-инвариантное подрасслоение P ⊂ TOλ, каждый слой которого явля-

ется лагранжевым. В следствии того, что n — подалгебра, построенное описанным способом

распределение оказывается интегрируемым. Таким образом, вещественная поляризация n
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ковектора λ однозначно определяет некоторую вещественную G-инвариантную поляриза-

цию коприсоединенной орбиты Oλ. Нетрудно видеть, что указанное соответствие обрати-

мо: всякой вещественной G-инвариантной поляризации P орбиты Oλ отвечает подалгебра

n = π∗(e)
−1P(λ) ⊂ g, являющаяся поляризацией элемента λ.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.5. В общем случае условие Gλ·n ⊂ n может не выполняться. Тем не менее,

из утверждения 2.1 следует, что данное условие всегда выполняется локально; в частности,

оно имеет место для элементов из подгруппы Gλ
e ⊂ Gλ, где Gλ

e — связная компонента

единицы группы Gλ. Это означает, что G-инвариантная поляризация орбиты всегда может

быть построена, по крайней мере, в некоторой окрестности ковектора λ.

Полезно привести явную конструкцию подпространств P(f) ⊂ TfOλ, порождающих

поляризацию коприсоединенной орбиты Oλ:

P(π(g)) = {π∗(g) (ηX(g)) |X ∈ n}.

Здесь π∗(g) : TgG→ Tπ(g)Oλ — производная отображения π в точке g ∈ G, ηX — правоинва-

риантное векторное поле на G, отвечающее вектору X ∈ n.

Интегрируемость вещественной G-инвариантной поляризации P ⊂ TOλ означает, что

существует слоение орбиты Oλ такое, что касательное пространство к слою в точке f ∈ Oλ
совпадает с подпространством P(f). Нетрудно видеть, что слои этого слоения будут иметь

вид Ad∗gN λ, где N = exp(n). В частности, слой, проходящий через точку λ, является орбитой

коприсоединенного действия группы N .

Как правило, на практике встречаются ситуации, когда слоение орбиты, порождаемое

поляризацией P, является расслоением. В этом случае множество слоев V само является

гладким многообразием так, что Oλ является расслоеным пространством над V . Так как

слои этого расслоения являются подмногообразиями, инвариантными относительно копри-

соединенного действия группы G, мы имеем индуцированное действие G на многообразии

V , причем это действие — транзитивное. Нетрудно также видеть, что группой стационарно-

сти точки v0 ∈ V , соответствующей слою, проходящему через элемент λ, является группа

N = exp(n), в силу чего получаем V = N \G.

В описанном нами методе построения канонических координат на коприсоединенной

орбите Oλ величины va представляют собой координаты в некоторой области, на которой

транзитивно действует группа G. При этом алгеброй изотропии точки v0 = 0 является поля-

ризация n ковектора λ. Отсюда ясен геометрический смысл этих координат, а именно: вели-

чины va — это локальные координаты на базе расслоения, определяемого G-инвариантной

поляризацией орбиты Oλ, соответствующей поляризации n. Нетрудно также видеть, что ка-
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нонически сопряженные им координаты ua суть локальные координаты в слое указанного

расслоения. В частности, локальный базис распределения P ⊂ TOλ задается векторными

полями ∂ua, a = 1, . . . , (1/2) dimOλ.

Можно показать, что соответствие между поляризациями в алгебрах Ли и инвари-

антными поляризациями соответствующих коприсоединенных орбит будет иметь место и в

комплексном случае. Говоря более строго, существует биекция между множеством всех G-

инвариантных комплексных поляризаций P орбиты коприсоединенного представления Oλ и

множеством комплексных поляризаций n ⊂ gC данного ковектора λ. При этом поляризации

P ⊂ TCOλ будет отвечать подалгебра n = π∗(e)
−1P(λ) [180].

2.2.3 Примеры

Проиллюстрируем метод построения канонических координат на коприсоединенных ор-

битах несколькими примерами, связанными с трехмерными группами Ли.

ПРИМЕР 2.1. Рассмотрим группу E(2), являющуюся группой движений плоскости. Дан-

ная группа естественно изоморфна группе матриц вида

gx =


cosx3 − sinx3 x1

sinx3 cosx3 x2

0 0 1

 , x1, x2 ∈ R, x3 ∈ [0, 2π). (2.36)

Матрицы ei ≡ (∂gx/∂xi)|x=0 образуют базис алгебры Ли e(2) группы E(2) и удовлетворяют

следующим коммутационным соотношениям

[e1, e2] = 0, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1.

Коприсоединенное действие группы E(2) на дуальном пространстве e(2)∗ определяется

равенствами

(Ad∗x f)1 = cosx3f1 − sinx3f2,

(Ad∗x f)2 = sinx3f1 + cosx3f2,

(Ad∗x f)3 = (x1 sinx3 − x2 cosx3)f1 + (x1 cosx3 + x2 sinx3)f2 + f3,

где fi — компоненты ковектора f ∈ e(2)∗ в базисе, дуальном к базису {ei}. Отсюда нетрудно

видеть, что коприсоединенные орбиты рассматриваемой группы бывают двух типов: сингу-

лярные, являющиеся точками прямой f1 = f2 = 0, и регулярные, представляющие собой

двумерные цилиндры

Oλ(J) = {f ∈ g∗ | f 2
1 + f 2

2 = J2}, λ(J) = (J, 0, 0), J ∈ (0,+∞).
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Построим канонические координаты на орбите Oλ(J). Как было сказано выше, линей-

ный переход к координатам Дарбу определяется поляризацией ковектора λ(J). В данном

случае поляризация — это двумерная подалгебра, удовлетворяющая условию (2.34). Нетруд-

но видеть, что в качестве такой подалгебры может быть выбрана коммутативная подалгебра

n = {e1, e2}. Заметим также, что аннулятор элемента λ(J) одномерен и натянут на базисный

вектор e1.

Используя алгоритмы, изложенные в предыдущей главе, реализуем алгебру e(2) гене-

раторами действия группы E(2) на однородном пространстве V = exp(n) \ E(2): ζ1 = ζ2 = 0,

ζ3 = ∂v. Деформация этой алгебры векторных полей, удовлетворяющая начальному условию

χ(0) = λ(J), также легко может быть найдена: χ1 = J cos v, χ2 = −J sin v, χ3 = 0. В резуль-

тате функции fi(u, v;λ(J)), определяющие линейный переход к каноническим координатам

на орбите Oλ(J), имеют вид

f1 = J cos v, f2 = −J sin v, f3 = u. (2.37)

Здесь v ∈ (−π, π), u ∈ R. Отметим, что построенные канонические координаты являются

почти глобальными на орбите, то есть соответствующая координатная карта покрывает всю

коприсоединенную орбиту за исключением множества меры ноль.

Инвариантная поляризация P орбиты Oλ(J), отвечающая поляризации n, порождает-

ся векторным полем ∂u. Слои этой поляризации — это прямые, являющиеся образующими

цилиндра f 2
1 +f 2

2 = J2. Все такие прямые гладким образом параметризуются точками окруж-

ности, заданной уравнениями f1 = J cos v, f2 = −J sin v, f3 = 0. Таким образом, поляризация

P определяет на орбите структуру расслоения с базой V ' S1 и слоем, диффеоморфным

R. Отметим, что указанное расслоение является тривиальным: Oλ(J) ' S1 × R. В общем

случае данный факт, конечно же, не будет иметь место: препятствием к этому являются

нетривиальные топологические свойства коприсоединенных орбит.

ПРИМЕР 2.2. Пусть G = SO(3) — группа вращений трехмерного вещественного про-

странства R3. Данная группа является трехмерной компактной простой группой Ли. Ал-

гебра Ли g = so(3) этой группы естественным образом отождествляется с алгеброй всех

кососимметрических вещественных матриц третьего порядка. В базисе

e1 =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , e2 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , e3 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 ,

коммутационные соотношения алгебры g принимают вид

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e1, e3] = −e2. (2.38)
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Точка f = 0 является единственной сингулярной орбитой коприсоединенного представ-

ления группы G. Каждая регулярная орбита проходит через ковектор λ(J) = (0, 0,−J) и

представляет собой сферу радиуса J :

Oλ(J) = {f ∈ g∗ | f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 = J2}, J ∈ (0,+∞).

Построим канонические координаты на орбите Oλ(J). Как известно, алгебра so(3) не

содержит двумерных подалгебр, поэтому вещественных поляризаций в данном случае нет.

В качестве комплексной поляризации ковектора λ(J) выберем комплексную двумерную по-

далгебру n = {e1 + ie2, e3} ⊂ gC. Функции линейного перехода к координатам Дарбу, соот-

ветствующие данной поляризации, имеют вид:

f1 =
i

2

(
1− v2

)
u+ Jv, f2 = −1

2

(
1 + v2

)
u− iJv, f1 = −iuv + J. (2.39)

Выясним области определения координат u и v. Из соотношений (2.39) получаем

f1 + if2

J + f3

= v, f1 − if2 = iu. (2.40)

Отсюда видно, что координата v представляет собой образ точки f = (f1, f2, f3) при стерео-

графической проекции на комплексную плоскость C, в то время как координата u удовле-

творяет условию |u| ≤ J , то область ее определения есть замкнутый круг в C радиуса J с

центром в начале координат.

В сферических координатах (ϕ, θ) сфера f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 = J2 задается уравнениями

f1 = J cosϕ sin θ, f2 = J sinϕ sin θ, f3 = J cos θ,

где ϕ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π). Из соотношений (2.40) получаем, что канонические координаты

(u, v) связаны со сферическими координатами (ϕ, θ) равенствами

v = eiϕ tg
θ

2
, u = −iJe−iϕ sin θ. (2.41)

Отсюда нетрудно видеть, что в координатах (ϕ, θ) форма Кириллова – Костанта имеет вид

ωλ(J) = J sin θ dθ ∧ dϕ,

и совпадает с формой площади на двумерной сфере. Комплексная инвариантная поляризация

P ⊂ TCOλ(J), отвечающая поляризации n = {e1+ie2, e3}, в координатах (u, v) по построению

задается векторным полем ∂u. С помощью (2.41) нетрудно получить вид этой поляризации в

сферических координатах:

∂u =
eiϕ

J(1 + cos θ)

(
i∂θ −

∂ϕ
sin θ

)
.
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ПРИМЕР 2.3. В качестве еще одного примера рассмотрим трехмерную простую группу

SL(2,R). Алгебра Ли sl(2,R) этой группы состоит из всех вещественных 2 × 2-матриц с

нулевым следом. Выберем в этой алгебре базис

e1 =
1

2

 −1 0

0 1

 , e2 =
1

2

 0 1

1 0

 , e3 =
1

2

 0 1

−1 0

 ,

тогда коммутационные соотношения между данными базисными элементами запишутся как

[e1, e2] = −e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1.

Рассмотрим коприсоединенные орбиты группы SL(2,R). Единственная сингулярная ор-

бита — это точка f = 0. Всякая регулярная орбита в sl(2,R)∗ является поверхностью уровня

функции Казимира K (f) = f 2
1 + f 2

2 − f 2
3 , в связи с чем имеется три различных типа орбит,

в зависимости от выполнения следующих условий:

1) K (f) > 0 — однополостные гиперболоиды (тип A);

2) K (f) < 0 — двуполостные гиперболоиды, в которых каждая из пол является отдельной

орбитой (тип B);

3) K (f) = 0 — конус, который после удаления начала координат распадается на две

орбиты (тип C).

С точки зрения построения канонических координат наиболее интересны первые два типа,

поэтому ниже мы исследуем именно эти случаи.

1. Тип A. В этом случае каждая орбита проходит через ковектор λ(J) = (J, 0, 0), где

J ∈ (0,+∞). Как нетрудно видеть, данный ковектор обладает вещественной поляризацией

n = {e1, e2 + e3}. Соответствующий линейный переход к координатам Дарбу имеет вид

f1 = −u sin v + J cos v, f2 = −u cos v − J sin v, f3 = u, (2.42)

где v ∈ (−π, π), u ∈ R. Слои соответствующей инвариантной поляризации P ⊂ TOλ(J) —

это семейство прямолинейных образующих однополостного гиперболоида f 2
1 + f 2

2 − f 2
3 = J2.

2. Тип B. Орбиты этого типа могут быть параметризованы следующим образом: λ(J) =

(0, 0, J), J ∈ (−∞, 0)∪ (0,+∞). (Знак параметра J отвечает выбору верхней или нижней пол

двуполосного гиперболоида). Ковектор λ(J) не допускает вещественных поляризаций. В ка-

честве комплексной поляризации выберем подалгебру n = {e1 − ie2, e3}. Функции линейного

канонического перехода, соответствующие данной поляризации, будут иметь вид:

f1 = − i
2

(
1 + v2

)
u− Jv, f2 = −1

2

(
1− v2

)
u− iJv, f3 = iuv + J. (2.43)
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Из равенств (2.43) следуют соотношения

if2 − f1

J + f3

= v, f1 + if2 = −iu, (2.44)

используя которые нетрудно выяснить, что область определения координаты v — это откры-

тый круг единичного радиуса D1 = {v ∈ C : |v| < 1}, в то время как область определения

координаты u — вся комплексная плоскость C. Действительно, введем на гиперболоиде

f 2
1 + f 2

2 − f 2
3 = −J2 псевдосферические координаты χ и ϕ:

f1 = J shχ cosϕ, f2 = J shχ sinϕ, f3 = J chχ,

где χ ∈ (−∞,+∞), ϕ ∈ [0, 2π). Тогда из формул (2.44) следует

v = −e−iϕ th
χ

2
, u = Jeiϕ shχ,

откуда, в частности, получаем |v| = | thχ/2| < 1.

Приведем вид формы Кириллова – Костанта на орбите Oλ(J), выраженной в псевдосфе-

рических координатах χ и ϕ:

ωλ(J) = J shχdϕ ∧ dχ.

В свою очередь комплексная инвариантная поляризация P ⊂ TCOλ(J), отвечающая подал-

гебре n = {e1 − ie2, e3}, в этих координатах задается векторным полем:

∂u =
e−iϕ

J(1 + chχ)

(
∂χ −

i∂ϕ
shχ

)
.

§ 2.3 Специальное каноническое преобразование в T ∗G. Интегрирование

правоинвариантных гамильтоновых систем на группах Ли

В настоящем параграфе мы опишем конструкцию специального канонического преобра-

зования в T ∗G, составляющего основу излагаемого далее оригинального метода интегриро-

вания инвариантных гамильтоновых систем на группах Ли.

2.3.1 Построение специального канонического преобразования

Пусть n ⊂ gC — поляризация ковектора λ ∈ g∗, fi(u, v;λ) = ζai (v)ua+χi(v;λ) — функции,

задающие соответствующий линейный переход к координатам Дарбу на коприсоединенной

орбите Oλ. Напомним, что векторные поля ζi(v) = ζai (v)∂va образуют алгебру генераторов

действия группы G на (локальном) однородном пространстве V = exp(n) \ G, а функции

χi(v;λ) определяют деформацию этой алгебры с начальным условием χi(0;λ) = λi.
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Коприсоединенное представление группы G, ограниченное на орбиту Oλ, определяет

действие G на Oλ, которое мы для определенности будем считать правым. Пусть (ua, v
a) —

канонические координаты некоторой точки f ∈ Oλ. Групповому элементу x ∈ G отвечает

преобразование, переводящее точку f в элемент f ′ = Ad∗x−1 f , координаты которого мы

обозначим (u′a, v
′a). (Мы, естественно, предполагаем, что x принадлежит достаточно малой

окрестности единицы группы так, что f и f ′ лежат в одной координатной карте). Тогда,

очевидно, имеем

‖Adx‖ji fj(u, v;λ) = fi(u
′, v′;λ). (2.45)

С помощью соотношения (2.45), выразим переменные v′a и u′a как функции от величин

va и ua:

v′a = v′a(u, v, x), u′a = u′a(u, v, x). (2.46)

Указанные функции задают действие группы G на орбите Oλ, выраженное в канонических

координатах. Ясно, что так как форма Кириллова – Костанта ωλ = dua ∧ dva инвариантна

относительно этого действия, координатное преобразование (2.46) будет каноническим для

любого x ∈ G, то есть

du′a ∧ dv′a = dua ∧ dva. (2.47)

Далее действие группы G на коприсоединенной орбите Oλ, записанное в терминах канони-

ческих координат, мы будем называть каноническим.

Исследуем структуру канонического действия G на Oλ более подробно. В частности,

докажем следующее

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.2. Пусть функции fi(u, v;λ) = ζai (v)ua + χi(v;λ) задают линейный

переход к каноническим координатам на коприсоединенной орбите Oλ, соответству-

ющий поляризации n ковектора λ ∈ g∗. Тогда каноническое действие группы G на Oλ
определяется равенствами

v′a = Ψa(v, x), (2.48)

ua =
∂

∂va

Ψb(v, x)u′b +

x∫
e

χi(Ψ(v, x);λ)ωi(x)

 . (2.49)

Здесь Ψ : V × G → V — функция действия группы G на (локальном) однородном про-

странстве V = exp(n) \G, ωi(x) — левоинвариантные 1-формы на G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Распишем выражение ‖Adx‖ji fj(u, v;λ) более подробно:

‖Adx‖ji fj(u, v;λ) = ‖Adx‖ji ζaj (v)ua + ‖Adx‖ji χj(v;λ). (2.50)
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В силу того, что векторные поля ζi(v) = ζai (v)∂va представляют собой генераторы действия

группы G на правом однородном пространстве V = exp(n) \ G, справедливо следующее

равенство:

‖Adx‖ji ζaj (v) =
∂Ψa(ṽ, x−1)

∂ṽb

∣∣∣
ṽ=Ψ(v,x)

· ζbi (Ψ(v, x)). (2.51)

Далее, с помощью формулы (1.68) утверждения 1.5, получаем

‖Adx‖ji χj(v;λ) = χi(Ψ(v, x);λ)− ‖Adx‖ji ζaj (v)
∂Θ(x; v)

∂va
, (2.52)

где Θ(x; v) — производящая функции деформации χ(v;λ) (см. определение (1.4)). Комбини-

руя между собой равенства (2.51) и (2.52), и затем подставляя их в (2.50), будем иметь

‖Adx‖ji fj(u, v;λ) = ζbi (v
′)u′b + χi(v

′;λ),

где величины v′a и u′a определены как

v′a = Ψa(v, x), u′b =
∂Ψa(ṽ, x−1)

∂ṽb

∣∣∣
ṽ=Ψ(v,x)

(
ua −

∂Θ(x; v)

∂va

)
.

С учетом выражения (1.65) для функции Θ(x; v), последние равенства могут быть переписа-

ны в виде (2.48) и (2.49). 2

В некоторой окрестности точки λ ∈ Oλ за независимые координаты можно принять

величины va и u′a. Действительно, как следует из соотношений (2.48) и (2.49), якобиан

преобразования v′a = v′a(u′, v, x), ua = ua(u
′, v, x) в точке λ отличен от нуля:

det

∥∥∥∥∂(u, v′)

∂(u′, v)

∥∥∥∥ ∣∣∣
u′=v=0

= det

∥∥∥∥∂Ψ(v, x)

∂v

∥∥∥∥2 ∣∣∣
v=0
6= 0.

Далее, равенство (2.47) означает, что 1-форма v′adu′a + ua dv
a есть полный дифференциал:

v′a(u′, v, x)du′a + ua(u
′, v, x)dva = dSλ(u

′, v, x). (2.53)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1. Функцию Sλ(u
′, v, x), определяемую равенством (2.53), будем назы-

вать производящей функцией канонического действия группы G на орбите коприсоединен-

ного представления Oλ.

С использованием соотношений (2.48) и (2.49), для производящей функции Sλ(u′, v, x)

получаем

∂Sλ(u
′, v, x)

∂u′a
= Ψa(v, x), (2.54)

∂Sλ(u
′, v, x)

∂va
=

∂

∂va

[
Ψb(v, x)u′b +

∫
χi(Ψ(v, x);λ)ωi(x)

]
. (2.55)
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Элементарное интегрирование полученной системы уравнений с учетом очевидного началь-

ного условия Sλ(u′, v, e) = u′a v
a дает:

Sλ(u
′, v, x) = u′aΨ

a(v, x) +

x∫
e

χi(Ψ(v, x);λ)ωi(x). (2.56)

Формула (2.56) представляет собой явное выражение для производящей функции ка-

нонического действия группы G на орбите коприсоединенного представления Oλ. Напом-

ним, что построение канонических координат на поляризованных коприсоединенных орбитах

осуществляется алгебраическими методами. Функция Ψ(v, x), определяющая действие груп-

пы G на однородном пространстве V = exp(n)\G, также может быть найдена путем решения

системы алгебраических уравнений (2.45). Отсюда мы делаем следующий вывод: произво-

дящая функция Sλ(u
′, v, x) может быть вычислена в квадратурах, то есть ее нахождение

сводится к решению алгебраических уравнений и взятию интегралов.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.6. При доказательстве утверждения 2.2 мы использовали тот факт, что

интеграл в равенстве (2.56) представляет собой производящую функцию деформации χ(v;λ)

алгебры векторных полей ζi(v). Применяя для указанной производящей функции формулу

(1.74), мы можем записать для Sλ(u′, v, x) альтернативное выражение:

Sλ(u
′, v, x) = u′a Ψa(v, x) + λα h

α(v, x). (2.57)

Здесь λα = λ(eα), где {eα} — базис в подалгебре n, hα(v, x) — координатные компоненты

фактора однородного пространства V = exp(n) \G, ассоциированные с выбранным базисом.

Пусть ξi(x) = (Lx)∗ ei, ηi(x) = −(Rx)∗ ei — лево- и правоинвариантные векторные поля

на группе G соответственно. Докажем два важных соотношения, которым удовлетворяет

производящая функция (2.56).

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.3. Производящая функция канонического действия группы G на ор-

бите Oλ удовлетворяет следующим соотношениям

ξi(x)Sλ(u
′, v, x) = fi

(
u′,

∂Sλ
∂u′

;λ

)
, (2.58)

ηi(x)Sλ(u
′, v, x) = −fi

(
∂Sλ
∂v

, v;λ

)
. (2.59)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как Ψ(v, x) является функцией действия группы G на правом

однородном пространстве V = exp(n) \ G, а векторные поля ζi(v) = ζai (v)∂va представляют

собой генераторы этого действия, имеют место следующие соотношения:

ξi(x)Ψa(v, x) = ζai (Ψ(v, x)), ηi(x)Ψa(v, x) = −∂Ψa(v, x)

∂vb
ζbi (v). (2.60)
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Подействуем левоинвариантным векторным полем ξi(x) на функцию Sλ(u
′, v, x). В результате

получаем

ξi(x)Sλ(u
′, v, x) = ξi(x)Ψa(v, x)u′a + ξi(x)

∫
χk(Ψ(v, x);λ)ωk(x) =

= ζai (Ψ(v, x))u′a + ξji (x)ωkj (x)χk(Ψ(v, x);λ) = ζai (Ψ(v, x))ua + χi(Ψ(v, x);λ).

Отсюда в силу равенства (2.54) следует (2.58).

Рассмотрим теперь результат действия на функцию Sλ(u
′, v, x) правоинвариантного век-

торного поля ηi(x):

ηi(x)Sλ(u
′, v, x) = ηi(x)Ψa(v, x)u′a + ηi(x)

∫
χk(Ψ(v, x);λ)ωk(x) =

= −∂Ψa(v, x)

∂vb
ζbi (v)p′a + ηji (x)ωkj (x)χk(Ψ(v, x);λ) =

= −∂Ψa(v, x)

∂vb
ζbi (v)u′a − ‖Adx−1‖ki χk(Ψ(v, x);λ). (2.61)

Здесь мы использовали соотношение ‖Adx−1‖ki = ηji (x)ωkj (x), являющееся простым следстви-

ем формулы (1.12). Применяя к правой части выражения (2.61) равенство (1.68), путем

несложных преобразований получаем:

ηi(x)Sλ(u
′, v, x) = −ζbi (v)

∂

∂vb

[
Ψa(v, x)u′a +

∫
χk(Ψ(v, x))ωk(x)

]
− χi(v;λ).

Имея теперь в виду равенство (2.55), нетрудно убедиться в справедливости соотноше-

ния (2.59). 2

В дуальном пространстве g∗ зафиксируем некоторый регулярный ковектор λ0. Так как

элемент λ0 находится в общем положении, коприсоединенные орбиты, близкие к орбите

Oλ0, диффеоморфны ей и можно считать, что достаточно малая окрестность U ⊂ g∗ точки

λ0 расслоена на гомеоморфные слои. Рассмотрим фактор-пространство U/G, являющееся

базой указанного расслоения. Очевидно, что dimU/G = ind g, где ind g — индекс алгебры g.

Введем в U/G локальную систему координат J = (J1, . . . , Jind g) и обозначим с помощью λ(J)

некоторое гладкое локальное сечение расслоения U → U/G. Тогда соответствие J → Oλ(J)

задает гладкую параметризацию орбит в окрестности регулярного элемента λ0.

Пусть (u, v) — канонические координаты на орбите коприсоединенного представле-

ния Oλ(J). Нетрудно видеть, что набор величин (u, v, J) образует локальную систему ко-

ординат на g∗, заданную в окрестности регулярного элемента λ0. В явном виде переход

к данным координатам определяется равенствами fi = fi(u, v;λ(J)), причем из соотноше-

ний (2.28) вытекает, что в указанных локальных координатах скобка Ли – Пуассона {·, ·}g
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примет следующий вид:

{va, vb}g = {ua, ub}g = {va, Jµ}g = {ua, Jµ}g = {Jµ, Jν}g = 0, {ua, vb}g = δba. (2.62)

Здесь a, b = 1, . . . , (dim g− ind g) /2, µ, ν = 1, . . . , ind g.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.7. Необходимо отметить, что локальные координаты (u, v, J), в которых

скобка Ли – Пуассона имеет вид (2.62), согласно обобщенной теореме Дарбу существуют

всегда [172]. Здесь, однако, для нас представляет интерес несколько иной результат. А

именно, как следует из вышеизложенных соображений, в окрестности регулярного ковектора

подобные координаты могут быть построены исключительно алгебраическими методами.

Пусть Sλ(J)(u
′, v, x) — семейство производящих функций канонического действия груп-

пы G на орбитах Oλ(J). Рассматривая Sλ(J)(u
′, v, x) как функцию от переменных va, u′a, Jµ и

xi, нетрудно видеть, что ее областью определения является некоторая окрестность в G× g∗,

содержащая точку (e, λ0). Из соотношения

det

∥∥∥∥∂2Sλ(J)(u
′, v, x)

∂x ∂(u′, v, J)

∥∥∥∥ ∣∣∣
e,λ0

6= 0, (2.63)

следует, что функция Sλ(J)(u
′, v, x) является производящей функцией некоторого канониче-

ского преобразования, заданного в окрестности точки (e, λ0) ∈ T ∗G. Действительно, опреде-

лим дополнительные переменные pi и τµ с помощью следующих равенств:

pi =
∂Sλ(J)(u

′, v, x)

∂xi
, τµ =

∂Sλ(J)(u
′, v, x)

∂Jµ
. (2.64)

Комбинируя между собой формулы (2.48), (2.49) и (2.54), (2.55), получаем

v′a =
∂Sλ(J)(u

′, v, x)

∂u′a
, ua =

∂Sλ(J)(u
′, v, x)

∂va
. (2.65)

Таким образом, полный дифференциал функции Sλ(J)(u
′, v, x) (относительной всей совокуп-

ности переменных) может быть записан в виде

dSλ(J)(u
′, v, x) = pidx

i + uadv
a + v′adu′a + τµdJµ,

откуда немедленно получаем

dpi ∧ dxi = −dua ∧ dva + du′a ∧ dv′a + dJµ ∧ dτµ.

Осталось заметить, что ввиду условия (2.63), система уравнений (2.64), (2.65) однозначно

разрешима относительно переменных (xi, pi). Выражая величины va, ua, v′a, u′a, Jµ и τµ как

функции от координат xi и pi, мы получаем локальное взаимооднозначное отображение в

T ∗G, которое по построению является каноническим.

Подводя итог изложенным здесь результатам, сформулируем их в виде следующей тео-

ремы.
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ТЕОРЕМА 2.2. Пусть λ(J) — локальное гладкое сечение расслоения U → U/G, где U

— некоторая окрестность регулярного элемента λ0 ∈ g∗. Пусть fi(u, v;λ(J)) = ζai (v)ua +

χi(v;λ(J)) — функции, задающие линейный переход к каноническим координатам на

орбите Oλ(J), Sλ(J)(u
′, v, x) — производящая функция канонического действия группы G

на орбите Oλ(J), определяемая формулой (2.56). Тогда соотношения (2.64), (2.65) задают

локальное каноническое преобразование, определенное в некоторой окрестности точки

(e, λ0) ∈ T ∗G ' G× g∗.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Локальное каноническое преобразование в T ∗G, заданное формула-

ми (2.64), (2.65), мы будем называть специальным.

2.3.2 Примеры

Приведем примеры построения специального канонического преобразования на кокаса-

тельных расслоениях некоторых трехмерных групп Ли.

ПРИМЕР 2.4. Пусть E(2) — группа движений плоскости, рассмотренная нами в при-

мере 2.1. Используя для элементов этой группы матричное представление (2.36), выпишем

явный вид соответствующих левоинвариантных базисных 1-форм ωi(x):

ω1 = cosx3 dx1 + sinx3 dx2, ω2 = − sinx3 dx1 + cosx3 dx2, ω3 = dx3. (2.66)

Как уже было отмечено, семейство ковекторов λ(J) = (J, 0, 0), параметризованное ве-

щественным параметром J ∈ (0,+∞), определяет гладкую параметризацию регулярных ко-

присоединенных орбит в пространстве e(2)∗. Функции fi(u, v;λ(J)), задающие линейный

переход к каноническим координатам на орбите Oλ(J), даются формулами (2.37). Решая

систему алгебраических уравнений (2.45) относительно переменных u′ и v′, находим

v′ = v + x3, u′ = u+ J (x1 sin v + x2 cos v) . (2.67)

Формулы (2.67) задают каноническое действие группы E(2) на коприсоединенной орбите

Oλ(J) в координатном виде. При этом функция Ψ(v, x) = v+x3 определяет групповое действие

на однородном пространстве V = exp(n) \ E(2), диффеоморфном окружности S1.

Вычисляя согласно (2.56) функцию Sλ(J)(u
′, v, x), получаем

Sλ(J)(u
′, v, x) = u′(v + x3) + J (x1 cos v − x2 sin v) . (2.68)

Используя эту функцию, выпишем равенства (2.64) и (2.65):

p1 = J cos v, p2 = −J sin v, p3 = u,
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v′ = v + x3, u = u′ − J (x1 sin v + x2 cos v) , τ = x1 cos v − x2 sin v.

Полученные соотношения (неявно) определяют искомое каноническое преобразование в

T ∗E(2). Например, выражая с помощью этих соотношений величины v, u, v′, u′, J и τ ,

получаем

v = − arctg

(
p2

p1

)
, u = p3, v′ = x3 − arctg

(
p2

p1

)
, u′ = −x2p1 + x1p2 + p3,

J =
√
p2

1 + p2
2, τ =

x1p1 + x2p2√
p2

1 + p2
2

.

Прямой проверкой легко убедиться, что полученное преобразование — каноническое.

ПРИМЕР 2.5. Рассмотрим группу G = SO(3) (см. пример 2.2). Введем параметризацию

этой группы с помощью углов Эйлера ϕ, θ и ψ:

gϕ,θ,ψ = gz(ϕ)gx(θ)gz(ψ), ϕ, ψ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π).

Здесь матрицы gz(t) и gx(t) описывают повороты на угол t вокруг осей Oz и Ox соответ-

ственно:

gz(t) =


cos t − sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1

 , gx(t) =


1 0 0

0 cos t − sin t

0 sin t cos t

 .

Яный вид левоинвариантных векторных полей на группе SO(3) в координатах (ϕ, θ, ψ)

приведен, например, в книге [184] на стр. 146 – 147:

ξ1 = cosψ ∂θ +
sinψ

sin θ
∂ϕ − ctg θ sinψ ∂ψ, ξ2 = − sinψ ∂θ +

cosψ

sin θ
∂ϕ − ctg θ cosψ ∂ψ, ξ3 = ∂ψ.

Левоинвариантные 1-формы, дуальные этим векторным полям, имеют следующий вид:

ω1 = sin θ sinψ dϕ+ cosψ dθ, ω2 = sin θ cosψ dϕ− sinψ dθ, ω3 = cos θ dϕ+ dψ.

Напомним, что регулярные коприсоединенные орбиты группы SO(3) — это двумерные

сферы с общим центром в точке f = 0. При этом семейство ковекторов λ(J) = (0, 0,−J), где

J ∈ (0,+∞), задает гладкую параметризацию регулярных орбит в g∗. Используя функции

линейного перехода к координатам Дарбу на орбите Oλ(J), которые в данном случае имеют

вид (2.39), решим систему уравнений (2.45) относительно неизвестных u′ и v′. В результате

получаем

v′ =
αv + β

−β̄v + ᾱ
,

 α β

−β̄ ᾱ

 =

 e−i
ϕ+ψ

2 cos θ
2

iei
ϕ−ψ

2 sin θ
2

ie−i
ϕ−ψ

2 sin θ
2

ei
ϕ+ψ

2 cos θ
2

 , (2.69)

u′ = e−i(ϕ−ψ)

{(
eiϕ cos

θ

2
+ iv sin

θ

2

)2

u+ J
(
eiϕ sin θ + (1− cos θ)iv

)}
. (2.70)
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Таким образом, каноническое действие группы G на орбите Oλ(J) задается функциями (2.69)

и (2.70). Производящая функция этого действия вычисляется согласно формуле (2.56) и

имеет вид:

Sλ(J)(u
′, v, x) =

e−i
ϕ+ψ

2 cos θ
2
v + iei

ϕ−ψ
2 sin θ

2

ie−i
ϕ−ψ

2 sin θ
2
v + ei

ϕ+ψ
2 cos θ

2

u′−

− 2iJ ln

(
ieiϕ cos

θ

2
− v sin

θ

2

)
− J(ϕ− ψ + π). (2.71)

Специальное каноническое преобразование в T ∗G неявно определяется равенствами (2.64)

и (2.65), которые в данном случае имеют вид:

pϕ =
iei(ϕ−ψ)v u′(

ieiϕ cos θ
2
− v sin θ

2

)2 + J
ieiϕ cos θ

2
+ v sin θ

2

ieiϕ cos θ
2
− v sin θ

2

,

pθ =
ie−iψ (e2iϕ − v2)u′

2
(
eiϕ cos θ

2
+ iv sin θ

2

)2 + J
v cos θ

2
+ ieiϕ sin θ

2

eiϕ cos θ
2

+ iv sin θ
2

,

pψ =
eiϕ sin θ

2
− iv cos θ

2

eiϕ cos θ
2

+ iv sin θ
2

e−iψu′ + J, v′ =
e−i

ϕ+ψ
2 cos θ

2
v + iei

ϕ−ψ
2 sin θ

2

ie−i
ϕ−ψ

2 sin θ
2
v + ei

ϕ+ψ
2 cos θ

2

,

u =
ei(ϕ−ψ)u′(

eiϕ cos θ
2

+ iv sin θ
2

)2 +
2J sin θ

2

eiϕ cos θ
2

+ iv sin θ
2

,

τ = 2i ln

(
v sin

θ

2
− ieiϕ cos

θ

2

)
+ ψ − ϕ.

Непосредственно проверяется, что построенное преобразование является каноническим.

ПРИМЕР 2.6. Найдем производящую функцию специального канонического преобразо-

вания в T ∗G, где G = SL(2,R) (см. пример 2.3, рассмотренный выше).

В соответствие с разложением Ивасавы (см., например, [185]) произвольный элемент

группы SL(2,R) допускает однозначное представление в виде gt,x,θ = e−te1ex(e2+e3)eθe3 или в

явной матричной форме

gt,x,θ =

 et/2 0

0 e−t/2

 1 x

0 1

 cos θ
2

sin θ
2

− sin θ
2

cos θ
2

 , (2.72)

где t, x ∈ R, θ ∈ [0, 4π). Левоинвариантные 1-формы на SL(2,R), выраженные в координатах

t, x и θ, имеют вид:

ω1 = (x sin θ − cos θ) dt+ sin θ dx, ω2 = (x cos θ + sin θ) dt+ cos θ dx,

ω3 = xdt+ dx+ dθ.

Группа SL(2,R) допускает два различных специальных канонических преобразования,

которые соответствуют коприсоединенным орбитам типов A и B. Исследуем эти случаи по

отдельности.
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1. Тип A. Как мы отмечали выше, орбиты этого типа представляют собой однополостные

гиперболоиды, параметризованные семейством ковекторов λ(J) = (J, 0, 0), где J ∈ (0,+∞).

Используя функции (2.42), определяющие линейный переход к координатам Дарбу на орбите

Oλ(J), из системы уравнений (2.45) находим:

v′ = 2 arcctg
(
e−t ctg

v

2
− x
)

+ θ, (2.73)

u′ =

(
ch t− x sin v − cos v sh t+

1

2
etx2(1− cos v)

)
u+

+ J

(
x cos v − sin v sh t− 1

2
etx2 sin v

)
. (2.74)

Равенства (2.73), (2.74) в явном виде задают каноническое действие группы SL(2,R) на

орбите Oλ(J).

Используя формулу (2.56) вычислим производящую функцию специального канониче-

ского преобразования в T ∗SL(2,R), соответствующего коприсоединенным орбитам типа A:

Sλ(J)(u
′, v, x) = 2 arcctg

(
e−t ctg

v

2
− x
)
u′ + θ u′ + Jt+ J ln

[
1 + (e−t ctg v

2
− x)2

1 + ctg2 v
2

]
. (2.75)

Согласно (2.64) и (2.65) каноническое преобразование в T ∗SL(2,R), отвечающее данной

производящей функции, неявно задается равенствами:

pt = J +
2e−t ctg v

2

(
Jx+ u′ − Je−t ctg v

2

)
1 +

(
x− e−t ctg v

2

)2 , px =
2
(
Jx+ u′ − Je−t ctg v

2

)
1 +

(
x− e−t ctg v

2

)2 ,

pθ = u′, u =
e−t

sin2 v
2

u′ − Jx cos v + J
(

1
2
etx2 + sh t

)
sin v

1 +
(
x− e−t ctg v

2

)2 ,

v′ = θ − 2 arcctg
(
x− e−t ctg

v

2

)
, τ = t+ ln

(
sin2 v

2
+
(
e−t cos

v

2
− x sin

v

2

)2
)
.

2. Тип B. Коприсоединенные орбиты представляют собой отдельные полы двухпо-

лостных гиперболоидов, заданных уравнением f 2
1 + f 2

2 − f 2
3 = −J2. Семейство ковекторов

λ(J) = (0, 0, J), где J ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞), параметризует все орбиты данного типа, а со-

ответствующие функции линейного перехода к каноническим координатам задаются в виде

(2.43).

Решая систему уравнений (2.45) относительно неизвестных v′ и u′, получаем:

v′ =
αv + β

β̄v + ᾱ
,

 α β

β̄ ᾱ

 =

 −1
2
e
−t+iθ

2 (1 + et(1 + ix)) 1
2
e
−t+iθ

2 (i+ et(x− i))
1
2
e
−t−iθ

2 (−i+ et(x+ i)) −1
2
e
−t−iθ

2 (1 + et(1− ix))

 ,

u′ =
1

4
e−t−iθ

(
et(v + i)(x+ i)− iv − 1

) (
et(x+ i)((v + i)u− 2iJ)− 2J − iuv − u

)
.
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Производящая функция специального канонического преобразования, отвечающая рассмат-

риваемому типу орбит, имеет вид:

Sλ(J)(u
′, v, x) =

eiθ (et(v + i)(x− i)− iv − 1)

iet(v + i)(x+ i) + v − i
u′ + J(θ + 2π)− iJt− 2 iJ ln 2 +

+ 2 iJ ln
[(
iet + etx− i

)
v + ietx− et − 1

]
. (2.76)

С помощью формул (2.64) и (2.65) получаем соотношения, неявно определяющие специаль-

ное каноническое преобразование в локальных координатах:

pt =
2iet+iθ(1 + v2)u′

(1 + iv − et(x+ i)(v + i))2 +
J (et(x+ i)(v + i) + 1 + iv)

i− v + et(1− ix)(v + i)
,

px =
2e2t+iθ(i+ v)2u′

(1 + iv − et(x+ i)(v + i))2 +
2Jet(i+ v)

i− v + et(1− ix)(v + i) + (1 + iv))
,

pθ =
1 + iv − et(x− i)(v + i)

1 + iv − et(x+ i)(v + i)
eiθ u′ + J,

u =
4 et+iθ u′

(1 + iv − et(x+ i)(v + i))2 −
2J (i− et(x+ i))

i− v + et(1− ix)(v + i)
,

v′ =
eiθ (et(v + i)(x− i)− iv − 1)

iet(v + i)(x+ i) + v − i
,

τ = θ + 2π − it− 2 i ln 2 + 2 i ln
[(
iet + etx− i

)
v + ietx− et − 1

]
.

2.3.3 Метод интегрирования правоинвариантных гамильтоновых систем

Опишем теперь метод интегрирования в квадратурах правоинвариантных гамильтоно-

вых систем на группах Ли, основанный на применении специального канонического преоб-

разования в T ∗G.

Пусть Xi(x, p) = ξji (x)pj и Yi(x, p) = ηji (x)pj — лево- и правоинвариантные функции

на T ∗G, соответствующие векторным полям ξi и ηi (см. формулы (2.5) и (2.7)). Следствием

соотношений (2.58) и (2.59) являются равенства

Xi(x, p) = fi(u
′, v′;λ(J)), Yi(x, p) = −fi(u, v;λ(J)), (2.77)

в которых предполагается, что переменные (x, p) и (v, u, v′, u′, J, τ) связаны каноническим

преобразованием (2.64), (2.65). В § 2.1 мы показали, что всякая правоинвариантная функ-

ция H(x, p) на T ∗G представима в виде H(x, p) = H (Y (x, p)), где H ∈ C∞(g∗). Из равенств

(2.77) следует, что после специального канонического преобразования функция H(x, p) пе-

рейдет в функцию

H̃(u, v; J) ≡H (−f(u, v;λ(J))),
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зависящую только от переменных va, ua и Jµ. При этом исходная гамильтонова система (2.2),

отвечающая правоинвариантному гамильтониану H(x, p), в новых переменных примет сле-

дующий «треугольный» вид:

v̇a = −∂H̃(u, v; J)

∂ua
, u̇a =

∂H̃(u, v; J)

∂va
, (2.78)

τ̇µ =
∂H̃(u, v; J)

∂Jµ
, J̇µ = v̇′a = u̇′a = 0. (2.79)

Очевидно, что система уравнений (2.79) элементарно интегрируется, если известно решение

гамильтоновой системы уравнений (2.78). Таким образом, интегрируемость системы (2.78),

(2.79) эквивалентна интегрируемости ее подсистемы (2.78).

Нетрудно видеть, что гамильтонова система (2.78) есть результат редукции исходной

гамильтоновой системы (2.2) на орбиту коприсоединенного представления Oλ(J). Напомним,

что размерность регулярной орбиты равна dim g− ind g, где ind g — индекс алгебры g, кото-

рый вычисляется по формуле (2.24). При dim g − ind g = 0, что соответствует случаю ком-

мутативной группы Ли, переменные va и ua будут отсутствовать, как и подсистема (2.78).

Гамильтонова система (2.78) будет интегрируемой также при dim g − ind g = 2. Действи-

тельно, используя функцию H̃(u, v, J) в качестве интеграла движения, нетрудно получить

решение указанной системы в квадратурах. Наконец, при dim g− ind g > 2 система (2.78) в

общем случае не интегрируема.

Ввиду того, что построение канонических переменных на коприсоединенных орбитах

является алгебраической задачей, а нахождение производящей функции канонического дей-

ствия может быть осуществлено в квадратурах, мы приходим к следующему критерию ин-

тегрируемости.

ТЕОРЕМА 2.3. Гамильтонова система (2.2) на T ∗G с произвольным правоинвариант-

ным гамильтонианом редуцируется к (dim g− ind g)-мерной гамильтоновой системе и, в

частности, интегрируется в квадратурах, если и только если

1

2
(dim g− ind g) < 2. (2.80)

С точки зрения возможных физических приложений случаи dim g = 3, 4 представля-

ют особый интерес. Всякая некоммутативная трехмерная алгебра Ли имеет одну функцию

Казимира так, что ind g = 1 (см. таблицу А.2 из приложения A). Таким образом, согласно

доказанной теореме всякая правоинвариантная гамильтонова система на трехмерной груп-

пе Ли интегрируема в квадратурах. Для dim g = 4 неравенство (2.80) имеет место, если

только ind g > 0. Это означает, что на четырехмерных группах Ли правоинвариантные га-
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мильтоновы системы являются интегрируемыми в квадратурах, если и только если индекс

соответствующей алгебры Ли отличен от нуля.

СЛЕДСТВИЕ 2.1. Всякая правоинвариантная гамильтонова система на трехмерной

группе Ли интегрируема в квадратурах. Произвольная правоинвариантная гамильтоно-

ва система на четырехмерной группе Ли является интегрируемой в квадратурах тогда

и только тогда, когда индекс соответствующей алгебры Ли не равен нулю.

Рассмотрим теперь еще один частный случай. Пусть H ∈ Finv, то есть функция H(x, p)

является одновременно инвариантной относительно правого и левого действий группы G на

T ∗G. Как было показано в § 2.1, это означает, что H(x, p) = K (−Y (x, p)), где K — функция

Казимира алгебры g. В силу того, что всякая функция Казимира является постоянной на

орбитах коприсоединенного представления, получаем, что после специального канонического

преобразования функция H(x, p) примет вид

H̃(J) = K (f(u, v;λ(J))) = K (λ(J)).

Отсюда мы имеем, что гамильтонова система (2.78), (2.79) с данным гамильтонианом запи-

шется в виде

v̇a = 0, u̇a = 0, (2.81)

τ̇µ =
∂H̃(J)

∂Jµ
, J̇µ = v̇′a = u̇′a = 0. (2.82)

Очевидно, что указанная система элементарно интегрируется, причем зависимость от вре-

мени имеет место только для координат τµ, а остальные фазовые переменные являются

интегралами движения. Таким образом, в качестве следствия теоремы 2.3 получаем следу-

ющее утверждение.

СЛЕДСТВИЕ 2.2. Гамильтонова система (2.2) с гамильтонианом, инвариантным от-

носительно левого и правого действий G на T ∗G, интегрируется в квадратурах.

§ 2.4 Инвариантные геодезические потоки на группах Ли

Классу правоинвариантных гамильтоновых систем принадлежат, в частности, геодези-

ческие потоки правоинвариантных псевдоримановых метрик на группах Ли. Имея в виду

важные приложения геодезических потоков в геометрии и теоретической физике, рассмот-

рим этот случай более подробно.

Пусть на группе Ли G задана псевдориманова метрика g. В локальной системе ко-

ординат метрика полностью определяется ковариантным симметрическим тензором gij ≡

g(∂xi , ∂xj), где ∂xi — базисные касательные векторы, заданные в точке x = (x1, . . . , xn) ∈ G.
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Наличие метрики позволяет рассмотреть на группе G уравнение геодезических линий

ẍk + Γkij ẋ
iẋj = 0, (2.83)

где Γkij — символы Кристоффеля, определяющие согласованную с метрикой связность:

Γkij ≡ gkl
(
∂glj
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xk

)
.

Здесь gij — компоненты тензора, обратного к метрическому тензору gij.

Используя преобразование Лежандра pi = gijẋ
j уравнения (2.83) можно представить в

виде гамильтоновой системы (2.2), функция Гамильтона которой является квадратичной по

импульсным переменным pi:

H(x, p) =
1

2
gij(x)pipj. (2.84)

Поток соответствующего гамильтонового векторного поля sgradH называется геодезическим

потоком. Используя (2.84), для гамильтоновой системы геодезического потока получаем

ẋi = gijpj, ṗi = −1

2

∂gjk

∂xi
pjpk.

Допустим, что метрика на группе является инвариантной относительно правых сдвигов.

Это означает, что имеет место условие

g((Ry)∗ ζ1, (Ry)∗ ζ2) = g(ζ1, ζ2), y ∈ G,

выполняющееся для произвольных касательных векторов ζ1, ζ2 ∈ TxG. Используя данное

условие, мы можем записать

g(ζ1, ζ2) = G((Rx−1)∗ ζ1, (Rx−1)∗ ζ2), (2.85)

где билинейная форма G(·, ·) представляет собой метрику, ограниченную на касательное

пространство TeG ' g. Обратно, любой невырожденной симметрической форме G(·, ·), за-

данной на алгебре g, однозначно соответствует правоинвариантная псевдориманова метрика

на группе, определяемая равенством (2.85). Таким образом, множество правоинвариантных

метрик на G находится во взаимо однозначном соответствии с множеством невырожденных

билинейных симметрических форм на соответствующей алгебре Ли g.

Пусть ηi(x) = −(Rx)∗ ei — правоинвариантное векторное поле, отвечающее базисному

вектору ei ∈ g. Легко видеть, что условие (2.85) равносильно системе равенств

g(ηi, ηj) = Gij, (2.86)



97

где Gij = G(ei, ej) — компоненты формы G(·, ·), вычисленные относительно базиса {ei}. Ис-

пользуя формулу (2.86) нетрудно видеть, что метрический тензор правоинвариантной метри-

ки имеет вид

gij(x) = Gkl σ
k
i (x)σlj(x). (2.87)

Здесь σi = σij(x)dxj — правоинвариантные 1-формы на группе G, дуальные векторным по-

лям ηi(x). Имея в виду равенство (2.87), для гамильтониана (2.84) геодезического потока

правоинвариантной метрики получаем

H(x, p) =
1

2
Gijηki (x)ηlj(x)pkpl =

1

2
GijYi(x, p)Yj(x, p). (2.88)

В частности, отсюда следует, что H(x, p) = H (Y (x, p)), где функция H (f) = Gijfifj/2

представляет собой однородный квадратичный полином на дуальном пространстве g∗.

Так как гамильтонианы геодезических потоков правоинвариантных метрик лежат в

функциональном пространстве Fr ⊂ C∞(T ∗G), для интегрирования соответствующих га-

мильтоновых систем применим метод, описанный нами в предыдущем параграфе. В част-

ности, специальное каноническое преобразование (2.64) и (2.65) переводит гамильтониан

(2.88) в функцию

H̃(u, v; J) =
1

2
Gijfi(u, v;λ(J))fj(u, v;λ(J)),

которая в силу u-линейности функций fi(u, v;λ(J)) будет являться квадратичной функцией

от переменных ua. Как следствие, условие интегрируемости правоинвариантных геодезиче-

ских потоков на группе G дается теоремой 2.3.

Важный класс правоинвариантных метрик на группах Ли составляют так называемые

биинвариантные метрики. Напомним, что псевдориманова метрика на группе G называет-

ся биинвариантной, если она одновременно инвариантна относительно как правых, так и

левых сдвигов. Можно показать, что условие инвариантности метрики (2.85) относительно

левых сдвигов равносильно требованию

G(Adx ·,Adx ·) = G(·, ·), x ∈ G, (2.89)

откуда следует, что существует биекция между множеством биинвариантных псевдорима-

новых метрик на группе G и множеством G-инвариантных билинейных невырожденных

симметрических форм на алгебре g.

Из соотношения (2.89) вытекает, что гамильтониан H(x, p) биинвариантной псевдори-

мановой метрики имеет вид H(x, p) = K (−Y (x, p)), где K — функция Казимира на ду-

альном пространстве g∗. Другими словами, функция H(x, p) принадлежит функциональному

подпространству Finv ⊂ C∞(T ∗G). Используя специальное каноническое преобразование
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в T ∗G, гамильтонова система геодезического потока биинвариантной метрики может быть

преобразована к системе вида (2.81), (2.82), и как следствие, является интегрируемой в

квадратурах.

Отметим, что с тех пор как В. И. Арнольд показал, что движение свободного твердого

тела можно описать как движение по геодезическим на группе SO(3), снабженной левоин-

вариантной римановой метрикой [16], инвариантные геодезические потоки на группах Ли

стали весьма популярным объектом исследования. Многие важные результаты в этой обла-

сти были получены А. С. Мищенко и А. Т. Фоменко [18,99], В. В. Трофимовым [186,187] и

А. Тиммом [100]. В частности, в отмеченных работах были построены довольно обширные

классы инвариантных метрик на группах Ли, допускающих интегрируемость соответству-

ющих геодезических потоков. Применяемые при этом методы, как правило, сводились к

конструированию некоторых наборов функций, находящихся в инволюции на T ∗G и ин-

терпретируемых как интегралы движения геодезических потоков рассматриваемых метрик

(метод сдвига аргумента, метод цепочек Тимма).

Не смотря на то, что интегрирование геодезических потоков на группах Ли — попу-

лярная исследовательская задача в дифференциальной геометрии и механике, интерес к

ней со стороны специалистов в области теоретической физики неоправданно мал. Отчасти,

это связано с довольно абстрактным характером результатов, получаемых геометрами: до-

казать, что геодезический поток для данного класса метрик интегрируем с точки зрения су-

ществования соответствующего функционального набора интегралов движения. Напротив,

для физиков-теоретиков более актуальным является явное построение фазовых траекторий

геодезического потока (например, в квадратурах), либо их качественное исследование при

невозможности точного интегрирования. Подобный акцент, например, имеет место в общей

теории относительности, где весьма важной является задача исследования геодезического

движения в гравитационных полях той или иной конфигурации.

Как модельные пространства ОТО, группы Ли наиболее часто возникают в случаях

просто транзитивных действий групп преобразований. Согласно определению, группа G дей-

ствует на многообразии M просто транзитивно, если для любых точек x, x′ ∈ M суще-

ствует ровно один элемент g ∈ G, переводящий x в x′: x′ = xg (действие считаем правым).

Если мы зафиксируем некоторую точку x0 ∈ M , то соответствие g → x = x0g задает

G-эквивариантный диффеоморфизм M ' G, отождествляющий точки многообразия M с

элементами группы G и переводящий действие группы G на M в правое действие группы

G на себе. Таким образом, образы любых G-инвариантных геометрических объектов на M

(метрик, связностей и т.д.) при данном диффеоморфизме будут представлять собой анало-
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гичные геометрические объекты на группе G, инвариантные относительно правых сдвигов.

Кроме того, векторы Киллинга всякой G-инвариантной на M метрики будут изображаться

левоинвариантными векторными полями на G.

С точки зрения физических приложений, наибольший интерес представляют псевдо-

римановы многообразия, метрика которых удовлетворяет уравнению Эйнштейна. Наиболее

полный перечень известных на сегодняшний день точных решений уравнения Эйнштейна

приведен в известной монографии [188]. Среди описанных в ней решений имеется несколько

метрик, допускающих в качестве максимальной группы изометрий четырехмерную группу

Ли, действующую просто транзитивно. Это — вакуумная метрика, найденная А. З. Пет-

ровым [189], три однородных решения с идеальной жидкостью, исследованные И. Ожва-

том [190, 191], а также решение с Λ-членом, полученное В. Р. Кайгородовым [192]. Отме-

тим, что все указанные метрики являются штеккелевыми, то есть допускающими полное

разделение переменных в соответствующем уравнении Гамильтона – Якоби (см. следующий

параграф).

Помимо перечисленных выше решений уравнения Эйнштейна, имеется еще одна метри-

ка, группа движений которой действует просто транзитивно. Р. Мак-Леннан и Н. Тариг [93],

а также Таппер [94] получили решение системы уравнений Эйнштейна – Максвелла с тензо-

ром напряженности электромагнитного поля, не обладающего симметриями пространства –

времени. Эта метрика имеет тип I по Петрову и является нештеккелевой, то есть не допуска-

ющей разделение переменных в соответствующем уравнении Гамильтона – Якоби. Применим

описанный выше метод для интегрирования геодезического потока данной метрики.

ПРИМЕР 2.7. С точностью до замены переменных квадрат элемента длины пространства

Мак-Леннана – Тарига – Таппера имеет вид (см. [188], стр. 176):

ds2 = dx2
0 − 4x2dx0dx3 − a2dx2

1 − a2e−2x1dx2
2 − (e2x1 − 4x2

2)dx2
3, (2.90)

где a > 0 — вещественный параметр. Симметрии этой метрики определяются векторами

Киллинга

ξ1 = ∂0, ξ2 = ∂1 + x2∂2 − x3∂3, ξ3 = 2x3∂0 + ∂2, ξ4 = ∂3. (2.91)

которые образуют четырехмерную разрешимую алгебру Ли g с ненулевыми коммутационны-

ми соотношениями

[ξ2, ξ3] = −ξ3, [ξ2, ξ4] = ξ4, [ξ3, ξ4] = −2ξ1. (2.92)

Пусть G — связная односвязная группа Ли с алгеброй g. Условие rank ‖ξji (x)‖ = 4,

выполняющееся для любых значений координат, означает, что действие группы G на про-
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странстве – времени является просто транзитивным. Пусть x0 = 0 — точка с нулевыми зна-

чениями координат. Считая действие группы правым, рассмотрим диффеоморфизм g → x0g,

g ∈ G, устанавливающий соответствие между точками пространства – времени и элементами

группы G. Имея в виду этот диффеоморфизм, мы можем считать метрику (2.90) правоинва-

риантной метрикой на группе G, а векторные поля Киллинга (2.91) — левоинвариантными

векторными полями на G.

Используя формулу (1.12), найдем явный вид правоинвариантных векторных полей на

группе G

η1 = −∂0, η2 = −∂1, η3 = −ex1∂2, η4 = −e−x1 (2x2∂0 + ∂3) ; (2.93)

а также вид отвечающих им дуальных 1-форм:

σ1 = −dx0 + 2x2dx3, σ2 = −dx1, σ3 = −e−x1dx2, σ4 = −ex1dx3. (2.94)

Значения метрики (2.90) на правоинвариантных векторных полях (2.93) образуют постоян-

ную матрицу

‖Gij‖ ≡ ‖g(ηi, ηj)‖ =


1 0 0 0

0 −a2 0 0

0 0 −a2 0

0 0 0 −1

 .

Отсюда следует, что для квадрата элемента длины пространства Мак-Леннона–Тарига –

Таппера мы можем записать

ds2 = Gij σ
iσj = (σ1)2 − a2(σ2)2 − a2(σ3)3 − (σ4)2.

Геодезический поток метрики Мак-Леннона–Тарига – Таппера задается канонической

гамильтоновой системой с гамильтонианом

H(x, p) =
1

2
gij(x)pipj =

1

2

(
1− 4e−2x1x2

2

)
p2

0−

− 2e−2x1x2p0p3 −
1

2
a−2p2

1 −
1

2
a−2e2x1p2

2 −
1

2
e−2x1p2

3. (2.95)

В явном виде данная система уравнений записывается следующим образом:

ẋ0 = p0 − 2e−2x1x2 (2x2p0 + p3) ṗ0 = 0

ẋ1 = −a−2p1, ṗ1 = a−2e2x1p2
2 − e−2x1 (2x2p0 + p3)2

ẋ2 = −a−2e2x1p2 ṗ2 = 2e−2x1p0 (2x2p0 + p3),

ẋ3 = −e−2x1 (2x2p0 + p3), ṗ3 = 0.
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Введем функции Yi(x, p) = ηji (x)pj:

Y1 = −p0, Y2 = −p1, Y3 = −ex1p2, Y4 = −e−x1 (2x2p0 + p3) .

Тогда гамильтониан (2.95) можно представить в следующем виде

H(x, p) =
1

2
GijYi(x, p)Yj(x, p) =

1

2
Y 2

1 (x, p)− 1

2a2

(
Y 2

2 (x, p) + Y 2
3 (x, p)

)
− 1

2
Y 2

4 (x, p). (2.96)

По построению функции Xi(x, p) = ξji (x)pj являются интегралами движения геодезического

потока с гамильтонианом (2.95) и в явном виде записываются как

X1 = p0, X1 = p1 + x2p2 − x3p3, X1 = 2x3p0 + p2, X1 = p3.

Легко проверить, что относительно канонической скобки Пуассона эти интегралы движения

образуют алгебру, изоморфную алгебре Ли g.

Из коммутационных соотношений (2.92) следует, что ind g = 2, поэтому в соответствии

с теоремой 2.3 геодезический поток метрики (2.90) интегрируется в квадратурах. Проинте-

грируем этот геодезический поток с помощью метода, изложенного в предыдущем параграфе.

Для этого мы построим специальное каноническое преобразование в пространстве кокаса-

тельного расслоения T ∗G.

Сингулярные коприсоединенные орбиты группы G — это точки прямой f1 = f3 = f4 = 0.

Регулярные орбиты коприсоединенного представления имеют три типа. Это — гиперболиче-

ские параболоиды

Oω1,ω2 = {f ∈ g∗ | f1 = ω1, 2f1f2 + f3f4 = ω2}, ω1 ∈ R \ {0}, ω2 ∈ R, (2.97)

гиперболические цилиндры

Oω = {f ∈ g∗ | f1 = 0, f3f4 = ω}, ω ∈ R \ {0},

а также четыре плоские области

O(1)
≶ = {f ∈ g∗ | f1 = f3 = 0, f4 ≶ 0}, O(2)

≶ = {f ∈ g∗ | f1 = f4 = 0, f3 ≶ 0}.

Чтобы конкретизировать задачу, будем рассматривать интегральные траектории гамиль-

тоновой системы геодезического потока, удовлетворяющие условию p0 6= 0. Нетрудно видеть,

что в этом случае специальное каноническое преобразование требуется строить в окрест-

ности точки (e, λ) ∈ T ∗eG такой, что λ1 6= 0. Отсюда следует, что достаточно рассмотреть

только коприсоединенные орбиты типа (2.97).

Множество регулярных орбит (2.97) допускает параметризацию вида λ(J) = (J1, J2, 0, 0),

где J1 ∈ R \ {0}, J2 ∈ R. В качестве вещественной поляризации ковектора λ(J) может быть
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выбрана подалгебра n = {e1, e2, e3}. Соответствующие функции линейного перехода к кано-

ническим координатам на орбите Oλ(J) имеют вид:

f1 = J1, f2 = −uv + J2, f3 = 2J1v, f4 = u, (2.98)

где u, v ∈ R.

Решая систему алгебраических уравнений (2.45) относительно переменных v′ и u′, по-

лучаем

v′ = Ψ(v, x) = e−x1v + x3, u′ = ex1u− 2J1x2. (2.99)

Данные равенства задают каноническое действие группы G на орбите Oλ(J).

Перед тем как вычислить производящую функцию специального канонического пре-

образования, выпишем явный вид 1-форм ωi на группе G, дуальных левоинвариантным

векторным полям (2.91):

ω1 = dx0 + 2x3(x2dx1 − dx2), ω2 = dx1, ω3 = −x2dx1 + dx2, ω4 = x3dx1 + dx3.

Используя теперь формулу (2.56), находим

Sλ(J)(u
′, v, x) =

(
e−x1v + x3

)
u′ + J1

(
x0 + 2vx2e

−x1
)

+ J2x1.

Согласно (2.64) и (2.65) специальное каноническое преобразование в T ∗G неявно определя-

ется уравнениями:

p0 = J1, p1 = J2 − e−x1v (u′ + 2J1x2) , p2 = 2J1e
−x1v, p3 = p′,

v′ = e−x1v + x3, p = e−x1 (u′ + 2J1x2) , τ 1 = x0 + 2e−x1vx2, τ 2 = x1.

В новых фазовых переменных (u, v, u′, v′, J1, J2, τ
1, τ 2) гамильтониан (2.95) принимает

вид

H̃(u, v, J) =
1

2

(
J2

1 − u2
)
− 1

2a2

(
(J2 − uv)2 + 4J2

1v
2
)
, (2.100)

а соответствующая гамильтонова система записывается как

v̇ = u− a−2v (J2 − uv) , u̇ = a−2 (uJ2 − u2v − 4J2
1v) ,

τ̇ 1 = a−2J1 (a2 − 4v2) , J̇1 = 0,

τ̇ 2 = a−2 (uv − J2) , J̇2 = 0,

v̇′ = 0, u̇′ = 0.

Очевидно, что данная система интегрируется в квадратурах. Действительно, переменные v′,

u′, J1 и J2 являются постоянными величинами, в то время как зависимость переменных v
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и u от параметра интегрирования s находится с помощью интеграла движения (2.100). Вы-

ражая из уравнения H̃(u, v, J) = E переменную u как функцию v, и интегрируя полученное

выражение по v, получаем

s =

∫ (
1 +

v2

a2

)−1
J2v

a2
±

√(
J2v

a2

)2

+

(
1 +

v2

a2

)(
J2

1 − 2E − 4v2J2
1 + J2

2

a2

) dv. (2.101)

Равенство (2.101) позволяет найти явное выражение для v(s) и u(s) через эллиптические

интегралы. Кроме того, зависимость переменных τ 1 и τ 2 от параметра s определяется инте-

гралами

τ 1(s) =

∫
H̃(u(s), v(s), J)

∂J1

ds = J1s−
4J1

a2

∫
v2(s)ds,

τ 2(s) =

∫
H̃(u(s), v(s), J)

∂J2

ds = −J2s

a2
+

1

a2

∫
u(s)v(s)ds.

§ 2.5 Замечание о построении полного интеграла уравнения Гамильтона – Якоби

на группах Ли

Пусть H(x, p) = H(x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) — гладкая функция, заданная на простран-

стве кокасательного расслоения n-мерной вещественной группы Ли G. Дифференциальное

уравнение вида

H

(
x1, . . . , xn,

∂S

∂x1
, . . . ,

∂S

∂xn

)
= E, (2.102)

где E — вещественный параметр, а S(x) = S(x1, . . . , xn) — функция на группе G, называется

(стационарным) уравнением Гамильтона – Якоби.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.8. Решения уравнения Гамильтона – Якоби имеют следующий геометри-

ческий смысл [17]. Пусть S(x) — некоторое решение уравнения (2.102). Тогда равенства

pi =
∂S(x)

∂xi
, i = 1, . . . , n,

определяют в T ∗G некоторую n-мерную поверхность, являющуюся лагранжевым подмно-

гообразием относительно стандартной симплектической структуры ω = dpi ∧ dxi. Таким

образом, решения уравнения (2.102) — это лагранжевы подмногообразия, принадлежащие

гиперповерхности H(x, p) = E и однозначно проектирующиеся на G.

Функция S(x;α) = S(x1, . . . , xn;α1, . . . , αn), зависящая от n параметров α1, . . . , αn, на-

зывается полным интегралом уравнения Гамильтона – Якоби (2.102), если она является

решением этого уравнения и удовлетворяет требованию

det

∥∥∥∥∂2S(x;α)

∂xi ∂αj

∥∥∥∥ 6= 0. (2.103)
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ЗАМЕЧАНИЕ 2.9. Обычно параметры αi, от которых зависит полный интеграл уравнения

(2.102), полагаются вещественными. Мы, однако, не будем накладывать указанное требова-

ние, и будем полагать, что полный интеграл уравнения Гамильтона – Якоби может зависеть

как от вещественных, так и от комплексных параметров. В последнем случае мы, естествен-

но, предполагаем голоморфность функции S(x;α) от соответствующих переменных.

Хорошо известно, что нахождение полного интеграла уравнения Гамильтона – Якоби

составляет основу так называемого метода Гамильтона – Якоби интегрирования гамильто-

новых систем уравнений. Суть этого метода состоит в отыскании такого канонического пре-

образования, после которого гамильтониан системы принимает наиболее простой вид, такой,

что соответствующая ему гамильтоновая система может быть непосредственно проинтегри-

рована. При этом полный интеграл уравнения Гамильтона – Якоби фактически является

производящей функцией искомого канонического преобразования (см., например, [16]).

Помимо использования для интегрирования гамильтоновых систем, уравнение Гамиль-

тона – Якоби также представляет определенный и самостоятельный интерес. Важную роль,

например, данное уравнение играет в оптике и квантовой механике; в частности, к ин-

тегрированию уравнения Гамильтона – Якоби сводится построение нулевого приближения

решений уравнений квантовой механики в рамках квазиклассического приближения [193].

Полный интеграл уравнения Гамильтона – Якоби играет также чрезвычайно важную роль

в фейнмановской формулировке квантовой механики в терминах континульного интегриро-

вания [194]. Все сказанное позволяет утверждать, что задача интегрирования уравнения

Гамильтона – Якоби является весьма актуальной.

На сегодняшний день наиболее традиционный способ построения полного интеграла

уравнения Гамильтона – Якоби состоит в применении метода разделения переменных,

развитого в работах К. Якоби, П. Штекеля и Т. Леви-Чивиты. Естественно, что особое

внимание специалистов отводилось частному случаю, когда функция H(x, p) представляет

собой квадратичный полином от «импульсных» переменных pi, поэтому наиболее содер-

жательные результаты по разделению переменных в уравнении Гамильтона – Якоби были

получены именно для этой ситуации. В определенном смысле теория разделения перемен-

ных для указанных классов гамильтонианов на сегодняшний день считается завершенной;

в частности, В. Н. Шаповаловым доказана теорема о необходимых и достаточных условиях

разделения переменных в уравнении Гамильтона – Якоби, которое отвечает гамильтониану

геодезического потока произвольной псевдоримановой метрики [21]. Примечательно, что эти

условия были сформулированы им в ковариантном виде и сводились к проверке совместно-

сти некоторой системы алгебраических уравнений. Таким образом, возможность разделения
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переменных в уравнении Гамильтона – Якоби, отвечающем геодезическому гамильтониа-

ну, — это инвариантная характеристика самого псевдориманова пространства; пространства,

обладающие этим свойством, принято называть штеккелевыми.

Для нештеккелевых псевдоримановых многообразий построение полного интеграла урав-

нения Гамильтона – Якоби методом разделения переменных, по крайней мере в его класси-

ческом варианте, невозможно. Существуют различные способы обобщить стандартный под-

ход к разделению переменных, например, вместо класса преобразований конфигурационного

пространства можно рассматривать более общие канонические преобразования всего фазово-

го пространства (обзор современных подходов к различным обобщениям метода разделения

переменных можно найти в монографии [195]). Отметим, что в рамках существующих обоб-

щений для разделения переменных не существует универсальных методов. Все известные

нетривиальные примеры такого разделения переменных были получены с использованием

весьма специальных приемов, для выбора которых априори нет никаких правил.

В настоящем параграфе мы развиваем альтернативную технику построения полного ин-

теграла уравнения Гамильтона – Якоби, отличную от той, что основана на методе разделения

переменных. Для класса правоинвариантных гамильтонианов на группах Ли мы предлагаем

метод нахождения полного интеграла уравнения (2.102), основанный на построении кано-

нических координат на орбитах коприсоединенного представления, и сводящий исходную

задачу к задаче интегрирования уравнения Гамильтона – Якоби на коприсоединенных орби-

тах.

Пусть функция H ∈ C∞(T ∗G) является инвариантной относительно правого действия

группы G на пространстве кокасательного расслоения T ∗G. Это означает, что данная функ-

ция может быть записана в виде H(x, p) = H (Y1(x, p), . . . , Yn(x, p)), где H (f) = H (f1, . . . , fn)

— некоторая функция на дуальном пространстве g∗, Yi(x, p) — правоинвариантные функции

на T ∗G, определяемые равенством (2.7) (см. § 2.1). Пусть S(x) — функция на группе G. В

силу того, что

Yi

(
x,
∂S

∂x

)
= ηji (x)

∂S

∂xj
= ηi S,

уравнение (2.102) для правоинвариантного гамильтониана H(x, p) записывается в виде

H (η1S, . . . , ηnS) = E. (2.104)

Далее уравнение (2.104) мы будем называть уравнением Гамильтона – Якоби на группе

Ли.

Покажем, что построение полного интеграла уравнения (2.104) сводится к аналогичной

задаче на орбитах коприсоединенного представления группы G. Для этого мы докажем



106

следующую теорему.

ТЕОРЕМА 2.4. Пусть λ(J) = λ(J1, . . . , Jind g) — гладкая (локальная) параметризация

регулярных орбит коприсоединенного представления в пространстве g∗, fi (u, v;λ(J)) =

ζai (v)ua + χi(v;λ(J)) — функции линейного перехода к каноническим координатам на

орбите Oλ(J), соответствующие поляризации n ковектора λ(J). Рассмотрим на Oλ(J)

уравнение Гамильтона – Якоби

H

(
f1

(
∂S̃

∂v
, v;λ(J)

)
, . . . , fn

(
∂S̃

∂v
, v;λ(J)

))
= E, (2.105)

и обозначим через S̃λ(J)(v; β) его полный интеграл, зависящий от набора параметров

β = (β1, . . . , βdimOλ/2). Тогда в качестве полного интеграла уравнения (2.104) может

быть выбрана функция

S(x;α) = S̃λ(J)(Ψ(v, x−1); β) +

∫
χk(Ψ(v, x−1);λ(J))σk(x), (2.106)

где α = (v, J, β) — совокупный набор n параметров, Ψ(v, x) — функция действия группы

G на локальном однородном пространстве V = exp(n) \ G, σk(x) — правоинвариантные

1-формы на G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Во-первых, покажем, что функция (2.106) удовлетворяет уравнению

(2.104). Предварительно отметим, что, так как векторные поля ζi(v) = ζai (v)∂va есть ге-

нераторы действия группы G на правом однородном пространстве V , имеет место легко

доказываемое соотношение:

ηji (x)
∂Ψa(v, x−1)

∂xj
= ζai (Ψ(v, x−1)).

Учитывая это соотношение, подействуем правоинвариантным векторным полем ηi(x) на функ-

цию (2.106):

ηji (x)
∂S(x;α)

∂xj
= ηji (x)

∂Ψa(v, x−1)

∂xj
∂S̃λ(J)(Ψ(v, x−1)

∂Ψa(v, x−1)
+ χk(Ψ(v, x−1);λ(J))σkj (x)ηji (x) =

= ζai (Ψ(v, x−1))
∂S̃λ(J)(Ψ(v, x−1)

∂Ψa(v, x−1)
+ χi(Ψ(v, x−1);λ(J)) =

= fi

(
∂S̃λ(J)(v

′; β)

∂v′
, v′;λ(J)

)∣∣∣
v′=Ψ(v,x−1)

. (2.107)

Так как функция S̃λ(J)(v; β) является решением уравнения (2.105), отсюда следует, что функ-

ция (2.106) удовлетворяет уравнению (2.104).

Докажем теперь, что для функции (2.106) выполняется требование (2.103). Введем

вспомогательные обозначения:

v′a = Ψa(v, x−1), u′a =
∂S̃λ(J)(v; β)

∂va

∣∣∣
v=Ψ(v,x−1)

, z = (u′, v′, J).
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Используя соотношение (2.107), получаем:

det

∥∥∥∥∂2S(x;α)

∂xi ∂αj

∥∥∥∥ = det
∥∥σij(x)

∥∥ · det

∥∥∥∥∂fi(z)

∂αj

∥∥∥∥ = det
∥∥σij(x)

∥∥ · det

∥∥∥∥∂fi(z)

∂zj

∥∥∥∥ · det

∥∥∥∥ ∂zi∂αj

∥∥∥∥ .
Ясно, что первые два определителя в правой части полученного равенства не равны нулю.

Третий определитель схематически можно представить в виде

det

∥∥∥∥ ∂zi∂αj

∥∥∥∥ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Ψ(v,x−1)

∂v
0 0

0 I 0

∗ ∗ ∂2S̃λ(J)(v;β)

∂v ∂β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
откуда следует

det

∥∥∥∥ ∂zi∂αj

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∂Ψa(v, x−1)

∂vb

∥∥∥∥ · 1 ·
∥∥∥∥∥∂S̃λ(J)(v; β)

∂va ∂βb

∥∥∥∥∥ .
Но этот определитель также не равен нулю, так как функция S̃λ(J)(v; β) является полным

интегралом уравнения Гамильтона – Якоби (2.105). Теорема доказана. 2

Еще раз подчеркнем, что доказанная нами теорема сводит задачу нахождения полного

интеграла уравнения Гамильтона – Якоби на группах Ли к построению полного интегра-

ла соответствующего уравнения Гамильтона – Якоби на регулярных орбитах коприсоеди-

ненного представления. В частности, если регулярные коприсоединенные орбиты группы

имеют размерность меньшую или равную двум, полный интеграл уравнения (2.105) мо-

жет быть построен в квадратурах. Действительно, в этом случае гамильтониан H̃(u, v, J) ≡

H (f(u, v;λ(J))) зависит только от одной переменной v, поэтому полный интеграл уравнения

Гамильтона – Якоби (2.105) будет иметь вид

S̃λ(J)(v;E) =

∫
u(v, J ;E) dv,

где функция u(v, J ;E) есть решение уравнения H̃(u, v, J) = E. Полный интеграл S(x;α) ис-

ходного уравнения Гамильтона – Якоби с использованием формулы (2.106) также находится

в квадратурах. Рассматривая этот полный интеграл как производящую функцию некоторого

канонического преобразования на T ∗G, мы можем использовать последнее для интегрирова-

ния гамильтоновой системы, отвечающей правоинвариантному гамильтониану H(x, p). Таким

образом, полученный здесь результат находится в полном соответствии с теоремой 2.3.

В заключение проиллюстрируем описанный метод интегрирования уравнения Гамиль-

тона – Якоби примером.

ПРИМЕР 2.8. Пусть H(x, p) — гамильтониан геодезического потока метрики МакЛен-

нона – Тарига – Таппера (2.90). Рассмотрим соответствующее данному гамильтониану урав-
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нение Гамильтона – Якоби:

(
1− 2e−2xy2

)( ∂S
∂x0

)2

− 2e−2xy

(
∂S

∂x0

)(
∂S

∂x3

)
−

− a−2

(
∂S

∂x1

)2

− a−2e2x

(
∂S

∂x2

)2

− e−2x

(
∂S

∂x3

)2

= 2E. (2.108)

Как мы уже отмечали выше, метрика (2.90) является нештеккелевой, так как для нее не

выполняются необходимые и достаточные условия разделения переменных [21]. Построим

полный интеграл уравнения (2.108) предложенным нами методом.

В силу того, что четырехмерная группа движений G данного многообразия, ассоцииро-

ванная с векторами Киллинга (2.91), действует просто транзитивно, псевдориманово много-

образие с метрикой (2.90) локально диффеоморфно группе G. В предположении, что данное

действие — правое, мы считаем метрику МакЛеннона – Тарига – Таппера правоинвариант-

ной метрикой на G, причем геодезический гамильтониан, отвечающий этой метрике, имеет

вид (2.96). Отсюда уравнение Гамильтона – Якоби (2.108) может быть переписано в виде

(η1S)2 − a−2
[
(η2S)2 + (η3S)2

]
− (η4S)2 = 2E, (2.109)

где векторные поля ηi даются выражениями (2.93).

В примере 2.8 мы исследовали коприсоединенные орбиты группы G; в частности, мы

указали, что регулярные орбиты имеют размерность равную двум. Отсюда следует, что по-

строение полного интеграла уравнения Гамильтона – Якоби (2.108) может быть осуществ-

лено с помощью одних квадратур.

Ограничимся случаем регулярных орбит вида (2.97). Переход к координатам Дар-

бу на данных орбитах дается функциями (2.98). Уравнение Гамильтона – Якоби (2.105)

на орбите Oλ(J) получается из уравнения (2.109) с помощью формальной замены ηi S →

fi

(
∂vS̃λ(J)(v), v;λ(J)

)
:

J2
1 − a−2

(
J2 − v

∂S̃λ(J)(v)

∂v

)2

− 4a−2J2
1v

2 −

(
∂S̃λ(J)(v)

∂v

)2

= 2E.

В результате для функции S̃λ(J)(v;E) имеем выражение

S̃λ(J)(v;E) =

=

∫ (
1 +

v2

a2

)−1
J2v

a2
±

√(
J2v

a2

)2

+

(
1 +

v2

a2

)(
J2

1 − 2E − 4v2J2
1 + J2

2

a2

) dv, (2.110)

которое может быть представлено через эллиптические интегралы.
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Функция действия группы G на однородном пространстве V = exp(n) \ G приведена в

(2.99), откуда получаем Ψ(v, x−1) = ex1(v − x3). Явная координатная реализация правоинва-

риантных 1-форм σi на группе имеет вид (2.94). Используя формулу (2.106) находим, что

полный интеграл уравнения Гамильтона – Якоби (2.108) будет иметь вид:

S(x; v, J, E) = S̃λ(J) (ex1(v − x3);E)− J1x0 − J2x1 − 2J1x2 (v − x3) ,

где функция S̃λ(J) (v;E) дается интегралом (2.110).
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ГЛАВА 3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ КВАНТОВЫХ УРАВНЕНИЙ НА ГРУППАХ ЛИ

В данной главе мы рассматриваем класс линейных дифференциальных уравнений на

группах Ли, являющихся квантовыми аналогами конечномерных гамильтоновых систем, опи-

санных нами в предыдущей главе. Мы также изложим метод интегрирования этих уравне-

ний, основанный на теории гармонического анализа на группах Ли, а также установим связь

некоторых его конструкций со специальным каноническим преобразованием, построенным

нами в § 2.3.

§ 3.1 Квантовые уравнения на группах Ли

Пусть G — вещественная связная n-мерная группа Ли, g — ее алгебра Ли, в кото-

рой зафиксирован некоторый базис {ei}. Правое регулярное представление TR группы G

действует в пространстве C∞(G) согласно правилу:

(TRg ϕ)(x) ≡ ϕ(xg), ϕ ∈ C∞(G), g, x ∈ G.

Нетрудно видеть, что генераторами этого представления являются левоинвариантные век-

торные поля ξi(x) = (Lx)∗ ei, рассматриваемые как дифференциальные операторы первого

порядка. Левое регулярное представление TL группы G определяется условием

(TLg ϕ)(x) ≡ ϕ(g−1x), ϕ ∈ C∞(G), g, x ∈ G.

Его генераторы — это правоинвариантные векторные поля ηi(x) = −(Rx)∗ ei.

Пусть H(x, ∂x) — дифференциальный оператор на группе G, действующий в функцио-

нальном пространстве C∞(G). Оператор H(x, ∂x) будем называть правоинвариантным, если

он перестановочен со всеми операторами правого регулярного представления:

H
(
TRg ϕ

)
= TRg (Hϕ) , ϕ ∈ C∞(G), g ∈ G. (3.1)

В силу связности группы G условие правой инвариантности оператора H(x, ∂x) эквивалентно

равенству

[H, ξi] = 0, i = 1, . . . , n. (3.2)

Аналогичным образом мы будем называть оператор H(x, ∂x) левоинвариантным, если он

коммутирует со всеми операторами левого регулярного представления

H
(
TLg ϕ

)
= TLg (Hϕ) , ϕ ∈ C∞(G), g ∈ G. (3.3)
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Инфинитезимальный аналог этого требования имеет вид

[H, ηi] = 0, i = 1, . . . , n.

Оператор H(x, ∂x), одновременно удовлетворяющий требованиям (3.1) и (3.3), будем назы-

вать биинвариантным. Таким образом, оператор H(x, ∂x) является биинвариантным, если и

только если

[H, ξi] = [H, ηi] = 0, i = 1, . . . , n.

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.1. Дифференциальный оператор H(x, ∂x) на группе G является пра-

воинвариантным тогда и только тогда, когда он представляется операторным поли-

номом от правоинвариантных векторных полей с постоянными коэффициентами:

H(x, ∂x) =
∑
|α|≤m

Aα η
α(x). (3.4)

Здесь m — целое неотрицательное число, α = (α1, . . . , αn) — мультииндекс, |α| = α1 +

· · ·+ αn, Aα — постоянные, ηα(x) ≡ ηα1
1 (x) . . . ηαnn (x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточность условия (3.4) очевидна. Докажем его необходимость.

Отметим, что всякий (не обязательно правоинвариантный) дифференциальный оператор

H(x, ∂x) на группе G может быть записан в виде

H(x, ∂x) =
∑
|α|≤m

Aα(x) ηα(x),

где Aα(x) — некоторые гладкие функции из C∞(G) (данное утверждение легко доказывается

индукцией по m). Допустим, что этот оператор — правоинвариантный. В силу того, что

право- и левоинвариантные векторные поля между собой коммутируют, с помощью (3.2)

получаем ∑
|α|≤m

(ξiAα)(x) ηα(x) = 0, (3.5)

где через ξiAα обозначен результат действия векторного поля ξi на функцию Aα. В силу

теоремы Пуанкаре – Биркгофа – Витта, упорядоченные мономы ηα = ηα1
1 . . . ηαnn образу-

ют базис в универсальной обертывающей алгебре U(gR(G)), следовательно, равенство (3.5)

равносильно условию

ξiAα = 0, i = 1, . . . , n; |α| ≤ m.

В следствие транзитивности правого действия группы G, это эквивалентно тому, что Aα яв-

ляются постоянными для всякого α. Таким образом, необходимость утверждения доказана.

2
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Отметим, что утверждение 3.1 фактически означает, что множество правоинвариантных

дифференциальных операторов на группе G совпадает с правоинвариантной универсальной

обертывающей алгеброй U(gR(G)).

ЗАМЕЧАНИЕ 3.1. Аналогичным образом можно доказать, что множество левоинвариант-

ных дифференциальных операторов на группе G совпадает с левоинвариантной универсаль-

ной обертывающей алгеброй U(gL(G)). В этом можно убедиться непосредственно, повторив

для левоинвариантного случая приведенное выше доказательство утверждения 3.1. Можно,

однако, данный факт доказать несколько иначе. Введем оператор инверсии I, действую-

щий на функции из C∞(G) согласно правилу: (Iϕ)(x) ≡ ϕ(x−1), ϕ ∈ C∞(G). Очевидно, что

I2 = id. Кроме того TLg I = I TRg , откуда получаем ξi = I ηi I
−1. Пусть H — произвольный

левоинвариантный дифференциальный оператор на группе G. Очевидно, что тогда оператор

H̃ = I−1H I будет являться правоинвариантным, поэтому для него справедливо представле-

ние (3.4):

H̃ =
∑
|α|≤m

Aα η
α(x).

Отсюда получаем

H = I H̃ I−1 =
∑
|α|≤m

Aα I η
α(x) I−1 =

∑
|α|≤m

Aα ξ
α(x).

Следовательно, всякий левоинвариантный дифференциальный оператор является оператор-

ным полиномом с постоянными коэффициентами от операторов ξi, то есть принадлежит

универсальной обертывающей алгебре U(gL(G)).

Право- или левоинвариантные дифференциальные операторы на группе могут быть так-

же описаны в терминах алгебры Pol(g∗) полиномов на дуальном пространстве g∗. Пусть {ei}

— базис в g∗, дуальный базису {ei} в алгебре g, f = fie
i — разложение ковектора f ∈ g∗

по данному базису. Зададим линейное отображение Sym : Pol(g∗) → U(gR(G)) называемое

симметризацией и обладающее свойством:

Sym(fi1fi2 . . . fik) = ηi1 ◦ ηi2 ◦ · · · ◦ ηik ≡
1

k!

∑
σ∈Sk

(−1)sgn(σ) ησ(i1)ησ(i2) . . . ησ(ik). (3.6)

Здесь k — целое положительное число, Sk — группа перестановок k чисел, sgn(σ) — знак

перестановки σ ∈ Sk, 1 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ n. Нетрудно видеть, что отображение симметриза-

ции является изоморфизмом линейных пространств Pol(g∗) и U(gR(G)), откуда мы можем

заключить, что правоинвариантные операторы на группе G находятся во взаимооднозначном

соответствии с полиномами на дуальном пространстве g∗. Естественно, что данное утвер-

ждение будет верным и для левоинвариантных операторов на группе.
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Напомним, что скобка Ли – Пуассона {·, ·}g на дуальном пространстве g∗ определяется

формулой (2.12). Базисному вектору ei алгебры g поставим в соответствие линейный опера-

тор ρ(ei) на Pol(g∗), действующий на произвольный моном fi1fi2 . . . fik согласно правилу:

ρ(ei)(fi1 . . . fik) ≡ {fi, fi1fi2 . . . fik}g =

= {fi, fi1}g fi2 + fi1{fi, fi2}g . . . fik + · · ·+ fi1fi2 . . . {fi, fik}g.

Несложно проверить, что соответствие ei → ρ(ei), продолженное по линейности на всю ал-

гебру g, является представлением. С другой стороны, на пространстве U(gR(G)) определено

естественное представление ρ̃ алгебры g, задаваемое правилом

ρ̃(ei)(ηi1 ◦ ηi2 ◦ · · · ◦ ηik) ≡ [ηi, ηi1 ◦ ηi2 ◦ · · · ◦ ηik ] =

= [ηi, ηi1 ] ◦ ηi2 ◦ · · · ◦ ηik + ηi1 ◦ [ηi, ηi2 ] ◦ · · · ◦ ηik + · · ·+ ηi1 ◦ ηi2 ◦ · · · ◦ [ηi, ηik ].

Можно показать, что отображение симметризации для этих представлений является спле-

тающим оператором. Иными словами, отображение Sym является изоморфизмом g-модулей

(см. [180]).

Пусть H(x, ∂x) — биинвариантный дифференциальный оператор на группе G. Очевидно,

что данный оператор принадлежит центру Z(gR(G)) правоинвариантной универсальной обер-

тывающей алгебры U(gR(G)). Верно и обратное: всякий оператор, принадлежащий Z(gR(G)),

будет являться одновременно лево- и правоинвариантным на группе G. Следующее утвер-

ждение, являющееся простым следствием теоремы И. М. Гельфанда [196], дает описание

центра Z(gR(G)) в терминах G-инвариантных полиномов на дуальном пространстве g∗ .

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.2. Для того, чтобы оператор

H = a0 + ai1 ηi + aij2 ηi ◦ ηj + aijk3 ηi ◦ ηj ◦ ηk + . . .

принадлежал центру правоинвариантной обертывающей алгебры U(gR(G)), необходимо

и достаточно, чтобы следующие полиномы

K1 = ai1fi, K2 = aij2 fifj, K3 = aijk3 fifjfk, . . . ,

были функциями Казимира алгебры Ли g.

С точки зрения физических приложений представляет интерес рассмотрение дифферен-

циальных операторов на группе G, действующих не в пространстве C∞(G), а в гильбертовом

пространстве L2(G, dµ(x)), где dµ(x) — некоторая мера на группе. Соответствующее скаляр-

ное произведение в L2(G, dµ(x)) задается формулой

(ϕ1, ϕ2)G =

∫
G

ϕ1(x)ϕ2(x)dµ(x).
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Отметим, что выбор меры dµ(x) обычно диктуется особенностями решаемой задачи. На-

пример, если на группе задана некоторая псевдориманова метрика gij(x), то в качестве

меры обычно выбирается соответствующая псевдориманова мера dµ(x) =
√

det ‖gij(x)‖ dx,

где dx = dx1 ∧ . . . dxn — мера Лебега на группе G. Иногда, однако, предпочтительнее вы-

брать в качестве меры лево- или правоинвариантную меру Хаара на группе, для которых

приняты обозначения dµR(x) и dµL(x) соответственно. В локальных координатах x1, . . . , xn

на группе G эти меры с точностью до произвольного постоянного множителя определяются

равенствами:

dµR(x) = det ‖σij(x)‖ dx1 ∧ · · · ∧ dxn, dµL(x) = det ‖ωij(x)‖ dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

где ‖σij(x)‖ и ‖ωij(x)‖ — матрицы право- и левоинвариантных 1-форм. Отметим также, что

между право- и левоинвариантной мерами Хаара имеется связь

dµR(x) = ∆(x)dµL(x),

где функция ∆(x) ≡ det ‖Adx‖ называется модулярной функцией группы G. Напомним,

что если ∆(x) = 1, группа называется унимодулярной. Таким образом, для унимодулярной

группы G лево- и правоинвариантная меры Хаара совпадают.

Дадим теперь центральное определение этого параграфа.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.1. Пусть G — связная группа Ли с правоинвариантной (левоинвари-

антной) мерой dµ(x). Линейное дифференциальное уравнение

H(x, ∂x)ϕ(x) = 0, ϕ ∈ L2(G, dµ(x)),

будем называть квантовым уравнением на группе Ли G, если H(x, ∂x) является правоинва-

риантным (левоинвариантным) дифференциальным оператором на группе.

ПРИМЕР 3.1. (Уравнение Клейна – Гордона на группе Ли). Уравнение для скалярного

поля ϕ, взаимодействующего с внешним гравитационным полем с метрикой gij, может быть

записано в виде [1,197]:

H(x, ∂x)ϕ(x) ≡
(
�+ ζ R +m2

)
ϕ(x) = 0.

Здесь оператор �, называемый оператором Лапласа – Бельтрами, определяется формулой

� =
1√
|g|

∂

∂xi

√
|g| gij ∂

∂xj
, g = det ‖gij‖, (3.7)

где gij — обратный метрический тензор, R — скалярная кривизна метрики, m — неотри-

цательный вещественный параметр (масса скалярного поля). Параметр ζ называется пара-

метром конформной связи и принимает значения ζ = (n− 2)/(4(n− 1)) для m = 0, и ζ = 0

для m > 0, где n — размерность пространства – времени.
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Рассмотрим в качестве метрики gij правоинвариантную псевдориманову метрику на

связной группе Ли G. В § 2.3 мы показали, что наиболее общий вид такой метрики дается

выражением (2.87). Используя данную формулу нетрудно проверить, что оператор H(x, ∂x)

может быть представлен в виде

H(x, ∂x) = Gijηi ◦ ηj + Ciηi + ζR +m2, (3.8)

где Ci = Gij tr ‖adej‖. Заметим, что скалярная кривизна всякой правоинвариантной метри-

ки является постоянной величиной в силу транзитивности правого действия. Таким обра-

зом, оператор (3.8) принадлежит правоинвариантной универсальной обертывающей алгебре

U(gR(G)). Стоит также отметить, что мера
√
|g| dx, отвечающая правоинвариантной метрике

(2.87), отличается от правоинвариантной меры Хаара лишь на постоянный множитель:√
|g| dx = G · dµR(x), G ≡ det ‖Gij‖.

Допустим теперь, что метрика gij является биинвариантной, то есть соответствующая

ей билинейная симметрическая форма G(·, ·) подчиняется условию (2.89). В силу связности

группы G указанное условие равносильно требованию

G(adekei, ej) + G(ej, adekej) = 0, i, j, k = 1, . . . , n,

следствием которого является тот факт, что однородный квадратичный полином K (f) =

Gijfifj — это функция Казимира алгебры Ли g. Нетрудно также показать, что все посто-

янные Ci = Gij tr ‖adei‖ в этом случае будут тождественно равны нулю. Таким образом,

согласно утверждению 3.2 оператор

H(x, ∂x) = Gijηi ◦ ηj + ζR +m2

соответствующий биинвариантной метрике, будет являться биинвариантным оператором на

группе Ли.

§ 3.2 λ-представления алгебр Ли

Ключевой конструкцией излагаемого нами ниже метода интегрирования квантовых

уравнений на группах Ли является так называемое λ-представление алгебр Ли, впервые

введенное И. В. Широковым в рамках метода некоммутативного интегрирования линейных

дифференциальных уравнений [25]. Определяемое как операторно неприводимое представ-

ление алгебры g, реализованное неоднородными дифференциальными операторами перво-

го порядка, действующими в пространстве функций от (dim g − ind g)/2 переменных, λ-

представление оказалось чрезвычайно эффективным инструментом построения точных ре-

шений релятивистских волновых уравнений [30–34, 95]. Позже была установлена тесная
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связь между λ-представлениями алгебр Ли и орбитами коприсоединенного представления

соответствующих групп Ли [36,38], что послужило толчком к появлению целой серии пуб-

ликаций, посвященных применению метода орбит к различным задачам теоретической фи-

зики [39–45].

Пусть G — связная вещественная группа Ли, g — ее алгебра Ли, g∗ — пространство,

дуальное к алгебре g. Рассмотрим некоторый ковектор λ ∈ g∗ и обозначим через Oλ про-

ходящую через него коприсоединенную орбиту. Кроме того, мы допустим, что ковектор λ

обладает поляризацией, то есть подалгеброй n ⊂ gC, удовлетворяющей условиям (2.33) и

(2.34).

Обозначим через ξZ(x) = (Lx)∗ Z и ηZ(x) = −(Rx)∗ Z — лево- и правоинвариантные

векторные поля на группе G, соответствующие вектору Z ∈ g. Представление Z → ηZ(x) ал-

гебры g может быть продолжено по линейности до представления комплексной оболочки gC.

Подалгебра n ⊂ gC по определению подчинена функционалу λ ∈ (gC)∗, поэтому ковектор λ

задает ее одномерное представление Z → 〈λ, Z〉, Z ∈ n. Определим функциональное подпро-

странство L(G, n, λ) решений системы уравнений[
ηZ(x) +

i

h̄
〈λ, Z〉

]
ψ(x) = 0, Z ∈ n, ψ ∈ C∞(G), (3.9)

где h̄ — положительный вещественный параметр. Ясно, что подпространство L(G, n, λ) ин-

вариантно относительно правого регулярного представления группы G.

Перед тем как дать детальное описание пространства L(G, n, λ), примем некоторые

дополнительные предположения. По заданной комплексной поляризации n ⊂ gC построим

вещественное подпространство m такое, что mC = n + n̄. Пересечение n ∩ n̄ является ком-

плексной подалгеброй в gC, совпадающей с комплексной оболочкой hC вещественной алгебры

h = n ∩ g. Предположим, что

1) существует замкнутая подгруппа H ⊂ G, для которой h является является алгеброй

Ли;

2) подалгебра n является инвариантной относительно присоединенного представления

группы H, продолженного на gC по линейности;

3) существует замкнутая подгруппа M ⊂ G такая, что H ⊂M , причем алгебра Ли m этой

подгруппы удовлетворяет условию n + n̄ = mC.

Оказывается, что при выполнении этих трех условий пространство L(G, n, λ) может быть

интепретировано как пространство функций на некотором G-однородном смешанном мно-

гообразии [47].
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Понятие смешанного многообразия не достаточно широко распространено в литературе,

поэтому мы напомним здесь соответствующее определение. Пусть V — хаусдорфово тополо-

гическое пространство. Предположим, что для каждой точки v ∈ V найдется ее некоторая

окрестность U , гомеоморфная окрестности нуля пространства Rk ⊕ Cl, где k, l — целые

неотрицательные числа. Пара (U, φ), где φ — указанный гомеоморфизм, называется кар-

той на V в точке v. Таким образом, каждой точке пространства V соответствует набор k

действительных чисел (v1, . . . , vk) ∈ Rk и набор l комплексных чисел (vk+1, . . . , vk+l) ∈ Cl,

которые называются координатами в карте (U, φ). Множество карт, в совокупности по-

крывающих все пространство V , называется атласом. Две карты (U1, φ1) и (U2, φ2) будем

называть согласованными, если отображения φ1 ◦ φ−1
2 и φ2 ◦ φ−1

1 являются бесконечно диф-

ференцируемыми по вещественным координатам в Rk и голоморфными (аналитическими) по

комплексным координатам в Cl. При этом мы считаем, что две не пересекающиеся карты

согласованы по определению. Пространство V называется смешанным многообразием типа

(k, l), если

1) на нем задан атлас, состоящий из согласованных карт;

2) существует гладкое k-мерное вещественное многообразие S и такое отображение π :

V → S, что каждый «слой» π−1(v), v ∈ S, является l-мерным комплексным многообра-

зием, причем функции перехода на V являются гладкими функциями, голоморфными

вдоль каждого слоя.

Вернемся к описанию функционального пространства L(G, n, λ). Рассмотрим однород-

ное пространство V = H\G. Оказывается, что на этом пространстве можно ввести структуру

смешанного многообразия. Действительно, положим S = M \ G и обозначим через π есте-

ственную проекцию V на S, ставящую в соответствие каждому классу Hg ∈ V содержащий

его класс Mg ∈ S. Можно показать, что каждый слой проекции π отождествляется с одно-

родным пространством U = H \M , на котором может быть введена комплексная структура.

Отметим, что полученное подобным образом смешанное многообразие V имеет тип (k, l), где

k = dim g− dimm, l = (dimm− dim h)/2.

Подсчитаем размерность смешанного многообразия V . По определению dimV = k + l,

откуда

dimV = dim g− dimm +
1

2
(dimm− dim h) = dim g− 1

2
(dimm + dim h) .

С другой стороны, dimmC = 2 dim n − dim hC, поэтому dimmC + dim hC = dimm + dim h =

2 dim n. Отсюда получаем

dimV = dim g− dim n.
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Таким образом, размерность смешанного многообразия V в точности равна половине раз-

мерности орбиты коприсоединенного представления Oλ.

В монографии [47] доказывается теорема, которая утверждает, что при указанных вы-

ше предположениях имеется изоморфизм φ : L(G, n, λ) → C∞(V ) между пространством

L(G, n, λ) и пространством функций на смешанном многообразии V типа (k, l). Так как

пространство L(G, n, λ) инвариантно относительно правого регулярного представления груп-

пы G, корректно определены операторы `X , действующие в пространстве C∞(V ):

`X ≡ φ ◦ ξX ◦ φ−1, X ∈ g. (3.10)

Очевидно, что определенные таким образом операторы образуют некоторое представление

алгебры g:

[`X , `Y ] = `[X,Y ], X, Y ∈ g.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.2. Представление алгебры g, образованное операторами (3.10), мы бу-

дем называть λ-представлением.

ЗАМЕЧАНИЕ 3.2. Отметим, что если подгруппы H и M не замкнуты в G, смешанное

многообразие V и соответствующее λ-представление алгебры g на нем могут быть опреде-

лены лишь локально. Более сложной и мало изученной является проблема интерпретации

функционального подпространства L(G, n, λ) в случае, когда подпространство m не является

подалгеброй алгебры g. Впрочем, подобные ситуации возникают крайне редко, поэтому мы

не будем здесь подробно развивать соответствующую теорию и всюду далее будем считать,

что m — подалгебра в g.

Пусть {ei} — базис в алгебре Ли g группы G. Зададим в окрестности единицы группы

канонические координаты второго рода gx ↔ (x1, . . . , xn):

gx =

dim g∏
i=1

exp(xiei) = exp(x1e1) . . . exp(xnen).

Обозначим через p подпространство в gC, дополнительное к поляризации n, и пусть {ẽα} и

{ẽa} — базисы в подпространствах p и n соответственно. Осуществим локальный переход от

вещественных координат (xi) на группе G к комплексным координатам (hα, va) таким, что

dim n∏
α=1

exp(hαẽα)

dim p∏
a=1

exp(vaẽa) =

dim g∏
i=1

exp
(
xiei
)
.

В этом случае координаты va представляют собой локальные координаты на смешанном

многообразии V = H \G.
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Система уравнений (3.9) в координатах (va, hα) запишется в виде:[
ηβα(h)∂hβ +

i

h̄
〈λ, ẽα〉

]
ψ(v, h) = 0,

где правоинвариантные векторные поля ηα(h) = ηβα(h)∂hβ , соответствующие базисным век-

торам ẽα, зависят только от переменных hα и фактически являются правоинвариантными

векторными полями на группе N , алгебра Ли которой совпадает с n. Нетрудно видеть, что

общее решение данной системы может быть представлено в форме

ψ(v, h) = ϕ(v) e−
i
h̄

∫
σλ(h), (3.11)

где ϕ(v) — произвольная функция от переменных va, σλ(h) ≡ (Rh−1)∗ λ|n — правоинвари-

антная 1-форма на группе N , соответствующая ковектору λ|n ∈ n∗. Отметим, что интеграл

в правой части выражения (3.11) определен корректно, так как из уравнений Маурера –

Картана и условия подчиненности подалгебры n ковектору λ вытекает, что dσλ = 0.

Анализируя решение (3.11) нетрудно видеть, что отмеченный нами выше изоморфизм

φ : L(G, n, λ)→ C∞(V ) может быть выбран в виде

(φψ) (v) = e
i
h̄

∫
σλ(h)ψ(v, h) = ϕ(v).

Левоинвариантное векторное поле ξi, отвечающее базисному вектору ei, в координатах

(hα, va) имеет вид (1.28). Используя определение (3.10) после несложных преобразований

получаем следующее явное выражение для операторов λ-представления `i:

`i(v, ∂v;λ) = ζai (v)∂va +
i

h̄
χi(v;λ), χi(v;λ) ≡ λα ξ

α
i (v, 0). (3.12)

ЗАМЕЧАНИЕ 3.3. По построению векторные поля ζi(v) = ζai (v)∂va являются генерато-

рами действия группы G на однородном смешанном многообразии V и образуют алгебру

g(V ), изоморфную алгебре g. Вспоминая результаты теории деформаций алгебр векторных

полей, изложенной в § 1.4, мы видим, что функции χi(v;λ) в правой части равенства (3.12)

определяют деформацию алгебры g(V ), удовлетворяющую условию χi(0;λ) = (i/h̄)λi.

Введем операторы ûa = −ih̄∂va, v̂a = va. Тогда операторы (3.12) могут быть записаны в

виде

`i(v, ∂v;λ) =
i

h̄
fi(û, v̂;λ), (3.13)

где функции fi(u, v;λ) определены формулой (2.29) и являются функциями, задающими

линейный переход к каноническим координатам (ua, v
a) на коприсоединенной орбите Oλ.

Иначе говоря, операторы λ-представления алгебры g являются результатом квантования на
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орбите Oλ, то есть функции fi(u, v;λ) служат символами операторов `i(v, ∂v;λ) (с точностью

до множителя i/h̄).

Пусть операторам Â и B̂ соответствуют символы A(u, v) и B(u, v). Тогда произведению

ÂB̂ этих операторов будет соответствовать некоторый символ A(u, v) ∗ B(u, v), называе-

мый звездным произведением символов A(u, v) и B(u, v). В частности, для pq-квантования

формула звездного произведения приведена в монографии [198]. Коммутатору (i/h̄)[Â, B̂]

операторов будет соответствовать символ

i

h̄
(A(u, v) ∗B(u, v)−B(u, v) ∗ A(u, v)) = {A(u, v), B(u, v)}+O(h̄), (3.14)

где {·, ·} — каноническая скобка Пуассона от фазовых переменных u и v. Отсюда сле-

дует, что условие инволютивности символов операторов относительно канонической скобки

Пуассона является необходимым для коммутирования соответствующих операторов. Подста-

вив в выражение (3.14) вместо величины B(u, v) символ fi(u, v;λ) оператора −ih̄`i(v, ∂v;λ)

приходим к выводу, что символ A(u, v) оператора, коммутирующего со всеми оператора-

ми λ-представления, должен находится в инволюции со всеми функциями fi(u, v;λ). Но в

силу условия (2.26) очевидно, что этому условию удовлетворяют лишь константы. Таким

образом, со всеми операторами `i(v, ∂v;λ) коммутируют только константы, что эквивалентно

операторной неприводимости λ-представления.

ЗАМЕЧАНИЕ 3.4. Отметим, что с учетом приведенных выше рассуждений, λ-представ-

ление также может быть определено как операторно неприводимое представление алгебры g,

действующее в пространстве функций на смешанном многообразии V = H \G.

На однородном смешанном многообразии V введем меру dµ(v) и скалярное произведе-

ние

(ϕ1, ϕ2)V =

∫
V

ϕ1(v)ϕ2(v)dµ(v), (3.15)

относительно которого операторы `i(v, ∂v;λ) являются антиэрмитовыми: `+
i = −`i. В общем

случае для этого требуется ввести в операторы `i(v, ∂v;λ) так называемый «квантовый сдвиг»

λ→ λ+ ih̄γ, где ковектор γ ∈ (gC)∗ определяется условием:

γ(X) =
1

2
(tr adX − tr adX |m) , X ∈ g. (3.16)

Пусть {eα} — базис в подалгебре m, {ea} — базис в подпространстве p, дополнительном к

подалгебре m ⊂ gC. Тогда формула (3.16) в базисе {ei} = {eα} ∪ {ea} запишется в виде

γi =
1

2
Ca
ia, i = 1, . . . , dim g.

Здесь Ck
ij — структурные константы алгебры g в выбранном базисе, при этом индекс a

пробегает значения, отвечающие базисным векторам подпространства p.
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ПРИМЕР 3.2. Рассмотрим группу E(2) (см. пример 2.1). Функции линейного перехода к

каноническим координатам на орбитах, соответствующие поляризации n = {e1, e2} ковектора

λ(J) = (J, 0, 0), имеют вид (2.37). В случае вещественной поляризации h = m = n, поэтому

формула (3.16) дает нулевой «квантовый сдвиг»: γ = 0. Таким образом, согласно (3.13)

получаем

`1 =
iJ

h̄
cos v, `2 = −iJ

h̄
sin v, `3 = ∂v. (3.17)

Нетрудно проверить, что оператор Казимира алгебры e(2) в λ-представлении кратен единич-

ному оператору:

K̂ = (−ih̄`1)2 + (−ih̄`2)2 = J2.

Подалгебре n отвечает замкнутая подгруппа N = R2 ⊂ E(2), являющаяся группой

сдвигов двумерной плоскости. Отсюда следует, что V = R2 \ E(2) — одномерное гладкое

вещественное многообразие, диффеоморфное окружности S1. Легко видеть, что операторы

λ-представления являются антиэрмитовыми относительно обычной лебеговой меры dv.

ПРИМЕР 3.3. Пусть G = SO(3) (см. пример 2.2). Как было отмечено, регулярные ко-

присоединенные орбиты данной группы — это семейство концентрических сфер с центром

в начале координат. Всякая орбита проходит через ковектор λ(J) = (0, 0,−J), допускающий

комплексную поляризацию n = {e1 + ie2, e3}. В данном случае m = g, h = {e1}, так что за-

мкнутая подгруппа H, отвечающая алгебре Ли h, изоморфна группе SO(2). Таким образом,

однородное пространство V = SO(2)\SO(3) как вещественное многообразие диффеоморфно

двумерной сфере S2. Отметим, что двумерная сфера допускает естественную комплексную

структуру, превращающую ее в одномерное комплексное многообразие [199].

Формула (3.16), очевидно, приводит к нулевому «квантовому сдвигу». Используя функ-

ции (2.39), определяющие линейный переход к каноническим координатам на орбитах, по-

лучаем

`1 =
i

2

(
1− v2

)
∂v +

iJ

h̄
v, `2 = −1

2

(
1 + v2

)
∂v +

J

h̄
v, `3 = −iv∂v +

iJ

h̄
. (3.18)

K̂ = (−ih̄`1)2 + (−ih̄`2)2 + (−ih̄`3)2 = J(J + h̄).

Мера на V , относительно которой операторы λ-представления являются антиэрмитовыми,

определяется равенством

dµ(v) =
i

2π

(
2J

h̄
+ 1

)
dv ∧ dv̄

(1 + |v|2)2(Jh̄+1)
. (3.19)

Всякая голоморфная функция ϕ(v), удовлетворяющая условию (ϕ, ϕ)V < +∞, с необ-

ходимостью является полиномом, степень которого ограничена сверху значением 1 + 2J/h̄.
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При этом пространство указанных полиномов будет инвариантным относительно операторов

(3.18), если только неотрицательный параметр J кратен h̄1:

J = nh̄, n = 0, 1, 2, . . . . (3.20)

Таким образом, λ-представление алгебры Ли so(3) в пространстве L2(V, dµ(v)) определено

лишь для тех значений параметра J , которые удовлетворяют условию квантования (3.20).

(Геометрический смысл данного условия квантования в терминах коприсоединенных орбит

будет обсуждаться в следующем параграфе).

ПРИМЕР 3.4. Построим операторы λ-представления алгебры Ли группы SL(2,R) (см.

пример 2.3).

1. Тип A. Ковектор λ(J) = (J, 0, 0), где J ∈ (0,+∞), обладает вещественной поляриза-

цией n = {e1, e2 + e3}, поэтому h = m = n. Замкнутая в SL(2,R) подгруппа H, алгебра Ли

которой совпадает с h, изоморфна группе верхних треугольных 2×2-матриц с положительны-

ми диагональными элементами. Имея в виду разложение Ивасавы (2.72), нетрудно видеть,

что соответствующее однородное пространство V = H \G диффеоморфно окружности S1.

С помощью формулы (3.16) получаем γ = (1/2, 0, 0). Таким образом, операторы λ-

представления в этом случае имеют вид:

`1 = − sin v ∂v +

(
iJ

h̄
− 1

2

)
cos v, `2 = − cos v ∂v −

(
iJ

h̄
− 1

2

)
sin v, `3 = ∂v.

K̂ = (−ih̄`1)2 + (−ih̄`2)2 − (−ih̄`3)2 = J2 +
h̄2

4
.

Легко проверяется, что данные операторы антиэрмитовы относительно обычной лебеговой

меры dv на V = S1.

2. Тип B. Поляризация ковектора λ(J) = (0, 0, J), J ∈ (0,+∞), является комплексной:

n = {e1 − ie2, e3}, причем m = sl(2,R), h = {e3} ' so(2). Замкнутая подгруппа H, отвечаю-

щая алгебре h, изоморфна группе SO(2), поэтому однородное пространство V = H \SL(2,R)

как двумерное вещественное многообразие диффеоморфно одной из полостей двуполостного

гиперболоида в R3, а как одномерное комплексное многообразие оно совпадает с простран-

ством модели Пуанкаре геометрии Лобачевского.

Из формулы (3.16) следует нулевой «квантовый сдвиг», поэтому λ-представление в

1Более точно, требование инвариантности рассматриваемого подпространства полиномов относительно опе-

раторов λ-представления приводит к более общему условию: J = nh̄, n = 0, 12 , 1,
3
2 , . . . . Мы не рассматриваем

здесь полуцелые значения параметра n, в силу того, что соответствующие им λ-представления не могут быть

подняты до соответствующих глобальных представлений группы SO(3).
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данном случае выглядит следующим образом:

`1 = − i
2

(
1 + v2

)
∂v −

iJv

h̄
, `2 = −1

2

(
1− v2

)
∂v +

Jv

h̄
, `3 = iv∂v +

iJ

h̄
. (3.21)

K̂ = (−ih̄`1)2 + (−ih̄`2)2 − (−ih̄`3)2 = −J(J − h̄).

Нетрудно проверить, что операторы (3.21) антиэрмитовы относительно скалярного произве-

дения (3.15) с мерой

dµ(v) =
i

2π

(
2J

h̄
− 1

)(
1− |v|2

)2(Jh̄−1)
dv ∧ dv̄. (3.22)

В данном случае пространство L2(V, dµ(v)) совпадает с пространством функций {ϕ(v)},

аналитических в единичном круге и удовлетворяющих условию

‖ϕ(v)‖ < +∞, ‖ϕ(v)‖ =
i

2π

(
2J

h̄
− 1

) ∫
|v|<1

|ϕ(v)|2
(
1− |v|2

)2(Jh̄−1)
dv ∧ dv̄.

Отметим, что пространство L2(V, dµ(v)) будет ненулевым, только если J > h̄/2.

§ 3.3 Элементы гармонического анализа на группах Ли

Использование λ-представлений алгебр Ли позволяет проводить эффективную проце-

дуру гармонического анализа на многообразиях соответствующих групп Ли. В настоящем

параграфе мы опишем эту процедуру следуя, в основном, работам [44, 96, 97]. Всюду ниже

мы будем считать группу G вещественной связной унимодулярной группой Ли. Требова-

ние унимодулярности наложено нами исключительно для упрощения приводимых ниже вы-

кладок; все изложенные результаты с небольшими техническими изменениями могут быть

перенесены и на неунимодулярный случай.

В алгебре Ли g группы G зафиксируем некоторый базис {ei}. Пусть λ ∈ g∗ — произ-

вольный ковектор. Обозначим через T λ поднятие λ-представления алгебры g до локального

представления ее группы G:

d

dt
T λ(etei)ϕ(v)

∣∣∣
x=e

= `i(v, ∂v;λ)ϕ(v), ϕ ∈ C∞(V ). (3.23)

По определению линейного оператора

T λ(x)ϕ(v) =

∫
V

Dλ
vv̄′(x)ϕ(v′)dµ(v′). (3.24)

Семейство функций Dλ
vv̄′(x) может быть интерпретировано как набор «матричных элементов»

представления T λ. Из условия T λ(x1x2) = T λ(x1)T λ(x2) следует соотношение:

Dλ
vv̄′(x1x2) =

∫
V

Dλ
vv̄′′(x1)Dλ

v′′v̄′(x2)dµ(v′′).
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Обозначим через ξi(x) = (Lx)∗ ei и ηi(x) = −(Rx)∗ ei — лево- и правоинвариантные

векторные поля на группе G, отвечающие базисному вектору ei ∈ g. Имеет место следующее

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.3. Обобщенные функции Dλ
vv̄′(x) удовлетворяют системе уравнений:

[ηi(x) + `i(v, ∂v;λ)] Dλ
vv̄′(x) = 0, (3.25)[

ξi(x)− `+
i (v′, ∂v′ ;λ)

]
Dλ
vv̄′(x) = 0. (3.26)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ϕ ∈ C∞(V ). Имеем

T λ(x1x2)ϕ(v) = T λ(x1)T λ(x2)ϕ(v). (3.27)

Положим в этом равенстве x1 = etei, x2 = x, и продифференцируем полученное выражение

по параметру t при t = 0:

d

dt
T λ(eteix)ϕ(v)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
T λ(etei)T λ(x)ϕ(v)

∣∣∣
t=0
.

Используя формулы (3.23) и (3.24), получаем:∫
V

d

dt
Dλ
vv̄′(e

teix)
∣∣∣
t=0
ϕ(v′)dµ(v′) = `i(v, ∂v;λ)

∫
V

Dλ
vv̄′(x)ϕ(v′)dµ(v′),

или

−
∫
V

ηi(x)Dλ
vv̄′(x)ϕ(v′)dµ(v′) =

∫
V

`i(v, ∂v;λ)Dλ
vv̄′(x)ϕ(v′)dµ(v′).

Последнее равенство равносильно уравнению (3.25).

Положим теперь в (3.27) x1 = x и x2 = etei. Дифференцируя полученное равенство по t

при t = 0, получаем:

d

dt
T λ(xetei)ϕ(v)

∣∣∣
t=0

= T λ(x)
d

dt
T λ(etei)ϕ(v)

∣∣∣
t=0
.

С учетом (3.23) и (3.24) будем иметь:∫
V

d

dt
Dλ
vv̄′(xe

tei)
∣∣∣
t=0
ϕ(v′)dµ(v′) =

∫
V

Dλ
vv̄′(x) (`i(v

′, ∂v′ ;λ)ϕ(v′)) dµ(v′),

или ∫
V

ξi(x)Dλ
vv̄′(x)ϕ(v′)dµ(v′) =

∫
V

(`+
i (v′, ∂v′ ;λ)Dλ

vv̄′(x))ϕ(v′)dµ(v′).

Легко видеть, что полученное выражение эквивалентно уравнению (3.26). 2

Система уравнений (3.25), (3.26) определяет обобщенную функцию Dλ
vv̄′(x) почти од-

нозначно (с точностью до постоянного множителя). Таким образом, для практического на-

хождения «матричных элементов» представления T λ фактически требуется решить систему



125

уравнений (3.25) и (3.26) и зафиксировать неопределенный постоянный множитель, нало-

жив некоторое условие нормировки. Чтобы выяснить вид этого условия, в формуле (3.24)

примем x = e:

T λ(e)ϕ(v) = ϕ(v) =

∫
V

Dλ
vv̄′(e)ϕ(v′)dµ(v′).

Но отсюда следует, что функция Dλ
vv̄′(e) является дельта-функцией на смешанном многооб-

разии V относительно меры dµ(v):

Dλ
vv̄′(e) = δ(v, v̄′). (3.28)

Полученное равенство и является условием нормировки, которое в совокупности с уравне-

ниями (3.25) и (3.26) задает «матричные элементы» представления T λ однозначно.

ЗАМЕЧАНИЕ 3.5. Отметим, что на самом деле функции Dλ
vv̄′(x) однозначно определяются

любой из систем уравнений (3.25) или (3.26), дополненной условием (3.28). Иными словами,

для построения «матричных элементов» представления T λ(x) достаточно проинтегрировать

одну из систем уравнений (3.25) или (3.26), и затем наложить условие (3.28).

Пусть n ⊂ gC — поляризация ковектора λ, h ⊂ g — подалгебра, такая что hC = n∩ n̄. Как

следует из предыдущего параграфа, операторы λ-представления алгебры Ли g действуют

в пространстве функций на однородном смешанном многообразии V = H \ G, где H —

замкнутая подгруппа в G с алгеброй Ли h. Предположим, что Gλ ⊂ H, где Gλ — группа

стационарности ковектора λ относительно коприсоединенного действия группы G. Как уже

отмечалось, локально данное условие всегда выполнено, так как имеет место включение

gλ ⊂ h, где gλ — алгебра Ли группы Gλ.

В алгебре gλ зафиксируем некоторый базис {eα}. Так как H является группой стацио-

нарности точки v0 = 0 однородного смешанного многообразия V = H \G, а группа Gλ лежит

в H, имеет место равенство `α(0, ∂v;λ) = (i/h̄)λα, где α = 1, . . . , dim gλ. Ограничим систему

уравнений (3.25) на подгруппу Gλ и положим v = v0:(
ηα(h) +

i

h̄
λα

)
Dλ
v0v̄′(h) = 0, h ∈ Gλ. (3.29)

Решение системы (3.29) с точностью до постоянного множителя может быть представлено в

виде:

Dλ
v0v̄′(h) = exp

(
− i
h̄

∫
σλ(h)

)
, (3.30)

где σλ(h) = (Rh−1)∗λ|gλ — правоинвариантная 1-форма на подгруппе Gλ. Подалгебра gλ

подчинена ковектору λ, поэтому используя уравнения Маурера – Картана нетрудно показать,

что 1-форма σλ(h) замкнута на Gλ. Таким образом, интеграл в (3.30) корректно определен.
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Ясно, что локальное решение (3.30) может быть продолжено до глобального, если инте-

грал в правой части формулы (3.30) по любой замкнутой кривой Γ на подгруппе Gλ кратен

2πih̄. Отметим, что в силу замкнутости 1-формы σλ(h) значение этого интеграла зави-

сит лишь от гомологического класса, которому принадлежит кривая Γ. Следовательно, для

существования глобального решения системы (3.29) необходимо выполнение следующего

условия:
1

2πh̄

∮
Γ∈H1(Gλ)

σλ(h) = nΓ ∈ Z. (3.31)

Иными словами, 1-форма σλ(h) должна принадлежать целочисленному классу когомологий

из H1(Gλ,Z). В случае односвязной группы G условие (3.31) является эквивалентным усло-

вию целочисленности орбиты Oλ, предложенному А. А. Кирилловым [47]:

1

2πh̄

∫
Γ∈H2(Oλ)

ωλ = nΓ ∈ Z.

Таким образом, для односвязной группы равенство (3.31) выступает в качестве критерия

целочисленности орбиты коприсоединенного представления Oλ. В подобном виде данный

критерий был получен в работе [48] и носит название критерий Костанта.

Описанные нами конструкции позволяют провести процедуру гармонического анализа

на группе G. Напомним, что основной целью гармонического анализа на группах Ли являет-

ся построение некоторого базиса {ek(λ, x)} в функциональном пространстве L2(G, dµ(x)) и

плотного подпространства Φ ⊂ L2(G, dµ(x)) такого, что для всякой функции ϕ ∈ Φ, прямое

и обратное преобразования Фурье имеют соответственно вид [98]:

ψk(λ) = (ϕ, ek(λ))G, ϕ(x) =

∫
Λ

dµ(λ)
∑
k

ψk(λ)ek(λ, x).

При этом индекс λ соответствует множеству собственных значений инвариантных опера-

торов группы G, а k соответствует множеству собственных значений остальных опера-

торов, которые вместе с инвариантными операторами образуют максимальное множество

коммутирующих операторов в L2(G, dµ(x)). Отметим, что основной трудностью построения

гармонического анализа на группах Ли является тот факт, что максимальное множество

коммутирующих операторов в L2(G, dµ(x)), определяющее базис ek(λ, x), может содержать

неограниченные операторы с непрерывными спектрами. Поскольку собственные функции

таких операторов не являются элементами функционального пространства L2(G, dµ(x)), а

являются лишь линейными функционалами на плотном множестве Φ ⊂ L2(G, dµ(x)), вводят

триплет Гельфанда Φ ⊂ L2(G, dµ(x)) ⊂ Φ′, где Φ′ — пространство, дуальное к простран-

ству Φ.
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Как мы уже отмечали, в общем случае «матричные элементы» Dλ
vv̄′(x) являются обоб-

щенными функциями, то есть функциями из Φ′. Кроме того, эти функции являются соб-

ственными функциями биинвариантных операторов на группе G. Действительно, всякий

биинвариантный оператор представляется в виде K(x, ∂x) = K (η(x, ∂x)), где K ∈ C∞(g∗)G

— полиномиальная функция Казимира на дуальном пространстве g∗, ηi(x, ∂x) — правоинва-

риантные векторные поля на группе. Используя равенство (3.25), получаем

K (η(x, ∂x))D
λ
vv̄′(x) = K (−`(v, ∂v;λ))Dλ

vv̄′(x).

Но в силу операторной неприводимости λ-представления, оператор K (−`(v, ∂v;λ)) должен

быть пропорционален единичному так, что K (−`(v, ∂v;λ)) = κ(λ) · 1, где κ(λ) — скалярная

величина. Таким образом,

K (η(x, ∂x))D
λ
vv̄′(x) = κ(λ)Dλ

vv̄′(x). (3.32)

Рассмотрим функциональное подпространство Φλ ⊂ Φ, определяемое как пространство

функций вида

ϕλ(x) =

∫
V×V

ψλ(v, v
′)Dλ

vv̄′(x)dµ(v)dµ(v′). (3.33)

Здесь ψλ(v, v′) — произвольная функция, для которой интеграл (3.33) имеет смысл. Из (3.32)

непосредственно следует, что линейное пространство Φλ — это пространство собственных

функций биинвариантных операторов на группе G. Очевидно, что пространства Φλ и Φλ̃ при

λ 6= λ̃ ортогональны, то есть

(ϕλ, ϕλ̃)G = 0, ϕλ ∈ Φλ, ϕλ̃ ∈ Φλ̃.

Рассмотрим функцию

f(v̄, v′, ṽ, ¯̃v′, λ, λ̃) ≡
(
Dλ
vv̄′ ,D

λ̃
ṽ¯̃v′

)
G

=

∫
G

Dλ
vv̄′(x) D λ̃

ṽ¯̃v′(x)dµ(x).

Из уравнений (3.25) и (3.26) следуют равенства[
`i(v, ∂v;λ)− `+

i (ṽ, ∂ṽ; λ̃)
]
f = 0,

[
`+
i (v′, ∂v′ ;λ)− `i(ṽ′, ∂ṽ′); λ̃

]
f = 0, (3.34)

из которых вытекает, что мы можем положить∫
G

Dλ
vv̄′(x) D λ̃

ṽṽ
′(x)dµ(x) = δ(v, ¯̃v)δ(v′, ¯̃v′)δ(λ, λ̃). (3.35)

Полученное соотношение представляет собой свойство ортогональности семейства функ-

ций {Dλ
vv̄′(x)}. Рассуждая аналогичным образом можно показать, что набор «матричных
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элементов» {Dλ
vv̄′(x)} удовлетворяет также свойству полноты∫

V×V×Λ

Dλ
vv̄′(x)Dλ

vv̄′(x̃)dµ(v)dµ(v′)dµ(λ) = δ(x, x̃). (3.36)

Здесь δ(x, x̃) — дельта-функция на группе G, определенная относительно инвариантной меры

Хаара dµ(x), а мера dµ(λ) представляет собой меру на множестве Λ регулярных целочислен-

ных орбит в дуальном пространстве g∗.

ЗАМЕЧАНИЕ 3.6. На самом деле остается открытым вопрос о единственности решения

системы уравнений (3.34), а значит пока нет строгого доказательства соотношений (3.35) и

(3.36). Приведенные нами выше рассуждения носят предварительный характер и указыва-

ют лишь возможный способ доказательства свойств ортогональности и полноты семейства

функций {Dλ
vv̄′(x)}. Тем не менее, с практической точки зрения для каждой конкретной

группы Ли равенства (3.35) и (3.36) могут быть проверены непосредственно.

ЗАМЕЧАНИЕ 3.7. Отметим, что равенство (3.35) выступает также как определение ме-

ры dµ(λ) на множестве Λ.

Пространство функций ψλ(v, v̄′) от переменных v, v̄′ и λ таких, что

ψλ(v, v̄
′) =

∫
G

ϕ(x)Dλ
vv̄′(x)dµ(x), ϕ ∈ Φ, (3.37)

будем называть двойственным к пространству Φ и обозначать Φ̂. Используя соотношение

(3.36) получаем

ϕ(x) =

∫
V×V×Λ

Dλ
vv̄′(x)ψλ(v, v

′)dµ(v)dµ(v′)dµ(λ). (3.38)

Равенства (3.37) и (3.38) решают задачи гармонического анализа и синтеза на унимодуляр-

ной группе Ли G. В частности, формула (3.37) представляет собой обобщение преобразова-

ния Фурье для произвольной связной вещественной унимодулярной группы Ли.

Как правило, матричные элементы неприводимых бесконечномерных унитарных пред-

ставлений в пространстве L2(G, dµ) определяются как собственные функции n-мерного ком-

мутативного набора операторов из обертывающей алгебры U(gR(G))×U(gL(G)) (см., напри-

мер, [98]). С точки зрения возможных приложений к проблеме интегрирования дифферен-

циальных уравнений, изложенный выше подход предпочтителен по следующим причинам.

Во-первых, задача на собственные значения для совокупности коммутирующих между собой

дифференциальных операторов не всегда может быть явно решена, в то время как система

уравнений (3.25), (3.26) всегда может быть решена в квадратурах. Во-вторых, при перехо-

де к двойственному пространству Φ̂ образы лево- и правоинвариантных дифференциальных
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операторов ξi и ηi также будут представляться дифференциальными операторами (первого

порядка), то есть для функций ϕ(x) и ψ(v, v̄′), связанных преобразованиями (3.37) и (3.38),

будем иметь

ηi(x, ∂x)ϕ(x)↔ −`+
i (v, ∂v;λ)ψλ(v, v̄

′), ξi(x, ∂x)ϕ(x)↔ −`i(v′, ∂v′ ;λ)ψλ(v, v̄
′).

Приведенные соотношения играют ключевую роль при интегрировании квантовых уравнений

на группах Ли. Именно, при переходе в двойственное пространство Φ̂ оператор уравнения

— элемент правоинвариантной обертывающей алгебры U(gR(G)) — перейдет в дифференци-

альный оператор того же порядка от переменных v, число которых меньше чем размерность

группового многообразия.

§ 3.4 Связь между специальным каноническим преобразованием и неприводимыми

унитарными представлениями групп Ли

Между специальным каноническим преобразованием в T ∗G, построенным в § 2.3, и

«матричными элементами» Dλ
vv̄′(x) неприводимых унитарных представлений группы G суще-

ствует тесная связь. В настоящем параграфе мы обсудим эту связь и проиллюстрируем ее

несколькими примерами.

Пусть Sλ(u′, v, x) — производящая функция специального канонического преобразова-

ния в пространстве T ∗G (см. определение в § 2.3). В силу соотношения (2.59) действие на

эту функцию правоинвариантного векторного поля ηi(x) = −(Rx)∗ ei дает

ηi(x) exp

[
i

h̄
Sλ(u

′, v, x)

]
= − i

h̄
fi (−ih̄∂v, v;λ) exp

[
i

h̄
Sλ(u

′, v, x)

]
. (3.39)

Здесь fi(u, v;λ) = ζai (v)ua+χi(v;λ) — функции, задающие линейный переход к каноническим

координатам на коприсоединенной орбите Oλ.

Операторы λ-представления алгебры Ли g с учетом «квантового сдвига» определяются

равенством

`i(v, ∂v;λ) =
i

h̄
fi(−ih̄∂v, v;λ+ ih̄γ),

где ковектор γ дается формулой (3.16). Тогда из соотношения (3.39) следует, что парамет-

рическое семейство функций

Dλ
vu′(x) ≡ exp

[
i

h̄
Sλ+ih̄γ(u

′, v, x)

]
, (3.40)

будет удовлетворять системе уравнений

[ηi(x) + `i(v, ∂v;λ)] Dλ
vu′(x) = 0.
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В дальнейшем нам будет удобнее использовать несколько иную форму записи для функ-

ций Dλ
vu′(x), нежели ту, которая дается формулой (3.40). Чтобы ее получить, применим

формулу (2.57) и представим функцию Sλ+ih̄γ(u
′, v, x) в виде

Sλ+ih̄γ(u
′, v, x) = Sλ(u

′, v, x) + ih̄γα h
α(v, x).

Здесь γα — значение ковектора γ на базисном векторе eα подалгебры n, hα(v, x) — соот-

ветствующая координатная компонента фактора однородного пространства V = H \ G. В

результате получим

Dλ
vu′(x) = exp [−γαhα(v, x)] exp

[
i

h̄
Sλ(u

′, v, x)

]
,

Далее, используя для величин γα выражение (3.16), имеем

exp [−γαhα(v, x)] =

[
eh

α(v,x) tr adeα

ehα(v,x) tr adeα |m

]−1/2

=

[
det eh

α(v,x)adeα

det ehα(v,x)adeα |m

]−1/2

=

[
det Adh(v,x)

det Adh(v,x)|m

]−1/2

.

Отсюда окончательно получаем

Dλ
vu′(x) =

1√
∆(v, x)

· exp

[
i

h̄
Sλ(u

′, v, x)

]
, (3.41)

где

∆(v, x) ≡
det Adh(v,x)

det Adh(v,x)|m
.

Матричные элементы Dλ
vv̄′(x) представления T λ(x) однозначно определяются как реше-

ние системы уравнений (3.25), удовлетворяющее начальному условию (3.28). В силу того,

для функций Dλ
vu′(x) равенства (3.25) выполняются тождественно, имеем

Dλ
vv̄′(x) =

∫
Kλ(u′, v′) Dλ

vu′(x) dµ(u′) =

=
1√

∆(v, x)
·
∫
Kλ(u′, v′) exp

[
i

h̄
Sλ(u

′, v, x)

]
dµ(u′), (3.42)

где ядро Kλ(u, v) данного интегрального преобразования и мера dµ(u) нуждаются в опреде-

лении. Положим в формуле (3.41) x = e. Так как hα(v, e) = 0 и Sλ(u′, v, e) = u′av
a, получаем

Dλ
vu′(e) = exp

(
i

h̄
u′av

a

)
.

Учитывая теперь формулу (3.42), а также условие (3.28), получаем, что ядро Kλ(u, v) и мера

dµ(u) должны быть связаны соотношением∫
Kλ(u′, v′) exp

(
i

h̄
u′av

a

)
dµ(u′) = δ(v, v̄′). (3.43)
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ЗАМЕЧАНИЕ 3.8. По-видимому, равенство (3.43) определяет ядро Kλ(u, v) интегрального

преобразования (3.42) для заданной меры dµ(u) однозначно. Мы не будем развивать здесь

строго доказательства этого утверждения, отметив лишь, что в каждом конкретном примере

это может быть проверено непосредственно. Кроме того, следует заметить, что построение

меры dµ(u), а также соответствующей области интегрирования следует проводить с учетом

дополнительных условий квантования, которые могут возникнуть в следствие требования

глобальности функций Dλ
vu′(x). Ниже мы проиллюстрируем это замечание на конкретных

примерах.

Подводя некоторый итог отметим, что мы установили связь между производящей функ-

ций Sλ(u
′, v, x) специального канонического преобразования в T ∗G, являющегося чисто

классической конструкцией, и «матричными элементами» Dλ
vv̄′(x) неприводимого унитарного

представления T λ(x), которое в определенном смысле представляет собой объект квантово-

го происхождения. Математически эта связь дается соотношением (3.42), где интегральное

ядро Kλ(u, v) и мера dµ(u) определяются выражением (3.43).

ЗАМЕЧАНИЕ 3.9. Указанная нами связь между специальным каноническим преобразо-

ванием и представлением T λ является, по-видимому, еще одним подтверждением глубокой

фундаментальной концепции о связи между коприсоединенными орбитами и неприводимыми

представлениями групп Ли. Последовательное продвижение данной идеи легло в основу се-

рии работ А. А. Кириллова, результатом которых явился так называемый метод орбит [47],

хорошо зарекомендовавший себя в теории представлений групп и алгебр Ли, а также в тео-

рии геометрического квантования. Отметим, тем не менее, что полученные нами результаты

нацелены скорее на чисто конструктивный аспект и в первую очередь служат основой для

построения единого метода интегрирования классических и квантовых уравнений движения

на группах Ли. Именно поэтому в настоящем исследовании мы не будем интересоваться воз-

можным применением формулы (3.42) для решения актуальных задач теории представлений

в рамках метода орбит.

ПРИМЕР 3.5. Рассмотрим группу E(2) (см. примеры 2.1, 2.4, 3.2). Нетрудно видеть, что

для данной группы det Adh = det Adh|m = 1, где m = {e1, e2}, h ∈ H = SO(2). Используя

для производящей функции Sλ(u′, v, x) ее явное выражение (2.68), согласно формуле (3.41)

получаем:

Dλ
vu′(x) = exp

[
i

h̄
u′(v + x3) +

iJ

h̄
(x1 cos v − x2 sin v)

]
. (3.44)

Всякая коприсоединенная орбита группы E(2) является целочисленной (см. условие

(3.31)), следовательно, параметр J принимает любые значения из интервала (0,+∞). Коор-
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дината x3 является 2π-периодической, поэтому функция Dλ
vu′(x) будет глобально определена

на группе E(2) лишь тогда, когда

u′ = nh̄, n = 0,±1,±2, . . . .

Таким образом, параметр u′ в данном случае квантуется, а интегрирование по мере dµ(u)

должно сводиться к суммированию по всем возможным значениям целого параметра n ∈ Z:∫
ϕ(u) dµ(u) =

∑
n∈Z

ϕ(nh̄). (3.45)

Напомним, что операторы λ-представления алгебры e(2) антиэрмитовы относительно

лебеговой меры dv. Соответствующая дельта-функция совпадает с обычной дельта-функцией

Дирака δ(v − v′), а формула (3.43) представляет собой ее разложение в ряд Фурье∑
n∈Z

Kλ(nh̄, v′) exp (inv) = δ(v − v′),

где

Kλ(u, v) =
1

2π
exp

(
i

h̄
uv

)
. (3.46)

Используя (3.44), (3.46), а также учитывая (3.45), с помощью формулы (3.42) получаем

явное выражение для «матричных элементов» унитарного представления T λ:

Dλ
vv̄′(x) = exp

[
iJ

h̄
(x1 cos v − x2 sin v)

]
δ(v + x3 − v′).

При этом согласно (3.24) представление T λ действует в гильбертовом пространстве L2(S1, dv)

и определяется формулой

T λ(x)ϕ(v) = exp

[
iJ

h̄
(x1 cos v − x2 sin v)

]
ϕ(v + x3).

ПРИМЕР 3.6. В случае группы SO(3) (см. примеры 2.2, 2.5, 3.3) m = so(3), поэтому

Adx = Adx|m для любого x ∈ SO(3). Используя (2.71), получаем следующее выражение для

функции Dλ
vu′(ϕ, θ, ψ):

Dλ
vu′(ϕ, θ, ψ) = exp

[
i

h̄

e−i
ϕ+ψ

2 v cos θ
2

+ iei
ϕ−ψ

2 sin θ
2

ie−i
ϕ−ψ

2 v sin θ
2

+ ei
ϕ+ψ

2 cos θ
2

u′ − iJ

h̄
(ϕ− ψ + π)

]
×

×
(
ieiϕ cos

θ

2
− v sin

θ

2

) 2J
h̄

.

Условие целочисленности (3.31) для группы SO(3) приводит к квантованию парамет-

ра J :

J = nh̄, n = 1, 2, . . . . (3.47)
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Это можно показать непосредственно, потребовав глобальность функции Dλ
vu′(ϕ, θ, ψ) на всей

группе SO(3). Действительно, как легко видеть Dλ
0u′(0, 0, ψ) = exp(iJψ/h̄), откуда и следует

справедливость (3.47).

Роль дельта-функции в гильбертовом пространстве L2(V, dµ(v)) с мерой (3.19) играет

функция:

δ(v, v̄′) = (1 + vv̄′)
2J
h̄ .

Как было показано в примере 2.2, область определения координаты u — это замкнутый круг

D̄J = {u ∈ C : |u| ≤ J}. Зафиксируем на множестве D̄J меру

dµ(u) =
i du ∧ dū

2πJ2
.

Легко проверяются следующие соотношения ортогональности∫
D̄J

ū k uk
′
dµ(u) =

J2k

k + 1
δkk′ , k, k′ = 0, 1, 2, . . . .

Пользуясь этими соотношениями нетрудно показать, что функция

Kn(u, v) =
2n∑
k=0

(2n)! (k + 1)

(2n− k)!n2k

(
iuv

h̄

)k
,

удовлетворяет равенству∫
D̄J

Kn(u, v′) exp

(
iuv

h̄

)
dµ(u) = (1 + vv̄′)

2n
, n = 1, 2, . . . .

Выбирая эту функцию в качестве ядра интегрального преобразования (3.42), для «матрич-

ных элементов» представления T λ получаем следующее явное выражение:

Dλ
vv̄′(ϕ, θ, ψ) = e−in(ϕ+ψ)

[
(ei(ϕ+ψ) + vv̄′) cos

θ

2
+ i(eiψv + eiϕv̄′) sin

θ

2

]2n

.

ПРИМЕР 3.7. Наконец, рассмотрим случай группы SL(2,R) (см. примеры 2.3, 2.6) и

3.3).

Тип A. Для данного типа коприсоединенных орбит подалгебра m совпадает с поляриза-

цией n = {e1, e2+e3}, поэтому ∆(v, x) = eh1, где h1 = h1(v, t, x, θ) — координатная компонента

фактора однородного пространства V = exp(n) \ SL(2, R) = S1, ассоциированная с базисным

вектором e1:

h1(v, t, x, θ) = t+ ln
1 + (x− et ctg v

2
)2

1 + ctg2 v
2

.
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Выражение для производящей функции Sλ(u
′, v, t, x, θ) специального канонического преоб-

разования приведено в (2.75). В результате для функции Dλ
vu′(t, x, θ) получаем:

Dλ
vu′(t, x, θ) =

[
1 + (e−t ctg v

2
− x)2

1 + ctg2 v
2

] iJ
h̄
− 1

2

×

× exp

[(
iJ

h̄
− 1

2

)
t+

iu′θ

h̄
+

2iu′

h̄
arcctg

(
e−t ctg

v

2
− x
)]

. (3.48)

Все орбиты рассматриваемого типа целочисленны. Однако в силу того, что координата

θ на группе SL(2,R) определена с точностью до прибавления 4π, локальная функция (3.48)

может быть глобально продолжена на всю группу, если

u′ =
nh̄

2
, n = 0,±1,±2, . . . .

Дельта-функция относительно меры dµ(v) = dv совпадает с обычной дельта-функцией Ди-

рака δ(v − v′), поэтому разложение (3.43) принимает вид

+∞∑
n=−∞

K

(
nh̄

2
, v′
)

exp

(
inv

2

)
= δ(v − v′),

где

K(u, v) =
1

4π
exp

(
iuv

h̄

)
.

Применяя теперь формулу (3.42), для «матричных элементов» Dλ
vv̄′(t, x, θ) получаем

Dλ
vv̄′(t, x, θ) = e(

iJ
h̄
− 1

2)t
(

1 + (e−t ctg v
2
− x)2

1 + ctg2 v
2

) iJ
h̄
− 1

2

δ
(
v′ − θ + 2 arcctg

(
e−t ctg

v

2
− x
))

.

Тип B. Для данных орбит m = sl(2,R), поэтому Adg = Adg|m, g ∈ SL(2,R). С учетом

этого, с помощью выражения (2.76) для производящей функции получаем

Dλ
vu′(t, x, θ) = exp

[
i

h̄

eiθ (et(v + i)(x− i)− iv − 1)

iet(v + i)(x+ i) + v − i
u′ +

iJ(θ + 2π)

h̄
+
Jt

h̄
+

2 J ln 2

h̄

]
×

×
[(
iet + etx− i

)
v + ietx− et − 1

]− 2J
h̄ .

Целочисленные орбиты согласно (3.31) выделяются условием

J =
nh̄

2
, n = 1, 2, . . . .

Указанный факт также непосредственно следует из равенства Dλ
0u′(0, 0, θ) = eiJθ/h̄ в си-

лу того, что координата θ определена с точностью до прибавления 4π. Дельта-функция в

гильбертовом пространстве L2(V, dµ(v)), где мера dµ(v) определена формулой (3.22), имеет

вид

δ(v, v̄′) =
1

(1− vv̄′)
2J
h̄

,
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Область определения переменной u — вся комплексная плоскость C. Зафиксируем в

этой области меру

dµ(u) =
i

2π
e−|u|

2

du ∧ dū.

Используя соотношения ортогональности∫
C

ūkuk
′
dµ(u) = k! δkk′ , k, k′ = 1, 2, . . . ,

несложно показать, что для функции

Kn(u, v) =
1

(1− ih̄uv)n

выполняется соотношение∫
C

Kn(u, v′) exp

(
iuv

h̄

)
dµ(u) =

1

(1− vv̄′)n

поэтому ее можно выбрать в качестве ядра интегрального преобразования (3.42). Произведя

необходимые вычисления, получаем:

Dλ
vv̄′(t, x, θ) =

(−2)ne
n(t+iθ)

2

[eiθ (et(v + i)(1 + ix) + v − i) v̄′ + et(v + i)(x+ i)− iv − 1]n
.

§ 3.5 Метод интегрирования квантовых уравнений на группах Ли

Опишем теперь применение изложенной нами выше теории к задаче интегрирования

квантовых уравнений на группах Ли. Как уже отмечалось, к классу подобных уравнений

относится, например, уравнение Клейна – Гордона для метрики, допускающей просто тран-

зитивную группу движений.

Пусть G — связная унимодулярная группа Ли с инвариантной мерой Хаара dµ(x), и

пусть H(x, ∂x) — правоинвариантный дифференциальный оператор на G, самосопряженный

относительно меры dµ(x). Опишем метод построения базиса решений уравнения

H(x, ∂x)ϕ(x) = 0, ϕ ∈ L2(G, dµ(x)), (3.49)

основанный на изложенных выше идеях гармонического анализа на группах Ли.

В силу того, что оператор H(x, ∂x) инвариантен относительно правого регулярного пред-

ставления группы G, он принадлежит правоинвариантной обертывающей алгебре U(gR(G)),

то есть

H(x, ∂x) = H (−iη(x, ∂x)),
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где ηi(x, ∂x) = −(Rx)∗ ei — правоинвариантные векторные поля на G, H (f) — некоторая

полиномиальная функция на дуальном пространстве g∗. Таким образом, квантовое уравнение

(3.49) может быть записано в виде

H (−iη(x, ∂x))ϕ(x) = 0. (3.50)

Проведем редукцию уравнения (3.50), сведя его решение к интегрированию некоторо-

го вспомогательного дифференциального уравнения, зависящего от меньшего числа неза-

висимых переменных. Для этого мы будем искать решение (3.50) в форме интегрального

разложения (3.38). Действуя на это решение оператором H (−iη(x, ∂x)) с использованием

равенства (3.25) получаем

H (−iη(x, ∂x))ϕ(x) =

∫
V×V×Λ

H (iη(x, ∂x))Dλ
vv̄′(x)ψλ(v, v

′) dµ(v) dµ(v′) dµ(λ) =

=

∫
V×V×Λ

Dλ
vv̄′(x) H (i`+(v, ∂v;λ))ψλ(v, v

′) dµ(v) dµ(v′) dµ(λ).

Если мера dµ(v) выбрана таким образом, что операторы λ-представления `i(v, ∂v;λ) являются

антиэрмитовыми, то в итоге имеем

H (−iη(x, ∂x))ϕ(x) =

∫
V×V×Λ

Dλ
vv̄′(x) H (−i`(v, ∂v;λ))ψλ(v, v

′) dµ(v) dµ(v′) dµ(λ).

Система функций Dλ
vv̄′(x) является полной, поэтому из полученного соотношения следует,

что уравнение (3.50) будет равносильно уравнению

H (−i`(v, ∂v;λ))ψλ(v, v
′) = 0, (3.51)

определяющему неизвестную функцию ψλ(v, v
′). Переменные v′ входят в данное уравнение

как параметры, поэтому мы получили линейное дифференциальное уравнение, зависящее от

dimV независимых переменных.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.3. Линейное дифференциальное уравнение (3.51) будем называть при-

веденным квантовым уравнением на группе Ли.

Пусть {ψ(α)
λ (v)} — ортонормированный базис решений приведенного квантового урав-

нения (3.51), нумеруемый (dimV − 1)-мерным параметром α = (α1, . . . , αdimV−1)2:∫
V

ψ
(α)
λ (v)ψ

(α̃)
λ (v) dµ(v) = δ(α, α̃). (3.52)

2Для удобства мы полагаем параметр α пробегающим непрерывную область; однако в общем случае мно-

жество его значений может быть как непрерывным, так и дискретным или даже смешанным.
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Рассмотрим на группе G семейство частных решений уравнения (3.49)

ϕ
(α)
λ (x; v′) =

∫
V

Dλ
vv̄′(x)ψ

(α)
λ (v) dµ(v), (3.53)

параметризованное коллективным параметром (λ, v′, α). Из свойства ортогональности «мат-

ричных элементов» Dλ
vv̄′(x), а также из соотношения (3.52) вытекает ортогональность дан-

ного набора функций∫
G

ϕ
(α)
λ (x; v′)ϕ

(α̃)

λ̃
(x; ṽ′) dµ(x) = δ(v̄′, ṽ′)δ(λ, λ̃)δ(α, α̃).

Кроме того, нетрудно видеть, что набор функций {ϕ(α)
λ (x; v′)} полон в том смысле, что

любое решение квантового уравнения (3.50) является линейной комбинацией этого набора.

Таким образом, задача о построении ортонормированного базиса решений уравнения (3.50)

сводится к аналогичной задаче для приведенного квантового уравнения (3.51).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.4. Квантовое уравнение (3.50) на группе G будем называть интегри-

руемым, если соответствующее ему приведенное квантовое уравнение (3.51) является обык-

новенным дифференциальным уравнением.

Очевидно, что уравнение (3.49) будет являться интегрируемым для произвольного пра-

воинвариантного оператора H(x, ∂x), если dimV ≤ 1. Так как в интегральном разложении

(3.38) интегрирование ведется только по регулярным ковекторам λ ∈ g∗, для размерности

смешанного многообразия V получаем: dimV = dimOλ/2 = (dim g − ind g)/2, где ind g —

индекс алгебры g. Таким образом, справедлива следующая

ТЕОРЕМА 3.1. Квантовое уравнение (3.49) на группе G интегрируемо для произволь-

ного правоинвариантного оператора H(x, ∂x), если

1

2
(dim g− ind g) ≤ 1. (3.54)

Рассмотрим теперь важный частный случай. Пусть оператор H(x, ∂x) в уравнении (3.49)

является биинвариантным. Это означает, что H(x, ∂x) = K (−iη(x, ∂x)), где K (f) — полино-

миальная функция Казимира на g∗. Так как K (−i`(v, ∂v;λ)) = κ(λ) ·1, где κ(λ) — скалярная

величина, соответствующее приведенное квантовое уравнение становится алгебраическим

уравнением

κ(λ)ψλ(v, v
′) = 0,

которое, очевидно, элементарно интегрируется.

СЛЕДСТВИЕ 3.1. Пусть H(x, ∂x) — произвольный биинвариантный дифференциаль-

ный оператор на группе G. Тогда соответствующее ему квантовое уравнение (3.49)

интегрируемо.
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ПРИМЕР 3.8. (Уравнение Клейна – Гордона для метрики Мак-Леннана – Тарига – Тап-

пера).

В качестве примера, иллюстрирующего изложенный метод интегрирования, рассмотрим

уравнение Клейна – Гордона для метрики (2.90):

H(x, ∂x)ϕ(x) =
[(

1− 4e−2x1x2
2

)
∂2

0 − 4e−2x1x2 ∂0∂3 − a−2
(
∂2

1 + e2x1 ∂2
2

)
−

−e−2x1 ∂2
3 +m2

]
ϕ(x) = 0. (3.55)

Данное уравнение также может быть записано в виде[
η2

1 − a−2
(
η2

2 + η2
3

)
− η2

4 +m2
]
ϕ(x) = 0, (3.56)

где векторные поля ηi даются выражениями (2.93). Симметрии этого уравнения ассоцииру-

ются с векторными полями Киллинга (2.91), которые образуют четырехмерную разрешимую

алгебру Ли g.

В § 2.5 мы отмечали, что метрика (2.90) является нештеккелевой. Следовательно, ре-

шение уравнения Клейна – Гордона для метрики Мак-Леннана – Тарига – Таппера в рамках

классического метода разделения переменных невозможно. С другой стороны, индекс ал-

гебры g равен 2, поэтому согласно теореме (3.54) уравнение (3.55), рассматриваемое как

квантовое уравнение на соответствующей группе Ли G, является интегрируемым. Построим

базис пространства его решений.

Используя функции линейного перехода к каноническим координатам (2.98), найдем

вид операторов λ-представления алгебры g (h̄ = 1):

`1 = iJ1, `2 = −v∂v + iJ2 −
1

2
, `3 = 2iJ1v, `4 = ∂v.

Данные операторы действуют в гильбертовом пространстве L2(R, dv) и антиэрмитовы отно-

сительно соответствующего скалярного произведения (3.15).

Любая коприсоединенная орбита, проходящая через ковектор λ(J) = (J1, J2, 0, 0), где

J1 ∈ (−∞, 0) ∩ (0,+∞), J2 ∈ (−∞,+∞), является целочисленной. Используя производящую

функцию (2.7) специального канонического преобразования в T ∗G, построим «матричные

элементы» Dλ
vv̄′(x) представления T λ согласно методике, изложенной в предыдущем парагра-

фе:

Dλ
vv̄′(x) = eiJ1(x0+2vx2e−x1 )e(iJ2− 1

2)x1δ(v′ − e−x1v − x3).

Соотношения ортогональности (3.35) и полноты (3.36) для функции Dλ
vv̄′(x) проверяются

непосредственно, причем в качестве спектральной меры dµ(λ) выступает мера∫
Λ

(·) dµ(λ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(·) J1dJ1dJ2

4π3
.
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Согласно (3.56), приведенное квантовое уравнение в данном случае будет иметь вид(
1 +

v2

a2

)
ψ′′λ(v) +

2v

a2
(1− iJ2)ψ′λ(v)+

+

[
J2

1 (1− 4a2v2)− iJ2(1− iJ2)

a2
+

1

4a2
−m2

]
ψλ(v) = 0. (3.57)

Будем искать решение уравнения (3.57) в следующем виде

ψλ(v) = (a2 + v2)iJ2f

(
−v

2

a2

)
. (3.58)

Вводя вспомогательные обозначения

γ = iJ2, δ = a2J2
1 , η =

a2

4

(
J2

1 −m2
)
− J2

2

4
+

5

16
, q = −v

2

a2
,

после подстановки (3.58) в (3.57) получаем уравнение на функцию f(q)

f ′′(q) +
(3

2
+ γ)q − 1

2

q(q − 1)
f ′(q) +

δq + η + γ−1
4

q(q − 1)
f(q) = 0.

Его общее решение имеет вид

ψ(q) = C1H`

(
0,−1

2
, γ, δ, η; q

)
+ C2

√
q H`

(
0,

1

2
, γ, δ, η; q

)
, (3.59)

где C1, C2 — произвольные постоянные, H`(α, β, γ, δ, η; q) — конфлюэнтная функция Гой-

на [200].

Зафиксируем константы C1 и C2 в выражении (3.59) условием
∫
ψλ(v)dv = 1. Под-

ставляя соответствующее частное решение ψλ(v) в формулу (3.53) мы получаем тем самым

ортонормированный базис в пространстве решений исходного уравнения (3.55), нумеруемый

коллективным параметром (v′, J1, J2). Таким образом, задача построения базиса простран-

ства решений уравнения Клейна – Гордона (3.55) решена.

Основные идеи описанного нами алгоритма построения точных решений квантовых

уравнений на группах Ли были изложены в работах [41, 44, 95–97]. Отметим также, что

класс квантовых уравнений, являющийся объектом обсуждения настоящей главы, может

быть обобщен с сохранением возможности интегрирования представленным методом. В ка-

честве примера укажем работу [42], где авторы используют описанную нами технику для

построения точных решений уравнения Дирака на группах вида R × G3, где G3 — произ-

вольная унимодулярная трехмерная группа Ли. Кроме того, в серии работ [201–203] был

построен и исследован класс нелинейных дифференциальных уравнений на группах Ли с

нелокальной нелинейностью специального вида, интегрируемых изложенных в настоящем

параграфе методом.
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ГЛАВА 4. ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ПОТОКИ НА ОДНОРОДНЫХ

ПРОСТРАНСТВАХ

Задача интегрирования геодезических потоков на псевдоримановых многообразиях яв-

ляется, пожалуй, одной из наиболее важных задач в дифференциальной геометрии. Огром-

ный интерес решение данной проблемы представляет также и в теоретической физике, в

частности, в общей теории относительности и космологии.

К настоящему моменту проблема описания псевдоримановых многообразий, допускаю-

щих интегрируемые геодезические потоки, довольно далека до своего окончательного ре-

шения. Известны лишь сравнительно небольшие классы многообразий, на которых удается

явным образом сконструировать интегрируемые геодезические потоки: компактные группы

Ли [16,99], симметрические пространства [100–104], n-симметрические пространства [105],

многообразия Штиффеля [100], компактные однородные пространства с биинвариантными

метриками [106]. Отметим, что все перечисленные серии многообразий относятся к классу

однородных пространств групп Ли. Вместе с этим не менее значимой является проблема

получения удобных критериев интегрируемости геодезических потоков на псевдоримановых

многообразиях; для однородных пространств с инвариантными метриками эта проблема ис-

следовалась в работах [107–109].

В настоящей главе мы исследуем проблему интегрируемости геодезических потоков на

однородных пространствах M = H \ G с двумя классами псевдоримановых метрик на них:

инвариантными метриками и метриками субмерсии. В частности, мы получим необходимые

и достаточные условия интегрируемости в квадратурах геодезических потоков рассматри-

ваемых метрик. Эти условия выражаются через целые неотрицательные числа — степень

сингулярности, индекс и дефект однородного пространства, которые легко могут быть

посчитаны по структурным константам алгебры Ли g группы G и подалгебры h группы

изотропии H. Кроме того мы опишем эффективный алгоритм интегрирования геодезиче-

ских потоков, состоящий в использовании специального канонического преобразования в

T ∗M , основанного на построении канонических координат на орбитах коприсоединенного

представления группы G и на симплектических листах пуассоновой алгебры инвариантных

функций на T ∗M .
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§ 4.1 Коприсоединенные орбиты и классификация однородных пространств

4.1.1 Классификация орбит коприсоединенного представления

Следуя работам [38, 110], изложим классификационный подход к описанию орбит ко-

присоединенного представления групп Ли.

Пусть G — связная группа Ли, g — ее алгебра Ли, g∗ — дуальное пространство к

алгебре g. Зафиксируем в алгебре g некоторый базис {ei} и обозначим через fi координаты

ковектора f ∈ g∗ в дуальном базисе {ei}. Рассмотрим векторные поля вида

Zi(f) = Cij(f)
∂

∂fj
, Cij(f) ≡ Ck

ij fk,

где Ck
ij — структурные константы алгебры g в базисе {ei}. Векторные поля Zi(f) представля-

ют собой генераторы коприсоединенного действия группы G на пространстве g∗, и поэтому

их линейная оболочка образует касательное пространство TλOλ к коприсоединенной орби-

те Oλ, проходящей через элемент λ ∈ g∗. В силу того, что ранг матрицы ‖Cij(f)‖ постоянен

на каждой коприсоединенной орбите, размерность Oλ можно корректно вычислить следую-

щим образом:

dimOλ = rank〈λ, [g, g]〉 = rank ‖Cij(λ)‖, λ ∈ g∗.

В § 2.1 было отмечено, что функции Казимира алгебры g являются инвариантами

коприсоединенного представления, поэтому их можно использовать для описания коприсо-

единенных орбит. Однако, в общем случае функции из C∞(g∗)G различают лишь регулярные

орбиты, размерность которых согласно определению равна dim g − ind g, где ind g — индекс

алгебры g. Для описания всех, в том числе и сингулярных орбит рассмотрим в g∗ семейство

поверхностей, задаваемых следующим образом:

M(s) = {f ∈ g∗ : Zi1i2...in−r−2s+1(f) = 0; Zi1i2...in−r−2s−1(f) 6= 0}. (4.1)

Здесь Zi1i2...ik(f) ≡ Zi1(f) ∧ Zi2(f) ∧ · · · ∧ Zik(f), n = dim g, r = ind g, s = 0, 1, . . . , (n − r)/2.

Определение (4.1) означает, что в каждой точке поверхности M(s) лишь n − r − 2s − 1

векторов Zi(f) являются линейно независимыми. Отметим, что поверхности M(s) можно

также определить эквивалентным способом с помощью условий падения ранга матрицы

‖Cij(f)‖:

M(s) = {f ∈ g∗ : F s(f) = 0, F s+1(f) 6= 0}, s = 1, . . . ,
n− r

2
− 1,

где через F s(f) обозначена совокупность всех миноров матрицы ‖Cij(f)‖ размера n− r− 2s.

Из определения поверхностей M(s) и условия постоянства ранга матрицы ‖Cij(f)‖ на

орбитах следует, что каждая M(s) является инвариантной поверхностью, представляющей
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собой объединение коприсоединенных орбит одинаковой размерности:

g∗ =

(n−r)/2⋃
s=0

M(s), Msi ∩Msj = ∅, si 6= sj.

ЗАМЕЧАНИЕ 4.1. Отметим, что поверхность M(s) сама может состоять из нескольких

непересекающихся связных компонент, каждая из которых в силу связности группы G со-

держит вместе с элементом λ и всю орбиту Oλ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.1. Коприсоединенную орбиту Oλ будем называть орбитой s-типа, если

Oλ ⊂M(s). Само число s при этом будем называть степенью сингулярности орбиты.

Из определения следует, что коприсоединенные орбиты, степень сингулярности которых

равна нулю, являются регулярными.

Обобщим теперь понятие функции Казимира алгебры g, введя следующее

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.2. Непостоянные функции K (s) ∈ C∞(M(s)) будем называть функция-

ми Казимира s-типа, если они находятся в инволюции относительно скобки Ли – Пуассона

с любой функцией на M(s):

{K (s), ϕ}g = 0, ∀ ϕ ∈ C∞(M(s)).

Используя явное выражение (2.13) для скобки Ли – Пуассона, легко показать, что

функции Казимира s-типа являются решениями следующей системы дифференциальных

уравнений:

Ck
ij fk

∂K (s)(f)

∂fj

∣∣∣
f∈M(s)

= 0, i = 1, . . . , dim g. (4.2)

Обозначим через rs число функционально независимых решений системы (4.2). Ясно, что

это число связано с размерностью поверхности M(s) согласно формуле:

rs = dimM(s) − rank ‖Cij(f)‖|f∈M(s)
= dimM(s) + ind g + 2s− dim g.

ЗАМЕЧАНИЕ 4.2. Может так оказаться, что одна или несколько функций Казимира не

будут являются однозначными функциями своих аргументов. Например, это наблюдается в

тех случаях, когда пространство орбит g∗/G топологически не полуотделимо или не хау-

сдорфово. Не смотря на кажущуюся искусственность, подобные примеры все же возникают

в различных задачах теории представлений, и поэтому могут представлять интерес и с точки

зрения проблемы интегрирования классических и квантовых уравнений математической фи-

зики. Ниже мы исследуем одну из таких ситуаций, а пока, чтобы избежать недоразумений,

под функцией Казимира мы будем понимать некоторую фиксированную ветвь многозначной

функции K (s)
µ .
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Пусть K (s)
µ — набор функционально независимых функций Казимира s-типа, µ =

1, . . . , rs. Обозначим через Ω(s) ⊂ Rrs множество значений отображения K (s) : M(s) → Rrs, и

введем локально инвариантное подмножество O(s)
ω :

O(s)
ω = {f ∈M(s) : K (s)

µ (f) = ω(s)
µ , µ = 1, . . . , r(s); ω

(s) ∈ Ω(s)}.

Размерность множества O(s)
ω совпадает с размерностью орбиты Oλ ∈M(s), где ω

(s)
µ = K (s)

µ (λ),

и в случае, когда функции Казимира K (s)
µ — однозначные, множество O(s)

ω состоит из счетно-

го (как правило конечного) числа орбит. Вследствие этого, поверхность уровня O(s)
ω мы будем

называть классом орбит. Таким образом, пространство g∗ состоит из объединения связных

инвариантных непересекающихся алгебраических поверхностей M(s), которые в свою оче-

редь представляют собой объединение классов орбит O(s)
ω :

g∗ =

(n−r)/2⋃
s=0

M(s) =

(n−r)/2⋃
s=0

⋃
ω(s)∈Ω(s)

O(s)
ω . (4.3)

Рассмотрим фактор-пространство B(s) = M(s)/G, точками которого являются орбиты

Oλ ∈ M(s). Очевидно, что dimB(s) = rs. Введем на B(s) набор локальных координат, пара-

метризуя ковектор λ ∈ M(s) вещественными параметрами J = (J1, . . . , Jrs), принимающими

значения из некоторой области J ⊂ Rrs :

λ = λ(J), F s(λ(J)) = 0, K (s)
µ (λ(J)) = ω(s)

µ (J), det

∥∥∥∥∥∂ω(s)
µ (J)

∂Jν

∥∥∥∥∥ 6= 0.

Говоря иными словами, λ(J) представляет собой некоторое локальное сечение расслоения

M(s) → B(s).

ЗАМЕЧАНИЕ 4.3. Отметим, что в общем случае глобальной параметризации на всем

фактор-пространстве B(s) может не существовать. В этом случае на B(s) можно опреде-

лить атлас карт и ввести параметризацию на соответствующих связных инвариантных непе-

ресекающихся подмножествах MA
(s), M

B
(s), . . . , имеющих в M(s) ненулевую меру: M(s) =

MA
(s) ∪MB

(s) ∪ . . . . При этом, соответствующие области значений JA, JB, . . . параметров J

будут удовлетворять соотношению

Ω(s) = ω(s)(JA) ∪ ω(s)(JB) ∪ . . . .

Изложенный подход к классификации орбит коприсоединенного представления оказы-

вается весьма плодотворным при описании алгебраических свойств однородных пространств,

важных именно с точки зрения интегрируемых гамильтоновых систем уравнений. Однако,

перед тем как перейти к этому вопросу, разберем одну специфическую ситуацию, связанную

с существованием многозначных функций Казимира.
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4.1.2 Многозначные функции Казимира и дикие группы Ли

В общем случае функции Казимира представляют собой лишь локальные инвариан-

ты коприсоединенного представления группы G. Это означает, что равенство K (s)
µ (Ad∗g f) =

K (s)
µ (f) может выполняться для элементов g ∈ G, принадлежащих лишь некоторой окрестно-

сти единицы группы. В хороших случаях (например, когда группа G полупроста) функции

Казимира инвариантны относительно действия группы глобально, и поэтому поверхности

уровня таких функций Казимира представляют собой отдельные орбиты или же объедине-

ния конечного числа орбит. Как следствие этого, все фактор-пространства B(s) = M(s)/G

таких групп Ли, снабженные фактор-топологией естественной топологии в M(s), являются

хаусдорфовыми топологическими пространствами.

Более необычными являются случаи, когда функции Казимира представляют собой

многозначные функции своих аргументов и инвариантны относительно коприсоединенного

действия только локально. Конечно, чаще всего данная многозначность является не суще-

ственной, так как в некотором смысле она может быть устранена. Тем не менее, встречаются

случаи неустранимой многозначности, приводящей к тому, что пространство орбит будет яв-

ляться топологически не полуотделимым. Более подробное исследование показывает, что

подобные группы относятся к классу так называемых диких групп Ли.

Исследование диких групп Ли представляет значительный интерес, в первую очередь

в теории представлений. Согласно определению, предложенному А. А. Кирилловым, группа

называется ручной, если все ее унитарные представления принадлежат типу I, и дикой —

в обратном случае [47]. Дикие группы могут быть лишены ряда свойств, которые всегда

присущи ручным группам. Например, для диких групп может иметься неоднозначность раз-

ложения унитарных представлений, отсутствовать характер, а также нарушаться требование

полуотделимости пространства орбит в g∗. Известно, что все компактные группы, связные

полупростые группы, экспоненциальные группы Ли — ручные, в то время как среди разре-

шимых групп Ли встречаются как ручные, так и дикие.

По-видимому, первый пример дикой группы Ли был предложен Ф. Маутнером (не опуб-

ликовано), который затем неоднократно переоткрывался в работах других авторов (см. при-

мер 4.2, рассматриваемый нами ниже). Отметим, что критерий принадлежности произволь-

ной связной односвязной разрешимой группы Ли к классу диких был найден Л. Ауслендером

и Б. Костантом [49]. Согласно этому критерию, связная односвязная разрешимая группа Ли

является дикой, если соответствующая ей форма Кириллова на орбитах не является точной

или пространство коприсоединенных орбит такой группы не полуотделимо (и как следствие,
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не хаусдорфово). Именно в последней ситуации и проявляется существенная многозначность

функций Казимира, поэтому ниже мы обсудим некоторые особенности именно этого случая.

Пусть отображение K (s) : M(s) → Ω(s), индуцируемое функциями Казимира K (s)
µ ,

является многозначным отображением. Не ограничивая общности, рассмотрим отображение,

задаваемое одной функцией Казимира. В этом случае существует элемент λ из M(s), образ

K (s)(λ) ⊂ Ω(s) которого содержит более одной точки. Очевидно, что прямое построение

глобально инвариантной поверхности уровня такой функций Казимира невозможно. Здесь,

однако, необходимо различать две ситуации.

Назовем функцию Казимира K (s) существенно многозначной, если существует точка

λ ∈M(s), образ K (s)(λ) которой представляет собой плотное множество в Ω(s). Легко видеть,

что многозначные функции Казимира, не являющиеся существенно многозначными, могут

быть заменены обычными однозначными функциями. Действительно, в этом случае можно

подобрать такое не тождественное отображение φ : Ω(s) → Rrs, которое «сошьет» различные

значения функции K (s) в каждой точке f поверхностиM(s). Другими словами, суперпозиция

φ◦K (s) будет являться однозначным отображением M(s) → R. Очевидно, что новая функция

K̃ (s) = φ ◦ K (s) будет также находится в инволюции с любой функцией из C∞(M(s)), и

поэтому будет снова являться функцией Казимира s-типа.

ПРИМЕР 4.1. Рассмотрим четырехмерную односвязную разрешимую группу Ли, алгебра

Ли g которой имеет следующие коммутационные соотношения

[e1, e4] = βe1 + e2, [e2, e4] = βe2 − e1, β 6= 0.

Приведем описание классов орбит данной группы:

O(0)
ω = {f ∈ g∗ : K1(f) = ω

(0)
1 , K2(f) = ω

(0)
2 ; ¬(f1 = f2 = 0)};

O(1)
ω = {f ∈ g∗ : f = 0};

где

K1(f) =
√
f 2

1 + f 2
2 e
−β arctg

f1
f2 , K2(f) = f3. (4.4)

Сделаем невырожденную замену координат

f1 = ρ sinϕ, f2 = ρ cosϕ, f3 = τ, f4 = σ,

и перепишем функции Казимира (4.4) в новых переменных:

K1 = ρe−βϕ, K2 = τ.
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Так как переменная ϕ определена по модулю 2π: ϕ ∼ ϕ + 2π, функция Казимира K1(f)

бесконечнозначна, причем множество ее значений в каждой точке из g∗ счетно: {K (n)
1 (ρ, ϕ) =

ρe−β(ϕ−πn), n = 0,±1, . . . } (здесь целое число n нумерует нули функции tgϕ).

Рассмотрим преобразование φ : R2 → R2 вида

ω̃1 = tg

(
lnω1

β

)
, ω̃2 = ω2

и введем новый набор функций Казимира K̃µ ≡ φ ◦Kµ:

K̃1 = tg

(
ln ρ

β
− ϕ

)
, K̃2 = τ.

Очевидно, что функция Казимира K̃1 однозначна и корректно определяет поверхности уров-

ня O(0)
ω в g∗, следовательно пространство орбит M(0)/G является полуотделимым. Таким

образом, приведенная в данном примере функция Казимира K1 имеет не существенную

(устранимую) многозначность.

Качественно иная ситуация возникает, если функция Казимира является существенно

многозначной. Для таких функций «сшивающее» отображение φ, не являющееся тожде-

ственным, подобрать невозможно. При этом ввиду того, что множество значений K (s)(f) в

некоторых точках f плотно, условие глобальной инвариантности поверхности уровня таких

функций Казимира может нарушаться, а пространство орбит M(s)/G не является полуотде-

лимым.

ПРИМЕР 4.2. Простейший пример группы Ли с неполуотделимым пространством орбит

коприсоединенного представления приведен в монографии А. А. Кириллова [47]. Пусть α –

иррациональный вещественный параметр. Рассмотрим группу G матриц вида
eit 0 z

0 eiαt ω

0 0 1

 , t ∈ R, z, ω ∈ C. (4.5)

Группа G является полупрямым произведением одномерной подгруппы z = ω = 0 и четы-

рехмерной нормальной коммутативной подгруппы t = 0. Как топологическое пространство G

гомеоморфна евклидову пространству R5. Данная группа Ли называется группой Маутнера.

В алгебре Ли g, ассоциированной с группой G, выберем следующий базис:

e1 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , e2 =


0 0 i

0 0 0

0 0 0

 , e3 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , e4 =


0 0 0

0 0 i

0 0 0

 ,
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e5 =


i 0 0

0 iα 0

0 0 0

 ;

тогда ненулевые коммутационные соотношения алгебры g в этом базисе будут иметь следу-

ющий вид

[e1, e5] = −e2, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = −αe4, [e4, e5] = αe3.

Индекс данной алгебры равен ind g = 3; в качестве функционально независимых функций

Казимира могут быть выбраны функции

K1 = f 2
1 + f 2

2 , K2 = f 2
3 + f 2

4 , K3 = α arctg

(
f2

f1

)
− arctg

(
f4

f3

)
. (4.6)

Приведем описание коприсоединенных орбит рассматриваемой группы. Дуальное про-

странство g∗ представляет собой дизъюнктивное объединение трех инвариантных поверхно-

стей

M(0) = {f ∈ g∗ : ¬(f1 = f2 = f3 = f4 = 0)},

M(1) = {f ∈ g∗ : f1 = f2 = f3 = f4 = 0, f5 6= 0}, M(2) = {f ∈ g∗ : f = 0},

а соответствующие классы орбит выделяются следующими условиями

O(0)
ω = {f ∈M0 : Kµ(f) = ω(0)

µ , µ = 1, 2, 3},

O(1)
ω = {f ∈M1 : f5 = ω(1)}, O(2)

ω = {f ∈M2 : f = 0}.

Покажем, что функция Казимира K3 является существенно многозначной, а простран-

ство орбит B(0) = M(0)/G данной группы — не полуотделимо. Для этого аналогично преды-

дущему примеру введем «полярную» систему координат:

f1 = r cosϕ, f2 = r sinϕ, f3 = ρ cosψ, f4 = ρ sinψ, f5 = τ.

В новых координатах функции Казимира алгебры Ли g принимают следующий вид:

K1 = r, K2 = ρ, K3 = ψ − αϕ.

Так как переменные ϕ и ψ определены по модулю 2π: ϕ ∼ ϕ+ 2π, ψ ∼ ψ+ 2π, а α — ир-

рациональное число, функция K3(ϕ, ψ) бесконечнозначна и в каждой точке из g∗ множество

ее значений плотно на полуинтервале [0, 2π). Наглядную иллюстрацию дает изображение

этой функции на двумерном торе (см. рисунок 1). На этом рисунке каждой фиксированной

ветви функции Казимира K (n,m)
3 (ϕ, ψ) соответствует пара целых чисел n и m, поэтому про-

бегая всевозможные значения n,m = 0,±1,±2, . . . ветви функции K3(ϕ, ψ) «заметут» всю
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Рисунок 1 — Функция Казимира K3(ϕ, ψ)

площадь квадрата Π = {0 < ϕ ≤ 2π, 0 < ψ ≤ 2π}, образуя тем самым плотную обмотку то-

ра. Не полуотделимость фактор-пространства g∗/G в данном случае проявляется в том, что

невозможно подобрать содержащее некоторую орбиту Oλ открытое множество в g∗, которое

не пересекало бы в себя другие орбиты.

Коприсоединенное действие группы G в координатах (r, ϕ, ρ, ψ, τ) записывается в виде:

r → r, ϕ→ (ϕ+ t) mod 2π, ρ→ ρ, ψ → (ψ + αt) mod 2π,

τ → τ + Im(z · rei(ϕ+t) + αω · ρei(ψ+αt)).

Легко видеть, что функции Казимира K1 и K2 являются инвариантами данного представле-

ния и притом глобально. Напротив, функция Казимира K3 зависит от параметра t группы и

является G-инвариантной только в некоторой окрестности элемента g ∈ G:

K3(Ad∗g f) = α · arctg(tg(ϕ+ t))− arctg(tg(ψ + αt)).

На рисунке 2 приведена зависимость этой функции от параметра t при фиксированных

значениях ϕ, ψ и α =
√

2.

Несомненно, что приведенные особенности групп Ли с не полуотделимым простран-

ством орбит вызывают определенный интерес не только в теории представлений групп, но

и в теории интегрируемых классических гамильтоновых систем. В свете сказанного, акту-

альной представляется задача выделения класса таких групп. Из рассмотренных примеров

видно, что в качестве необходимого критерия может выступать наличие существенно много-

значных функций Казимира. В работе [204] были перечислены наборы функций Казимира

для всех вещественных алгебр Ли порядка меньше шести и выделены две алгебры Ли с
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Рисунок 2 — Зависимость K3 от параметра t

существенно многозначными функциями Казимира (см. таблицы А.1 – А.4 из приложения

A). Это — пятимерная алгебра Ли с коммутационными соотношениями

[e1, e5] = pe1− e2, [e2, e5] = e1 + pe2, [e3, e5] = qe3− se4, [e4, e5] = se3 + qe4, s 6= 0, (4.7)

имеющая три функции Казимира

K1 = (f 2
1 + f 2

2 )e−2p arctg(f2/f1), K2 = (f 2
3 + f 2

4 )se−2q arctg(f4/f3),

K3 = s arctg

(
f2

f3

)
− arctg

(
f4

f3

)
,

и пятимерная алгебра Ли

[e1, e5] = pe1 − e2, [e2, e5] = e1 + pe2, [e3, e5] = e1 + pe3 − e4,

[e4, e5] = e2 + e3 − pe4, 0 ≤ p < 1,

допускающая функции Казимира

K1 = (f 2
1 + f 2

2 )e−2p arctg(f2/f1), K2 = (1− p2)(pf4 − f2)2 + (f1 − pf3 + p2f4)2,

K3 =
√

1− p2 arctg

(
f2

f1

)
+ arctg

[√
1− p2 (pf4 − f2)

f1 − pf3 + p2f4

]
.

В частности, алгебра с коммутационными соотношениями (4.7) при значениях параметров

p = q = 0 изоморфна алгебре Ли рассмотренной нами дикой группы Маутнера.
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4.1.3 Тождества, инвариантные функции и классификация однородных пространств

Дальнейшее развитие идей метода орбит коприсоединенного представления приводит

к возможности применения этого мощного аппарата к изучению алгебраических свойств

однородных многообразий, важных именно с точки зрения задачи интегрирования диффе-

ренциальных уравнений.

Пусть G — связная вещественная n-мерная группа Ли, M — правое однородное m-

мерное G-пространство; xa — локальные координаты точки x ∈ M ; ζi(x) = ζai (x)∂xa —

инфинитезимальные генераторы группы преобразований G, образующие алгебру Ли g(M),

изоморфную алгебре Ли g группы G:

[ζi, ζj] = Ck
ij ζk. (4.8)

Выберем некоторую точку x0 ∈ M . Ей соответствует замкнутая (n−m)-мерная группа

стационарности (подгруппа изотропии) H, так что M = H \G. В этой точке dimG− dimM

векторных полей из g(M) обращаются в ноль. Без потери общности будем считать, что

ζα(x0) = 0, α = dimM + 1, . . . , dimG.

Таким образом, набор векторных полей ζα образует подалгебру h(M) ⊂ g(M), изоморфную

алгебре Ли h группы H.

Пусть T : M × G → M — действие группы G на однородном пространстве M , Tg(x) ≡

xg, x ∈ M , g ∈ G. Данное действие индуцирует естественное действие T̃ группы G в

пространстве кокасательного расслоения T ∗M , по определению сохраняющее каноническую

1-форму θ = padx
a, а значит и симплектическую 2-форму ω = dpa ∧ dxa:

T̃g(x, p) = (xg, (Tg−1)∗ p), p ∈ T ∗xM, x ∈M, g ∈ G.

Инфинитезимальными генераторами этого действия являются гамильтоновые векторные по-

ля sgradXi ∈ Vect(T ∗M), где функции Xi ∈ C∞(T ∗M) определяются как

Xi(x, p) ≡ 〈p, ζi(x)〉 = ζai (x)pa, i = 1, . . . , dim g. (4.9)

В силу коммутационных соотношений (4.8), для функций Xi(x, p) выполняются равенства

{Xi, Xj} = Ck
ij Xk,

где {·, ·} — каноническая скобка Пуассона на T ∗M , ассоциированная с симплектической

структурой ω = dpa ∧ dxa. Это означает, что соответствие ei → Xi, продолженное по линей-

ности на всю алгебру g, является гомоморфизмом алгебр Ли.
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С гамильтоновым действием группы G на T ∗M связано отображение момента µ :

T ∗M → g∗, определяемое формулой

〈µ(x, p), ei〉 = Xi(x, p), i = 1, . . . , dim g. (4.10)

Отображение µ является пуассоновым отображением, так как для любых функций ϕ, ψ ∈

C∞(g∗) имеет место соотношение

{µ∗ϕ, µ∗ψ} = µ∗{ϕ, ψ}g. (4.11)

Здесь {·, ·}g — скобка Ли – Пуассона на дуальном пространстве g∗, определяемая форму-

лой (2.12). Кроме этого, отображение момента µ : T ∗M → g∗ является G-эквивариантным

отображением

µ ◦ T̃g = Ad∗g−1 ◦ µ, g ∈ G,

то есть действие группы G на T ∗M при отображении µ переходит в коприсоединенное

действие этой группы на дуальном пространстве g∗.

В общем случае отображение µ : T ∗M → g∗ не является сюръективным. Другими сло-

вами, размерность образа µ(T ∗M) может быть меньшей, чем размерность пространства g∗.

Чтобы учесть этот факт, введем следующее определение.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.3. Функции на дуальном пространстве g∗, принадлежащие ядру отоб-

ражения µ∗ : C∞(g∗)→ C∞(T ∗M), будем называть тождествами.

Множество всех тождеств образует ассоциативное коммутативное кольцо, образующее

двусторонний идеал в кольце функций C∞(g∗). Кроме того, как следует из соотношения

(4.11), тождества образует алгебру относительно скобки Ли – Пуассона {·, ·}g.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.4. Число функционально независимых тождеств будем называть ин-

дексом однородного пространства M и обозначать iM .

С помощью формулы (4.10) нетрудно видеть, что iM — это фактически число независи-

мых функциональных соотношений между функциями Xi(x, p) = ζai (x)pa.

Хотя неявным образом тождества учитывались в работах многих авторов (в особен-

ности в рамках проблемы некоммутативной интегрируемости гамильтоновых систем), по-

видимому впервые они были систематически исследованы в работах И. В. Широкова. В

частности, в статье [28] им была получена верхняя оценка размерности пространства M при

которой iM > 0, а именно:

dimM <
1

2
(dim g + ind g) . (4.12)
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Обозначим через h⊥ = {f ∈ g∗ : 〈f, h〉 = 0} — аннулятор подалгебры h в дуальном про-

странстве g∗. Следующий важный результат, доказанный в работе [110], позволяет описать

тождества в терминах коприсоединенного действия группы G.

ТЕОРЕМА 4.1. Функция Γ ∈ C∞(g∗) тогда и только тогда является тождеством,

когда ее ограничение на орбиту Ad∗G h⊥ пространства h⊥ равно нулю:

Γ(f)
∣∣
Ad∗G h⊥

= 0.

Из этой теоремы, в частности, вытекает формула для индекса iM однородного простран-

ства

iM = codim Ad∗G h⊥, (4.13)

откуда очевидным образом следует неравенство

iM ≤ dimG− dimM = dimH.

Кроме того, отметим еще одно полезное следствие теоремы 4.1.

СЛЕДСТВИЕ 4.1. Образ отображения момента µ : T ∗M → g∗ совпадает с орбитой

подпространства h⊥:

µ(T ∗M) = Ad∗G h⊥.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.5. Пусть для некоторых орбит s-типа: M(s)∩h⊥ 6= ∅, но Ms−1∩h⊥ = ∅.

В этом случае число s мы будем называть степенью сингулярности однородного простран-

ства M и обозначать sM . Соответственно будем говорить, что однородное пространство M

является пространством sM -типа.

В дуальном пространстве g∗ рассмотрим набор инвариантных поверхностей

MH
(s) ≡ Ad∗G h⊥ ∩M(s), s ≥ sM .

Ясно, что каждая поверхность MH
(s) является объединением коприсоединенных орбит s-типа,

имеющих ненулевое пересечение с подпространством h⊥, то есть

MH
(s) =

⋃
ω∈Ω

(s)
H

O(s)
ω ,

где Ω
(s)
H = K (s)(M(s) ∩ h⊥) ⊂ Ω(s). Имея теперь в виду разложение (4.3), получаем

Ad∗G h⊥ =
⋃
s≥sM

MH
(s). (4.14)

Каждому однородному пространству M поставим в соответствие целое неотрицательное

число

dM = dimM + iM − sM −
1

2
(dim g + ind g) , (4.15)
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которое мы будем называть дефектом однородного пространства. Далее мы увидим, что

дефект играет очень важную роль в теории интегрирования дифференциальных уравнений

на однородных пространствах, так как он непосредственно связан с пуассоновой алгеброй

инвариантных функций на T ∗M . Пока же, следуя работе [110], мы приведем некоторые

явные формулы для вычисления дефекта, индекса и степени сингулярности однородного

пространства.

Используя определения индекса и степени сингулярности однородного пространства M ,

перепишем равенство (4.15) с учетом формулы (4.13):

dM =
1

2
dimOλ −

(
dim Ad∗G h⊥ − dim h⊥

)
.

Здесь и ниже посредством λ мы обозначаем элемент общего положения подпространства h⊥.

Первый член в правой части этого равенства может быть записан как

1

2
dimOλ =

1

2
rank ‖Cij(λ)‖ ≡ 1

2
rank〈λ, [g, g]〉,

в то время как член в круглых скобках вычисляется согласно формуле

dim Ad∗G h⊥ − dim h⊥ = rank ‖Ciα(λ)‖ ≡ rank〈λ, [g, h]〉.

Таким образом, для дефекта однородного пространства M получаем

dM =
1

2
rank〈λ, [g, g]〉 − rank〈λ, [g, h]〉 =

1

2
dim g/gλ − dim h/hλ, (4.16)

где gλ — аннулятор ковектора λ ∈ h⊥, hλ = h ∩ gλ.

Сопоставляя между собой формулы (4.15) и (4.16), для степени сингулярности sM и

индекса iM получаем следующие выражения:

sM =
1

2

(
dim gλ − ind g

)
, iM = dim hλ. (4.17)

Примерами однородных пространств нулевого дефекта являются симметрические или,

более общо, слабо симметрические однородные пространства [205]. Группы Ли, рассматрива-

емые как однородные пространства с тривиальной подгруппой изотропии H = {e}, являются

пространствами максимально возможного дефекта: dG = (dim g− ind g)/2. Кроме этого, лю-

бое однородное пространство M = H \ G, где H — нормальный делитель в G, также имеет

максимально возможный дефект. (На самом деле, в этом случае действие группы G на M

неэффективно, и фактически мы имеем действие фактор-группы H \G на себе).

В общем случае в C∞(T ∗M) могут существовать непостоянные функции, инвариантные

относительно естественного действия группы G на пространстве кокасательного расслоения
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T ∗M . В силу связности группы G таковой будет являться всякая функция Y (x, p), удовле-

творяющая условию

{Xi(x, p), Y (x, p)} = 0, i = 1, . . . , dim g. (4.18)

Пусть {Y1(x, p), . . . , Yk(x, p)} — максимальный набор функционально независимых решений

уравнения (4.18). Обозначим через F линейную оболочку данного набора функций. В силу

замкнутости множества инвариантных функций относительно канонической скобки Пуассо-

на на T ∗M , имеем

{Yα, Yβ} = Ωαβ(Y ), α, β = 1, . . . , dim F . (4.19)

Таким образом, линейное пространство F с базисом {Y1(x, p), . . . , Yk(x, p)} образует пуассо-

нову алгебру, которую мы будем называть алгеброй инвариантных функций на T ∗M .

ЗАМЕЧАНИЕ 4.4. Отметим, что в общем случае функции Ωαβ(Y ) в формуле (4.19) могут

зависеть от Yα(x, p) нелинейным образом, то есть алгебра инвариантных функций F может

не являться алгеброй Ли.

Обозначим через π : G → H \ G — естественную проекцию группы G на пространство

правых смежных классов по подгруппе H. В силу того, что π∗(h) = 0, для всякого ковектора

p0 ∈ T ∗x0
M будем иметь π∗(p0) ∈ h⊥. Очевидно, что возникающее тем самым отображение

π∗ : T ∗x0
M → h⊥ является изоморфизмом линейных пространств.

Пусть Y (x, p) — инвариантная на T ∗M функция. Для некоторого g ∈ G положим x =

x0g, тогда согласно определению Y (x, p) = Y (x0, (Tg)
∗ p), где p ∈ T ∗xM . Так как (Tg)

∗ p ∈

T ∗x0
M , мы можем записать

Y (x0g, p) = a(π∗(Tg)
∗p), (4.20)

для некоторой функции a(f) ∈ C∞(h⊥). В силу того, что Y (x, p) — корректно определенная

функция, ее значения не должны зависеть от выбора конкретного представителя правого

смежного класса Hg. Отсюда следует, что функция a(f), определяемая равенством (4.20),

должна удовлетворять условию

a(Ad∗h ·) = a(·), h ∈ H. (4.21)

Таким образом, всякой инвариантной на T ∗M функции соответствует некоторая H-инва-

риантная функция из C∞(h⊥). Нетрудно показать, что указанное соответствие является

взаимо однозначным: для любой функции a ∈ C∞(h⊥)H формула (4.20) корректно задает

инвариантную функцию Y (x, p) на T ∗M .

Инфинитезимальным аналогом соотношения (4.21) является система дифференциаль-
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ных уравнений вида

Cαi(f)
∂a(f)

∂fi

∣∣∣
f∈h⊥

= 0, α = 1, . . . , dim h. (4.22)

Если подгруппа H — связна, то множество решений системы (4.21) исчерпывает все воз-

можные функции из C∞(h⊥)H . Данный факт может служить основой для практического

вычисления всех инвариантных функций из C∞(T ∗M) .

Следствием соотношений (4.22) является формула для размерности алгебры F инвари-

антных функций:

dim F = dimM − rank ‖Ciα(λ)‖ = dimM − rank〈λ, [g, h]〉,

где λ — элемент общего положения подпространства h⊥. Используя для индекса iM вторую

из формул (4.17), получаем:

dim F = 2 dimM − dim g + iM . (4.23)

Отметим, что из неотрицательности числа dim F следует ограничение снизу на индекс

однородного пространства

iM ≥ dim g− 2 dimM.

Пусть {a1(f), . . . , ak(f)} — набор функционально независимых решений системы урав-

нений (4.22), k = dim F . Обозначим через F ∗ линейную оболочку данного набора, тогда

бесконечномерное пространство гладких на F ∗ функций представляет собой пуассонову ал-

гебру относительно скобки Пуассона

{ϕ, ψ}F (a) ≡ Ωβγ(a)
∂ϕ(a)

∂aβ

∂ψ(a)

∂aγ
, (4.24)

где функции Ωβγ(a) определяются согласно формуле (4.19). Каждой функции ϕ(a) мы можем

сопоставить векторное поле sgradϕ на F ∗:

sgradϕ(a) ≡ Ωβγ(a)
∂ϕ(a)

∂aβ

∂

∂aγ
.

Все касательные векторы sgradϕ(a) принадлежат плоскости Π(a), являющейся линейной

оболочкой набора векторов {Z̃β ≡ sgrad aβ}. Из тождества Якоби для скобки Пуассона (4.24)

следует инволютивность векторных полей Z̃β(a):

[Z̃β, Z̃γ](a) =
∂Ωβγ(a)

∂aδ
Z̃δ(a),

поэтому согласно теореме Фробениуса распределение плоскостей Π(a) интегрируемо. Инте-

гральные многообразия этого распределения — это симплектические листы скобки Пуассона

(4.24), играющие роль коприсоединенных орбит для пуассоновой алгебры F .
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Пусть Õω — семейство симплектических листов общего положения скобки Пуассона

(4.24), «нумеруемых» параметром ω. Как поверхность в F ∗ симплектический лист Õω опре-

деляется равенствами

Õω = {a ∈ F ∗ : Zµ(a) = ωµ − const, µ = 1, . . . , ind F}

где функции Zµ(a) находятся из системы уравнений

Ωβγ(a)
∂Z (a)

∂aγ
= 0, β = 1, . . . , dim F , (4.25)

и являются функциями Казимира скобки Пуассона (4.24). Число ind F , определяемое как

количество функционально независимых решений системы (4.25), по аналогии с обычными

алгебрами Ли мы будем называть индексом алгебры F . В работе [110] показано, что индекс

ind F совпадает с числом нетривиальных функций Казимира sM -типа и равен

ind F = ind g + 2sM − iM . (4.26)

Комбинируя между собой формулы (4.15), (4.23) и (4.26), для размерности симплекти-

ческого листа Õω получаем

dim Õω = dim F − ind F = 2dM ,

Таким образом, дефект однородного пространства в точности равен половине размерности

симплектического листа общего положения в пространстве F ∗. В частности, при dM > 0

алгебра инвариантных функций на T ∗M некоммутативна.

Таким образом, каждому однородному пространству M = H \ G мы можем сопоста-

вить три неотрицательных целых числа: индекс iM , степень сингулярности sM и дефект dM .

Отметим, что указанные характеристики отражают чисто алгебраические свойства однород-

ного пространства, и могут быть посчитаны по структурным константам алгебры Ли g и ее

подалгебры h. Кроме того, указанные три числа не независимы; между ними имеется связь,

даваемая формулой (4.15).

С классификационной точки зрения естественно ввести следующий критерий экви-

валентности однородных пространств: два однородных G-пространства эквивалентны, если

они имеют одинаковую степень сингулярности sM и одинаковый индекс iM (а следовательно,

и одинаковый дефект). Подобный классификационный подход оказывается очень удобным

в задачах исследования интегрируемых дифференциальных уравнений на однородных про-

странствах. Далее мы еще неоднократно подтвердим этот тезис, а пока лишь отметим, что

описание однородных пространств с точки зрения коприсоединенных орбит представляет, на
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наш взгляд, и самостоятельную ценность. В связи с эти приведем здесь ссылку на рабо-

ту [206], где на основе описанного подхода была получена классификация всех однородных

пространств двух физически важных групп — Пуанкаре и де Ситтера.

§ 4.2 Два класса метрик на однородных пространствах

В настоящем параграфе мы опишем два класса псевдоримановых метрик, которые мож-

но естественным образом построить на однородном пространстве M = H \G.

4.2.1 G-инвариантные метрики

Напомним основной рецепт построения G-инвариантных метрик на однородных про-

странствах (см., например, [207]). Пусть G — связная вещественная группа Ли, H ⊂ G — ее

замкнутая подгруппа,M = H\G — соответствующее однородное пространство, π : G→ H\G

— естественная проекция группы G на пространство правых смежных классов по подгруп-

пе H. Обозначим через g и h алгебры Ли групп G и H соответственно. В силу того, что

отображение π∗ : TzG → Tπ(g)M сюръективно, всякий касательный вектор из Tπ(z)M может

быть представлен в виде π∗ ξ, где ξ ∈ TzG — некоторый касательный вектор на группе в

точке z.

Рассмотрим билинейную симметрическую форму G(·, ·), заданную на алгебре g и удо-

влетворяющую двум условиям:

ker G(·, ·) = h, (4.27)

G(Adh·,Adh·) = G(·, ·), h ∈ H. (4.28)

Следующее равенство корректно определяет G-инвариантную псевдориманову метрику g(·, ·)

на однородном пространстве M :

g(π∗ξ1, π∗ξ2) ≡ G((Rz−1)∗ ξ1, (Rz−1)∗ ξ2), ξ1, ξ2 ∈ TzG, z ∈ G. (4.29)

Здесь Rz : G → G — преобразование правого сдвига на группе G, отвечающее элементу

z ∈ G. Действительно, в силу условия (4.27) правая часть равенства (4.29) зависит только

от образов векторов ξ1 и ξ2 в касательном пространстве Tπ(z)M , в то время как требование

(4.28) приводит к независимости данного определения от выбора конкретного представителя

правого смежного класса π(z) = Hz. Отметим, что описанным способом может быть полу-

чена любая G-инвариантная псевдориманова метрика на однородном пространстве [207].

Вообще говоря, инвариантные метрики существуют не на всяком однородном простран-

стве. Тем не менее, в каждом конкретном случае их построение (или доказательство того,
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что они не существуют) может быть легко проведено чисто алгебраическими методами. Фак-

тически для этого необходимо решить систему алгебраических уравнений (4.27) и (4.28), и

подставить полученное решение в формулу (4.29). Тем самым мы получим полное семейство

инвариантных метрик на однородном пространстве M . Что же касается общих результа-

тов, то можно, например, утверждать, что инвариантные метрики существуют на всяком

однородном пространстве с компактной группой стационарности H. Действительно, в си-

лу компактности на касательном пространстве Tx0M существует H-инвариантное скалярное

произведение (определенное, вообще говоря, неоднозначно), которое корректно разносится

на все однородное пространство M при помощи действия группы G.

Приведем теперь явную формулу для инвариантной метрики на M = H \ G, выражен-

ную в терминах правоинвариантных 1-форм на группе G. Для этого в главном расслоении

(G,M, π,H) зафиксируем некоторое сечение s : M → G, π ◦ s = id, и введем на многооб-

разии M локальную систему координат xa, (a = 1, . . . , dimM). Полагая в равенстве (4.29)

z = s(x), ξ1 = s∗ ∂xa, ξ2 = s∗ ∂xb, получаем

gab(x) ≡ g(∂xa , ∂xb) = G((Rs−1(x))∗ s∗ ∂xa , (Rs−1(x))∗ s∗ ∂xb). (4.30)

Пусть {ei} — базис в алгебре g, {ei} — дуальный ему базис в пространстве g∗. Тогда мы

можем записать (Rs−1(x))∗ s∗ ∂xa = 〈s∗σi, ∂xa〉 ei, где σi(g) ≡ (Rg−1)∗ ei — правоинвариантная

1-форма на группе G, ассоциированная с базисным ковектором ei. Отсюда будем иметь

gab(x) = Gij〈s∗σi, ∂xa〉〈s∗σj, ∂xb〉, Gij ≡ G(ei, ej). (4.31)

Отметим, что независимость правой части данного равенства от выбора сечения s : G→ M

обеспечивается требованиями 4.27 и 4.28.

На расслоенном пространстве (G,M, π,H) введем координаты {xa}∪ {hα} прямого про-

изведения U×H, где {xa}, (a = 1, . . . ,M) — локальные координаты в области тривиализации

U ∈M , содержащей точку x0, {hα} (α = dimM+1, . . . , dimG) — координаты в подгруппе H.

С этой системой координат мы ассоциируем базис {ea} ∪ {eα} в алгебре Ли g такой, что

ea = s∗ ∂xa |x=x0 , a = 1, . . . , dim g− dim h; eα = ∂hα |h=0, α = dim g− dim h + 1, . . . , dim g.

Тем самым мы имеем разложение алгебры g в прямую сумму g = m ⊕ h, где h — алгебра

Ли группы H, m ⊂ g — дополнительное подпространство, являющееся линейной оболочкой

базисных векторов ea.

Пусть сечение s : M → G выбрано таким образом, что над областью тривиализации U :

sa(x) = xa, a = 1, . . . , dimM ; sα(x) = 0, α = 1 + dimM, . . . , dimG.
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В этом случае согласно формуле (4.31) получаем

gab(x) = Gcd σ
c
a(x, h)σdb (x, h), (4.32)

где σab (x, h) = 〈σa, s∗ ∂xb〉 — значение правоинвариантной 1-формы σa на векторном поле

s∗ ∂xa ∈ Vect(G), Gcd ≡ G(ec, ed).

4.2.2 Метрики субмерсии

Инвариантные пседоримановы метрики на однородных пространствах являются класи-

ческим объектом исследования дифференциальной геометрии, а также теории групп и алгебр

Ли. На сегодняшний день геометрия таких метрик хорошо изучена и, кроме того, получены

достаточно обширные классификационные результаты. Напротив, понятие псевдоримановой

субмерсии сформировалось относительно недавно. Локальная дифференциальная геометрия

субмерсий впервые была изложена в работах [51], [208]. В настоящем разделе мы дадим

определение псведоримановой субмерсии и опишем конструкцию возникающих при этом

метрик. Более подробно мы остановимся на случае, когда субмерсия имеет вид π : G→ H\G,

где π — естественная проекция группы Ли G на однородное пространство M = H \G.

Пусть (M̃, g̃), (M, g) — псевдоримановы многообразия, π : M̃ → M — гладкая субмер-

сия. Пусть Vz — подпространство в TzM̃ такое, что π∗(Vz) = 0, Hz — ортогональное дополне-

ние к Vz в TzM̃ , определяемое метрикой g̃(·, ·). Отображение π называется псведоримановой

субмерсией, если его производное отображение π∗ сохраняет скалярное произведение каса-

тельных векторов из Hz, и ограничение метрики g̃(·, ·) на Vz является невырожденным.

Векторное поле ξ ∈ Vect(M̃) будем называть проектируемым, если существует такое

векторное поле ζ ∈ Vect(M), что π∗ ξ = ζ. В этом случае говорят, что векторные поля ζ и

ξ являются π-связанными. Векторное поле ξ на M̃ будем называть горизонтальным, если

ξ(z) ∈ Hz в любой точке z ∈ M̃ . Горизонтальные проектируемые векторные поля на M̃

будем называть базисными. Важно отметить, что для любого векторного поля ζ ∈ Vect(M)

существует единственное π-связанное с ним базисное векторное поле ξ на M̃ [51].

Согласно определению псевдоримановой субмерсии получаем, что метрики на M и M̃

связаны соотношением:

g(ζ1, ζ2) = g̃(ξ1, ξ2). (4.33)

Здесь ζ1, ζ2 — произвольные векторные поля из Vect(M), ξ1, ξ2 — π-связанные с ними базис-

ные векторные поля на M̃ .

Сделаем теперь дополнительное предположение о том, что псевдоримановая субмер-

сия π : M̃ → M является локально тривиальным расслоением (например, для римановых
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субмерсий соответствующие достаточные условия получены в работе [209]; по поводу псев-

дориманового случая см. [210]). Над областью тривиализации U ⊂ M данного расслоения

введем координаты прямого произведения {xa} ∪ {yα}, где xa, (a = 1, . . . , dimM) — коорди-

наты в области U , yα, (α = 1, . . . , dim F ) — координаты в слое F . Очевидно, что в этом

случае набор векторных полей {∂yα} образует базис касательного пространства Vz в точке

z = (x, y) ∈ U ×F . Обозначим посредством ∂̃xa базисное векторное поле на M̃ , π-связанное

с координатным векторным полем ∂xa ∈ Vect(U), a = 1, . . . , dimM . Тогда следуя формуле

(4.33) будем иметь:

gab ≡ g(∂xa , ∂xb) = g̃(∂̃xa , ∂̃xb). (4.34)

В выбранной системе координат базисные векторные поля ∂̃xa записываются в виде

∂̃xa = ∂xa + Γαa (x, y)∂yα , (4.35)

где функции Γαa (x, y) однозначно определяются условием g̃(∂̃xa , ∂yα) = 0 и выражаются через

компоненты метрики g̃(·, ·) согласно формуле

Γαa = −ḡαβ g̃aβ. (4.36)

Здесь ḡαβ — компоненты матрицы, обратной к матрице ‖gαβ‖. Используя формулы (4.35) и

(4.36), из (4.34) получаем

gab = g̃ab − ḡαβ g̃aα g̃bβ. (4.37)

Полученная формула выражает компоненты gab метрики многообразия M через компоненты

метрического тензора g̃ij многообразия M̃ . Следствием равенства (4.37) является выражение,

связывающее между собой контравариантные компоненты метрик g и g̃:

gab = g̃ab. (4.38)

Пусть G — группа Ли, H — ее замкнутая подгруппа, M = H \G — правое однородное

пространство, g и h — алгебры Ли групп G и H соответственно. Рассмотрим на группе G

левоинвариантную псевдориманову метрику g̃(·, ·). Применяя те же соображения, что и в

§ 2.4, мы можем записать

g̃(ξi, ξj) = Gij,

где ξi(g) = (Lg)∗ ei — левоинвариантное векторное поле, соответствующее базисному вектору

ei ∈ g, Gij ≡ G(ei, ej), где G(·, ·) — ограничение метрики g̃(·, ·) на касательное пространство

g ' TeG. Следствием этого равенства являются формулы

g̃ij(g) = Gkl ω
k
i (g)ωlj(g), g̃ij(g) = Gklξik(g)ξjl (g), (4.39)
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выражающие контра- и ковариантные компоненты метрического тензора левоинвариантной

метрики в терминах левоинвариантных векторных полей и дуальных им 1-форм на группе G.

Пусть {eα} — базис в алгебре Ли h группы H. Предположим, что форма G(·, ·) такова,

что

det ‖G(Adg eα,Adg eβ)‖ 6= 0, g ∈ G.

В этом случае, однородное пространство M = H \ G канонически снабжается метрикой

g(·, ·), превращающей отображение π : G → H \ G в псевдориманову субмерсию. Проще

всего получить явный вид этой метрики в «расщепленных» координатах (xa, hα), где xa —

локальные координаты на однородном пространстве M , hα — координаты на подгруппе H.

Действительно, левоинвариантные векторные поля ξi и генераторы ζi действия группы G на

M в этих координатах связаны соотношениями

ξi = ζai (x)∂xa + ξαi (x, h)∂hα , ζi = ζai (x)∂xa ,

откуда с использованием формул (4.38) и (4.39) получаем:

gab(x) = Gij ζai (x)ζbj (x). (4.40)

ЗАМЕЧАНИЕ 4.5. Если мы предполагаем в равенстве (4.40) произвольность постоян-

ных величин Gij, то метрика, определяемая этим равенством, не всегда оказывается G-

инвариантной.

Метрики на однородных пространствах, сконструированные описанным способом, назы-

ваются метриками субмерсии. Нетрудно видеть, что метрики субмерсии образуют гораздо

более широкий класс метрик, чем инвариантные метрики. По-видимому, метрики субмерсии

существуют на любых однородных пространствах.

В настоящее время метрики субмерсии являются довольно популярным объектом ис-

следования в дифференциальной геометрии, теории групп Ли, а также в математической

и теоретической физике. Так, например, теория (псевдо)римановых субмерсий довольно ин-

тенсивно применяется к изучению эйнштейновых многообразий; в рамках этого подхода уже

получены довольно обширные классификационные результаты, обзор которых можно найти

в монографии [111]. Римановы субмерсии также представляют немалый интерес в теорети-

ческой физике и имеют приложения в теории Янга – Миллса [112, 113], теории Калуцы –

Клейна [114,115], а также в супергравитации и теории струн [116].

В заключение заметим, что не смотря на то, что рассмотренные нами два класса псев-

доримановых метрик на однородном пространстве M = H \ G имеют весьма различную



162

природу, эти классы все же могут допускать непустое пересечение. Выясним, при каких

условиях метрика субмерсии (4.40) может являться одновременно и G-инвариантной.

Предположим, что для метрики (4.40) справедливы соотношения

Lζi g
ab = 0, i = 1, . . . , dim g,

где посредством Lζi обозначен оператор производной Ли вдоль генератора ζi группы преобра-

зований G. Нетрудно показать, что данные соотношения равносильны следующим условиям,

накладываемым на билинейную форму G(·, ·):

C l
ij Glk + C l

ik Glj = 0.

В силу связности группы G полученные равенства эквивалентны требованию G-инвариан-

тности формы G(·, ·):

G(Adg·,Adg·) = G(·, ·), g ∈ G.

Напомним, что лево- или правоинвариантны псевдоримановые метрики на группах Ли,

отвечающие G-инвариантным билинейным симметрическим формам на соответствующих ал-

гебрах Ли, называются биинвариантными (см. § 2.4). Таким образом, метрики субмерсии

на однородном пространстве M = H \ G, отвечающие левоинвариантным биинвариантным

метрикам на группе G, автоматически будут являться инвариантными. В связи с этим, мы

будет называть такие метрики субмерсии биинвариантными метриками на однородном

пространстве.

§ 4.3 Специальное каноническое преобразование в T ∗M

Ключевым механизмом метода интегрирования правоинвариантных гамильтоновых си-

стем на группах Ли, изложенного в § 2.3, явилось применение специального канонического

преобразования в пространстве T ∗G. В настоящем разделе мы обобщим указанный подход,

описав алгоритм построения аналогичного канонического преобразования в пространстве

T ∗M , где M = H \G — произвольное однородное пространство связной группы Ли G.

Пусть F — пуассоновая алгебра инвариантных функций на пространстве кокасатель-

ного расслоения T ∗M . Аналогично отображению момента (4.10), введем отображение µ̃ :

T ∗M → F ∗ с помощью соотношений

Yβ(x, p) = aβ, β = 1, . . . , dim F . (4.41)

Здесь {Yβ(x, p)} — набор функционально независимых инвариантных функций на T ∗M ,

образующих базис пуассоновой алгебры F . Как показано в монографии [211] пара (µ, µ̃) :
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T ∗M → g∗ ×F ∗ определяет так называемое бирасслоение, то есть симплектические листы

O(sM ) ⊂ Ad∗G h⊥ и Õ ⊂ F ∗ находятся во взаимно однозначном соответствии друг с другом:

Õ = µ̃
(
µ−1(O(sM ))

)
, O(sM ) = µ

(
µ̃−1(Õ)

)
.

Это означает, что количество нетривиальных функций Казимира K (sM )
ν на Ad∗G h⊥ совпадает

с количеством функций Казимира Zν на F ∗ и их можно выбрать согласованным образом:

Zν ◦ µ̃ = Kν ◦ µ ↔ Zν(Y (x, p)) = Kν(X(x, p)); ν = 1, . . . , ind F .

Согласованные симплектические листы O(sM )
ω , Õω, нумерованные ind F–мерным парамет-

ром ω, определяются равенствами:

O(sM )
ω = {f ∈ Ad∗G h⊥ : K (sM )

ν (f) = ων}, Õω = {a ∈ F ∗ : Zν(a) = ων}.

На множестве коприсоединенных орбит sM -типа введем (локальную) гладкую пара-

метризацию, считая, что каждая орбита проходит через ковектор λ(J), параметризованный

ind F -мерным вещественным параметром J = (J1, . . . , Jind F ). Пусть функции fi = fi(u, v; J)

(i = 1, . . . , dim g) задают переход к каноническим координатам (uā, v
ā) на коприсоединенной

орбите Oλ(J), причем

fi(0, 0; J) = λi(J), F sM (f(u, v, J)) = 0;

K (sM )
ν (f(u, v, J)) = ω(sM )

ν (J), det

∥∥∥∥∥∂ω(sM )
ν (J)

∂Jµ

∥∥∥∥∥ 6= 0, µ, ν = 1, . . . , ind F .

Как уже отмечалось, подобный переход существует всегда в силу известной теоремы Дарбу.

В частности, если ковектор λ(J) обладает поляризацией n ⊂ gC, построение указанного

перехода может быть осуществлено чисто алгебраическими методами (см. § 2.2).

Аналогичный переход к каноническим координатам можно произвести на симплекти-

ческих листах дуального пространства F ∗. Для этого мы введем гладкую параметризацию

симплектических листов общего положения в F ∗ считая, что каждый такой лист проходит

через элемент σ(J) ∈ F ∗, где J — вещественный ind F -мерный параметр. Ограничение

скобки Пуассона (4.24) на симплектический лист Õσ(J) невырожденно и определяет на нем

симплектическую структуру ω̃σ(J), которая в канонических координатах (u′ᾱ, v
′ᾱ) имеет вид:

ω̃σ =

dM∑
ᾱ=1

du′ᾱ ∧ dv′ᾱ.

Ясно, что построение перехода к каноническим координатам (u′ᾱ, v
′ᾱ) на симплектических

листах Õσ(J) сводится к отысканию функций aβ(u′, v′; J), β = 1, . . . , dim F , таких, что

∂aβ(u′, v′; J)

∂u′ᾱ

∂aγ(u
′, v′; J)

∂v′ᾱ
− ∂aγ(u

′, v′; J)

∂u′ᾱ

∂aβ(u′, v′; J)

∂v′ᾱ
= Ωβγ(a(u′, v′; J)),
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причем

Zν(a(u′, v′; J)) = ω̃ν(J), ν = 1, . . . , ind F .

Рассмотрим расширенное четномерное многообразие N = T ∗M × Oλ(J) × Õσ(J), являю-

щееся симплектическим относительно невырожденной замкнутой 2-формы

dimM∑
a=1

dpa ∧ dxa −
(n−r)/2−sM∑

ā=1

duā ∧ dvā −
dM∑
ᾱ=1

du′ᾱ ∧ dv′ᾱ, (4.42)

где n = dim g, r = ind g, dM — дефект однородного пространства M . Обозначим через

MJ ⊂ N — поверхность в N , заданную следующей системой алгебраических уравнений:

Xi(x, p) = fi(u, v; J), i = 1, . . . , dim g; (4.43)

Yβ(x, p) = aβ(u′, v′; J), β = 1, . . . , dim F . (4.44)

Между функциями {Xi(x, p)}∪{Yβ(x, p)} имеется ind F + iM независимых функциональных

соотношений, поэтому для размерности поверхности MJ получаем

dimMJ = dimM +
n− r

2
− sM + dM =

1

2
dimN.

Таким образом, MJ — поверхность половинной размерности в симплектическом многооб-

разии N . Кроме того, относительно пуассоновой структуры, порождаемой симплектической

формой (4.42), функциональный набор {Xi(x, p) − fi(u, v; J)} ∪ {Yβ(x, p) − aβ(u′, v′; J)} на-

ходится в инволюции. Это означает, что семейство поверхностей MJ ⊂ N , гладко пара-

метризованное ind F -мерным параметром J , задает некоторое лагранжево распределение в

симплектическом многообразии N .

Не ограничивая общности предположим, что с помощью равенств (4.43), (4.44) мы

можем явно выразить переменные pa, uā и v′ᾱ как функции от координат xa, vā и u′ᾱ; в этом

случае последние можно считать локальными координатами на поверхности MJ . В силу

лагранжевости этой поверхности, ограничение на нее симплектической формы (4.42) равно

нулю, поэтому 1-форма

θ(u′, v, x; J) =
dimM∑
a=1

pa(u
′, v, x; J)dxa −

(n−r)/2−sM∑
ā=1

uā(u
′, v, x; J)dvā+

+

dM∑
ᾱ=1

v′ᾱ(u′, v, x; J)du′ᾱ, (4.45)

зависящая от J как от параметра, является замкнутой, а следовательно, локально точной.

Но это означает, что существует (локальная) функция S(u′, v, x; J) такая, что

S(u′, v, x; J) =

∫
θ(u′, v, x; J). (4.46)
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С помощью функции S(u′, v, x; J) определим дополнительные ind F фазовых перемен-

ных

τµ(u′, v, x, J) ≡ ∂S(u′, v, x; J)

∂Jµ
, µ = 1, . . . , ind F . (4.47)

Используя систему равенств (4.43), (4.44) и (4.47) мы можем выразить величины uā, vā, u′ᾱ,

v′ᾱ, Jµ и τµ как функции от фазовых переменных pa и xa. Полученное локальное преобра-

зование в T ∗M будет являться, очевидно, гладким и взаимооднозначным, причем согласно

построению выполняется условие:

dimM∑
a=1

dpa ∧ dxa =

(n−r)/2−sM∑
ā=1

duā ∧ dvā +

dM∑
ᾱ=1

du′ᾱ ∧ dv′ᾱ +
ind F∑
µ=1

dJµ ∧ dτµ. (4.48)

Локальное каноническое преобразование в T ∗M , построенное описанным способом, мы

будем называть специальным. При этом функция S(u′, v, x; J), определяемая согласно (4.46),

будет является производящей функцией этого канонического преобразования.

Обсудим некоторые частные случаи.

1. Пусть группа G — коммутативная. Симплектические листы O(sM ) и Õ такой группы

нульмерны, следовательно, координат v, u, v′ и u′ нет. В этом случае специальное канони-

ческое преобразование есть просто переход от фазовых переменных (p, x) на T ∗M к хорошо

известным переменным «действие – угол» (J, τ), где J интерпретируются как переменные

«действие», а τ — как переменные «угол».

2. Пусть H = {e} — тривиальная подгруппа изотропии так, что M = G. Другими

словами, мы рассматриваем группу Ли G как однородное пространство, на котором G как

группа преобразований действует правыми сдвигами. В этом случае симплектические ли-

сты Õ так же как и O являются регулярными орбитами коприсоединенного представления

группы G, а переменные v′ и u′ так же как v и u являются каноническими координатами

на коприсоединенных орбитах. Соответствующее специальное каноническое преобразование

было построено нами в § 2.3. В частности, производящая функция этого преобразования

вычисляется с помощью формулы (2.56).

3. Пусть однородное пространство M = H \G имеет нулевой дефект: dM = 0. Согласно

терминологии Э. Б. Винберга такие однородные пространства называются слабо коммута-

тивными [205]. В случае слабо коммутативного однородного пространства симплектические

листы Õ нульмерны, переменных u′ и v′ нет. Отметим также, что алгебра F всех инвариант-

ных функций коммутативна и фактически состоит только из функций вида K (sM )(X(x, p)),

где K (sM ) — функция Казимира sM -типа на дуальном пространстве g∗.

Обсудим теперь связь нашего канонического преобразования с некоторыми результа-

тами теории некоммутативного интегрирования конечномерных гамильтоновых систем [17,
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18, 106]. Вначале напомним некоторые определения. Пусть (N,ω) — гладкое симплектиче-

ское многообразие, f1, . . . , fk ∈ C∞(N) — набор функций, замкнутый относительно скобки

Пуассона на N : {fA, fB} = FAB(f), A,B = 1, . . . , k. Тем самым данный набор образует

некоторую пуассонову алгебру P. Для каждой точки x ∈ N определим в T ∗N два под-

пространства. Пусть Fx ⊂ T ∗xN — пространство, порожденное дифференциалами функций

f ∈P, Kx ⊂ T ∗xM — ядро ограничения пуассоновой структуры на Fx. Числа

ddim P ≡ sup
x∈M

dimFx, dind P ≡ sup
x∈M

dimKx,

называются соответственно дифференциальной размерностью и дифференциальным ин-

дексом алгебры P. Пуассонова алгебра P называется полной, если

ddim P + dind P = dimN.

Пусть N = T ∗M , где M = H \G. Рассмотрим пуассонову алгебру P на T ∗M , порожда-

емую набором функций {Xi(x, p)} ∪ {Yα(x, p)}. Можно показать, что в этом случае

ddim P = 2 dimM + ind g + 2sM − iM , dind P = ind g + 2sM − iM ,

откуда следует, что алгебра P полна. (Отметим, что для однородных пространств компакт-

ных связных групп Ли полнота алгебры P также доказана в работе [106]). Существование

специального канонического преобразования (4.48) теперь фактически является содержани-

ем теоремы Н. Н. Нехорошева [213].

Тем не менее следует отметить, что полученные нами результаты представляют цен-

ность по меньшей мере по двум причинам. Во-первых, указанная теорема Н. Н. Нехорошева

утверждает лишь существование обобщенных переменных «действие – угол», но не дает

никакого рецепта их явного построения. Напротив, наш основной результат — это конструк-

тивный алгоритм построения специального канонического преобразования, сводящийся к ал-

гебраическим манипуляциям и вычислению квадратур, что, несомненно, оказывается полез-

ным в задачах явного интегрирования гамильтоновых систем на однородных пространствах.

Во-вторых, предложенный нами метод построения специального канонического преобразо-

вания явным образом учитывает алгебраические характеристики однородного пространства,

такие как его дефект, индекс и степень сингулярности. Это, как нам кажется, представля-

ется весьма удобным при формулировании соответствующих условий интегрируемости для

гамильтоновых систем на однородных пространствах (см. следующий раздел). Кроме того,

формулировка результатов в терминах указанных характеристик однородного пространства

делает более прозрачным геометрический смысл обобщенных переменных «действие – угол»,
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а также позволяет дать более детальное локальное описание специального канонического

преобразования.

§ 4.4 Интегрирование геодезических потоков на однородных пространствах

Применим построенное выше специальное каноническое преобразование в T ∗M к за-

даче интегрирования геодезических потоков на однородных пространствах с инвариантными

метриками и метриками субмерсии. Как следствие, мы получим условия интегрируемости

данных геодезических потоков, выраженные через алгебраические характеристики однород-

ного пространства: дефект, индекс и степень сингулярности [212].

4.4.1 Интегрирование геодезических потоков инвариантных метрик

Гамильтониан H(x, p) геодезического потока инвариантной метрики является инвари-

антной функцией относительно индуцированного действия группы G на пространстве ко-

касательного расслоения T ∗M . Поэтому он является некоторой функцией от инвариантных

функций Yα(x, p), образующих базис пуассоновой алгебры F :

H(x, p) = H (Y1(x, p), . . . , Yk(x, p)), k = dim F . (4.49)

Данное утверждение применимо вообще к произвольной инвариантной на T ∗M функции,

поэтому ниже мы будем исследовать интегрируемость гамильтоновой системы

ẋa =
∂H(x, p)

∂pa
, ṗa = −∂H(x, p)

∂xa
(4.50)

гамильтониан которой имеет вид (4.49), где функция H является произвольной гладкой

функцией своих аргументов.

Используем специальное каноническое преобразование в T ∗M , определяемое равенства-

ми (4.43), (4.44) и (4.47). В новых канонических переменных (u, v, u′, v′, J, τ) гамильтониан

(4.49) примет вид

H̃(u′, v′, J) ≡H (a1(u′, v′; J), . . . , ak(u
′, v′; J)),

где функции aβ(u′, v′; J) задают переход к координатам Дарбу на симплектическом листе

Õσ(J) дуального пространства F ∗. В результате после такого преобразования гамильтонова

система (4.50) примет следующий вид:

v̇′ᾱ =
∂H̃(u′, v′, J)

∂u′ᾱ
, u̇′ᾱ = −∂H̃(u′, v′, J)

∂v′ᾱ
, ᾱ = 1, . . . , dM ; (4.51)

v̇ā = u̇ā = 0, ā = 1, . . . ,
1

2
dimOλ; (4.52)



168

J̇µ = 0, τ̇µ =
∂H̃(u′, v′, J)

∂Jµ
, µ = 1, . . . , ind F . (4.53)

Система уравнений (4.52) – (4.53) тривиально интегрируется, если известно решение систе-

мы (4.51). Таким образом, интегрируемость исходной гамильтоновой системы (4.49) в случае

инвариантного гамильтониана H(x, p) фактически эквивалентна интегрируемости подсисте-

мы (4.51).

Гамильтонова система (4.51) есть результат редукции исходной гамильтоновой системы

(4.49) на симплектический лист Õσ(J) размерности 2dM . Если дефект dM равен нулю, что

соответствует случаю слабо коммутативного однородного пространства, переменных u′ и v′

нет, нет и системы (4.51). Следовательно, система уравнений (4.51), (4.51) при dM = 0

элементарно интегрируется. Гамильтонова система (4.51) интегрируема также и при dM = 1.

В этом случае используя гамильтониан H̃(u′, v′, J) в качестве интеграла движения нетрудно

получить решения в квадратурах. Очевидно, что при dM > 1 система (4.51) в общем случае

является не интегрируемой.

Отметим, что нахождение алгебры инвариантных функций, построение канонических

переменных на симплектических листах O(sM ), Õ, а также производящей функции специаль-

ного канонического преобразования сводится к квадратурам. Таким образом, мы приходим

к следующему утверждению.

ТЕОРЕМА 4.2. Произвольная G-инвариантная гамильтонова система на кокасатель-

ном расслоении T ∗M однородного пространства M = H \G редуцируется к автономной

2dM–мерной гамильтоновой системе и, в частности, интегрируема в квадратурах то-

гда и только тогда, когда

dM < 2.

В работах [107,108] приводится критерий интегрируемости произвольных инвариантных

гамильтоновых систем на T ∗M в классе интегралов Нетер. В наших обозначениях этот

критерий выглядит следующим образом:

dim gλ/hλ +
1

2
dim g/gλ = dim g/h.

Согласно формуле (4.16) — это условие есть ничто иное как условие нулевого дефекта:

dM = 0. Однако никакого противоречия с доказанной нами теоремой здесь нет, так как

при dM = 1 гамильтониан H(x, p) системы (4.49) не принадлежит к классу интегралов

Нетер. (Напомним, что класс интегралов Нетер состоит из функций на T ∗M вида ϕ ◦ µ,

где ϕ ∈ C∞(g∗), а µ : T ∗M → Ad∗G h⊥ есть отображение момента (4.10)). Как следствие, мы

получаем следующий критерий слабой коммутативности однородного пространства:
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СЛЕДСТВИЕ 4.2. Произвольная G–инвариантная гамильтонова система на T ∗M ин-

тегрируема в классе интегралов Нетер тогда и только тогда, когда пространство M

слабо коммутативно.

ПРИМЕР 4.3. Рассмотрим неразрешимую пятимерную группу G = R2 o SL(2,R), явля-

ющуюся полупрямым произведением двумерного коммутативного идеала R2 и трехмерной

простой группы SL(2;R). Алгебра Ли g этой группы имеет следующие ненулевые коммута-

ционные соотношения:

[e1, e4] = −e1, [e1, e5] = e2, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −2e3, (4.54)

[e3, e5] = e4, [e4, e5] = −2e5. (4.55)

Здесь R2 = {e1, e2}, sl(2;R) = {e3, e4, e5}.

Нетрудно проверить, что r = ind g = 1. Структура классов коприсоединенных орбит

данной группы имеет вид:

O(0)
ω = {f ∈ g∗ : K (f) = f1f2f4 + f 2

1 f5 − f 2
2 f3 = ω0; ¬(f1 = f2 = 0)},

O(1)
ω = {f ∈ g∗ : f1 = f2 = 0; K (1)(f) = f 2

4 + 4f3f5 = ω1; ¬(f = 0)},

O(2) = {f ∈ g∗ : f = 0}.

Рассмотрим четырехмерное однородное пространство M = H \G, где H ⊂ G — одномер-

ная подгруппа с алгеброй Ли h = {e5}. Согласно классификации однородных пространств,

описанной в § 4.1, имеем iM = sM = 0. Отсюда с помощью формул (4.15), (4.23) и (4.26)

находим,

dM = 1, dim F = 3, ind F = 1.

Таким образом, однородное пространство M не является слабо коммутативным, алгебра

инвариантных функций F имеет три порождающих и допускает одну независимую функцию

Казимира. Следовательно, согласно теореме 4.2 произвольная инвариантная гамильтонова

система на T ∗M интегрируема в квадратурах, но не в классе интегралов Нетер.

Введем на группе G локальные канонические координаты второго рода:

gh,x = exp(he5) exp(x4e4) exp(x3e3) exp(x2e2) exp(x1e1).

Инфинитезимальные генераторы действия группы в этих координатах будут иметь следую-

щий вид:

ζ1 = ∂1, ζ2 = ∂2, ζ3 = x2∂1 + ∂3, ζ4 = −x1∂1 + x2∂2 − 2x3∂3 + ∂4, (4.56)
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ζ5 = x1∂2 − x2
3∂3 + x3∂4. (4.57)

Отсюда для функций Xi(x, p) ≡ ζai (x)pa и Yα(x, p) получаем следующие выражения:

X1 = p1, X2 = p2, X3 = x2p1 + p3, X4 = −x1p1 + x2p2 − 2x3p3 + p4,

X5 = x1p2 − x2
3p3 + x3p4;

Y1(x, p) = −ex4(x3p1 + p2), Y2(x, p) = −p4, Y3(x, p) = e−x4(p1p4 − x3p1p3 − p2p3). (4.58)

Очевидно, что наиболее общий вид инвариантной на T ∗M функции, квадратичной по

импульсным переменным pa, следующий

H(x, p) = H (Y (x, p)), H (a) =
1

2

(
c1a

2
1 + c2a

2
2 + c3a1a2 + c4a3

)
. (4.59)

Здесь c1, . . . , c4 — произвольные постоянные. Будем интерпретировать функцию H(x, p) как

гамильтониан геодезического потока некоторой инвариантной метрики на M . Тогда для об-

ратного метрического тензора этой метрики получаем

‖gab‖ =


c1e

2x4x2
3 c1e

2x4x3 −c4x3e
−x4/2 (c3x3e

x4 + c4e
−x4)/2

c1e
2x4x3 c1e

2x4 −c4e
−x4/2 c3e

x4/2

−c4x3e
−x4/2 −c4e

−x4/2 0 0

(c3x3e
x4 + c4e

−x4)/2 c3e
x4/2 0 c2

 . (4.60)

При этом условие det ‖gab‖ 6= 0 влечет c4 6= 0. Отметим, что в работе [31] показано, что

рассматриваемая метрика нештеккелева, то есть соответствующее уравнение Гамильтона–

Якоби не допускает разделение переменных. Кроме того, при c2 = c3 = 0 данная метрика

является вакуумной, то есть удовлетворяет уравнению Эйнштейна в пустоте.

Проинтегрируем геодезический поток рассматриваемой метрики. Линейный канониче-

ский переход на невырожденной орбите Oλ(J), где λ(J) = (0, 1, J, 0, 0) ∈ h⊥, отвечает поляри-

зации n = {e1, e2, e3} и определяется равенствами

f1 = −e−v1v2, f2 = e−v1 , f3 = −v2(u1 + v2u2) + Je2v1 , f4 = u1 + 2v2u2, f5 = u2.

Образующие (4.58) алгебры инвариантных функций удовлетворяют следующим комму-

тационным соотношениям:

{Y1, Y2} = Y3, {Y1, Y3} = 0, {Y2, Y3} = Y3.

Таким образом, в данном частном примере алгебра F является трехмерной алгеброй Ли. В

пространстве C∞(F ∗) имеется одна функция Казимира Z (a) = −a1a3, причем Z (Y (x, p)) =
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K (X(x, p)). Элементарно находятся канонические координаты (u′, v′) на симплектическом

листе Õσ(J) = {a ∈ F ∗ : a1a3 = J}:

a1 = −ev′ , a2 = u′, a3 = −Jev′ .

Выпишем в явном виде систему уравнений (4.43), (4.44):

p1 = −e−v1v2, p2 = e−v1 , x2p1 + p3 = −v2(u1 + v2u2) + Je2v1 , (4.61)

−x1p1 + x2p2 − 2x3p3 + p4 = u1 + 2v2u2, x1∂2 − x2
3∂3 + x3∂4 = u2, (4.62)

−ex4(x3p1 + p2) = −ev′ , −p4 = u′, e−x4(p1p4 − x3p1p3 − p2p3 = −Jev′ . (4.63)

Выразим из этой системы переменные p1, . . . , p4, u1, u2 и v′, и построим согласно (4.45)

замкнутую 1-форму θ. Тогда для функции S =
∫
θ получаем следующее выражение:

S(u′, v, x; J) = e−v1 (x2 − x1v2) +
Je2v1x3

1− v2x3

+ u′ [v1 − x4 − ln(1− v2x3)] . (4.64)

Достраивая теперь согласно (4.47) недостающую функцию

τ =
e2v1x3

1− v2x3

, (4.65)

мы тем самым получаем локальное преобразование (x, p)→ (u, v, u′, v′, J, τ), неявно заданное

равенствами (4.61) – (4.63), (4.65). Согласно построению данное преобразование — кано-

ническое, что может быть проверено непосредственными вычислениями. При этом функция

(4.64) представляет собой производящую функцию указанного канонического преобразова-

ния, выраженную в координатах x, u′, v и J .

Используя построенное каноническое преобразование, выразим исходный гамильтониан

(4.59) в новых канонических переменных:

H̃(u′, v′, J) =
1

2

(
c2u
′2 − c3e

−v′u′ + c1e
−2v′ − c4Je

v′
)
.

Отвечающая этому гамильтониану гамильтонова система легко интегрируется в квадрату-

рах. Действительно, с помощью равенства H̃(u′, v′, J) = E мы можем выразить переменную

u′ как функцию v′, после чего зависимость координаты v′ от параметра интегрирования s

неявно будет даваться интегралом

s =

∫ (
c3e
−v′

c2

±

√
−c1e−2v′

c2

+
Jc4ev

′

c2

+
2E

c2

+
c2

3 e
−2v′

c2
2

)
dv′,

Далее, переменные u, v, J − const, а зависимость переменной τ от параметра s определяется

интегрированием:

τ(s) =

∫
∂H̃(v′(t), u′(t), J)

∂J
ds = −c4

2

∫
ev
′(s) ds.



172

Тем самым, задача интегрирования в квадратурах геодезического потока метрики (4.60)

решена.

В физических приложениях особый интерес представляют трех- и четырехмерные одно-

родные пространства. Исследуем интегрируемость геодезических потоков G-инвариантных

псевдоримановых метрик на однородных пространствах указанных размерностей. При этом

мы будем рассматривать однородные пространства только с нетривиальными подгруппами

изотропии H 6= {e}.

Нетрудно показать, что в трехмерном случае верно следующее

СЛЕДСТВИЕ 4.3. Пусть максимальная группа движений G трехмерного псевдорима-

нова многообразия M действует транзитивно. Тогда геодезический поток на M инте-

грируем в квадратурах.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы Фубини [214] трехмерных однородных пространств

с пятимерной максимальной группой движений G не существует. Следовательно, имеется

всего два возможных случая: dimG = 4, 6. Рассмотрим их по отдельности.

Случай dimG = 4. Так как дефект dM однородного пространства удовлетворяет условию

0 ≤ dM ≤ (dim g − ind g)/2, а индекс ind g может принимать только значения 0, 2 и 4, для

возможных значений дефекта получаем: dM = 0, 1, 2. При этом заметим, что dM = 2 только

для ind g = 0. С другой стороны, если dM = 2, согласно определению дефекта (4.15) имеем

dM = 1 + iM − sM = 2 или iM − sM = 1. Из формул (4.17) следуют очевидные неравенства

0 ≤ iM ≤ dim h, 0 ≤ sM ≤ (dim g− ind g)/2,

из которых получаем, что условию iM−sM = 1 могут удовлетворять только значения iM = 1,

sM = 0. Но эти значения противоречат еще одному неравенству, доказанному в работе [37]:

iM ≤ 2sM + ind g. Таким образом, всякое трехмерное однородное пространство с четырех-

мерной группой преобразований имеет дефект, меньший или равный 1.

Случай dimG = 6. Так как группа G в этой ситуации имеет максимально возможную

размерность, данный случай соответствует трехмерному однородному пространству посто-

янной кривизны. Как известно все пространства постоянной кривизны являются (локально)

симметрическими однородными пространствами, и как следствие, имеют нулевой дефект.

Таким образом, во всех рассмотренных случаях условие теоремы 4.2 выполняется. 2

К сожалению, в четырехмерном случае рассуждениями, подобными тем, которые мы ис-

пользовали при доказательстве следствия 4.3, полностью исследовать проблему интегрируе-

мости геодезических потоков не удается. Вместо этого, однако, мы можем воспользоваться
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классификацией всех четырехмерных псевдоримановых однородных пространств, приведен-

ной в работе [215]. Вычисляя для каждого однородного пространства из указанной клас-

сификации его дефект, мы сможем выявить все интегрируемые случаи в соответствии с

условиями теоремы 4.2.

Проведя необходимые вычисления, мы приходим к следующему результату.

СЛЕДСТВИЕ 4.4. Пусть M = H \ G — четырехмерное однородное пространство с

нетривиальной подгруппой изотропии H, снабженное G-инвариантной метрикой. Тогда

геодезический поток на M интегрируем в квадратурах.

Еще раз отметим, что здесь мы предполагаем нетривиальность подгруппы изотропии H.

В противном случае, утверждение 4.4 будет являться неверным, так как геодезический поток

правоинвариантной метрики на четырехмерной группе Ли может быть неинтегрируемым,

если индекс соответствующей алгебры Ли равен нулю (см. следствие 2.1).

4.4.2 Интегрирование геодезических потоков метрик субмерсии

Из формулы (4.40) получаем, что гамильтониан геодезического потока метрики субмер-

сии записывается в виде

H(x, p) =
1

2
Gijζai (x)ζbj (x)papb =

1

2
GijXi(x, p)Xj(x, p). (4.66)

Очевидно, что в общем случае интегралами движения соответствующей гамильтоновой си-

стемы будут только инвариантные функции Yα(x, p), то есть алгебра симметрии геодезиче-

ского потока метрики субмерсии — это алгебра F .

После канонического преобразования (4.43), (4.44) и (4.47) гамильтонова система с

гамильтонианом (4.66) примет вид

v̇ā =
∂H̃(u, v, J)

∂uā
, u̇ā = −∂H̃(u, v, J)

∂vā
, ā = 1, . . . ,

1

2
dimOλ; (4.67)

v̇′ᾱ = u̇′ᾱ = 0, ᾱ = 1, . . . , dM ; (4.68)

J̇µ = 0, τ̇µ =
∂H̃(u, v, J)

∂Jµ
, µ = 1, . . . , dim F . (4.69)

где

H̃(u, v, J) =
1

2
Gijfi(u, v; J)fi(u, v; J).

Система (4.68) – (4.69) элементарно интегрируется, если известно решение гамильтоновой

системы (4.67). Количество фазовых переменных (u, v) в системе (4.67) равно dimOλ, где

λ ∈ h⊥. Таким образом, имеет место следующая
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ТЕОРЕМА 4.3. Геодезический поток на однородном пространстве M = H \G с произ-

вольной метрикой субмерсии редуцируется к автономной dimOλ–мерной гамильтоновой

системе и в общем случае интегрируем в квадратурах тогда и только тогда, когда

1

2
dimOλ =

1

2
(dim g− ind g)− sM < 2. (4.70)

В случае когда dimOλ = 0 гамильтониан геодезического потока после специального ка-

нонического преобразования будет зависеть только от параметров J , то есть системы (4.67)

нет. Эта ситуация фактически соответствует инвариантной метрике, так как гамильтониан

H(x, p) в этом случае имеет вид H(x, p) = K (sM )(X(x, p)), где K (sM ) — функция Казимира

sM -типа алгебры g.

При dimOλ = 2 метрика субмерсии не является G-инвариантной, и поэтому этот слу-

чай более интересен. В качестве примера мы проинтегрируем геодезический поток на че-

тырехмерном однородном пространстве рассмотренной нами в § 4.1 группы Маутнера, про-

странство орбит которой не полуотделимо. Данный пример покажет полезность применения

специального канонического преобразования.

ПРИМЕР 4.4. Группа G матриц вида (4.5) допускает три неэквивалентных четырехмер-

ных однородных пространства с подалгебрами изотропии h: {e1}, {e2} и {e4}. При этом в

пространствах с подалгебрами изотропии {e2} и {e4} группа G действует не эффективно,

поэтому ниже мы рассмотрим однородное пространство M = H \G с подалгеброй изотропии

h = {e1}.

Введем на группе G канонические координаты второго рода:

gh,x = ehe1ex1e2ex2e3ex3e4ex4e5 .

Величины x1, . . . , x4 можно считать локальными координатами на однородном простран-

стве M . В выбранных координатах генераторы ζi действия группы G на M запишутся в

виде

ζ1 = ∂1, ζ2 = ∂2, ζ3 = ∂3, ζ4 = ∂4, ζ5 = x2∂1 − x1∂2 + α (x4∂3 − x3∂4) .

Метрика субмерсии общего положения данного однородного пространства с помощью

внутренних автоморфизмов может быть приведена к виду

‖gab‖ =


c1 + x2

2 c2 − x1x2 c3 + αx2x4 c4 − αx2x3

c2 − x1x2 c5 + x2
1 c6 − αx1x4 c7 + αx1x3

c3 + αx2x4 c6 − αx1x4 c8 + α2x2
4 −α2x3x4

c4 − αx2x3 c7 + αx1x3 −α2x3x4 c9 + α2x2
3

 ,
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где ci — постоянные. Выпишем гамильтониан геодезического потока данной метрики

H(x, p) =
1

2

(
c1 + x2

2

)
p2

1 + (c2 − x1x2) p1p2 + (c3 + αx2x4) p1p3 + (c4 − αx2x3) p1p4+

+
1

2

(
c5 + x2

1

)
p2

2 + (c6 − αx1x4) p2p3 + (c7 + αx1x3) p2p4+

+
1

2

(
c8 + α2x2

4

)
p2

3 − α2x3x4p3p4 +
1

2

(
c9 + α2x2

3

)
p2

4. (4.71)

Обсудим интегрируемость гамильтоновой системы с гамильтонианом (4.71) с точки

зрения интегрируемости по Лиувиллю. Так как по построению функция H(x, p) является

квадратичной комбинацией функций

X1 = p1, X2 = p2, X3 = p3, X4 = p4, X5 = x2p1 − x1p2 + α (x4p3 − x3p4) ,

очевидными интегралами движения являются функции Kµ(x, p) = Kµ(X(x, p)), где Kµ —

функции Казимира алгебры g, имеющие вид (4.6). Таким образом, помимо самой функции

H(x, p) мы имеем еще тройку коммутирующих между собой интегралов движения:

K1 = p2
1 + p2

2, K2 = p2
3 + p2

4, K3 = α arctg

(
p2

p1

)
− arctg

(
p4

p3

)
. (4.72)

Согласно общеизвестному подходу [16], интегрирование гамильтоновой системы с гамиль-

тонианом (4.71) формально может быть произведено путем ее ограничения на совместную

поверхность уровня функций (4.72). Здесь, однако, необходимо учесть тот факт, что ввиду

существенной многозначности функции Казимира K3(x, p), указанная поверхность уровня

вообще не является подмногообразием в T ∗M . Поэтому традиционный метод интегрирова-

ния в данной ситуации не применим, то есть гамильтонова система с гамильтонианом (4.71)

не интегрируема по Лиувиллю.

Проинтегрируем геодезический поток с гамильтонианом (4.71) используя специальное

каноническое преобразование в T ∗M . Предварительно отметим, что так как для данного

однородного пространства

ind g = 3, iM = sM = dM = 0,

условие (4.70) теоремы 4.3 выполняется, поэтому данный геодезический поток интегрируем.

Параметризуем регулярные коприсоединенные орбиты в пространстве g∗ следующим

образом: λ(J) = (J1, 0, J2 cos J3, J2 sin J3, 0), где J1, J2 ∈ (0,+∞), J3 ∈ [0, 2π). Используя

поляризацию n = {e1, e2, e3, e4} ковектора λ(J), выпишем функции линейного перехода к

каноническим координатам на орбите Oλ(J):

f1 = J1 cos v, f2 = −J1 sin v, f3 = J2 cos(J3 − αv), f4 = J2 sin(J3 − αv), f5 = u.
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Функции Казимира алгебры g в канонических координатах (u, v) принимают вид

K1(f(u, v; J)) = J2
1 , K2(f(u, v; J)) = J2

2 ,

K3(f(u, v; J)) = π(αm− n)− J3, m =

⌊
αv − J3

π
+

1

2

⌋
, n =

⌊
v

π
+

1

2

⌋
,

где через bxc обозначено наибольшее целое число, меньшее или равное числу x ∈ R. От-

метим, что неоднозначность величины J3 не препятствует интегрированию геодезического

потока с гамильтонианом (4.71) путем использования канонического преобразования (4.43),

(4.44), (4.47), поскольку эта величина фигурирует лишь в составе функций sin(J3 − αv) и

cos(J3 − αv), а переменная v определена по модулю 2π.

Так как дефект рассматриваемого однородного пространства равен нулю, переменных

u′ и v′ нет. Используя систему равенств (4.43), (4.44), которая в данном примере имеет вид

p1 = J1 cos v, p2 = −J1 sin v, p3 = J2 cos(J3 − αv), p4 = J2 sin(J3 − αv), (4.73)

x2p1 − x1p2 + α (x4p3 − x3p4) = u, (4.74)

выразим переменные pa и u как функции координат xa и v, и вычислим согласно формулам

(4.45) и (4.46) производящую функцию специального канонического преобразования

S(v, x; J) = J1 (x1 cos v − x2 sin v) + J2 [x3 cos(αv − J3)− x4 sin(αv − J3)] .

С помощью этой функции найдем недостающие функции τµ(v, x, J):

τ 1 = x1 cos v − x2 sin v, τ 2 = x3 cos(αv − J3)− x4 sin(αv − J3), (4.75)

τ 3 = J2 [x3 sin(αv − J3) + x4 cos(αv − J3)] . (4.76)

Таким образом, система уравнений (4.73) – (4.76) неявно определяет преобразование (x, p)→

(u, v, J, τ), являющееся каноническим. Применяя это преобразование к гамильтониану (4.71),

получаем

H̃(u, v, J) =
1

2
u2 +

1

2
J2

1

(
c1 cos2 v − c2 sin 2v + c5 sin2 v

)
+ J1J2 [c3 cos v cos(αv − J3)−

−c4 cos v sin(αv − J3)− c6 sin v cos(αv − J3) + c7 sin v sin(αv − J3)[ +

+
1

2
J2

2

[
c8 cos(αv − J3) + c9 sin2(αv − J3)

]
.

Гамильтонова система (4.67) двумерна и с помощью интеграла «энергии» H̃(u, v, J) интегри-

руется в квадратурах.
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Сделаем теперь некоторое замечание об интегрируемости геодезических потоков биин-

вариантных метрик на однородных пространствах.

Пусть H(x, p) — гамильтониан геодезического потока псевдоримановой биинвариант-

ной метрики на однородном пространстве M = H \ G. Ввиду G–инвариантности, функция

H(x, p) коммутирует со всеми функциями Xi(x, p), которые в связи с этим являются первы-

ми интегралами рассматриваемого геодезического потока. С другой стороны, биинвариант-

ная метрика является частным случаем метрики субмерсии, следовательно, гамильтониан

H(x, p) геодезического потока представляет собой некоторую квадратичную форму от функ-

ций Xi(x, p). Отсюда получаем, что

H(x, p) = K (sM )(X(x, p)),

где K (sM ) — функция Казимира sM -типа алгебры g.

Очевидно, что после канонического преобразования, задаваемого равенствами (4.43),

(4.44), (4.47), гамильтоновые уравнения исходного геодезического потока c биинвариантной

метрикой принимают следующий вид вид:

u̇ā = v̇ā = 0, ā = 1, . . . , dM ;

u̇′ᾱ = v̇′ᾱ = 0, ᾱ = 1, . . . ,
1

2
dimOλ;

J̇µ = 0, τ̇µ =
∂H̃(J)

∂Jµ
, µ = 1, . . . , dim F , (4.77)

где

H̃(J) = K (sM )(λ(J)).

Приведенная система уравнений тривиально интегрируется, поэтому мы приходим к следу-

ющему утверждению, являющемуся следствием теорем 4.2 и 4.3.

СЛЕДСТВИЕ 4.5. Геодезический поток на однородном пространстве M = H \ G с

произвольной биинвариантной псевдоримановой метрикой является интегрируемым в

квадратурах.

В работе [106] доказывается теорема о том, что геодезический поток на однородном

пространстве, отвечающий биинвариантной метрике, вполне интегрируем в некоммутатив-

ном смысле, и движение системы происходит по торам размерности d = dim gλ, λ ∈ h⊥.

Легко видеть, что данное утверждение полностью согласуется с нашими результатами, в

частности видно, что размерность торов d есть не что иное как количество переменных J в

системе (4.77), то есть представляет собой число независимых функций Казимира sM–типа.
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Сделаем еще одно важное замечание. Согласно теореме 4.2 критерием интегрируемости

в квадратурах геодезического потока с произвольной инвариантной метрикой является вы-

полнение неравенства dM < 2. Используя определение степени сингулярности sM и индекса

iM однородного пространства, указанное неравенство можно переписать в виде

dM =
1

2
dimOλ − (dim Ad∗G h⊥ − dim h⊥) < 2. (4.78)

Ввиду того, что выражение стоящее в скобках всегда неотрицательно, неравенство 1
2

dimOλ <

2, очевидно, является усилением неравенства (4.78). Отсюда следует важный вывод.

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.1. Если геодезический поток на однородном пространстве M ин-

тегрируем в квадратурах относительно любой метрики субмерсии, то он является

интегрируемым в квадратурах и относительно любой G–инвариантной метрики на M .

В заключение обсудим проблему классификации однородных пространств, геодезиче-

ские потоки на которых являются интегрируемыми для всякой метрики субмерсии. Теорема

4.3, в принципе, позволяет выделить такие случаи. Как нетрудно видеть, алгоритм подобной

классификации состоит в трех этапах. Первый этап сводится к перечислению всех воз-

можных групп преобразований, что на локальном уровне эквивалентно перечислению всех

возможных вещественных алгебр Ли. Далее, для каждой конкретной группы G (или ее ал-

гебры g) мы предъявляем все ее неэквивалентные однородные пространства вида M = H \G,

что фактически сводится к классификации неэквивалентных (относительно сопряжений) по-

далгебр h алгебры g. Наконец на третьем этапе мы вычисляем степень сингулярности sM

каждого полученного однородного пространства и проверяем выполнение условия (4.70).

На практике вряд ли когда-нибудь удастся реализовать намеченную классификацион-

ную программу в полном объеме. На самом деле уже первый этап описанного алгоритма

сталкивается с серьезными трудностями, так как известно, что на сегодняшний день отсут-

ствует полная классификация алгебр Ли. Поэтому в настоящем исследовании мы ограничим-

ся только рассмотрением алгебр Ли с условием dim g ≤ 5. Кроме того, мы рассмотрим лишь

несингулярные однородные пространства, то есть такие, что sM = 0. В этом случае условие

теоремы 4.3 будет иметь вид (2.80), по форме совпадающий с условием интегрируемости

правоинвариантных гамильтоновых систем на группах Ли.

Классификация всех вещественных алгебр Ли размерности dim g ≤ 5 приведена в При-

ложении А. Из этой классификации видно, что геодезический поток произвольной метрики

субмерсии на однородном пространстве с двух- или трехмерной группой преобразований

всегда интегрируем в квадратурах. Интегрируемые случаи с четырехмерной группой преоб-

разований представляются следующими алгебрами Ли: g4,1 (c = 0), g4,3 (c = 0), g4,5 – g4,15.
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В случае dim g = 5 условие интегрируемости геодезического потока с метрикой субмерсии

эквивалентно ind g > 1; данному условию удовлетворяют алгебры Ли: g5,1 – g5,3 , g5,7 – g5,19.
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ГЛАВА 5. ГАМИЛЬТОНОВЫ СИСТЕМЫ В ВАРИАЦИЯХ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ

УРАВНЕНИЯ ЯКОБИ НА ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Настоящая глава посвящена изучению гамильтоновых систем в вариациях, то есть

систем дифференциальных уравнений, являющихся результатом линеаризации гамильтоно-

вых систем на пуассоновых многообразиях. В частности, нас будут интересовать вариации

геодезических потоков на псевдоримановых однородных пространствах. Как мы покажем да-

лее, система в вариациях геодезического потока является эквивалентной уравнению Якоби

которое, как известно, играет важную роль в вопросах устойчивости геодезических на ри-

мановых и псведоримановых многообразиях [16,117–119]. Решения уравнения Якоби – поля

Якоби – описывают отклонение геодезических при малых возмущениях начальных условий,

поэтому задача о построении этих полей представляет большой интерес в общей теории

относительности [120–123].

§ 5.1 Гамильтоновы системы в вариациях

Цель настоящего параграфа — показать, что на касательном расслоении TP произ-

вольного пуассонова многообразия P существует естественная пуассонова структура, от-

носительно которой произвольная гамильтонова система на P вместе со своей системой в

вариациях является гамильтоновой на TP .

Пусть P — гладкое пуассоново многообразие со скобкой Пуассона {·, ·}. По определе-

нию скобка {·, ·} задает в пространстве гладких функций C∞(P ) структуру бесконечномер-

ной алгебры Ли и является билинейной кососимметрической операцией, удовлетворяющей

тождеству Якоби. В локальных координатах {zi} скобку Пуассона можно записать в виде

{ϕ, ψ}(z) =
dimP∑
i, j=1

ωij(z)
∂ϕ(z)

∂zi
∂ψ(z)

∂zj
, ϕ, ψ ∈ C∞(P ),

где ωij(z) ≡ {zi, zj} — кососимметрический тензор, подчиненный условию

ωil(z)
∂ωjk(z)

∂zl
+ ωjl(z)

∂ωki(z)

∂zl
+ ωkl(z)

∂ωij(z)

∂zl
= 0.

Отметим, что в общем случае пуассонова структура может быть вырожденной, то есть

определитель матрицы ‖ωij(z)‖ может быть равен нулю во всех точках z ∈ P .

Пусть H(z) — произвольная гладкая функция из C∞(P ). Рассмотрим на пуассоновом

многообразии P гамильтонову систему с начальным условием:

żi = {H(z), zi}, zi| t=0 = zi0. (5.1)
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Система (5.1) реализует однопараметрическую группу диффеоморфизмов γt : P → P , которая

естественным образом индуцирует динамику на касательном расслоении TP многообразия

P . Обозначим через δz0 касательный вектор в точке z0 ∈ P . Тогда

(γt)∗ : δz0 → δz = (γt)∗ δz0, δz0 ∈ Tz0P, δz ∈ TzP, z = γt z0. (5.2)

В локальных координатах {zi} отображение (5.2) представляет собой решение системы урав-

нений

δżi =
∂

∂zk
{H(z), zi} δzk, δzi| t=0 = δzi0, (5.3)

которая в линейном приближении описывает возмущение интегральной траектории гамиль-

тоновой системы (5.1) при изменении начальных условий на величину δz0 ∈ Tz0P . Систему

дифференциальных уравнений (5.3) будем называть гамильтоновой системой в вариациях.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5.1. Отображение δ : C∞(P )→ C∞(TP ), определяемое как δϕ ≡ 〈dϕ, δz〉

для любых δz ∈ TzP , ϕ ∈ C∞(P ), будем называть вариацией, а соответствующий образ δϕ

— вариацией функции ϕ.

Очевидно, что вариация всякой функции из C∞(P ) линейна на слоях TzP , z ∈ P .

УТВЕРЖДЕНИЕ 5.1. На пространстве касательного расслоения TP пуассонова мно-

гообразия (P, {·, ·}) существует индуцированная пуассонова структура {·, ·}T , которая

в локальных координатах (zi, δzi) имеет вид

{F,G}T (z, δz) =
dimP∑
i,j,k=1

(
∂ωij(z)

∂zk
δzk

∂F (z, δz)

∂ δzi
∂G(z, δz)

∂ δzj
+ ωij(z)

∂F (z, δz)

∂ δzi
∂G(z, δz)

∂zj
+

+ωij(z)
∂F (z, δz)

∂zi
∂G(z, δz)

∂ δzj

)
, F,G ∈ C∞(TP ). (5.4)

Действительно, прямой проверкой легко убедиться, что скобка (5.4) удовлетворяет пра-

вилу Лейбница и тождеству Якоби, что и доказывает данное утверждение.

ЗАМЕЧАНИЕ 5.1. Отметим, что следуя работам [216, 217], пуассонову структуру (5.4)

можно также рассматривать как порождаемую бивекторным полем

δω ≡ ωij(z)
∂

∂zi
∧ ∂

∂zj
+ ωij(z)

(
∂

∂ δzi
∧ ∂

∂zj
+

∂

∂zi
∧ ∂

∂ δzj

)
,

являющимся лифтом пуассонового бивекторного поля ω = ωij(z)(∂/∂zi) ∧ (∂/∂zj).

Пусть ϕ, ψ – произвольные функции из C∞(P ), δϕ и δψ – их соответствующие вариа-

ции. Из определения (5.4) легко вытекает следующее утверждение.

УТВЕРЖДЕНИЕ 5.2. Пусть ϕ, ψ ∈ C∞(P ). Индуцированная скобка Пуассона {·, ·}T об-

ладает следующими свойствами:

{ϕ, ψ}T = 0; (5.5)
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{δϕ, ψ}T = {ϕ, δψ}T = {ϕ, ψ}; (5.6)

{δϕ, δψ}T = δ{ϕ, ψ}. (5.7)

Доказательство утверждения сводится к прямой проверке равенств (5.5) – (5.7).

Индуцированная пуассонова структура {·, ·}T позволяет представить гамильтонову си-

стему (5.1) и отвечающую ей систему в вариациях (5.3) в виде новой гамильтоновой систе-

мы на пространстве касательного расслоения TP . Действительно, используя свойства (5.6)

и (5.7), получаем

żi = {H, zi} = {δH, zi}T , δżi = δ{H, zi} = {δH, δzi}T . (5.8)

Очевидно, что система (5.8) является гамильтоновой относительно скобки Пуассона (5.4) с

гамильтонианом δH. Таким образом, мы доказали следующую теорему.

ТЕОРЕМА 5.1. Пусть H(z) – некоторая гладкая функция на пуассоновом многооб-

разии (P, {·, ·}). Соответствующая этой функции гамильтонова система (5.1) вместе с

гамильтоновой системой в вариациях (5.3) представляют собой гамильтонову систему

на пуассоновом многообразии (TP, {·, ·}T ) с гамильтонианом δH ∈ C∞(TP ).

Рассмотрим примеры индуцированной пуассоновой структуры {·, ·}T на некоторых часто

встречающихся классах пуассоновых многообразий.

ПРИМЕР 5.1. (Кокасательное расслоение T ∗M). Естественная пуассонова структура на

2m-мерном многообразии P = T ∗M задается с помощью симплектической 2-формы ω =

dpa∧dxa, где (x1, . . . , xm, p1, . . . , pm) – локальная система координат в T ∗M . При этом скобка

Пуассона в C∞(T ∗M), отвечающая симплектической форме ω, имеет вид

{ϕ, ψ} =
dimM∑
a=1

(
∂ϕ

∂pa

∂ψ

∂xa
− ∂ϕ

∂xa
∂ψ

∂pa

)
. (5.9)

В слое T(x,p)(T
∗M) введем линейные координаты (δx1, . . . , δxm, δp1, . . . , δpm). Тогда скобка

Пуассона на T (T ∗M), индуцируемая пуассоновой структурой (5.9), дается формулой

{F,G}T =
dimM∑
a=1

(
∂F

∂ δpa

∂G

∂xa
− ∂F

∂ δxa
∂G

∂pa
+
∂F

∂pa

∂G

∂ δxa
− ∂F

∂xa
∂G

∂ δpa

)
. (5.10)

В частности, ненулевые координатные скобки Пуассона для (5.10) записываются как

{δpa, xb}T = {pa, δxb}T = δba.

Нетрудно видеть, что скобка Пуассона (5.10) невырожденна и наделяет пространство каса-

тельного расслоения T (T ∗M) структурой симплектического многообразия:

δθ = δpadx
a + padδx

a, δω ≡ d(δθ) = dδpa ∧ dxa + dpa ∧ dδxa. (5.11)
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ПРИМЕР 5.2. (Дуальное пространство к алгебре Ли g). Пусть g — вещественная n-

мерная алгебра Ли. Рассмотрим дуальное пространство g∗ с определенной на нем скобкой

Ли–Пуассона (2.12). Пусть fi — линейные координаты ковектора f ∈ g∗, заданные относи-

тельно базиса {ei} в g∗, дуального к некоторому базису {ei} в алгебре g. Обозначим через

δfi координаты касательного вектора δf , принадлежащего пространству Tf g
∗ ' g∗. Тогда

согласно (5.4) скобка Ли – Пуассона индуцирует в T (g∗) ' g∗ ⊕ g∗ пуассонову структуру со

скобкой

{F,G}T =

dim g∑
i,j,k=1

Ck
ij

(
δfk

∂F

∂ δfi

∂G

∂ δfj
+ fk

∂F

∂ δfi

∂G

∂fj
+ fk

∂F

∂fi

∂G

∂ δfj

)
. (5.12)

Здесь Ck
ij — структурные константы алгебры Ли g в базисе {ei}. В частности координатные

скобки Пуассона даются формулами

{fi, fj}T = 0, {fi, δfj}T = {δfi, fj}T = Ck
ij fk, {δfi, δfj}T = Ck

ij δfk. (5.13)

Заметим, что линейные функции на g∗ ⊕ g∗ ' (g ⊕ g)∗ (которые можно рассматривать

как элементы пространства g⊕g), относительно скобки Пуассона (5.12) образуют некоторую

пуассонову подалгебру, которая задает в g ⊕ g структуру алгебры Ли с коммутационными

соотношениями (5.13). Нетрудно видеть, что данная алгебра Ли представляет собой полу-

прямую сумму исходной алгебры g = {δfi} и n-мерного абелевого идеала Rn = {fi}.

§ 5.2 Уравнение Якоби как вариация геодезического потока

Пусть (M, g) – гладкое m-мерное псевдориманово многообразие, (x1, . . . , xm), (p1, . . . , pm)

– локальные координаты на многообразии M и в слое T ∗xM соответственно. Рассмотрим га-

мильтонову систему на T ∗M , задающую геодезический поток метрики gab:

ẋa = {H, xa}, ṗa = {H, pa}, H(x, p) =
1

2
gab(x)papb. (5.14)

Здесь {·, ·} — стандартная скобка Пуассона на T ∗M , задаваемая равенством (5.9).

Пусть xa = xa(s) – геодезическая на M , параметризованная натуральным параметром s.

Векторное поле ζa(s) ⊂ Tx(s)M , заданное вдоль геодезической, называется полем Якоби, если

оно является решением следующего дифференциального уравнения второго порядка [207]:

∇2
ẋ ζ

a +Ra
bcd ẋ

bẋcζd = 0. (5.15)

Здесь ∇ẋ – оператор ковариантного дифференцирования вдоль поля ẋa, Ra
bcd – компоненты

тензора кривизны псевдориманова многообразия. Уравнение (5.15) называется уравнением

Якоби.
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Используя естественный изоморфизм пространств T ∗M и TM , устанавливаемый пре-

образованием Лежандра pa = gab ẋ
b, можно показать, что уравнение (5.15) эквивалентно

гамильтоновой системе в вариациях

δẋa = δ{H, xa}, δṗa = δ{H, pa}, (5.16)

где

δxa = ζa, δpa = gab ζ̇
b +

∂gab
∂xc

ẋbζc,

причем зависимость переменных xa и pa от натурального параметра s определяется системой

(5.14).

Используя результаты предыдущего параграфа, зададим в пространстве T (T ∗M) струк-

туру симплектического многообразия с симплектической 2-формой (5.11) и соответствующей

скобкой Пуассона (5.10). Согласно теореме 5.1 геодезический поток (5.14) вместе с соот-

ветствующей системой в вариациях (5.16) представляет собой расширенную гамильтонову

систему вида

ẋa = {δH, xa}T =
∂H

∂pa
, ṗa = {δH, pa}T = −∂H

∂xa
, (5.17)

δẋa = {δH, δxa}T =
∂ δH

∂pa
, δṗa = {δH, δpa}T = −∂ δH

∂xa
, (5.18)

где

δH(x, p) =
1

2

∂gab

∂xc
δxcpapb + gabpaδpb. (5.19)

На многообразии TM рассмотрим симметрическое ковариантное тензорное поле 2-го

ранга g̃, которое в локальных координатах (xa, δxa) имеет вид

g̃ = gab
(
dxa ⊗ dδxb + dδxa ⊗ dxb

)
− gac gbd

∂gcd

∂xe
δxe dδxa ⊗ dδxb. (5.20)

В силу того, что gab представляют собой компоненты метрического тензора на M , тензорное

поле (5.20) невырожденно, и поэтому определяет на TM некоторую псведориманову метри-

ку. Нетрудно видеть, что гамильтониан геодезического потока данной метрики в точности

совпадает с функцией (5.19). Таким образом, система уравнений (5.17), (5.18) является

гамильтоновой системой геодезического потока метрики (5.20).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5.2. Геодезический поток метрики (5.20) на TM будем называть расши-

ренным геодезическим потоком.

Предположим, что функция I(x, p) является интегралом движения гамильтоновой си-

стемы (5.14), то есть {H, I} = 0. В соответствие со свойством (5.6) имеем

{δH, I}T = {H, I} = 0,
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то есть функция I(x, p) представляет собой интеграл движения гамильтоновой системы

(5.17), (5.18). Кроме того, функция I(x, p) доставляет этой гамильтоновой системе еще один

интеграл движения, а именно, согласно свойству (5.7) соответствующая вариация δI также

будет иметь нулевую скобку Пуассона с функцией δH:

{δH, δI}T = {H, I} = 0.

Легко также видеть, что {I, δI}T = 0, причем интегралы движения I и δI являются функ-

ционально независимыми на T (T ∗M).

Допустим, что гамильтонова система (5.14) является интегрируемой по Лиувиллю. Это

означает, что данная система уравнений имеет m = dimM функционально независимых

интегралов движения I1, . . . , Im, находящихся в инволюции относительно скобки Пуассона

{·, ·}:

{H, I} = 0, {Ia, Ib} = 0, a, b = 1, . . . ,m.

Из вышесказанного следует, что дополняя данный набор интегралов движения соответству-

ющими вариациями δI1, . . . , δIm, мы увеличиваем число интегралов движения гамильтоновой

системы (5.17), (5.18) до 2m. При этом набор функций I1, . . . , Im, δI1, . . . , δIm является, оче-

видно, функционально независимым и инволютивным относительно скобки Пуассона {·, ·}T .

Таким образом, имеет место следующее

УТВЕРЖДЕНИЕ 5.3. Если геодезический поток на (M, g) является интегрируемым по

Лиувиллю, то тем же свойством будет обладать и соответствующий расширенный

геодезический поток на (TM, g̃).

Таким образом, интегрируемость расширенного геодезического потока на TM в комму-

тативном смысле является следствием коммутативной интегрируемости исходного геодези-

ческого потока на многообразии M . Оказывается, что подобный факт будет иметь место и

в более общем случае, когда исходный геодезический поток допускает полную, вообще го-

воря, некоммутативную пуассонову алгебру интегралов движения. В следующем разделе мы

подробно проиллюстрируем данный тезис на примере геодезических потоков на однородных

пространствах с инвариантными и субмерсными псевдоримановыми метриками.

§ 5.3 Интегрируемость уравнения Якоби на однородных пространствах

Пусть G — связная вещественная n-мерная группа Ли, g – ее алгебра Ли. На простран-

стве касательного расслоения TG группы G существует естественная групповая структура,

которая строится следующим образом [218]. Обозначим через δg ∈ TgG касательный вектор
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в точке g ∈ G и рассмотрим на TG следующую бинарную операцию:

(g1, δg1)(g2, δg2) = (g1g2, (Rg2)∗ δg1 + (Lg1)∗ δg2). (5.21)

Здесь Rg : G → G и Lg : G → G — операторы правого и левого сдвигов, соответствующие

элементу g ∈ G. Легко проверить, что данная бинарная операция определяет на TG структу-

ру группы Ли, которую мы обозначим через G̃. При этом единицей в G̃ является пара (e, 0),

а обратное групповое отображение задается правилом

(g, δg)−1 = (g−1,−(Lg−1)∗ (Rg−1)∗ δg).

ЗАМЕЧАНИЕ 5.2. Как следует из закона композиции (5.21), группа G̃ представляет со-

бой полупрямое произведение группы G и n-мерной абелевой группы Rn. Действительно,

между TG и G × g имеется естественный изоморфизм ι : TG → G × g, определяемый как

ι(g, δg) = (g, (Lg−1)∗ δg). Используя данный изоморфизм мы можем представить закон груп-

пового умножения (5.21) в виде

(g1, X1)(g2, X2) = (g1g2,Adg−1
2
X1 +X2), g1, g2 ∈ G, X1, X2 ∈ g.

В некоторой окрестности единицы группы G закон группового умножения описывается

с помощью функции композиции zi = Φi(z1, z2), где z1 = (z1
1 , . . . , x

n
1 ), z2 = (z1

2 , . . . , z
n
2 ) и z =

(z1, . . . , zn) — локальные координаты элементов gz1, gz2 и gz1gz2 соответственно. Как следует

из (5.21), в качестве функции композиции в группе G̃ мы можем выбрать 2n-компонентую

функцию Φ̃(z1, δz1; z2, δz2), определяемую как

Φ̃i(z1, δz1; z2, δz2) = Φi(z1, z2), i = 1, . . . , n; (5.22)

Φ̃i+n(z1, δz1; z2, δz2) =
∂Φi(z1, z2)

∂zk1
δzk1 +

∂Φi(z1, z2)

∂zk2
δzk2 , i = 1, . . . , n. (5.23)

В алгебре Ли g̃ группы G̃ выберем базис вида {ei ≡ ∂δzi |δz=0} ∪ {δei ≡ ∂zi|z=0},

i = 1, . . . , n. Используя выражения (5.22) и (5.23), нетрудно выписать коммутационные со-

отношения между базисными векторами ei и δei:

[ei, ej] = 0, [ei, δej] = [δei, ej] = Ck
ij ek, [δei, δej] = Ck

ij δek.

Здесь Ck
ij ≡ ∂zi1∂zj2

Φk(z1, z2)|z1=z2=0 — структурные константы алгебры g. Из приведенных

коммутационных соотношений в частности видно, что алгебра Ли g̃ представляет собой по-

лупрямую сумму алгебры g ' {δei} и n-мерного абелева идеала Rn ' {ei} (ср. с формулами

(5.13)).
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Используя формулы (5.22) и (5.23) нетрудно также выписать явный вид лево- и право-

инвариантных векторных полей на группе G̃:

ξ̃i = ξji (z)∂δzj , δξ̃i = ξji (z)∂zi +
∂ξji (z)

∂zk
δzk ∂δzj ; (5.24)

η̃i = ηji (z)∂δzj , δη̃i = ηji (z)∂zi +
∂ηji (z)

∂zk
δzk ∂δzj . (5.25)

Здесь ξji (z) и ηji (z) — координатные компоненты лево- и правоинвариантных векторных

полей ξi и ηi на группе G соответственно. При этом легко видеть, что векторные поля ξi и

ηi являются образами векторных полей δξ̃i и δη̃i при канонической проекции σ : TG→ G:

ξi = σ∗ δξ̃i, ηi = σ∗ δη̃i, i = 1, . . . , n.

Пусть H — замкнутая подгруппа группы G, M = H \G — правое однородное простран-

ство, π — естественная проекция группы G на пространство правых смежных классов H \G,

s — сечение главного расслоения (G,M, π,H), то есть отображение s : M → G такое, что

π ◦ s = id. Обозначим через Tg : M → M преобразование, отвечающее групповому элементу

g ∈ G, и определим действие группы G̃ на пространстве касательного расслоения TM с

помощью следующего правила:

(x, δx)(g, δg) ≡ (Tg(x), (Tg)∗ δx+ π∗ [Ls(x)]∗ δg), (x, δx) ∈ TM, (g, δg) ∈ TG. (5.26)

Нетрудно проверить, что данное определение не зависит от выбора сечения s : G→M .

Пусть {xa}, a = 1, . . . , dimM , — некоторая локальная система координат на M , {hα},

α = 1, . . . , dimH, — координаты в подгруппе изотропии H. Рассматривая набор переменных

{zi} = {xa} ∪ {hα} как локальные координаты на группе G, выберем сечение s : M → G

так, что sa(x, h) = xa, sα(x, h) = 0. Тогда в выбранной системе координат действие (5.26)

записывается в виде

x̃a = Ψa(x, z), δx̃a =
∂Ψa(x, z)

∂xb
δxb +

∂Ψa(x, z)

∂zi
δzi.

Здесь Ψ(x, z) — функция действия группы G на однородном пространстве M . Используя

полученные выражения, выпишем инфинитезимальные генераторы действия группы G̃ на

TM , отвечающие базисным векторам ei ≡ ∂δzi|δz=0 и δei ≡ ∂zi |z=0 алгебры g̃:

ζ̃i = ζai (x)∂δxa , δζ̃i = ζai (x)∂xa +
∂ζai (x)

∂xa
δxb ∂δxa . (5.27)

Здесь ζai (x) = ∂ziΨ
a(x, z)|z=0 — координатные компоненты инфинитезимальных генераторов

действия группы G.
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По определению действие группы G на M — транзитивное, поэтому rank ‖ζai (x)‖ =

dimM для любой точки x ∈M . Но отсюда следует, что решениями системы уравнений

ζ̃i ϕ = 0, δζ̃i ϕ = 0, ϕ ∈ C∞(TM),

являются постоянные функции на TM и только они, что означает транзитивность действия

(5.26). Пусть x0 = π(e) — точка на M , неподвижная относительно действия элементов из

подгруппы H. Легко видеть, что группой стационарности H̃ точки (x0, 0) ∈ TM для действия

(5.26) будет подгруппа в G̃, образованная парами (h, δh), где h ∈ H, δh ∈ ThH. Иными

словами, группа H̃ как подмногообразие в TG совпадает с пространством касательного

расслоения TH подгруппы H ⊂ G. Как следствие, мы имеем следующий G̃-эквивариантный

диффеоморфизм: TM ' H̃ \ G̃.

Пусть на однородном пространстве M задана псевдориманова метрика g, инвариантная

относительно действия группы G. Согласно результатам § 5.2 уравнение Якоби на псев-

доримановом многообразии (M, g) эквивалентно гамильтоновой системе уравнений геоде-

зического потока на расширенном псевдоримановом многообразии (TM, g̃), где метрика g̃

определяется согласно формуле (5.20).

УТВЕРЖДЕНИЕ 5.4. Пусть на однородном пространстве M = H \ G задана G-ин-

вариантная псевдориманова метрика g. Тогда метрика g̃, заданная на пространстве

касательного расслоения TM в соответствие с формулой (5.20), является инвариант-

ной относительно соответствующего действия (5.26) группы G̃ на TM .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем данное утверждение в рамках гамильтонового формализма.

В силу связности группы G инвариантность метрики g равносильна требованию Lζi gab =

0, где ζi = ζai (x)∂xa — инфинитезимальные генераторы действия группы G на однородном

пространстве M , i = 1, . . . , dim g. В свою очередь, указанное требование эквивалентно усло-

вию

{H,Xi} = 0, i = 1, . . . , dim g,

где H = 1
2
gabpapb — гамильтониан геодезического потока метрики g, Xi = ζai (x)pa, {·, ·} —

каноническая скобка Пуассона в C∞(T ∗M).

Генераторам (5.27) действия группы G̃ на TM поставим в соответствие набор функций

из C∞(T (T ∗M))

Xi = 〈δθ, ζ̃i〉 = ζai (x)pa, δXi = 〈dθ, δζ̃i〉 = ζai (x)δpa +
∂ζai (x)

∂xb
δxb pa, (5.28)

Используя свойства (5.6) и (5.7) немедленно получаем

{δH,Xi}T = {H,Xi} = 0, {δH, δXi}T = δ{H,Xi} = 0. (5.29)
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Здесь δH — гамильтониан расширенного геодезического потока на TM , записываемый в

виде (5.19). Осталось заметить, что равенства (5.29) эквивалентны условию инвариантности

метрики (5.20) относительно действия группы G̃ на TM . 2

Таким образом, геодезический поток и соответствующее ему уравнение Якоби на од-

нородном пространстве M = H \ G с инвариантной метрикой эквивалентны расширенному

геодезическому потоку на однородном пространстве TM = H̃ \ G̃ с метрикой, которая явля-

ется инвариантной относительно действия группы G̃.

Рассмотрим теперь метрики субмерсии. Гамильтониан H(x, p) произвольной метрики

субмерсии на M = H \ G записывается в виде (4.66), поэтому для гамильтониана (5.19)

соответствующего расширенного геодезического потока получаем

δH(x, p) = Gijζai (x)pa

(
∂ζbj (x)

∂xc
pb + ζbj (x)δpb

)
.

Используя соотношения (5.28) мы можем переписать полученное выражение в виде

δH(x, p) = GijXi(x, p)δXj(x, p), (5.30)

откуда вытекает, что δH(x, p) представляет собой гамильтониан метрики субмерсии на од-

нородном пространстве TM (так как он является квадратичной комбинацией функций Xi и

δXi). Таким образом, мы доказали следующее

УТВЕРЖДЕНИЕ 5.5. Пусть на однородном пространстве M = H \ G задана метрика

субмерсии g. Тогда метрика (5.20) будет являться метрикой субмерсии на однородном

пространстве TM = H̃ \ G̃.

Следовательно, геодезический поток и соответствующее ему уравнение Якоби на од-

нородном пространстве M = H \ G с произвольной метрикой субмерсии эквивалентны рас-

ширенному геодезическому потоку относительно метрики, которая, в свою очередь, будет

являться метрикой субмерсии на однородном пространстве TM = H̃ \ G̃.

Выше мы уже отмечали тот факт, что интегрируемость уравнения Якоби на псевдори-

мановом многообразии M является следствием интегрируемости уравнения геодезических.

Иными словами, условие интегрируемости исходного геодезического потока на T ∗M будет

являться и условием интегрируемости соответствующей ему расширенной гамильтоновой

системы на T ∗(TM). В этой связи интерес представляет следующая проблема: как зная

интегральные траектории исходного геодезического потока построить интегральные траек-

тории соответствующего ему расширенного геодезического потока? Оказывается, что на од-

нородных пространствах c инвариантными и субмерсными метриками наиболее эффективное
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решение данной проблемы сводится к использованию специального канонического преобра-

зования в T ∗M , описанного нами в § 4.3.

Зафиксируем некоторый ковектор p0 ∈ T ∗x0
M . В окрестности элемента π∗(p0) ∈ h⊥

введем гладкую параметризацию коприсоединенных орбит sM -типа: λ = λ(J), где J =

(J1, . . . , Jind F ) — ind F -мерный вещественный параметр. (Напомним, что через ind F мы

обозначаем индекс пуассоновой алгебры F инвариантных функций на T ∗M). Обозначим

через (u, v) канонические координаты на коприсоединенной орбите Oλ(J) ⊂ Ad∗G h⊥, а через

(u′, v′) — канонические координаты на соответствующем симплектическом листе Õσ(J) ⊂ F ∗

пуассоновой алгебры F . Тогда в некоторой окрестности точки (x0, p
0) ∈ T ∗M определе-

но специальное каноническое преобразование, сводящееся к переходу от координат (x, p) к

новым координатам (u, v, u′, v′, J, τ), где τ — величины, канонически сопряженные координа-

там J . Обозначим S(x; v, u′, J) производящую функцию данного канонического преобразова-

ния, выраженную в координатах x, v, u′, J . По определению имеем

det

∥∥∥∥ ∂2S

∂x ∂q

∥∥∥∥ 6= 0, q = (v, u′, J).

Рассмотрим вариацию производящей функции S(x; v, u′, J):

δS =
∂S

∂xa
δxa +

∂S

∂vā
δvā +

∂S

∂u′ᾱ
δu′ᾱ +

∂S

∂Jµ
δJν . (5.31)

В силу того, что

det


∂2δS

∂x ∂q

∂2δS

∂x ∂δq

∂2δS

∂δx ∂q

∂2δS

∂δx ∂δq

 = det

 ∗ ∂2S

∂x ∂q

∂2S

∂x ∂q
0

 =

∣∣∣∣ ∂2S

∂x ∂q

∣∣∣∣2 6= 0,

функция (5.31) может быть рассмотрена как производящая функция некоторого канониче-

ского преобразования в T ∗(TM), сводящегося к переходу от координат (x, δx, p, δp) к новым

локальным координатам (q, δq) = (u, v, u′, v′, J, τ, δu, δv, δu′, δv′, δJ, δτ). С учетом того, что

симплектическая структура в T ∗(TM) имеет вид (5.11), данный переход неявно задается

следующей системой равенств

pa =
∂S

∂xa
, δpa =

∂δS

∂xa
, (5.32)

uā = − ∂S
∂vā

, v′ᾱ =
∂S

∂u′ᾱ
, τµ =

∂S

∂Jµ
, (5.33)

δuā = −∂ δS
∂vā

, δv′ᾱ =
∂ δS

∂u′ᾱ
, δτµ =

∂ δS

∂Jµ
. (5.34)

Следствиями этих равенств являются соотношения, являющиеся расширенной версией си-

стемы уравнений (4.43), (4.44):

Xi(x, p) = fi(u, v, J), δXi(x, p, δx, δp) = δfi(u, v, J, δu, δv, δJ), i = 1, . . . , dim g; (5.35)
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Yβ(x, p) = aβ(u′, v′, J), δYβ(x, p) = δaβ(u′, v′, J, δu′, δv′, δJ), β = 1, . . . , dim F . (5.36)

Заметим, что функции Yβ и их вариации δYβ являются функциями из C∞(T ∗(TM)), ин-

вариантными относительно действия группы G̃. Действительно, если {·, ·}T — скобка Пуас-

сона, соответствующая симплектической структуре (5.11) на T ∗(TM), то согласно свойствам

(5.5) – (5.7)

{Yβ, Xi}T = 0, {Yβ, δXi}T = {Yβ, Xi} = 0,

{δYβ, Xi}T = {Yβ, Xi} = 0, {δYβ, δYi}T = δ{Yβ, Xi} = 0.

Пусть H(x, p) — гамильтониан инвариантной метрики на M = H \ G. Тогда он может

быть представлен в виде (4.49), откуда для вариации δH будем иметь

δH(x, p, δx, δ) = δH (Y (x, p), δY (x, p, δx, δp)),

где

δH (a, δa) =
∂H (a)

∂aβ
δaβ.

Используя соотношения (5.36) получаем, что после канонического преобразования (5.35) –

(5.34) гамильтониан δH перейдет в функцию

δH̃(u′, v′, J, δu′, δv′, δJ) = δH (a(u′, v′, J), δa(u′, v′, J, δu′, δv′, δJ)). (5.37)

Заметим, что у гамильтоновой системы с гамильтонианом (5.37) всегда имеется еще два

интеграла движения — это функция H̃(u′, v′, J) = H (a(u′, v′, J)) и сам гамильтониан (5.37).

Учитывая теперь, что число переменных u (или v) равно дефекту dM однородного простран-

ства, приходим к следующей теореме.

ТЕОРЕМА 5.2. Расширенный геодезический поток на TM , соответствующий про-

извольной инвариантной псевдоримановой метрике однородного пространства M , ре-

дуцируется к 4dM -мерной гамильтоновой системе и, в частности, интегрируется в

квадратурах тогда и только тогда, когда dM < 2.

Рассмотрим теперь гамильтониан H(x, p) метрики субмерсии на M = H \G. Ввиду того,

что гамильтониан соответствующего расширенного геодезического потока имеет вид (5.30),

после применения канонического преобразования (5.35) – (5.34) мы получаем гамильтонову

систему с гамильтонианом

δH̃(u, v, J, δu, δv, δJ) = δH (f(u, v, J), δf(u, v, J, δu, δv, δJ)),

где

δH (f, δf) = Gijfi δfj.
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Рассуждая таким же образом, что и в случае инвариантной метрики, легко видеть, что

справедлива

ТЕОРЕМА 5.3. Расширенный геодезический поток на TM , соответствующий произ-

вольной псевдоримановой метрике субмерсии однородного пространстваM , редуцирует-

ся к гамильтоновой системе c 2(dim g−ind g)−4sM независимыми переменными, в частно-

сти, интегрируется в квадратурах тогда и только тогда, когда (dim g−ind g)/2−sM < 2.

§ 5.4 Пример: интегрирование уравнения Якоби на плоскости Лобачевского

Проиллюстрируем изложенный выше формализм на примере интегрирования геодези-

ческого потока и уравнения Якоби на двумерной псевдосфере с метрикой Лобачевского.

Рассмотрим трехмерное псевдоевклидово пространство R1,2 с координатами (x0, x1, x2)

и с метрикой dl2 = dx2
0− dx2

1− dx2
2. Псевдосфера радиуса R = 1 в пространстве R1,2 задается

уравнением

x2
0 − x2

1 − x2
2 = 1, (5.38)

и является двуполостным гиперболоидом в обычном трехмерном пространстве. Будем в даль-

нейшем рассматривать только верхнюю полу.

Обозначим через (u, v) координаты точки (x0, x1, x2) на псевдосфере, полученные в ре-

зультате стереографической проекции на плоскость xy:

u =
x1

1 + x0

, v =
x2

1 + x0

.

Как нетрудно видеть, область определения координат (u, v) есть единичный открытый круг

u2 + v2 < 1. Прямыми вычислениями получаем, что ограничение псевдоевклидовой метрики

dl2 на псевдосферу (5.38) в координатах u и v принимает вид

−ds2 =
4

(u2 + v2 − 1)2

(
du2 + dv2

)
. (5.39)

Метрика ds2 на открытом единичном круге u2 + v2 < 1 называется метрикой модели Пуан-

каре плоскости Лобачевского L2.

Примем обозначение z = u + iv и рассмотрим дробно-линейное преобразование ком-

плексной плоскости вида

w =
i(1− z)

1 + z
,

переводящее единичный круг в верхнюю полуплоскость. Если мы положим w = x + iy, то

тем самым мы введем на псевдосфере новые координаты (x, y), где y > 0. Легко проверить,
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что метрика ds2 в новых координатах принимает вид

ds2 =
dx2 + dy2

y2
, y > 0. (5.40)

Метрика (5.40) называется метрикой модели Клейна плоскости Лобачевского L2.

Алгебра g векторов Киллинга данной метрики легко находится решением системы урав-

нений Киллинга Lζ gab = 0 относительно неизвестного векторного поля ζ = ζa∂a (здесь Lζ

– производная Ли вдоль векторного поля ζ). В качестве базиса пространства решений ука-

занной системы можно, например, выбрать набор векторных полей

ζ1 = (x2 − y2)∂x + 2xy∂y, ζ2 = x∂x + y∂y, ζ3 = ∂x.

Непосредственно проверяется, что коммутационные соотношения полученной алгебры век-

торов Киллинга имеют вид

[ζ1, ζ2] = −ζ1, [ζ1, ζ3] = −2ζ2, [ζ2, ζ3] = −ζ3.

Очевидно, что алгебра g изоморфна алгебре so(1, 2).

В силу равенства rank ‖ζai (x)‖ = 2, группа G = SO(1, 2) движений метрики (5.40) дей-

ствует на плоскости Лобачевского транзитивно. В частности, подалгебра изотропии h точки

с координатами x = 0, y = 1 порождается векторным полем ζ1 + ζ3, причем соответствующая

однопараметрическая подгруппа в SO(1, 2) является группой вращений SO(2). Таким обра-

зом, как однородное пространство плоскость Лобачевского имеет вид L2 = SO(2) \ SO(1, 2).

Алгебра Ли g = so(1, 2) имеет индекс ind g = 1, а соответствующая функция Казимира

может быть выбрана в виде

K (f) = f1f3 − f 2
2 .

Используя формулы (4.17), (4.15), (4.23) и (4.26), получаем

sM = iM = dM = 0, dim F = ind F = 1.

Отсюда вытекает, что алгебра инвариантных функций на T ∗(L2) порождается единственной

функцией

Y (x, p) = K (X(x, p)) = −y2(p2
x + p2

y),

где

X1 = (x2 − y2)px + 2xypy, X2 = xpx + ypy, X3 = px.

Рассмотрим геодезический поток метрики (5.40). Гамильтониан этого геодезического

потока записывается в виде

H(x, p) = −1

2
K (X(x, p)) =

y2

2

(
p2
x + p2

y

)
, (5.41)
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откуда следует, что метрика (5.40) является биинвариантной, то есть одновременно является

и инвариантной и метрикой субмерсии на L2. Геодезический поток данной метрики дается

системой уравнений

ẋ = y2px, ẏ = y2py, ṗx = 0, ṗy = −y(p2
x + p2

y). (5.42)

Параметризуем семейство ковекторов общего положения из h⊥ вещественным парамет-

ром J ∈ (0,+∞): λ(J) = (0, J, 0). Переход к каноническим координатам на коприсоединенной

орбите Oλ(J), отвечающий поляризации n = {ζ1, ζ2}, имеет вид:

f1 = uv2 + 2Jv, f2 = uv + J, f3 = u.

Так как дефект однородного пространства L2 равен нулю, переменных u′ и v′ нет. Разрешая

систему равенств (4.43), (4.44) относительно переменных px, py и u, с помощью формул

(4.45) и (4.46) находим производящую функцию специального канонического преобразова-

ния в T ∗(L2):

S(x; y, v, J) = J ln
(x− v)2 + y2

y
.

Достраивая функцию

τ =
∂S

∂J
= ln

(x− v)2 + y2

y
, (5.43)

получаем искомое каноническое преобразование (x, y, px, py) → (u, v, J, τ) неявно заданное

равенством (5.43) и уравнениями

(x2 − y2)px + 2xypy = uv2 + 2Jv, xpx + ypy = uv + J, px = u. (5.44)

После применения данного канонического преобразования гамильтониан (5.41) принимает

простой вид H̃(J) = J2/2, а соответствующая ему гамильтонова система элементарно инте-

грируется:

u, v, J − const, τ = Js+ τ0.

Рассмотрим теперь расширенный геодезический поток на T (L2). Соответствующий ему

гамильтониан δH является вариацией гамильтониана (5.41) и в явном виде записывается

как

δH = y
(
p2
x + p2

y

)
δy + y2 (pxδpx + pyδpy) . (5.45)

Гамильтонова система расширенного геодезического потока в качестве подсистемы содержит

систему уравнений (5.42), а также включает в себя дополнительные уравнения

δẋ = 2ypxδy + y2δpx, δẏ = 2ypyδy + y2δpy,
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δṗx = 0, δṗy = −
(
p2
x + p2

y

)
δy − 2y (pxδpx + pyδpy) .

В пространстве кокасательного расслоения T ∗(TL2) определим каноническое преобра-

зование от переменных x, y, px, py, δx, δy, δpx, δpy к новым переменным u, v, J , τ , δu, δv,

δJ и δτ , отвечающее производящей функции

δS =
2J

(x− v)2 + y2

[
(x− y)δx+

y2 − (x− v)2

2y
δy + (v − x)δv

]
+ ln

(x− v)2 + y2

y
δJ.

Данное преобразование задается системой равенств (5.32) – (5.34) или, что эквивалентно,

системой равенств (5.35), (5.36) и уравнениями, определяющими функции τ и δτ . В нашем

случае каноническое преобразование в T ∗(TL2) определяется формулами (5.43), (5.44) и

дополнительными соотношениями

(xpx + ypy)δx+ (xpy − ypx)δy +
x2 − y2

2
δpx + xyδpy = (uv + J)δv +

v2

2
δu+ vδJ, (5.46)

pxδx+ pyδy + xδpx + yδpy = vδu+ uδv + δJ, δpx = δu. (5.47)

δτ =
2

(x− v)2 + y2

[
(x− y)δx+

y2 − (x− v)2

2y
δy + (v − x)δv

]
. (5.48)

Применяя построенное каноническое преобразование в T ∗(TL2) к гамильтониану (5.45),

получаем δH̃ = JδJ . После интегрирования соответствующей гамильтоновой системы имеем

τ = Js+ τ0, δτ = δJs+ δτ0, u, v, J, δu, δv, δJ − const.

Зависимость от времени переменных x, δx ,p, δp неявно определяется соотношениями (5.43),

(5.44) и (5.46) – (5.48).
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ГЛАВА 6. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ КЛАССИЧЕСКИХ

ЧАСТИЦ ВО ВНЕШНИХ ПОЛЯХ

Построение точных решений уравнений движения заряженных частиц во внешних по-

лях представляет собой следующий, более сложный этап решения проблемы интегрирования

классических уравнений теоретической физики. В то время как теория интегрирования гео-

дезических потоков на псевдоримановых многообразиях на настоящий день хорошо развита,

аналогичная ей теория для конечномерных гамильтоновых систем, описывающих динамику

частицы во внешнем поле, находится еще в стадии развития и, по-видимому, наиболее фун-

даментальные результаты здесь еще не получены. Отметим, что в настоящее время наиболь-

шая исследовательская активность наблюдается по отношению к интегрируемым магнит-

ным геодезическим потокам, то есть фазовым потокам гамильтоновых систем уравнений,

описывающих движение заряженных частиц во внешних электромагнитных полях. Помимо

исследования проблемы интегрируемости этих динамических систем [124–129], внимание

специалистов также привлекает целый круг вопросов, связанных с их различными тополо-

гическими особенностями [130–133].

Как известно, традиционный подход к интегрированию уравнений движения заряжен-

ной частицы во внешнем электромагнитном поле состоит в применении к соответствую-

щему уравнению Гамильтона – Якоби процедуры разделения переменных. Являясь весьма

эффективным способом построения точных решений, данный подход все же обладает опре-

деленной ограниченностью. В частности, в рамках метода разделения переменных довольно

трудно получить удобные алгебраические критерии интегрируемости.

Определенной альтернативой методу разделения переменных является метод неком-

мутативного интегрирования гамильтоновых систем, основанный на механизме редукции

Марсдена – Вейнствейна [16, 17, 169]. Для применения данного метода целесообразнее пе-

реформулировать уравнения движения частицы в электромагнитном поле в гамильтоновой

форме. Здесь, однако, необходимо отметить два подхода, использующихся при гамильтоно-

вом описании. В первом подходе, принятом в основном в теоретической физике, внешнее

электромагнитное поле вводится при помощи векторного потенциала A = Aadx
a, представ-

ляющего собой 1-форму на фоновом псевдоримановом многообразии. В этом случае гамиль-

тонова система уравнений, описывающая движение свободной (не заряженной) частицы,

модифицируется путем замены старых «импульсов» pa на новые Pa = pa + eAa, где e —

электрический заряд частицы. Во втором подходе, который является более геометрическим,
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а поэтому и более изящным, электромагнитное поле на фоновом многообразии M «вклю-

чается» при помощи деформации канонической скобки Пуассона в C∞(T ∗M), или, что то

же самое, при помощи деформации естественной симплектической формы касательного рас-

слоения T ∗M : ω → ω + eπ∗F , где F — замкнутая 2-форма, π : T ∗M → M — каноническая

проекция [219]. Очевидно, что второй способ описания имеет более общий характер, хотя,

как следует из леммы Пуанкаре, локально оба подхода являются эквивалентными.

Настоящая глава посвящена проблеме интегрирования магнитных геодезических пото-

ков на группах Ли и однородных пространствах. При этом мы будем рассматривать внешние

электромагнитные поля, естественным образом ассоциированные с 2-коциклами алгебр Ли.

Частным случаем предлагаемой нами теории являются магнитные геодезические потоки,

связанные с тривиальными 2-коциклами (или 2-кограницами), которые порождаются фор-

мой Кириллова – Костанта на соответствующих орбитах коприсоединенного представления.

До настоящего времени в большинстве работ по данной тематике рассматривались именно

такие случаи (см., например, [124–127]), хотя нетривиальные 2-коциклы представляют с

точки зрения интегрирования гораздо больший интерес. В частности, как будет показано

ниже, для произвольной алгебры и некоторого 2-коцикла на ней можно ввести так назы-

ваемый когомологический индекс, обобщающий понятие обычного индекса алгебры Ли и

позволяющий сформулировать критерий интегрируемости магнитных геодезических потоков

в квадратурах.

В заключение настоящей главы мы рассматриваем уравнения Вонга, являющиеся обоб-

щениями уравнений магнитных геодезических потоков и описывающие движение классиче-

ской заряженной частицы с изоспином во внешнем калибровочном поле [134]. Мы исследуем

структуру алгебры линейных интегралов движения этих уравнений, а также сформулируем

алгебраическое условие их интегрируемости.

§ 6.1 Магнитные геодезические потоки и их интегралы движения

Пусть (M, g) — гладкое псевдориманово многообразие на котором задана замкнутая

2-форма F :

F =
1

2
Fab(x) dxa ∧ dxb, dF = 0.

В трехмерном римановом случае 2-форма F будет интерпретироваться нами как внешнее

магнитное поле; в случае четырехмерного лоренцева многообразия мы будем считать, что

форма F описывает внешнее электромагнитное поле.
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Уравнение движения классической частицы с зарядом e и массой m

ẍc + Γcab ẋ
aẋb =

e

m
gacFabẋ

b

после использования преобразования Лежандра pa = gab ẋ
b может быть представлено в виде

следующей гамильтоновой системы уравнений:

ẋa = {H, xa}ε =
∂H

∂pa
, ṗa = {H, pa}ε = −∂H

∂xa
+ ε Fab

∂H

∂pb
. (6.1)

Здесь H(x, p) = 1
2
gab(x)papb — гамильтониан геодезического потока на псевдоримановом

многообразии (M, g), ε = e/m — удельный электрический заряд частицы. Скобка {·, ·}ε от-

личается от стандартной канонической скобки Пуассона дополнительным слагаемым, отвеча-

ющим внешнему полю, и на произвольных функциях ϕ, ψ ∈ C∞(T ∗M) задается следующим

образом [219]:

{ϕ, ψ}ε ≡
dimM∑
a=1

(
∂ϕ

∂pa

∂ψ

∂xa
− ∂ϕ

∂xa
∂ψ

∂pa

)
− ε

dimM∑
a,b=1

Fab
∂ϕ

∂pa

∂ψ

∂pb
. (6.2)

Следуя терминологии, принятой рядом авторов, мы будем называть скобку Пуассона (6.2)

магнитной, а соответствующую ей гамильтонову систему (6.1) — магнитным геодезиче-

ским потоком. Отметим, что при ε = 0 скобка (6.2) переходит в обычную каноническую

скобку Пуассона, а гамильтонова система (6.1) представляет собой уравнения геодезического

потока на (M, g).

Легко видеть, что магнитная скобка Пуассона (6.2) является невырожденной и порож-

дается симплектической структурой на T ∗M следующего вида

ωε = ω + επ∗F = dpa ∧ dxa +
ε

2
Fab dx

a ∧ dxb.

Здесь ω = dpa ∧ dxa стандартная симплектическая форма на T ∗M , π : T ∗M → M — есте-

ственная проекция. Мы будем называть 2-форму ωε магнитной симплектической формой

(в литературе также используется термин «скрученная» симплектическая форма [220,221]).

ЗАМЕЧАНИЕ 6.1. В рамках стандартного подхода, принятого в теоретической физике,

электромагнитное поле описывается с помощью 1-формы векторного потенциала A = Aa dx
a

такой, что dA = F . Если ввести «обобщенные импульсы» Pa = pa + εAa и рассмотреть новый

гамильтониан H̃(x, P ) = H(x, P−εA), гамильтонова система (6.1) может быть преобразована

к системе

ẋa =
∂H̃

∂Pa
, Ṗa = −∂H̃

∂xa
, (6.3)
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являющейся гамильтоновой относительно стандартной канонической скобки Пуассона на

T ∗M . Несмотря на очевидную эквивалентность обоих подходов (по крайней мере, при ло-

кальном описании), подход, основанный на использовании магнитной скобки Пуассона, яв-

ляется все же более геометризованным, а следовательно, более изящным. Это выражается

уже в том, что 2-форма F всегда определена на многообразии M глобально, в то время

как соответствующая 1-форма векторного потенциала A может быть задана лишь локально

(например, в случае нетривиальной топологии M). Кроме того, система уравнений (6.1) в

отличие от системы (6.3) является калибровочно инвариантной, то есть ее вид не изменяется

при преобразованиях вида Ai → Ai + ∂xaf , f ∈ C∞(M).

Возможность точного интегрирования гамильтоновой системы (6.1) тесно связана с на-

личием у последней интегралов движения, то есть функций, находящихся в инволюции с

гамильтонианом H(x, p) относительно магнитной скобки Пуассона. Отметим, что проблема

нахождения интегралов движения магнитных геодезических потоков, преимущественно по-

линомиальных по импульсам, независимо поднималась рядом авторов [140, 222–224]; как

правило, полученные здесь результаты имели конструктивный характер и сводились к инте-

грированию некоторой определяющей системы уравнений. Следует отметить, что структура

возникающих при этом пуассоновых алгебр в упомянутых работах практически не иссле-

довалась, хотя в контексте построения точных решений этот вопрос представляется весьма

немаловажным.

Исследуем алгебру интегралов движения гамильтоновой системы (6.1), линейных по

импульсным переменным pa. Для этого рассмотрим функцию вида

X(ε)(x, p) = ζa(x)pa + εϑ(x),

где ϑ ∈ C∞(M) — некоторая скалярная функция, ζa(x) — компоненты некоторого векторного

поля ζ ∈ Vect(M). Нетрудно показать, что в этом случае условие {H(x, p), X(ε)}ε = 0 будет

эквивалентно следующей системе равенств

Lζ g = 0, dϑ = −ıζF. (6.4)

Здесь Lζ — оператор производной Ли в направлении векторного поля ζ = ζa(x)∂xa, ıζF ≡

Fabζ
adxb — внутреннее произведение 2-формы F на ζ.

Будем рассматривать (6.4) как систему уравнений, в которой неизвестными являются

компоненты векторного поля ζ и функция ϑ (метрика и внешнее поле считаются заданны-

ми). Первое равенство в (6.4) представляет собой условие киллинговости векторного поля ζ

относительно псевдоримановой метрики g. Однако не каждый вектор Киллинга ζ допускает
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существование функции ϑ, являющейся решением второго из уравнений (6.4). Действитель-

но, так как dF = 0, то

d2ϑ = −d ıζF = −(Lζ F − ıζdF ) = −Lζ F,

откуда заключаем, что для существования функции ϑ необходимо и достаточно выполнение

условия

Lζ F = 0, (6.5)

являющееся условием инвариантности 2-формы электромагнитного поля относительно ло-

кальной однопараметрической группы преобразований, порождаемой вектором Киллинга ζ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6.1. Вектор Киллинга ζ, удовлетворяющий условию (6.5), будем называть

допустимым (электромагнитным полем).

Пусть ζ = ζa(x)∂xa — допустимое киллингово векторное поле. Тогда с помощью (6.4)

для функции ϑ мы можем записать следующее выражение

ϑ(x) = −
x∫

x0

ıζF. (6.6)

Отметим, что результат интегрирования не зависит от выбора пути, соединяющего точки

x и x0, так как стоящее по знаком интеграла выражение есть замкнутая 1-форма. С дру-

гой стороны, значение интеграла (6.6) зависит, вообще говоря, от выбора точки x0, то есть

функция ϑ(x) определена с точностью до прибавления произвольной постоянной. Смысл дан-

ной неоднозначности с точки зрения структуры алгебры интегралов движения магнитного

геодезического потока будет пояснен ниже.

Как известно, относительно обычного коммутатора векторных полей множество век-

торов Киллинга образует конечномерную алгебру Ли, являющуюся алгеброй Ли группы

движений псевдориманова многообразия M . Из условия (6.5) следует, что множество допу-

стимых векторов Киллинга будет являться некоторой подалгеброй этой алгебры Ли, которую

мы далее будем называть допустимой.

Пусть g — допустимая подалгебра алгебры Ли векторов Киллинга псевдориманова мно-

гообразия (M, g). Зафиксируем в алгебре g некоторый базис {ζi}, i = 1, . . . , dim g, и сопоста-

вим каждому векторному полю ζi функцию ϑi согласно (6.6). Тогда по своему построению

функции

X
(ε)
i (x, p) = ζai (x)pa + εϑi(x) (6.7)

будут являться интегралами движения магнитного геодезического потока (6.1).
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После несложных преобразований магнитная скобка Пуассона двух интегралов движе-

ния вида (6.7) может быть представлена в виде

{X(ε)
i , X

(ε)
j }ε = Ck

ij X
(ε)
k + εFij. (6.8)

Здесь Ck
ij — структурные константы алгебры Ли g в выбранном базисе и, кроме того, мы

ввели обозначение

Fij ≡ F (ζi, ζj)− Ck
ij ϑk. (6.9)

УТВЕРЖДЕНИЕ 6.1. Величины (6.9) являются постоянными (то есть не зависящими

от координат) и обладают следующими свойствами:

Fij = −Fji, (6.10)

C l
ij Fkl + C l

jk Fil + C l
ki Fjl = 0. (6.11)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя свойство производной Ли [Lξ, ıη] = ı[ξ,η], а также усло-

вие (6.5) и требование замкнутости формы F , получаем

dF (ζi, ζj) = d ıζj ıζiF = Lζj ıζiF − ıζjd ıζiF = Lζj ıζiF − ıζj (LζiF − ıζidF ) =

= ıζiLζjF + ı[ζj ,ζi]F = −Ck
ij ıζkF.

Отсюда с учетом второго из равенств (6.4) имеем

dFij = dF (ζi, ζj)− Ck
ij dϑk = 0.

Следовательно, величины Fij являются константами. Свойства (6.10) и (6.11) проверяются

простыми вычислениями. В частности, свойство (6.11) является прямым следствием замкну-

тости 2-формы F и тождества Якоби для структурных констант Ck
ij. 2

Напомним теперь некоторые определения. Пусть g — абстрактная вещественная ал-

гебра Ли с базисом {ei} и коммутационными соотношениями [ei, ej] = Ck
ij ek. Билинейная

кососимметрическая форма F(·, ·) на алгебре g, компоненты Fij = F(ei, ej) которой удо-

влетворяют условию (6.11), называется 2-коциклом алгебры g, принимающим значения в

тривиальном g-модуле R. Обозначим множество всех таких 2-коциклов через Z2(g;R). Как

известно [53,54], каждому 2-коциклу F ∈ Z2(g;R) можно сопоставить одномерное централь-

ное расширение алгебры g, которое как линейное пространство является прямой суммой

g⊕ R, а как алгебра Ли имеет следующие ненулевые коммутационные соотношения

[ei, ej] = Ck
ij ek + Fij e0. (6.12)
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Здесь e0 — некоторый базисный вектор в R.

Сравнивая между собой коммутационные соотношения (6.8) и (6.12) можно сделать

следующий вывод: линейная оболочка набора функций X
(ε)
0 ≡ ε, X(ε)

1 , . . . , X
(ε)
dim g относи-

тельно магнитной скобки Пуассона образует (dim g + 1)-мерную алгебру Ли g̃, являющуюся

одномерным центральным расширением алгебры g, построенным с помощью 2-коцикла (6.9).

Условию (6.11) удовлетворяют, например, величины вида Fij = Ck
ij µk, где µk — неко-

торые константы. Подобные 2-коциклы называются 2-кограницами. Множество всех 2-

кограниц алгебры Ли g обозначим B2(g;R).

Нетрудно видеть, что одномерные центральные расширения, соответствующие 2-когра-

ницам, являются тривиальными, то есть сводятся к прямым суммам алгебр Ли. Действи-

тельно, если Fij = Ck
ij µk, то коммутационные соотношения (6.12) можно переписать в виде

[ei, ej] = Ck
ij (ek + µke0) ,

откуда после невырожденного преобразования e0 → e′0 = e0, ei → e′i = ei + µie0 получаем

[e′i, e
′
j] = Ck

ij e
′
k.

Таким образом, если F ∈ B2(g;R), соответствующее центральное расширение изоморфно

прямой сумме алгебр g и R.

Пусть F,F′ ∈ Z2(g;R) — некоторые 2-коциклы, g̃ и g̃′ — соответствующие им одномер-

ные центральные расширения алгебры g. Расширения g̃ и g̃′ называются эквивалентными

g̃ ∼ g̃′, если F′ − F ∈ B2(g;R). Очевидно, что эквивалентные центральные расширения суть

изоморфные алгебры Ли, в связи с чем интерес представляет рассмотрение только неэквива-

лентных центральных расширений, которые находятся во взаимо однозначном соответствии

с элементами фактор-пространства H2(g;R) = Z2(g;R)/B2(g;R). Пространство H2(g;R), на-

деленное естественной структурой абелевой группы, называется группой 2-когомологий ал-

гебры Ли g (со значениями в R).

С учетом изложенных нами фактов несложно понять, что неоднозначность функций ϑi,

связанная с произволом в выборе нижнего предела интегрирования в (6.6), является несу-

щественной. Действительно, замена в интеграле (6.6) начальной точки x0 эквивалентна

преобразованию ϑi → ϑ′i = ϑi + µi, сводящемуся к прибавлению к функциям ϑi некоторых

постоянных. При подобной замене 2-коцикл (6.9) преобразуется следующим образом

Fij → F′ij = Fij − Ck
ij µk.

Отсюда следует, что F − F′ ∈ B2(g;R), то есть данные 2-коциклы принадлежат одному

и тому же когомологическому классу в H2(g;R). Но это означает, что соответствующие
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этим 2-коциклам центральные расширения являются эквивалентными, то есть реализующи-

ми изоморфные алгебры Ли.

Подводя итог полученным результатам, сформулируем следующую теорему.

ТЕОРЕМА 6.1. Пусть (M, g) — псевдориманово многообразие, на котором задана за-

мкнутая 2-форма F , и пусть g = {ζi = ζai (x)∂xa} — допустимая подалгебра алгебры

киллинговых векторных полей многообразия M . Тогда функции

X
(ε)
0 = ε, X

(ε)
i = ζai (x)pa − ε

∫
ıζiF, i = 1, . . . , dim g;

являются интегралами магнитного геодезического потока (6.1) и относительно маг-

нитной скобки Пуассона образуют (dim g + 1)-мерную алгебру Ли g̃, представляющую

собой одномерное центральное расширение алгебры g, соответствующее когомологиче-

скому классу 2-коцикла (6.9).

Теорема 6.1 позволяет конструировать алгебру Ли интегралов движения магнитного

геодезического потока по заданному внешнему (электро)магнитному полю. Можно, одна-

ко, решать несколько иную задачу. А именно, зафиксировав в алгебре векторов Киллин-

га псевдориманова многообразия (M, g) некоторую подалгебру g, мы можем найти (элек-

тро)магнитное поле, для которого данная подалгебра является допустимой. После этого мы

можем явно выписать интегралы движения магнитного геодезического потока в найден-

ном внешнем поле. При этом, если нам будут известны все (неэквивалентные) подалгебры

алгебры векторов Киллинга, мы сможем явно перечислить всевозможные внешние поля, до-

пускающие линейные по импульсам интегралы движения магнитного геодезического потока

на данном псевдоримановом многообразии.

ПРИМЕР 6.1. В качестве примера приведем классификацию магнитных полей и отвеча-

ющих им алгебр Ли интегралов движения магнитного геодезического потока в трехмерном

евклидовом пространстве R3.

Алгебра Ли векторов Киллинга пространства R3 — это шестимерная алгебра e(3), по-

рождаемая векторными полями

Pa = ∂xa , Jab = xa ∂xb − xb ∂xa , a, b = 1, 2, 3;

с коммутационными соотношениями

[Pa, Pb] = 0, [Pa, Jbc] = δacPb − δabPc, [Jab, Jcd] = δadJbc + δbcJad − δacJbd − δbdJac.

Список возможных (с точностью до сопряжений) подалгебр алгебры e(3) приведен в моно-

графии [160] на стр. 61. Далее для каждой подалгебры g ⊂ e(3) мы указываем явный вид
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соответствующей инвариантной замкнутой 2-формы F , а также выписываем интегралы дви-

жения X(ε)
i (x, p) магнитного геодезического потока. Кроме того, при dim g > 1 мы приводим

коммутационные соотношения, которым удовлетворяют построенные интегралы движения,

и явно выделяем случаи, когда образуемая ими алгебра Ли является не тривиальным цен-

тральным расширением.

Ниже используются следующие обозначения: f, f1, f2, . . . – произвольные функции сво-

их аргументов; a, a1, a2, . . . – произвольные постоянные.

1. g = {P1} ' R:

F = df1(x2, x3) ∧ dx1 + df2(x2, x3) ∧ dx2.

X
(ε)
1 = p1 + εf1(x2, x3).

2. g = {J12} ' so(2):

F = df1

(√
x2

1 + x2
2, x3

)
∧ x1dx2 − x2dx1

x2
1 + x2

2

+ df2

(√
x2

1 + x2
2, x3

)
∧ x1dx1 + x2dx2√

x2
1 + x2

2

.

X
(ε)
1 = −x2p1 + x1p2 + εf1

(√
x2

1 + x2
2, x3

)
.

3. g = {J12 + αP3} ' R, α > 0:

F = df1

(√
x2

1 + x2
2, x3 − α arctg

x2

x1

)
∧ x1dx2 − x2dx1

x2
1 + x2

2

+

+ df2

(√
x2

1 + x2
2, x3 − α arctg

x2

x1

)
∧ x1dx1 + x2dx2√

x2
1 + x2

2

.

X
(ε)
1 = −x2p1 + x1p2 + αp3 + εf1

(√
x2

1 + x2
2, x3 − α arctg

x2

x1

)
.

4. g = {P1, P2} ' R2:

F = adx1 ∧ dx2 + f ′1(x3)dx1 ∧ dx3 + f ′2(x3)dx2 ∧ dx3.

X
(ε)
1 = p1 − ε (ax2 + f1(x3)) , X

(ε)
2 = p1 + ε (ax1 − f2(x3)) ,

{X(ε)
1 , X

(ε)
2 }ε = εa.

При a 6= 0 расширение не тривиальное.

5. g = {J12, P3} ' so(2)⊕ R:

F = a
x1dx2 − x2dx1

x2
1 + x2

2

∧ dx3 − f ′1
(√

x2
1 + x2

2

)
dx1 ∧ dx2√
x2

1 + x2
2

−

− f ′2
(√

x2
1 + x2

2

)
x1dx1 ∧ dx3 + x2dx2 ∧ dx3√

x2
1 + x2

2

.
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X
(ε)
1 = −x2p1 + x1p2 − ε

(
ax3 + f1

(√
x2

1 + x2
2

))
,

X
(ε)
2 = p3 + ε

(
a arctg

x2

x3

− f2

(√
x2

1 + x2
2

))
,

{X(ε)
1 , X

(ε)
2 }ε = εa.

При a 6= 0 расширение не тривиальное.

6. g = {J12, J13, J23} ' so(3):

F =
a(x3dx1 ∧ dx2 − x2dx1 ∧ dx3 + x1dx2 ∧ dx3)

(x2
1 + x2

2 + x2
3)3/2

.

X
(ε)
1 = −x2p1 + x1p2 −

εax3√
x2

1 + x2
2 + x2

3

, X
(ε)
2 = −x3p2 + x2p3 −

εax1√
x2

1 + x2
2 + x2

3

,

X
(ε)
3 = −x3p1 + x1p3 +

εax2√
x2

1 + x2
2 + x2

3

.

{X(ε)
1 , X

(ε)
2 }ε = X

(ε)
3 , {X(ε)

1 , X
(ε)
3 }ε = −X(ε)

2 , {X(ε)
2 , X

(ε)
3 }ε = X

(ε)
1 .

Расширение тривиальное.

7. g = {J12 + αP3, P1, P2} ' e(2), α > 0:

F = a1dx1 ∧ dx2 + a2 sin
(x3

α
+ a3

)
dx1 ∧ dx3 − a2 cos

(x3

α
+ a3

)
dx2 ∧ dx3.

X
(ε)
1 = −x2p1 + x1p2 + αp3 +

εa1

2

(
x2

1 + x2
2

)
+

+ εαa2

(
x1 sin

(x3

α
+ a3

)
− x2 cos

(x3

α
+ a3

))
,

X
(ε)
2 = p1 − εa1x2 + eαa2 cos

(x3

α
+ a3

)
, X

(ε)
3 = p2 + εa1x1 + eαa2 sin

(x3

α
+ a3

)
.

{X(ε)
1 , X

(ε)
2 }ε = −X(ε)

3 , {X(ε)
1 , X

(ε)
3 }ε = X

(ε)
2 , {X(ε)

2 , X
(ε)
3 }ε = εa1.

При a1 6= 0 расширение не тривиальное.

8. g = {J12, P1, P2, P3} ' e(2)⊕ R:

F = a dx1 ∧ dx2.

X
(ε)
1 = −x2p1 + x1p2 +

εa

2

(
x2

1 + x2
2

)
, X

(ε)
2 = p1 − εax2, X

(ε)
3 = p2 + εax1, X

(ε)
4 = p3.

{X(ε)
1 , X

(ε)
2 }ε = −X(ε)

3 , {X(ε)
1 , X

(ε)
3 }ε = X

(ε)
2 , {X(ε)

2 , X
(ε)
3 }ε = εa.

При a 6= 0 расширение не тривиальное.
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§ 6.2 Интегрирование магнитных геодезических потоков на группах Ли

6.2.1 Правоинвариантные замкнутые 2-формы на группах Ли

Пусть G — связная вещественная n-мерная группа Ли, g — ее алгебра Ли. Обозначим

через ρL левое регулярное представление алгебры g, действующее на функциях из C∞(G)

согласно правилу:

ρL(Z)ϕ(x) = (ηZϕ)(x), ϕ ∈ C∞(G).

Здесь ηZ(x) = −(Rx)∗ Z — правоинвариантное векторное поле на группе, отвечающее векто-

ру Z алгебры g.

Пусть C2(g;C∞(G)) — пространство 2-коцепей над g-модулем C∞(G), то есть простран-

ство билинейных кососимметрических форм на алгебре g, принимающих значения в C∞(G).

Произвольной 2-коцепи F ∈ C2(g;C∞(G)) взаимо однозначно соответствует дифференци-

альная 2-форма F ∈
∧2(G), которая на произвольных касательных векторах v1, v2 ∈ TxG

вычисляется согласно формуле

F (v1, v2) = F ((Rx−1)∗ v1, (Rx−1)∗ v2) . (6.13)

Нетрудно показать, что 2-форма F будет являться замкнутой тогда и только тогда, когда

соответствующая 2-коцепь F удовлетворяет условию∑
	(Z1,Z2,Z3)

ρL(Z1)F(Z2, Z3) + F(Z1, [Z2, Z3]) = 0, (6.14)

где суммирование осуществляется по всем циклическим перестановкам набора Z1, Z2, Z3 ∈ g.

Условие (6.14) можно записать более компактно как δF = 0, где определение оператора

δ : Ck(g;C∞(G))→ Ck+1(g;C∞(G)) дается формулой (1.69). Это означает, что множество за-

мкнутых 2-форм на группе G находится во взаимо однозначном соответствии с множеством

2-коциклов Z2(g;C∞(G)) алгебры g над g-модулем C∞(G).

В алгебре Ли g зафиксируем некоторый базис {ei} и введем дуальный ему базис {ei}

в пространстве g∗: 〈ei, ej〉 = δij, i, j = 1, . . . , n. Тогда 2-коцикл F ∈ Z2(g;C∞(G)) в данном

базисе представляется как

F =
1

2
Fij(x) ei ∧ ej, Fij ≡ F(ei, ej), (6.15)

а условие (6.14) запишется в виде∑
	(i,j,k)

ηi Fjk + C l
ij Fkl = 0.
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Здесь ηi(x) = −(Rx)∗ ei — правоинвариантное векторное поле, соответствующее вектору

ei ∈ g, Ck
ij — структурные константы алгебры g в базисе {ei}. Кроме того, если (x1, . . . , xn)

— локальные координаты группового элемента x ∈ G, из равенства (6.13) следует, что

координатные компоненты 2-формы F , отвечающей 2-коциклу (6.15), даются формулой

Fij(x) = Fkl σ
k
i (x)σlj(x). (6.16)

Здесь σki (x) — компоненты правоинвариантной 1-формы σi(x) = −(Rx−1)∗ ei, выраженные в

локальных координатах.

Правое действие группы G на пространстве кокасательного расслоения T ∗G по опреде-

лению сохраняет симплектическую 2-форму ω = dpi ∧ dxi. Однако магнитная симплектиче-

ская форма ωε = ω+ε π∗F в общем случае уже не является инвариантной относительно этого

действия. Тем не менее, если это так, то в качестве следствия мы получаем (Rg)
∗ F = F , то

есть замкнутая 2-форма F должна быть инвариантной относительно правых сдвигов на G.

Верно и обратное: для всякой замкнутой правоинвариантной 2-формы F ∈
∧2(G) магнит-

ная симплектическая форма ωε будет являться инвариантной относительно индуцированного

правого действия группы G на T ∗G. Далее всюду в этом параграфе мы будем считать, что

F — правоинвариантная замкнутая 2-форма на группе G.

Используя формулу (6.13) несложно показать, что инвариантность 2-формы F ∈
∧2(G)

относительно правых сдвигов равносильна инвариантности соответствующей 2-коцепи F ∈

C2(g;C∞(G)) относительно правого регулярного представления группы G:

TRg F(·, ·) = F(·, ·), g ∈ G.

Так как правое действие группы G транзитивно, это означает, что 2-коцепь F представ-

ляет собой билинейную кососимметрическую форму на алгебре g, принимающую значе-

ния в R. Легко видеть, что множество всех таких 2-коцепей образует подпространство в

C2(g;C∞(G)), которое мы будем обозначать как C2(g;R). В частности, правоинвариантные

замкнутые 2-формы на группе G будут находится во взаимо однозначном соответствии с

2-коциклами из подпространства Z2(g;R) = Z2(g;C∞(G)) ∩ C2(g;R), причем выделяющее

подобные 2-коциклы условие получается из (6.14) путем наложения дополнительного требо-

вания ρL(Z)F = 0: ∑
	(Z1,Z2,Z3)

F(Z1, [Z2, Z3]) = 0. (6.17)

Соотношение (6.17) является линейным алгебраическим уравнением на компоненты

2-коцикла F ∈ Z2(g;R). Одними из решений данного уравнения являются элементы про-
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странства B2(g;R) = B2(g;C∞(G)) ∩C2(g;R), то есть 2-коциклы вида

F(Z1, Z2) = 〈µ, [Z1, Z2]〉, µ ∈ g∗. (6.18)

Как будет показано ниже, с точки зрения интегрируемости магнитных геодезических пото-

ков внешние поля, отвечающие таким 2-коциклам, представляют собой тривиальный слу-

чай, поэтому основной интерес для нас будут представлять элементы фактор-пространства

H2(g;R) = Z2(g;R)/B2(g;R), то есть когомологические классы алгебры g над тривиальным

модулем R.

Зададимся таким вопросом: чему равен векторный потенциал A внешнего поля, со-

ответствующего замкнутой правоинвариантной 2-форме F ? Очевидно, что всякая 1-форма

A может быть однозначно представлена в виде A = Ai σ
i, где A = Ai e

i — некоторая 1-

коцепь на группе G, принимающая значения в C∞(G). При этом равенство F = dA будет

равносильно условию δA = F, или, в более подробном виде

ηZ1A(Z2)− ηZ2A(Z1)−A([Z1, Z2]) = F(Z1, Z2), Z1, Z2,∈ g. (6.19)

Для некоторого базиса {ei} в алгебре g данное равенство представляется системой уравне-

ний

ηiAj − ηjAi − Ck
ij Ak = Fij, (6.20)

где Ai = A(ei), Fij = F(ei, ej), ηi — правоинвариантное векторное поле, соответствующее

базисному вектору ei.

В силу условия коцикличности (6.17), система дифференциальных уравнений (6.20)

интегрируема. Ее общее решение имеет вид Ai = A′i + ηi f , где f ∈ C∞(G) — произвольная

функция, A′i — некоторое частное решение. Отметим, что имеющийся произвол в выборе

решения фактически является проявлением калибровочной инвариантности уравнения F =

dA.

Наиболее просто частное решение системы (6.20) может быть построено для 2-коцикла

F, являющегося 2-кограницей.

УТВЕРЖДЕНИЕ 6.2. Пусть 2-коцикл F имеет вид (6.18). Тогда частное решение си-

стемы уравнений (6.20) может быть выбрано в виде Ai = −µi, i = 1, . . . , dim g.

ЗАМЕЧАНИЕ 6.2. Отметим, что векторный потенциал A, отвечающий 1-коциклу (6.18),

будет являться инвариантным относительно правых сдвигов на группе G. Действительно,

компоненты 1-формы A в этом случае будут выражаться через правоинвариантные 1-формы

на группе G согласно равенству Ai = µjσ
j
i . Очевидно, что в общей ситуации данное утвер-

ждение не верно.
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Чтобы сформулировать аналогичный результат для общего случая, нам понадобятся

некоторые дополнительные конструкции. Пусть g̃ = g ⊕F R — одномерное центральное рас-

ширение алгебры g, построенное с помощью 2-коцикла F ∈ Z2(g;R). Если в качестве базиса

в алгебре g̃ выбрать набор {ei}∪{e0}, где {ei} — базис в алгебре g, а e0 — базисный элемент

в R, то коммутационные соотношения в g̃ будут иметь вид (6.12). Обозначим через G̃ группу

Ли, являющуюся центральным расширением группы G с помощью R, и имеющую алгебру g̃

в качестве соответствующей алгебры Ли. Если элементы группы G̃ отождествить с парами

вида (x, t), где x ∈ G, t ∈ R, групповой закон в G̃ будет иметь вид

(x1, t1)(x2, t2) = (x1x2, t1 + t2 + Θ(x1, x2)), (6.21)

где Θ : G×G→ R — функция, удовлетворяющая условиям

Θ(x1x2, x3) + Θ(x1, x2) = Θ(x1, x2x3) + Θ(x2, x3), x1, x2, x3 ∈ G; (6.22)

Θ(x, e) = Θ(e, x) = 0, x ∈ G. (6.23)

Заметим, что требование (6.22) означает, что функция Θ(x1, x2) является 2-коциклом груп-

пы G. Данный 2-коцикл связан с 2-коциклом F соответствующей алгебры Ли g следующим

образом [54]:

F(Z1, Z2) =
d2

dt1 dt2

[
Θ
(
et1Z1 , et2Z2

)
−Θ

(
et1Z2 , et2Z1

)] ∣∣∣
t1=t2=0

, Z1, Z2 ∈ g; (6.24)

или в локальных координатах

Fij =

(
∂2Θ(x, y)

∂xi ∂yj
− ∂2Θ(x, y)

∂xj ∂yi

) ∣∣∣
x=y=0

. (6.25)

УТВЕРЖДЕНИЕ 6.3. В качестве частного решения системы уравнений (6.20) может

быть выбран набор функций

Ai(x) =
∂Θ(y, x)

∂yi

∣∣∣
y=0

, i = 1, . . . , dim g. (6.26)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя закон группового умножения (6.21), для правоинвариант-

ных векторных полей на группе G̃ получаем выражения

η̃0 = −∂t, η̃i = ηi −Ai(x)∂t, (6.27)

где ηi = ηji (x)∂xj — правоинвариантные векторные поля на G, а функции Ai(x) определяются

формулой (6.26). В силу (6.12) для коммутатора правоинвариантных векторных полей имеем

[η̃i, η̃j] = Ck
ij η̃k + Fij η̃0. (6.28)

откуда с учетом соотношений [ηi, ηj] = Ck
ij ηk и (6.27) непосредственно следуют равенства

(6.20). 2
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ЗАМЕЧАНИЕ 6.3. Вообще говоря, формула (6.26) представляет собой лишь локальную

конструкцию, так как 2-коцикл Θ(x, y) группы G не всегда может быть определен по 2-

коциклу F соответствующей алгебры g глобально. Для иллюстрации рассмотрим простей-

ший пример группы G — двумерный тор T2. Пусть F = e1 ∧ e2 — 2-коцикл на соответству-

ющей алгебре Ли g ' R2. Тогда функция Θ(x, y), однозначно определяемая требованиями

(6.23) и (6.25), будет иметь вид: Θ(x, y) = −x2y1. Однако, в силу того, что координаты на

торе определены по модулю 2π, эта функция не является глобальной функцией, и поэтому

определяемое с ее помощью частное решение системы уравнений (6.20)

A1 = 0, A2 = −x1,

задано на группе T2 всего лишь локально.

ПРИМЕР 6.2. Рассмотрим теперь менее тривиальный пример, иллюстрирующий полу-

ченные нами результаты. Пусть G = E(2) — группа движений двумерной плоскости (см.

пример 2.1). Наиболее общий вид 2-коцикла соответствующей алгебры e(2) дается выраже-

нием

F = µ1 e
1 ∧ e2 + µ2 e

1 ∧ e3 + µ3 e
2 ∧ e3, (6.29)

где µ1, µ2, µ3 — произвольные постоянные. Отметим, что все 2-кограницы алгебры e(2)

получаются из (6.29) условием µ1 = 0. Таким образом, dim H2(e(2);R) = 1.

Используя для группового элемента матричное представление (2.36), выпишем право-

инвариантные 1-формы на группе E(2)

σ1 = −dx1 − x2dx3, σ2 = −dx2 + x1dx3, σ3 = −dx3. (6.30)

Тогда согласно (6.16) для правоинвариантной замкнутой 2-формы на G, отвечающей 2-

коциклу (6.29), получаем следующее выражение

F = µ1 dx1 ∧ dx2 − (µ1x1 − µ2) dx1 ∧ dx3 − (µ1x2 − µ3) dx2 ∧ dx3. (6.31)

Рассмотрим алгебру Ли g̃ = e(2)F⊕R, являющуюся одномерным центральным расшире-

нием алгебры e(2), построенным с помощью 2-коцикла (6.29). Коммутационные соотношения

в этой алгебре Ли имеют вид

[e1, e2] = µ1 e0, [e1, e3] = µ2 e0 − e2, [e2, e3] = µ3 e0 + e1. (6.32)

Пользуясь техникой вычисления функции композиции на локальных группах Ли, описанной

нами в § 1.3, найдем функцию Θ(x, y), определяемую законом умножения (6.21) в соответ-
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ствующей локальной группе G̃:

Θ(x, y) =
µ1

2
(1− cos 2x3)y1y2 +

µ1

4

(
y2

2 − y2
1

)
sin 2x3 + µ2 y2 − µ3 y1−

− (µ1 x2y1 + µ2 y2 − µ3 y1) cosx3 + (µ1 x2y2 − µ2 y1 − µ3 y2) sinx3. (6.33)

С помощью формулы (6.26) находим

A1 = 0, A2 = −µ1 x1, A3 =
µ1

2

(
x2

2 − x2
1

)
− µ2 x1 − µ3 x2,

откуда для 1-формы векторного потенциала A получаем следующее выражение:

A = µ1 x1 dx2 −
[µ1

2
(x2

1 + x2
2)− µ2 x1 − µ3 x2

]
dx3.

6.2.2 Алгебра интегралов движения

Как было отмечено в § 2.4, гамильтониан геодезического потока произвольной право-

инвариантной псевдоримановой метрики на группе G может быть записан в виде H(x, p) =

GijYi(x, p)Yj(x, p)/2, где Gij = Gji — постоянные, а функции Yi(x, p) = ηji (x)pj являются

гамильтонианами фазовых потоков, порождаемых однопараметрическими подгруппами пра-

вого гамильтонового действия G на T ∗G. Очевидными интегралами движения гамильтоновой

системы такого геодезического потока будут функции Xi(x, p) = ξji (x)pj, где ξi = ξji (x)∂xj

— левоинвариантные векторные поля на группе G. Функции Xi(x, p) образуют относитель-

но обычной канонической скобки Пуассона {·, ·} алгебру Ли, изоморфную алгебре Ли g

группы G.

В случае гамильтоновой системы магнитного геодезического потока имеет место несколь-

ко иная картина. Пусть F — правоинвариантная замкнутая 2-форма на группе Ли G, соответ-

ствующая некоторому 2-коциклу F ∈ Z2(g;R). Рассмотрим на T ∗G магнитный геодезический

поток, задаваемый 2-формой F . Ясно, что в общем случае функции Xi(x, p) уже не будут

интегралами движения гамильтоновой системы (6.1) в силу того, что

{Xi(x, p), Yj(x, p)}ε = −εF (ξi, ηj) 6= 0.

Согласно подходу, изложенному в предыдущем параграфе, вместо Xi(x, p) рассмотрим

новый набор функций

X
(ε)
i (x, p) = ξji (x)pj + εϑi(x), i = 1, . . . , dim g, (6.34)

где функции ϑi определяются как решения системы уравнений

dϑi = −iξiF. (6.35)
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Согласно построению {X(ε)
i , Yj}ε = 0, то есть функции (6.34) являются интегралами движе-

ния магнитного геодезического потока для всякой правоинвариантной метрики на группе G.

Очевидно, что равенство (6.35) эквивалентно условию ηiϑj = F (ηi, ξj), которое с учетом

формул (1.12) и (6.16) может быть переписано в виде

ηiϑj + Fik ‖Adx‖kj = 0. (6.36)

Отметим, что решения данной системы определены не однозначно, а с точностью до прибав-

ления к функциям ϑi произвольных постоянных.

Проще всего решение системы (6.36) выглядит для случая, когда 2-коцикл F является

2-кограницей.

УТВЕРЖДЕНИЕ 6.4. Пусть Fij = Ck
ij µk, где µk — некоторые постоянные. Тогда функ-

ции

ϑi(x) = ‖Adx‖ji µj, i = 1, . . . , dim g; (6.37)

удовлетворяют системе равенств (6.36)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя второе из матричных тождеств (1.13), получаем

(ηiϑj)(x) = ηi(x)‖Adx‖kj µk = −C l
ik µl ‖Adx‖kj = −Fik ‖Adx‖kj .

Утверждение доказано. 2

Таким образом, для внешнего поля, определяемого 2-кограницей Fij = Ck
ij µk, интегралы

движения магнитного геодезического потока будут иметь вид

X
(ε)
i (x, p) = ξji (x)pj + ε µj‖Adx‖ji , i = 1, . . . , dim g. (6.38)

Согласно формуле (6.8) магнитная скобка Пуассона функций X
(ε)
i и X

(ε)
j имеет вид

{X(ε)
i , X

(ε)
j }ε = Ck

ij X
(ε)
k + ε F̃ij, где F̃ij — постоянные величины, определяемые согласно фор-

муле

F̃ij = F (ξi, ξj)− Ck
ij ϑk. (6.39)

В частности, если Fij = Ck
ij µk, а ϑi выбраны в виде (6.37), имеем

F̃ij = F (ξi, ξj)− Ck
ij ϑk = Cm

kl µm ‖Adx‖ki ‖Adx‖lj − Ck
ij ‖Adx‖mk µm = 0,

откуда для интегралов движения (6.38) получаем

{X(ε)
i , X

(ε)
j }ε = Ck

ij X
(ε)
k .
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Следовательно, интегралы движения вида (6.38) образуют подалгебру в пуассоновой алгебре

(C∞(T ∗M), {·, ·}ε), изоморфную алгебре Ли g группы G.

Для анализа общего случая рассмотрим центральное расширение g̃ = g ⊕F R, задава-

емое с помощью 2-коцикла F ∈ Z2(g;R), и обозначим через G̃ соответствующую группу

Ли, являющуюся центральным расширением G с помощью группы R. Как мы уже отме-

чали выше, закон группового умножения в G̃ имеет вид (6.21), причем входящая в него

функция Θ(x1, x2) представляет собой 2-коцикл группы G, связанный с 2-коциклом F фор-

мулой (6.24).

УТВЕРЖДЕНИЕ 6.5. Соотношениям (6.36) удовлетворяют функции

ϑi(x) =
∂Θ(x, y)

∂yi

∣∣∣
y=0
− ‖Adx‖ji

∂Θ(y, x)

∂yj

∣∣∣
y=0

, i = 1, . . . , dim g. (6.40)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предварительно отметим одно полезное равенство

ηi(x)
∂Θ(x, y)

∂yj

∣∣∣
y=0

= −ξj(x)
∂Θ(y, x)

∂yi

∣∣∣
y=0

, (6.41)

которое получается из условия (6.22), если в нем положить x1 = z, x2 = x, x3 = y и

последовательно продифференцировать его по zi и yj при y = z = 0.

Подействуем правоинвариантным векторным полем ηi на функцию ϑj, определяемую

согласно (6.40). Тогда с учетом (6.41) получаем

ηi(x)ϑj(x) = −ξj(x) Ai(x) +
[
ηi(x) ‖Adx‖kj

]
Ak(x) + ‖Adx‖kj ηi(x)Ak(x),

где введено обозначение Ai(x) = ∂yi Θ(y, x)
∣∣
y=0

. Используя формулы (1.12) и (1.13), полу-

ченное равенство можно переписать в виде

ηi(x)ϑj(x) = −‖Adx‖kj
[
ηi(x) Ak(x)− ηk(x) Ai(x)− C l

ik Al(x)
]
.

Для завершения доказательства осталось заметить, что согласно утверждению 6.3 функ-

ции Ai удовлетворяют уравнению (6.20), то есть выражение стоящее в квадратных скобках

равно Fik. 2

В заключение данного раздела отметим, что в силу равенства ξi(x) = −‖Adx‖ji ηj(x)

формула (6.39) может быть переписана в виде

F̃ij = ‖Adx‖ki ‖Adx‖lj Fkl − Ck
ij ϑk(x).

Так как величины F̃ij представляют собой постоянные, при x = e получаем

F̃ij = Fij − Ck
ij ϑk(0).
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Очевидно, что для функций (6.40) имеем ϑi(0) = 0. Таким образом, при выборе частного

решения системы (6.36) в виде (6.40), 2-коциклы Fij и F̃ij совпадают. В общем случае эти 2-

коциклы отличаются, но при этом всегда принадлежат одному и тому же когомологическому

классу в H2(g;R).

ПРИМЕР 6.3. Построим интегралы движения магнитного геодезического потока на груп-

пе E(2) для случая правоинвариантного внешнего поля, рассмотренного в примере 6.2. Ис-

пользуя для 2-коцикла Θ(x, y) его явное выражение (6.33), согласно формулам (6.34) и (6.40)

получаем

X
(ε)
1 = cosx3 p1 + sinx3 p2 + εµ1 (x1 sinx3 − x2 cosx3)− εµ2 sinx3 − εµ3 (1− cosx3) , (6.42)

X
(ε)
2 = − sinx3 p1 + cosx3 p2 + εµ1 (x1 cosx3 + x2 sin x3)− εµ2 (1− cosx3)− εµ3 sinx3, (6.43)

X
(ε)
3 = p3 −

εµ1

2

(
x2

1 + x2
2

)
+ εµ2x1 + εµ3x2. (6.44)

Прямыми вычислениями нетрудно проверить, что

{X(ε)
1 , X

(ε)
2 }ε = εµ1, {X(ε)

1 , X
(ε)
3 }ε = −X(ε)

3 + εµ2, {X(ε)
2 , X

(ε)
3 }ε = X

(ε)
2 + εµ2.

Сравнивая полученные соотношения с коммутационными соотношениями (6.32) мы видим,

что алгебра, образованная интегралами движения (6.42) – (6.44), представляет собой одно-

мерное центральное расширение алгебры g = e(2), соответствующее 2-коциклу (6.29).

6.2.3 Метод интегрирования магнитных геодезических потоков на группах Ли

Изложим теперь метод интегрирования в квадратурах магнитных геодезических пото-

ков правоинвариантных метрик на группах Ли.

Пусть g̃ = g ⊕F R — одномерное центральное расширение алгебры Ли g, построенное

с помощью 2-коцикла F ∈ Z2(g;R). Обозначим через G̃ группу Ли, являющуюся централь-

ным расширением группы G с помощью коммутативной группы R и имеющую алгебру g̃

в качестве алгебры Ли. Отождествим дуальное пространство g̃∗ с прямой суммой g∗ ⊕ R

и обозначим общий элемент этого пространства (λ, ε). Как следует из закона композиции

(6.21), коприсоединенное действие G̃ сводится к действию группы G, так как центральная

подгруппа R действует на g∗ ⊕ R тривиально:

Ãd∗g (λ, ε) =
(
Ad∗g λ+ ε ϑ(g−1), ε

)
, g ∈ G.

Здесь ϑ(g) = ϑi(g)ei ∈ g∗, где функции ϑi(g) определены равенством (6.40). Таким образом,

коприсоединенное действие группы G̃ оставляет инвариантными гиперплоскости ε = const,
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причем на каждой такой гиперплоскости это действие является аффинным преобразованием,

линейная часть которого совпадает с обычным коприсоединенным действием группы G.

Обозначим через O(ε)
λ ⊂ g∗⊕R коприсоединенную орбиту группы G̃, проходящую через

ковектор (λ, ε). В частности, орбита O(0)
λ совпадает с обычной коприсоединенной орбитой Oλ

группы G. Как однородное пространство орбита O(ε)
λ диффеоморфна фактор-пространству

G̃(λ,ε)\G̃, где G̃(λ,ε) ⊂ G̃ — группа стационарности ковектора (λ, ε). Соответствующая алгебра

Ли g̃(λ,ε) ⊂ g̃ является аннулятором ковектора (λ, ε) и, как нетрудно видеть из (6.25) и

(6.40), разлагается в прямую сумму алгебр Ли: g̃(λ,ε) = gλ,εF ⊕ R, где gλ,εF — подалгебра в g,

определяемая как

gλ,εF ≡ {Z ∈ g : (ad∗Z λ)(·) = εF(Z, · )}. (6.45)

Как следствие, для размерности коприсоединенной орбиты O(ε)
λ можно записать

dimO(ε)
λ = dim g− dim gλ,εF .

Обобщим понятие индекса алгебры Ли введя следующее

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6.2. Пусть [F] ∈ H2(g;R) — когомологический класс 2-коцикла F ∈

Z2(g;R). Индексом алгебры Ли g класса когомологий [F] (или просто когомологическим

индексом) будем называть целое неотрицательное число

ind[F] g ≡ inf
F∈[F]

dim ker F. (6.46)

Так как по определению ker F = {Z ∈ g : F(Z, · ) = 0}, используя (6.45) получаем

ind[F] g = inf
λ∈g∗

dim gλ,1F = inf
λ∈g∗

corank ‖Ck
ij λk + Fij‖. (6.47)

Отсюда видно, что при F ∈ [0] когомологический индекс совпадает с обычным индексом

алгебры Ли g. Кроме того, из (6.47) следует, что размерность всякой регулярной коприсо-

единенной орбиты O(ε)
λ ⊂ g∗ ⊕ R равна

dimO(ε)
λ = dim g− ind[F] g.

Обозначим через ñ поляризацию регулярного ковектора (λ, ε). Чтобы избежать излиш-

них технических сложностей будем считать данную поляризацию вещественной, хотя все

излагаемые ниже результаты могут быть перенесены и на случай комплексной поляризации

(см. пример ниже). Имеет место включение R ⊂ ñ, поэтому поляризация ñ разлагается в

прямую сумму ñ = nF ⊕ R, где nF — подалгебра в g, такая что

dim nF =
1

2

(
dim g + ind[F] g

)
, εF(Z1, Z2) + 〈λ, [Z1, Z2]〉 = 0, Z1, Z2 ∈ nF.
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В частности, при F = 0 подалгебра nF совпадает с поляризацией ковектора λ.

По заданной поляризации ñ построим функции линейного перехода к координатам Дар-

бу (u, v) на орбите коприсоединенного представления O(ε)
λ :

f
(ε)
0 (u, v;λ) = ε, f

(ε)
i (u, v;λ) = ζai (v)ua + χ

(ε)
i (v;λ), i = 1, . . . , dim g.

Из коммутационных соотношений (6.12) следует, что функции ζai (v) удовлетворяют системе

равенств (2.30), поэтому векторные поля ζ0 = 0 и ζi = ζai (v)∂va задают инфинитезимальное

действие группы G̃ на (локальном) однородном пространстве Ṽ = exp(ñ) \ G̃. Очевидно,

что данное действие не эффективно и фактически сводится к действию соответствующей

фактор-группы G ' G̃/R на однородном пространстве V = exp(nF) \ G. Инфинитезималь-

ные генераторы последнего — это векторные поля ζi, образующие алгебру Ли, изоморфную

алгебре g. В свою очередь, функции χ(ε)
i (v;λ) подчиняются условию

ζai (v)
∂χj(v;λ)

∂va
− ζaj (v)

∂χi(v;λ)

∂va
= Ck

ij χk(v;λ) + εFij, χ
(ε)
i (0;λ) = λi,

и поэтому определяют некоторую деформацию алгебры g̃(V ), порождаемой векторными по-

лями ζ0 = 0 и ζi = ζai (v)∂va.

Из закона композиции (6.21) вытекает, что левоинвариантные 1-формы ω̃0 и ω̃i на

группе G̃ имеют вид

ω̃0(t, x) = dt− ∂Θ(x, y)

∂yi

∣∣∣
y=0

ωi(x), ω̃i(t, x) = ωi(x),

где ωi — левоинвариантные 1-формы на группе G. Обозначим через Ψ : V ×G→ V функцию

действия группы G на однородном пространстве V = exp(nF) \ G. Тогда, как следует из

формулы (2.56), производящая функция канонического действия группы G̃ на орбите O(ε)
λ

будет иметь вид S(ε)
λ (u′, v, x) + εt, где

S
(ε)
λ (u′, v, x) = u′aΨ

a(v, x) +

x∫
e

(
χ

(ε)
i (Ψ(v, x);λ)− ε ∂Θ(x, y)

∂yi

∣∣∣
y=0

)
ωi(x). (6.48)

Отметим, что в силу утверждения 2.3 функция S(ε)
λ (u′, v, x) удовлетворяет следующим соот-

ношениям

ξi(x)S
(ε)
λ (u′, v, x) = f

(ε)
i

(
u′,

∂S
(ε)
λ

∂u′
;λ

)
− ε ∂Θ(x, y)

∂yi

∣∣∣
y=0

, (6.49)

ηi(x)S
(ε)
λ (u′, v, x) = −f (ε)

i

(
∂S

(ε)
λ

∂v
, v;λ

)
+ ε

∂Θ(y, x)

∂yi

∣∣∣
y=0

. (6.50)

Пусть (λ0, ε) — некоторый регулярный ковектор в g∗ ⊕ R. В пространстве коприсоеди-

ненных орбит группы G̃, лежащих в гиперплоскости ε = const и близких к орбите O(ε)
λ0
,
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введем локальные координаты J = (J1, . . . , Jind[F] g), считая, что каждая орбита проходит че-

рез некоторый ковектор λ(J) ∈ g∗. В кокасательном расслоении T ∗G рассмотрим гладкое

взаимо однозначное локальное преобразование (x, p) → (u, v, u′, v′, J, τ), заданное в некото-

рой окрестности точки (e, λ0) ∈ T ∗eG с помощью следующей системы равенств

∂S
(ε)
λ(J)(u

′, v, x)

∂xi
= pi + εAi, i = 1, . . . , dim g; (6.51)

∂S
(ε)
λ(J)(u

′, v, x)

∂u′a
= v′a,

∂S
(ε)
λ(J)(u

′, v, x)

∂va
= ua, a = 1, . . . ,

1

2

(
dim g− ind[F] g

)
; (6.52)

∂S
(ε)
λ(J)(u

′, v, x)

∂Jν
= τ ν , ν = 1, . . . , ind[F] g. (6.53)

Согласно построению имеем

ωε = dpi ∧ dxi +
ε

2
Fij dx

i ∧ dxj = −dua ∧ dva + du′a ∧ dv′a + dJν ∧ dτ ν ,

Из соотношений (6.49) и (6.50) следуют равенства

X
(ε)
i (x, p) = f

(ε)
i (u′, v′;λ(J)) , Yi(x, p) = −f (ε)

i (u, v;λ(J)) ,

где функции X
(ε)
i (x, p) и Yi(x, p) определены формулами (6.34) и (2.7) соответственно, и

кроме того предполагается, что переменные x, p, u, v, u′, v′, J и τ связаны преобразованием

(6.51) – (6.53). Используя указанные равенства нетрудно видеть, что гамильтонова система

(6.1), задающая магнитный геодезический поток правоинвариантной метрики на G, после

преобразования (6.51) – (6.53) перейдет в каноническую гамильтонову систему вида

u̇a =
∂H̃(ε)(u, v; J)

∂va
, v̇a = −∂H̃

(ε)(u, v; J)

∂ua
, (6.54)

v̇′a = u̇′a = J̇ν = 0, τ̇ ν =
∂H̃(ε)(u, v; J)

∂Jν
, (6.55)

где

H̃(ε)(u, v; J) =
1

2
Gij f

(ε)
i (u, v;λ(J))f

(ε)
j (u, v;λ(J)).

Очевидно, что интегрируемость полученной системы уравнений эквивалентна интегрируемо-

сти ее подсистемы (6.54). Таким образом, нами доказана

ТЕОРЕМА 6.2. Пусть F — замкнутая правоинвариантная 2-форма на группе Ли G,

соответствующая 2-коциклу F ∈ Z2(g;R). Магнитный геодезический поток, задавае-

мый 2-формой F , является интегрируемым в квадратурах для произвольной правоинва-

риантной псевдоримановой метрики на G, если и только если

1

2

(
dim g− ind[F] g

)
< 2. (6.56)
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Для полупростых алгебр Ли справедлива вторая лемма Уайтхеда, согласно которой

H2(g;R) = 0 [143]. В этом случае любой 2-коцикл F алгебры g является 2-кограницей,

поэтому ind[F] g = ind g. Следовательно, свойство интегрируемости геодезических потоков

правоинвариантных метрик на полупростых группах Ли сохраняется и при «включении»

внешнего правоинвариантного (электро)магнитного поля. Очевидно, что данное утверждение

остается справедливым также и в случае произвольной алгебры Ли с нулевой группой 2-

когомологий H2(g;R).

В качестве иллюстрации более общей ситуации, рассмотрим пример интегрирования

магнитного геодезического потока на трехмерной группе E(2).

ПРИМЕР 6.4. На группе E(2) рассмотрим внешнее поле, задаваемое 2-формой (6.31) при

µ1 = 1, µ2 = µ3 = 0:

F = dx1 ∧ dx2 − x1dx1 ∧ dx3 − x2dx2 ∧ dx3. (6.57)

Согласно примеру 6.3 соответствующий магнитный геодезический поток допускает три ин-

теграла движения

X
(ε)
1 = cosx3 p1 + sinx3 p2 + ε (x1 sinx3 − x2 cosx3) , (6.58)

X
(ε)
2 = − sinx3 p1 + cosx3 p2 + ε (x1 cosx3 + x2 x3) , (6.59)

X
(ε)
3 = p3 −

ε

2

(
x2

1 + x2
2

)
, (6.60)

которые относительно магнитной скобки Пуассона образуют алгебру Ли ẽ(2), являющуюся

центральным расширением алгебры e(2):

{X(ε)
1 , X

(ε)
2 }ε = ε, {X(ε)

1 , X
(ε)
3 }ε = −X(ε)

2 , {X(ε)
2 , X

(ε)
3 }ε = X

(ε)
1 .

Зададим на группе E(2) однопараметрическое семейство правоинвариантных метрик

ds2 = α(σ1)2 + (σ2)2 + (σ3)2 =

= αdx2
1 + 2αx2dx1dx3 + dx2

2 − 2x1dx2dx3 + (1 + x2
1 + αx2

2)dx2
3, α 6= 0. (6.61)

Здесь σi — правоинвариантные 1-формы, определяемые соотношениями (6.30). Отметим, что

при α = 1 данная метрика является плоской.

Значения метрики (6.61) на правоинвариантных векторных полях

η1 = −∂x1 , η2 = −∂x2 , η3 = x2∂x1 − x1∂x2 − ∂x3 ,

даются постоянной матрицей

‖Gij‖ = ‖g(ηi, ηj)‖ =


α 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
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Отсюда для гамильтониана геодезического потока данной метрики получаем выражение

H(x, p) =
1

2
GijYi(x, p)Yj(x, p) =

1

2

[
αY 2

1 (x, p) + Y 2
2 (x, p) + Y 2

3 (x, p)
]
, (6.62)

где функции Yi(x, p) ≡ ηji (x)pj имеют вид

Y1 = −p1, Y2 = −p2, Y3 = x2p1 − x1p2 − p3.

Таким образом, магнитный геодезический поток рассматриваемой метрики задается с помо-

щью следующей системы уравнений

ẋ1 = (α−1 + x2
2)p1 − x2(x1p2 + p3), ṗ1 = p2(x2p1 − x1p2 − p3 + ε), (6.63)

ẋ2 = (1 + x2
2)p2 + x1(p3 − x2p1), ṗ2 = −p1(x2p1 − x1p2 − p3 + εα−1), (6.64)

ẋ3 = −x2p1 + x1p2 + p3, ṗ3 = ε(α−1x1p1 + x2p2). (6.65)

Метрика (6.61) является штеккелевой. Действительно, помимо гамильтониана (6.62)

геодезический поток данной метрики допускает еще два интеграла движения

X
(0)
1 = cosx3 p1 + sinx3 p2, X

(0)
2 = − sinx3 p1 + cosx3 p2,

находящихся в инволюции относительно обычной скобки Пуассона на T ∗G. Таким образом,

согласно теореме о необходимых и достаточных условиях штеккелевости риманова простран-

ства [21] свободное уравнение Гамильтона – Якоби для метрики (6.61) допускает полное

разделение переменных. С другой стороны, в присутствии внешнего поля (6.57) интегралы

движения X(ε)
1 и X(ε)

2 уже не будут находится в инволюции относительно магнитной скобки

Пуассона, поэтому они не могут быть использованы для разделения переменных в соот-

ветствующем уравнении Гамильтона – Якоби. Отметим, что алгебра Ли ẽ(2), образованная

интегралами движения (6.58) – (6.60), вообще не содержит двумерных коммутативных по-

далгебр, не включающих в себя тривиальный интеграл движения X(ε)
0 = ε. Что же касается

интегралов движения магнитного геодезического потока, квадратичных по переменным pi,

то можно показать, что все они являются квадратичными комбинациями линейных интегра-

лов движения (6.58) – (6.60), то есть принадлежат универсальной обертывающей алгебре

U(ẽ(2)). При этом любой инволютивный набор, содержащий интеграл движения второго

порядка по импульсам, с необходимостью будет включать функцию

K(ε) = (X
(ε)
1 )2 + (X

(ε)
2 )2 + 2εX

(ε)
3 = p2

1 + p2
2 + 2ε(−x2p1 + x1p2 + p3),
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порождаемую функцией Казимира K (ε) = f 2
1 + f 2

2 + 2εf3 алгебры ẽ(2). Однако присутствие в

инволютивном наборе функции K(ε) нарушает необходимые и достаточные условия разделе-

ния переменных в уравнении Гамильтона – Якоби, если только α 6= 1 и ε 6= 0. Следователь-

но, интегрирование магнитного геодезического потока метрики (6.61) методом Гамильтона –

Якоби невозможно.

Покажем, что гамильтонова система (6.63) – (6.65) может быть проинтегрирована опи-

санным нами методом. Предварительно отметим, что ind[F] e(2) = 1, поэтому согласно теоре-

ме 6.2 данная гамильтонова система интегрируема.

При ε 6= 0 регулярные орбиты коприсоединенного представления алгебры ẽ(2) — это

семейство эллиптических парабалоидов

O(ε)
λ(J) = {(f, ε) ∈ e(2)∗ ⊕ R : f 2

1 + f 2
2 + 2εf3 = 2εJ}, λ(J) = (0, 0, J), J ∈ R.

Ковектор λ(J) = (0, 0, J) не допускает вещественных поляризаций (см. [181], стр. 83). В

качестве комплексной поляризации выберем подалгебру ñ = nF⊕R, где nF = {e1 + ie2, e3} ⊂

e(2)C. Тогда функции, задающие линейный переход к каноническим координатам на орбитах,

принимают вид

f
(ε)
0 = ε, f

(ε)
1 = iu+

εv

2
, f

(ε)
2 = −u− iεv

2
, f

(ε)
3 = −iuv + J.

Из соотношений f1 + if2 = εv и f1− if2 = 2iu следует, что областью определения переменной

u, как, впрочем, и v, является вся комплексная плоскость C.

Коприсоединенное действие группы Ẽ(2) приводит к действию группы E(2) на ком-

плексном однородном многообразии V = exp(nF) \ E(2) ' C:

Ψ(v, x) = e−ix3(v + ix1 − x2).

Функция Θ(x, y) определяется равенством (6.33), в котором необходимо положить µ1 = 1,

µ2 = µ3 = 0:

Θ(x, y) =
1

2
(1− cos 2x3)y1y2 +

1

4

(
y2

2 − y2
1

)
sin 2x3 − x2y1 cosx3 + x2y2 sinx3.

Используя для левоинвариантных 1-форм ωi их явные выражения (2.66), с помощью форму-

лы (6.48) получаем

S
(ε)
λ (u′, v, x) = e−ix3 (v + ix1 − x2)u′ +

ε

2
(x1 − ix2) v +

iε

4

(
x2

1 + x2
2 − 2ix1x2

)
+ Jx3.

Функции S
(ε)
λ (u′, v, x) отвечает локальное преобразование в T ∗E(2), сводящееся к перехо-

ду от координат (xi, pi) к новым переменным (u, v, u′, v′, J, τ) и неявно заданное системой
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равенств (6.51) – (6.53). Разрешим данную систему равенств относительно переменных pi

и xi:

p1 = iu+
εv

2
, p2 = −u− iεv

2
, p3 = iuv − ieiτv′u− ie−iτu′v + J, (6.66)

x1 =
i

2

(
v − eiτv′

)
+
u− u′e−iτ

ε
, x2 =

1

2

(
v − eiτv′

)
+
i(u− u′e−iτ )

ε
, x3 = τ. (6.67)

Прямыми вычислениями проверяется, что

ωε = dp1 ∧ dx1 + dp2 ∧ dx2 + dp3 ∧ dx3+

+ ε (dx1 ∧ dx2 − x1dx1 ∧ dx3 − x2dx2 ∧ dx3) = −du ∧ dv + du′ ∧ dv′ + dJ ∧ dτ.

Применяя преобразование (6.66), (6.67) к гамильтониану (6.62), получаем

H̃(ε)(u, v; J) =
1

2

(
1− α− v2

)
u2 − i

2
(2J − ε− εα)uv +

ε2v2

8
(α− 1) +

J2

2
.

Гамильтонова система (6.54), отвечающая этому гамильтониану, двумерна и с помощью

интеграла «энергии» H̃(ε)(u, v; J) = E элементарно интегрируется в квадратурах.

Магнитные геодезические потоки на трех- и четырехмерных многообразиях представ-

ляют с точки зрения физических приложений особый интерес. Обсудим в связи с этим

интегрируемость магнитных геодезических потоков правоинвариантных метрик на трех- и

четырехмерных группах Ли.

Так как ранг произвольной кососимметрической матрицы является четным числом, ко-

гомологический индекс всякой трехмерной алгебры Ли согласно (6.47) будет равен либо 1,

либо 3, причем последнее возможно только для коммутативной алгебры. В обоих случаях

неравенство (6.56), очевидно, выполняется. Таким образом, в качестве простого следствия

теоремы 6.2 мы получаем следующее утверждение.

СЛЕДСТВИЕ 6.1. Пусть F — произвольная правоинвариантная замкнутая 2-форма,

заданная на трехмерной группе Ли G. Тогда соответствующий данной 2-форме маг-

нитный геодезический поток является интегрируемым в квадратурах для всякой пра-

воинвариантной метрики на G.

Что касается четырехмерных групп Ли, здесь возможны как интегрируемые, так и не

интегрируемые случаи. В Приложении B, основываясь на классификации всех вещественных

четырехмерных алгебр Ли, мы приводим всевозможные канонические формы 2-коциклов и

выделяем их подклассы, для которых выполняется условие (6.56).
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§ 6.3 Интегрирование магнитных геодезических потоков на однородных

пространствах

Обобщим теперь метод интегрирования магнитных геодезических потоков на группах

Ли на более общий случай — случай однородных пространств.

Пусть G — связная вещественная группа Ли, H – ее замкнутая подгруппа,M = H\G —

соответствующее правое однородное пространство, g и h — алгебры Ли групп G и H соответ-

ственно. Допустим, что на однородном пространстве M задана замкнутая G-инвариантная

2-форма F . Каждому инфинитезимальному генератору ζi = ζai (x)∂xa действия группы G

на M поставим в соответствие функцию X
(ε)
i (x, p) ≡ ζai (x)pa + εϑi(x), где функция ϑi(x)

однозначно определена условиями: dϑi = −iζiF , ϑi(x0) = 0. Здесь x0 ∈ H \ G — выделен-

ная точка, представляющая собой правый смежный класс единичного элемента группы G.

Как было показано в § 6.1, функции X
(ε)
i (x, p) являются интегралами движения магнитно-

го геодезического потока всякой G-инвариантной метрики на M . Кроме того, относительно

магнитной скобки Пуассона данные функции образуют алгебру Ли g̃ = g ⊕F R, являю-

щуюся одномерным центральным расширением алгебры Ли g, построенным с помощью 2-

коцикла Fij = F (ζi, ζj)− Ck
ij χk.

Определим отображение µ(ε) : T ∗M → g∗ с помощью следующего правила

〈µ(ε)(x, p), ei〉 ≡ X
(ε)
i (x, p). (6.68)

Отображение (6.68) будем называть магнитным отображением момента. Согласно опре-

делению

{ϕ ◦ µ(ε), ψ ◦ µ(ε)}ε = {ϕ, ψ}g,ε ◦ µ(ε), ϕ, ψ ∈ C∞(g∗).

Здесь скобка Пуассона {·, ·}g,ε, заданная на дуальном пространстве g∗, называется магнит-

ной скобкой Ли – Пуассона и определяется равенством

{ϕ, ψ}g,ε(f) ≡
(
Ck
ij fk + εFij

) ∂ϕ(f)

∂fi

∂ψ(f)

∂fj
.

Таким образом, отображение µ(ε) — пуассоновое; оно переводит магнитную скобку Пуассона

{·, ·}ε на T ∗M в магнитную скобку Ли – Пуассона {·, ·}g,ε на дуальном пространстве g∗.

В общем случае магнитное отображение момента µ(ε) : T ∗M → g∗ может быть не сюръ-

ективным, то есть как гладкое многообразие его образ может иметь размерность меньшую,

чем dim g.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6.3. Функцию Γ(f) ∈ C∞(g∗) такую, что Γ(µ(ε)(x, p)) ≡ 0, будем называть

магнитным тождеством.
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Ясно, что магнитные тождества — это функциональные соотношения между интегра-

лами движения X(ε)
i (x, p). В дальнейшем для нас важную роль будет играть число функци-

онально независимых магнитных тождеств.

УТВЕРЖДЕНИЕ 6.6. Число функционально независимых магнитных тождеств равно

индексу iM однородного пространства M = H \G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что число k функционально независимых магнитных тож-

деств равно

k = dim g− sup
z∈T ∗M

dimFz,

где Fz ⊂ Tz(T
∗M) — подпространство, порождаемое дифференциалами функций X

(ε)
i (x, p).

В силу транзитивности действия G на M мы можем положить в данной формуле x = x0 так,

что

k = dim g− sup
λ∈T ∗x0

M
dimF(x0,λ). (6.69)

Пусть {eα}, (α = 1, . . . , dim h) — базис в алгебре Ли h группы H, {ea}, (a = dim h +

1, . . . , dim g) — базис подпространства, дополнительного к подалгебре h ⊂ g. Ясно, что в

этом случае ζaα(x0) = 0, причем без ограничения общности мы можем положить ζba(x0) = δba.

Для указанного базиса имеет место соотношение

∂ζbα(x)

∂xa

∣∣∣
x=x0

= Cb
aα, α = 1, . . . , dim h; a, b = dim h + 1, . . . , dim g, (6.70)

где Ck
ij — структурные константы алгебры Ли g в базисе {ei} = {eα}∪ {ea}. Отметим также,

что изоморфизм π∗ : T ∗x0
M → h⊥, индуцируемый естественной проекцией π : G → H \ G,

при данном выборе базиса фактически отождествляет кокасательное пространство T ∗x0
M с

аннулятором h⊥ ⊂ g∗ подалгебры h:

π∗(λ) = λa e
a, λ = λadx

a
0 ∈ T ∗x0

M.

Имея ввиду этот факт, далее мы будем отождествлять между собой ковекторы из про-

странств T ∗x0
M и h⊥.

Распишем подробнее дифференциал функции X(ε)
i (x, p) в точке (x0, λ), λ ∈ h⊥:

dX
(ε)
i (x0, λ) =

(
ζbi (x)

∂xa

∣∣∣
x=x0

λb + ε
∂ϑi(x)

∂xa

∣∣∣
x=x0

)
dxa + ζai (x0)dpa.

Так как дифференциалы dxa и dpa являются линейно независимыми, линейная комбинация

Zi dX
(ε)
i (x0, λ) будет равна нулю тогда и только тогда , когда

Zi

(
ζbi (x)

∂xa

∣∣∣
x=x0

λb + ε
∂ϑi(x)

∂xa

∣∣∣
x=x0

)
= 0, Ziζai (x0) = 0.
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Из второго равенства сразу же следует, что Za = 0, a = dim h + 1, . . . , dim g. Далее, в силу

соотношения dϑi = −iζiF имеем
∂ϑα(x)

∂xa

∣∣∣
x=x0

= 0,

откуда с учетом формулы (6.70) получаем следующую систему алгебраических уравнений

на неизвестные компоненты Zα, α = 1, . . . , dim h:

Caα(λ)Zα = 0, Caα(λ) ≡ Cb
aαλb.

Число линейно независимых решений данной системы равно dim h − rank ‖Caα(λ)‖, откуда

для размерности пространства F(x0,λ) имеем

dimF(x0,λ) = dim g− dim h + rank ‖Caα(λ)‖.

Подставляя полученное выражение в формулу (6.69) получаем

k = dim h− sup
λ∈h⊥

rank ‖Caα(λ)‖,

или в инвариантной форме

k = dim h− sup
λ∈h⊥
〈λ, [g, h]〉 = inf

λ∈h⊥
hλ, hλ ≡ h ∩ gλ. (6.71)

Вспоминая теперь, что индекс iM однородного пространства M = H \G вычисляется соглас-

но второй из формул (4.17), сравнивая последнюю с полученным нами равенством (6.71),

заключаем, что k = iM . 2

Напомним, что индекс iM однородного пространства M — это число функционально

независимых обычных (не магнитных) тождеств, то есть функций на g∗, представляющих

собой функциональные зависимости между интегралами движения Xi(x, p) = ζai (x)pa. Из

доказанного утверждения следует, что количество обычных тождеств в определенном смысле

равно количеству магнитных тождеств. Однако не смотря на это, магнитные и обычные

тождества все же не совпадают друг с другом; последние, как нетрудно видеть, получаются

из магнитных тождеств путем предельного перехода ε→ 0. Проиллюстрируем сказанное на

конкретном примере.

ПРИМЕР 6.5. Рассмотрим четырехмерное однородное пространство M = H \ G, где G

— 8-мерная вещественная группа Ли, алгебра Ли g которой имеет следующие ненулевые

коммутационные соотношения

[e1, e2] = 2e2, [e1, e3] = −2e3, [e1, e5] = e5, [e1, e6] = −e6, [e1, e7] = −e7,
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[e1, e8] = e8, [e2, e3] = e1, [e2, e6] = e5, [e2, e7] = −e8, [e3, e5] = e6, [e3, e8] = −e7,

[e4, e7] = −e6, [e4, e8] = e5, [e7, e8] = e4.

Алгебра Ли h подгруппы H задается базисными векторами e1, e2, e3 и e4. Согласно (4.17)

индекс iM данного однородного пространства равен единице.

В некоторой окрестности единичного элемента группы G введем канонические коорди-

наты второго рода

gh,x =
4∏

α=1

exp(hαeα)
4∏

a=1

exp(xaea+4);

тогда набор x1, x2, x3, x4 можно принять в качестве локальных координат на однородном

пространстве M . В этих координатах инфинитезимальные генераторы действия группы G на

M будут иметь вид:

ζ1 = −x1∂x1 + x2∂x2 + x3∂x3 − x4∂x4 , ζ2 = −x2∂x1 −
x3

3

3
∂x2 + x3∂x4 ,

ζ3 =
x3

4

6
∂x1 −

(
x1 +

x3x
2
4

2

)
∂x2 + x4∂x3 , ζ4 = −x4∂x1 + x3∂x2 , ζ5 = ∂x1 , ζ6 = ∂x2 ,

ζ7 =
x2

4

2
∂x1 − x3x4∂x2 + ∂x3 , ζ8 = ∂x4 .

Рассматриваемое однородное пространство допускает существование G-инвариантной

псевдоримановой метрики. С точностью до масштабного преобразования эта метрика един-

ственна:

ds2 = 2dx1dx3 + 2dx2dx4 + x2
3 dx

2
4. (6.72)

Мы также зададим на однородном пространстве M внешнее электромагнитное поле, опре-

деляемое замкнутой G-инвариантной 2-формой F :

F = dx3 ∧ dx4. (6.73)

Согласно теореме 6.1, магнитный геодезический поток, соответствующий метрике (6.72) и

внешнему полю (6.73), допускает алгебру интегралов движения, порождаемую функциями

X
(ε)
1 = −x1p1 + x2p2 + x3p3 − x4p4 − εx3x4, X

(ε)
2 = −x2p1 −

x3
3

3
p2 + x3p4 +

εx2
3

2
,

X
(ε)
3 =

x3
4

6
p1 −

(
x1 +

x3x
2
4

2

)
p2 + x4p3 −

εx2
4

2
, X

(ε)
4 = −x4p1 + x3p2, X

(ε)
5 = p1,

X
(ε)
6 = p2, X

(ε)
7 =

x2
4

2
p1 − x3x4p2 + p3 − εx4, X

(ε)
8 = p4 + εx3.

Как нетрудно проверить, данная пуассонова алгебра изоморфна одномерному центральному

расширению алгебры g, построенному с помощью 2-коцикла F = e7 ∧ e8 ∈ Z2(g;R).



226

Непосредственной проверкой несложно убедиться, что функция

Γ(f) =
1

3
f 3

4 − f4f5f7 − f4f6f8 + f1f5f6 + f2f
2
6 − f3f

2
5 +

εf 2
4

2
∈ C∞(g∗) (6.74)

тождественно удовлетворяет условию Γ(X(ε)(x, p)) = 0, то есть является магнитным тож-

деством. Можно также показать, что любое другое магнитное тождество будет являться

некоторой функцией от Γ(f). Тем самым мы заключаем, что число функционально незави-

симых магнитных тождеств в данном примере равно индексу iM однородного пространства

M . При этом обычное (не магнитное) тождество получается из (6.74) наложением условия

ε = 0.

Исследуем теперь вопрос о существовании функций Y (x, p) на T ∗M , удовлетворяющих

условию

{Y (x, p), X
(ε)
i (x, p)}ε = 0, i = 1, . . . , dim g. (6.75)

Данному классу функций, например, будет принадлежать гамильтониан магнитного геоде-

зического потока, рассматриваемый относительно всякой G-инвариантной псевдоримановой

метрики на M = H \G.

УТВЕРЖДЕНИЕ 6.7. Функция Y (x, p) тогда и только тогда удовлетворяет условию

(6.75), когда она инвариантна относительно действия группы G на M .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Магнитная скобка Пуассона (6.2) функций Y (x, p) и X
(ε)
i (x, p) =

ζai (x)pa + εϑi(x) может быть представлена как

{Y,X(ε)
i }ε = {Y,Xi}+ ε

(
∂ϑi
∂xa
− Fab ζbi

)
∂Y

∂pa
,

где Xi(x, p) = ζai (x)pa. В силу соотношения dϑi = −iζiF выражение в круглых скобках равно

нулю, поэтому

{Y,X(ε)
i }ε = {Y,Xi},

что в виду связности группы G равносильно доказываемому утверждению. 2

Таким образом, функции из C∞(T ∗M), находящиеся в инволюции относительно магнит-

ной скобки Пуассона со всеми интегралами движения X(ε)
i (x, p), суть инвариантные функции

на T ∗M . В § 4.1 было отмечено, что относительно обычной канонической скобки Пуассо-

на на T ∗M инвариантные функции образуют пуассонову алгебру F , размерность которой

определяется согласно формуле (4.23). С другой стороны, относительно магнитной скобки

Пуассона {·, ·}ε эти функции также будут образовывать некоторую пуассоновую алгебру F ε,

в общем случае являющуюся деформацией алгебры F (ср. с формулой (4.19)):

{Yα, Yβ}ε = Ω
(ε)
αβ(Y ) ≡ Ωαβ(Y )− ε Fab

∂Yα
∂pa

∂Yβ
∂pb

.
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Здесь {Yα} — максимальный набор функционально независимых инвариантных функций.

Пусть µ̃(ε) : T ∗M → F ∗ — отображение, задаваемое системой равенств Yα(x, p) = aα,

α = 1, . . . , dim F . Очевидно, что это отображение пуассоновое: магнитная скобка Пуассона

{·, ·}ε при отображении µ̃(ε) переходит в скобку Пуассона на F ∗, имеющую вид

{ϕ, ψ}F ,ε(a) ≡ Ω
(ε)
αβ(a)

∂ϕ(a)

∂aα

∂ψ(a)

∂aβ
.

Вместе с магнитным отображением момента µ(ε) отображение µ̃(ε) образует бирасслоение, и

поэтому симплектические листы O(ε) ⊂ g∗ и Õ(ε) ⊂ F ∗ находятся во взаимо однозначном

соответствии друг с другом (см. [211], стр. 39). Так как симплектические листы в g∗ — это

фактически орбиты коприсоединенного представления группы G̃, отсюда получаем

ind F (ε) = dim gλ,εF − iM ,

где подалгебра gλ,εF ⊂ g определена формулой (6.45), λ — ковектор, находящийся в общем

положении в подпространстве h⊥.

Обозначим посредством d
(ε)
M,F число, равное половине размерности симплектического

листа общего положения в F ∗. Так как dim F (ε) = dim F , используя формулу (4.23), имеем

d
(ε)
M,F =

1

2

(
dim F (ε) − ind F (ε)

)
= dimM + iM −

1

2

(
dim g + dim gλ,εF

)
,

или с учетом равенств iM = dim hλ и dimM = dim g− dim h:

d
(ε)
M,F =

1

2
dim g/gλ,εF − dim h/hλ. (6.76)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6.4. Целое неотрицательное число d(ε)
M,F, определяемое равенством (6.76),

будем называть магнитным дефектом однородного пространства M = H \G.

ЗАМЕЧАНИЕ 6.4. Из сравнения (6.76) с формулой (4.16) видно, что в случае ε = 0

или при F = 0 магнитный дефект d
(ε)
M,F совпадает с обычным дефектом dM однородного

пространства M .

В § 4.4 мы описали эффективный метод интегрирования геодезических потоков G-

инвариантных метрик на однородных пространствах, основанный на построении специаль-

ного канонического преобразования в T ∗M . Адаптируем указанный метод на случай инте-

грирования соответствующих магнитных геодезических потоков.

Пусть ind F (ε)-мерный вещественный параметр J = (J1, . . . , Jind F (ε)) нумерует симплек-

тические листы общего положения в пространстве F ∗. Это означает, что выбрана некоторая

(локальная) гладкая параметризация σ(J) ∈ F ∗, взаимо однозначно сопоставляющая каждо-

му значению J симплектический лист Õ(ε)
σ(J), проходящий через элемент σ(J). Согласованная
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с ней параметризация симплектических листов в g∗ имеет в этом случае следующий вид:

λ(J) ≡ µ(ε)
(
(µ̃(ε))−1(σ(J))

)
∈ g∗.

Пусть функции f
(ε)
i (u, v; J) определяют переход к каноническим координатам (u, v) на

симплектическом листе O(ε)
λ(J) ∈ g∗, а функции a

(ε)
α (u′, v′; J) задают переход к координатам

Дарбу (u′, v′) на симплектическим листе Õ(ε)
σ(J). Отметим, что построение подобных координат

может быть произведено алгебраическими методами без использования процедур интегри-

рования дифференциальных уравнений (см. § 2.2).

Многообразие N (ε) = T ∗M × O(ε)
λ(J) × Õ

(ε)
σ(J) является симплектическим относительно

2-формы

dimM∑
a=1

dpa ∧ dxa + ε

dimM∑
a,b=1

Fab dx
a ∧ dxb −

1
2

dimO(ε)
λ(J)∑

ā=1

duā ∧ dvā −
d

(ε)
M,F∑
ᾱ=1

du′ᾱ ∧ dv′ᾱ. (6.77)

Рассмотрим в N (ε) поверхность M (ε)
J , задаваемую системой dim g + dim F уравнений вида

X
(ε)
i (x, p) = f

(ε)
i (u, v; J), i = 1, . . . , dim g; (6.78)

Yα(x, p) = a(ε)
α (u′, v′; J), α = 1, . . . , dim F . (6.79)

Так как между функциями {X(ε)
i (x, p)} ∪ {Yα(x, p)} имеется ind F (ε) + iM функциональных

зависимостей, для размерности M (ε)
J будем иметь

dimM
(ε)
J = dimM +

1

2
dimO(ε)

λ(J) + d
(ε)
M,F =

1

2
dimN (ε),

то естьM (ε)
J — поверхность половинной размерности в N (ε). Кроме того, в силу инволютивно-

сти функционального набора {X(ε)
i (x, p)−f (ε)

i (u, v; J)}∪{Yα(x, p)−a(ε)
i (u′, v′; J)} относительно

скобки Пуассона в C∞(N (ε)), определяемой симплектической формой (6.77), ограничение по-

следней на M (ε)
J равно нулю. Это означает, что M (ε)

J — лагранжевая поверхность в N (ε).

Не ограничивая общности, предположим, что из уравнений (6.78) и (6.79) мы можем

явно выразить переменные p, u и v′ как функции от переменных x, v и u′; тогда послед-

ние можно считать локальными координатами на лагранжевой поверхности M
(ε)
J . Так как

ограничение симплектической 2-формы (6.77) на эту поверхность равно нулю (в силу лагран-

жевости), 1-форма

θ(ε)(u′, v, x; J) =
dimM∑
a=1

pa(u
′, v, x; J)dxa −

1
2

dimO(ε)
λ(J)∑

ā=1

uā(u
′, v, x; J)dva+

+

d
(ε)
M,F∑
ᾱ=1

v′ᾱ(u′, v, x; J)du′ᾱ,
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зависящая от J как от параметра, будет удовлетворять условию dθ(ε) = −εF . Определим

ind F (ε) дополнительных функций

τ ν(u′, v, x, J) =

∫
∂

∂Jν
θ(ε)(u′, v, x; J). (6.80)

Выражение, стоящее под знаком интеграла есть замкнутая 1-форма, поэтому функции τ ν

определены с помощью (6.80) корректно.

Из системы равенств (6.78) – (6.80) выразим переменные (u, v, u′, v′, J, τ) как функции

от фазовых переменных (x, p). Полученное преобразование является (локальным) гладким

взаимо однозначным преобразованием в T ∗M , причем согласно построению

dpa ∧ dxa +
ε

2
Fab dx

a ∧ dxb = duā ∧ dvā + du′ᾱ ∧ dv′ᾱ + dJν ∧ dτ ν .

Из утверждения 6.7 следует, что гамильтониан магнитного геодезического потока G-

инвариантной метрики является функцией от базисных инвариантных функций Yα(x, p):

H(x, p) = H (Y1(x, p), . . . , Ydim F (x, p)).

После использования преобразования (6.78) – (6.80) данный гамильтониан перейдет в функ-

цию

H̃(ε)(u′, v′; J) = H (a
(ε)
1 (u′, v′; J), . . . , a

(ε)
dimF (u′, v′; J)),

а гамильтонова система (6.1) примет следующий вид:

v̇′ᾱ =
∂H̃(ε)(u′, v′, J)

∂u′ᾱ
, u̇′ᾱ = −∂H̃

(ε)(u′, v′, J)

∂v′ᾱ
, ᾱ = 1, . . . , d

(ε)
M,F; (6.81)

v̇ā = u̇ā = 0, ā = 1, . . . ,
1

2
dimO(ε)

λ ; (6.82)

J̇µ = 0, τ̇µ =
∂H̃(ε)(u′, v′, J)

∂Jµ
, µ = 1, . . . , ind F (ε). (6.83)

Подсистема (6.82), (6.83) элементарно интегрируется в квадратурах, если построено ре-

шение системы (6.81). Таким образом, интегрируемость магнитного геодезического потока

G-инвариантной метрики равносильна интегрируемости гамильтоновой системы (6.81).

ТЕОРЕМА 6.3. Пусть F — замкнутая G-инвариантная 2-форма на однородном про-

странстве M = H \G, соответствующая 2-коциклу F ∈ Z2(g;R). Отвечающий 2-форме

F магнитный геодезический поток является интегрируемым в квадратурах для произ-

вольной G-инвариантной псевдоримановой метрики на M , если и только если

d
(ε)
M,F < 2. (6.84)
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Проиллюстрируем описанный метод интегрирования магнитных геодезических потоков

на нетривиальном примере.

ПРИМЕР 6.6. Пусть M — четырехмерное псевдориманово однородное пространство, рас-

смотренное нами в примере 4.3. Проинтегрируем в квадратурах магнитный геодезический

поток на M , соответствующий замкнутой инвариантной 2-форме

F = dx1 ∧ dx2. (6.85)

Предварительно отметим, что согласно (6.9) 2-коцикл, определяемый 2-формой F , будет

иметь вид F = e1 ∧ e2. Отсюда с помощью формулы (6.76) для магнитного дефекта полу-

чаем d
(ε)
M,F = 1, то есть рассматриваемый магнитный геодезический поток в соответствие с

теоремой 6.3 является интегрируемым.

Используя для инфинитезимальных генераторов действия группы G на M их явные

выражения (4.56), (4.57), выпишем интегралы движения магнитного геодезического потока

X
(ε)
1 = p1 − εx2, X

(ε)
2 = p2 + εx1, X

(ε)
3 = x2p1 + p3 −

εx2
2

2
,

X
(ε)
4 = −x1p1 + x2p2 − 2x3p3 + p4 + εx1x2, X

(ε)
5 = x1p2 − x2

3p3 + x3p4 +
εx2

1

2
.

Относительно магнитной скобки Пуассона эти интегралы движения образуют шестимерную

алгебру Ли g̃, являющуюся одномерным центральным расширением алгебры Ли g группы G:

{X(ε)
1 , X

(ε)
2 }ε = ε, {X(ε)

1 , X
(ε)
3 }ε = 0, {X(ε)

1 , X
(ε)
4 }ε = −X(ε)

1 , {X(ε)
1 , X

(ε)
5 }ε = X

(ε)
2 ,

{X(ε)
2 , X

(ε)
3 }ε = X

(ε)
1 , {X(ε)

2 , X
(ε)
4 }ε = X

(ε)
2 , {X(ε)

2 , X
(ε)
5 }ε = 0, {X(ε)

3 , X
(ε)
4 }ε = −2X

(ε)
3 ,

{X(ε)
3 , X

(ε)
5 }ε = X

(ε)
4 , {X(ε)

4 , X
(ε)
5 }ε = −2X

(ε)
5 .

Симплектические листы пуассонова многообразия (g∗, {·, ·}g,ε) четырехмерны и совпада-

ют с орбитами коприсоединенного представления группы Ли G̃, ассоциированной с алгеб-

рой g̃:

O(ε)
λ(J) =

{
f ∈ g∗ : f 2

1 f5 + f1f2f4 − f 2
2 f3 +

ε

2
(f 2

4 + 4f3f5) = εJ2/2
}
, (6.86)

λ(J) = (0, 1,−εJ2/2, 0, 0), J ∈ C.

Линейный канонический переход к координатам Дарбу (u, v) на орбите O(ε)
λ(J) задается функ-

циями

f
(ε)
1 = −u1v2 − ε v1, f

(ε)
2 = u1, f

(ε)
3 = −v1v2u1 − v2

2u2 − Jv2 −
ε v2

1

2
, (6.87)

f
(ε)
4 = v1u1 + 2 v2u2 + J, f

(ε)
5 = u2. (6.88)
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Как мы уже отмечали (см. пример 4.3), алгебра F инвариантных функций на T ∗M

является трехмерной алгеброй Ли и порождается системой образующих (4.58). Нетрудно

проверить, что относительно магнитной скобки Пуассона инвариантные функции образуют

алгебру Ли F ε, отличную от алгебры F :

{Y1, Y2}ε = Y1, {Y1, Y3}ε = εY2, {Y2, Y3}ε = Y3,

Соответствующие симплектические листы в (F ∗, {·, ·}F ,ε), согласованные с симплектически-

ми листами (6.86), являются поверхностями уровня вида

Õ(ε)
σ(J) = {a ∈ F ∗ : a1a3 − εa2

2/2 = −εJ2/2}, σ(J) = (−1, 0, εJ2/2).

При этом линейный переход к каноническим координатам (u′, v′) на листе Õ(ε)
σ(J) определяется

функциями

a
(ε)
1 = −u

′

J
− 1

v′
, a

(ε)
2 = u′v′, a

(ε)
3 =

εJv′

2
(−u′v′ + J) .

Система уравнений (6.78), (6.79) записывается в виде

p1− εx2 = −u1v2− ε v1, p2 + εx1 = u1, x2p1 +p3−
εx2

2

2
= −v1v2u1−v2

2u2−J v2−
ε v2

1

2
, (6.89)

−x1p1 + x2p2 − 2x3p3 + p4 + εx1x2 = v1u1 + 2 v2u2 + J, x1p2 − x2
3p3 + x3p4 +

εx2
1

2
= u2, (6.90)

−ex4(x3p1 +p2) = −u
′

J
− 1

v′
, −p4 = u′v′, e−x4(p1p4−x3p1p3−p2p3) =

ε J v′

2
(−u′v′ + J) . (6.91)

С помощью формулы (6.80) найдем функцию τ :

τ = ln (x1v2 − x2 + v1)− u′ (x1v2 − x2 + v1) e−x4

J2 (x3v2 − 1)
. (6.92)

Формулы (6.89) – (6.92) неявно задают локальное преобразование (x, p)→ (u, v, u′, v′, J, τ) в

пространстве T ∗M . Применяя данное преобразование в гамильтониану (4.59) получаем

H̃(ε)(u′, v′; J) =
1

2

(
c1

J2
− c3v

′

J
+ c2v

′2
)
u′2 +

(
c1

Jv′
− c3

2
− εJc4v

′2

4

)
u′+

+
1

2

(
c1

v′2
+
εJ2c4v

′

2

)
. (6.93)

Гамильтонова система (6.81) с гамильтонианом (6.93) элементарно интегрируется в квадра-

турах, переменные v, u и J в данном случае будут константами, а зависимость переменной

τ от параметра интегрирования s определяется интегралом

τ(s) =

∫
∂H̃(ε)(u′(s), v′(s); J)

∂J
ds.
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В работе [215] приведена классификация всех четырехмерных псевдоримановых про-

странств с нетривиальной подгруппой изотропии. Для каждого однородного пространства

M = H \ G из это классификации мы построили наиболее общий вид 2-коцикла, отвечаю-

щего замкнутой G-инвариантной 2-форме на M , и вычислили соответствующий магнитный

дефект. Проверив для каждого случая условие (6.84), мы приходим к следующему следствию

теоремы 6.3.

СЛЕДСТВИЕ 6.2. Пусть M = H \ G — четырехмерное однородное пространство с

нетривиальной подгруппой изотропии H, снабженное G-инвариантной метрикой, F —

замкнутая G-инвариантная 2-форма на M . Тогда магнитный геодезический поток, со-

ответствующий 2-форме F , интегрируем в квадратурах.

§ 6.4 Замечание об интегрируемости уравнений Вонга в классе линейных

интегралов движения

6.4.1 Гамильтонова форма уравнений Вонга

Уравнения Вонга описывают динамику классической изоспиновой частицы, движущей-

ся во внешнем гравитационном поле с метрикой gij и калибровочном поле с потенциалом

Aai [134]:

ẋi = gijpj, ṗi = −1

2

∂gjk

∂xi
pjpk + F a

ij g
jkpkτa, (6.94)

τ̇a = −Cc
ab τcA

b
ig
ijpj. (6.95)

Здесь xi, pi — фазовые координаты частицы, τa — ее координаты в изоспиновом простран-

стве. Тензор напряженности калибровочного поля определяется выражением

F c
ij =

∂Acj
∂xi
− ∂Aci
∂xj

+ Cc
abA

a
iA

b
j.

где Cc
ab — структурные константы алгебры Ли k калибровочной группы K (в качестве ка-

либровочный группы мы рассматриваем произвольную компактную группу Ли). Точкой обо-

значено дифференцирование по собственному времени частицы. Константу связи мы будем

полагать равной единице.

В пространстве функций от переменных xi, pi, τa рассмотрим скобку Пуассона

{ϕ, ψ} =
∂ϕ

∂pi

(
∂ψ

∂xi
− Cc

abA
b
iτc

∂ψ

∂τa

)
−
(
∂ϕ

∂xi
− Cc

abA
b
iτc

∂ϕ

∂τa

)
∂ψ

∂pi
−

− F c
ij τc

∂ϕ

∂pi

∂ψ

∂pj
− Cc

ab τc
∂ϕ

∂τa

∂ψ

∂τb
. (6.96)
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Заметим, что тождество Якоби для данной скобки есть следствие тождества Бианки для

тензора напряженности F c
ij, а также следствие тождества Якоби для структурных констант

Cc
ab алгебры k. Ненулевые скобки Пуассона для самих координат имеют вид

{pi, pj} = −F c
ij τc, {pi, xj} = δji , {pi, τa} = −Cc

abA
b
iτc, {τa, τb} = −Cc

ab τc. (6.97)

В случае тривиальной калибровочной группы K = {e} скобка Пуассона (6.96) является

обычной канонической скобкой Пуассона на T ∗M . В случае K = U(1) (случай электромаг-

нитного поля) скобка (6.96) совпадает с магнитной скобкой Пуассона (6.2).

Если в алгебре k ввести базис {ea} такой, что [ea, eb] = Cc
ab ec, тогда изоспиновые пе-

ременные τa можно рассматривать как линейные координаты некоторого дуального вектора

τ ∈ k∗, заданные в указанном базисе. При этом ограничение скобки (6.96) на пространство

функций, зависящих только от переменных τa, с точностью до знака совпадает со скобкой

Ли – Пуассона на дуальном пространстве k∗.

Заметим, что в общем случае скобка Пуассона (6.96) вырождена. В самом деле, ис-

пользуя соотношения (6.97) нетрудно убедиться, что равенства {J, pi} = {J, xi} = {J, τa} = 0

записываются в виде следующей системы уравнений

∂J

∂xi
=
∂J

∂pi
= 0, Cc

ab τc
∂J

∂τ b
= 0.

Отсюда видно, что функциями Казимира скобки (6.96) являются функции Казимира алгебры

Ли k и только они.

Пусть H = 1
2
gijpipj — гамильтониан геодезического потока на псевдоримановом много-

образии (M, g). Нетрудно показать, что соответствующая этому гамильтониану гамильтонова

система

ẋi = {H, xi}, ṗi = {H, pi}, τ̇a = {H, τa}, (6.98)

эквивалентна системе уравнений (6.94), (6.95). Таким образом, уравнения Вонга являются

гамильтоновой системой относительно скобки Пуассона (6.96) с гамильтонианом, совпадаю-

щим с гамильтонианом геодезического потока на (M, g).

6.4.2 Алгебра линейных интегралов движения

Гамильтонова система (6.98) допускает очевидные интегралы движения — функции

Казимира алгебры k. Напомним, что число ind k функционально независимых функций Ка-

зимира называется индексом алгебры k и вычисляется согласно формуле (2.24).

Помимо функций Казимира уравнения Вонга могут допускать и другие сохраняющиеся

величины. Изучим вопрос о существовании интегралов движения, линейных по переменным
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pi и τa:

X(x, p, τ) = ζ i(x)pi + ϑa(x)τa.

Требование {H,X} = 0 в этом случае приводит к следующей системе уравнений на неиз-

вестные функции ζ i(x) и ϑa(x):

Lζ g = 0, dϑc + Cc
abA

a ∧ ϑb = −iζF c. (6.99)

Первое из равенств (6.99) — это условие киллинговости векторного поля ζ = ζ i(x)∂i отно-

сительно метрики gij. Второе из равенств (6.99) можно переписать в следующем виде

Dϑ ≡ dϑ+ [A, ϑ] = −iζF, (6.100)

где мы ввели инвариантные обозначения A = (Aai dx
i)ea, F = 1

2

(
F a
ijdx

i ∧ dxj
)
ea и ϑ = ϑaea.

Уравнение (6.100) является неоднородным линейным уравнением, поэтому его общее реше-

ние представляется в виде суммы общего решения соответствующего однородного уравнения

Dϑ ≡ dϑ+ [A, ϑ] = 0, (6.101)

и некоторого частного решения.

Рассмотрим однородное уравнение (6.101) подробнее. Из общей теории подобных урав-

нений известно, что множество его решений образует конечномерное линейное пространство

(см., например, [225]). Пусть ϑ1 и ϑ2 — два произвольных решения уравнения (6.101). Ис-

пользуя соотношение (6.101), а также тождество Якоби в алгебре k, получаем:

d[ϑ1, ϑ2] = [dϑ1, ϑ2] + [ϑ1, dϑ2] = −[[A, ϑ1], ϑ2]− [ϑ1, [A, ϑ2]] = −[A, [ϑ1, ϑ2]].

Таким образом, коммутатор двух решений уравнения (6.101) снова является его решением.

Следовательно, множество решений (6.101) образует некоторую подалгебру в алгебре Ли

калибровочной группы. При этом отметим, что каждое решение однородного уравнения

(6.101) доставляет некоторый интеграл движения уравнений Вонга. В самом деле, если

k-значная функция ϑ = ϑaea удовлетворяет равенству (6.101), тогда функция Y (x, τ) = ϑaτa

будет по построению коммутировать с функцией Гамильтона H в смысле скобки Пуассона

(6.96). Далее мы будем такие интегралы движения называть изоспиновыми.

Вернемся к неоднородному уравнению (6.100). Данное уравнение, вообще говоря, мо-

жет допускать решение не для всякого вектора Киллинга ζ. Действительно, если ϑ — его

решение, отвечающее векторному полю ζ, из требования d2ϑ = 0 вытекает следующее усло-

вие

LζF = [F, iζA− ϑ]. (6.102)
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Пусть 〈·, ·〉 — инвариантное скалярное произведение в алгебре k (оно всегда существует

в силу компактности калибровочной группы). Тогда в качестве следствия формулы (6.102)

получаем: Lζ〈F, F 〉 = 0. Это означает, что вектор Киллинга ζ, допускающий решение уравне-

ния (6.100), с необходимостью должен сохранять 2-форму 〈F, F 〉. Ясно, что в общем случае

указанное требование может выполняться не для всякого вектора Киллинга метрики gij.

Для дальнейших целей нам понадобится следующее техническое

УТВЕРЖДЕНИЕ 6.8. Пусть ϑ1, ϑ2 — частные решения уравнения (6.100), отвечаю-

щие векторам Киллинга ζ1 и ζ2 соответственно. Тогда k-значная функция ϑ = [ϑ1, ϑ2]−

F (ζ1, ζ2) будет являться решением этого уравнения, соответствующим вектору Кил-

линга ζ = [ζ1, ζ2].

Доказательство данного утверждения проводится прямыми вычислениями.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6.5. Векторы Киллинга, для которых уравнение (6.100) является сов-

местным, будем называть допустимыми.

Из утверждения 6.8 следует, что множество допустимых векторов Киллинга замкнуто

относительно коммутатора векторных полей, и поэтому образует некоторую подалгебру в

алгебре Ли всех векторов Киллинга.

Далее мы примем следующие обозначения:

• g — алгебра Ли допустимых векторов Киллинга;

• h — алгебра Ли, образованная решениями однородного уравнения (6.101).

Пусть {ζA = ζ iA(x)∂i} и {ϑα = ϑaα(x)ea} — базисы в алгебрах g и h соответственно.

Обозначим через ϑA = ϑaA(x)ea частное решение уравнения (6.100), отвечающее вектору

Киллинга ζA. По своему построению функции

XA(x, p, τ) = ζ iA(x)pi + ϑaA(x)τa, Yα(x, τ) = ϑaα(x)τa, (6.103)

есть интегралы движения гамильтоновой системы (6.98), причем всякий интеграл движения,

имеющий первый порядок по переменным pi и τa, будет являться их линейной комбинацией.

Путем несложных преобразований скобка Пуассона интегралов движения XA и XB

может быть представлена в виде

{XA, XB} = CC
ABXC + Ωc

ABτc,

где CC
AB — структурные константы алгебры Ли g в базисе, ассоциированном с векторами

Киллинга ξA, а k–значные функции ΩAB(x) = Ωc
ABec определяются формулой

ΩAB ≡ F (ζA, ζB)− CC
AB ϑC − [ϑA, ϑB].
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Нетрудно показать, что функции ΩAB являются решениями однородного уравнения (6.101)

(это легко следует из Утверждения 6.8). Но в силу того, что {ϑα} — базис в простран-

стве решений данного уравнения, имеем ΩAB = Fα
AB ϑα, где Fα

AB — некоторые постоянные.

Учитывая теперь, что Yα = ϑaατa, получаем

{XA, XB} = CC
ABXC + Fα

AB Yα.

Далее рассмотрим скобку Пуассона интегралов XA и Yα. Прямыми вычислениями по-

лучаем

{XA, Yα} = [ϑα, ϑA]aτa.

Ясно, что k-значная функция [ϑα, ϑA] является решением уравнения (6.101). В самом деле,

действие оператора D = d+ [A, ·] на функцию [ϑα, ϑA] дает

D[ϑα, ϑA] = [Dϑα, ϑA] + [ϑα, DϑA] = −iζA [ϑα, F ].

В силу того, что ϑα — решение уравнения (6.101), оно удовлетворяет условию [ϑα, F ] = 0.

(Указанное условие легко получить из формулы (6.102), если положить в ней ζ = 0). Отсюда

заключаем, что k-значные функции [ϑα, ϑA] являются решениями уравнения (6.101), а потому

имеет место разложение [ϑα, ϑA] = Λβ
Aα ϑβ, где Λβ

Aα — некоторые постоянные. Таким образом,

{XA, Yα} = Λβ
Aα Yβ.

Наконец отметим, что изоспиновые интегралы движения Yα удовлетворяют соотноше-

ниям {Yα, Yβ} = Cγ
αβ Yγ, где величины Cγ

αβ — это структурные константы подалгебры h в

базисе, ассоциированном с функциями {ϑα}.

Выпишем еще раз все вычисленные скобки:

{XA, XB} = CC
ABXC + Fα

AB Yα, {XA, Yα} = Λβ
Aα Yβ, {Yα, Yβ} = Cγ

αβ Yγ. (6.104)

Полученный нами результат позволяет сделать ряд важных выводов. Во-первых, из соотно-

шений (6.104) следует, что набор интегралов движения (6.103) замкнут относительно скобки

Пуассона (6.96). Это означает, что линейная оболочка данного набора образует алгебру Ли,

которую мы обозначим через g̃. Во-вторых, как видно из (6.104) алгебра h изоспиновых

интегралов движения образует идеал в g̃, причем соответствующая фактор-алгебра g̃/h яв-

ляется изоморфной алгебре g. На основании этого мы можем сделать следующий вывод:

алгебра Ли g̃ представляет собой расширение алгебры Ли g с помощью алгебры Ли h (по

поводу расширений алгебр Ли см., например, [226–228]).
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6.4.3 Некоммутативная редукция уравнений Вонга

Пусть P = g̃+{Jµ} — пуассонова алгебра, образованная интегралами движения (6.103)

и функциями Казимира Jµ калибровочной алгебры k, µ = 1, . . . , ind k. Чтобы избежать тех-

нических сложностей, будем предполагать, что интегралы движения (6.103), образующие

алгебру Ли g̃, являются функционально независимыми. (Если это не так, мы всегда можем

сузить исходную алгебру, отбросив некоторые интегралы движения).

Пусть λ = λaea ∈ k — элемент, принадлежащий центру Z(k) калибровочной алгебры

Ли k. Ясно, что данный вектор является решением однородного уравнения (6.101), поэтому

функция Y = λaτa представляет собой изоспиновый интеграл движения уравнений Вонга.

Также ясно, что указанная функция является функцией Казимира алгебры k. Верно и об-

ратное: всякий изоспиновый интеграл движения, являющийся функцией Казимира алгебры

k, автоматически лежит в Z(k). Имея в виду включение Z(k) ⊂ h, для дифференциальной

размерности алгебры P получаем

ddim P = dim g̃ + ind k− dimZ(k).

Далее, нетрудно показать, что дифференциальный индекс пуассоновой алгебры P равен

dind P = ind g̃ + ind k− dimZ(k),

где ind g̃ – индекс алгебры Ли g̃. (Определение дифференциальной размерности и диффе-

ренциального индекса пуассоновой алгебры см. в § 4.3).

Согласно основному результату теории некоммутативного интегрирования гамильтоно-

вых систем [17, 18] с помощью пуассоновой алгебры P мы можем редуцировать гамильто-

нову систему (6.98) к новой гамильтоновой системе с

k = dimN − (ddim P + dind P) + corank {·, ·}

независимыми переменными, где N = T ∗M ×K. Используя приведенные результаты и учи-

тывая, что dimN = 2 dimM + dim k, corank {·, ·} = ind k, будем иметь

k = 2 dimM + (dim k− ind k)− (dim g̃ + ind g̃) + 2 dimZ(k). (6.105)

Таким образом, число независимых переменных в гамильтоновой системе, получающейся в

результате некоммутативной редукции уравнений Вонга, определяется формулой (6.105).

После некоммутативной редукции, осуществляемой с помощью алгебры P, в общем

случае остается еще один интеграл движения — функция Гамильтона H = 1
2
gijpipj. Учи-

тывая это обстоятельство, система уравнений Вонга будет являться интегрируемой, если
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выполняется условие k ≤ 2. Используя формулу (6.105), данное условие можно представить

в виде

dimM +
1

2
(dim k− ind k)− 1

2
(dim g̃ + ind g̃) + dimZ(k) ≤ 1. (6.106)

Рассмотрим частный случай K = U(1), когда уравнения (6.94), (6.95) описывают дви-

жение заряженной частицы во внешнем электромагнитном поле. В этой ситуации dim k =

ind k = 1, поэтому согласно (6.106) получаем

dimM ≤ 1

2
(dim g̃ + ind g̃) . (6.107)

Очевидно, что алгебра g̃ будет представлять собой одномерное центральное расширение

алгебры g допустимых векторов Киллинга, в силу чего dim g̃ + ind g̃ = dim g + ind[F] g, где

ind[F] g — когомологический индекс алгебры g. Таким образом, мы получаем следующее

неравенство

dimM ≤ 1

2

(
dim g + ind[F] g

)
,

совпадающее с условием интегрируемости уравнений движения заряженной частицы в элек-

тромагнитном поле, полученным в работе [60].

6.4.4 Примеры

Приведем некоторые примеры, связанные с калибровочной группой K = SU(2). Всюду

ниже мы будем предполагать, что в соответствующей алгебре k = su(2) зафиксирован базис

{e1, e2, e3}, в котором коммутационные соотношения имеют вид

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1.

Индекс алгебры su(2) равен единице; в качестве соответствующей функции Казимира может

быть выбрана функция J = τ 2
1 + τ 2

2 + τ 2
3 . Кроме того, алгебра Ли su(2) имеет тривиальный

центр Z(k) = 0. С учетом этих замечаний условие интегрируемости (6.106) для рассматри-

ваемого случая примет вид (6.107).

ПРИМЕР 6.7. Рассмотрим калибровочное поле с потенциалами, «параллельными» в изо-

спиновом пространстве:

Aai = λa(0,−x2, x1, 0), a = 1, 2, 3.

Здесь λ = λaea ∈ su(2) — постоянный ненулевой вектор. Тензор напряженности данного поля

имеет следующие ненулевые компоненты: F a
12 = −F a

21 = λa, a = 1, 2, 3. Нетрудно показать,

что рассматриваемое калибровочное поле удовлетворяет уравнениям Янга – Миллса F , j
ij +
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[Aj, Fij] = 0. (По поводу построения решений уравнений Янга – Миллса для подобного

класса калибровочных полей см. работу [229]).

Пространство решений однородного уравнения Dϑ = 0 в данном примере одномерно

и натянуто на вектор λ. В качестве изоспинового интеграла может быть выбрана функция

Y = λaτa.

Алгебра Ли векторов Киллинга плоского пространства – времени R1,3, как известно,

есть десятимерная алгебра Пуанкаре p(1, 3). В нашем случае допустимые векторы Киллинга

образуют шестимерную подалгебру g ⊂ p(1, 3), образованную генераторами

ζ1 = ∂0, ζ2 = ∂1, ζ3 = ∂2, ζ4 = ∂3, ζ5 = x3∂0 + x0∂3, ζ6 = −x2∂1 + x1∂2.

Выбирая частные решения уравнения (6.100), отвечающие указанным векторам Киллинга,

соответственно в виде

ϑ1 = 0, ϑ2 = −λx2, ϑ3 = λx1, ϑ4 = 0, ϑ5 = 0, ϑ6 =
λ

2

(
x2

1 + x2
2

)
,

получаем следующий набор интегралов движения уравнений Вонга:

X1 = p0, X2 = p1 − Y x2, X3 = p2 + Y x1, X4 = p3, X5 = x3p0 + x0p3,

X6 = −x2p1 + x1p2 +
Y

2

(
x2

1 + x2
2

)
, Y = λaτa.

Пуассонова алгебра g̃, порождаемая функциями X1, . . . , X6 и Y , обладает следующими нену-

левыми коммутационными соотношениями:

{X1, X5} = X4, {X2, X3} = Y, {X2, X6} = X3, {X3, X6} = −X2, (6.108)

{X4, X5} = X1. (6.109)

Из этих соотношений видно, что алгебра g̃ представляет собой нетривиальное расширение

алгебры g с помощью одномерной алгебры h = {Y }. Рассматриваемый пример иллюстрирует

ситуацию «перемешивания» изоспиновых и геометрических интегралов движения, имеющую

принципиально неустранимый характер.

Сравнительно большой запас интегралов движения в данном примере приводит к ин-

тегрируемости уравнений Вонга. Действительно, из коммутационных соотношений (6.108),

(6.109) следует, что индекс алгебры g̃ равен ind g̃ = 3, следовательно, dim g̃+ ind g̃ = 7 + 3 =

10, т.е неравенство (6.107) выполняется.

ПРИМЕР 6.8. Рассмотрим решение уравнений Янга – Миллса, известное в литературе

как монополь Ву – Янга [230]:

A1
i = r−2(0, 0, x3,−x2), A2

i = r−2(0,−x3, 0, x1), A3
i = r−2(0, x2,−x1, 0), (6.110)



240

где r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3. Тензор напряженности калибровочного поля (6.110) имеет вид

F a
ij =

xa

r4


0 0 0 0

0 0 −x3 x2

0 x3 0 −x1

0 −x2 x1 0

 .

Алгебра Ли h решений уравнения Dϑ = 0 одномерна. В качестве базисного решения

можно выбрать функцию ϑ = (xa/r)ea. Таким образом, в калибровочном поле монополя Ву –

Янга имеется изоспиновый интеграл движения, зависящий от пространственных координат:

Y =
xaτa
r
. (6.111)

Алгебра g допустимых векторов Киллинга в данном случае четырехмерна и образована

одним генератором сдвига по координате x0 и тремя генераторами пространственных враще-

ний:

ζ1 = ∂0, ζ2 = −x2∂1 + x1∂2, ζ3 = −x1∂3 + x3∂1, ζ4 = −x3∂2 + x2∂3.

Соответствующие частные решения уравнения (6.100) могут быть выбраны в виде:

ϑ1 = 0, ϑ2 =
x3

r
Y, ϑ3 =

x2

r
Y, ϑ4 =

x1

r
Y.

Таким образом, помимо сохраняющейся величины (6.111), имеем еще четыре интеграла

движения

X1 = p0, X2 = −x2p1 + x1p2 +
x3

r
Y, X3 = −x1p3 + x3p1 +

x2

r
Y, X4 = −x3p2 + x2p3 +

x1

r
Y.

Нетрудно видеть, что набор интегралов движения X1, . . . , X4 и Y , порождает алгебру g̃,

изоморфную прямой сумме алгебр g = {X1, X2, X3, X4} и h = {Y }. Действительно, ненулевые

коммутационные соотношения в пуассоновой алгебре g̃ имеют вид:

{X2, X3} = X4, {X2, X4} = −X3, {X3, X4} = X2,

т.е. геометрические и изоспиновые интегралы движения не «перемешиваются» друг с дру-

гом. Другими словами алгебра представляет собой тривиальное расширение алгебры g с

помощью алгебры h.

Индекс алгебры g̃ в данном случае равен ind g̃ = 3, откуда имеем dim g̃+ind g̃ = 5+3 = 8.

Следовательно, уравнения Вонга в калибровочном поле (6.110) интегрируемы.

Отметим, что подробное исследование движения цветовых частиц в калибровочных

полях, являющихся монопольными решениями уравнений Янга – Миллса, можно найти в

работах [137, 231]. Алгебра интегралов движения уравнений Вонга в поле монополя Ву –

Янга также изучалась в статье [232].
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ПРИМЕР 6.9. В работе [233] доказано существование семейства статических сферически-

симметричных решений уравнений Эйнштейна – Янга – Миллса, получаемых в рамках

следующего анзаца:

ds2 = T−2(r)dx2
0 −R2(r)dr2 − r2

(
dθ2 + sin2 θdϕ

)
,

A1 = (0, 0, w(r), 0), A2 = (0, 0, 0, cos θ), A3 = (0, 0, 0, w(r) sin θ). (6.112)

Здесь (r, θ, ϕ) — сферические координаты в R3, w(r), T (r), R(r) — произвольные функции.

Соответствующий тензор напряженности имеет следующие ненулевые компоненты:

F 1
rθ = −F 1

θr = w′(r), F 2
rϕ = −F 2

ϕr = w′(r) sin θ, F 3
θϕ = −F 3

ϕθ = (w(r)− 1) sin θ.

Отметим, что в случае w(r) = 1 калибровочное поле (6.112) является локально тривиаль-

ным, а соответствующее решение Эйнштейна – Янга – Миллса представляет собой обычное

решение Шварцшильда. В случае w(r) = 0 мы имеем решение Райсснера – Нордстрема с

U(1)-значным тензором напряженности.

Исследуем рассматриваемый анзац с точки зрения существования алгебры линейных

интегралов движения уравнений Вонга. При w(r) 6= 0, 1 однородное уравнение Dϑ = 0 имеет

только тривиальное решение, так что dim h = 0. В случае w(r) = 0 алгебра h одномерна;

соответствующий изоспиновый интеграл имеет вид Y = τ3.

Максимальная алгебра киллинговых векторов статической сферически-симметричной

метрики изоморфна четырехмерной алгебре Ли so(3)⊕ R:

ζ1 = ∂0, ζ2 = − cosϕ∂θ + ctg θ sinϕ∂ϕ, ζ3 = sinϕ∂θ + ctg θ cosϕ∂ϕ, ζ4 = ∂ϕ. (6.113)

При этом всякий вектор Киллинга является допустимым. Частные решения уравнения (6.100),

отвечающие векторным полям (6.113), могут быть выбраны в виде:

ϑ1 = 0, ϑ2 = −w(r) (cosϕ e1 − sinϕ e2)− sinϕ sin θ e3,

ϑ3 = w(r) (sinϕ e1 + cosϕ e2)− cosϕ sin θ e3, ϑ4 = w(r) sin θ e2 + cos θ e3.

Таким образом, интегралы движения уравнений Вонга при w(r) 6= 0, 1 задаются функциями:

X1 = p0, X2 = − cosϕpθ + ctg θ sinϕpϕ − w(r) (cosϕ τ1 − sinϕ τ2)− sinϕ sin θ τ3,

X3 = sinϕpθ + ctg θ cosϕpϕ + w(r) (sinϕ τ1 + cosϕ τ2)− cosϕ sin θ τ3,

X4 = pϕ + w(r) sin θ τ2 + cos θ τ3.
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В случае w(r) = 0 к этому набору добавляется еще один изоспиновый интеграл Y = τ3. При

этом, так же как и в предыдущем примере, алгебра g̃ является тривиальным расширением

алгебры g = {X1, X2, X3, X4} с помощью одномерной алгебры h = {Y }.

Проанализируем возможность интегрирования уравнений Вонга в калибровочном поле

(6.112). В силу того, что размерность и индекс алгебры g равны dim g = 4 и ind g = 2, при

w(r) 6= 0, 1 получаем dim g̃ + ind g̃ = dim g + ind g = 4 + 2 = 6, т.е. линейных интегралов

движения недостаточно для интегрируемости системы (6.94), (6.95). Напротив, при w(r) = 0

уравнения Вонга интегрируемы, т.к. dim g̃ + ind g̃ = 5 + 3 = 8 (см. неравенство (6.107)).
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ГЛАВА 7. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКИХ ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ

ВО ВНЕШНИХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЯХ

Настоящая глава посвящена проблеме построения точных решений релятивистских вол-

новых уравнений во внешних электромагнитных полях, допускающих некоммутативные ал-

гебры операторов симметрии. В частности, мы исследуем структуру алгебр симметрии урав-

нений Клейна – Гордона и Дирака во внешнем электромагнитном поле, разработаем метод

построения их точных решений на многообразиях групп Ли, а также на более общих псев-

доримановых многообразиях с движениями.

§ 7.1 Киллинговы симметрии уравнений Клейна – Гордона и Дирака во внешнем

электромагнитном поле

Пусть (M, g) — гладкое n-мерное псевдориманово многообразие. В физических при-

ложениях сигнатуру метрики обычно полагают лоренцевой, но в нашем случае это несу-

щественно, поэтому будем полагать метрику псевдоримановой. Дополнительно допустим,

что на многообразии M задано внешнее электромагнитное поле с векторным потенциалом

A = Aadx
a и 2-формой напряженности F = 1

2
Fab dx

a ∧ dxb, F = dA.

Рассмотрим на псевдоримановом многообразии (M, g) заряженное массивное скалярное

поле ϕ, описываемое действием [197]:

S ≡
∫

L
√
|g| dnx =

∫ [
gab
(
∇(ε)
a ϕ
)(
∇(ε)
b ϕ
)
− (m2 + ςR)|ϕ|2

]√
|g| dnx. (7.1)

Здесь gab — контравариантные компоненты метрического тензора, ∇(ε)
a ≡ ∇a−iεAa, где ∇a —

оператор ковариантного дифференцирования, отвечающий координатному векторному полю

∂a ≡ ∂/∂xa, ε и m — вещественные параметры, обозначающие электрический заряд и массу

скалярного поля соответственно, R — скалярная кривизна псевдориманова многообразия M ,

g ≡ det ‖gab‖. Безразмерный параметр ς равен нулю в случае минимальной связи, и равен

(n− 2)/(4(n− 1)) в случае конформной связи.

Из вариационного принципа для действия, определяемого выражением (7.1), получается

полевое уравнение Эйлера – Лагранжа

H(ε)ϕ ≡
(
gab∇(ε)

a ∇
(ε)
b +m2 + ςR

)
ϕ = 0, (7.2)

называемое уравнением Клейна – Гордона. Отметим, что случай ε = 0 равносилен отсут-

ствию внешнего электромагнитного поля. Уравнение Клейна – Гордона (7.2) при ε = 0 мы

будем называть свободным.
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Опишем алгебру операторов симметрии уравнения (7.2), лежащих в классе неоднород-

ных дифференциальных операторов первого порядка. Предварительно напомним некоторые

определения и факты, изложенные нами выше в § 6.1.

Вектор Киллинга ζ ∈ Vect(M) псевдориманова многообразия M называется допусти-

мым, если он сохраняет 2-форму электромагнитного поля: LζF = 0. Совокупность всех

допустимых векторов Киллинга образует некоторую подалгебру в алгебре Ли всех киллин-

говых векторных полей, называемую допустимой подалгеброй. Пусть g — допустимая подал-

гебра. Выберем в ней некоторый базис, задаваемый набором векторных полей ζi = ζai (x)∂a,

i = 1, . . . , dim g. В силу замкнутости данного набора относительно коммутатора векторных

полей, получаем [ζi, ζj] = Ck
ij ζk, где постоянные C

k
ij есть структурные константы алгебры g.

Сформулируем теперь основной результат в виде следующей теоремы.

ТЕОРЕМА 7.1. Алгеброй операторов симметрии уравнения (7.2), лежащих в клас-

се неоднородных дифференциальных операторов первого порядка, является (dim g + 1)-

мерная алгебра Ли g̃ с базисными элементами

X
(ε)
0 = iε, X

(ε)
k = ζak (x)∇(ε)

a − iε
∫
ıζkF, k = 1, . . . , dim g, (7.3)

и коммутационными соотношениями вида

[X
(ε)
i , X

(ε)
j ] = Ck

ij X
(ε)
k + FijX

(ε)
0 . (7.4)

Здесь величины Fij являются компонентами 2-коцикла допустимой подалгебры g и опре-

деляются формулой

Fij = F (ζi, ζj)− Ck
ij

∫
iζkF. (7.5)

Тем самым, алгебра g̃, образованная операторами (7.3), представляет собой одномерное

центральное расширение алгебры g, построенное с помощью 2-коцикла (7.5).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим неоднородный дифференциальный оператор первого по-

рядка

X(ε) = ζa(x)∇(ε)
a + iεϑ(x). (7.6)

Прямыми вычислениями нетрудно убедиться, что условие [H(ε), X(ε)] = 0 эквивалентно систе-

ме равенств (6.4), полученной нами выше при исследовании алгебры интегралов движения

магнитных геодезических потоков. Используя изложенные там же соображения, нетрудно

видеть, что пространство операторов вида (7.6), коммутирующих с H(ε), является линей-

ной оболочкой набора операторов (7.3), где векторные поля ζi образуют некоторый базис в

допустимой подалгебре g алгебры Ли векторов Киллинга.
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Далее, несложно проверить, что коммутатор операторов X(ε)
i и X(ε)

j записывается в виде

(7.4), где введено обозначение (7.5). Как следует из утверждения 6.1, введенные величины

Fij являются постоянными (не зависящими от координат), и удовлетворяют условию (6.11).

Но это означает, что Fij являются компонентами 2-коцикла допустимой алгебры g, а ал-

гебра Ли g̃, образованная операторами (7.3), представляет собой одномерное центральное

расширение алгебры g, отвечающее указанному 2-коциклу. 2

Обсудим некоторые частные случаи.

1. Допустим, что внешнее поле является локально тривиальным, то есть F = 0 (но

не обязательно A = 0!). Очевидно, что в этом случае допустимая подалгебра g совпадает

с алгеброй всех векторов Киллинга псевдориманова многообразия. Из теоремы 7.1 вытека-

ет, что алгебра операторов симметрии уравнения Клейна – Гордона для локально триви-

ального внешнего поля порождается операторами вида X(ε)
k = ζak (x)∇(ε)

a , которые вместе с

тривиальным оператором симметрии X(ε)
0 = iε образуют алгебру Ли g̃, изоморфную прямой

сумме g⊕ R:

[X
(ε)
i , X

(ε)
j ] = Ck

ij X
(ε)
k . (7.7)

2. Предположим, что для всякого допустимого вектора Киллинга ζk выполняется усло-

вие LζkA = 0. Иными словами, всякий вектор Киллинга, сохраняющий 2-форму электромаг-

нитного поля, оставляет инвариантным также и соответствующий векторный потенциал. В

этом случае ıζkF = −d ıζkA, откуда

X
(ε)
k = ζak∇(ε)

a − iε
∫
ıζkF = ζak (∇a − iεAa) + iε ıζkA = ζak∇a = X

(0)
k .

Так как [X
(0)
i , X

(0)
j ] = Ck

ij X
(0)
k , из соотношений (7.4) следует, что Fij = 0. Таким образом,

при сделанных предположениях алгебра g̃ снова является тривиальным центральным расши-

рением допустимой подалгебры g. Не смотря на то, что рассмотренная ситуация является

весьма частной, все же имеются физически интересные примеры, иллюстрирующие этот слу-

чай. Наиболее известный из них — решение Керра – Ньюмена, описывающее вращающуюся

электрически заряженную черную дыру [234].

Как следует из второй леммы Уайтхеда, если алгебра Ли g полупроста, то H2(g;R) = 0,

то есть всякое центральное расширение алгебры g является тривиальным [143]. Для нас это

означает, что в случае полупростой допустимой подалгебры операторы (7.3) всегда могут

быть выбраны таким образом, что возникающие между ними коммутационные соотношения

по форме совпадут с коммутационными соотношениями для векторов Киллинга из алгебры g.

(Отметим, что операторы X
(ε)
k , определенные равенством (7.3), определены с точностью до

прибавления произвольных постоянных). Проиллюстрируем это на следующем примере.
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ПРИМЕР 7.1. Рассмотрим метрику Бертотти – Робинсона, квадрат элемента длины

которой имеет вид [235,236]:

ds2 = sh2 x dt2 − dx2 − dθ2 − sin2 θ dϕ2. (7.8)

Симметрии этой метрики определяются векторами Киллинга

ζ1 = − cosϕ∂θ + ctg θ sinϕ∂ϕ, ζ2 = sinϕ∂θ + ctg θ cosϕ∂ϕ, ζ3 = ∂ϕ,

ζ4 = − sh t cthx ∂t + ch t ∂x, ζ5 = − ch t cthx ∂t + sh t ∂x, ζ6 = −∂t,

которые образуют полупростую шестимерную алгебру Ли g, изоморфную прямой сумме

so(3)⊕ so(1, 2):

[ζ1, ζ2] = ζ3, [ζ1, ζ3] = −ζ2, [ζ2, ζ3] = ζ1, [ζ4, ζ5] = ζ6, [ζ4, ζ6] = ζ5, [ζ5, ζ6] = ζ4. (7.9)

Выпишем наиболее общий вид замкнутой 2-формы F , удовлетворяющей условию LζiF =

0, i = 1, . . . , 6:

F = µ1 shx dt ∧ dx+ µ2 sin θ dθ ∧ dϕ. (7.10)

Здесь µ1, µ2 — произвольные постоянные. Отметим, что при µ2
1 + µ2

2 = 2 метрика (7.8) и

электромагнитное поле (7.10) удовлетворяют системе уравнений Эйнштейна Rab = Tab, где

Rab — тензор Риччи, Tab — тензор энергии – импульса электромагнитного поля [237].

По построению каждый вектор Киллинга рассматриваемой метрики является допусти-

мым, поэтому соответствующее уравнение Клейна – Гордона

H(ε)ψ =
[
− sh−2 x (∇(ε)

t )2 + (∇(ε)
x )2 + (∇(ε)

θ )2 + sin−2 θ (∇(ε)
ϕ )2 +m2

]
ψ = 0,

допускает шесть операторов симметрии X(ε)
i , которые определяются в соответствие с форму-

лой (7.3):

X
(ε)
1 = − cosϕ∇(ε)

θ + ctg θ sinϕ∇(ε)
ϕ + iε (µ2 sin θ sinϕ+ λ1) ,

X
(ε)
2 = sinϕ∇(ε)

θ + ctg θ cosϕ∇(ε)
ϕ + iε (µ2 sin θ cosϕ+ λ2) ,

X
(ε)
3 = ∇(ε)

ϕ − iε (µ2 cos θ + λ3) ,

X
(ε)
4 = − sh t cthx∇(ε)

t + ch t∇(ε)
x + iε (µ1 sh t shx+ λ4) ,

X
(ε)
5 = − ch t cthx∇(ε)

t + sh t∇(ε)
x + iε (µ1 ch t shx+ λ5) ,

X
(ε)
6 = −∇(ε)

t + iε (µ1 chx+ λ6) .
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Согласно (7.5) матрица величин Fij будет иметь вид

‖Fij‖ =



0 −λ3 λ2 0 0 0

λ3 0 −λ1 0 0 0

−λ2 λ1 0 0 0 0

0 0 0 0 −λ6 −λ5

0 0 0 λ6 0 −λ4

0 0 0 λ5 λ4 0


,

откуда видно, что выбирая значения произвольных постоянных λi равными нулю, мы доби-

ваемся выполнения условия Fij = 0. Это означает, что именно при нулевых значениях λi

операторы симметрии X
(ε)
i будут удовлетворять тем же самым коммутационным соотноше-

ниям, что и векторы Киллинга ζi.

В общем случае H2(g;R) 6= 0, поэтому никаким преобразованием базиса в алгебре

g̃ нельзя добиться выполнения условия Fij = 0. В такой ситуации алгебра g̃ операторов

симметрии уравнения Клейна – Гордона будет являться нетривиальным центральным рас-

ширением допустимой подалгебры g, причем неоднозначность выбора операторов (7.3) — это

всего лишь произвол в выборе конкретного представителя класса [F] ∈ H2(g;R), соответ-

ствующего 2-коциклу F.

ПРИМЕР 7.2. Рассмотрим четырехмерное лоренцево многообразие с плоско-симметри-

ческой метрикой [188]:

ds2 = e2ν(t,z)dt2 − Y 2(t, z)(dx2 + dy2)− e2σ(t,z)dz2. (7.11)

Здесь ν(t, z), σ(t, z) — произвольные функции своих аргументов. Группа движений данной

метрики трехмерна и ассоциируется с векторами Киллинга

ζ1 = ∂x, ζ2 = ∂y, ζ3 = −y∂x + x∂y,

которые образуют алгебру Ли g, изоморфную алгебре e(2):

[ζ1, ζ2] = 0, [ζ1, ζ3] = ζ2, [ζ2, ζ3] = −ζ1.

Наиболее общий вид замкнутой 2-формы F , инвариантной относительно группы дви-

жений метрики (7.11), следующий

F = f(t, z)dt ∧ dz + µ dx ∧ dy, (7.12)

где f(t, z) — произвольная функция, µ — произвольная постоянная. В соответствие с фор-

мулой (7.3) получаем

X
(ε)
1 = ∇(ε)

x − iε (µy + λ1) , X
(ε)
2 = ∇(ε)

y + iε (µx+ λ2) , (7.13)
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X
(ε)
3 = −y∇(ε)

x + x∇(ε)
y + iε

(µ
2

(x2 + y2) + λ3

)
. (7.14)

Непосредственно проверяется, что операторы (7.13), (7.14) коммутируют с оператором

H(ε) = e−2ν(t,z)(∇(ε)
t )2 − Y −2(t, z)

[
(∇(ε)

x )2 + (∇(ε)
y )2

]
− e−2σ(t,z)(∇(ε)

z )2 +m2 + ςR(t, z),

где R(t, z) — скалярная кривизна метрики (7.11). При этом матрица величин Fij, определя-

емых согласно равенству (7.5), будет иметь вид

‖Fij‖ =


0 µ −λ1

−µ 0 λ1

λ2 −λ1 0

 ,

откуда видно, что никакими значениями произвольных постоянных λi нельзя добиться вы-

полнения условия Fij = 0. Тем самым алгебра g̃, образованная операторами X
(ε)
i , будет

являться нетривиальным центральным расширением алгебры g. В частности, при λi = 0

коммутационные соотношения в алгебре g̃ имеют вид

[X
(ε)
1 , X

(ε)
2 ] = iεµ, [X

(ε)
1 , X

(ε)
3 ] = X

(ε)
2 , [X

(ε)
2 , X

(ε)
3 ] = −X(ε)

1 .

Полученные результаты могут быть непосредственно перенесены и на случай уравнения

Дирака.

Общековариантное уравнение Дирака для спинорного поля ϕ̂ записывается в виде [1,

197]

Ĥ(ε)ϕ̂ ≡
(
iγa∇̂(ε)

a −m
)
ϕ̂ = 0, (7.15)

где γa — матрицы Дирака, определяемые как решение матричной системы уравнений γaγb +

γbγa = 2gab, а операторы ∇̂(ε)
a определяются следующим образом

∇̂(ε)
a ≡ ∇(ε)

a −
1

4
γb; aγb.

Отметим, что уравнение (7.15) может быть получено путем варьирования действия вида

S ≡
∫

L
√
|g| dnx =

i

2

∫ [
ψ γa

(
∇̂(ε)
a ψ
)
−
(
∇̂(ε)
a ψ
)
γaψ −mψψ

]√
|g| dnx.

Определяющие уравнения для оператора симметрии уравнения (7.15) в классе линей-

ных дифференциальных дифференциальных операторов первого порядка были получены

В. Н. Шаповаловым в работе [167]. Нас, однако, будут интересовать не все из них, а только

те, которые не содержат матричных коэффициентов перед производными. Оказывается, что

все такие операторы симметрии порождаются векторами Киллинга из допустимой подал-

гебры g, а образуемая ими алгебра как и в случае уравнения Клейна – Гордона является

центральным расширением алгебры g.



249

ТЕОРЕМА 7.2. Пусть ζi = ζai ∂a — допустимые вектора Киллинга, образующие базис

в алгебре g. Операторы вида

X̂
(ε)
0 = iε, X̂

(ε)
k = ζak∇̂(ε)

a −
1

8
ζka;b[γ

a, γb]− iε
∫
ıζkF, (7.16)

являются операторами симметрии уравнения Дирака (7.15) и образуют алгебру Ли g̃ с

коммутационными соотношениями

[X̂
(ε)
i , X̂

(ε)
j ] = Ck

ij X̂
(ε)
k + FijX̂

(ε)
0 ,

где величины Fij определены формулой (7.5). Таким образом, алгебра g̃ представля-

ет собой одномерное центральное расширение алгебры g, построенное с помощью 2-

коцикла (7.5).

Мы не будем здесь приводить подробное доказательство данной теоремы. Отметим

лишь, что оно чисто техническое и по сути повторяет все этапы доказательства теоремы 7.1.

Вместо этого мы проиллюстрируем теорему 7.2 двумя примерами.

ПРИМЕР 7.3. (Метрика Бертотти – Робинсона). Операторы симметрии уравнения Ди-

рака в метрике (7.8) и внешнем электромагнитном поле с 2-формой (7.10) в соответствие с

(7.16) имеют вид

X̂
(ε)
1 = − cosϕ ∇̂(ε)

θ + ctg θ sinϕ ∇̂(ε)
ϕ −

1

2
sinϕ sin2 θ γ34 + iεµ2 sin θ sinϕ,

X̂
(ε)
2 = sinϕ ∇̂(ε)

θ + ctg θ cosϕ ∇̂(ε)
ϕ −

1

2
cosϕ sin2 θ γ34 + iεµ2 sin θ cosϕ,

X̂
(ε)
3 = ∇̂(ε)

ϕ +
1

4
sin 2θ γ34 − iεµ2 cos θ,

X̂
(ε)
4 = − sh t cthx ∇̂(ε)

t + ch t ∇̂(ε)
x −

1

2
sh t sh2 x γ12 + iεµ1 sh t shx,

X̂
(ε)
5 = − ch t cthx ∇̂(ε)

t + sh t ∇̂(ε)
x −

1

2
ch t sh2 x γ12 + iεµ1 ch t shx,

X̂
(ε)
6 = −∇̂(ε)

t −
1

4
sh 2x γ12 + iεµ1 chx.

(Здесь и далее мы используем обозначение γab ≡
(
γaγb − γbγa

)
/2). Алгебра этих операторов

описывается коммутационными соотношениями

[X̂
(ε)
1 , X̂

(ε)
2 ] = X̂

(ε)
3 , [X̂

(ε)
1 , X̂

(ε)
3 ] = −X̂(ε)

2 , [X̂
(ε)
2 , X̂

(ε)
3 ] = X̂

(ε)
1 , [X̂

(ε)
4 , X̂

(ε)
5 ] = X̂

(ε)
6 ,

[X̂
(ε)
4 , X̂

(ε)
6 ] = X̂

(ε)
5 , [X̂

(ε)
5 , X̂

(ε)
6 ] = X̂

(ε)
4 ,

и, как следует из сравнения этих соотношений с (7.9), изоморфна алгебре Ли группы дви-

жений рассматриваемой метрики. Дополняя эту алгебру тривиальным оператором симмет-

рии X̂
(ε)
0 = iε, получаем, что алгебра g̃ симметрии уравнения Дирака представляет собой
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тривиальное центральное расширение алгебры g, что фактически является следствием полу-

простоты последней.

ПРИМЕР 7.4. Уравнение Дирака в плоско-симметрической метрике вида (7.11) и внеш-

нем электромагнитном поле с 2-формой (7.12) в общем случае допускает три нетривиальных

оператора симметрии

X̂
(ε)
1 = ∇̂(ε)

x +
1

2
Y (t, z)

(
∂Y (t, z)

∂t
γ12 − ∂Y (t, z)

∂z
γ24

)
− iεµy, (7.17)

X̂
(ε)
2 = ∇̂(ε)

y +
1

2
Y (t, z)

(
∂Y (t, z)

∂t
γ13 − ∂Y (t, z)

∂z
γ34

)
+ iεµx, (7.18)

X̂
(ε)
3 = −y∇̂(ε)

x + x∇̂(ε)
y +

1

2
Y (t, z)

∂Y (t, z)

∂t

(
xγ13 − yγ12

)
+

+
1

2
Y (t, z)

∂Y (t, z)

∂z

(
yγ24 − xγ34

)
+

1

2
Y 2(t, z)γ23 +

iεµ

2

(
x2 + y2

)
. (7.19)

Коммутационные соотношения, которым удовлетворяют данные операторы, имеют следую-

щий вид

[X̂
(ε)
1 , X̂

(ε)
2 ] = iεµ, [X̂

(ε)
1 , X̂

(ε)
3 ] = X̂

(ε)
2 , [X̂

(ε)
2 , X̂

(ε)
3 ] = −X̂(ε)

1 .

Таким образом, также как и в случае соответствующего уравнения Клейна – Гордона, алгеб-

ра симметрии уравнения Дирака, образованная операторами (7.17) – (7.18) и дополненная

тривиальным оператором X̂
(ε)
0 = iε, представляет собой центральное расширение алгебры

векторов Киллинга g, не тривиальное при µ 6= 0.

§ 7.2 Интегрирование релятивистских волновых уравнений во внешнем

электромагнитном поле на группах Ли

В настоящем параграфе мы рассмотрим вопрос об интегрируемости релятивистских

волновых уравнений на многообразиях групп Ли, а также опишем эффективный алгоритм

построения их общих решений.

Пусть G — связная унимодулярная n-мерная группа Ли, g — ее алгебра Ли. Рассмотрим

на группе G правоинвариантную псевдориманову метрику, метрический тензор gij которой

задается выражением (2.87). Кроме этого мы предположим, что на G задано внешнее элек-

тромагнитное поле, определяемое правоинвариантной замкнутой 2-формой F , отвечающей

некоторому фиксированному 2-коциклу F ∈ Z2(g;R). Как было показано выше, коорди-

натные компоненты 2-формы F в этом случае выражаются через компоненты 2-коцикла F

формулой (6.16).
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Несложно показать, что свободное уравнение Клейна – Гордона для правоинвариантной

метрики (2.87) может быть записано в форме

H(0)ϕ ≡
(
Gijηiηj +m2 + ςR

)
ϕ = 0, (7.20)

где ηi(x) = −(Rx)∗ ei — правоинвариантные векторные поля, соответствующие базисным

векторам ei алгебры g, а постоянные величины Gij однозначно определяются равенством

GikGkj = δij, где Gij = g(ηi, ηj) — компоненты метрики, вычисленные на правоинвариантных

векторных полях (см. пример 3.1). Отметим, что в силу транзитивности правого действия

группы G на себе, скалярная кривизна R правоинвариантной метрики является постоянной

величиной.

Включение внешнего электромагнитного поля в свободное уравнение Клейна – Гордона

сводится к замене ковариантных производных ∇i на обобщенные ковариантные производные

вида ∇(ε)
i = ∇i − iεAi, где Ai — компоненты 1-формы A такой, что dA = F . Нетрудно ви-

деть, что для уравнения Клейна – Гордона (7.20) указанная процедура эквивалентна замене

правоинвариантных векторных полей ηi на неоднородные дифференциальные операторы

η
(ε)
i ≡ ηi − iεAi, (7.21)

где величины Ai однозначно задаются условием A(ηi) = Ai. В результате уравнение Клейна

– Гордона во внешнем электромагнитном поле на группе G может быть записано как

H(ε)ϕ ≡
(
Gijη

(ε)
i η

(ε)
j +m2 + ςR

)
ϕ = 0. (7.22)

В свою очередь, уравнение Дирака для правоинвариантной метрики и электромагнит-

ного поля с правоинвариантной 2-формой F также может быть выражено в терминах неод-

нородных операторов (7.21). Чтобы показать это, разложим матрицы Дирака γi по базисным

правоинвариантным векторным полям ηi:

γi = γ̃jηij, γ̃i = γjσij. (7.23)

Здесь σi = σijdx
j — правоинвариантные 1-формы, дуальные векторным полям ηi. Матрицы γ̃i

являются постоянными (не зависящими от координат) и удовлетворяют системе матричных

уравнений

γ̃iγ̃j + γ̃j γ̃i = 2Gij.

Наряду с постоянными матрицами γ̃i рассмотрим также матрицы γ̃i = Gij γ̃
j. Из формул

(7.23) легко следуют соотношения

γi = γ̃jσ
j
i , γ̃i = γjη

j
i . (7.24)



252

Используя формулы (2.87), (7.23) и (7.24), а также учитывая унимодулярность группы G,

мы можем переписать уравнение Дирака в следующем виде

Ĥ(ε)ϕ̂ ≡
(
iγ̃kη

(ε)
k + Γ−m

)
ϕ̂ = 0, Γ = − i

8
Ck
ij γ̃

iγ̃j γ̃k. (7.25)

Обсудим алгебры симметрии уравнений (7.22) и (7.25). Во-первых, напомним, что век-

торами Киллинга произвольной правоинвариантной метрики на группе G являются левоин-

вариантные векторные поля ξi и только они. Последние образуют алгебру Ли векторных

полей, изоморфную алгебре Ли g группы G: [ξi, ξj] = Ck
ij ξk. Используя применительно к

данному случаю теорему 7.1, получаем, что алгебра симметрии уравнения Клейна – Гордона

(7.22) задается операторами

ξ
(e)
0 ≡ iε, ξ

(e)
k = ξk + iε (ϑk − ıξkA) , (7.26)

где функции ϑk однозначно определяются условиями dϑk = −ıξkF , ϑk(e) = 0. Данная алгебра

образует одномерное центральное расширение алгебры g, соответствующее 2-коциклу Fij =

F (ξi, ξj)− Ck
ij ϑk:

[ξ
(e)
i , ξ

(e)
j ] = Ck

ij ξ
(e)
k + iεFij.

Операторы симметрии для уравнения Дирака (7.25) также могут быть построены с

использованием теоремы 7.2. Проще, однако, выписать их явный вид используя тот факт,

что неоднородные операторы η
(e)
i и ξ(e)

j коммутируют друг с другом

[η
(e)
i , ξ

(e)
j ] = 0, i, j = 1, . . . , dim g. (7.27)

Указанный факт, как нетрудно видеть, следует из условия коммутирования лево- и правоин-

вариантных векторных полей, а также из соотношений (6.20) и (6.36), которым удовлетво-

ряют функции Ai и ϑi соответственно. Учитывая теперь, что матрицы γ̃k и Γ в уравнении

Дирака (7.25) являются постоянными, легко видеть, что [Ĥ(ε), ξ
(ε)
k ] = 0, то есть скалярные

операторы ξ(ε), являющиеся операторами симметрии для уравнения Клейна – Гордона (7.22),

будут таковыми и для уравнения Дирака (7.25).

Перейдем теперь к задаче интегрирования уравнений (7.22) и (7.25). Для ее решения

мы адаптируем метод интегрирования квантовых уравнений, изложенный нами в § 3.5.

Путем несложных вычислений можно показать, что неоднородные операторы η
(ε)
i , опре-

деляемые согласно (7.21), удовлетворяют коммутационным соотношениям вида

[η
(ε)
i , η

(ε)
j ] = Ck

ij η
(ε)
k + Fij η

(ε)
0 , η

(ε)
0 = −iε.
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Тем самым данные операторы образуют алгебру Ли g̃, являющуюся центральным расшире-

нием алгебры g, отвечающим 2-коциклу F ∈ Z2(g;R). Реализуем алгебру Ли g̃ с помощью

λ-представления, соответствующего ковектору λ⊕ ε ∈ g∗ ⊕ R (см. § 3.2):

`
(ε)
0 = iε, `

(ε)
i (v, ∂v;λ) = ζai (v)∂va + iχ

(ε)
i (v;λ), [`

(ε)
i , `

(ε)
j ] = Ck

ij `
(ε)
k + Fij `

(ε)
0 .

По построению операторы `
(ε)
i (v, ∂v;λ) действуют в пространстве гладких функций C∞(V )

на смешанном многообразии Q, размерность которого определяется согласно формуле

dimV =
1

2

(
dim g− ind[F] g

)
. (7.28)

Здесь ind[F] g — когомологический индекс алгебры g, задаваемый классом когомологий [F] ∈

H2(g;R) и определяемый равенством (6.46). Как обычно мы зафиксируем меру dµ(ε)(v) на

многообразии V , по отношению к которой операторы `
(ε)
i (v, ∂v;λ) являются антиэрмитовыми.

Рассмотрим на группе G семейство обобщенных функций D (ε,λ)
vv̄′ (x) удовлетворяющих

системе уравнений[
η

(ε)
i (x, ∂x) + `

(ε)
i (v, ∂v;λ)

]
D (ε,λ)
vv̄′ (x) = 0,

[
ξ

(ε)
i (x, ∂x) + `

(ε)
i (v′, ∂v′ ;λ)

]
D (ε,λ)
vv̄′ (x) = 0. (7.29)

В силу того, что ϑi(e) = 0, имеет место равенство ξ(ε)
i (x, ∂x)|x=e = η

(ε)
i (x, ∂x)|x=e. В следствие

этого, D (ε,λ)
vv̄′ (e) = δ(ε)(v, v̄′), где δ(ε)(v, v̄′) — дельта-функция на многообразии V , определяемая

относительно меры dµ(ε)(v).

Свойства ортогональности и полноты обобщенных функций D (ε,λ)
vv̄′ (x)∫

G

D (ε,λ)
vv̄′ (x) D (ε,λ̃)

ṽṽ
′ (x)dµ(x) = δ(ε)(v, ¯̃v)δ(ε)(v′, ¯̃v′)δ(ε)(λ, λ̃), (7.30)

∫
V×V×Λ

D (ε,λ)
vv̄′ (x)D (ε,λ)

vv̄′ (x̃)dµ(ε)(v)dµ(ε)(v′)dµ(ε)(λ) = δ(x, x̃), (7.31)

позволяют определить прямое и обратное обобщенные преобразования Фурье:

ψ
(ε)
λ (v, v̄′) =

∫
G

ϕ(x)D (ε,λ)
vv̄′ (x)dµ(x), (7.32)

ϕ(x) =

∫
V×V×Λ

D (ε,λ)
vv̄′ (x)ψ

(ε)
λ (v, v̄′)dµ(ε)(v)dµ(ε)(v′)dµ(ε)(λ). (7.33)

Используя теперь соображения, аналогичные изложенным в § 3.3, можно убедиться, что

после преобразования (7.32) действие операторов η(ε)
i и ξ(ε)

i перейдет в действие соответству-

ющих операторов λ-представления и наоборот:

η
(ε)
i (x, ∂x)ϕ(x)↔ `

(ε)
i (v, ∂v;λ)ψ(ε)(v, v̄′), ξ

(ε)
i (x, ∂x)ϕ(x)↔ −`(ε)

i (v′, ∂v′ ;λ).
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Отметим, что неоднородные операторы η
(ε)
i и ξ

(ε)
i зависят от n = dim g независимых

переменных, в то время как число переменных, входящих в операторы `
(ε)
i , определяется

размерностью смешанного многообразия V согласно (7.28). Этот факт позволяет использо-

вать прямое и обратное обобщенные преобразования Фурье (7.32) и (7.33) для редукции

дифференциальных операторов, являющихся полиномиальными комбинациями операторов

η
(ε)
i и ξ(ε)

i к операторам с меньшим числом переменных.

Применим описанную идею редукции к уравнению Клейна – Гордона (7.22). В силу

того, что оператор Клейна – Гордона представляется полиномом второго порядка от операто-

ров η(ε)
i , уравнение (7.22) после редукции переходит в дифференциальное уравнение второго

порядка на неизвестную функцию ψ(ε)(v, v̄′):(
Gij`

(ε)
i (v, ∂v;λ)`

(ε)
j (v, ∂v;λ) +m2 + ςR

)
ψ(ε)(v, v̄′) = 0. (7.34)

Отметим, что v′ входят в данное уравнение как параметры. Если мы сможем построить об-

щее решение уравнения (7.34), то, используя квадратуру (7.33), мы получим общее решение

уравнения Клейна – Гордона (7.22). В частности, если dimV = 1, то (7.34) является обык-

новенным дифференциальным уравнением, следовательно, уравнение (7.22) интегрируемо.

Аналогично используя описанную технику к уравнению Дирака (7.25), получим(
iγ̃k`

(ε)
k (v, ∂v;λ) + Γ−m

)
ψ̂

(ε)
λ (v, v̄′) = 0.

Здесь ψ̂(ε)
λ (v, v̄′) — спинор, являющийся образом спинора ψ̂(x) при обобщенном преобразова-

нии Фурье (7.32). Таким образом, после редукции уравнение Дирака на группе G перейдет

в дифференциально-матричное уравнение первого порядка с dimV независимыми перемен-

ными на неизвестный спинор ψ̂(ε)
λ (v, v̄′).

Подведем основной итог нашим исследованиям, сформулировав полученные результаты

в виде теоремы.

ТЕОРЕМА 7.3. Пусть внешнее электромагнитное поле на унимодулярной группе Ли G

задано с помощью правоинвариантной замкнутой 2-формы, соответствующей 2-ко-

циклу F ∈ Z2(g;R). Тогда для произвольной правоинвариантной метрики на группе G

уравнения Клейна – Гордона (7.22) и Дирака (7.25) редуцируются соответственно к

скалярному и матричному дифференциальным уравнениям с dimV =
(
dim g− ind[F] g

)
/2

независимыми переменными. В частности, уравнения (7.22) и (7.25) являются интегри-

руемыми, если и только если

1

2

(
dim g− ind[F] g

)
≤ 1.
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Как уже отмечалось, для полупростых алгебр Ли справедлива вторая лемма Уайтхеда,

согласно которой H2(g;R) = 0. Это означает, что любой 2-коцикл F полупростой алгебры Ли

g является 2-кограницей, поэтому ind[F] g = ind g, т. е. когомологический индекс совпадает с

обычным индексом алгебры Ли g. Отсюда следует, что для полупростых групп Ли свойство

интегрируемости свободных уравнений Клейна – Гордона или Дирака «сохраняется» и после

включения правоинвариантного электромагнитного поля. Очевидно, что данное свойство

имеет место и в случае группы Ли с нулевой группой 2-когомологий H2(g;R).

СЛЕДСТВИЕ 7.1. Пусть G – полупростая группа Ли. Тогда уравнения Клейна – Гор-

дона (7.22) и Дирака (7.25) относительно произвольной правоинвариантной метрики во

внешнем правоинвариантном электромагнитном поле интегрируемы, если интегрируе-

мы соответствующие свободные уравнения в отсутствие поля, т.е. в случае, когда

1

2
(dim g− ind g) ≤ 1.

ПРИМЕР 7.5. (Релятивистские волновые уравнения на группе E(2)×R). Проиллюстриру-

ем вышеизложенные результаты на одном конкретном примере. Рассмотрим четырехмерную

связную группу Ли G = E(2) × R, где E(2) — группа движений двумерной евклидовой

плоскости. Алгебра Ли g = e(2) ⊕ R группы G определяется следующими ненулевыми ком-

мутационными соотношениями

[e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1.

Здесь {e1, e2, e3} — базис в алгебре Ли e(2); базисный вектор в алгебре R обозначим как e4.

Алгебра g допускает четырехмерное пространство 2-коциклов Z2(g;R), произвольный

элемент в которого представляется в виде

F = µ1 e
1 ∧ e2 + µ2 e

1 ∧ e3 + µ3 e
2 ∧ e3 + µ4 e

3 ∧ e4. (7.35)

Здесь {e1, e2, e3, e4} — базис в пространстве g∗, дуальный базису {e1, e2, e3, e4} в алгебре g,

µi — произвольные постоянные. Вложение подпространства B2(g;R) ⊂ Z2(g;R) задается

равенствами µ1 = µ2 = 0, следовательно, dim H2(g;R) = 2.

В некоторой окрестности единицы группы G введем локальные координаты второго

рода: gx = ex1e1ex2e2ex3e3ex0e4; за исключением x3 ∈ (−π, π) область действия каждой коорди-

наты есть все множество R. В выбранных координатах лево- и правоинвариантные векторные

поля на группе принимают вид

ξ1 = cosx3 ∂x1 + sinx3 ∂x2 , ξ2 = − sinx3 ∂x1 + cosx3 ∂x2 , ξ3 = ∂x3 , ξ4 = ∂x0 ; (7.36)
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η1 = −∂x1 , η2 = −∂x2 , η3 = x2 ∂x1 − x1 ∂x2 − ∂x3 , η4 = −∂x0 . (7.37)

Группа G унимодулярна; инвариантную меру на группе выберем в виде

dµ(x) =
1

2π
dx0dx1dx2dx3.

Выпишем координатный вид правоинвариантной замкнутой 2-формы F на группе G,

отвечающей 2-коциклу (7.35):

F = µ1 dx1 ∧ dx2 − (µ1x1 − µ2)dx1 ∧ dx3 − (µ1x2 − µ3)dx2 ∧ dx3 − µ4 dx0 ∧ dx3. (7.38)

В качестве 1-формы A, удовлетворяющей условию dA = F , выберем 1-форму

A = µ1x1dx2 −
[µ1

2

(
x2

1 + x2
2

)
− µ2x1 − µ3x2 + µ4x0

]
dx3. (7.39)

Компоненты Ai = A(ηi) этой 1-формы, вычисленные на правоинвариантных векторных полях

(7.37), даются выражениями

A1 = 0, A2 = −µ1x1, A3 = −µ1

2

(
x2

1 − x2
2

)
− µ2x1 − µ3x2 + µ4x0, A4 = 0.

Обсудим возможность точного интегрирования релятивистских волновых уравнений

(7.22) и (7.25) на группе Ли G = E(2)× R во внешнем электромагнитном поле, задаваемым

2-формой (7.38). Отметим, что данные уравнения допускают алгебру операторов симметрии,

изоморфную алгебре Ли g̃ = (e(2)⊕ R) ⊕F R. Явный вид этих операторов легко получить,

учитывая координатный вид левоинвариантных векторных полей (7.36) и формулы (7.26):

ξ
(ε)
1 = cosx3 ∂x1 + sinx3 ∂x2 + iε ((µ3 − µ1x2) cosx3 − µ2 sinx3 − µ3) ,

ξ
(ε)
2 = − sinx3 ∂x1 + cosx3 ∂x2 − iε ((µ3 − µ1x2) sinx3 + µ2 cosx3 − µ2) ,

ξ
(ε)
3 = ∂x3 , ξ

(ε)
4 = ∂x0 + iεµ4x3.

Нетрудно видеть, что когомологический индекс алгебры g равен

ind[F] g =

0, если µ1µ4 6= 0;

2, если µ1µ4 = 0.

Согласно теореме 7.3, уравнение Клейна – Гордона (7.22) и Дирака (7.25) на группе G яв-

ляются интегрируемыми для всякой правоинвариантной метрики, если параметры 2-коцикла

(7.35) удовлетворяют условию µ1µ4 = 0.

Далее мы для определенности ограничимся рассмотрением ситуации, когда µ1 6= 0.

Тогда с точностью до действия автоморфизмов алгебры Ли g 2-коцикл (7.35) может быть

выбран в виде

F = e1 ∧ e2,
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что соответствует условиям µ1 = 1, µ2 = µ3 = µ4 = 0. Кроме того, мы рассмотрим случай,

когда параметр ε является положительным (случай ε < 0 рассматривается аналогично).

Реализуем λ-представление алгебры Ли g̃ следующими операторами

`
(ε)
0 = iε, `

(ε)
1 = i∂v +

iεv

2
, `

(ε)
2 = −∂v +

εv

2
, `

(ε)
3 = −iv∂v + iJ1, `

(ε)
4 = iJ2. (7.40)

Из условия (3.31) следует, что параметр J1 является целым: J1 = 0,±1,±2, . . . , в то время

как параметр J2 принимает любые значения из R. Область определения координаты v — вся

комплексная плоскость C. Можно показать, что операторы `
(ε)
i являются косоэрмитовыми

относительно меры

dµ(ε)(v) =
iε

4π
exp

(
−ε|v|

2

2

)
dv ∧ dv̄.

При этом соответствующая дельта-функция δ(ε)(v, v̄′) определяется выражением

δ(ε)(v, v̄′) = exp

(
εvv̄′

2

)
.

Решая систему уравнений (7.29), получаем

D (ε,λ)
vv̄′ (x) = exp

[
− ε

4
(x2

1 + x2
2) +

iε

2

(
x1x2 + (x1 + ix2)e−ix3 v̄′+

+v(x1 − ix2 − ie−ix3 v̄′)
)

+ iJ1x3 + iJ2x0

]
. (7.41)

Свойства ортогональности (7.30) и полноты (7.31) проверяются непосредственно. Мера dµ(ε)(λ)

для целочисленных орбит определяется выражением∫
(·) dµ(ε)(λ) ≡ ε

(2π)3

+∞∑
J1=−∞

+∞∫
−∞

(·) dJ2

Таким образом, для произвольной функции ϕ ∈ L2(G, dµ(x)) мы можем согласно формулам

(7.32) и (7.33) определить прямое и обратное обобщенные преобразования Фурье.

Рассмотрим задачу интегрирования уравнений Клейна – Гордона и Дирака на группе

G. Для определенности зафиксируем на группе правоинвариантную метрику с матрицей

‖Gij‖ = diag(−α,−1,−1,+1), где α 6= 0 — вещественный параметр:

ds2 = Gij σ
iσj = dx2

0 − α dx2
1 − 2αx2dx1dx3 − dx2

2 + 2x1dx2dx3 −
(
1 + x2

1 + αx2
2

)
dx2

3. (7.42)

Отметим, что при α = 1 метрика является плоской.

Согласно выражению (7.22), уравнение Клейна – Гордона во внешнем электромагнитном

поле с потенциалом (7.39) будет иметь вид[
∂2
x0
− α∂2

x1
− (∂x2 − iεx1)2 −

(
x2∂x1 − x1∂x2 − ∂x3 +

iε

2
(x2

1 − x2
2)

)2

+m2 + ςR

]
ϕ(x) = 0,

(7.43)
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где R = (1− α)2/(2α). Используя те же соображения, что и в примере 6.4, можно показать,

что метрика (7.42) является штеккелевой, то есть соответствующее свободное уравнение

Гамильтона – Якоби допускает полное разделение переменных. Однако, включение в него

внешнего электромагнитного поля (7.39) приводит к невозможности разделения в нем пере-

менных, что, естественно, будет иметь место и для уравнения Клейна – Гордона (7.43).

В соответствие с формулой (7.34) выпишем приведенное уравнение Клейна – Гордона,

используя явный вид операторов λ-представления (7.40):[
−J2

2 + α
(
∂v +

εv

2

)2

−
(
∂v −

εv

2

)2

+ (v∂v − J1)2 +m2 + ςR

]
ψ

(ε)
J1,J2

(v, v̄′) = 0. (7.44)

Данное уравнение является обыкновенным дифференциальным уравнением на неизвестную

функцию ψ
(ε)
J1,J2

(v, v̄′), которая зависит от переменной v и от параметров J1, J2 и v̄′. Общее

решение этого уравнения может быть выражено в специальных функциях Гойна:

ψ
(ε)
J1,J2

(v, v̄′) = C1 H`

(
0,−1

2
a, b, c,

v2

1− α

)
+ C2 vH`

(
0,−1

2
a, b, c,

v2

1− α

)
.

Здесь C1, C2 — произвольные постоянные, а параметры a, b, и c даются следующими выра-

жениями

a =
ε(1 + α)

2
− J1 −

1

2
, b =

ε2(1− α)2

16
, c =

1

4

(
m2 + J2

1 − J2
2 + J1

)
+

(1− α)2ς + 3

8α
.

Решение исходного уравнения (7.43) может быть получено с помощью решения уравнения

(7.44) путем вычисления интеграла (7.33).

В заключение выпишем также исходное и приведенное уравнения Дирака для метрики

(7.42) и внешнего поля (7.39):[
−iγ̃4∂x0 − iγ̃1∂x1 − iγ̃2 (∂x2 − iεx1) + iγ̃3

(
x2∂x1 − x1∂x2 − ∂x3 +

iε

2
(x2

1 − x2
2)

)
+

+
i

4

(
γ̃13γ̃2 − γ̃23γ̃1

)
−m

]
ψ̂(x) = 0; (7.45)

[
γ̃4J2 − γ̃1

(
∂v +

εv

2

)
− iγ̃2

(
∂v −

εv

2

)
+ γ̃3 (v∂v − J1) +

+
i

4

(
γ̃13γ̃2 − γ̃23γ̃1

)
−m

]
ψ̂

(ε)
J1,J2

(v, v̄′) = 0. (7.46)

Так же как и в случае уравнения Клейна – Гордона, общее решение уравнения Дирака (7.45)

может быть восстановлено из общего решения уравнения (7.46) с помощью интегрального

преобразования (7.33).



259

§ 7.3 Общая схема построения точных решений релятивистских волновых

уравнений во внешнем электромагнитном поле

Пусть M — гладкое многообразие, на котором действует связная n-мерная группа Ли

преобразований G. Инфинитезимальные генераторы ζi = ζai (x)∂xa действия группы образу-

ют подалгебру g(M) в алгебре Ли всех векторных полей на M , изоморфную алгебре Ли

g группы G: [ζi, ζj] = Ck
ij ζk. Чтобы избежать некоторых технических сложностей, в данной

параграфе мы ограничимся ситуацией, когда между генераторами отсутствуют функциональ-

ные зависимости, т.е. мы будем предполагать, что выполняется условие:

ci1...ikζa1
i1

(x) . . . ζakik (x) = 0 ⇒ ci1...ik = 0.

Пусть F ∈ Z2(g;R) — некоторый 2-коцикл алгебры Ли g. Рассмотрим на многообра-

зии M линейное дифференциальное уравнение с N = dimM независимыми переменными

H(x, ∂x)ϕ(x) = 0, x ∈ D ⊂ RN , ϕ ∈ C∞(D), (7.47)

Предположим, что данное уравнение допускает n операторов симметрии первого порядка

X
(ε)
i (x, ∂x) = ζai (x)∂xa + iεϑ(x), образующих одномерное центральное расширение алгебры g:

[H,X
(ε)
i ] = 0, [X

(ε)
i , X

(ε)
j ] = Ck

ij X
(ε)
k + iεFij.

Основная задача настоящего параграфа состоит в построении алгоритма редуцирования

уравнения (7.47) с использованием только квадратур к дифференциальному уравнению с

минимально возможным числом независимых переменных N ′. При этом предполагается, что

базис решений исходного уравнения восстанавливается по базису решений редуцированного

(приведенного) уравнения. Если редуцированное уравнение является обыкновенным диффе-

ренциальным уравнением (или алгебраическим), то мы будем говорить, что уравнение (7.47)

интегрируемо.

Обозначим через g̃ алгебру Ли, образованную операторами X
(ε)
0 ≡ iε, X(ε)

1 , . . . , X
(ε)
n .

Пусть (λ, ε) — регулярный элемент дуального пространства g̃∗ ' g∗⊕R. Реализуем алгебру g̃

операторами λ-представления (см. § 3.2, а также § 7.2):

`
(ε)
0 = −iε, `

(ε)
i = ξāi (v)∂vā + χi(v;λ); [`

(ε)
i , `

(ε)
j ] = Ck

ij `
(ε)
k + Fij `

(ε)
0 .

Напомним, что по построению λ-представление операторно неприводимо и действует в про-

странстве функций на смешанном многообразии V , размерность которого определяется со-

гласно формуле

dimV =
1

2

(
dim g− ind[F] g

)
. (7.48)
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Здесь ind[F] g — когомологический индекс алгебры Ли g, который вычисляется по извест-

ным структурным константам алгебры g и компонентам 2-коцикла F ∈ Z2(g;R) с помощью

равенства (6.47).

Представим общее решение уравнения (7.47) в виде интегрального разложения

ϕ(x) =

∫
ψ

(ε)
λ (v)D (ε)

λ (x, v)dµ(v)dµ(λ). (7.49)

Здесь dµ(v) — мера на смешанном многообразии V , dµ(λ) — мера на множестве регулярных

целочисленных орбит в дуальном пространстве g̃∗, а функция D (ε)
λ (x, v) является решением

следующей системы уравнений:[
X

(ε)
i (x, ∂x) + `

(ε)
i (v, ∂v;λ)

]
D (ε)
λ (x, v) = 0. (7.50)

Оператор H(x, ∂x) перестановочен со всеми операторами X
(ε)
i (x, ∂x), поэтому уравнение

(7.47) можно корректно ограничить на пространство решений системы (7.50). Общее ре-

шение последней можно представить в виде

D (ε)
λ (x, v) = eR

(ε)
λ (x,v)ψ(u),

где R
(ε)
λ (x, v) — некоторая функция, ψ(u) — произвольная функция от переменных u =

u(x, v), являющихся характеристиками системы (7.50). Тем самым, после ограничения урав-

нения (7.47) на пространство решений (7.50), мы получим уравнение на неизвестную функ-

цию ψ(u):

H̃(ε)(u, ∂u;λ)ψ(u) = 0. (7.51)

Если мы сможем проинтегрировать уравнение (7.51), то подставляя его общее решение в

интегральное разложение (7.49), мы получим общее решение уравнения (7.47).

Таким образом, алгоритм редуцирования дифференциального уравнения (7.47) выглядит

следующим образом. На первом шаге строим λ-представление алгебры Ли g̃, образованной

операторами симметрии уравнения (7.47). Второй шаг состоит в решении системы диффе-

ренциальных уравнений (7.50). Отметим, что данная система является системой уравнений

первого порядка, поэтому ее общее решение находится в квадратурах. Наконец, на тре-

тьем шаге мы подставляем полученное решение системы (7.50) в (7.47), получая тем самым

редуцированное уравнение (7.51).

Подсчитаем теперь число N ′ переменных u в редуцированном уравнении (7.51). Это

легко сделать, если вспомнить, что по нашему предположению между векторными полями ζi

нет функциональных соотношений. В этом случае число N ′, равное числу независимых
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характеристик системы (7.50), определяется только однородной частью последней. Учитывая

теперь, что количество переменных v дается формулой (7.48), для N ′ получаем:

N ′ = dimM − 1

2

(
dim g + ind[F] g

)
. (7.52)

При этом уравнение (7.47) будет интегрируемым, если N ′ ≤ 1.

Описанная схема редуцирования линейных дифференциальных уравнений с помощью

их алгебр симметрии, являющихся центральными расширениями алгебр Ли, является обоб-

щением метода некоммутативной редукции, предложенного в работах [25, 28]. В частности,

формула (7.52) при F = 0 переходит в формулу для N ′, полученную в [28].

Так как уравнение Клейна – Гордона (7.2) является линейным дифференциальным урав-

нением в частных производных, изложенный алгоритм редуцирования может быть непосред-

ственно применен к построению базиса его решений. При этом в качестве группы G может

выступать группа движений метрики псевдориманова многообразия. Как мы показали вы-

ше, в этом случае алгебра операторов симметрии уравнения Клейна – Гордона описывается

теоремой 7.1.

Описанная схема редукции также может быть с небольшими техническими оговорка-

ми применена и к интегрированию уравнения Дирака (7.15). Отметим лишь, что решение

системы (7.50) в этом случае будет являться матричной функцией, а редуцированное уравне-

ние (7.51) будет представлять собой дифференциально-матричное уравнение на неизвестный

спинор ψ̂(u).

Проиллюстрируем изложенные результаты нетривиальным примером.

ПРИМЕР 7.6. Проинтегрируем уравнения Клейна – Гордона и Дирака на четырехмерном

псевдоримановом многообразии с метрикой (4.60) и внешним полем, задаваемом замкнутой

2-формой (6.85) (см. примеры 4.3, 6.6). Отметим, что рассматриваемая метрика не штекке-

лева, поэтому решение указанных релятивистских волновых уравнений методом разделения

переменных невозможно.

Выберем векторный потенциал внешнего поля, отвечающего 2-форме (6.85), в симмет-

ричной калибровке:

A = −x2

2
dx1 +

x1

2
dx2. (7.53)

Тогда уравнение Клейна – Гордона для метрики (4.60) и внешнего поля с потенциалом (7.53)
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имеет вид

[
c1x

2
3e

2x4 ∂2
1 + 2c1x3e

2x4 ∂12 − c4x3e
−x4 ∂13 +

(
c4e
−x4 + c3x3e

x4
)
∂14 + c1e

2x4 ∂2
2−

− c4e
−x4 ∂23 + c3e

x4 ∂24 + c2 ∂
2
4 +

(
3

2
c3 − iεc1 (x1 − x2x3) ex4

)
(x3e

x4∂1 + ∂2) +

+
iεc4

2
e−x4 (x1 − x2x3) ∂3 +

(
2c2 +

iεc4

2
x2e
−x4 − iεc3

2
(x1 − x2x3) ex4

)
∂4−

−3ε

4
(x1 − x2x3) ex4

(
ic3 +

εc1

3
ex4 (x1 − x2x3)

)
+m2 − 6ςc2

]
ϕ = 0. (7.54)

Как было показано в примере 4.3, группа движений рассматриваемой метрики порож-

дается пятью векторами Киллинга (4.56), (4.57), причем нетрудно убедиться, что эта группа

оставляет инвариантной 2-форму (6.85). Соответствующая алгебра Ли g имеет коммутаци-

онные соотношения (4.54), (4.55), используя которые несложно построить 2-коцикл F внеш-

него поля (6.85) и вычислить соответствующий этому 2-коциклу когомологический индекс

алгебры g:

F = e1 ∧ e2, ind[F] g = 1.

Отсюда в соответствие с формулой (7.52) получаем N ′ = 1, то есть уравнение Клейна –

Гордона (7.54) является интегрируемым.

В соответствие с теоремой 7.1 уравнение (7.54) допускает пять киллинговых операторов

симметрии:

X
(ε)
1 = ∂1 −

iεx2

2
, X

(ε)
2 = ∂2 +

iεx1

2
, X

(ε)
3 = x2∂1 + ∂3, X

(ε)
4 = −x1∂1 + x2∂2 − 2x3∂3 + ∂4,

X
(ε)
5 = x1∂2 − x2

3∂3 + x3∂4.

Алгебра Ли g̃, которую образуют эти операторы, является центральным расширением алгеб-

ры Ли g, соответствующим 2-коциклу F = e1 ∧ e2:

[X
(ε)
1 , X

(ε)
2 ] = iε, [X

(ε)
1 , X

(ε)
3 ] = 0, [X

(ε)
1 , X

(ε)
4 ] = −X(ε)

1 , [X
(ε)
1 , X

(ε)
5 ] = X

(ε)
2 ,

[X
(ε)
2 , X

(ε)
3 ] = X

(ε)
1 , [X

(ε)
2 , X

(ε)
4 ] = X

(ε)
2 , [X

(ε)
2 , X

(ε)
5 ] = 0, [X

(ε)
3 , X

(ε)
4 ] = −2X

(ε)
3 ,

[X
(ε)
3 , X

(ε)
5 ] = X

(ε)
4 , [X

(ε)
4 , X

(ε)
5 ] = −2X

(ε)
5 .

В качестве операторов λ-представления алгебры g̃ выберем операторы, являющиеся резуль-

татом qp-квантования функций (6.87), (6.88):

`
(ε)
1 = −v2∂v1 + iεv1, `

(ε)
2 = ∂v1 , `

(ε)
3 = −v2 (v1∂v1 + v2∂v2) + iJv2 +

iεv2
1

2
,

`
(ε)
4 = v1∂v1 + 2v2∂v2 − iJ, `

(ε)
5 = ∂v2 .
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Используя эти операторы несложно найти общее решение системы уравнений (7.50):

D (ε)
λ (x, v) = exp [iJ (x4 + ln (1− x3v2)) +

+
iε

2

x3(x2 − v1)2 − x1x2x3v2 + x1(x1v2 − x2 + 2v1)

x3v2 − 1

]
ψ

(
(x1v2 − x2 + v1) e−x4

x3v2 − 1

)
. (7.55)

Подставляя это решение в уравнение (7.54) после преобразований получаем обыкновенное

дифференциальное уравнение на неизвестную функцию ψ(u):

(
c1 − c3u+ c2u

2
)
ψ′′(u) +

[
(c3 − 2c2u)(2iJ + 1)− iεc4u

2
]
ψ′(u)+

+

[
2c2J

(
i− J

2

)
+ εc4(i− J)u+m2 − 6ςc2

]
ψ(u) = 0.

Перейдем к задаче интегрирования уравнения Дирака в метрике (4.60) и внешнем поле

(7.53). Рассмотрим четверку векторных полей (тетраду), в которой метрика (4.60) является

постоянной:

η1 = −e−x4∂1, η2 = −x3e
x4∂1 − ex4∂2, η3 = −e−2x4∂3, η4 = −∂4,

‖Gab‖ ≡ ‖g(ηa, ηb)‖ = − 4

c2
4


c2 0 −c3/2 −c4/2

0 0 c4/2 0

−c3/2 c4/2 c1 0

−c4/2 0 0 0

 , c4 6= 0.

Введем также не зависящие от координат матрицы γ̃a, определяемые равенствами γa =

ηab γ̃
b. Из условий γaγb + γbγa = 2gab следуют соотношения, которым будут удовлетворять

постоянные матрицы γ̃a:

(γ̃1)2 = (γ̃3)2 = γ̃1γ̃2 + γ̃2γ̃1 = γ̃1γ̃3 + γ̃3γ̃1 = γ̃3γ̃4 + γ̃4γ̃3 = 0,

(γ̃2)2 = c1, γ̃1γ̃4 + γ̃4γ̃1 = −(γ̃2γ̃3 + γ̃3γ̃2) = c4, γ̃2γ̃4 + γ̃4γ̃2 = c3, (γ̃4)2 = c2.

Используя матрицы γ̃a выпишем явный вид уравнения Дирака (7.15):

Ĥ(ε)ϕ̂ =

[
iγ̃1

(
−e−x4∂1 −

iεx2e
−x4

2
− 2c2

c2
4

γ̃12 +
c2

c2
4

γ̃23 +
3c3

2c2
4

γ̃34

)
+

+ iγ̃2

(
−x3e

x4∂1 − ex4∂2 +
iε

2
(x1 − x2x3)ex4 +

c2

c2
4

γ̃13

)
+

+ iγ̃3

(
−e−2x4∂3 −

c2

c2
4

γ̃12 +
3c3

2c2
4

γ̃14 − c3

c2
4

γ̃23 − 1

c4

γ̃24 − 4c1

c2
4

γ̃34

)
+

+iγ̃4

(
−∂4 −

c3

2c2
4

γ̃13 +
1

c4

γ̃14 +
1

c4

γ̃23

)
−m

]
ϕ̂ = 0. (7.56)

В соответствие с теоремой 7.2 операторы симметрии этого уравнения будут иметь вид

X̂
(ε)
1 = ∂1 −

iεx2

2
, X̂

(ε)
2 = ∂2 +

iεx1

2
, X̂

(ε)
3 = x2∂1 + ∂3, X̂

(ε)
4 = −x1∂1 + x2∂2 − 2x3∂3 + ∂4,
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X̂
(ε)
5 = x1∂2 − x2

3∂3 + x3∂4 −
e−2x4

c4

γ̃1γ̃3.

Решая систему уравнений
[
X̂

(ε)
i (x, ∂x) + `

(ε)
i (v, ∂v;λ)

]
D̂ (ε)
λ (x, v) = 0, легко находим

D̂ (ε)
λ (x, v) =

[
1 +

e−2x4v2γ̃
1γ̃3

c4(1− x3v2)

]
D (ε)
λ (x, v),

где D (ε)
λ (x, v) определяется выражением (7.55), в котором скалярная функция ψ(u) заме-

нена на спинор ψ̂(u). Подставляя полученную функцию в уравнение Дирака (7.56), после

несложных преобразований получаем уравнение на ψ̂(u):[
i
(
γ̃4u− γ̃2

)
∂u −

εu2γ̃3

2
− εuγ̃1 + (J − 2i)γ̃4 +

ic2

2c4

γ̃1 − 3ic3

4c4

γ̃3+

+
ic2

c2
4

γ̃1γ̃2γ̃3 +
ic3

2c2
4

γ̃1γ̃3γ̃4 − 2i

c4

γ̃2γ̃3γ̃4 −m
]
ψ̂(u) = 0.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключении мы еще раз перечислим все задачи, решенные в настоящей диссертаци-

онной работе.

1) Разработан эффективный алгоритм координатной реализации транзитивных действий

произвольной группы Ли по ее алгебре Ли.

2) Построено специальное каноническое преобразование, сводящее задачу интегриро-

вания инвариантных гамильтоновых потоков на группах Ли к задаче интегрирования га-

мильтоновых систем на соответствующих орбитах коприсоединенного представления и, как

следствие, получен алгебраический критерий их интегрируемости. Получена явная формула

для полного интеграла уравнения Гамильтона – Якоби на группах Ли.

3) Исследована связь между специальным каноническим преобразованием и неприво-

димыми унитарными представлениями группы Ли. Метод интегрирования инвариантных

гамильтоновых систем на группах Ли распространен на их квантовые аналоги.

4) Разработан конструктивный метод интегрирования в квадратурах гамильтоновых

потоков на однородных пространствах групп Ли. Получены необходимые и достаточные

условия интегрируемости геодезических потоков инвариантных метрик и метрик субмерсии

на однородных пространствах.

5) Исследована проблема интегрируемости гамильтоновых систем в вариациях. Полу-

чены критерии интегрируемости уравнения Якоби на однородных пространствах.

6) Предложен когомологический подход к описанию внешних электромагнитных полей

на псевдоримановых многообразиях. Решена проблема интегрируемости в квадратурах маг-

нитных геодезических потоков на группах Ли и однородных пространствах. Исследована

возможность некоммутативной интегрируемости уравнений Вонга.

7) Построен общий алгоритм получения точных решений релятивистских волновых

уравнений с некоммутативными алгебрами симметрии во внешних электромагнитных полях.

Отметим, что результаты, полученные в диссертации, могут представлять интерес с

точки зрения дальнейшего прогресса в квантовой теории поля в искривленном пространстве

– времени. Методы и подходы, развитые в настоящем исследовании, будут представлять ин-

терес при изучении квантовых эффектов, которые не могут быть последовательно описаны

в рамках непертурбативных теорий. Сформулированные критерии интегрируемости клас-

сических и квантовых уравнений теоретической физики могут быть полезны при выборе

математических моделей общей теории относительности и гравитации, в рамках которых
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возможно точное их подробное аналитическое исследование. Результаты настоящего диссер-

тационного исследования также имеют методологическую ценность, демонстрируя возмож-

ность использования унифицированного теоретико-группового подхода к решению проблем

интегрирования дифференциальных уравнений, описывающих динамику квантовых и соот-

ветствующих им классических систем. Часть результатов диссертации также может быть

использована в учебном процессе, например, при обучении студентов современным методам

математической физики.

Предложенные в диссертационном исследовании методы и подходы имеют несомненные

перспективы с точки зрения их дальнейшего развития. Определенный интерес, например,

представляет приложение результатов, полученных в главе 3, к задачам теории представ-

лений групп, в частности, к строгому доказательству известной эмпирической формулы

А. А. Кириллова для характера представления (см. [47]). Связь между специальным ка-

ноническим преобразованием и неприводимыми унитарными представлениями групп Ли,

установленная в § 3.4, по-видимому может быть обобщена и на случай произвольного од-

нородного пространства, что может быть полезным в гармоническом анализе на однородных

пространствах. Метод когомологического включения внешних полей, разработанный нами

в главах 6 и 7, может быть использован для классификации электромагнитных полей на

псевдоримановых многообразиях, допускающих интегрируемость классических и квантовых

уравнений движения. Решение этой задачи позволит выделить широкий класс моделей, в

рамках которых возможно точное исследование квантово-полевых эффектов в сильных гра-

витационных и электромагнитных полях.
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[163] Gonzaĺez-Loṕez, A. Lie algebras of differential operators in two complex variables /
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

Функции Казимира маломерных алгебр Ли

В настоящем приложении мы приводим наборы функций Казимира для всех некоммута-

тивных вещественных алгебр Ли порядка 2, 3, 4 и 5. Классификации алгебр порядка 2, 3 и

4 приведены в монографии [81], а все пятимерные алгебры Ли перечислены в работе [141].

Таблица А.1 — Функции Казимира двумерных алгебр Ли

№ Коммутационные соотношения Функции Казимира

g2,1 [e1, e2] = e1 f1

Таблица А.2 — Функции Казимира трехмерных алгебр Ли

№ Коммутационные соотношения Функции Казимира

g3,1 [e2, e3] = e1 f1

g3,2 [e1, e3] = e1 f2

g3,3 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2 f1 exp(−f2/f1)

g3,4 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2 f1/f2

g3,5 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = qe2, q 6= 0, 1 f−q1 f2

g3,6 [e1, e3] = e2, [e2, e3] = −e1 + qe2, (f 2
1 + f 2

2 − qf1f2)×

q2 < 4 × exp

[
− 2q√

4−q2
arctg

(
f1

√
4−q2

2f2−qf1

)]
g3,7 [e1, e2] = e1, [e1, e3] = 2e2, [e2, e3] = e3 f 2

2 − f1f3

g3,8 [e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1 f 2
1 + f 2

2 + f 2
3
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Таблица А.3 — Функции Казимира четырехмерных алгебр Ли

№ Коммутационные соотношения Функции Казимира

g4,1 [e1, e4] = ce1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, При c = 0: f1, f2f3 − f1f4

[e3, e4] = (c− 1)e3

g4,2 [e1, e4] = 2e1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2,

[e3, e4] = e2 + e3

g4,3 [e1, e4] = ce1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e3, При c = 0: f1, f
2
2 + f 2

3 − 2f1f4

[e3, e4] = −e2 + ce3, c
2 < 4

g4,4 [e1, e4] = e1, [e2, e3] = e2

g4,5 [e1, e3] = e1, [e1, e4] = e2, [e2, e3] = e2,

[e2, e4] = −e1

g4,6 [e1, e4] = e1 f2, f3

g4,7 [e1, e4] = e4, [e2, e4] = e4 f1 − f2, f3

g4,8 [e1, e4] = e4, [e2, e4] = e4, [e3, e4] = e4 f1 − f2, f1 − f3

g4,9 [e1, e4] = e1 + e4 f2, f3

g4,10 [e1, e4] = ke1 + e2, [e2, e4] = ke2, f ε2f
−k
3 , f2 exp(−kf1/f2)

[e3, e4] = εe3, ε = 0, 1

g4,11 [e1, e4] = ke1 + e2, [e2, e4] = ke2 + e3 (k2f1 − f3)/(kf2 + f3)− ln(kf2 + f3),

f3

g4,12 [e1, e4] = ke1 + e2, [e2, e4] = ke2 + e3 f−k3 [f3 + (k − 1)f2],

[e3, e4] = e3 [f3 − (k − 1)2f1]/[(k − 1)fk3 ]−

−[f3 + (k − 1)f2] ln f3/f
k
3

g4,13 [e1, e4] = ke1 + e2, [e2, e4] = ke2 − e1, (f 2
1 + f 2

2 ) exp [−2k arctg(f1/f2)] ,

[e3, e4] = εe3, ε = 0, 1 f3 exp [−ε arctg(f1/f2)]

g4,14 [e1, e2] = e1, [e1, e3] = 2e2, [e2, e3] = e3 f 2
2 − f1f3, f4

g4,15 [e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1 f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 , f4
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Таблица А.4 — Функции Казимира пятимерных алгебр Ли

№ Коммутационные соотношения Функции Казимира

g5,1 [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e2 f1, f2, f1f4 − f2f3

g5,2 [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3, [e2, e5] = e1 f1, f
2
2 − 2f1f3, f

3
2 + 3f1(f1f4 − f2f3)

g5,3 [e2, e4] = e3, [e2, e5] = e1, [e4, e5] = e2 f1, f3, f
2
2 − 2(f1f4 − f3f5)

g5,4 [e2, e4] = e1, [e3, e5] = e1 f1

g5,5 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e3, e4] = e1 f1

g5,6 [e2, e5] = e1, [e3, e4] = e1, [e3, e5] = e2, f1

[e4, e5] = e3

g5,7 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = αe2, [e3, e5] = βe3, f−α1 f2, f
−β
1 f3, f

−γ
1 f4

[e4, e5] = γe4, −1 ≤ γ ≤ β ≤ α ≤ 1

g5,8 [e4, e5] = γe4, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e3, f1, f3 exp(−f2/f1), f4 exp(−γf2/f1)

0 < |γ| < 1

g5,9 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, f1 exp(−f2/f1), f−γ3 fβ4 , f
−γ
1 f4

[e3, e5] = βe3, [e4, e5] = γe4, 0 6= γ ≤ β

g5,10 [e4, e5] = e4, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2 f1, f
2
2 − 2f1f3, f4 exp(−f2/f1)

g5,11 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, f4f
−γ
1 , ln f1 − f2/f1,

[e3, e5] = e2 + e3, [e4, e5] = γe4, γ 6= 0 2f3/f1 + ln f1(K2 − f2/f1)

g5,12 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, ln f1 − f2/f1,

[e3, e5] = e2 + e3, [e4, e5] = e3 + e4 2f3/f1 + ln f1(K1 − f2/f1),

6f4/f1 − ln f1[K2 − (f2 ln f1 − 4f3)/f1]

g5,13 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = γe2, f−γ1 , f s1e
− arctg(f4/f3),

[e3, e5] = pe3 − se4, [e4, e5] = se3 + pe4, (f 2
3 + f 2

4 )se−2p arctg(f4/f3)

|γ| ≤ 1, γs 6= 0

g5,14 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = pe3 − e4, f1, (f
2
3 + f 2

4 )e−2p arctg(f4/f3)

[e4, e5] = e3 + pe4 f2 − f1 arctg(f4/f3)

g5,15 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, f1 exp(−f2/f1), f−γ1 f3,

[e3, e5] = γe3, [e4, e5] = e3 + γe4, f3 exp(−γf4/f3)

−1 ≤ γ ≤ 1

g5,16 [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e1 + e2, f1 exp(−f2/f1), f s1e
− arctg(f4/f3),

[e3, e5] = pe3 − se4, [e4, e5] = se3 + pe4, (f 2
3 + f 2

4 )se−2p arctg(f4/f3)

s 6= 0
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g5,17 [e1, e5] = pe1 − e2, [e2, e5] = e1 + pe2, (f 2
1 + f 2

2 )e−2p arctg(f2/f1),

[e3, e5] = qe3 − se4, [e4, e5] = se3 + qe4, (f 2
3 + f 2

4 )se−2q arctg(f4/f3),

s 6= 0 s arctg
(
f2

f1

)
− arctg

(
f4

f3

)
g5,18 [e1, e5] = pe1 − e2, [e2, e5] = e1 + pe2, (f 2

1 + f 2
2 )e−2p arctg(f2/f1),

[e3, e5] = e1 + pe3 − e4, α2(pf4 − f2)2 + (f1 − pf3 + p2f4)2,

[e4, e5] = e2 + e3 − pe4, α arctg
(
f2

f1

)
+ arctg

(
α(pf4−f2)

f1−pf3+p2f4

)
,

0 ≤ p < 1 α =
√

1− p2

g5,19 [e1, e5] = pe1 − e2, [e2, e5] = e1 + pe2, (f 2
1 + f 2

2 )e−2p arctg(f2/f3),

[e3, e5] = e1 + pe3 − e4, (f 2
1 + f 2

2 )−
√
p2−1
2p (B −

√
p2 − 1A),

[e4, e5] = e2 + e3 − pe4, (f 2
1 + f 2

2 )

√
p2−1
2p (B +

√
p2 − 1A),

p ≥ 1 A = pf4 − f2, B = f1 − pf3 + p2f4,

g5,20 [e1, e5] = (1 + α)e1, [e2, e3] = e1,

[e2, e5] = e2, [e3, e5] = αe3, [e4, e5] = βe4, f−β1 f 1+α
4

β 6= 0

g5,21 [e1, e5] = (1 + α)e1, [e2, e3] = e1,

[e2, e5] = e2, [e3, e5] = αe3, f1 exp
[
−(1 + α) f4

f1

]
[e4, e5] = e1 + (1 + α)e4

g5,22 [e1, e5] = 2e1, [e2, e3] = e1,

[e2, e5] = e2 + e3, [e3, e5] = e3 + e4, f−1
1 f 2

4

[e4, e5] = e4

g5,23 [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e3, [e4, e5] = e4 f1

g5,24 [e1, e5] = 2e1, [e2, e3] = e1,

[e2, e5] = e2 + e3, [e3, e5] = e3, f−β1 f 2
4

[e4, e5] = βe4, β 6= 0

g5,25 [e1, e5] = 2e1, [e2, e3] = e1,

[e2, e5] = e2 + e3, [e3, e5] = e3, f ε1 exp(−2f4/f1)

[e4, e5] = εe1 + 2e4, [e3, e5] = e3, ε = ±1

g5,26 [e1, e5] = 2pe1, [e2, e3] = e1,

[e2, e5] = pe2 + e3, [e3, e5] = −e2 + pe3, f−β1 f 2p
4

[e4, e5] = βe4, β 6= 0
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g5,27 [e1, e5] = 2pe1, [e2, e3] = e1,

[e2, e5] = pe2 + e3, [e3, e5] = −e2 + pe3, f ε1 exp(−2f4/f1)

[e4, e5] = εe1 + 2pe4, ε = ±1

g5,28 [e1, e5] = e1, [e2, e3] = e1, f1 exp(−f4/f1)

[e3, e5] = e4 + e3, [e4, e5] = e1 + e4

g5,29 [e1, e5] = (1 + α)e1, [e2, e3] = e1, f−1
1 f 1+α

4

[e2, e5] = αe2, [e3, e5] = e3 + e4, [e4, e5] = e4

g5,30 [e1, e5] = e1, [e2, e3] = e1, [e2, e5] = e2, f4

[e3, e5] = e4

g5,31 [e1, e5] = (2 + h)e1, [e2, e4] = e1,

[e2, e5] = (1 + h)e2, [e3, e4] = e2, f
2(h+1)
1 (f 2

2 − 2f1f3)−h−2

[e3, e5] = he3, [e4, e5] = e4

g5,32 [e1, e5] = 3e1, [e2, e4] = e1, [e2, e5] = 2e2, f 4
1 (f 2

2 − 2f1f3)−3

[e3, e4] = e2, [e3, e5] = e3, [e4, e5] = e3 + e4

g5,33 [e1, e5] = e1, [e2, e4] = e1, [e2, e5] = e2, f 2h
1 exp[(f 2

2 − 2f1f3)/f 2
1 )]

[e3, e4] = e2, [e3, e5] = he1 + e3

g5,34 [e1, e4] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e4] = βe3, fβ1 f
α
2 f
−1
3

[e3, e5] = αe3, α
2 + β2 6= 0

g5,35 [e1, e4] = αe1, [e1, e5] = e1, [e2, e4] = e2, f1f
−α
2 exp(−f3/f2)

[e3, e4] = e3, [e3, e5] = e2

g5,36 [e1, e4] = he1, [e1, e5] = αe1, [e2, e4] = e2,

[e2, e5] = −e3, [e3, e4] = e3, [e3, e5] = e2 f 2
1 (f 2

2 + f 2
3 )−he−2α arctg(f3/f2)

α2 + h2 6= 0

g5,37 [e1, e4] = e1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, f−1
1 f2f3 + f5

[e2, e5] = −e2, [e3, e5] = e3

g5,38 [e1, e4] = 2e1, [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, f−1
1 (f 2

2 + f 2
3 ) + 2f5

[e2, e5] = −e3, [e3, e4] = e3, [e3, e5] = e2

g5,39 [e1, e4] = e1, [e2, e5] = e2, [e4, e5] = e3, f3

g5,40 [e1, e4] = e1, [e1, e5] = −e2, [e2, e4] = e2, f3

[e2, e5] = e1, [e4, e5] = e3

g5,41 [e1, e2] = 2e1, [e1, e3] = −e2, [e1, e4] = e5,

[e2, e4] = e4, [e2, e3] = 2e3, [e2, e5] = −e5, f1f
2
4 − f2f4f5 − f3f

2
5

[e3, e5] = e4
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б

Классификация 2-коциклов четырехмерных алгебр Ли

В настоящем приложении мы приводим канонические виды 2-коциклов для всех че-

тырехмерных алгебр Ли. Канонические формы получены с помощью действия групп авто-

морфизмов соответствующих алгебр. Кроме этого, для каждой алгебры Ли мы выделяем

интегрируемые случаи, т.е. подклассы 2-коциклов, для которых ind[F] g ≥ 2. Используемая

нами классификация четырехмерных алгебр Ли приведена в Приложении A. Кроме того, мы

используем следующие обозначения: ε = ±1, κ = 0,±1, α ∈ R.

1. Алгебра g4,1 при c 6= 1:

F = ε
(
c e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3

)
, ind[F] g = 2 при c = 0;

F = κ1 e
2 ∧ e4 + κ2 e

3 ∧ e4, ind[F] g = 2 при c = 0;

2. Алгебра g4,1 при c = 1:

F = ε
(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3

)
+ κ e3 ∧ e4;

F = κ1 e
2 ∧ e4 + κ2 e

3 ∧ e4;

3. Алгебра g4,2:

F = ε
(
2 e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3

)
;

F = ε e2 ∧ e4;

F = κ e3 ∧ e4;

4. Алгебра g4,3:

F = ε
(
c e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3

)
, ind[F] g = 2 при c = 0;

F = κ1 e
2 ∧ e4 + κ2 e

3 ∧ e4, ind[F] g = 2 при c = 0;

5. Алгебра g4,4:

F = κ1 e
1 ∧ e4 + κ2 e

2 ∧ e3 + α e3 ∧ e4;

6. Алгебра g4,5:

F = κ
(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e3

)
+ α e3 ∧ e4;
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7. Алгебра g4,6:

F = κ e1 ∧ e4 + ε e2 ∧ e3;

F = κ e1 ∧ e4 + ε e2 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = κ1 e
1 ∧ e4 + κ2 e

3 ∧ e4, ind[F] g = 2;

8. Алгебра g4,7:

F = κ
(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4

)
+ ε e2 ∧ e3;

F = ε e1 ∧ e2 + κ
(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2;

F = κ1

(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4

)
+ κ2 e

2 ∧ e3, ind[F] g = 2 при κ2 = 0;

F = κ1

(
e1 ∧ e3 +

1

2
e2 ∧ e3

)
+ κ2

(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2 при κ1 = 0;

9. Алгебра g4,8:

F = κ1 e
1 ∧ e3 + κ2

(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2 при ε = κ1;

F = κ1 e
1 ∧ e2 + κ2

(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2 при κ1 = 0;

F = ε e2 ∧ e3 + κ
(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
;

F = ε
(
2e1 ∧ e3 + e2 ∧ e3

)
+ κ

(
e1 ∧ e4 + e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
;

10. Алгебра g4,9:

F = κ e1 ∧ e4 + ε e2 ∧ e3;

F = ε
(
e1 ∧ e2 + e2 ∧ e4

)
+ κ e1 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = κ1

(
e1 ∧ e3 + e3 ∧ e4

)
+ κ2 e

1 ∧ e4, ind[F] g = 2;

11. Алгебра g4,10:

F = ε e2 ∧ e4 + κ e3 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = κ1 e
1 ∧ e4 + κ2 e

3 ∧ e4, ind[F] g = 2;

12. Алгебра g4,11 (k 6= 0):

F = ε e3 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = κ e1 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = ε

(
−2

k
e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2;

F = ε

(
−1

k
e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2;

F = ε

(
2

k2
e1 ∧ e4 − 1

k
e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2;
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13. Алгебра g4,11 (k = 0):

F = κ e1 ∧ e2 + ε e3 ∧ e4;

F = ε e1 ∧ e2, ind[F] g = 2;

F = ε e2 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = κ e1 ∧ e4, ind[F] g = 2;

14. Алгебра g4,12 (k 6= 1):

F = ε e3 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = κ e1 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = ε

(
1

1− k
e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2;

F = ε

(
2

1− k
e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2;

F = ε

(
2

(1− k)2
e1 ∧ e4 +

1

1− k
e2 ∧ e4 + e3 ∧ e4

)
, ind[F] g = 2;

F = κ e1 ∧ e4, ind[F] g = 2;

15. Алгебра g4,12 (k = 1):

F = ε e3 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = ε e2 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = κ e1 ∧ e4, ind[F] g = 2;

16. Алгебра g4,13:

F = ε e2 ∧ e4 + κ e3 ∧ e4, ind[F] g = 2;

F = κ e3 ∧ e4, ind[F] g = 2;

17. Алгебра g4,14:

F = −α2
(
e1 ∧ e3 + ε e2 ∧ e3

)
, α 6= 0, ind[F] g = 2;

F = ε
(
e1 ∧ e2 + α2 e2 ∧ e3

)
, ind[F] g = 2;

F = α e1 ∧ e3, α 6= 0, ind[F] g = 2;

F = κ e2 ∧ e3, ind[F] g = 2;

18. Алгебра g4,15:

F = α2
(
e1 ∧ e2 − e1 ∧ e3 + e2 ∧ e3

)
, α 6= 0, ind[F] g = 2;

F = 0, ind[F] g = 2.


