
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка

Мiжнародна наукова конференцiя

ОБЧИСЛЮВАЛЬНА ТА ПРИКЛАДНА
МАТЕМАТИКА

(до 90-рiччя вiд дня народження академiка I. I. Ляшка)

м. Київ, 10, 11 вересня 2012 р.

Матерiали конференцiї

Київ 2012



Основнi напрями роботи конференцiї

• Обчислювальна математика

• Оптимальне керування та теорiя екстремальних задач

• Математичне моделювання

• Теорiя фiльтрацiї

Органiзацiйний комiтет

Голова

Анiсiмов А.В., член-кор. НАН України

Заступники голови

Закусило О.К., академiк АПН України

Ляшко С.I., член-кор. НАН України

Члени оргкомiтету

Гаращенко Ф.Г., професор

Григоренко Я.М., академiк НАН України

Грищенко О.Ю., професор

Клюшин Д.А., професор

Наконечний О.Г., професор

Номiровський Д.А., професор

Перестюк М.О., академiк НАН України

Самойленко В.Г., професор

Семенов В.В., професор

Сергiєнко I.В., академiк НАН України

Секретар

Пришляк К.О., к.ф.–м.н.

2



Змiст
ВЕЛИКЕ ЖИТТЯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Тези доповiдей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

Anikushyn A.V., A barrelledness of pre-Hilbert spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Boyko S.B., Sandrakov G.V., Mathematical and numerical modeling of phase
transitions dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

Chaban F., Kovalyk Т., Shynkarenko H., Stelmashchuk V., Numerical Modeling of
Pyroelectricity Problems Using Finite Element Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

Chyr I.A., Shynkarenko H.A., Numerical modelling of thermoelastic and heat transfer
processes with dynamic sources of surface heat inflow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Drebotiy R., Shynkarenko H., A posteriori error estimators and hp-adaptive FEM
for 1D diffusion-convection-reaction boundary value problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Krylova A.S., Modelling of the spectral problem on networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Lukova–Chuiko N.V., Pryshlyak K.O., Path of MS–functions on 2–disk . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Malitsky Y.V., The approximation of common fixed point of finite number of
Fejer mappings in Hilbert space space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .20

Pokutnyi A.A., Boundary value problem of Schrodinger equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21

Sandrakov G.V., Modeling and homogenization of some hydrodynamics problems . . . . . . 22

Slabospitsky A.S., Splitted recurrent identification by least squares method with
minimal deviation norm from

”
attraction“ points for nonlinear dynamic systems under

non–classical assumptions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23

Vakal L.P., Vakal Y.E., Uniform piecewise approximations in the nonlinear oscillation
theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Аджубей Л.Т., Використання нечiтких нейронних мереж для прогнозування
економiчних даних . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .25

Александрович I.М., Сидоров М.В., p–аналiтичнi функцiї з
характеристикою p = xkyl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Алєксєєнко В.В., Клюшин Д.А., Екстремальнi властивостi i обчислювальна
складнiсть нової мiри близькостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Апостол Р.Я., Семенов В.В., Регуляризованный проксимальный метод в
геодезических метрических пространствах неположительной кривизны. . . . . . . . . . . . . .28

Бартiш В.Я., Трикроковий iтерацiйний метод з пам’яттю розв’язування задач
мiнiмiзацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Бартiш М.Я., Огородник Н.П., Про один трикроковий рiзницевий метод
мiнiмiзацiї функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Безносов О.В., Дослiдження математичної моделi росту ракової пухлини з

3



врахуванням дихотомiї мiграцiї i пролiферацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Бiленко В.I., Дерiєнко А.I., Чисельно–аналiтичний метод без насичення точностi
для наближення розв’язкiв жорстких задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .32

Бiлецький В.М., Ярошко С.А., Метод узагальненого роздiлення змiнних для
розв’язування багатовимiрних iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду . . . . . . 33

Бобылев Д.Е., Масько Л.В., Использование алгоритма регуляризации при
реализации метода граничных элементов для моделирования многосвязных
областей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Богданов С.Ю., Численное решение линейных задач динамики подкрепленных
конических оболочек на неравномерных сетках. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .35

Бомба А.Я., Кузьменко А.П., Гладка О.М., Синтез числових методiв
квазiконформних вiдображень, сумарних зображень та декомпозицiї областi
при моделюваннi квазiiдеальних полiв для криволiнiйних областей . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Бомба А.Я., Сафоник А.П., Моделювання процесу сорбцiйного очищення рiдин
вiд багатокомпонентного забрудення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Бомба А.Я., Сiнчук А.М., Ярощак С.В., Методи комплексного аналiзу
математичного моделювання нелiнiйних процесiв двофазної фiльтрацiї з
урахуванням впливу трiщин гiдророзриву . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Бойцова И.А., Метод усреднения в системах дискретнх уравнений с быстрыми
и медленными переменными и в задачах оптимального управления. . . . . . . . . . . . . . . . . .39

Вакал Є.С., Вакал Л.П., Застосування чебишовських наближень до розв’язання
задач теплопровiдностi в кругових областях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

Венгерський П., Коковська Я., Чисельне дослiдження руслового стоку рiдини в
наближеннi кiнематичної хвилi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Вербицкий В.В., Глушко И.Н., Неполное обобщенное разложение Холесского
седловой матрицы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Вергунова I.М., Функцiональнi структури для опису технологiчної схеми
вирощування сiльсько–господарських культур . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Вiрченко Н.О., Узагальнене iнтегральне перетворення Стiлтьєса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Вовк О., Шинкаренко Г., Числовi схеми для моделювання реакцiї окиснення
чадного газу на поверхнi платини . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Войтова Т.А., Семенов В.В., О градиентно–резольвентных схемах для
вариационных неравенств над множеством решений равновесных задач . . . . . . . . . . . . 46

Гаркуша Н.И., Об одной квазилинейной модели динамики популяций . . . . . . . . . . . . . . . 47

Григоренко О.Я., Єфiмова Т.Л., Власова I.В., Чисельне розв’язання задач про
вiльнi коливання анiзотропних пластин змiнної товщини на основi методу сплайн–
апроксимацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .48

Григоренко Я.М., Авраменко Ю.А., Расчет напряженно–деформированного

4



состояния ортотропных тороидальных оболочек переменной толщины в
уточненной постановке . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Григор’єва Ю.А., Кудiн В.I., Оноцький В.В., Аналiз погано обумовлених систем
в середовищi Maple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Грищенко О.Ю., Кочулова О.Г., Ляшко В.I., Федорова В.С., Чисельне
моделювання процесiв кiнетики абсорбцiї з багатокомпонентних розчинiв . . . . . . . . . . . 51

Громадченко Т.В., Мартинюк П.М., Про одну задачу промочування ґрунтового
схилу в результатi аварiї безнапiрного водопроводу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Горлач В.М., Клименко I.В., Шинкаренко Г.А., Числовий аналiз варiацiйних задач
дисипативної акустики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Данилова А.Є., Апроксимацiя кривої, що задана хмарою точок на площинi . . . . . . . . 54

Дубко В.А., Об оценке временного интервала применимости уравнения диффузии . . 55

Загуменный Я.В., Моделирование и расчет течений неоднородной жидкости . . . . . . . 56

Карабiн Л.Д., Точкове оптимальне керування переносом лiкiв у злоякiсних
пухлинах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57

Карачанская Е., Программное управление с вероятностью 1 динамических
систем с сильными возмущениями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Клюшин Д.А., Стешенко Г.М., Модель розповсюдження радiоактивної сумiшi
iзотопiв: радiоактивного тритiю (tritium 3h) та нерадiоактивного гелiю-3 (helium-3) . 59

Коляденко М.П., Анiкушин А.В., Узагальнена розв’язнiсть iнтегро–
диференцiальних рiвнянь елiптичного типу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Копець М.М., Стацiонарне матричне диференцiальне рiвняння Рiккатi . . . . . . . . . . . . . 61

Косолап А.И., Метод последовательного раскрытия модулей для решения задач
негладкой оптимизации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Кудiн В.I., Никитiшен Т.О., Оноцький В.В., Аналiз погано обумовлених задач
лiнiйного програмування в середовищi MATLAB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Кудiн В.I., Оноцький В.В., Тодорiко Б.Д., Про аналiз властивостей матричної
гри у змiшаних стратегiях методом базисних матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Кузьменко Б.В., Мальчевський I.А., Основнi напрями моделювання теплового
самозаймання пиловугiльних сумiшей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Лiсняк В.С., Диференцiальнi iнварiанти векторного поля на неевклiдовiй площинi . 67

Ляшенко В.П., Кобильська О.Б., Моделювання теплового процесу пiд час
електропластичного волочiння рухомого дроту . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Малець Р., Квазiстатичнi задачi термопружностi для оболонок податливих
на зсув та стиск . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Милейко Г.Л., Солодкий С.Г., Застосування принципу рiвноваги до розв’язування
жорстко некоректних задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5



Москальков М.Н., Утебаев Д., О сходимости разностных схем для задачи
динамики вязкой стратифицированной жидкости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .71

Новiцький А.В., Динамiчнi моделi дифузiї з обмеженою швидкiстю . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Пашко А., Оптимiзацiя параметрiв чисельних моделей випадкових процесiв . . . . . . . . 74

Польща Г.С., Лiсняк В.С., Лiнiйчата гiперповерхня пiвевклiдової площини . . . . . . . . . 75

Потапенко Л.I., Математичне моделювання динамiчних процесiв в Азовському морi 76

Пришляк Д.А., Лосева М.В., Критические значения функции на
замкнутой кривой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Рагулiна О.Ю., Максимiзiцiя ймовiрностi небанкрутства страхової компанiї в
класичнiй моделi ризику за можливостi використання франшизи й лiмiту
вiдповiдальностi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Савкiна М.Ю., Матриця коварiацiй оцiнки параметрiв моделi сплайнової регресiї
з обмеженнями на параметри . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Семенов В.В., О решении вариационных неравенств на множестве неподвижных
точек счетного семейства нерастягивающих операторов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Сiренко I.П., Станiславська С.В., Оптимiзацiя процесiв вирощування бiомаси в культу-
рах мiкроорганiзмiв на основi математичної моделi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .81

Соломянюк I. Г., Задача полосної класифiкацiї цифрової iнформацiї. . . . . . . . . . . . . . . . .82

Стеля О.Б., Пришляк К.О., Математичне забезпечення iнформацiної системи
прогнозування затоплення земель. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .83

Стеля I.О., Рак Л.К., Оцiнка та вплив дренажних стокiв Краснознам’янської
зрошувальної системи на рекреацiйнi територiї Херсонської областi . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Стеля О.Б., Стеля I.О, Тригуб О.С., Сплайнова схема розв’язання нестацiонарного
рiвняння конвекцiї-дифузiї в лагранжевiй формi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

Сторожук Є.А., Чернишенко I.С., Руденко I.Б., Харенко С.Б., Врахування
пластичних деформацiй при чисельному розв’язаннi крайових задач теорiї тонких
оболонок з декiлькома отворами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Ткаченко П.Г., Топал О.I., Кузьменко Б.В., Аналiз фазового портрету задачi
теплового самозаймання пиловугiльних сумiшей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

Федоренко В.В., Мясин С.C., Федоренко Ю.В., Аналог теоремы Шарковского для
некоторых классов гибридных систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Федюкович В.Е., Интерактивные системы для раскрашенных, изоморфных,
гамильтоновых графов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Хом’як О.М., Прискорене моделювання ймовiрностi перетину двох маркiвських
процесiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .90

Хусаинов Т.Д., Условия интервальной устойчивости дискретных систем с
запаздыванием . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .91

6



Хусаинова О.С., Джеладова И.А., Некоторые проблемы динамики математической
модели рынка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .92

Шатирко А.В., Стабiлiзацiя нелiнiйних систем регулювання з запiзнюванням до
стану абсолютної стiйкостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

Шахно С.М., Мельник I.В., Ярмола Г.П., Комбiнований метод для розв’язування
нелiнiйних операторних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

7



ВЕЛИКЕ ЖИТТЯ

9 вересня виповнюється 90 рокiв вiд дня народження академiка НАН України,
органiзатора i першого декана факультету кiбернетики, видатного українського вченого
та педагога Iвана Iвановича Ляшка.

Народився Iван Iванович на Полтавщинi, в селi Мацкiвцi Лубенського району в
селянськiй родинi подружжя Iвана Юхимовича та Килини Федорiвни Ляшкiв.

Першими шкiльними вчителями вiдразу ж було помiчено його велике захопле-
ння точними науками — математикою i фiзикою. Вiн завжди вiдзначався здатнiстю
мiцно утримувати у своїй пам’ятi найскладнiшi формули, намагався знайти свiй ме-
тод розв’язання найскладнiших шкiльних задач з алгебри i тригонометрiї. Коли тала-
новитого учня Iвана делегували на обласну Олiмпiаду, вiн виборов там перше мiсце,
отримавши 10 балiв з 10 можливих. Обласне радiо влаштувало зустрiч з переможцями.
Ведучий запитав Iвана, щоб вiн хотiв передати своєму улюбленому вчителю. Iван ска-
зав: — ”Турецький марш”, музичне привiтання вiд Моцарта i власноруч зiграв його на
своїй нерозлучнiй мандолiнi. Школа i все село зустрiчали Iвана, як справжнього героя,
радiючи з математичних успiхiв улюбленого юного музики.

Мрiї та плани на майбутнє юнака з Полтавщини змiнила вiйна. I. I. Ляшко довгих
8 рокiв служив у лавах Вiйськово — морського флоту СРСР, пройшовши увесь тяжкий
перiод вiйни.

Повернувшись до мирного життя, головний старшина зенiтної установки лiнкору
”Севастополь” Ляшко прагне одержати вищу математичну освiту. Не легко було пiсля
значної перерви у навчаннi. Але вiн за один рiк закiнчив Київський учительський iнсти-
тут. А потiм, уже працюючи учителем математики Бесiдської школи Ставищанського
району Київської областi, теж достроково закiнчив Київський педагогiчний iнститут.

Зустрiч I. I. Ляшка з академiком АН України Олександром Юлiєвичем Iшлiн-
ським, директором Iнституту математики та Костянтином Васильовичем Задиракою
визначила подальшу його долю. Вони помiтили обдарованiсть студента Ляшка, реко-
мендували його в аспiрантуру до Київського унiверситету iменi Тараса Шевченка. З
1952 року, почавши навчатися в аспiрантурi, I. I. Ляшко назавжди пов’язав свiй науко-
вий i педагогiчний шлях з Київським нацiональним унiверситетом iменi Тараса Шев-
ченка. Тут вiн став кандидатом i доктором наук, професором, деканом, проректором,
академiком.

Першi серйознi математичнi дослiдження Iван Iванович розпочав у галузi теорiї
аналiтичних функцiй. Ним було одержано розв’язок цiкавої як з теоретичної, так i з
практичної точок зору складної задачi про фiльтрацiю пiд багатошпунтовою греблею
при довiльному криволiнiйному водоупорi, обґрунтовано i розвинуто методи мажоран-
тних областей i руху граничних точок. У 1955 роцi Iван Iванович достроково захистив
кандидатську дисертацiю.

Iван Iванович, працюючи над розв’язанням задач математичної фiзики, одержав
принципово новi результати по розвитку i застосуванню методу сумарних зображень,
розв’язав серiю складних задач, якi описанi в монографiї ”Розв’язання фiльтрацiйних
задач методом сумарних зображень”, що вийшла в 1963 роцi. Праця мала не лише
наукове значення, але й широке прикладне застосування в галузi гiдротехнiчного бу-
дiвництва.

I. I. Ляшко у 1963 роцi успiшно захистив докторську дисертацiю. Разом зi сво-
їми першими учнями, продовжуючи займатися математичною теорiєю фiльтрацiї, вiн
публiкує монографiї ”Чисельно-аналiтичне розв’язання задач теорiї фiльтрацiї” та ”Ме-
тод мажорантних областей в теорiї фiльтрацiї”, що вийшли, вiдповiдно, у 1973 та 1974
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роках.
Iваном Iвановичем та його учнями запропоновано та розроблено новий пiдхiд

у застосуваннi методу мажорантних областей для розв’язання серiї задач планової
фiльтрацiї. При цьому дослiдженi питання iснування, єдиностi, стiйкостi та збiжностi
розв’язкiв вiдповiдних скiнченнорiзницевих задач.

Очоливши колектив своїх учнiв та колег, I. I. Ляшко створив одну з найпотужнi-
ших у Радянському Союзi школу фiльтрацiї.

Дiяльнiсть I. I. Ляшка вiдзначено у 1975 роцi премiєю iменi академiка М. М. Кри-
лова, а у 1981 роцi — Державною премiєю України у галузi науки i технiки. В 1969 роцi
Iвана Iвановича обрано членом-кореспондентом, а в 1973 роцi — академiком АН УРСР.

I. I. Ляшко запропонував iдею створення автоматизованої системи розв’язання
певних класiв задач математичної фiзики методом сумарних зображень, яку було успi-
шно реалiзовано i описано у виданiй в 1977 роцi монографiї ”Питання автоматизацiї
розв’язання задач фiльтрацiї на ЕОМ”.

У подальшому I. I. Ляшко одержав ряд важливих результатiв, якi дозволили
розв’язувати широкi класи задач фiльтрацiї ґрунтових вод, прогнозування запасiв во-
ди, вологосолеперенесення при бiчних промивках та промивках на рисових системах,
просочування крiзь землянi споруди.

Цiкавi результати одержано I. I. Ляшком, В. П. Дiденком та О. Є. Цитрицьким
при вивченнi фiльтрацiї шумiв. Автори вперше у свiтовiй практицi розробили стiйкi
методи i алгоритми розв’язання даного класу задач з використанням iдей регуляризацiї
у поєднаннi з технiкою оснащених гiльбертових просторiв, що мало значний практичний
iнтерес для багатьох галузей народного господарства. Отриманi результати вiдображено
у монографiях ”Фiльтрацiя шумiв”, ”Обробка вимiрювань при дослiдженнях складних
систем” та ”Математичнi моделi при вимiрюваннях”.

У 1990-х роках I. I. Ляшко з учнями розробили ефективну методику чисельного
розрахунку тепломасоперенесення в неоднорiдних поруватих середовищах, що ґрунту-
ється на оригiнальних рiзницевих схемах для розв’язання крайових задач для лiнiйних
i квазiлiнiйних елiптичних, параболiчних, псевдопараболiчних та псевдогiперболiчних
рiвнянь, якi охоплюють широке коло класичних i некласичних задач математичної фi-
зики.

Пiд керiвництвом I. I. Ляшка було розроблено комп’ютерну систему прийнят-
тя рiшень для захисту пiдземних вод вiд забруднень, яка пройшла успiшну адаптацiю
на реальних об’єктах, небезпечних для довкiлля — на майданчику захоронення радiо-
активних вiдходiв i на ставку-охолоджувачу Чорнобильської АЕС.

Викладацький шлях Iван Iванович почав ще будучи аспiрантом у 1955 роцi. Пiсля
захисту кандидатської дисертацiї вiн стає доцентом, а згодом, ставши доктором наук
— професором. Прочитанi ним на механiко-математичному факультетi та факультетi
кiбернетики курси теорiї функцiй комплексної змiнної, рiвнянь математичної фiзики,
спецiальнi курси викликали захват у студентiв.

Крiм великих здiбностей науковця i педагога, у Iвана Iвановича Ляшка був та-
лант органiзатора наукового та навчального процесiв. У 1964 роцi вiн очолює кафе-
дру математичної фiзики, а згодом стає деканом механiко-математичного факультету.
I. I. Ляшко був i вихователем, i зразком, i захисником, i суворим батьком студентiв. Вiн
любив студентiв, а студенти любили його.

У 1969 роцi Iван Iванович очолив кафедру обчислювальної математики. I саме
ця кафедра згодом стала базовою першого в СРСР факультету кiбернетики, який вiн
разом з Вiктором Михайловичем Глушковим створив у Київському державному унi-
верситетi i став першим його деканом. За ним пiшли його учнi, талановита молодь. Цi
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люди стали опорою нового факультету, мiцним ядром, навколо якого групувались ви-
кладацькi кадри, здiбнi студенти. Пiд керiвництвом I. I. Ляшка факультет кiбернетики
став одним з найсильнiших i перспективних факультетiв унiверситету.

Протягом 1975–1995 рокiв разом зi своїми колегами Iван Iванович створив цикл
iз 8 пiдручникiв та 9 навчальних посiбникiв з математичного аналiзу, диференцiаль-
них рiвнянь, теорiї оптимiзацiї та iнших дисциплiн. Багато з цих видань перекладено
росiйською, англiйською, iспанською та в’єтнамською мовами. У 1989 роцi автори три-
томника ”Математичний аналiз” були удостоєнi Державної премiї України.

Обiймаючи посади завiдувача кафедри, заступника декана, декана, проректора
з наукової роботи, члена Президiї Академiї наук України, голови Правлiння республi-
канського товариства ”Знання”, Iван Iванович придiляв велику увагу питанням удоско-
налення навчального i наукового процесiв.

Успiшностi в досягненнi поставленої мети в великiй мiрi сприяла мiцна пiдтримка
коханої i люблячої дружини Вiри Степанiвни, яка понад 50 рокiв створювала домашнiй
затишок i умови для роботи. Разом з Iваном Iвановичем вони виростили двох прекра-
сних синiв: Сергiя та Володимира, якi обрали як i батько дорогу в математику.

Старший син, Сергiй Iванович, доктор фiзико-математичних наук, професор,
член-кореспондент Нацiональної академiї наук України, гiдно продовжив справу Iва-
на Iвановича. Очоливши кафедру обчислювальної математики, вiн сприяв оновленню
i осучасненню наукових розробок, застосувавши методи сумiсної оптимiзацiї та iденти-
фiкацiї в задачах стохастичного програмування, оптимiзацiї розподiлених систем з уза-
гальненою дiєю. До роботи на кафедрi Сергiй Iванович залучив молодих талановитих
студентiв, якi згодом стали доцентами i професорами, захистили пiд його керiвництвом
кандидатськi i докторськi дисертацiї. В 1991 роцi на базi iснуючої наукової школи вiн
заснував нову школу ”Моделювання та оптимiзацiя iнформацiйних систем”, яка визнана
як наукова школа свiтового рiвня.

Справа життя Iвана Iвановича продовжується в дiяльностi створеного ним фа-
культету кiбернетики, кафедри обчислювальної математики, наукової школи.

Iван Iванович Ляшко помер 29 березня 2008 року, але пам’ять про нього назавжди
збережеться в серцях близьких та рiдних людей, тих, якi з ним працювали, були його
учнями i продовжують його справу.
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In this report we will talk about barrelledness of the spaces with an inner product.
There are many characterizations of barrelledness of vector spaces. Characterization of
barrelled spaces in terms of closed graph theorem was developed in [1],[2]. Characterization
of barrelled sequence spaces was proved in [3]. Characterization of barrelled spaces by means
of their β-duals was developed by Noll and Stadler in [4]. Some questions of the theory of
barrelled space was considered in [5]. A big list of characterizations of barrelledeness was gi-
ven by Perez-Carreras in [6]. A new approach to problem of characterization of barrelledeness
was given in [7]. The next theorem for normed vector spaces was proved in [7].

Theorem. Let (F, ∥ · ∥) and (F1, ∥ · ∥1) be the normed vector spaces. Suppose that
norm ∥ · ∥1 is stronger than norm ∥ · ∥. Furthermore, suppose that the embeddings

(F1, ∥ · ∥1) ⊆ (F, ∥ · ∥), (F, ∥ · ∥)∗ ⊆ (F1, ∥ · ∥1)∗

are dense. If (F, ∥ · ∥)∗ ̸= (F1, ∥ · ∥1)∗, then the space (F1, ∥ · ∥) is not barrelled.
Using this theorem, we will prove the following result:
Theorem. Let E be a pre-Hilbert space with an inner product (·, ·)0. Suppose there

exists an inner product (·, ·)+ on E, such that:

1. The norm ∥ · ∥+ is stronger than the norm ∥ · ∥0;

2. The norms ∥ · ∥+ and ∥ · ∥0 are not equivalent;

3. The space E with inner product (·, ·)+ is a Hilbert space;

then the space (E, ∥ · ∥0) is not barrelled.

1. Mahowald M. Barrelled spaces and closed graph theorem // Journal of the London Mathematical Soci-
ety. – 1961. – Vol. s1-36. – Iss.1. – P. 52–56.

2. Wilansky A. On a characterization of barrelled space // Proceedings of the AMS. – 1976. – Vol. 57. –
№2. – P. 375.

3. Swetits J. Characterization of a class of barrelled sequence spaces// Glasgow Math. J. – 1978. – №19. –
P.27–31.

4. Noll D., Stadler W. Abstract sliding hump technique and characterization of barrelled spaces // Studia
mathematica. – 1989. – Vol. XCIV. – №2. – P.103–120.

5. Perez-Carreras P. Some aspects of the theory of barreled spaces // Časopis pro pěstováńı matematiky. –
Vol.112. – 1987. – №2. – P.123–161.

6. Perez-Carreras P. Barrelled locally convex spaces // Elsevier Science Publishers. – 1987. – 529 pp.
7. Anikushyn A.V. On relationship between a priory inequalities and weak a priory inequalities for linear

operators // The journal of computational and applied mathematics. – 2010. – №4. – P. 3–8.

13



Mathematical and numerical modeling of phase
transitions dynamics

Boyko S.B., Sandrakov G.V.
sandrako@mail.ru

(Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ukraine, Kyiv)

Mathematical and numerical method of direct simulation for some heterogeneous fluid
dynamics with take of phase transitions will be presented. It is supposed that the fluids are
compressible and inviscid (non-viscous). Heterogeneities of the fluids are considered as small
drops or particles of one fluid within other fluid. Total number of the drops can be large
enough and the drops may have phase transitions. Thus, simulations of the main fluid (or
gas) with small transited drops dynamics are discussed. These are dynamics of multiphase
flows really. Therefore it is possible to use general multiphase flow models in the case (see, for
example, [1]). But relevant multiphase equations are not complete as a rule. For example,
there is a problem as to distribute energies between the phases in the model dynamics.
Various physical experiments are necessary for solving of the problem in the concrete cases
of fluid dynamics. The situation is more difficult whenever phase transitions are possible.

The presented method is a combination of Harlow’s particle-in-cell method and Belo-
tserkovskii’s large particles method (see, for example, [2]). The method is based on a discreti-
zation of conservation laws for masses, momentums, and energies in integral forms. This is
natural and numerical simulations are realized as direct computer experiments for the dyna-
mics of main fluid together with transited drops without use multiphase flows approach. The
method seems to be much more adequate to the mechanical and mathematical essence of
the dynamics, because conservation laws are correct on the discrete level at least.

This method is designed to numerical modeling of following physical processes. Let us
consider graphite drops distributing uniformly in some fluid. More exactly there is medium
with graphite particles and the heterogeneous medium may be considered under high pressure
as heterogeneous "fluid", which has components with corresponding state equations. Inducing
conical shock waves in the medium it was possible to observe phase transitions of the graphite
particles in computer experiments by the method. Results of the computer experiments were
in agreement with results of physical experiments. The results were depending on density of
particles and intensity of the shock waves inducing by boundary conditions, for example.

This method seems to be perspective for mathematical and numerical simulations of
other absorption and diffusion processes with take of phase transitions in complex hetero-
geneous fluid and plasma dynamics (see, for example, [3] and [4]).

1. Nigmatulin R. I. The dynamics of multiphase media. Part 1. M.: Nauka (1987).
2. Belotserkovskii O. M. and Davydov Yu. M. The method of large particles in gas dynamics. Numerical

experiments. M.: Nauka (1982).
3. Boyko S. B., Mischenko V. V., and Sandrakov G. V. The numerical investigation method for evaporated

plasma // J. Computing and Applied Math. – 2007. – № 2 (95). – P. 3–12.
4. Boyko S. B. and Sandrakov G. V. Mathematical modeling of structured heterogeneous fluid dynamics //

J. Computing and Applied Math. – 2011. – № 1 (104). – P. 109–120.
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Numerical Modeling of Pyroelectricity Problems
Using Finite Element Method

Chaban F.1, Kovalyk Т.1, Shynkarenko H.1,2, Stelmashchuk V.1
h.shynkarenko@po.opole.pl, vitstelm@gmail.com
1(Ivan Franko Lviv National University, Ukraine, Lviv

2Opole University of Technology, Poland, Opole)

Both pyroelectrics and piezoelectrics belong to so–called smart materials, which are
widely used in modern devices, such as different sensors, actuators, pressure gauges, burglar
alarms, infrared detectors, night vision equipment. It is obvious, that an engineer needs
a total understanding of how these materials behave under different circumstances, before
their practical application. That knowledge can be obtained in two ways. The first one
is an experimentation. The second (and actually much more cheaper) way is a computer
(numerical) modeling. Thus, our purpose is to build numerical scheme, based on FEM, that
will allow us to solve various pyroelectricity problems and eventually analyze the processes,
which are observed in these materials.

In our research we use linear mathematical model of the pyroelectricity phenomenon,
see [1]–[3]. Let Ω ⊂ Rn be the domain occupied by pyroelectric, Γ = ∂Ω is its boundary,
ν = {vi}ni=1 is a vector of unit normal to Γ. We are analyzing the behavior of the pyroelectric
during the time period [0, T ], 0 < T < +∞. Let x ∈ Ω be the spatial variable and t ∈
[0, T ] is a time moment. We choose as basic variables the elastic displacement vector u =
{ui(x, t)}ni=1, electric potential p = p(x, t) and temperature change θ = θ(x, t). Then the
processes, which are observed in pyroelectric, can be described by the following system of
partial differential equations

ρ(u′′i − fi)− σij,j = 0,
σij = cijkm[εkm(u)− αkmθ] + aijkmεkm(u

′)− ekijEk(p),
D′

k,k + Jk,k = 0,
Dk = εkmEm(p) + ekijεij(u) + πkθ, Jk = zkmEm(p),
ρcεθ

′ + hi, i + T0(cijkmαkmεij(u
′) + πkEk(p

′)) = w,
hi = −λijθ,j,
εij(u) =

1
2
(ui,j + uj,i) , Em(p) = −p,k,

which is complemented by corresponding initial and boundary conditions.
By means of variational formulation of initial boundary value problem, Galerkin

method with space finite element approximations and one–step reccurent scheme for ti-
me integration, the tool for computer modeling of pyroelectric behavior has been build.
With help of the developed tool, numerical results, which confirm efficiency and reliabi-
lity of proposed schemes, have been received. Considering forced steady–state vibrations
of the pyroelectrics we complement numerical analysis by aposteriori error estimators for
piecewise–linear and bilinear finite element approximations.

Analysis of numerical results give answers on questions regarding characteristics of
displacement, stress, and abilities of pyroelectric for energy transformations.
1. Shynkarenko H. Projection–Mesh Approximations for Variational Problems of Pyroelectricity. / H.A.

Shynkarenko // Differ. equations. — V.29, N.7, 1993. – p. 1252–1260. (In Russian)
2. Tichy J. Fundamentals of Piezoelectric Sensorics. Mechanical, Dielectric and Thermodynamical Properti-

es of Piezoelectric Materials / Jan Tichy, Jiri Erhart, Erwin Kittinger, Jana Privratska. – Berlin: Springer,
2010. – 216 p.

3. Yang J. The Mechanics of Piezoelectric Structures / J.Yang. — Singapore: World Scientific Publishing
Co.Pte.Ltd., 2006. — 312 p.
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Numerical modelling of thermoelastic and heat transfer
processes with dynamic sources of surface heat inflow

Chyr I.A.1, Shynkarenko H.A.1,2
ivan.chyr@plast.org.ua, h.shynkarenko@po.opole.pl
(1 Ivan Franko National University of L’viv, Ukraine, L’viv

2 Opole University of Technology, Poland, Opole)

One of the technological processes of surface hardening with highly concentrated heat
sources is surface frictional hardening [2]. The source is created in the area of contact between
applied to each other work surfaces of tool and work piece. During the contact this area is
characterized by high increase of temperature and decrease during its absence [1].

We consider two mathematical models of heat transfer and linear thermoelasticity
for the process of frictional hardening. They are supplemented with boundary conditions
for heat fluxes and stresses in the area of dynamic contact. On the rest of the boundary
conditions for heat exchange with environment and homogenous mechanical stresses are set.

Numerical schemes based on the corresponding variational formulations for one– and
two–dimensional problems are constructed using finite element approach for space semi–
discretization and one-step recurrent time-integration schemes [3]. Also sufficient stability
and convergence conditions of these schemes were obtained.

Constructed schemes are illustrated with numerical results for model problems of
frictional hardening.

1. Гурей I.В. Технологiчне забезпечення якостi та експлуатацiйних властивостей виробiв параметрами
iмпульсної фрикцiйної обробки: автореф. дис... д–ра техн. наук: 05.02.08; Одеський нацiональний
полiтехнiчний ун–т. — О. — 2002. — 36 с.

2. Резников А.Н. Теплофизика процессов механической обработки материалов. — М.: Машинострое-
ние. — 1981. — 281 с.

3. Шинкаренко Г.А. Проекцiйно–сiтковi схеми розв’язування початково–крайових задач. — Київ: НМ–
КВО. — 1991. — 88 с.
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A posteriori error estimators and hp-adaptive FEM for
1D diffusion-convection-reaction boundary value

problems

Drebotiy R.1, Shynkarenko H.1,2
roman.drebotiy@gmail.com, h.shynkarenko@po.edu.pl
(1 Ivan Franko National University of L’viv, Ukraine, L’viv

2 Opole University of Technology, Poland, Opole)

The main issue of this work is the construction of a posteriori error estimator (AEE)
for finite element method (FEM) with polynomial basis functions of arbitrary degree. Con-
structed error estimator is used as a fundamental tool for implementation of hp–adaptation
algorithm.

We use approach [1] which is based on so-called reference solution. Its main idea is
to replace a true error of FE approximation with a difference between numerical solution
(or, in some extent, its equivalent) and reference solution, which is a solution of the same
boundary value problem built on specially refined mesh. Such estimates, calculated separately
on each finite element, allow us to compare different variants of local refinement of current
mesh, which includes a spatial refinement and an increment of FE local approximation space
dimension. More precisely, we choose a finite set of refinement patterns on each element and
solve the discrete optimization problem on it in the form:

find mesh hpopt such that

|u− Πhpu|2H1(0,L) −
∣∣u− Πhpoptu

∣∣2
H1(0,L)

Nhpopt −Nhp

→ max,

where Π is a projection operator to finite element space, constructed on the corresponding
mesh; N — corresponding number of degrees of freedom; u — reference solution.

We also focus on the important subtasks, including the automation of Gaussian
quadrature formulas of arbitrary order development and the problem of optimal FE error
computation.

The first problem arises in connection with the use of arbitrary order polynomials as
basis functions. Solving this problem is important in terms of effective implementation of
hp–adaptation algorithm. We use an original approach, first proposed in [2]. It is based on
recurrence relations for orthogonal polynomials which allow us to reduce original problem
of finding nodes and weights of quadrature formula to eigenvalue problem for symmetric
tridiagonal matrix.

The second problem is reduced to a specific choice of FE basis functions, namely
integrals of Legendre polynomials. To effectively calculate the values of basis functions we
use Legendre’s equation and recurrence relations for the corresponding polynomials.

A computational experiments show that the constructed algorithm is more effective
in comparison with h-adaptive algorithms in problems where solutions have periodic nature.

1. Demkowicz L. Computing with hp-adaptive finite elements. I. One- and Two-Dimensional Elliptic and
Maxwell Problems // Austin, Summer 2005;

2. Gene H. Golub, John H. Welsch Calculation of Gauss quadrature rules // Computer Science Department,
Stanford University, Stanford, California 94305;

3. William F. Mitchell, Marjorie A. McClain Survey of hp-Adaptive Strategies for Elliptic Partial Differenti-
al Equations // Mathematical and Computational Sciences Division, National Institute of Standards and
Technology, Gaithersburg, MD 20899-8910.
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Modelling of the spectral problem on networks

Krylova A.S.
krylovaas@univ.kiev.ua

(Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ukraine, Kyiv)

Modelling of the spectral problem on networks will be discussed. This modelling is
reduced to some problem by homogenization. Thus, homogenization of the spectral problem
on small-periodic networks with periodic boundary conditions will be also discussed.

Homogenization of equations on a small-periodic network was considered in [1].
This problem for a network has the following form

−ε2∂2x′uε(x
′) = λεuε(x

′), x′ ∈ Gε ∩ Ω,

uε(x
′
1, x

′
2) = uε(x

′
1 + 1, x′2), uε(x

′
1, x

′
2) = uε(x

′
1, x

′
2 + l),

∂x′uε(x
′
1, x

′
2) = ∂x′uε(x

′
1 + 1, x′2),

∂x′uε(x
′
1, x

′
2) = ∂x′uε(x

′
1, x

′
2 + l), x′ ∈ Gε ∩ ∂Ω,

(1)

where Gε is a small-periodic network, ε is a small positive parameter, Ω = [0, 1]× [0, l] is a
rectangle with the boundary ∂Ω.

We construct asymptotic expansions according to homogenization principle from
[2]. These expansions are approximate solutions of spectral problem on the small-periodic
network. The main statement of the our research is the following theorem.

Theorem 1. For eigenvalues λε and eigenfunctions uε of the problem (1) there exists
a constant C independent from ε and s, such that

|λsε − ε2λs| ≤ Cε3(λs)3/2, ∥usε − vs∥L2(Gε)
≤ Cε(λs)1/2,

for λs2 ≪ ε−2 and 0 < ε ≤ ε0, where λs2 and vss(x) is the eigenvalue and the eigenfunction of
corresponding homogenization problem.

Justification of asymptotic expansions for next eigenvalues and eigenfunctions will be
implemented in following researches.

1. Maz’ya V.G., Slutskii A.S. Homogenization of a differential operator on a fine periodic curvilinear mesh
// Math. Nachr. – 1986. – 133 – P. 107-133.

2. Sandrakov G.V. Averaging principles for equations with rapidly oscillating coefficients // Math. USSR-Sb.
– 1991. – 68, № 2. – P. 503-553.

3. Krylova A.S., Sandrakov G.V. Investigation of eigenvalues and eigenfunctions for arbitrary fragments of
networks // Journal of Numerical and Applied Mathematics – 2010. – 101, № 2. – P. 81-96. (Ukrainian)
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Path of MS–functions on 2–disk

Lukova–Chuiko N.V., Pryshlyak K.O.
lukova@ukr.net

(Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ukraine, Kyiv)

Consider a two–dimensional disk B with a given Riemannian metric on it. Let f be
a smooth function without critical points on B.

By the singular points we mean the critical points of the restriction on the boundary
(further critical points) and the point at which the field gradient for edges (tangent point).
We will consider only the functions for which all singular points have different values and
there is no path connecting two critical points. Such functions will be called MS–function.

Homotopy of MS–functions is a way in the space of common functions, ie continuous
family of MS–functions. In this case each function has its own Riemannian metric.

Let the number of critical points is equal to k, and special — n. On the set of singular
points, we introduce the numbering. The first point is a minimum point, while driving on the
edge of the counter–clockwise number of points increases. Each singular point we associate
the number of critical values of desc. So the minimum point is 1 and the maximum — number
of n. Thus we get the substitution of n numbers.

In addition, for each singular point, from which comes the trajectory of the gradient
field, we assign a specific point preceding the point at which the trajectory leaves the circle.
Thus we obtain a set of ordered pairs of numbers.

The scheme is a set of certain functions consisting of the substitution of n numbers
and ordered pairs of numbers.

By substitution we can determine the type of singular point. If the value of the
function at neighboring points greater than the value of a singular point, then it is a local
minimum, if more — the maximum. The other special point — the point of tangency.

Theorem. Two MS–functions f, g are homotopic if and only if its schemes are equal.

1. Maksymenko S.I Path–components of Morse mappings spaces of surfaces. // Comment. Math. Helv. —
2005. — 80. — P. 655–690.
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The approximation of common fixed point of finite
number of Fejer mappings in Hilbert space

Malitsky Y.V.
y.malitsky@gmail.com

(Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ukraine, Kyiv)

We introduce a new explicit algorithm for finding common fixed point of finite number
of Fejer (quasi–nonexpansive) mappings in Hilbert space.

A mapping T : H → H is called Fejer (or quasi-nonexpansive) if for all x ∈ H and
for all z ∈ F (T ) holds inequality

||Tx− z|| 6 ||x− z||,

where F (T ) is a set of fixed points of T .

A mapping F : H → H is called demiclosed in y ∈ H if from xn ⇀ x and Fxn → y
follows Fx = y.

Let T1, T2, . . . , TN are a Fejer mappings such that mappings Id−Ti are demiclosed in
0 for all i = 1, N . We need to find some element from C =

∩N
i=1 F (Ti).

Theorem Let x1, y are an arbitrary elements in H. Fix λ ∈ (0, 1) and define a
sequence (xn) by

xn+1 = αny + (1− αn)(λxn + (1− λ)TnmodN xn),

where (αn) is a sequnece of real numbers from (0, 1) and which satisfies some control condi-
tions. Then (xn) converges strongly to the element of C nearest to y.

This talk is based on the joint research with V. Semenov.
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Boundary value problem of Schrodinger equation

Pokutnyi A.A.
e-mail: lenasas@gmail.com

(Institute of mathematics of NAS of Ukraine, Ukraine, Kiev)

The report is devoted to obtaining necessary and sufficient conditions for existence
of solutions of boundary value problem

dφ(t)

dt
= −iH0φ(t) + εZ(φ(t), t, ε) + f(t), t ∈ [0;w],

Qφ(·) = α ∈ D,

in the Hilbert spaceHT = H⊕H, whereH0 = H∗
0 is self–adjoint on domainD = D(T )⊕D(T )

of operator T which is strongly positive self–adjoint operator in the Hilbert space H; Q —
is linear and bounded operator.

We generalize Lyapunov–Scmidt method for investigating of this problem.
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Modeling and homogenization of some
hydrodynamics problems

Sandrakov G.V.
sandrako@mail.ru

(Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ukraine, Kyiv)

Turbulent regimes are arisen under a small viscosity (or equivalently under a high
Reynolds number) and are associated with rapidly oscillating fluid dynamics. Moreover, in
mathematical and numerical modelling it is known that rapidly oscillation effects arise under
computer simulations of solutions of Navier–Stokes equations with a vanishing viscosity. But
reasons of the effects are not clear, since the effects may be turbulent regimes or the numerical
simulations may be incorrect. Some theoretical results in the direction are presented here.

Homogenization of nonstationary linearized equations of hydrodynamics and Navier-
Stokes equations with periodic rapidly oscillating initial data and the vanishing viscosity will
be discussed. We give homogenized (limit) equations whose solutions determine approxima-
tions (leading terms of the asymptotics) of the solutions of the equations under consideration
and estimate the accuracy of the approximations. These approximations and estimates shed
light on the following interesting property of the solutions of the equations. When the vi-
scosity is not too small, the approximations contain no rapidly oscillating terms, and the
equations under consideration asymptotically smooth the rapid oscillations of the data; thus,
the equations are asymptotically parabolic. If the viscosity is very small, the approximations
can contain rapidly oscillating terms with zero means, and the equations are asymptotically
hyperbolic. As an example, we remark a precise result.

Let ε be a small positive parameter and (u, p) be a weak solution of the initial-
boundary value problem for nonstationary Navier-Stokes equations

u′t − ν∆u + u ·∇u + ∇p = Fε in Ω× (0, T ),

divu = 0 in Ω× (0, T ), (1)

u
∣∣
t=0

= 0 in Ω, u = 0 on ∂Ω× (0, T ),

where Fε = F (t, x, x/ε), F (t, x, y) ∈ L2(0, T ;L2(Ω;L∞
per(Y )/R )n), Ω ⊂ Rn is a bounded

domain with a smooth boundary, T is a positive number, and 2 ≤ n ≤ 4. Here, a subscript
per means 1-periodicity with respect to y ∈ Rn and Y = [0, 1]n is a periodicity cell. Thus,
by definition F (t, x, y) is 1-periodic in y,

∫
Y
F (t, x, y) dy = 0 for a. e. (t, x) ∈ (0, T )× Ω,

and the restriction of F (t, x, y) to Y is an element of L2(0, T ;L2(Ω;L∞(Y ))n).
Theorem. Let ∇x F ∈ L1(0, T ;L2(Ω;L∞

per(Y )/R)n×n) and (u, p) is a solution of
problem (1). Then, there are positive ε0 and ν0 such that

∥u ∥2L∞( 0,T ;L2(Ω)n) + ν ∥∇u ∥2L2( 0,T ;L2(Ω)n×n) ≤ C ( ε2 + ε2 ν−1 ),

and
∥ p ∥W−1,∞(0,T ;L2(Ω)/R) ≤ C ( ε + ε2 ν−1−n/4 ),

where C is independent of ε and ν whenever 0 < ε ≤ ε0 and 0 < ν ≤ ν0.
Asymptotic and homogenization methods are used to prove of the theorem. Simi-

lar theorems for cases of nonstationary Stokes equations and Navier-Stokes equations were
proved in [1],[2]. In particular, the results are applicable to some Kolmogorov flows.
1. Sandrakov G. V. The influence of viscosity on oscillations in some linearized problems of hydrodynamics

// Izvestiya: Math. – 2007. – 71, № 1. – P. 97–148.
2. Sandrakov G. V. On some properties of solutions of Navier-Stokes equations with oscillating data // J.

Math. Sciences – 2007. – 143 – P. 3377–3385.
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Splitted recurrent identification by least squares method
with minimal deviation norm from «attraction» points

for nonlinear dynamic systems under non–classical
assumptions

Slabospitsky A.S.
sl@univ.kiev.ua

(Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ukraine, Kyiv)

The recurrent estimation problem of parameter vector α = column(α(1), α(2), . . . , α(n))
is investigated for nonlinear dynamic object with special structure when each individual
equation of state has its own parameter vector α(j):

xj(k + 1) = fT
j (x(k), u(k), k)α

(j) + gj(x(k), u(k), k) + ξj(k), j = 1, n, k ∈ N,

where x(k) = (x1(k), x2(k), . . . , xn(k))
T , u(k), ξ(k) = (ξ1(k), ξ2(k), . . . , ξn(k))

T are state,
control and disturbance vectors respectively, vector functions fj(x(k), u(k), k) and functions
gj(x(k), u(k), k) are given.

The least squares estimation of unknown parameter vector α for above–mentioned
system is considered under non–classical assumptions when this estimate may be not uni-
que and additionally «attraction» point α∗(N) for parameter vector α is known at any
moment N, N = 0, 1, 2, . . .

The least squares estimate α̂(N) with minimal deviation norm from «attraction»
point α∗(N) at any moment N is proposed as required unique estimate in this problem
statement, viz.:

α̂(N) = F̃+
N x̃N +

(
E − F̃+

N F̃N

)
α∗(N), N ∈ N,

where (+) — symbol of Moore–Penrose pseudoinverse operator,

F̃N =


F (x(1), u(1), 1)
F (x(2), u(2), 2)

. . .
F (x(N), u(N), N)

 , x̃N =


x(2)− g(x(1), u(1), 1)
x(3)− g(x(2), u(2), 2)

. . .
x(N + 1)− g(x(N), u(N), N)

 ,

F (x(k), u(k), k) = diag(fT
1 (x(k), u(k), k), f

T
2 (x(k), u(k), k), . . . , f

T
n (x(k), u(k), k)),

g(x(k), u(k), k) = column(g1(x(k), u(k), k), g2(x(k), u(k), k), . . . , gn(x(k), u(k), k)).

Two representation forms of more effective splitted recurrent algorithm are obtained
for estimate α̂(N) by least squares method with minimal deviation norm from «attraction»
point α∗(N) at any moment N . The splitted recurrent procedure for corresponding residual
sum of squares is suggested too.

Applications of obtained results to the some parameter identification problems for
nonlinear discrete dynamic systems with uncertainties under above–mentioned non–classical
assumptions are discussed.
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Uniform piecewise approximations in the
nonlinear oscillation theory

Vakal L.P., Vakal Y.E.
lara.vakal@gmail.com

(V.М. Glushkov Institute of Cybernetics of NAS of Ukraine,
Taras Shevchenko National University of Kyiv, Ukraine, Kyiv)

We consider free undamped oscillations of a system with one degree of freedom
under nonlinear restoring forces. These oscillations are described by the nonlinear differential
equation

d2x

dt2
+ f (x) = 0, (1)

where x = x(t) — coordinate, t — time, f(x) — a generalized restoring force, which was
taken with the opposite sign and which is a nonlinear function of the coordinate x.

The investigation of free oscillations is reduced to integration of the nonlinear differen-
tial equation (1). General methods for the integration of these equations don’t exist, so
approximative methods have been developed: the step-by-step integration method, the small
parameter method, the Van der Pol method, the Krylov-Bogolyubov method etc [1].

A graphic presentation of the function f(x) is called a characteristic line.
In the case, when the characteristic line of the restoring force f(x) is a polygonal line

(i.e. consists of straight linear segments), we can determine a precise solution of the equation
(1), using the step–by–step integration method. In this method we solve sequentially linear
problems on the separate segments and "glue together" the obtained solutions. Constants
of integration are determined from initial conditions, the conditions of the transition from
step to step and periodical conditions [2].

We can also use the step–by–step integration method in the case when the characteri-
stic line is a curve. For this purpose we should change the curve with a polygonal line, which
consists of a certain number of straight linear segments, i.e. we should approximate the
function f(x) on finite x–interval with necessary accuracy by a piecewise linear function. For
the approximation we propose to use the best uniform piecewise polynomial approximations
with optimal knots of interval division into separate subintervals. It permits to minimize the
piecewise approximation error and consequently provide the best accuracy of the approxi-
mate solution of the nonlinear differential equation (1).

For obtaining such approximations, in practice, we can use the simple and effective
algorithm of uniform piecewise polynomial approximation described in the article [3].

1. Bat M.I., Dzhanelidze G.Yu., Kelzon A.S. Theoretical mechanics in examples and problems. V. 3. — M.:
Nauka, 1973. — 488 p.

2. Panovko Ya.G. Introduction to the mechanical oscillation theory. — M.: Nauka, 1989. — 252 p.
3. Vakal L.P. Uniform piecewise polynomial approximation // Computer tools, networks and systems. —

2006. — № 5. — P. 53–59.
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Використання нечiтких нейронних мереж для
прогнозування економiчних даних

Аджубей Л.Т.
adzhubey@stab.univ.kiev.ua

(Київський нацiональний университет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Традицiйно задача прогнозування даних, отриманих в результатi спостережень,
формулюється наступним чином [1]: за вiдомим визначеним набором вхiдних даних,
що описують характеристики динамiчних процесiв i вважаються зразковими, необхi-
дно оцiнити можливi значення показникiв у деякiй перспективi. Одним з пiдходiв, що
використовуються для вирiшення задач прогнозування, є нейроннi мережi [2]. Нейронна
мережа iз довiльного неiдеального сигналу, поданого на її вхiд, має видiлити вiдповiд-
ний зразок (за його наявностi) або дати вiдповiдь про його вiдсутнiсть. У загальному
випадку, сигнал описується вектором X = {xi, i = 0, . . . , n− 1}, де n — кiлькiсть нейро-
нiв у мережi i розмiрнiсть вхiдних та вихiдних векторiв. Якщо мережа розпiзнає зразок
на пiдставi запропонованих їй даних, то її вихiд мiстить вектор вихiдних значень мере-
жi Y, що спiвпадає з шуканим аразком. У протилежному випадку, вихiдний вектор не
спiвпадає iз жодним з наявних зразкiв.

Задача суттєво ускладнюється у випадку представлення вхiдних даних у виглядi
вектора елементiв деякої нечiткої множини, побудованої на основi сукупностi спостере-
жень в умовах невизначеностi.

Пропонується використовувати нейронну мережу Хопфiлда для пошуку вихi-
дних значень мережi для рiзних рiвнiв належностi нечiтких елементiв вхiдного вектора
та векторiв–зразкiв. Запропонована процедура агрегацiї отриманих вихiдiв у виглядi
нечiткого вектора, аналiз значень якого дозволяє визначити тенденцiю змiни даних у
майбутньому.

Розглянуто задачу спостереження за умов неточностi вхiдних даних, що пред-
ставленi у виглядi набору нечiтких множин. Отримано умови сумiсностi початкових
даних з розрахованим у мережi виходом.

Запропонований пiдхiд апробовано на обработцi економiчних даних (вартiсть
курсу акцiй), отриманих в результатi спостережень за динамiкою вiдповiдних пока-
зникiв.

1. Наговицин А.Г. Валютный курс. Факторы. Динамика. Прогнозирование / А.Г.Наговицин, В.В.Иванов.
— М.: Инфра–М, 1995. — 176 с.

2. Круглов В.В. Нейронные сети. Теория и практика / В.В. Круглов, В.В.Борисов. — М: Горячая
линия–Телеком, 2002. — 382 с.
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p–аналiтичнi функцiї з характеристикою p = xkyl

Александрович I.М., Сидоров М.В.
ms123@ukr.net

(Київський нацiональний университет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Теорема 1. Для того, щоб p–аналiтичну функцiю f̃ (z) = ũ (x, y)+ iṽ (x, y) можна було подати
у виглядi

f̃ (z) = ω1
∂u

∂x
+ w1

∂u

∂y
+ ω2

∂2u

∂x2
+ w2

∂2u

∂x∂y
, (1)

необхiдно i достатньо, щоб iснував ненульовий розв’язок рiвняння

d̂

dz̄

(
1

P

d̂P

dz

)
− P̄P = 0. (2)

Тут u (x, y) — гармонiчна функцiя, ωk, wk (k = 1, 2) — довiльнi функцiї вiд z, F (z) = ∂u
∂x − i∂u∂y —

аналiтична функцiя вiд z, P = −1
2
d̂ ln p
dz , d̂

dz̄ = 1
2

(
∂
∂x + i ∂

∂y

)
.

Якщо характеристика має вигляд p (x, y) = p1 (x) · p2 (y), то матиме мiсце
Теорема 2. Для того, щоб p1 (x)·p2 (y)–аналiтичну функцiю можна було подати у виглядi лiнiй-

ної комбiнацiї (1), достатньо, щоб p1 (x) = qi (x) , p2 (y) = qi (y) , (i = 1, 2, 3), де q1 (ξ) = γ th±2 (aξ + b) ,q2 (ξ) =

γ th±2 (aξ + b), q3 (ξ) = γ (aξ + b)
±2 (γ − const > 0, a i b — сталi, a > 0).

Зокрема, представлення x2y2–аналiтичної функцiї f̃ (z) = ũ (x, y) + iṽ (x, y) через аналiтичну
функцiю F (z) = ∂u

∂x − i∂u∂y матиме вигляд

f̃ (z) =

(
1

∆+y
+ i

x3

∆+

)
∂u

∂x
+

(
− 1

∆+x
+ i

y3

∆+

)
∂u

∂y
+

1

xy

∂2u

∂x2
− ixy

∂2u

∂x∂y
, (3)

де ∆+ = x2 + y2.
Задача. Нехай G — верхня пiвплощина. Знайти функцiю f̃ (z) = ũ (x, y) + iṽ (x, y) x2y2–

аналiтичну в областi G, неперервну на границi G, за винятком, можливо точки (0, 0), яка задовольняє
крайову умову

ṽ (x, 0) = xβ (x) , x ∈ R,

де xβ (x) — вiдома неперервна обмежена функцiя вiд x i при |x| → ∞ β (x) = O
(

1
|x|α
)
, α > 0.

Розв’язок задачi шукатимемо у виглядi (3). Задовольняючи крайову умову, одержимо

∂u (x, 0)

∂x
= β (x) .

Вiдтворивши за ReF (z) функцiю F (z) в областi G за формулою Шварца, одержуємо розв’язок задачi
у замкнутiй формi.
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Екстремальнi властивостi i обчислювальна
складнiсть нової мiри близькостi

Алєксєєнко В.В., Клюшин Д.А.
dokmed5@gmail.com

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Нехай x1, x2, ..., xn — вибiрка, отримана простим випадковим вибором iз гене-
ральної сукупностi G з абсолютно неперервною функцiєю розподiлу FG, а x(1) < x(2) <
... < x(n) — вiдповiдний варiацiйний ряд.

Розглянемо наближення FG на вибiркових значеннях згiдно гiпотези Хiлла:

F
(1)
G

(
x(i)
)
=

i

n+ 1
.

Нехай y1, y2, ..., ym — вибiрка, отримана простим випадковим вибором iз генераль-
ної сукупностi H з абсолютно неперервною функцiєю розподiлу FH . Припустимо, що
FG = FH . Тодi z1, z2, ..., zm+n = x1, x2, ..., xn, y1, y2, ...ym є вибiркою, що отримана простим
випадковим вибором iз генеральної сукупностi G, z(1) < z(2) < ... < z(m+n) — вiдповiдний
варiацiйний ряд.

Розглянемо наближення FG на вибiркових значеннях згiдно гiпотези Хiлла:

F
(2)
G

(
z(i)
)
=

i

n+m+ 1
.

Оскiльки
{
xi, i = 1, n

}
⊂ {zi, i = 1,m+ n} , то таким чином визначено i F (2)

G

(
x(i)
)
.

Позначимо

I0 =
(
−∞;x(1)

)
, In =

(
x(n),∞

)
, Ij =

(
x(j), x(j+1)

)
, j = 1, n− 1.

Нехай ξ1 — неперервна випадкова величина з функцiєю розподiлу F (1)
G , ξ2 — неперервна

випадкова величина з функцiєю розподiлу F (2)
G .

Позначимо
p
(1)
j = P (ξ1 ∈ Ij) , p

(2)
j = P (ξ2 ∈ Ij) .

Побудуємо статистику, що характеризуватиме близькiсть цих випадкових величин:

d =
n∑

i=0

∣∣∣p(1)i − p
(2)
i

∣∣∣.
Позначимо li — кiлькiсть yj : yj ∈ Ij.

Теорема 1. Якщо статистика d досягає мiнiмального значення, то виконується
умова

∣∣li − m
n+1

∣∣ < 1∀i = 0, n.
Теорема 2.

min (d) =
2 (n+ 1)

{
m

n+1

} (
1−

{
m

n+1

})
n+m+ 1

.

Теорема 3. Статистика d досягає максимального значення, якщо ∃ a : la = m та
максимальне значення

max (d) =
2m

m+ n+ 1
.

Для обчислення статистики включення достатньо знайти елементи цього векто-
ра, побудувавши варiацiйнi ряди x(1) < x(2) < ... < x(n) i z(1) < z(2) < ... < z(m+n),
тобто вiдсортувати масиви довжиною n i m + n Результуюча складнiсть алгоритму —
(m+ n) log (m+ n).
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Регуляризованный проксимальный метод в
геодезических метрических пространствах

неположительной кривизны

Апостол Р.Я., Семенов В.В.
semenov.volodya@gmail.com

(Київський нацiональний университет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Рассматривается задача

f(x) → min, x ∈ X,

где (X, d) — полное геодезическое метрическое пространство неположительной криви-
зны (в терминологии М. Громова — CAT(0) пространство [1]), f : X → R — полунепре-
рывная снизу выпуклая функция. Предполагается, что argminXf ̸= ∅.

Исследована сходимость следующего проксимального процесса с регуляризаци-
ей. Выбираем a ∈ X, x1 ∈ X и генерируем последовательность элементов (xn) по пра-
вилу {

yn = argminy∈X

{
f(y) + 1

2λn
d(y, xn)

2
}
,

xn+1 = αna⊕ (1− αn)yn,

где αn ∈ (0, 1), λn > 0, а запись αp⊕(1−α)q обозначает единственную точку r, лежащую
на геодезическом сегменте соединяющем точки p и q, со свойством

d(r, p) = (1− α)d(p, q), d(r, q) = αd(p, q)

Результаты [2, 3] перенесены на случай геодезических метрических пространств
неположительной кривизны.

1. Бураго Д.Ю., Бураго Ю.Д., Иванов С.В. Курс метрической геометрии. — Москва–Ижевск: Инсти-
тут компьютерных исследований, 2004. — 512 с.

2. Ф.П. Васильев, О. Обрадович Регуляризованный проксимальный метод для выпуклых задач мини-
мизации // Оптимальное управление и дифференциальные уравнения. Сборник статей. К семиде-
сятилетию со дня рождения академика Евгения Фроловича Мищенко. Тр. МИАН, 1995, 211. — С.
131–139.

3. Xu H.–K. A Regularization Method for the Proximal Point Algorithm // Journal of global optimization.
— 2006 (Volume 36). — Number 1. — P. 115–125.
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Трикроковий iтерацiйний метод з пам’яттю
розв’язування задач мiнiмiзацiї

Бартiш В.Я.
bartishv@gmail.com

(Львiвский нацiональний унiверситет iм. I. Франка )

Розглянемо задачу
f(x) → min

Rn
, (1)

де f : Rn → R, f(x) ∈ C2(Rn).
Для розв’язування задачi (1) iснує низка методiв. Нами розглянута модифiкацiя

методу з [1], а саме
uk = xk − αk(f

′′(xk))
−1f ′(xk),

vk = xk − βkHkf
′(xk),

xk+1 = argmin
γ
f(uk + γ(vk − uk)), k = 0, 1, . . . ,

де

Hk =

{
I, при k = 0,

(f ′′(xk−1))
−1, при k ̸= 0.

Параметри αk ∈ (0, 1], βk ∈ (0, 1], якi повиннi задовольняти умовi монотонностi,
вибираємо аналогiчно як у класичному методi Ньютона (β0 — як у градiєнтному методi).
Для визначення γk використовуємо алгоритм ДСК, при цьому

γ0k =


0, якщо f(uk) < f(vk),
1, якщо f(vk) < f(uk),

1/2, якщо f(uk) = f(vk).

Переваги запропонованого алгоритму вiдносно алгоритму з [1] в тому, що вiдсу-
тнi проблеми iз вибором параметра βk. У випадку "доброго"початкового наближення
αk = βk = 1, в iнших випадках, як показала практика, βk ≈ αk.

Дослiджена збiжнiсть i показано ефективнiсть, в сенсi кiлькостi обчислень, за-
пропонованого методу у порiвняннi з методом Ньютона.

1. М. Бартiш, О. Ковальчук, Н. Огородник Трикроковi методи розв’язування задач безумовної мiнi-
мiзацiї // Вiсник Львiв. унiверситету. Серiя прикл. матем. та iнформ. – 2007. – 13. – C. 3-10.
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Про один трикроковий рiзницевий метод
мiнiмiзацiї функцiй

Бартiш М.Я., Огородник Н.П.
ogorodnyk.nataly@gmail.com

(Львiвский нацiональний унiверситет iм. I. Франка)

Розглянемо задачу безумовної мiнiмiзацiї вигляду

f(x) → min, (1)

де x ∈ Rn i f(x) ∈ C2(Rn).
Для розв’язування задачi (1) можна використати наступний алгоритм

uk = xk − (f ′′(xk))
−1f ′(xk), (2)

xk+1 = xk − (f ′′(
xk + uk

2
))−1f ′(xk), (3)

який має третiй порядок збiжностi.
Якщо матрицю других похiдних складно або неможливо обчислити, у алгори-

тмi (2)–(3) використовують рiзницевий аналог цiєї матрицi, наприклад, замiсть методу
Ньютона (2) використовують метод Стеффенсена. У цьому випадку отримаємо алго-
ритм вигляду

uk = xk − (f ′(xk, xk − λf ′(xk)))
−1f ′(xk), (4)

xk+1 = xk − (f ′(xk, uk))
−1f ′(xk), (5)

де λ ∈ R, f ′(x, y) — подiленi рiзницi. При виконаннi певних умов алгоритм (4)–(5) має
третiй порядок збiжностi.

Використовуючи iдею побудови трикрокових iтерацiйних методiв розв’язування
задач мiнiмiзацiї (1) з [1], на основi алгоритму (4)–(5) нами запропоновано трикроковий
рiзницевий метод

uk = xk − (f ′(xk, xk − λf ′(xk)))
−1f ′(xk), (6)

vk = xk − (f ′(xk, uk))f
′(xk), (7)

xk+1 = argmin
γ
f(uk − γ(uk − vk)), k = 0, 1, . . . . (8)

При виконаннi вiдповiдних умов, має мiсце оцiнка

f(xk)− f(x0) ≤ (
k∏

i=1

µ3k−i

i )q3
k−1(f(x0)− f(x∗)),

де µi ∈ (0, 1], q ∈ (0, 1).
У випадку "поганого"початкового наближення у формули (6) i (7) вводять кро-

ковi множники, якi повиннi забезпечувати монотонне спадання функцiї.
Запропонований метод (6)–(8) було апробовано на низцi тестових функцiях. На

пiдставi числових розрахункiв та порiвняннi одержаних результатiв можна зробити ви-
сновок, що вiн працює ефективнiше, в сенсi кiлькостi обчислень, нiж метод (4)–(5), на
базi якого вiн побудований.

1. М. Бартiш, О. Ковальчук, Н. Огородник Трикроковi методи розв’язування задач безумовної мiнi-
мiзацiї // Вiсник Львiв. унiверситету. Серiя прикл. матем. та iнформ. — 2007. — 13. — C. 3-10.
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Дослiдження математичної моделi росту ракової
пухлини з врахуванням дихотомiї мiграцiї i

пролiферацiї

Безносов О.В.
dohter@gmail.com

(Киевский национальный университет имени Тараса Шевченко)

У теперiшнiй час в моделюваннi росту ракових пухлин використовуються ба-
гатовимiрнi рiвняння в частинних похiдних, що включають не тiльки кiнетичнi члени
народження/загибелi, але i рiзнi члени перенесення, а також вплив хiмiчної i механiчної
гетерогенностi тканини, в якiй вiдбувається зростання пухлини.

Обрана для дослiдження модель враховує так звану концепцiю росту або руху
клiтин пухлини. Для опису цього явища припускалося, що коли концентрацiя крити-
чного метаболiту (кисень або глюкоза) падає нижче критичного значення S1, пухлинна
клiтина починає рухатися в тканинi в пошуках областей з досить високим рiвнем по-
живних речовин S2, необхiдних для пролiферацiї, якщо ж їй не вдається це зробити за
певний час, то вона гине. Поживнi речовини споживаються як мiгруючими, так i пролi-
феруючими клiтинами, проте очевидно, що останнiм необхiдно значно бiльше матерiалу
для подiлу.

В моделi змiнювались початково–крайовi умови i пiсля кожної змiни умов буду-
вався графiк, який iлюстрував чисельний роз’язок системи рiвнянь в частинних похi-
дних.
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Чисельно–аналiтичний метод без насичення точностi
для наближення розв’язкiв жорстких задач

Бiленко В.I., Дерiєнко А.I.
andrey.deriyenko@gmail.com

(Кременчуцький нацiональний унiверситет, Україна, Кременчук)

Робота присвячена вирiшенню актуальної науково–технiчної задачi розв’язання
жорстких систем диференцiальних рiвнянь вигляду:

A(x, y)y′ = f(x, y), y(0) = y0, x ∈ [0, H], (1)

де y(x) — вектор невiдомих функцiй, де компоненти матрицi A та вектора f є ал-
гебраїчними многочленами двох змiнних. Запропоновано обчислювальний алгоритм є
узагальненням апроксимацiйного методу В.К.Дзядика [1]. Важливими властивостями
та перевагами над iншими методами та алгоритмами є його оптимальнiсть в сенсi най-
кращих наближень та ненасиченiсть. Алгоритм iлюструється для скалярного випадку,
тобто на прикладi одного рiвняння вигляду (1).

A(x, y) =
r∑

k=0

s∑
l=0

aklx
kyl(x), f(x, y) =

m∑
i=0

M∑
j=0

bijx
iyj(x) (2)

де akl i bij –– постiйнi коефiцiєнти, r, s,m,M ∈ N .
Задача (1)–(2) зводиться до еквiвалентного iнтегро–функцiонального рiвняння

типу Вольтерра [2]: g(x, y(x)) = g0(0, y0) +
∫ x

0
F (s, y(s))ds,

g(x, y(x)) =
r∑

k=0

s∑
l=0

akl
l + 1

xkyl+1(x), (3)

f(s, y(s)) = f(x, y) +
r∑

k=1

s∑
l=0

k
akl
l + 1

xk−1yl+1(x). (4)

Отримано оцiнки похибок алгоритму в термiнах теорiї наближення функцiй та
проведено обчислювальнi експерименти, якi iлюструють високу ефективнiсть запро-
понованого алгоритму. Для програмної реалiзацiї запропонованого алгоритму викори-
стовувалася система комп’ютерної алгебри Mathcad. Програма дозволяє автоматично
обирати крок розбиття в залежностi вiд обраної точностi обчислень.

1. Дзядык В.К. Аппроксимационные методы решения дифференциальных и интегральных уравнений.
Киев: Наукова думка, 1988. — 387 с.

2. Биленко В.И. Аппроксимационный метод для решения интегральных уравнений типа Вольтерра–
Урысона с полиномиальными нелинейностями // Журн. вычисл. математики и мат. физики. —
1989. — Т.29, №10. — С.1577–1581.
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Метод узагальненого роздiлення змiнних для
розв’язування багатовимiрних iнтегральних рiвнянь

Фредгольма другого роду
Бiлецький В. М., Ярошко С. А.

vbiletskyy@gmail.com
s_jaroshko@franko.lviv.ua

(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна, Львiв)

Згiдно з методом узагальненого роздiлення змiнних [1, 2] розв’язок багатовимiр-
ного iнтегрального рiвняння шукають у виглядi суми доданкiв з роздiленими змiнними,
якi обчислюють послiдовно, мiнiмiзуючи вiдповiднi функцiонали. Такий пiдхiд дозволяє
зменшити розмiрнiсть вихiдної задачi, звiвши її до послiдовностi одновимiрних задач
того ж роду, а також досягнути компактностi представлення розв’язку.

Розглянемо iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду у просторi Rn

Au ≡
∫
D

K(x, y)u(y)dy − λu(x) = f(x). (1)

Тут u, f ∈ L2(D), K ∈ L2(D × D), λ не належить спектру ядра K, x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn), де D = [a1, b1]× · · · × [an, bn] — обмежена прямокутна область в Rn.

За k-те наближення розв’язку рiвняння (1) приймають

uk(x) = uk−1(x) + vk(x), vk(x) =
n∏

l=1

v
(l)
j (xl), v

(l)
j ∈ L2([al, bl]).

Позначимо fk = f−Auk. k-ий доданок наближеного розв’язку визначають згiдно умови
мiнiмуму квадрата нев’язки

Jk(v) = Jk
(
v(1), . . . , v(n)

)
= ∥fk−1 − Av∥2 → min .

У [3] доведено монотонну збiжнiсть до нуля послiдовностi норм величин fk, що
свiдчить про збiжнiсть послiдовностi наближених розв’язкiв uk до точного розв’язку
рiвняння (1). Проте така збiжнiсть є, взагалi кажучи, немонотонною. Розглянута у [1, 4],
модифiкацiя методу узагальненого роздiлення змiнних будує послiдовнiсть наближених
розв’язкiв таким чином, щоб мiнiмiзувати на кожному кроцi норму вiдхилення точно-
го та наближеного розв’язкiв. За наближений розв’язок у такому випадку приймають
часткову суму ряду

∑∞
j=1A

∗vj, де k-ий доданок визначають згiдно умови

Ĵk(v) = Ĵk
(
v(1), . . . , v(n)

)
=
∥∥A−1fk−1 − v

∥∥2 → min .

Високу обчислювальну ефективнiсть методу продемонстровано на конкретних
прикладах у [2–4].

1. Войтович М. М., Ярошко С. А. Варiацiйно-iтерацiйний метод узагальненого роздiлення змiнних
для розв’язання багатовимiрних iнтегральних рiвнянь // Мат. методи та фiз.-мех. поля – 1997. –
40, №4. – С. 122–126.

2. Бiлецький В. М. Iтерацiйний метод узагальненого роздiлення змiнних для розв’язання двовимiрних
iнтегральних рiвнянь // Вiсник Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка. Серiя
прикладна математика та iнформатика – 2009. – 15. – С. 33–42.

3. Biletskyy V. An iterative method of generalized separation of variables for solving linear operator equati-
ons // Journal of Numerical and Applied Mathematics – 2010. – 1(100). – P. 2–9.

4. Бiлецький В. М. Модифiкацiя методу узагальненого вiдокремлення змiнних для розв’язування ба-
гатовимiрних iнтегральних рiвнянь // Мат. методи та фiз.-мех. поля – 2010. – 53, №4. – С. 44–50.
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Использование алгоритма регуляризации при
реализации метода граничных элементов для

моделирования многосвязных областей

Бобылев Д.Е., Масько Л.В.
bob d@i.ua

(Криворожский национальный университет, Украина, г. Кривой Рог)

В статье даётся обоснование причин плохой обусловленности системы линейных
уравнений метода граничных элементов, а также применяемого подхода к решению
таких систем, основанного на методе регуляризации А.Н. Тихонова. Даётся описание
алгоритма регуляризации, основанного на подборе параметра регуляризации.

При решении однородных задач на внешней границе обычно задаются только ве-
ктор усилия и уравнение системы не используется. Однако при рассмотрении кусочно-
однородных тел на внутренних контактах приходится иметь дело с данным уравне-
нием, которое является интегральным уравнением первого рода. Это обстоятельство,
а также достаточно высокий порядок системыи отсутствие диагонального преоблада-
ния приводит к плохой обусловленности. Уравнения, полученные для близко располо-
женных друг к другу граничных элементов слабо различимы. Данный факт приводит
к невозможности получения корректного численного решения при непосредственном
применении известных методов решения линейных уравнений. Итерационные методы
демонстрировали расхождение невязки уже с первых итераций. Прямые давали реше-
ние, не соответствующее физической природе рассматриваемых задач.

Данные результаты послужили причиной разработки методики регуляризации
численного решения СЛАУ, основанной на методе А.Н. Тихонова. При численном ре-
шении система интегральных уравнений метода граничных элементов с использованием
квадратурной формулы прямоугольников приводится к системе линейных алгебраиче-
ских уравнений.

Проведено тестирование алгоритма и программы расчёта двумерных задач опре-
деления напряжённого состояния кусочно-однородных изотропных линейно-упругих
тел на основе непрямого метода граничного элемента. Показана корректность матема-
тических алгоритмов и их программной реализации. Построен алгоритм регуляризации
решения плохо обусловленных систем линейных алгебраических уравнений, появляю-
щихся после дискретизации системы интегральных уравнений, описывающих задачу
расчёта напряжённого состояния кусочно-однородных тел.
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Численное решение линейных задач динамики
подкрепленных конических оболочек на

неравномерных сетках

Богданов С.Ю.
bog2004@bigmir.net

(Институт механики НАН Украины, Киев)

В докладе рассматривается вопрос численного решения динамических задач для
конических оболочек. Изучается поведение усечённых конических оболочек. Большой
интерес представляет собой изучение динамического поведения усечённых подкреплён-
ных конических оболочек. Оболочки и рёбра описываются по теории типа Тимошенко.
При этом одним из важнейших факторов является правильный выбор расчётной сетки.
Очевидно, что в местах плавного изменения решения можно использовать достаточно
грубую сетку. При этом повышение точности решения в окрестности подкрепляющего
ребра можно достичь за счёт локального сгущения разностной сетки. Следовательно,
при решении данного класса задач предпочтительнее использовать неравномерные по
пространственной координате сетки. Сетка сгущается в местах установки рёбер, где
наблюдается наиболее резкий рост градиентов решений исходной системы уравнений
движения, что связано с разрывностью производных от функций перемещения средин-
ной поверхности оболочки. Изложен подход к построению неравномерной сетки для
решения данного класса задач. Построение неравномерной сетки, аппроксимация пер-
вых и вторых производных проводятся по методике, изложенной в [1].

1. Самарский А.А., Вабищевич П.Н., Матус П.П. Разностные схемы с операторными множителями.
// Минск. — 1998. —616 С.
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Синтез числових методiв квазiконформних
вiдображень, сумарних зображень та декомпозицiї
областi при моделюваннi квазiiдеальних полiв для

криволiнiйних областей

Бомба А.Я., Кузьменко А.П., Гладка О.М.
abomba@ukr.net, anatoliypk@gmail.com, viklom@ukr.net

(Рiвненський державний гуманiтарний унiверситет, Мiжнародний
економiко–гуманiтарний унiверситет iм. С. Дем’янчука,

Нацiональний унiверситет водного господарства та природокористування,
Україна, Рiвне)

На основi синтезу числових методiв квазiконформних вiдображень та числово–
аналiтичних методiв сумарних зображень розроблено конструктивний пiдхiд до розв’я-
зання нелiнiйних крайових задач для одно- та многозв’язних криволiнiйних областей,
обмежених лiнiями течiї i еквiпотенцiальними лiнiями. Поєднання цих методiв дає мо-
жливiсть у комплексi на кожному iтерацiйному кроцi враховувати вплив не тiльки нав-
колишнiх, а i всiх граничних вузлiв i, отже, суттєво пришвидшує досягнення спряже-
ностi шуканих гармонiчних функцiй.

Методи сумарних зображень [1], що детально розробленi в роботах Г. М. По-
ложiя, I. I. Ляшка, А. А. Глущенка i їх учнiв, мають низку переваг. При розв’язаннi
задач з використанням цих методiв бiльшiсть невiдомих, якi входять у рiзницеву задачу,
в рахунку участi не беруть, що забезпечує зменшення обсягу обчислювальної роботи.
Зокрема, явний вигляд формул сумарних зображень дає змогу робити вибiрковий ра-
хунок, а також уникати накопичення обчислювальних похибок. Цi методи є стiйкими i
добре адаптованими до комп’ютерної реалiзацiї.

Обмеження застосування методiв сумарних зображень для криволiнiйних обла-
стей, границi яких складаються iз лiнiй течiї та еквiпотенцiалей, у наших роботах «зня-
те» шляхом переходу вiд прямих задач на знаходження комплексного потенцiалу поля
до обернених (на знаходження характеристичної функцiї течiї), оскiльки в даному ви-
падку вiдповiднi областi комплексних потенцiалiв є об’єднанням прямокутникiв з гори-
зонтальними та вертикальними дiлянками меж.

Розроблений пiдхiд застосований нами також до розв’язання нелiнiйних задач,
що моделюють стацiонарний процесу руху речовини у шаруватих середовищах, провiд-
нiсть яких задається кусково–сталими функцiями, залежними вiд шуканого квазiпотен-
цiалу. У цьому випадку вiдповiдна обчислювальна технологiя базується на поєднаннi
числових методiв квазiконформних («кусково-конформних») вiдображень i сумарних
зображень з декомпозицiєю областi за альтернуючим методом Шварца. Декомпозицiя
областi на пiдобластi з «накладками» дає можливiсть ефективно «склеювати» розв’язок
у випадку значної кiлькостi лiнiй розриву параметра задачi (коефiцiєнта провiдностi), а
також — розпаралелювати обчислювальний процес. Використання методу Шварца для
декомпозицiї областi дозволяє також вирiшити проблему значних спiввiдношень у роз-
мiрах областi (оскiльки алгоритм розв’язання вихiдної задачi зводиться до розв’язання
послiдовностi пiдзадач для бiльш «зручних» областей), що є особливо актуальним для
розрахункiв у нафтогазових та сланцевих пластах.

1. И.И. Ляшко, И.М. Великоиваненко. Численно-аналитическое решение краевых задач теории филь-
трации. – К.: Наукова думка. – 1973. – 264 с.
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Моделювання процесу сорбцiйного очищення рiдин
вiд багатокомпонентного забрудення

Бомба А.Я., Сафоник А.П.
abomba@ukr.net, safonik@ukr.net

(Рiвненський державний гуманiтарний унiверситет,
Нацiональний унiверситет водного господарства та природокористування)

Розглянуто та вирiшено питання врахування зворотного впливу визначальних
факторiв (концентрацiї забруднення рiдини та осаду) на характеристики середовища
(коефiцiєнти пористостi, фiльтрацiї, дифузiї) при моделюваннi процесiв очищення рi-
дин вiд багатокомпонентних забруднень сорбцiйними фiльтрами. Вiдповiдний процес
фiльтрування описаний наступною модельною задачею:

∂(σ(P )Ci)
∂t

+ v⃗ · ∇⃗Ci + βiCi + ε
m∑

l,g=1, l ̸=g

kl,gClCg = Di∆Ci + εαiP, i = 1,m,

∂P
∂t

=
m∑

u=1

βuCu − ε
m∑
q=1

αqP,

Ci |ABB∗A∗ = Ci,∗ (M, t) ,
∂Ci

∂n⃗
|CDD∗C∗ = 0,

∂Ci

∂n⃗
|ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0,

Ci (x, y, z, 0) = C0
i,0 (x, y, z) , P (x, y, z, 0) = P 0

0 (x, y, z) ,

v⃗ = κ (P )∇φ, ∇ · v⃗ = 0,

φ |ABB∗A∗ = φ∗, φ |CDD∗∗ = φ∗,
∂φ

∂n⃗
|ADD∗A∗∪BCC∗B∗∪ABCD∪A∗B∗C∗D∗ = 0,

де P (x, y, z, t) — концентрацiя осаду у внутрiшнiй точцi (x, y, z) областi завантаження
в момент часу t; βi, αi — коефiцiєнти, що характеризують масовi об’єми осадження
домiшок та вiдiрваних вiд гранул завантаження частинок за одиницю часу, σ (P ) —
пористiсть середовища (σ (P ) = σ0 − εσ∗P (x, y, z, t)); ∇⃗ — оператор Гамiльтона; ∆ =

∇⃗ · ∇⃗ — оператор Лапласа; Di = d0iε — коефiцiєнт дифузiї домiшки у рiдинi; σ∗, d0i,
ε — твердi параметри, ε — малий параметр; C∗

i (M, t), C0
i,0 (x, y, z) — достатньо гладкi

функцiї, узгодженi мiж собою на ребрах областi G; M — довiльна точка вiдповiдної
поверхнi; φ — фiльтрацiйний потенцiал (0 < φ∗ ≤ φ ≤ φ∗ < ∞); v⃗ (vx, vy, vz) — вектор
швидкостi фiльтрацiї (|v⃗| > v∗ >> ε); κ = K (P ) — коефiцiєнт фiльтрацiї вiдповiдного
пористого середовища (K (P ) — задана, достатнього гладка функцiя); n⃗ — зовнiшня
нормаль до вiдповiдної поверхнi.

Розв’язок задачi знайдено у виглядi асимптотичних рядiв [1, 2].

1. Бомба А. Я. Бомба А. Я. Нелiнiйнi сингулярно–збуренi задачi типу "конвекцiя–дифузiя"/ Бомба
А. Я., Барановський С. В., Присяжнюк I. М. — Рiвне : НУВГП, 2008. — 252 с.

2. Бомба А. Я. Бомба А.Я. Нелинейные задачи типа фильтрация–конвекция–диффузия–массообмен
при условиях неполных данных / Бомба А. Я., Гаврилюк В.И., Сафоник А.П., Фурсачик Е.А. //
Монография. – Ривнэ : НУВГП, 2011. — 276 с.
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Методи комплексного аналiзу
математичного моделювання нелiнiйних процесiв

двофазної фiльтрацiї з урахуванням впливу трiщин
гiдророзриву

Бомба А.Я, Сiнчук А.М., Ярощак С.В.
abomba@ukr.net, sinchukk@mail.ru, yaroschak@mail.ru

(Рiвненський державний гуманiтарний унiверситет, Україна, м. Рiвне)

На сьогоднiшнiй день накопичений великий досвiд застосування iнтенсивних си-
стем розробки нафтових родовищ, серед яких, перш за все, варто видiлити площадне
заводнення, при якому експлуатацiйнi та нагнiтальнi свердловини розташовуються пев-
ним чином в межах розроблених площ. При цьому, в залежностi вiд розмiщення свер-
дловин та значення керуючих потенцiалiв на них, виникають рiзнi ситуацiйнi стани
формування течiї, що, у свою чергу, вимагає побудови так званих спецiальних алгори-
тмiв вибору оптимального випадку розробки продуктивних площ.

У роботi, з використанням моделi Баклея–Леверетта, проведено дослiдження ба-
гатофазної фiльтрацiї в горизонтальному пластi за умов неповного витiснення та запро-
поновано комплексний пiдхiд до розв’язання вiдповiдних крайових задач при iснуваннi
трiщин гiдравлiчного розриву, що оснований на iдеях методiв квазiконформних вiд-
ображень та поетапних фiксацiй характеристик середовища i процесу. Для врахування
такого типу витiснення використано узагальнений закон Дарсi та рiвняння нерозривно-
стi течiї (записанi для кожної з рiдин) вiдносно квазiпотенцiалу швидкостi фiльтрацiї
φ = φ(x, y, t) = −p(x, y, t) + p̃ (p(x, y, t) — тиск у точцi (x, y) в момент часу t, p̃ — деяке
характерне його значення) та насиченостi s = s(x, y, t) витiсняючої фази, у виглядi

υ⃗1 =
kk̃1
µ1

gradφ, υ⃗2 =
kk̃2
µ2

gradφ, σ
∂(1− s)

∂t
+ divυ⃗1 = 0, σ

∂s

∂t
+ divυ⃗2 = 0,

де υ⃗1, υ⃗2, µ1, µ2 — вектори швидкостi та коефiцiєнти в’язкостi вiдповiдних фаз, k̃1 =
k̃1(s), k̃2 = k̃2(s) — вiдноснi фазовi проникностi, σ, k — коефiцiєнти пористостi та аб-
солютної проникностi ґрунту, або з урахуванням сумарної швидкостi υ⃗ = υ⃗1 + υ⃗2 фiль-
трацiйної течiї:

divυ⃗ = 0, υ⃗ = k̄(s) · gradφ, σ
∂s

∂t
+ υx

∂f

∂x
+ υy

∂f

∂y
= 0, s(x, y, t)|t=0 = s̃(x, y)

(k̄(s) = kk̃1(s)
µ1

+kk̃2(s)
µ2

, f(s) = µ1k̃2(s)

µ2k̃1(s)+µ1k̃2(s)
, s̃(x, y) — задана функцiя розподiлу насиченостi

в початковий момент часу).
Вiдзначимо, що розроблений пiдхiд дозволяє автоматизувати побудову гiдроди-

намiчної сiтки в умовах гiдророзриву, передбачити характеристики пластової систем
при спецiальних умовах вплину на неї, оптимiзувати рiзного роду фiльтрацiйнi пара-
метри при виборi розмiщення нагнiтальних та експлуатацiйних свердловин, зокрема,
встановити положення точок «призупинки», в околi яких виникають зони малих швид-
костей.
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Метод усреднения в системах дискретнх уравнений с
быстрыми и медленными переменными и в задачах

оптимального управления

Бойцова И.А.
boitsova.irina@mail.ru

(Одесский государственный экологический университет, Украина,Одесса)

Рассматривается система дискретных уравнений вида

xi+1 = xi + ε ·X (i, xi, yi, ε) , x0 = x0,

yi+1 = Y (i, xi, yi, ε) , y0 = y0,

где xi ∈ Dx ⊂ Rn – медленные переменные, yi ∈ Dy ⊂ Rm – быстрые переменные, ε > 0
– малый параметр, X (i, xi, yi, ε) , Y (i, xi, yi, ε) – заданные вектор-функции, i ∈ I =
{0, 1, 2, ..., N}, N = E (Lε−1), L = const, E (s) – целая часть числа s, значения x0, y0

– заданные начальные условия системы.
Задаче ставится в соответствие усредненная система уравнений для медленных

переменных в случаях, когда правые части уравнений являются периодическими и не-
периодическими функциями. Рассматривается схема полного и частичного усреднения.
Формулируются условия, при которых решение медленной подсистемы заданной задачи
мало отличается от решения усредненной задачи на достаточно большом конечном и бе-
сконечном промежутках времени. Показывается, что при решении усредненной задачи
можно выбрать достаточно большой шаг дискретизации, который не влияет на точность
получаемого решения, но дает существенный выигрыш при проводимых вычислниях.

Далее, метод усреднения применяется для решения задачи оптимального управ-
ления вида

xi+1 = xi + ε · [X (i, xi, yi) + A (xi) · φ (i, ui)] , x0 = x0,

yi+1 = Y (i, xi, yi) , y0 = y0,

J (u) = Φ (xN) → min
u⊂U

где ui ∈ U ⊂ comp (Rr) – вектор управления, comp (Rr) – пространство компактных
подмножеств в Rrс метрикой Хаусдорфа.

Приводится алгоритм, позволяющий установить соответствие между оптималь-
ными управлениями исходной и усредненной системами, формулируются условия, га-
рантирующие близость соответствующих траекторий и оптимальных значений крите-
риев качества.

1. Плотников В.А., Плотникова Л.И., Яровой А.Т. Метод усреднения дискретных систем и его при-
ложение к задачам управления // Нелинейные колебания – 2004. – Т.7.– № 2. – C. 241-254.
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Застосування чебишовських наближень до
розв’язання задач теплопровiдностi в кругових

областях

Вакал Є.С., Вакал Л.П.
jvakal@gmail.com

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ,
Iнститут кiбернетики iменi В.М. Глушкова, Україна, Київ)

В роботi [1] було використано метод чебишовських наближень на межi до розв’я-
зання задач стацiонарної теплопровiдностi у прямокутних областях. Застосуємо анало-
гiчний пiдхiд до знаходження наближених розв’язкiв теплових задач у кругових обла-
стях.

Як приклад розглянемо задачу про стацiонарний розподiл температури в тонкiй
пластинцi, що має форму кругового сектора 0 6 φ 6 α, 0 6 r 6 R, радiуси якого
пiдтримуються при нульовiй температурi, а дуга кола при температурi f(φ). Цiй задачi
вiдповiдає така математична модель:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uφφ = 0, 0 < r < R, 0 < φ < α, (1)

u (r, 0) = u (r, α) = 0, 0 6 r 6 R, (2)

u (R, φ) = f (φ) , 0 6 φ 6 α. (3)

Згiдно з методом чебишовських наближень на межi розв’язок крайової задачi
(1)–(3) шукаємо серед функцiй виду

v (r, φ) =
n∑

k=1

ckr
kπ
α sin

kπφ

α
, (4)

якi задовольняють диференцiальне рiвняння (1) i крайову умову (2), i невiдомi коефi-
цiєнти ck визначаємо з умови

max
06φ6α

|v (R, φ)− f (φ)| = ρ (c1, . . . , cn) = min . (5)

Задача (5) — це задача найкращого чебишовського наближення функцiї f(φ) на
вiдрiзку 0 6 φ 6 α узагальненим многочленом Φ (φ) ≡ v (R,φ) за системою базисних
функцiй

{
sin kπφ

α

}n
k=1

. Для знаходження многочлена Φ(φ) використовуємо вiдповiднi
програмнi засоби чебишовської апроксимацiї функцiй [1].

Порiвняльний аналiз точностi розв’язкiв виду (4) крайової задачi (1)–(3), знайде-
них методом чебишовських наближень на межi та методом Фур’є для випадку
R = 1, α = π

3
i f(φ) = 9

8
πφ
(
π
3
− φ

)
[2], показав, що при n 6 5 похибка розв’язку, отри-

маного запропонованим методом, майже у пiвтора рази менше, нiж похибка розв’язку
за методом Фур’є.

1. Вакал Л.П Розв’язання крайових задач з використанням програмних засобiв чебишовських набли-
жень // Комп’ютернi засоби, мережi i системи. — 2010. — № 9. — С. 47–53.

2. Лавренчук В.П., Iванишин С.Д., Совiн П.А., Дронь В.С. Рiвняння математичної фiзики (методи-
чний посiбник). — Чернiвцi: Рута, 1998. — 187 с.
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Чисельне дослiдження руслового стоку рiдини в
наближеннi кiнематичної хвилi

П. Венгерський, Я. Коковська
p_vengersky@franko.lviv.ua

(Львiвський нацiональний унiверситет iм. I.Франка, Україна, Львiв)

В багатьох задачах гiдрологiї перемiщення водних мас вiдбувається в умовах
рiвноваги сил опору та сили тяжiння. Такий рух має вигляд хвиль, якi виникають
внаслiдок змiни в часi складових водного балансу i тому Лайтхiлл та Уiзем [1] назвали
їх кiнематичними хвилями.

Cпрощенi рiвняння стоку води у виглядi рiвнянь кiнематичної хвилi набудуть
вигляду:

∂F

∂t
+

3

2
C
√
iF
∂F

∂x
= Bw,

Для регуляризацiї розв’язку в попередньому рiвняннi введемо доданок з другою
похiдною по площi поперечного перерiзу потоку, в результатi отримаємо

∂F

∂t
+

3

2
C
√
iF
∂F

∂x
− 1

Re

∂2F

∂x2
= Bw,

де F = F (x, t) — площа поперечного перерiзу; B = b(x, y) − a(x, y) = const — ширина
русла; w — бiчний притiк; Re — число Рейнольдса; i — нахил лiнiї дна.

Доповнимо отримане рiвняння такими початковими та крайовими умовами:

Ft=0 = F0,(
−β ∂F

∂x
+ (1− β)F

)∣∣
x=0

= 0,(
γ ∂F

∂x
+ (1− γ)F

)∣∣
x=L

= 0, γ, β > 0.

Для даної моделi були порахованi тестовi приклади, результати одного з них
показанi на наступних рисунках: (параметри: α = 1, 0≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, ∆t =
0.0001, B = 20, g = 9.8, C = 60, R = 0, 1/Re = 0, Re = 20, F (0, t) = 0, ∂F

∂x

∣∣
x=1

= 0,
F0 = x2).

Аналiз результатiв обчислень тестових прикладiв, порядки збiжностi та стiйкiсть
розв’язкiв задач наведенi в [2].

1. Уизем Дж. Линейные и нелинейные волны // Мир – 1977. – 622 c.
2. Венгерський П.С., Коковська Я.В. Один з пiдходiв моделювання процесiв руслового стоку рiдини

// Вiсник ЛНУ–Вип.15.— 2009. – С.178—195.
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Неполное обобщенное разложение Холесского
седловой матрицы

∗Вербицкий В.В., ∗∗Глушко И.Н.
vvverb@mail.ru

(∗Одесский национальный университет имени И.И.Мечникова, Одесса)
(∗∗Одесский национальный политехнический университет, Одесса)

Большие разреженные системы с седловыми матрицами вида

A =

[
A −B
BT 0

]
, (1)

где A ∈ Rm×m — симметричная положительно определенная матрица, B ∈ Rm×n (m ≥
n) — матрица полного столбцового ранга, возникают во многих научных приложениях,
например, при аппроксимации смешанным методом конечных элементов различных за-
дач механики жидкости и механики деформируемого твердого тела [1]. Итерационные
методы подпространства Крылова, такие как MINRES (the minimal residual method),
GMRES (the generalized minimal residual method), являются эффективными методами
решения систем с седловыми матрицами [2, 3, 4]. Методы подпространства Крылова
требуют предобуславливания исходной системы [4]. Один из известных способов по-
строения предобуславливателей для систем с седловыми матрицами состоит в исполь-
зовании неполного разложения исходной матрицы [3]. В работе [5] показано, что для
матрицы (1) существует обобщенное разложение Холесского.

Нами построено неполное обобщенное разложение Холесского для матрицы (1)
с целью его использования в качестве предобуславливателя для итерационного метода
подпространства Крылова.

Теорема. Для матрицы (1) существует неполное обобщенное разложение Холес-
ского [

A −B
BT 0

]
=

[
L 0

(L−1B)T D1/2

] [
LT −L−1B
0 D1/2

]
+

[
0 0
0 R

]
,

где L ∈ Rm×m — нижняя треугольная матрица,

D = diag (d11, d22, . . . , dnn), dii = ||(L−1B)∗,i||22 (i = 1, n),

причем диагональные элементы матрицы R равны нулю (rii = 0, i = 1, n).

1. Brezzi F., Fortin M. Mixed and Hybrid Finite Element Methods. – Springer–Verlag, 1991. – 350 p.
2. Benzi M., Golub G. H., Liesen J. Numerical solution of saddle point problems // Acta Numerica, – 2005.

– pp. 1–137.
3. Benzi M., Wathen A. J. Some Preconditioning Techniques for Saddle Point Problems // Mathematics in

Industry – 2008. – Vol. 13, – pp. 195-211.
4. Saad Y. Iterative Methods for Sparse Linear Systems, second edn. – SIAM, Philadelphia, PA, 2003. –

547 p.
5. Масловская Л.В. Обобщенный алгоритм Холесского для смешанных дискретных аналогов элли-

птических краевых задач // ЖВМ и МФ – 1989. – Т. 29, № 1. – С. 67-74.
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Функцiональнi структури для опису технологiчної
схеми вирощування сiльсько–господарських культур

Вергунова I.М.
vergunova@bigmir.net

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ )

Для опису технологiчних схем вирощування сiльськогосподарських культур бу-
дується багато iтеративна функцiональна структура, що мiстить випадковi цикли та
є структурою без пом’ятi. Такi структури дозволяють проводити, при необхiдностi,
укрупнення по частинах, що вiдповiдають окремим технологiчним процесам схеми ви-
рощування культури для всiх перiодiв проведення робiт.

Для розглянутої системи уводити обмеження на iмовiрно припустиме число ци-
клiв повторень у кожнiй iтеративнiй дiлянцi немає необхiдностi, вони самi обмежуються
термiном тривалостi розвитку рослин або окремих фенофаз. Крiм того, вважається, що
технологiчнi процеси проходять без повторень (наприклад, якщо дiагностується деяке
захворювання, то пiсля проведення захисних заходiв воно вже не повторюється, тобто
вiдповiдна операцiя виконується без помилки).

Використовуючи модифiковану систему алгоритмiчних алгебр описуються по-
дiї, що вiдбуваються у дискретних процесах функцiонування технологiчної схеми. В
результатi отримується низка функцiональних структур, що описують усi технологi-
чнi процеси схеми. З метою покращання одержаних функцiональних мереж проведено
покращуючи перетворення (наприклад, для технологiчного процесу «захиснi заходи»
можна увести контроль правильностi виконання операторiв «приготування засобiв» i
«обробка посiву» та їх доробку).

Для подальшого аналiзу технологiчної схеми будується вiдповiдний iмовiрнiсний
граф. З метою можливого укрупнення графу та проведення аналiзу операторних фун-
кцiональних одиниць використано H–функцiї на основi прямого перетворення Лапласа,
якi являються iнтегральною характеристикою переходу вiд одного стану системи до iн-
шого.

Для отриманого опису технологiчної схеми як множини послiдовно–паралельних
процесiв розглянуто задачi оптимiзацiї технологiчної схеми за умов бездефектного син-
тезу.
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Узагальнене iнтегральне перетворення Стiлтьєса

Вiрченко Н.О.
(Нацiональний технiчний унiверситет України,

”
КПI“, м.Київ)

Одним iз ефективних сучасних аналiтичних методiв розв’язання широкого класу
крайових задач математичної фiзики, теорiї диференцiальних, iнтегральних рiвнянь та
багатьох задач прикладної математики є метод iнтегральних перетворень. При розв’я-
заннi складнiших задач виникає потреба у запровадженнi нових типiв iнтегральних
перетворень.

Розглянено нове узагальнення iнтегрального перетворення Стiлтьєса у виглядi:

S̃p{f(x); y} =
Γ(c)

Γ(a)Γ(p)

∞∫
0

f(x)

(x+ y)p
2Ψ1

[
(a; τ); (p; γ);

(c, β);

∣∣∣∣∣ −b( y
x+y

)γ ]
dx, (1)

де b ≥ 0, γ > 0, pΨq(z) — гiпергеометрична функцiя Райта [1], Rec > Rea > 0; {τ, β} ⊃ R;
τ > 0, τ < 1 + β.

У доповiдi дослiджено основнi властивостi iнтегрального перетворення (1), по-
будовано формулу обернення, подано приклади застосування. Справедлива

Теорема. Для iнтегрального перетоврення (1) справедлива формула обернення:

f(y) = Γ(p)L̃−1{x1−pL−1{h(x); x}; y}, (2)

де L̃−1 — iнтегральний оператор, обернений до оператора

L̃{f(x); y} =

∞∫
0

e−xy
1Φ

τ,β
1

(
a; c;−b(xy)γ

)
f(x)dx, (3)

з узагальненою конфлюентною гiпергеометричною функцiєю 1Φ
τ,β
1 (a; c; z) [2]:

1Φ
τ,β
1 (a; c; z) =

1

B(a, c− a)

1∫
0

ta−1(1− t)c−a−1
1Ψ1

[
(c; τ);
(c; β);

∣∣∣∣∣ ztτ
]
dt.

1. Kilbas A.A., Saigo M. H–Transforms. — Chapman and Hall / CRC, 2004. — 390 p.
2. Virchenko N. On the generalized confluent hypergeometric function and its application // J. "Fract.

Calculus and Appl. Anal.". — 2006. — 9, N2. — 101–108 p.
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Числовi схеми для моделювання реакцiї окиснення
чадного газу на поверхнi платини

Вовк О.∗, Шинкаренко Г.∗,∗∗
olexandrvovk@gmail.com, h.shynkarenko@po.opole.pl

∗ЛНУ iм. I. Франка, Україна, Львiв
∗∗Полiтехнiка Опольська, Польща, Ополе

Багатокомпонентнi реакцiї автокаталiзу описуються нелiнiйними початково-кра-
йовими задачами для параболiчних рiвнянь вигляду: знайти вектор u = {ui(x, t)}pi=1

такий, що 
ρk∂tuk −∇x.(µ

k∇xuk) + σkuk = fk(u,x, t) в Ω× (0, T ],

− (µk∇xuk).ν = ψk(u,x, t) на Γq × [0, T ],Γq ⊂ Γ,

u = 0 на Γu × [0, T ], Γu = Γ\Γq,

u|t=0 = u0 в Ω ⊂ Rd.

(1)

Дискретизацiя в часi та сумiсна лiнеаризацiя [2-3] варiацiйного формулювання задачi
(1) приводять до рекурентної схеми, кожен крок iнтегрування в часi якої передбачає
розв’язуваня задач вигляду: задано u0 ∈ V p, V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 на Γu}; знайти
пару {υj+1/2,uj+1} ∈ V p × V p такy, що

m(υj+1/2,v) +△tθ[c(υj+1/2,v)− s(uj;υj+1/2,v)]
= ⟨N [uj],v⟩ − c(uj,v) ∀v ∈ V p,

uj+1 = uj +△tυj+1/2,

m(u,v) =
∫
Ω

ρkukvkdx, c(u,v) =
∫
Ω

[(µk∇xuk).∇xvk + σkukvk]dx,

s(w;u,v) =
∫
Ω

∂

∂us
fk(w)vkusdx +

∫
Γq

∂

∂us
ψk(w)vkusdγ,

⟨N [w],v⟩ =
∫
Ω

fk(w)vkdx +

∫
Γq

ψk(w)vkdγ ∀u,v,w ∈ V p.

(2)

За просторовою змiнною дискретизацiя виконується за схемою Гальоркiна з вибором
просторiв апроксимацiй методу скiнченних елементiв.

Розглядається питання спiввiдношення лiнеаризацiї з (2) та класичного методу
Ньютона. На їх основi побудовано вiдповiднi чисельнi схеми розв’язування нелiнiйних
задач Кошi та початково-крайових задач (1). Числовi експерименти пiдтвердили, що
обидвi схеми мають однаковi характеристики вiдносно точностi та швидкостi збiжностi,
але використана в (2) лiнеаризацiя дозволяє зменшити трудомiсткiсть обчислень. Для
обох схем розв’язуванням додаткової, спрощеної задачi запропоновано спосiб уточнення
початкового наближення для процесу лiнеаризацiї.

Наводяться результати числового моделювання процесу окиснення чадного газу
на поверхнi платини [1].
1. K. Krischer, M. Eiswirth, and G. Ertl Oscillatory CO oxidation on Pt(110): Modeling of temporal self

organization // Chem. Phys. – 1992. – 96, № 9161.
2. О. Гачкевич, О. Смiрнов, Г. Шинкаренко Числове розв’язування нелiнiйних задач перенесення

зарядiв у напiвпровiдникових структурах // Вiсн. Львiв. ун-ту. Серiя прикл. матем. та iнформ. –
2005, № 18. – P. 98-110.

3. О. Вовк, Н. Павленко, Г. Шинкаренко, В. Вовк Проекцiйно сiтковa схема розв’язування еволюцiй-
них задач окиснення чадного газу на поверхнi платини // Вiсн. Львiв. ун-ту. Серiя прикл. матем.
та iнформ. – 2012, № 18. – P. (в друцi)
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О градиентно–резольвентных схемах для
вариационных неравенств над множеством

решений равновесных задач
Войтова Т.А., Семенов В.В.

semenov.volodya@gmail.com
(Киевский национальный университет имени Тараса Шевченко )

Пусть H — действительное гильбертово пространство со скалярным произведе-
нием (·, ·) и нормой ∥·∥. Для операторов A : H → H, множеств M ⊆ H и бифункций
F : H ×H → R ∪ {+∞} обозначим

V I(A,M) = {x ∈M : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈M} ,
EP (F,M) = {x ∈M : F (x, y) ≥ 0 ∀ y ∈M} .

Большим вниманием специалистов в области прикладного нелинейного анализа поль-
зуются задачи допускающие такие формулировки

найти x ∈ V I(A,EP (F,C)), (1)

найти x ∈ V I(A,EP (F1, C1) ∩ EP (F2, C2)). (2)

Для задачи (1) будем предполагать выполненными следующие условия (задача (2) рас-
сматривается при подобных предположениях и очевидных условиях непустоты пересе-
чений):

A1) C ⊆ H — замкнутое выпуклое множество;

A2) F (x, x) = 0 для всех x ∈ C;

A3) F (x, y) + F (y, x) ≤ 0 для всех x, y ∈ C;

A4) для всех x ∈ C функционал F (x, ·) полунепрерывный снизу и выпуклый;

A5) lim supt→+0 F (x+ t(z − x), y) ≤ F (x, y) для всех x, y, z ∈ C.

A6) EP (F,C) ̸= ∅;

A7) A : H → H — сильно монотонный и липшицевый оператор.

Заметим, что множество EP (F,C) — замкнутое и выпуклое, а решения вариа-
ционных неравенств (1) и (2) существуют и единственны.

В докладе рассматривается сходимость следующих процессов с погрешностями.
Выбираем x1 ∈ H и генерируем последовательность элементов (xn) при помощи

итерационной схемы {
yn = JλnF (xn + en) ,
xn+1 = yn − αnAyn,

где αn > 0, λn > 0, en ∈ H.
Выбираем x1 ∈ H и генерируем последовательность элементов (xn) при помощи

итерационной схемы 
yn = JλnF1 (xn + e1n) ,
zn = JλnF2 (xn + e2n) ,
vn = 1

2
yn +

1
2
zn,

xn+1 = vn − αnAvn,

где αn > 0, λn > 0, e1n, e2n ∈ H.
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Об одной квазилинейной модели динамики популяций

Гаркуша Н.И.
(Киевский национальный университет имени Тараса Шевченко)

В докладе рассматривается квазилинейная модель динамики популяций. Ее осо-
бенностью является учет возрастной структуры популяции. Динамика описывается ква-
зилинейной дискретной системой уравнений.

Пусть xi (k), i = 1, n — количество особей возрастного класса i в момент времени
k. Момент времени k определяет дискретные моменты перехода из одной возрастной
группы в другую. Перемена структуры популяции состоит в следующем. В момент
времени k = 1, 2, ... происходит переход популяции класса i в класс i + 1, i = 1, n− 1.
При этом часть популяции умирает, а переходит лишь pixi (k), 0 < pi < 1, i = 1, n− 1.
Последняя популяция класса i = n умирает. А популяция новорожденного класса i = 1
состоит из суммы особей, родившихся в каждом из i = 2, n классов с коэффициєнтами
fi, i = 1, n. Таким образом, математическая модель динамики популяций описывается
системой разностных уравнений

x (k + 1) = Lx (k) , x (k) = (x1 (k) , x2 (k) , ..., xn (k)) , k = 1, 2, ...,

где квадратная матрица L размерности n× n имеет вид

L =


f1
p1

f2
0

...

...
fn−1 fn
0 0

0 p2 ... 0 0
. . ... . .
0 0 ... pn−1 0


и называется матрицей Лесли.

Более адекватно динамику процесса описывает квазилинейная модель. Ее осо-
бенностью является то, что для учета влияния плотности популяции вводится величи-

на, которая представляет собой взвешенный размер популяции w (x) =
n∑

j=1

αjxj, αj > 0,

j = 1, n — постоянные, которые отображают влияние возраста на темп роста популяции.
Предполагается, что коэффициенты рождаемости fi, i = 1, n имеют вид fi = af̃ig[w (x)],
j = 1, n, где f̃i — максимальная рождаемость индивида, g[w] — зависимость падения
рождаемости от плотности, a — вероятность выживания индивидов первого возрастно-
го класа до момента перехода во второй класс. На функцию g[w] накладывается ряд
ограничений, и динамика развития популяции описывается квазилинейной системой
разностных уравнений

x (k + 1) = L[w (x (k))], k = 0, 1, 2, ...

Проведено исследование поведения решений системы. Найдены особые решения,
исследована их устойчивость.
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Чисельне розв’язання задач про вiльнi коливання
анiзотропних пластин змiнної товщини на основi

методу сплайн–апроксимацiї

Григоренко О.Я.1, Єфiмова Т.Л.1, Власова I.В. 2

1e-mail: ayagrigorenko@yandex.ru, 2e-mail: inna-2011@hotmail.com
1Iнститут механiки iменi С.П. Тимошенко НАН України, Київ

2Миколаївський нацiональний унiверситет iменi В.О.Сухомлинського, Миколаїв

В даний час широке поширення одержали полiмернi, синтетичнi й iншi анiзотро-
пнi матерiали. Завдання мiцностi, стiйкостi й коливання пластин здавна привертали
увагу численних дослiдникiв. Тонкi пластини, а також пластини середньої товщини
знаходять винятково широке застосування в конструкцiях найрiзноманiтнiших iнже-
нерних споруджень. Iз цiєї причини створення надiйно зроблених конструкцiй залежить
вiд рiвня розвитку теорiї пластин.

Представлена теорiя може становити iнтерес для машинобудування, кораблебу-
дування, будiвництва й для iнших галузей сучасної технiки.

У доповiдi пропонується ефективний чисельний метод дослiдження власних ча-
стот коливань анiзотропних прямокутних пластин змiнної товщини, який базується на
застосуваннi сплайн–апроксимацiї в одному з координатних напрямкiв з подальшим
розв’язком крайової задачi на власнi значення для системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь високого порядку зi змiнними коефiцiєнтами стiйким чисельним методом
дискретної ортогоналiзiцiї в поєднаннi з методом покрокового пошуку.

Аналiзуючи результати, отриманi при рiшеннi реальних iнженерних завдань по
знаходженню вiльних коливань анiзотропних пластин змiнної товщини, запропонований
метод сплайн-апроксимацiї розглянуто для багатошарових пластин При цьому пiдхо-
дi поле напруг i деформацiй апроксимується окремо для кожного шару, що дозволяє
описувати локальнi ефекти, що виникають при деформуваннi.

Надалi розв’язано крайову задачу на власнi значення для системи звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь високого порядку зi змiнними коефiцiєнтами стiйким чисельним
методом дискретної ортогоналiзiцiї в поєднаннi з методом покрокового пошуку. Дається
чисельна оцiнка меж застосовностi класичної теорiї Кiрхгофа–Лява.

При рiшеннi завдань статики й динамiки теорiї пружних багатошарових компо-
зитних пластин i оболонок, наведена методика забезпечує стiйке чисельне iнтегрування
в широкому дiапазонi геометричних i фiзико–механiчних характеристик. Це дає пiдста-
ву рекомендувати її для ефективного чисельного рiшення подiбного класу завдань для
вивчення спектру частот вiльних коливань прямокутних пластин за довiльним законом
змiни товщини.
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Расчет напряженно–деформированного состояния
ортотропных тороидальных оболочек переменной

толщины в уточненной постановке

Григоренко Я.М., Авраменко Ю.А.
iuliavra@yandex.ru

(Институт механики имени С.П. Тимошенко НАН Украины, Украина, Киев )

При создании высокопрочных и надежных конструкций современной техники
широкое применение находят оболочки различной формы, имеющие переменную то-
лщину. Исследование прочностных характеристик оболочки отмеченного класса сопря-
жено с значительными трудностями вычислительного характера, обусловленными сло-
жностью исходной системы дифференциальных уравнений в частных производных и
соответствующих граничных условий. Расчет напряженно–деформированного состоя-
ния таких оболочек необходимо выполнять с привлечением уточненных теорий типа Ти-
мошенко [3], основанной на гипотезе прямой линии. Для решения задач о напряженно–
девормированном состоянии тороидальных оболочек переменно толщины предлагается
подход , который состоит из двух этапов: 1) применения метода сплайн–коллокации [4]
вдоль образующей для сведения двумерной задачи к одномерной; 2) решение получен-
ной одномерной задачи устойчивым численным методом дискретной ортогонализации
[1].

На основании изложенного подхода решены задачи о напряженном состоянии
замкнутых в поперечном сечении усеченных ортотропных тороидальных оболочек пе-
ременной толщины под действием равномерного нормального давления q = q0 = const.
Координатную поверхность оболочки отнесем к системе ортогональных криволиней-
ных координат η, θ, где η — угол в осевом сечении, а θ — угол в поперечном сечении
оболочки.

Первая квадратичная форма [2] срединной поверхности запишется в виде:

dS2 = A2
1dα

2
1 + A2

2dα
2
2 , (1)

A1 = R + r sin(θ), α1 = η; A2 = r, α2 = θ; η1 ≤ η ≤ η2, −π/2 ≤ θ ≤ π/2, (2)

где R — радиус осевой окружности, r — радиус окружности в поперечном сечении.
Оболочка жестко закреплена по контурам η = 0; η = ∆η. Толщина оболочки изменяется
по закону h(θ) = h0(1 + β cos(θ)). При этом объем оболочки остается постоянным при
изменении параметра β. Задача решалась при следующих исходных данных: L = 60;
r = 15 — радиус цилиндра длины L, объем которого выбран как эталон; Eη = 5E;
Eθ = 1, 25; Gηθ = 0, 4E; Gηγ = Gθγ = 0, 2E; νη = 0, 45.

Исследовалось влияние угла осевого сечения тора ∆η = 2π/3, π/2, π/3, пара-
метров изменения толщины h0 и β на напряженно–деформированное состояние торои-
дальных оболочек постоянного объема.

1. Годунов С.К. О численном решении краевых задач для систем линейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений // Успехи мат. наук. – 1961. – 16, №3. – С.171-174.

2. Голушко С.К., Немировский Ю.В. Прямые и обратные задачи механики композитных пластин и
оболочек вращения. – М.:ФИЗМАТЛИТ, 2008. – 432с.

3. Григоренко Я.М., Василенко А.Т., Голуб Г.П. Статика анизотропных оболочек с конечной сдвиговой
жесткостью. – Киев: Наук. Думка, 1987. – 216с.

4. Григоренко Я.М., Влайков Г.Г., Григоренко А.Я. Численно-аналитическое решение задач механики
оболочек на основе различных моделей. – Киев: Академпериодика, 2006. – 472с.
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Аналiз погано обумовлених систем в середовищi Maple

Григор’єва Ю.А., Кудiн В.I., Оноцький В.В.
(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Категорiя поганої обумовленостi є визначальною в побудовi залежностей розв’яз-
кiв (i областей локалiзацiї) вiд збурень в елементах моделей [1–3]. Можна стверджува-
ти, що лiнiйнi системи, зокрема системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь можуть бути
некоректними [1–4], що характеризуються числом обумовленостi. Розрахунок числа об-
умовленостi є трудомiсткою процедурою. Виявивши мiру поганої обумовленостi системи
до розрахунку (чи в ходi обчислень), можна оцiнити вiдхилення точного розв’язку вiд
наближеного.

Проведено: дослiдження погано обумовлених систем; виявлення
”
ефектiв“, що

супроводжують цей стан обчислень. Розглянуто властивостi основних методiв та алго-
ритмiв знаходження точного розв’язку СЛАР у середовищi МАPLE. Дослiджено осо-
бливостi обчислень з рiзною довжиною мантиси, розмiрностi матрицi обмежень та пе-
ревiрено достовiрнiсть деяких

”
нестрогих“ оцiночних формул похибок обчислень.

Обчислювальний експеримент установив:

• суттєвий вплив структурних властивостей матрицi обмежень, розмiрностi моделi,
довжини мантиси, обумовленостi на обчислювальнi властивостi алгоритмiв,

•
”
втрату“ достовiрностi оцiночних формул з

”
ростом“ поганої обумовленостi, роз-

мiрностi моделi,

• особливу роль норм ведучих елементiв та ведучих стовпцiв на якiсть обчислень,

• актуальнiсть розробки нових алгоритмiв аналiзу лiнiйних систем, в яких наявнi
оцiнювачi числа обумовленостi в ходi обчислень.

1. Деммель Дж. Вычислительная линейная алгебра. Теория и приложение. — М.: Мир, 2001. — 430с.
2. Альфельд, Ю. Херцбергер Введение в интервальные вычисления. — 1983.
3. Молчанов И.Н. Машинные методы решения прикладных задач, алгебра, приближение функций. —

1987.
4. Богаенко В, Кудин В. О принятии решений при анализе малых возмущений линейных моделей //

Information Models of Knowledge, ITHEA, Kiev–Sofia, 2010. — P. 226–231.
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Чисельне моделювання процесiв кiнетики абсорбцiї
з багатокомпонентних розчинiв

Грищенко О.Ю., Кочулова О.Г., Ляшко В.I., Федорова В.С.
(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка)

Зростання промислового виробництва поставило перед людством проблему збе-
реження природних ресурсiв, зокрема запасiв води i введення у технологiчних процесах
замкнених циклiв використання води. Це обумовило широке коло дослiдницьких робiт,
пров’язаних з очисткою вiдпрацьованих промислових вод i повторного її використання.
Оскiльки вказанi процеси складно моделюювати в лабораторних умовах, то основним
методом їх дослiдження є чисельне моделювання. Метою даної роботи є розробка та
побудова однiєї з можливих чисельних моделей процесiв абсорбцiї з розчину речовин в
твердий абсорбент. Перерозподiл концентрацiї при нестацiонарному режимi у гранулi
абсорбенту, яка має скiнченний об’єм V , обмежений гладкою, замкненою поверхнею S,
описується рiвнянням нестацiонарної дифузiї

∂(a+ c)

∂t
= div[Dr(x, y, z, t)grad c+Da(x, y, z, t)grad a].

i умовою, яка виражає рiвновагу мiж величинами c(x, y, z, t) та a(x, y, z, t) у довiльнiй
точцi зерна a = f(c). Для однорiдних тiл коефiцiєнти дифузiї розчиненої Dr та аб-
сорбованої фаз Da не залежать вiд координат, отже враховуючи локальну рiвновагу у
кожнiй точцi, рiвняння спрощується: ∂a

∂t
+ ∂c

∂t
= Dc(t)∆ c, де ∆ c — оператор Лапласа, а

Dc = Dr(t) + (∂f
∂c
)cDa(t). В початковий момент гранула вiльна вiд абсорбованої речови-

ни, тому: a(r, 0) = c(r, 0) = 0 (r — просторова координата зерна). У сферичнiй системi
координат одна гранична умова вiдображає симетрiю задачi по вiдношенню до центру
зерна ∂c

∂r

∣∣
r=0

= 0, а друга на поверхнi зерна, при постiйному i обмеженому об’ємi систе-

ми, вiдображає баланс речовини у даному об’ємi C(R, t)V ′
P = C∗

HV
′
P −Va

3
R3

R∫
0

(a+ c)r2dr.

Записана система диференцiальних рiвнянь є вихiдною для моделювання процесу кiне-
тики абсорбцiї iндивiдуальних речовин. Проте бiльш важливими є ситуацiї, коли розчи-
ни мiстить m рiзних речовин. Тодi вiдповiдно матимемо m iзотерм aj = fj(c1, c2, . . . cm),
j = 1,m (зокрема, речовини можуть мати рiзнi активностi реакцiй, наприклад при
a1 = h1c1+b, a2 = h2c2(1−αc1) — речовина з концентрацiєю c1 є бiльш активною i впли-
ває на процес кiнетики абсорбцiї другої речовини) та вiдповiдної системи m нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь.

В процесi конструювання чисельної моделi питання вибору рiзницевої схеми є змi-
стовною частиною. Вiдправними факторами при цьому є апроксимацiя, стiйкiсть, кон-
сервативнiсть, збiжнiсть чисельного розв’язку та ефективнi методи побудови розв’язку
рiзницевих рiвнянь. В роботi використано неявну апроксимацiю диференцiальних опе-
раторiв. Особливу увагу придiлено питанню апроксимацiї граничних умов (сингуляностi
у центрi сфери та виконанню балансного спiввiдношення на зовнiшнiй границi), вивче-
но питання консервативностi, швидкостi збiжностi та стiйкостi лiнеариованих систем
рiзницевих рiвнянь, а також питанню коефiцiєнтної стiйкостi рiзницевих операторiв, у
випадку коли моделюються процеси з суттєво рiзними швидкостями реакцiй. Обчислю-
вальнi експерименти для модельних нелiнiйних задач також дають хорошi обнадiйливi
результати щодо стiйкостi та збiжностi.
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Про одну задачу промочування ґрунтового схилу в
результатi аварiї безнапiрного водопроводу

Громадченко Т.В., Мартинюк П.М.
Grotan_nuwmnru@ukr.net

(Нацiональний унiверситет водного господарства та природокористування,
Україна, Рiвне)

Розглянуто ґрунтовий схил (область Ω). В результатi прориву водопроводу (то-
чка D, D ∈ Ω) вiдбувається змочування ґрунту схилу. Внаслiдок цього вся область Ω
роздiляється на двi пiдобластi: Ω1 - область повнiстю насиченого ґрунту; Ω2 - область
неповнiстю насиченого ґрунту. Внутрiшня межа Γn = Γn(x, z, t) контакту областей Ω1

та Ω2 в загальному випадку є рухомою. Наше завдання - визначити динамiку змiни
вологостi в ґрунтi (область Ω) з часом. Ґрунт вважаємо однорiдним та iзотропним за
своїми фiльтрацiйними характеристиками.

Для моделювання промочування ґрунту на схилi використано рiвняння Рiчардса
[1, с. 4] вiдносно функцiї насиченостi s(x, z, t) = θ−θmin

θmax−θmin
, де θmin - залишкова (мiнiмаль-

на) вологiсть; θmax - значення максимальної вологостi, 0 ≤ θmin ≤ θ ≤ θmax = n; n -
пористiсть; θ - об’ємна вологiсть. Тодi математичну модель дослiджуваного процесу в
загальноприйнятих позначеннях можна описати наступною крайовою задачею:

∂s(x, z, t)

∂t
=

∂

∂x

(
D(s)

∂s(x, z, t)

∂x

)
+
∂

∂z

(
D(s)

∂s(x, z, t)

∂z

)
− 1

θmax − θmin

· ∂K(s)

∂z
,

(x, z) ∈ Ω, t ∈ (0;T ];

s(x, z, 0) = s0(x, z), (x, z) ∈ Ω = Ω ∪ Γ;

s(x, z, t)|Γ1
= s1(x, z, t), (x, z) ∈ Γ1, t > 0;(

−D(s)
∂s(x, z, t)

∂z

)∣∣∣∣
Γ2

= 0, (x, z) ∈ Γ2, t > 0;

∂s(x, z, t)

∂x

∣∣∣∣
Γ3\{D}

= 0, (x, z) ∈ Γ3 \ {D}, t > 0;

s(x, z, t)|D = 1, (x, z) ∈ D, t > 0,

деD(s) - проникнiсть ґрунтової вологи, що може розглядатися як нелiнiйний коефiцiєнт
дифузiї; K(s) - коефiцiєнт вологоперенесення; s1(x, z, t) - вiдома функцiя.

Функцiї D(s) та K(s) визначалися згiдно наступних двох моделей: 1. Модель BC
(R. H. Brooks and A. T. Corey); 2. Модель MvG (Mualem-Van Genuchten) [1, с. 5].

Чисельний розв’язок вищенаведеної крайової задачi знайдено безсiтковим мето-
дом радiальних базисних функцiй [2]. Проведено ряд чисельних експериментiв.

1. Caputo, J.G., Stepanyants Y.A. Front Solutions of Richards’ Equation. Transport in Porous Media //
Netherlands – 2008. – V.74, № 1. – P. 1-20.

2. Власюк А.П., Мартинюк П.М. Чисельне розв’язування задач консолiдацiї та фiльтрацiйного руй-
нування грунтiв в умовах тепло-масопереносу методом радiальних базисних функцiй: Монографiя.
– Рiвне: НУВГП, 2010. – 277 с.
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Числовий аналiз варiацiйних задач
дисипативної акустики

Горлач В.М.*, Клименко I.В.*, Шинкаренко Г.А.*’**
horlatch@lnu.edu.ua, iraklymenko@gmail.com, h.shynkarenko@po.opole.pl
(* Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна, Львiв,

** Полiтехнiка Опольська, Польща, Ополе)

Для розв’язування початково-крайової задачi з системою рiнянь дисипативної
акустики (див. [1])

ρu′′i − σij,j(u, θ) = 0,

σij(u, θ) := [−π(u, θ) + (η − 2
3
µ)eij(u

′)]δij + 2µeij(u
′),

π(u, θ) := c2ργ−1[−∇.u+ αθ], eij(u) :=
1
2
(ui,j + uj,i),

ρcvθ
−1
0 θ′ +∇.q(θ,u) = 0,

q(θ,u) := −χ∇(θ−1
0 θ) + αc2ργ−1u′ в Ω× (0, T ].

побудовано однокрокову рекурентну схему iнтегрування в часi, яка для завершення
дискретизацiї цiєї задачi доповнена процедурою Гальоркiна з апроксимацiями методу
скiнченних елементiв за просторовими змiнними [2]. В матричному записi повнiстю дис-
кретизована задача вiдносно вузлових значень акустичного змiщення та температури
має вигляд

задано
{
U̇0,Θ0

}
∈ RN ×RN ×RK та параметри ∆t > 0, γ, β ∈ [0, 1];

знайти
{
Üj+1/2, Θ̇j+1/2

}
∈ RN ×RK та

{
Uj+1, U̇j+1,Θj+1

}
∈ RN ×RN ×RK

такi, що

{M +∆tγA + 1
2
∆t2β C} Ü j+

1
2 − ∆tγBΘ̇j+

1
2 = L(tj+ 1

2
) − AU̇ j

−C[U j +∆tγU̇ j] + BΘj,

−BT∆tγÜ j+ 1
2 + {S +∆tγ K} Θ̇j+

1
2 = Z(tj+ 1

2
)−KΘj+ḂT U̇ j

U̇ j+1= U̇ j +∆tÜ j+1/2, U j+1 = U j + 1
2
∆t(U̇ j+1 + U̇ j),

Θj+1 = Θj +∆tΘ̇j+1/2 j = 0, 1, . . . доки j∆t < T.

Встановлено умови стiйкостi та збiжностi цiєї схеми i наводяться результати числових
експериментiв, якi характеризують її властивостi.

1. Horlatch V.M. Formulation and correctness of variational problem of acoustics of viscous heat-conducting
fluid acoustic/V.M.Horlatch, I.V.Klymenko, H.A.Shynkarenko//Journal of Computational and Applied
Mathematics.№3 (106) 2012 (в друцi).

2. Горлач В.М. Побудова та аналiз однокрокової рекурентної схеми iнтегрування в часi варiацiйної за-
дачi акустики в’язкої теплопровiдної рiдини/В.М.Горлач, I.В.Клименко, Г.А.Шинкаренко// Вiсник
Львiв. ун-ту. Сер. прикл. матем. та iнформ. 2012, вип. 18 (в друцi).
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Апроксимацiя кривої, що задана хмарою
точок на площинi

Данилова А.Є.
(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка)

В процесi роботи над актуальними проблемами обчислювальної геометрiї ви-
явився цiкавий взаємозв’язок мiж деякими, на перший погляд рiзними, задачами. Так,
проблема побудови апроксимацiї кривої, заданої хмарою точок на площинi виявилась
тiсно пов’язаною з задачею побудови кривої регресiї. Сама ж крива знаходилась, як
розв’язок крайової задачi:

λu(4)(x) = −fX(x)u(x) + g(x),

u(0) = u(1) = 0,

де g(x) =
∫ 1

−1
yfXY (x, y)dy, при прямуваннi значення параметра λ до нуля.

Хмарою назвемо певну множину точок, що належать деякiй кривiй. Запропоно-
вано iдеї для побудови наближення кривої, заданої хмарою точок, на площинi, що спи-
раються на метод штрафної регресiї, а також на дискретизацiю дослiджуваної областi
i, вiдповiдно, побудову «околу», в якому може знаходитись наближувала крива з огля-
ду на припущення про певний ступiнь її гладкостi. Для реалiзацiї цих алгоритмiв було
створено програму. За допомогою побудованих наближень далi проводилась процедура
покращення знайденого наближення шляхом змiни параметрiв системи. Тестування та
статистика показують слушнiсть запропонованого пiдходу.

Вагомим плюсом запропонованого алгоритму є те, що його досить легко можна
перенести на випадок тривимiрного простору.

1. Рублев Б.В. Алгоритм оценивания периметра плоской фигуры по ее дискретизованному изображе-
нию // Кибернетика и системный анализ. — 1996. — № 4. — с. 101–110.

2. Рублев Б.В., Петунин Ю.И. Гладкая метрика в классе плоских фигур с кусочно выпуклой и вогну-
той границей. // Кибернетика и системный анализ. ч. 1 - 1999. — № 1. — с. 125–135; ч. 2 — 1999. —
№ 2. — с. 111–120.

3. R. C. Vetkamp, Shape Matching: Similarity Measures and Algorithms.
4. Слабоспицький О.С., Аналiз даних. Попередня обробка.
5. B. W. Silverman, Spline Smoothing: The Equivalent Variable Kernel Method.
6. F. P. Abramovich, The Asymptotic Mean Squared Error of L–Smoothing Splines.
7. Evans, Partial Differential Equations
8. Wolfgang Haerdle, Applied Nonparametric Regression
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Об оценке временного интервала применимости
уравнения диффузии

Дубко В.А.
doobko2008@yandex.ru

(Национальный авиационный университет, Украина, Киев)

Рассмотрим динамическую модель броуновского движения в неоднородной
среде:

mdv(t) = −6πµ(x(t))rv(t)dt+ b(x(t))dw(t); dx(t) = v(t)dt, (1)

где x(t) — координата, v(t) — скорость, m — масса частицы, а r — радиус броуновской
частицы, µ(x) — вязкость, w(t) — винеровский процесс ∈ R3 с независимыми компонен-
тами; µ(x) и b(x) — скалярные функции.

Предположим, что температура среды постоянна. Это эквивалентно требованию:

limM [dt |v2(t)|2 /x(t1) = x] = O · dt
t→ ∞, (t1 < t)

Воспользовавшись (1), формулой Ито и этим требованием, находим:

lim
t→∞

M

[
|v(t)|2m

2
/x(t) = x

]
=

3

4

b2(x)

6πµ(x)
=

2

3
KBT

0,

где KB — постоянная Больцмана, T 0 — температура в градусах Кельвина.
Перейдем к безразмерным величинам (ℓ — размерность длины в метрах, τ —

времени в секундах) µ̄ = sup
y
µ(y),m0 = m(6πµ̄ℓτ)−1, s = m0tτ

−1,u(s) = τv(t)(m0ℓ)
−1, y(s) =

x(t)ℓ−1, η(y) = µ(yℓ)µ̄−1. В предположении, что ρ̄ (плотность частицы) = ρ̄ (плотность
водной среды) =103kg/ℓ3,r = 10−6ℓ, T 0 = 3000K, уравнения (1) переходят в такие:

ε duε(s) = −η(yε(s))uε(s)ds+ σ(yε(s))dw(s), dyε(s) = uε(s)ds,

где σ(y) = [2m−1KBT
0τ 2ℓ−1r−1η(y)]1/2, sup

y
σ2(y) ∼= 10; ε = m2

0 · ℓ · r−1 ∼= 10−18.

В [1], на основе предложенного алгоритма построения диффузионной аппрокси-
мации решений ([1], с.15), играющих роль координат, установлено, что уравнение для
ȳ(s) = l.i.m

ε↓0
.yε(s), имеет вид:

dȳ(s) = −2−1
[
σ(ȳ(s)η−1(ȳ(s))

]2∇ȳ ln η(ȳ(s))ds+ σ(ȳ(s))η−1(ȳ(s))dw(s) (2)

Возвращаясь к исходным размерным величинам, убеждаемся, что
M[|x̄(t) − xε(t)|2] ≤ 4r2,∀t ≤ 1010 сек. ([1], c.82-83]). В исходных переменных, стоха-
стическому уравнению (2) соответствует прямое уравнение Колмогорова, совпадающее
с уравнением диффузии для неоднородной среды — вторым законом Фика.

1. Дубко В. А. Метод диффузионной аппроксимации в исследовании моделей стохастических дина-
мических систем. — Владивосток: Дальнаука, 1994. 107 с.
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Моделирование и расчет течений
неоднородной жидкости

Загуменный Я.В.
zagumennyi@gmail.com

(Институт гидромеханики НАН Украины, Киев)

В окружающей среде и технологических установках плотность жидкости, задава-
емая распределениями температуры или концентрации растворенных веществ или взве-
шенных частиц, обычно неоднородна. Устойчивая стратификация сохраняет основные
структурные компоненты течений однородных жидкостей и обуславливает существова-
ние ряда специфических, таких как внутренние волны и тонкая структура среды. Для
их описания используется фундаментальная система уравнений механики жидкостей,
включающая уравнение неразрывности Даламбера, баланса импульса Навье–Стокса,
температуры Фурье (или энтропии) и концентрации Фика с замыкающим уравнени-
ем состояния. В предположении малости кинетических коэффициентов по сравнению
с произведением характерной скорости и масштаба течения и неизменности уравнения
состояния, система анализируется методами теории сингулярных возмущений. Клас-
сификация компонент периодических течений, основанная на анализе решений лине-
аризованной системы уравнений с учетом условия совместимости, приведена в [1]. В
полной нелинейной постановке решение фундаментальной системы строится численно
с использованием конечно–разностных подходов в оригинальных авторских програм-
мах и метода конечных объемов, реализованного в решателях собственной разработки
открытого пакета OpenFOAM. Расчеты проводятся на суперкомпьютерных комплексах
НИВЦ МГУ (системы ”Ломоносов” и ”Чебышев”), МСЦ РАН и СКИТ ИК НАНУ. Не-
проницаемое препятствие, помещенное в толщу неравновесной стратифицированной
среды нарушает однородность фонового диффузионного потока стратифицирующей
компоненты и приводит к формированию сложной вихревой системы медленных тече-
ний, которые носят название “индуцированных диффузией на топографии”. Картины
таких течений и зависимость их свойств от параметров задачи представлены в рабо-
те [2]. При начале движения пластины начинает формироваться поле опережающих и
присоединенных волн, результаты расчета которых приведены в [3], и спутный след.
Выполнены аналитические и численные расчеты сил и моментов, действующих на ка-
ждую сторону пластины. При больших скоростях пластины инфинитезимальные стру-
ктурные компоненты взаимодействуют между собой и порождают новые. Проводится
сравнение данных аналитического, численного и лабораторного моделирования течения
около пластины в свободном пространстве и около неподвижной наклонной плоскости.
Обсуждаются условия согласия и расхождения результатов, проблемы переноса данных
моделирования на природные системы и летательные аппараты.

1. Чашечкин Ю.Д. Иерархия моделей классической механики неоднородных жидкостей // Морской
гидрофизический журнал. — 2010. – № 5. — C. 3–10.

2. Чашечкин Ю.Д., Загуменный Я.В. Структура течения, индуцированного диффузией на наклонной
пластине // Доклады академии наук. — 2012. – 444, № 2. — C. 165–171.

3. Чашечкин Ю.Д., Бардаков Р.Н., Загуменный Я.В. Расчет и визуализация тонкой структуры полей
двумерных присоединенных внутренних волн // Морской гидрофизический журнал. — 2010. — №
6. — C. 3–15.

56



Точкове оптимальне керування переносом
лiкiв у злоякiсних пухлинах

Карабiн Л.Д.
lesiakarabin@gmail.com

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Рiст i керування злоякiсними пухлинами давно є предметом медико–математичних
дослiджень. Важливим вiдкритим питанням є задача знаходження необхiдної кiлько-
стi концентрацiї препарату для того щоб максимально знешкодити пухлину, зберегти
здоровi клiтини та мiнiмiзувати витрати лiкiв.

Нехай Y = (Y1(x, t), Y2(x, t), Y3(x, t))
T — вектор стану системи, де x визначена

на Ω = [a, b], тобто одновимiрна змiнна, та t ∈ [0, T ]. Компоненти вектора стану: Y1 =
Y1(x, t) — густина ракових клiтин, Y2 = Y2(x, t) — густина здорових клiтин, Y3 = Y3(x, t)
— концентрацiя лiкiв.

Цi просторово–часовi моделi складаються систему трьох пов’язаних мiж собою
рiвнянь дифузiї. Густина ракових клiтин Y1 та густина здорових клiтин Y2 конкурують
мiж собою, змагаючись за ресурси. Нехай u = u(x, t) позначатиме кiлькiсть, з якою лiки
були введенi у пухлину i буде функцiєю керування в оптимальнiй системi керування. На
вiдмiну вiд моделi Чакрабартi-Хансона [1], в якiй керування вводиться як неперервна
функцiя, розглядатимемо точкове керування, тобто u =

∑NC
i=1 Ciδ(x−xi), де xi — точки,

в якi введено лiки, NC — кiлькiсть цих точок, Ci — вiдповiдна iнтенсивнiсть лiкiв у
точках. Таке нововведення бiльш реалiстично вiдповiдає iснуючим методам введення
лiкiв у пухлину. Тодi, об’єднуючи рiвняння для Y1(x, t), Y2(x, t), Y3(x, t) в одне векторне,
отримаємо:

∂Y

∂t
= D

∂2Y

∂x2
+ (A(Y ) +B(Y ))Y + U

Функцiонал для мiнiмiзацiї обираємо у виглядi, щоб вiн був квадратичною формою
поточних та кiнцевих витрат:

J(Y, U) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(Y TRY + (U − U0)
TS(U − U0)dxdt+

1

2

∫
Ω

((Y TQY ) |t=T )dx

Завершуючи постановку задачi наведемо граничнi та початковi умови: Y |t=0= Y0(x),
для x ∈ Ω; −D ∂Y

∂x
|x∈∂Ω= 0, t ∈ [0, T ].

Отриману задачу розв’язуємо варiацiйним методом, а саме методом множникiв
Лагранжа [2] для отримання рiвняння стану та допомiжного рiвняння, а також обчи-
слювальним — iнтегро–iнтерполяцiйним методом побудови рiзнецевих схем [3].

Результати обчислюваного експерименту свiдчать, що точкове керування дає зна-
чно ефективнiший результат i призводять до суттєвого зменшення пухлини одразу пi-
сля введення лiкiв. Отриманi результати є необхiдним фундаментом для подальших
дослiджень, що базуватимуться на переходi до просторової задачi, вдосконаленнi ме-
тоду її розв’язування та вивченнi умов iснування i єдиностi розв’язку векторної задачi
оптимального керування.

1. S. P. Chakrabarty and F. B. Hanson Optimal controle of drug delivery to brain tumors for a distributed
parameters model // Proceedings of American Control Conference. — 2005. — P. 973–978.

2. Max D. Gunzburger Perspectives in Flow Control and Optimization // SIAM, Philadelphia — 2003.
3. А. А. Самарский Теория разностных схем // Главная редакция физико-математической литерату-

ры изд-ва «Наука», Москва — 1977. — 656 p.
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Программное управление с вероятностью 1
динамических систем с сильными возмущениями
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(Тихоокеанский госуниверситет, Россия, Хабаровск)

Сильными будем называть возмущения, составной частью которых являются им-
пульсные изменения параметров системы, вызванные скачками пуассоновского процес-
са. Подобные системы описываются уравнениями вида:

dx(t) = A(t;x(t))dt+B(t;x(t))dw(t) +
∫
R(γ) ν(dt; dγ)G(t;x(t); γ), (1)

где x(t) ∈ Rn; w(t) – m-мерный винеровский процесс; ν(∆t; ∆γ) – стандартная пуас-
соновская мера на Rn′ × [0, T ], моделирующая независимые случайные величины на
интервалах и множествах, которые не пересекаются в пространстве γ ∈ R(γ) = Rn′ ; ко-
эффициенты ai(t;x), bik(t;x) и gi(t;x; γ) уравнения (1) выбраны таким образом, чтобы
были обеспечены условия существования и единственности решения.

Если уравнение движения системы представить в виде:

dx(t) =
[
P (t;x(t)) +Q(t;x(t)) · s(t;x(t))

]
dt+B(t;x(t))dw(t)+

+
∫
R(γ)G(t;x(t); γ)ν(dt; dγ), x(t;xo)

∣∣∣
t=0

= xo,
(2)

то можно можно построить с вероятностью, равной 1, континуум программных управ-
лений

{
s(t;x(t); fj)

}
j
, позволяющих системе (2) оставаться на заданном интегральном

многообразии u
(
t;x(t;xo);ω

)
= u(0;xo) сколь угодно долгое (или необходимое) время

[1]. Наличие построенного континуума управлений дает возможность выбрать наиболее
подходящий для реализации набор функций {fj} и определить конкретное управление.

Построение таких управлений обусловлено получением обобщенной формулы
Ито-Вентцеля [2,3,4]; возможностью определения коэффициентов системы обобщенных
стохастических ДУ (ОСДУ) вида (1) [5], рассматривая функцию u(t;x) как первый
интеграл системы ОСДУ (1); и алгоритмом нахождения континуума преобразований,
обеспечивающих автоморфизм для заданной функции [6,7].

1. Карачанская Е. В. Построение программных управлений с вероятностью 1 для динамической систе-
мы с пуассоновскими возмущениями // Вестник Тихоокеанского госуниверситета – 2011. – № 2(21).
– C. 51–60.

2. Дубко В. А. Открытые эволюционирующие системы // Перша мiжнародна науково-практична
конференцiя "Вiдкритi еволюцiонуючi системи" (26-27 квiт. 2002 р., Київ) – 2002. – C. 14–31.

3. Карачанская Е. В. Об одном из обобщений формулы Ито-Вентцеля // Обозрение прикладной и
промышленной математики – 2011. – 18, № 18. – C. 494–496.

4. Дубко В. А., Карачанская Е. В. О двух подходах к построению обобщенной формулы Ито-Вентцеля
(Препринт / Вычислительный центр ДВО РАН; № 174) / Хабаровск : Изд-во Тихоокеан. гос. ун-та
– 2012. – 27 c.

5. Карачанская Е. В. Построение множества дифференциальных уравнений с заданным множеством
первых интегралов // Вестник Тихоокеанского госуниверситета – 2011. – № 3(22). – С. 47–56.

6. Дубко В. А. Проблема инвариантности и алгоритм построения множества автоморфных преобра-
зований для заданной функции // Друга мiжнародна науково-практична конференцiя ≪Вiдкритi
еволюцiонуючi системи≫ (1-30 грудня 2003 р., Київ.) – 2004. – II. – C. 66–68.

7. Дубко В. А., Карачанская Е. В. Нахождение автоморфных преобразований для заданной функции
// Торическая топология и автоморфные функции: тезисы докладов Международной конференции,
Хабаровск, 5–10 сентября 2011 г. Хабаровск : Изд-во Тихоокеан. гос. ун-та – 2011. – С. 143.
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Модель розповсюдження радiоактивної сумiшi
iзотопiв: радiоактивного тритiю (tritium 3h) та

нерадiоактивного гелiю-3 (helium-3)

Клюшин Д.А., Стешенко Г.М.
grrtt@mail.ru

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

У данiй роботi на основi моделi, яка була запропонована Дугласом (Douglas) та
Спаньоло (Spagnuolo) [4], що описує процес переносу сумiшi через пористе середовище,
було розв’язано за допомогою чисельних методiв, зокрема DC-алгоритму [1], який є
абсолютно стiйким i не вимагає розв’язання системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь на
кожному часовому кроцi, практичну задачу моделювання розповсюдження радiоактив-
ної сумiшi. Дана сумiш складається з двох iзотопiв: радiоактивного трiтiя (tritium 3H)
та нерадiоактивного гелiя-3 (helium-3), причому перiод пiврозпаду трiтiя у гелiй скла-
дає 4500 днiв. Отриманi результати дають змогу, використовуючи данi спостережних
свердловин, виявляти джерела виникнення радiоактивного забруднення та ефективно
їх лiквiдовувати.

1. Самарский А.А. Критерий устойчивости семейства разностных схем./ А.А.Самарский А.В.Гулин.
// Доклады РАН. – 1993. – Т.330. – №6 . – С. 694-695.

2. Choquet C. Existence result for a radionuclide transport model with unbounded viscosity / C. Choquet
// Asymptotic Analysis. – 2004. – № 37. – P. 57-78.

3. Choquet C. Radionuclide transport model with wells / C. Choquet // Journal of Mathematics and Fluid
Mechanics. – 2004. – № 6. – P. 365-388.

4. Douglas J. Jr. The transport of nuclear contamination in fractured porous media / J. Jr. Douglas, A.
Spagnuolo. // Journal of Korean Mathematical Society. – 2001. – № 38. – P. 723-761.
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Узагальнена розв’язнiсть iнтегро–диференцiальних
рiвнянь елiптичного типу

Коляденко М.П., Анiкушин А.В.
anik_andrii@ukr.net

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

У роботi [1] було розглянуто математичнi моделi, що виникають в задачах те-
орiї плазми i лiнiйної теорiї спiнових хвиль. Наприклад, електронно-iоннi хвилi в хо-
лоднiй "замагнiченiй" плазмi, електроннi хвилi в холоднiй плазмi у зовнiшньому полi,
спiновi хвилi в однорiдному феритi типу "легка вiсь", спiновi хвилi в двопiдгратко-
вому антиферомагнетику типу "легка площина" тощо. Цi моделi описуються iнтегро-
диференцiальними рiвняннями елiптичного типу. У роботi [2] було дослiджено такi рiв-
няння, доведено апрiорнi нерiвностi та доведено теореми про iснування та єдинiсть уза-
гальненого розв’язку для таких рiвнянь. Дана робота продовжує результати отриманi
у [2].

Розглянемо лiнiйний оператор
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де u(x, t) — функцiя, що описує стан системи в областi Q = Ω × (0, T ), Ω — обмежена
область в тривимiрному просторi з гладкою межею ∂Ω. Будемо вважати, що Ki, Ri, S —
обмеженi, iнтегрованi ядра, а βi, γ — обмеженi, iнтегрованi та задовольняють умову:

3∑
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βixi
(x) ≥ 2γ(x), x ∈ Ω.

Через W+
BR позначимо поповнення простору гладких функцiй, що задовольняють

однорiднi граничнi умови за нормою
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Через W−
BR позначимо негативний простiр, побудований за W+

BR вiдносно L2(Q).
Лема. Iснують такi сталi c0, c1 > 0, що для довiльної функцiї u ∈ W+

BR виконує-
ться нерiвнiсть:

c1||u||W+
BR

≥ ||Lu||W−
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.

Розглянемо задачу
Lu = F, F ∈ W−

BR.

На основi отриманих апрiорних нерiвностей, використовуючи методику з [3], до-
ведено iснування та єдинiсть розв’язку вказаної задачi.
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Розглядається наступна задача оптимального керування лiнiйною системою iз
розподiленими параметрами: знайти мiнiмальне значення функцiонала

I(u, z) =
1

2

∫ ∞

t0

∫ l

0

[z∗(t, x)Fz(t, x) + u∗(t, x)Gu(t, x)]dxdt (1)

на множинi розв’язкiв залежного вiд параметра u(t, x), що називається керуванням,
рiвняння

∂z(t, x)

∂t
= A

∂z(t, x)

∂x
+Bz(t, x) +Cu(t, x), (2)

де A,B,F — заданi квадратнi матрицi розмiру nхn, G — задана квадратна матриця роз-
мiру mхm, C — задана прямокутна матриця розмiру nхm, причому елементи всiх пяти
матриць — дiйснi числа, матриця F — симетрична невiд’ємно визначена, матриця G
— симетрична додатно визначена, z(t, x) — n–мiрна вектор–функцiя, u(t, x) — m–мiрна
вектор–функцiя, t0 ≥ 0, l > 0 — заданi дiйснi числа. Для рiвняння (2) пропонуються
наступнi додатковi умови

z(t0, x) = z0(x), z(∞, x) = 0, z(t, 0) = h(t), (3)

де z0(x) i h(t) — заданi n–мiрнi вектор–функцiї. Керування u0(t, x), на якому реалiзує-
ться мiнiмум функцiонала (1), називається оптимальним керуванням, а вiдповiдний йо-
му розвязок z0(t, x) задачi (2)–(3) — оптимальним процесом. Дослiдження задачi опти-
мiзацiї (1)–(3) виконано за допомогою методу множникiв Лагранжа[1, с.31]. Символом
A∗ позначатимемо транспоновану матрицю A. Аналогiчно позначаються транспонованi
матрицi B i C. За умови, що розвязок цiєї задачi оптимiзацiї iснує, доведено наступне
твердження.

Теорема 1. Єдине оптимальне керування u0(t, x) та вiдповiдне йому оптималь-
ний процес z0(t, x) в задачi оптимального керування (1)–(3) можна знайти iз наступної
системи рiвнянь Ейлера–Лагранжа
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∂t
= A

∂z(t, x)

∂x
+Bz(t, x) +Cu(t, x), (4)

z(0, x) = z0(x), z(∞, x) = 0, z(t, 0) = h(t), (5)

∂p(t, x)

∂t
= A∗∂p(t, x)

∂x
−B∗p(t, x)− F∗z(t, x), (6)

p(∞, x) = 0, p(t, 0) = 0, p(t, l) = 0, (7)

Gu(t, x) +C∗p(t, x) = 0, (8)

З рiвняння (8) можна виразити u(t, x) через p(t, x) i пiдставити в рiвняння (4).
Вважаємо, що p(t, x) = R(x)z(t, x), де матричнозначну функцiю R(x) потрiбно знайти.
На пiдставi спiввiдношень (4)–(7) приходимо до наступного висновку.
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Теорема 2. Матричнозначна функцiя R(x) є розв’язком такого стацiонарного
матричного диференцiального рiвнняння Рiккатi

A∗dR(x)

dx
= F+B∗R(x) +R(x)B−R(x)CG−1C∗R(x)

з додатковими умовами

A∗R(x) = R(x)A, R(0) = 0, R(l) = 0.

З допомогою матричнозначної функцiї R(x) оптимальне керування u0(t, x) та
мiнiмальне значення функцiонала (1) можна виразити наступним чином.

Теорема 3. Оптимальне керування має вигляд u0(t, x) = −G−1C∗R(x)z0(t, x),
де оптимальний процес z0(t, x) задовольняє спiввiдношенням

∂z0(t, x)

∂t
= A

∂z0(t, x)

∂x
+ [B−CG−1C∗R(x)]z0(t, x),

z0(0, x) = z0(x), z
0(∞, x) = 0, z0(t, 0) = h(t).

Для обчислення мiнiмального значення функцiонала (1) маємо формулу

Imin(u
0, z0) =

1

2

∫ l

0

z0
∗
(t0, x)R(x)z0(t0, x)dx.

1. Сиразетдинов Т. К. Оптимизация систем с распределенными параметрами. — М.: Наука, 1977. —
480 с.
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Метод последовательного раскрытия модулей для
решения

задач негладкой оптимизации
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Рассмотрим задачу оптимизации с ограничениями в конечномерном евклидовом
пространстве

min{f0(x)|fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, x ∈ En}, (1)

где все fi(x) — выпуклые функции, которые могут быть негладкими. Чаще всего не-
гладкость функций порождается тем, что fi(x) содержат модули. Негладкость функций
возникает также при преобразовании задачи (1) к задаче безусловной оптимизации с
использованием точной штрафной функции [1]

min{f0(x) +
m∑
i=1

r(fi(x) + |fi(x)|), x ∈ En}, (2)

где r > 0. Однако минимизируемая функция задачи (2) — недиффиринцируемая, что
создает проблемы при нахождении ее точки минимума. Методы недиффиринцируемой
оптимизации [2] значительно уступают эффективным методам гладкой оптимизации.
Покажем, что задача (2) преобразуется к решению последовательности гладких задач
оптимизации. Преобразуем задачу (2) к виду

min{xn+1|f0(x) +
m∑
i=1

r(fi(x) + |fi(x)|) ≤ xn+1, x ∈ En+1}, (3)

Пусть x0 ∈ En+1 — произвольная начальная точка. Раскроем модули задачи (3) в этой
точке и решим гладкую задачу

min{xn+1|f0(x) +
m∑
i=1

r(fi(x) + αij(fi(x))) ≤ xn+1, x ∈ En+1}, j = 0, 1, ..., k, (4)

где αij = 1, если fi(x0) ≥ 0 и αij = −1, если fi(x0) < 0, k = 0. Решение задачи (4) будет
нижней оценкой решения задачи (3), что вызвано релаксацией ограничений. Поэтому,
если решение задачи (4) (x1, x1n+1) допустимо для задачи (3), то x1 — решение задачи
(1). В противном случае, раскрываем модули задачи (3) в точке x1 (вычисляем αi1) и
добавляем соответствующее ограничение в задачу (4) (k = 1). Снова решаем задачу (4)
и, если ее решение допустимо для задачи (3), то задача (1) решена. Для получения опти-
мального решения задачи (1) необходимо решить только конечное число задач (4), так
как допустимая область задачи (2) определяется конечным числом гиперповерхностей.

Таким образом, задача негладкой оптимизации (3) свелась к решению после-
довательности гладких задач (4). Численные эксперименты показали эффективность
рассмотренного метода последовательного раскрытия модулей.

1. Fletcher R. Practical Methods of Optimization: second edition. — N.Y.: John Wiley & Sons. — 2000. —
451 p.

2. Шор Н.З. Методы минимизации недифференцируемых функций и их приложения. — К.: Наук.
думка, 1979. — 200 с.
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Аналiз погано обумовлених задач лiнiйного
програмування в середовищi MATLAB

Кудiн В.I., Никитiшен Т.О., Оноцький В.В.
(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Задачi лiнiйного програмування (ЗЛП) можна розглядати як ускладнення моде-
лей лiнiйних систем рiвнянь (СЛАР) та нерiвностей (СЛАН). Крок iтерацiйного методу
розв’язання ЗЛП — розв’язання СЛАР [1–3]. Вiдомо, що за своїми структурними вла-
стивостями такi моделi можуть бути некоректними. Однiєю з проявiв некоректностi
є властивiсть поганої обумовленостi [1–2]. Для тестування вiдомих схем розв’язання
даного класу задач розроблено ряд бiблiотек моделей систем з погано обумовленими
матрицями обмежень [2]. Зокрема, до таких матриць належить матриця Гiльберта.

В данiй роботi дослiджено вплив поганої обумовленостi на iтерацiях методiв реа-
лiзованих в MATLAB (в вершинах багатогранної множини як для СЛАР) на обчислю-
вальнi властивостi, вцiлому, для бiльш складного класу лiнiйних моделей — ЗЛП.

Застосування симплексної iдеологiї на основi (в середовищi Matlab) дає змогу до-
слiджувати властивостi розв’язкiв СЛАР, СЛАН та не виродженi ЗЛП великої розмiр-
ностi, дослiджувати властивостi розв’язкiв СЛАР з погано обумовленими матрицями
та ЗЛП МБМ (технологiї довгої арифметики) контролювати процес входження обчи-
слень в стан поганої обумовленостi системи

”
правильним“ вводом–виводом в базисну

матрицю на iтерацiях методу базисних матриць [4]; будувати початковi (та оптималь-
нi) розв язки задач на основi тривiальних базисних матриць, що виключає трудомiсткi
початковi обчислення.

Результат експерименту вказує на залежнiсть (нелiнiйну, немонотонну) числа об-
умовленостi (i точностi результатiв) як вiд порядку вводу–виводу в базисну матрицю
так i вiд значення ведучого елемента та норми стовпця оберненої матрицi. Це гово-
рить про доцiльнiсть розробки оцiнювачiв обумовленостi системи в ходi обчислень з
використанням властивостей елементiв методу базисних матриць.

1. Метьюз Д.Г., Финк К.Д. Численные методы. — Москва–С.–Петербург–Киев: Вильямс, 2001. — 703
c.

2. Деммель Дж. Вычислительная линейная алгебра. Теория и приложение. — М.: Мир, 2001. — 430с.
3. Габасов Р., Кириллова Ф.М. Методы линейного программирования. Общие задачи. — Минск: Изд–

во Белорус. ун–та, 1977. — 175 с.
4. Ляшко С.И., Кудин В.И., Оноцкий В.В. О технологии длинной арифметики при построении алго-

ритмов исследования линейных систем, Компьютерная математика, — 2009, — №2. — С. 101–109
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Про аналiз властивостей матричної гри у змiшаних
стратегiях методом базисних матриць

Кудiн В.I., Оноцький В.В., Тодорiко Б.Д.
(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Математичний апарат задач лiнiйного програмування (ЗЛП) можна розглядати
як iнструментарiй дослiдження властивостей матричних iгор у змiшаних стратегiях.
Розв’язок матричної гри - аналогiчний дослiдженню двоїстої пари ЗЛП з особливостями
(одиничними векторами нормалi цiльової функцiї, обмежень та невiд’ємнiстю змiнних)
[1]. Додатковi особливостi на процес розв’язання може накласти структура прямокутної
платiжної матрицi, зокрема, погана обумовленiсть систем (квадратних пiдматриць) на
iтерацiях методу типу симплекс [1–2]. Важливою ознакою методу розв’язання матричної
гри є встановлення властивостi суттєвостi чистих стратегiй iгрокiв для розв’язку задачi
у змiшаних стратегiях. Це аналог оптимальної активностi обмежень вiдповiдної (прямої
та двоїстої ) ЗЛП. [3].

В данiй роботi дослiджено обчислювальнi властивостi методу базисних матриць
(МБМ) [3] та методiв

”
закладених“ в MATLAB: для моделей рiзної розмiрностi, з єди-

ними, неєдиними розв’язками для матричної гри у змiшаних стратегiях. Зокрема, про-
аналiзовано вплив поганої обумовленостi на iтерацiях методiв на обчислювальнi власти-
востi, вцiлому, для бiльш складного класу лiнiйних моделей — ЗЛП. Встановлено умови
суттєвостi чистих стратегiї в матричнiй грi зi змiшаними стратегiями та встановлено
зв’язок з умовами неєдиностi, оптимально-активностi обмежень вiдповiдної пари ЗЛП.
Наведено результати обчислювального експерименту на моделях рiзної розмiрностi з
використанням методiв MATLAB (модифiкований симплекс метод та метод внутрiшнiх
точок) та реалiзацiї МБМ.

1. Гольштейн Е.Г., Юдин Д.Б. Новые направления в линейном программировании. — Москва: Изд–во
Советское радио, 1960. — 524 с.

2. Деммель Дж. Вычислительная линейная алгебра. Теория и приложение. — М.: Мир, 2001. — 430с.
3. Кудiн В.I., Ляшко С.I., Яценко Ю.П., Хритоненко Н.В. Метод штучних базисних матриць //

Доповiдi НАН України, 9, 2007, с. 30–34.
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Основнi напрями моделювання теплового
самозаймання пиловугiльних сумiшей

Кузьменко Б.В., Мальчевський I.А.
bkuzmenko@i.ua, mal@nas.gov.ua

(Iнститут вугiльних енерготехнологiй НАНУ,Україна, Київ,
Президiя Нацiональної академiї наук України, Україна, Київ )

Розрiзняють наступнi типи систем теплового самозаймання пиловугiльних сумi-
шей: детермiнованi, стохастичнi та нечiткi, яким вiдповiдають вiдповiднi типи мате-
матичних моделей, [1]. В основу цих моделей у всiх випадках покладаються рiвняння
балансiв: теплового; матерiального за витратою вугiльної сировини, вiдносно якої вiдбу-
вається теплове самозаймання; матерiального за витратою кисню (окислювача). Нами
вперше встановлено наступне рiвняння теплового балансу, яке враховує теплове випро-
мiнювання

dθ

dχ
= C(αC + 1− α)

1

θ2
e−

1
θ − Ω(θ − θ1)− ς(θ

4 − θ
4

1), χ = χ0, θ = θ0, C = C0, (1)

де θ ,C — вiдноснi величини температури та концентрацiї за киснем пиловугiльної сумi-
шi; Ω, ς, α, θ1 — вiдповiдно, безрозмiрний коефiцiєнт тепловiддачi в навколишнє середо-
вище, коефiцiєнт теплового випромiнювання; стехiометрична стала та вiдносна величи-
на температури навколишнього середовища; χ, χ0, θ, 0C0 — вiдповiдно, фактор часу та
його початкове значення, початковi значення, вiдповiдно температури та концентрацiї.
В момент теплового самозаймання

dθ

dχ
= 0.

Для стохастичних умов теплового самозаймання до правої частини рiняння (1), як i iн-
ших рiвнянь математичної моделi, додається випадкова складова, типу φ · ν(χ), де ν(χ)
— випадкова величина, що визначає стохастичнiсть процесiв у системi, що моделює-
ться. В результатi стохастичного моделювання отримується диференцiальна функцiя
розподiлу положення точки самозаймання, або моменту теплового самозаймання. Для
нечiтких умов перебiгу теплового самозаймання задача моделювання теплового само-
займання полягає в отриманнi виразу для характеристичної функцiї належностi для
часу або геометричного положення вiдповiдної точки µ(θ, χ) з вiдповiднимиумовами
iснування та єдностi розв’язку, вiдповiдне рiвняння має вигляд:

∂2µ(θ, χ)

∂θ∂χ
= − ∂

∂θ
[a(θ, χ)µ(θ, χ)] + 0.5

∂3[d(θ, χ)µ(θ, χ)]

∂θ
3 .

1. Кузьменко Б.В., Лисенко В.П. Теплове самозаймання паливних сумiшей. Монографiя. — К.: ФЕ-
НIКС, 2010. — 200 с.
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Диференцiальнi iнварiанти векторного поля на
неевклiдовiй площинi

Лiсняк В.С.
v-lisnyak@univ.kiev.ua

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Супровiдний орторепер K ≡ (M ; k0,k1) часуподiбного векторного поля E з
локальними векторами e виберемо так щоб e = λk0, λ > 0. Тодi з деривацiйних рiвнянь
dM = wsks та dkr = wm

r km виходить, що незмiннiсть e забезпечується виконанням
рiвностей wn = 0, w1

0=0; dλ = 0, як рiвносильних з dM = 0 та de = 0, вiдповiдно. Якщо
за базиснi форми взяти саме w0 та w1, то дiстаємо вихiднi залежностi w1

0 = a0w
0+a1w

1,
dλ = λ0w

0 + λ1w
1.

Оскiльки у кожнiй точцi M областi Ω задання поля E у 1V2 орторепер K одно-
значно визначений, то i функцiї as та λk є диференцiальними iнварiантами поля E. Для
з’ясування їхнього геометричного змiсту можна розглянути комплекси прямих C0 та
C1, утворенi прямими m0 : M + τ 0k0 та m1 : M + τ 1k1 i знайти точки F0 та F1

їх перетину з їм нескiнченно близькими прямими m0 + dm0 i m1 + dm1, вiдповiдними
змiщенню dM точки M прикладення вектору e поля E.

Точка F0 визначається з M+ τ 0k0 = M+ dM+ (τ 0 + dτ 0)(k0 ++dk0), а з цього
w0k0 + w1k1 + τ 1wk0 + k1dτ

1 = 0. Врахування ж вихiдних залежностей приводить до
системи рiвнянь {w0 + dτ 0 = 0, w1 + τ 0(a0w

0 + a1w
1) = 0. З неї видно, що τ 0, а тому й

F0 iстотно залежать вiд напряму змiщення dM точки M . Цi dM слiд обирати чимось
характерними — геометрично осмисленими. Вiзьмемо dM||k0. Тодi w1 = 0 й з остан-
нього рiвняння системи {... одержується τ 0a0w0 = 0. Рiвнiсть w0 = 0 тут неможлива, бо
разом з w1 = 0 це означало б dM = 0 — незмiщуванiсть M . Припущення a0 = 0 означає,
що поле E часткового класу. Залишається τ 0 = 0, але цей випадок просто нецiкавий.
Отже, вибiр змiщення dM||k0 для m0 виявився непродуктивним.

Розглянемо змiщення dM||k1. Тодi вже w0 = 0 i вiдразу одержується w1 +
+τ 0a1w

1 = 0, а тому й a1 = −1/τ 0. Таким чином, iнварiант a1 є протилежним обер-
неному значенню координати τ 0 точки F0 на m0.

Розглядаючи подiбно C1, тобто прямi m1, точки F1 i змiщення dM||k0, прийдемо
до M + τ 1k1 = M + dM + (τ 1 + dτ 1)(k1 + dk1), а зрештою i до рiвностi a0 = 1/τ 1, яка
i з’ясовує диференцiально-геометричний змiст iнварiанту a0. Що ж до функцiй λ0 та
λ1, то вони є коефiцiєнтами розкладу диференцiалу dλ iнварiантного скалярного поля
λ за диференцiальним базисом форм w0 та w1, вiдповiдно. Отже, всi iнварiанти E
геометризовано.

Iзотропнi вектори однаковi з iншими у просторi V 1
2 вiдносно його лiнiйних вла-

стивостей, але мають своєрiднi метричнi вiдмiнностi, згiдно вигляду diag(−1, 1) ма-
трицi метричного тензору g. Наприклад, два iзотропнi вектори p та q = λp з λ ̸= 0
нерозрiзнюванi за їхнiми довжинами, нульовими для них обох, але ж розрiзнюванi за
координатами (p0, p1) та (q0, q1) = (λp0, λp1).
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Моделювання теплового процесу пiд час
електропластичного волочiння рухомого дроту

Ляшенко В.П., Кобильська О.Б.
leca91@yandex.ru

(Кременчуцький нацiональний унiверситет iменi Михайла Остроградського,
Україна, Кременчук)

Розглядається задача дослiдження температурного поля рухомого iзотропного
осесимметричного середовища iз циклiчно дiючими джерелами тепла. Побудова мате-
матичної моделi була викликана проблемами, що виникли пiд час дослiдження електро-
пластичної деформацiї тугоплавких металiв та сплавiв на їх основi [1, 2]. До останньо-
го часу залишалось нез’ясованим питання внеску температурного впливу iмпульсно-
го струму на пiдвищення пластичностi металу пiд час ЕПВ. В данiй роботi на основi
нелiнiйної крайової задачi для рiвняння теплопровiдностi була побудована, математи-
чна модель теплового процесу, що вiдбувається в рухомому дротi пiд час ЕПВ. Задача
розв’язанна чисельним методом. Розрахунки температурних розподiлiв зробленi для
цинку та вольфраму. Данi для чисельних експериментiв узятi iз публiкацiї [1, 2]. Ре-
зультати чисельного експерименту порiвнювалися iз результатами прямого замiрюван-
ня температури у окремих точках областi нагрiвання [1, 2]. Чисельнi розрахунки пра-
ктично спiвпадають iз значеннями температури, отриманими пiд час її замiрювання за
допомогою приладiв i показують, що температура пiд час обробки дроту iмпульсним
струмом майже не пiдвищується, що свiдчить про вiдсутнiсть впливу температурного
фактора на ефекти, якi виникають пiд час ЕПВ.

1. Спицын В.И. Электропластическая деформация металлов / В.И. Спицын, О.А. Троицкий. — М.:
Наука, 1985. –– 160 с.2.

2. Троицкий О.А. Влияние длительности импульсов тока на скорость ползучести кристаллов цинка /
О.А. Троицкий, В.И. Сташенко, В.И. Спицын // Металлы. — 1982. — № 1. — С. 164–168.
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Квазiстатичнi задачi термопружностi для оболонок
податливих на зсув та стиск

Малець Р.
romannakhmil@yahoo.com

(Львiвський нацiональний унiверситет iм.I.Франка, Україна, Львiв)

Дане дослiдження розглядає процес геометрично нелiнiйного деформування iзо-
тропних оболонок податних на зсув i стиск пiд дiєю силових навантажень та нерiвно-
мiрного нагрiву.

У працях [1, 2] побудовано початково-крайовi та вiдповiднi варiацiйнi задачi ди-
намiки та статики оболонок пiд дiєю силових навантажень. Основна особливiсть вико-
ристаного в цих працях пiдходу полягає в напiвдискретизацiї вектора змiщень пружного
тiла за змiнною товщини на основi кiнематичних гiпотез Тимошенка–Мiндлiна зi збере-
женням повного вектора поворотiв нормалi серединної поверхнi. Вихiднi спiввiдношен-
ня моделi мiстять як невiдомi –– змiщення серединної поверхнi оболонки та повороти її
нормалi. Встановлено умови коректностi варiацiйних задач статики та динамiки лiнiй-
ної шестимодальної теорiї оболонок Тимошенка–Мiндлiна, побудованi оцiнки збiжностi
чисельних розв’язкiв поставлених задач. Сукупнiсть результатiв праць [1, 2] служить
ґрунтовною основою для продовження дослiдження цього класу моделей оболонок.

Насамперед сформульована задача термопружностi для зсувних оболонок. Мо-
дель побудована на основi геометрично нелiнiйної теорiї оболонок Тимошенка—Мiндлiна
[3], що зберiгає прямолiнiйнiсть нормального елемента недеформованої оболонки пiсля
її навантаження, але може змiнювати свою довжину i може бути неортогональним до
деформованої серединної поверхнi. Цю гiпотезу вiдображає шестимодальний варiант
рiвнянь перемiщень точок облонки, який у поєднаннi iз спiввiдношеннями нелiнiйної
теорiї пружностi, зв’язує перемiщення серединної поверхнi оболонки iз компонента-
ми тензора деформацiй Грiна. Для врахування, окрiм силового навантаження, впливу
температурного поля на деформацiю тонкостiнних конструкцiй використано гiпотезу
Дюгамеля—Неймана.

Сформульовано крайову задачу про статичну рiвновагу оболонок податливих на
зсув та стиснення. Варiацiйнi принципи термопружностi, за допомогою яких розвинутi
наближенi методи розв’язування задач термопружностi, аналогiчнi до вiдомих варiацiй-
них методiв розв’язування задач iзотермiчної теорiї пружностi [4]. Вони базуються на
узагальненому варiацiйному принципi Лагранжа i виразах, що апроксимують можливi
перемiщення та можливi напруження, i принципi мiнiмуму енергiї деформацiї. Доведе-
но коректнiсть варiацiйних задач лiнiйного деформування зсувних оболонок довiльної
форми пiд дiєю термосилового навантаження.

Наведено також розв’язування геометрично нелiнiйних задач статики методом
скiнченних елементiв та аналiз числових результатiв модельних задач деформування
зсувних оболонок пiд дiєю термосилового навантаження.

1. Вагiн П.П., Iванова Н.В., Шинкаренко Г.А. Постановка, розв’язуванiсть та апроксимацiя варiа-
цiйних задач статики зсувних оболонок // Матем. методи та фiз.–мат. поля. — 1999. — 42, № 2. —
С.53–61.

2. Iванова Н. В. Чисельне моделювання поводження гнучких зсувних оболонок з деформiвною нор-
маллю : Дис... канд. наук: 01.01.07 — 2000.

3. Рикардс Р.Б. Метод конечных элементов в теории оболочек и пластин. –– Рига: Зинатне. — 1988.
— 284 с.

4. Лейбензон Л. С. Теория упругости. —- Собр. трудов, т. 1. М., Изд–во АН СССР. —- 1951.
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Застосування принципу рiвноваги до розв’язування
жорстко некоректних задач

Милейко Г.Л., Солодкий С.Г.
anna_mileyko@ukr.net, solodky@imath.kiev.ua

(Iнститут математики НАН України, Україна, Київ)

Розглянемо проблему наближенного розв’язування жорстко некоректних задач,
що задаються у виглядi операторного рiвняння I роду

Ax = y, (1)

де A : X → Y — лiнiйний компактний iн’єктивний оператор, що дiє мiж гiльбертовими
просторами X i Y . Будемо припускати, що замiсть y вiдоме деяке збурення yδ ∈ Y :
∥y − yδ∥ ≤ δ, δ > 0, а замiсть A — оператор Ah : ∥A− Ah∥ ≤ h, h > 0, где Ah : X → Y —
також лiнiйний iн’єктивний компактний оператор.

Слiдуючи [1], будемо припускати, що x0 належить множинi

MK
p,ρ(A) := {x : x = (ln ... ln︸ ︷︷ ︸

K–разiв

(A∗A)−1)−pv, ∥v∥ ≤ ρ}, (2)

при деяких невiдомих 0 < p ≤ p1, K = 1, 2, ... й вiдомому ρ > 0, де операторна функцiя
(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K–разiв

(A∗A)−1)−p задається спектральним розкладом оператора A∗A.

Для стiйкого розв’язування задачi (1) ми застосуємо iтерований метод Тiхонова
з принципом рiвноваги (див. [2]).

Нагадаємо (див., наприклад, [3]), що iтерований метод Тiхонова полягає у виборi
натурального m, початкового наближення xh,δ0,α та послiдовному обчислюваннi елементiв
xh,δi,α , i = 1, 2, ...,m за правилом

xh,δi,α = α(A∗
hAh + αI)−1xh,δi−1,α + α(A∗

hAh + αI)−1A∗
hyδ.

А також зазначимо, що у рамках принципу рiвноваги, за параметр регуляризацiї бере-
ться елемент

α = α+ := max{α ∈M+(∆N)}, (3)

де
∆N = {αi = (q2)iα0, i = 1, 2, ..., N}, q > 1, α0 = n(h+ δ)2, N : αN ≍ 1,

та
M+(∆N) = {αi ∈ ∆N : ∥xh,δm,αi,n

− xh,δm,αj ,n
∥ ≤ 4Ψ(αj), j = 1, 2, ..., i},

де Ψ(α) — одна з функцiй, що визначає величину похибки, монотонно спадна.
Теорема. Нехай x0 ∈MK

p,ρ(A), 0 < p ≤ p1, K = 1, 2, ... i параметр регуляризацiї
обирається згiдно правилу (3). Тодi для довiльних δ, h > 0 похибка має порядок

O

(ln ... ln︸ ︷︷ ︸
K–разiв

ρ

ρc1h+ c2δ

−p)
.

1. Бакушинский А.Б., Кокурин М.Ю. Итерационные методы решения некорректных операторных
уравнений с гладкими операторами // М.: Едиториал УРСС — 2002, — с. 192.

2. Pereverzev S., Schock E. On the adaptive selection of the parameter in regularization of ill-posed problems
// SIAM J. Numer. Anal. — 2005. — №43, — P. 2060–2076.

3. Вайникко Г.М., Веретенников А.Ю. Итерационные процедуры в некорректных задачах // М.: На-
ука — 1986, — с. 181.
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О сходимости разностных схем для задачи
динамики вязкой стратифицированной жидкости

Москальков М.Н., Утебаев Д.
moskalkov@hotmail.com , dutebaev_56@mail.ru

(Национальный авиационный университет, Украина, Киев,
Каракалпакский госуниверситет имени Бердаха, Узбекистан, Нукус)

В настоящей работе рассматриваются задача [1]

∂2

∂t2
L1u+

∂

∂t
L2
2u+ L3u = f(x, t), (x, t) ∈ QT = {x ∈ Ω, 0 < t 6 T},

u(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Ω , u =

∂u

∂n
= 0, x ∈ Γ = ∂Ω, t ∈ [0, T ],

Lqu = −
p∑

m=1

∂

∂xm

(
kqm(x)

∂u

∂xm

)
, 0 < k0 6 kqm(x) 6 k1, q = 1, 3 , x ∈ Ω ⊂ Rp, p = 1, 2, ... .

Сначала аппроксимируем, пространственные переменные на основе метода коне-
чных элементов, в результате чего получим систему обыкновенных дифференциальных
уравнений

D
d2uh(t)

dt2
+B

duh(t)

dt
+ Auh(t) = fh(t), uh(0) = u0,h,

duh
dt

(0) = u1,h, (1)

где uh(t) — элемент конечномерного пространства Hh∀t;D, B, A — операторы из Hh в
Hh (им соответствуют матрицы массы и жесткости).

Далее, для решения задачи (1) применяется многопараметрическая схема метода
конечных элементов четвертого порядка точности по времени [2]:

Dγ ẏt +Byt + A

∧
y+y

2
= φ1, Dαyt − τ 2γBẏt −Dβ

∧
ẏ+ẏ

2
= φ2, y

0=u0, ẏ
0 = u1. (2)

Здесь

y = yn = y(tn),
∧
y = yn+1, ẏ = ẏn =

dy

dt
(tn),

Dγ = D − γτ 2A, Dα = D − ατ 2A, Dβ = D − βτ 2A,

φ1 =

1∫
0

f(tn + τξ)ϑ1(ξ)dξ, φ2 =

1∫
0

f(tn + τξ)ϑ2(ξ)dξ,

ϑ1(ξ) = p1ϑ
(1)
1 (ξ) + p2ϑ

(2)
1 (ξ), ϑ2(ξ) = s1ϑ

(1)
2 (ξ) + s2ϑ

(2)
2 (ξ), ξ = (t− tn)/τ,

ϑ
(1)
1 (ξ) = 1, ϑ

(2)
1 (ξ) = ξ2 − ξ, ϑ

(1)
2 (ξ) = τ (ξ − 1/2) , ϑ

(2)
2 (ξ) = τ

(
ξ3 − 3ξ2/2 + ξ/2

)
,

p1 = 6− 60γ, p2 = 30− 360γ, s1 = 180β − 40α, s2 = 1680β − 280α,

α, β, γ — параметры, которые подчиняются условию четвертого порядка аппроксима-
ции

α + γ = β + 1/6.

Высокий порядок точности схемы достигается за счет специальной дискретиза-
ции временной и пространственных переменных. Доказана устойчивость и сходимость
построенных алгоритмов. Получены априорные оценки в различных нормах, которые
используются в дальнейшем для получения согласованных оценок точности схемы при
слабых предположениях о гладкости решений дифференциальных задач.

Схема (2) имеет определенные преимущества перед другими схемами:
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• схема высокого порядка точности (выше двух);

• кроме самого решения, одновременно находитися и еë производная (скорость) с
той же точностью;

• используя интерполяционное представление

y(t) = ynφn
00(t) + ẏnφn

10(t) + yn+1φn
01(t) + ẏn+1φn

11(t),

φn
00(t) = 2ξ3−3ξ2+1, φn

01(t) = 3ξ2−2ξ3, φn
10(t) = τ(ξ3−2ξ2+ξ), φn

11(t) = τ(ξ3−ξ2),

при необходимости можно получить решение и его производную в любой момент
времени;

• поскольку схемы двухслойные, можно без потери точности использовать перемен-
ный шаг;

• схема условно устойчивая и требует в 4 раза больше арифметические операции,
чем обычные, но эта схема для достижения определенной точности позволяет
выбрать большие шаги по времени.

1. Ляшко С.И., Редько С.Е. Приближенное решение задачи динамики вязкой стра-
тифицированной жидкости // Журнал вычисл. матем. и матем. физ., 1987. — Том
27. — № 5. — С. 720–729.

2. Утебаев Д. Исследование разностных схем метода конечных элементов для урав-
нения колебания с диссипацией // Вiсник Киiв. нац. унiв., Сер. фiз.–мат. науки —
Киiв, 2006. — № 4. — С. 232–237.
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Динамiчнi моделi дифузiї з обмеженою швидкiстю

Новiцький А.В.
novitzky.andrej@yandex.ru

(Нацiональний авiацiйний унiверситет, Україна, Київ)

Подається порiвняльний аналiз рiзних моделей руху броунiвських частин з ура-
хуванням обмеженостi їх швидкостi.

1. Рiвняння Ланжевена з ортогональним впливом [1].

2. Рух по гратках [2].

3. Моделi що спираються на стохастично iєрархiчно–корельованi серiї (SHCS) [3].

На основi SHCS рядiв та алгоритму розробленому автором реалiзується комп’ю-
тером програма дифузiї в R3 з лiнiйною швидкiстю.

1. Дубко В.А. Вопросы теории и применения стохастических дифференциальных уравнений. // Дубко
В.А. — Владивосток: ДВО АН СССР — 1989. — 185 с.

2. Колесник А.Д. Симметричные марковские случайные эволюции на плоскости // А. Д. Колесник,
А. Ф. Турбин, Киев : ИМ. — 1990. — 39 с.

3. Дубко В.А. SHCS–ряды и их применение для обобщения, классификации и моделирования случай-
ных гармонических процессов // Препринт № 154 / В. А. Дубко, Е. В. Карачанская, Вычислитель-
ный центр ДВО РАН. — Хабаровск: изд-во ТОГУ. — 2010. — 31 c.
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Оптимiзацiя параметрiв чисельних моделей
випадкових процесiв

Пашко А.
pashkoua@mail.ru

(Європейський унiверситет, Україна, Київ)

При чисельному моделюваннi випадкових процесiв i полiв особлива увага придi-
ляється тосностi i надiйностi. Найбiльш часто моделюються гауссовi випадковi процеси.
В роботi [1] розглядаються оцiнки точностi i надiйностi субгауссових випадкових про-
цесiв i полiв. Розглянемо стацiонарний регулярний строго субгауссiвський випадковий
процес, що зображуються у виглядi

ξ(t) =

∫ ∞

0

cos(λt)dϕ1(λ) + sin(λt)dϕ2(λ),

ϕ1(λ), ϕ2(λ) центрованi некорельованi випадковi процеси з некорельваними приростами
i при u > v ≥ 0 E(ϕi(u)− ϕi(v))

2 = F (u)− F (v), де F (u) спектральна функцiя процесу.
Модель будується у виглядi

ξN(t,Λ) =
N∑
i=0

(
cos(λit)ν1i + sin(λit)ν2i

)
де ν1i, ν2i некорельованi строго субгауссовi випадковi величини, такi, що E(νli)

2 =
F (ui+1)− F (ui), та 0 = u0 < u1 < ... < uN = Λ — деяке розбиття вiдрiзка [0,Λ].

Наприклад, має мiсце твердження.
Твердження. Випадковий процес ξN(t,Λ) є моделлю, що наближає процес ξ(t)

з надiйнiстю 1 − α, 0 < α < 1, та точнiстю δ > 0 в L2(T ), якщо для чисел Λ та N
виконуються нерiвностi

BN,Λ < δ,

exp
(1
2

) δ

(BN,Λ)1/2
exp
(
− δ2

2BN,Λ

)
≤ α,

де

BN,Λ =
T 3

3

N−1∑
i=0

∫ ui+1

ui

(u− ui)
2dF (u) + T (F (∞)− F (Λ)).

В роботi дослiджуються алгоритми вибору довжини iнтервалу та його розбиття
для рiзних випадкових процесiв. Зокрема, для процесiв, що мають спектральну щiль-
нiсть

f(λ) =
1

(1 + λ2)n
,

f(λ) =
1

(1 + λ2n)2
.

1. Козаченко Ю.В., Пашко А.О., Розора I.В. Моделювання випадкових процесiв та полiв // К.Задруга
– 2007. – С. 232.
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Лiнiйчата гiперповерхня пiвевклiдової площини

Польща Г.С., Лiсняк В.С.
v-lisnyak@univ.kiev.ua

(Київський технологiчний iнститут легкої промисловостi, Україна, Київ,
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Однопараметрична пiдмножина C множини U всiх прямих у 1V2 є фактично
гiперповерхнею в U за лiнiйчато-геометричним її змiстом. Називатимемо C ще i ком-
плексом прямих, запозичуючи термiнологiю простору E3.

Вiднесемо 1V2 до поля ортореперу G ≡ (A; R(n0, n1)). Його деривацiйнi рiвня-
ння мають вигляд dA = wrnr, dns = wk

snk; wu
i + wi

u = 0.
Зiставимо з кожною прямою m ∈ 1V2 орторепер G з вершиною A на m й ортом

n0||m. Нерухомiсть прямої m забезпечують лише такi змiни G ≡ (A; n0, n1), що dA||m
та de0 = 0, тобто w1 = 0, w1

0 = 0. Тому пфафовi форми w1 i w1
0 головнi. Взявши w1

0 за
базисну, маємо рiвняння w1 = αw1

0.
Знайдемо тепер точку D ≡ m × (m + dm) – перетину прямої m (її точка D має

радiус-вектор r1 = A + µn0) з їй нескiнченно близькою прямою m + dm, на якiй ця
ж D подається радiус-вектором r2 = A + dA + (µ + dµ)(n0 + dn0). Тому 0 = r2 −
−r1 = dA + n0dµ + µdn0. Тут знехтувано нескiнченно малим доданком dn0dµ вищого
порядку мализни. Останнє векторне рiвняння рiвнозначне системi двох координатних
{ dµ+ w0 = 0, w1 + µw1

0 = 0.
Звiдси зi врахуванням w1 = αw1

0 зокрема виходить µ = −α. Сумiщення A з D
забезпечується покладанням µ = 0, що зводить w1 = αw1

0 до w1 = 0. Цим положення
вершини A реперу G, а отже, i його самого точно визначено як A ≡ m× (m+dm). Тому
G стає канонiчним супровiдним орторепером лiнiйчатої гiперповерхнi C з прямих лiнiй
у 1V2. Рiвнiсть w1 = 0 фактично ж є лiнiйним диференцiальним рiвнянням комплексу
C у його саме таким способом — A ≡ m × (m + dm) — канонiзованому ортореперi G.
З першого деривацiйного рiвняння dA = w0n0 + w1n1 в наслiдок w1 = 0 виходить
dA = w0n0. Форма w0 у канонiзованому G стає теж головною, а тому пов’язаною з
базисною w1

0 залежнiстю виду χw0 = w1
0. Звiдси негайно дiстаємо χ = w1

0/w
0.

Отже, змiст диференцiального iнварiанту χ такий: це вiдносна швидкiсть поворо-
ту бiжучої прямої m навколо A при нескiнченно малому змiщеннi точки A. Своєрiднiсть
побудови геометрiї ∞1 прямих у 1V2 (порiвняно з евклiдовою площиною E2) проявля-
ється тiльки при звертаннi до iманентно метричних понять, спiввiдношень i утворень
пiвевклiдової площини 1V2.

Подiбнi запропонованим тут геометричнi конструкцiї використовувалися i ранi-
ше (доц. Польща Г.С.) у геометризацiї розподiлу точок чотиривимiрного проективниго
простору i можуть бути застосованi при дослiдженнi лiнiйчатих многовидiв у багато-
вимiрних пiвеклiдових просторах.

Нерiдко чисто психологiчною причиною незвичностi неевклiдової геометрiї є без-
пiдставне очiкування вiд її об’єктiв властивостей їм однойменних об’єктiв (понять, фi-
гур, формул) класичного евклiдового простору.
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Математичне моделювання динамiчних
процесiв в Азовському морi

Потапенко Л.I.
lpotapenko@ukr.net,

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ )

Азовське море має велике народногосподарське значення завдяки своїм великим
рибним запасам. Особливiстю Азовського моря є його порiвняно невеликi розмiри i мiл-
ководнiсть. Внутрiшньоконтинентальне розташування i мiлководнiсть моря спричиня-
ють сильну мiнливiсть його гiдрогеологiчних характеристик. В данiй роботi побудована
тривимiрна математична модель, яка дозволяє вивчати динамiчнi процеси в Азовському
морi. Модель призначена для оцiнки i прогнозування стану водного середовища моря з
урахуванням впливу вiтру. Математична модель заснована на рiвняннях гiдродинамiки
мiлководних водойм, якi включають в себе рiвняння Нав’є-Стокса, рiвняння нерозрив-
ностi, спiввiдношення, що зв’язує повний гiдродинамiчний тиск з глибиною, а також
граничнi та початковi умови. Граничнi умови на вiльнiй поверхнi враховують вплив
вiтру на динамiку водного середовища. Через переважання горизонтального масштабу
над вертикальним можна вважати несуттєвою роль горизонтальної турбулентної в’яз-
костi в порiвняннi з вертикальною. Тому вважаємо коефiцiєнт горизонтального турбу-
лентного обмiну постiйним, а коефiцiєнт вертикального турбулентного обмiну обчислю-
ється виходячи з моделi Смагоринського. Рельєф дна Азовського моря в вузлах сiтки
визначається цифровою моделлю. Для чисельної реалiзацiї моделi побудована неявна
рiзницева схема зi змiнним кроком по горизонтальних координатах. Для обчислення
тиску використовується скiнченнорiзницева апроксимацiя рiвняння Пуассона.
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Критические значения функции на
замкнутой кривой

Пришляк Д.А., Лосева М.В.
prishlyak@yahoo.com

(Киевский национальный университет имени Тараса Шевченка, Украина, Киев)

Пусть задана гладкая замкнутая кривая на плоскости, которую мы будем рас-
сматривать как траекторию движения точки. Рассмотрим функцию высоты на ней
f(x, y) = y, у которой все критические точки есть локальные минимумы или макси-
мумы. Нас будет интересовать вопрос: какие возможны значенения функции в крити-
ческих точках, при которых кривая не будет иметь точек самопересечения. Заметим,
что локальные минимумы и максимумы чередуются.

Теорема 1. Если у кривой один глобальный максимум или один глобальный
минимум, то существует кривая, с такими же критическими значениями и без точек
самопересечения.

Каждому локальному минимуму и максимуму припишем индекс, который опре-
деляется следующим образом: в точке минимума (есле таких несколько, то в минимуме
с наименьшей абсцисой) зададим движение по кривой так, что вектор скорости сона-
правлен направлению оси абсцис. Индекс локального минимума равен 1, если вестор
скорости сонаправлен оси абсцис и -1 в противоположном случае. Для максимумов
наоборот: если вектор скорости сонаправлен оси абсцис, то индекс равен -1, а если
противоположно направлен то 1.

Теорема 2. Сумма индексов замкнутой кривой без точек самопересечения равна
двум.

Следствие. Если у замкнутой кривой четыре критические точки и два крити-
ческих значения, то она имеет точки самопересечения.

1. О.O.Пришляк, К.О.Пришляк, К.I.Мiщенко, Н.В.Лукова. Класифiкацiя простих m-функцiй на орi-
єнтованих поверхнях// Журнал обчисл. та прикл. матем. — 2011. – 104, №1. — C.97-108.
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Максимiзiцiя ймовiрностi небанкрутства страхової
компанiї в класичнiй моделi ризику за можливостi
використання франшизи й лiмiту вiдповiдальностi

Рагулiна О.Ю.
lena_ragulina@mail.ru

(Донецький нацiональний унiверситет, Україна, Донецьк)

Розглядається ймовiрнiсть небанкрутства страхової компанiї на нескiнченному
промiжку часу як функцiя початкового капiталу в класичнiй моделi ризику. За допо-
могою результатiв роботи [1], в якiй вивчались функцiональнi властивостi цiєї функцiї,
знаходяться аналiтичнi вирази для ймовiрностi небанкрутства у випадках, коли вста-
новлюються умовна франшиза, лiмiт вiдповiдальностi, а також умовна франшиза й
лiмiт вiдповiдальностi одночасно, а розмiри страхових вимог мають показниковий роз-
подiл. Особливiстю знайдених аналiтичних виразiв є те, що вони є рiзними на певних
вiдрiзках через наявнiсть дискретної компоненти у функцiї розподiлу розмiрiв страхо-
вих вимог.

Вивчається питання про доцiльнiсть введення умовної франшизи й лiмiту вiд-
повiдальностi з точки зору максимiзацiї ймовiрностi небанкрутства для малих та до-
сить великих значень початкового капiталу. Зокрема, показується, що при досить малих
значеннях початкового капiталу встановлення умовної франшизи завжди зменшує ймо-
вiрнiсть небанкрутства, а встановлення лiмiту вiдповiдальностi завжди збiльшує; при
досить великих значеннях початкового капiталу встановлення лiмiту вiдповiдальностi
завжди збiльшує ймовiрнiсть небанкрутства.

Розв’язується задача вибору оптимального рiвня умовної франшизи в динамi-
чнiй постановцi з точки зору максимiзацiї ймовiрностi небанкрутства на нескiнченному
промiжку часу. Для цього виводиться рiвняння Гамiльтона-Якобi-Беллмана, яке задо-
вольняє ймовiрнiсть небанкрутства в припущеннi, що ця функцiя є диференцiйовною, i
показується, що це рiвняння має розв’язок, який задовольняє певнi умови. Перевiрочна
теорема встановлює зв’язок мiж цим розв’язком рiвняння та ймовiрнiстю небанкрут-
ства при використаннi оптимальної стратегiї. Аналогiчна задача розв’язується, коли
страхова компанiя може використовувати безумовну франшизу.

Показується, що у випадку показниково розподiлених розмiрiв страхових вимог
стратегiя, яка полягає в тому, щоб нiколи не використовувати умовну франшизу, не
є оптимальною, отже, використання оптимальної стратегiї дозволяє збiльшити ймо-
вiрнiсть небанкрутства. Проте в цьому випадку ймовiрнiсть небанкрутства неможливо
збiльшити, використовуючи безумовну франшизу.

1. Рагулiна О.Ю. Про диференцiйовнiсть iмовiрностi небанкрутства страхової компанiї в моделях зi
сталою вiдсотковою ставкою // Прикладна статистика. Актуарна та фiнансова математика. – 2010. –
№ 1-2. – С. 82-116.
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Матриця коварiацiй оцiнки параметрiв моделi
сплайнової регресiї з обмеженнями на параметри

Савкiна М.Ю.
marta@imath.kiev.ua

(Iнститут математики НАН України, Україна, Київ)

Розглянемо модель лiнiйної регресiї

yi = f(xi) + ξi, i = 0, 1, ..., n, (1)

де ξ0, ..., ξn − незалежнi у сукупностi нормально розподiленi випадковi величини з Eξi =
= 0 та Dξi = σ2, а функцiю регресiї f(x) можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї
нормалiзованих B-cплайнiв[1]

f(x) = b0B0(x) + b1B1(x) + b2B2(x), (2)

де

B0(x) =

{
1− x

x∗ , якщо 0 ≤ x ≤ x∗,
0, якщо x∗ ≤ x ≤ 1,

B1(x) =

{
x
x∗ , якщо 0 ≤ x ≤ x∗,

− x
1−x∗ +

1
1−x∗ , якщо x∗ ≤ x ≤ 1,

B2(x) =

{
0, якщо 0 ≤ x ≤ x∗,

x
1−x∗ − x∗

1−x∗ , якщо x∗ ≤ x ≤ 1.

В цих позначеннях x∗ - точка переходу моделi: x∗ ∈ [x0, xn]; b0, b1, b2 - невiдомi
параметри, якi пiдлягають оцiнюванню.

Припустимо тепер,що невiдомi параметри задовiльняють спiввiдношенням

b0 + r1b1 + r2b2 = r3, (3)

або 
b0 + r11b1 + r12b2 = r13,
b0 + r21b1 + r22b2 = r23,
r11 ̸= r12, або r21 ̸= r22,

(4)

де r1, r2, r3, r11, r12, r13, r21, r22, r23 - вiдомi сталi.
У випадку, коли xi = i

n
, i = 0, 1, ..., n, на пiдставi загальної формули для матрицi

коварiацiй оцiнки метода найменших квадратiв параметрiв моделi лiнiйної регресiї з
обмеженнями на параметри[2] знайдено матрицi коварiацiй оцiнок метода найменших
квадратiв параметрiв b0, b1, b2 моделi сплайнової регресiї (1),(2) з обмеженнями на пара-
метри (3) та моделi (1),(2) з обмеженнями на параметри (4).

1. Завьялов Ю.C., Квасов Б.И., Мирошниченко В.Л. Методы сплайн-функций. — Москва: Наука,1980.—
352 С.

2. Демиденко Е.З. Линейная и нелинейная регрессии. — Москва: Финансы и статистика,1981.—304 С.
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О решении вариационных неравенств на множестве
неподвижных точек счетного семейства

нерастягивающих операторов

Семенов В.В.
semenov.volodya@gmail.com

(Киевский национальный университет имени Тараса Шевченко,
Украина, Киев)

Пусть H — действительное гильбертово пространство, A : H → H — сильно
монотонный и липшицевый оператор, Ti : H → H — счетный набор нерастягивающих
операторов. Предположим, что

F =
∞∩
i=1

F (Ti) ̸= ∅,

где F (Ti) = {x ∈ H : x = Tix}. Рассмотрим задачу

найти x ∈ F : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ F. (1)

Предмет доклада — обсуждение сходимости следующего итерационного алгори-
тма решения вариационного неравенства (1).

Задаем x1 ∈ H и генерируем последовательность элементов xn ∈ H при помощи
схемы

xn+1 =

(
n−1∑
i=1

(αi−1 − αi)Ti + (αn−1I − αnA) ◦ Tn

)
xn,

где α0 = 1, (αn) — убывающая последовательность чисел интервала (0, 1), αn → 0,∑∞
n=1 αn = +∞.
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Оптимiзацiя процесiв вирощування бiомаси в
культурах мiкроорганiзмiв на основi математичної

моделi

Сiренко I.П., Станiславська С.В.
i.sirenko@gmail.com

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ )

В роботi [1] описано i дослiджено математичну модель росту перiодичної куль-
тури мiкроорганiзмiв. Модель являє собою таку систему диференцiйних рiвнянь:

dx

dτ
= x

(
y

1 + y
− α

)
,
dy

dτ
= − xy

1 + y
, x(0) = x0, y(0) = y0, (9)

де x — концентрацiя бiомаси, y — концентрацiя субстрату, x0 — початкова концентра-
цiя бiоомаси, y0 — початкова концентрацiя субстрату, α — постiйна, що характеризує
ефективнiсть перетворення субстрату в бiомасу.

На практицi є можливiсть пiдтримувати фiзико-хiмiчнi умови культивування
(температуру, pH середовища, iнтерсивнiсть аерацiї тощо) постiйними тому можна вва-
жати, що культивування проводиться в постiйних умовах. Тодi змiнними, за якими
можна проводити оптимiзацiю будуть початкова концентрацiя бiомаси x0, та субстрату
y0, а також час культивування τ .

Задача оптимiзацiї розглядається в загальнiй постановцi за припущення адеква-
тностi моделi (1). Таким чином, будемо розглядати оптимiзацiю деяких функцiоналiв
на множинi розв’язкiв системи (1).

Найцiкавiшими для практики є процеси вирощування бiомаси оптимальнi з то-
чки зору отримання найбiльшого чистого доходу або мiнiмальної собiвартостi продукцiї.
В цьому випадку параметрами цих оптимiзацiйних задач будуть такi показники як вар-
тiсть бiомаси, закладається на початку в ферментатор, вартiсть субстрату, продажна
вартiсть вирощеної бiомаси, вартiсть роботи обладнання за одиницю часу.

Розв’язок задачi оптимiзацiї для конкретної культури мiкроорганiзмiв i субстра-
ту знаходиться чисельними методами.

Аналiтичне дослiдження iснування розв’язкiв задач оптимiзацiї в залежностi вiд
параметрiв проводидься за допомогою функцiї Лагранжа.

1. Сiренко I. П. Дослiдження математичної моделi росту культури мiкроорганiзмiв. I. Основнi вла-
стивостi моделi // Журн. обчисл. та приклад. матем. – 2011, №1(104). – С. 121–126.
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Задача полосної класифiкацiї цифрової iнформацiї

Соломянюк I. Г.
Solomeniukinga@gmail.com

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ )

Теорiя i практика проектування систем класифiкацiї iнформацiї на даний мо-
мент отримали iстотний розвиток в численних роботах. Проте залишається актуальною
проблема пiдвищення якостi розпiзнавання образiв при дослiдженнi зображень особи,
мовних, ультразвукових i гiдроакустичних сигналiв, текстовiй iнформацiї за наявно-
стi формул, а також iнших рiзноманiтних даних про процеси, зображення i явища, що
виникають в нашому навколишньому середовищi.

Тема дослiджень даної роботи подiбна з напрямами дослiджень проблеми роз-
пiзнавання образiв засобами методiв групового врахування аргументiв та опорних ве-
кторiв (Support Vector Machine). Проте, на вiдмiну вiд цих робiт, можна при синтезi
систем розпiзнавання образiв використовувати засоби оптимального синтезу лiнiйних
перетворень, розроблених на пiдставi результатiв по теорiї збурених псевдообернених i
проекцiйних операцiй. В термiнах псевдообернених операцiй є необхiднi i достатнi умо-
ви iснування робастної дихотомної лiнiйної роздiльностi множин в просторi ознак, а
синтез систем класифiкацiї зводиться до пошуку найкращих компонент вектора ознак
або оптимально сформованих лiнiйних комбiнацiй компонент. В свою чергу цей пошук
полегшується в обчислювальному аспектi за рахунок використання формул представ-
лення збурення псевдообернених матриць при замiнi вектор-рядкiв в початкових ма-
трицях новими вектор-рядками.

В роботi приведенi алгоритм класифiкацiї iнформацiї засобами нейронної мере-
жi та алгоритм синтезу лiнiйних систем засобами псевдообернення, якi реалiзованi в
програмному середовищi iнженерно-математичного пакету Matlab. Проведено численнi
експерименти на зашумлених даних, якi пiдтверджують доцiльнiсть використання iдеї
синтезу систем нейрофункцiональних перетворень та перспективнiсть їх використання
для розв’язання бiльш складних задач.

Алгоритми оптимального синтезу лiнiйних систем класифiкацiї у рядi випадкiв
дозволяють розв’язувати задачу класифiкацiї, залишаючись в рамках лiнiйної моде-
лi. При невдачi такого пiдходу можуть бути запропонованi алгоритми синтезу iнших
перетворень з автоматичним пошуком на классах таких перетворень.
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Математичне забезпечення iнформацiної системи
прогнозування затоплення земель

Стеля О.Б., Пришляк К.О.
Oleg.Stelya@gmail.com

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Останнiм часом в Українi значно загострилась проблема пiдтоплення i затопле-
ння земель та населених пунктiв внаслiдок змiни клiмату, що призвела до значного
збiльшення опадiв за короткий термiн. Це, в свою чергу, створює складнi умови для
проживання населення, завдає значних матерiальних збиткiв господарству i становить
особливу загрозу для функцiонування екологiчно небезпечних об’єктiв (залiзниць, на-
фтопроводiв, мереж енергопостачання тощо). Для оперативного прогнозування можли-
вого затоплення територiй необхiдно створення комп’ютерної iнформацiйної системи.

Актуальнiсть роботи викликана необхiднiстю мати можливiсть в короткi термi-
ни та на iснуючих наборах даних передбачувати розвиток пiдтоплення та затоплення
населених пунктiв в залежностi вiд стану ґрунтiв та прогнозу опадiв. Iснуючий європей-
ський аналог запропонованої розробки використовує загальноєвропейську базу даних,
яка внаслiдок специфiчностi українських умов та структури даних не може бути вико-
ристана для вiтчизняних потреб.

Iнструментальнi засоби будуть складатись з бази даних з iнтегрованою картогра-
фiєю та блоку для оперативного прогнозування розвитку пiдтоплення та затоплення
населених пунктiв. Iнструментальнi засоби будуть об’єднанi єдиним iнтерфейсом кори-
стувача з графiчним вiконним iнтерфейсом.

На даний час створенi програмнi засоби оперативного прогнозування розвитку
пiдтоплення та затоплення населених пунктiв, якi складаються з таких моделей:

— вологопереносу в ненасиченiй зонi;
— танення снiгу;
— живлення ґрунтових вод за рахунок води в пониженнях рельєфу.
Модель вологопереносу ґрунтується на нелiнiйному рiвняннi Рiчардса. Для його

розв’язання використовується чисельний метод, який є комбiнацiєю метода Ньютона та
метода ПВР.

Створено програмне забезпечення та проведено тестовi розрахунки. Модель до-
зволяє визначати вологiсть ґрунту в залежностi вiд таких факторiв, як температура
повiтря, живлення ґрунту за рахунок опадiв, вiдток води в нижнi горизонти та iн.

Наступним кроком є створення програмних модулiв для вiзуалiзацiї на картi зон
можливого затоплення земель.

83



Оцiнка та вплив дренажних стокiв
Краснознам’янської зрошувальної системи на

рекреацiйнi територiї Херсонської областi

Стеля I.О., Рак Л.К.
igor.stelia@gmail.com

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Останнiм часом екологiчнiй безпецi рекреацiйно-туристських комплексiв (РТК)
України придiляється значна увага. Про це свiдчать численнi публiкацiї соцiально-
економiчного, природно-ландшафтного i проектно-планувального спрямування. Стан
довкiлля є чи не найголовнiшою умовою ефективної рекреацiйної дiяльностi на будь-
якiй територiї. На територiї Херсонської областi значний вплив на прибережнi аквато-
рiї РТК мають скиди дренажних систем, що опрiснюють та змiнюють їх фiзико-хiмiчнi
властивостi.

В роботi створено програмнi засоби для обчислення скиду забруднюючих ре-
човин з дренажним стоком в Чорне море, що включають: базу даних, iнтерфейс бази
даних, картографiчну частину прив’язану до ГIС. В базi даних зберiгаються: данi щодо
точок скиду — район, затока, назва (код), географiчнi координати; данi щодо вiдбору
проби — мiсце вiдбору проби, ким була взята проба, дата вiдбору проби, дата доставки
в лабораторiю, температура води, температура повiтря, умови та мета вiдбору проби,
дата початку та закiнчення аналiзу, у вiдповiдностi до яких вимог здiйснено вiдбiр
проби; данi аналiзу — вид забруднюючої речовини, одиницi вимiрювання, концентрацiї
забруднюючої речовини, похибка, ГДС/ГДК; данi щодо об’єму скидiв — рiк, ККД ски-
дного каналу, загальний обсяг скиду за рiк, об’єм скиду по мiсяцям; данi щодо роботи
дренажних свердловин — назва свердловини i об’єми вiдкачок по мiсяцям.

На основi цих даних створюється вибiрка з подальшим вiдображенням на цифро-
вiй картi точок пробовiдбору, вiдповiдних їм результатiв вимiрювань та розраховується
загальна кiлькiсть скинутих забруднювачiв по точках скиду. При необхiдностi бiля то-
чки пробовiдбору можуть вiдображатися круговi дiаграми iз вкладом кожного забру-
днювача у загальне забруднення. В автоматичному режимi iнформацiя про кiлькiсть
скинутих забруднювачiв вiдображається на цифровiй картi у виглядi зафарбованих зон,
де рiзне забарвлення вiдповiдає рiзним об’ємам скидiв.

Данi з бази даних передаються для подальшого аналiзу та вiдображення у ГIС.
Картографiчна частина включає в себе:
— шар цифрової карти з дренажними стоками, на основi якого та наявних звiтiв визна-
ченi шляхи надходження дренажних вод в скиднi канали;
— засоби для аналiзу та вiдображення даних щодо скиду забруднюючих речовин по
точкам скиду у Чорне море;
— тематичний шар цифрової карти з точками скиду та розфарбуванням у виглядi за-
фарбованих зон вiдповiдно до даних щодо загальної кiлькостi скинутих забруднювачiв
по точках скиду, що створюється в автоматичному режимi.

У роботi було проведено аналiз мiсць та розраховано об’єм скидiв забруднюю-
чих речовин з Краснознам’янської зрошувальної системи в Чорне море. Була зробле-
на оцiнка можливого впливу скидiв забруднюючих речовин на територiї лiкувально-
оздоровчих закладiв побережжя Чорного моря Херсонської областi.
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Сплайнова схема розв’язання нестацiонарного
рiвняння конвекцiї-дифузiї в лагранжевiй формi

Стеля О.Б., Стеля I.О, Тригуб О.С.
Oleg.Stelya@gmail.com

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Україна, Київ)

Розглядається крайова задача для нестацiонарного рiвняння конвекцiї-дифузiї
при значному домiнуваннi дифузiйного члена над конвективним

∂u(x, t)

∂t
= D(x, t)

∂2u(x, t)

∂x2
− V (x, t)

∂u(x, t)

∂x
+ f(x, t), x ∈ (0, L), t > 0, (1)

u(0, t) = U0(t),

u(L, t) = UL(t),

u(x, 0) = g(x),

де V (x, t) ̸= 0, 0 < D(x, t) << 1.
Чисельний розв’язок таких рiвнянь пов’язаний з характерними математични-

ми труднощами. Це так звана ”схемна” дифузiя та нефiзичнi коливання в розрахун-
ках. Поширеним методом розв’язання крайових задач для рiвняння конвекцiї-дифузiї
є лагранжево-ейлоровий метод, згiдно до якого рiвняння (1) записується в лагранжевiй
формi

du

dt
= D(x, t)

∂2u

∂x2
+ f(x, t), (2)

де d
dt
= ∂

∂t
+V (x, t) ∂

∂x
— субстанцiйна похiдна, яка визначає швидкiсть змiни концентрацiї

мiгранта в рухомiй точцi.
Для розв’язання дискретизованого по часовiй змiннiй рiвняння (2) використо-

вується параболiчний сплайн [1,2]. В результатi розрахункiв розв’язок рiвняння може
бути вiдтворений у виглядi параболiчного сплайна.

Розроблено програмне забезпечення та проведено серiю розрахункiв, при яких
запропонований метод продемонстрував високу точнiсть чисельного розв’язку в порiв-
няннi з точним.

1. Стеля О.Б. Про iснування одного параболiчного сплайну // Обчислювальна та прикладиа мате-
матика. Видавництво ТВiМС. – 1997. – № 1. – с. 62-67.

2. Стеля О.Б., Кивва С.Л. Параболический сплайн на неравномерной сетке // Журнал обчислюваль-
ної та прикладної математики. – 1999. – № 2(84). – с. 48-59.
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Врахування пластичних деформацiй при чисельному
розв’язаннi крайових задач теорiї тонких оболонок з

декiлькома отворами

Сторожук Є.А., Чернишенко I.С., Руденко I.Б., Харенко С.Б.
stevan@ukr.net

(Iнститут механiки iм. С.П. Тимошенка НАН України, Україна, Київ)

Тонкостiннi елементи конструкцiй (пластини i оболонки) з криволiнiйними отво-
рами i вирiзами, несучi поверхнi яких є багатозв’язними областями, досить часто зу-
стрiчаються в iнженернiй практицi. Розрахунок вказаних елементiв конструкцiй з вра-
хуванням пластичних деформацiй їх матерiалу спряжений iз значними математичними
труднощами. Тому автори для дослiдження пружнопластичного стану тонких бага-
тозв’язних оболонок з отворами розробили методику, яка базується на використаннi
методу додаткових навантажень i чисельних методiв — варiацiйно–рiзницевого методу
(ВРМ) та методу скiнченних елементiв (МСЕ).

Геометричнi спiввiдношення представленi у векторнiй формi згiдно теорiї непо-
логих оболонок, в якiй мають мiсце гiпотези Кiрхгофа–Лява, а фiзичнi — на основi терiї
малих пружнопластичних деформацiй при простому навантаженнi та теорiї текучостi
з iзотропним змiцненням при складному навантаженнi.

Зауважимо, що векторна форма подання компонент деформацiї має певнi пере-
ваги перед скалярною формою при представленнi перемiщень елемента оболонки як
жорсткого цiлого i мембранному замиканнi.

Оскiльки серединна поверхня багатозв’язної оболонки з отворами є складною
областю, то вона розбивається на декiлька криволiнiйних чотирикутних фрагментiв,
параметризацiя яких здiйснюється з використанням складеної функцiї.

Геометрична частина гiпотез Кiрхгофа–Лява у ВРМ реалiзована алгоритмiчно
за допомогою множникiв Лагранжа. В цьому випадку система розв’язувальних рiвнянь
отримується з умов стацiонарностi змiшаного функцiоналу, який не мiстить похiдних
вiд перемiщень вище першого порядку, що значно спрощує процес дискретизацiї задачi.

При розв’язаннi лiнеаризованої задачi МСЕ кути повороту нормалi у виразах
для компонент згинної деформацiї не визначаються через перемiщення точок середин-
ної поверхнi оболонки, як це прийнято в класичному МСЕ, а апроксимуються бiквадра-
тичними полiномами серендипового типу з виконанням гiпотез Кiрхгофа–Лява тiльки у
вузлах скiнченного елемента (СЕ). Також прийнято, що кут повороту нормалi навколо
дотичної до контуру СЕ змiнюється вздовж сторони за лiнiйним законом. Побудований
таким чином СЕ задовольняє умовам неперервностi кутiв повороту при переходi через
сторони СЕ.

За допомогою розробленої методики i складених програм дослiджено напружено–
деформований стан сферичної, цилiндричної i конiчної оболонок з двома однаковими
або рiзними круговими отворами, а також сферичної оболонки з циклiчно–симетрично
розташованими круговими отворами. Вивчено вплив пластичних деформацiй матерiа-
лу, геометричних i фiзико–механiчних параметрiв, величини i виду навантаження на
розподiл перемiщень, деформацiй i напружень в областi отворiв.
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Аналiз фазового портрету задачi теплового
самозаймання пиловугiльних сумiшей

Ткаченко П.Г., Топал О.I., Кузьменко Б.В.
tkach_p@bigmir.net

(Iнститут вугiльних енерготехнологiй НАН України, Україна, Київ)

Теорiя самозаймання має важливе значення для численних задач теорiї горiння,
забезпечення вибухобезпечних умов роботи топкових пристроїв та системи пилоприго-
тування твердого палива, а також для розробки способiв оцiнки реакцiйних властиво-
стей палив. Аналiз математичних моделей, в тому числi з точки зору дослiдження їх
фазових портретiв, є важливим етапом в данiй теорiї.

Математична модель задачi теплового самозаймання пиловугiльних сумiшей в
безрозмiрному видi буде мати наступний вигляд:

dθ
dx

= Cµ 1
θ2
e−1/θ − Ω (θ − θ1)− σ (θ4 − θ14),

dC
dx

= − 1
θad
Cµ 1

θ2
e−1/θ,

µ = 1− α (1− C).

Початковi умови для цiєї системи мають вигляд: x = 0, θ = θ1, C = 1, µ = 1.
Позначення: θ — безрозмiрна температура; C — безрозмiрна поточна концентра-

цiя ксиню; µ — безрозмiрна поточна концентрацiя вугiльного пилу; x — безрозмiрна
геометрична координата. Ω — безрозмiрний коефiцiєнт тепловiддачi; σ — безрозмiрний
коефiцiєнт теплового випромiнювання; θad — безрозмiрна адiабатна температура пи-
ло повiтряної сумiшi за умови початкової температури 0 Co; α — константа надлишку
повiтря.

В результатi дослiдження моделi були аналiтично знайденi її нерухомi точки та
визначено їх тип. Доведено, що знайденi допустимi нерухомi точки системи є стiйкими
вузлами при будь-яких допустимих значеннях параметрiв моделi. За допомогою систе-
ми Mathcad 14 отримано графiчне зображення фазових траєкторiй задачi.

1. Кузьменко Б.В., Мальчевський I.А. Теплове самозаймання пиловугiльних сумiшей. К.: «Наукова
думка» НАН України, 2011. — 280 с.

2. Хзмалян Д. М. Теория топочных процессов. М.: Энергоатомиздат, 1990. — 352 с.
3. Кирьянов Д.В., Кирьянова Е.Н. Вычислительная физика — М.: Полибук Мультимедиа, 2006. — 352

с.: ил.
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Аналог теоремы Шарковского для некоторых
классов гибридных систем

Федоренко В.В., Мясин С.C.⋆, Федоренко Ю.В.⋆
vfedor@imath.kiev.ua

(Институт математики НАН Украины, Украина, Киев,
⋆КНУ имени Тараса Шевченко, Украина, Киев)

Рассматриваются динамические системы, порожденные следующими классами
гибридных систем: 1) линейными автономными двумерными системами обыкновенных
дифференциальных уравнений с импульсным воздействием [1] и 2) линейными автоном-
ными двумерными двулистными системами обыкновенных дифференциальных урав-
нений [2]. Такие системы могут допускать хаотическое поведение траекторий (т.е. они
могут иметь положительную топологическую энтропию), в то время, как автономные
двумерные системы имеют только регулярное поведение траекторий.

Для хаотических динамических систем характерно наличие широкого спектра
асимптотического поведения траекторий, в частности, наличие счетного числа перио-
дических траекторий с различными периодами. Это свойство хаотических систем по-
ясняет актуальность задачи сосуществования периодических траекторий, которая фор-
мулируется следующим образом: если система имеет траекторию какого–то фиксиро-
ванного типа, то необходимо указать какие ещё траектории других типов имеет эта
система.

Известно, что если периодические траектории динамической системы, порождён-
ной непрерывным отображением отрезка в себя, различать по их периодам, то их сосу-
ществование описывается порядком Шарковского во множестве натуральных чисел:

3 ≻ 5 ≻ 7 ≻ 9 ≻ ... ≻ 2 · 3 ≻ 2 · 5 ≻ ... ≻ 22 · 3 ≻ 22 · 5 ≻ ... ≻ 23 ≻ 22 ≻ 2 ≻ 1,

т.е. если отображение имеет периодическую траекторию периода n, то оно имеет и пе-
риодическую траекторию с любым периодом n′, если n ≻ n′. Периодические траектории
непрерывных отображений отрезка также более детально классифицируются по типам,
т.е. по циклическим перестановкам, которые порождаются ограничением отображения
на цикл [3].

Исследование рассматриваемых классов гибридных хаотических систем сводится
к исследованию отображений отрезка в себя, что позволяет описывать сосуществование
периодических траекторий этих систем, и в отдельных случаях получать их аналити-
ческое представление.

В частности, представлен класс гибридных систем, для которого существует дей-
ствительное число α такое, что период любой периодической траектории системы равен
αm, где m — натуральное число, зависящее от периодической траектории, а сосуще-
ствование периодов периодических траекторий системы описывает следующий аналог
теоремы Шарковского: если система имеет периодическую траекторию периода αm, то
эта гибридная система имеет и периодическую траекторию с любым периодом αm′, если
m ≻ m′.

1. СамойленкоА.М., ПерестюкН.А. Дифференциальные уравнения с импульсным воздействием,
Киев, 1987.

2. ГаушусЭ.В. Исследование динамических систем методом точечных преобразований, Москва, 1976.
3. FedorenkoV.V., SharkovskyA.N. Homoclinic trajectories in one–dimensional dynamics // J. of Di-

fference Eq. and Appl. — 2012. — 18. — P. 579–588.
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Интерактивные системы для раскрашенных,
изоморфных, гамильтоновых графов

Федюкович В.Е.
vf@unity.net

(Киев)

Построены интерактивные системы доказательства и аргумента (interactive proof
system, протоколы) [1] для NP–языков: графы, допускающие правильную раскраску
вершин в q цветов (q–COL) [2], изоморфизм графов (ISO) [3], гамильтоновы графы
(HAM) [4]. Протокол q–COL имеет улучшенную, по сравнению с [5], коммуникативную
сложность. Протоколы достигают ничтожной ошибки корректности (soundness error)
без повторов, что характерно для таких языков, как равенство логарифмов в конечной
группе. Протоколы построены исходя из свойств характеристического и проверочного
многочленов графа, путем вероятностного тестирования многочленов и использования
запросов (challenges), выбранных из множества с большим количеством элементов. Про-
токолы имеют моделирующий алгоритм (simulator) в модели с честным проверяющим.
Протоколы допускают преобразование в схему электронной подписи.

Пусть имеется некоторый многочлен F (z) с коэффициентами из поля классов
вычетов ZQ по модулю Q для некоторого большого Q. Вероятностная проверка выпол-
нимости утверждения F (z) ≡ 0 заключается в проверке выполнимости F (c) = 0 для
случайно выбранного значения аргумента z = c; при этом вероятность ошибочно поло-
жительного решения для любого многочлена степени d при равновероятном выборе c
из некоторого множества H ⊂ ZQ не превышает d

|H| .
Определение. Характеристическим многочленом ориентированного раскра-

шенного графа Γ = (V,E) с цветами вершин bv ∈ ZQ, v ∈ V называют
’
[2]

fC(x) =
∏

(H,T )∈E

(1 + (bH − bT )x)

Теорема. Степень характеристического многочлена раскрашенного графа равна
количеству ребер для и только для правильно раскрашенного графа.

Пусть имеются ответы доказывающего, которые являются значениями линейных
многочленов, вычисленные при случайно выбранном значении аргумента, такие как в
протоколе доказательства равенства логарифмов при протоколе Шнорра. Проверочный
многочлен строится заменой NP–решения (witness) на многочлены, используемые для
получения ответов доказывающего, в однородном многочлене, полученном из характе-
ристического.

Коммуникативная сложность протокола для языка q–COL, при сопоставимой
ошибке корректности, была улучшена из–за высокой ошибки корректности оригиналь-
ного протокола [5], и, как следствие, при необходимости большого количества повторов.

1. Н.П. Варновский Типы нулевого разглашения // XI Международная школа–семинар «Синтез и
сложность управляющих систем», 2000.

2. Giovanni Di Crescenzo, Vadym Fedyukovych Zero-Knowledge Proofs via Polynomial Representations //
Mathematical Foundations of Computer Science, 2012.

3. Vadym Fedyukovych Protocols for graph isomorphism and hamiltonicity // Central European Conference
on Cryptography, 2009.

4. Vadym Fedyukovych An argument for Hamiltonicity // Cryptology ePrint Archive, Report 2008/363.
5. Oded Goldreich, Silvio Micali, Avi Wigderson Proofs that Yield Nothing But Their Validity for All

Languages in NP Have Zero-Knowledge Proof Systems // J. ACM – 1991. – 3, 38. – P. 691-729.
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Прискорене моделювання ймовiрностi перетину двох
маркiвських процесiв

Хом’як О.М.
khomyak.olya@mail.ru

(Iнститут кiбернетики, Україна, Київ)

Нехай поведiнка вiдновлюваної системи на перiодi генерацiї описується маркiв-
ським процесом {Xn(t), n ≥ 0} зi скiнченною кiлькiстю станiв U . Кожному стану вiд-
повiдає ефективнiсть роботи системи, що описується функцiєю f(ν) (наявна ефектив-
нiсть). Перехiд iз стану ν в µ вiдбувається у випадковi моменти часу, якi визначаються
iнтенсивнiстю переходу λνµ, ν, µ ∈ U . В той же час стани iншого маркiвського процесу
{Yn, n ≥ 0} iз скiнченою кiлькiстю станiв I ∈ 0, 1, 2, . . . та iнтенсивностями перехо-
дiв λij, i, j ∈ I визначають ефективнiсть, яка вимагається вiд системи g(j). Якщо ця
ефективнiсть перевищує наявну, то виникає функцiональна вiдмова. Потрiбно оцiнити
ймовiрнiсть q вiдмови системи на перiодi генерацiї.

В основу алгоритму прискореного моделювання ймовiрностi q покладений метод,
описаний в роботi [1]. Для всiх справних елементiв було побудовано ваговi коефiцiєнти,
що оцiнюють вплив вiдмови елемента на вiдмову всiєї системи. Iншими словами, було
знайдено ймовiрнiсть вiдмови системи при заданих початкових станах. Розглядався
випадок, коли iнтенсивнiсть виходу з ладу кожного з елементiв системи залежить вiд
ϵ. Точнiсть отриманих за допомогою цього методу оцiнок суттєво вища порiвняно з
рiзними методами суттєвої вибiрки.

Сформульовану математичну модель можна ефективно використовувати при
розв’язаннi широкого класу iнших задач пiдвищення надiйностi та ефективностi екс-
плутацiї складних систем.
1. N. Yu. Kuznetsov Estimating the failure probability of a Markovian system during regeneration period

by the essential sampling method // Cybernetics and Systems Analysis – 1998. – vol. 34, no. 2. – P.
216-222.
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Условия интервальной устойчивости дискретных
систем с запаздыванием

Хусаинов Т.Д.

Одним из эффективных математических аппаратов, используемых в последнее
время при моделировании различных динамических систем, являются гибридные систе-
мы. Они соединяют в себе динамику непрерывных процессов, которые можно описать
системами дифференциальных уравнений и скачкообразные переходы, описываемы ра-
зностными уравнениями. Параметры моделей, как правило, точно не известны и при-
ходится иметь дело с динамическими системами с неточно заданными параметрами. В
настоящем докладе будут рассматриваться системы линейных разностных уравнений
с интервально заданными коэффициентами. Получены достаточные условия асимпто-
тической устойчивости. Далее рассмотрены системы с интервально заданными коэф-
фициентами с одним постоянным запаздыванием. Для них также получены условия
асимптотической устойчивости. При доказательстве используется второй метод Ляпу-
нова.

Рассмотривается линейная разностная система с запаздыванием

x (k + 1) = Ax (k) +Bx (k −m) , k = 1, 2, ... (1)

Для нахождения решения задачи Коши системы (1) надо задавать состояние системы
на всем промежутке предистории, т.е. x (k) = xk, k = −m,−m+1,−m+2, ..., 0. И нулевое
решение x (k) системы (1) называется устойчивым по Ляпунову, если для произвольного
ε > 0 сущствует δ (ε) > 0 такое, что для другого произвольного решения x (k), при
k = 1, 2, ... будет выполняться |x (k)| < ε, лишь только ∥x (0)∥m < δ (ε), где

∥x (0)∥m = max {|x (i)|, i = −m,−m+ 1,−m+ 2, ..., 0}.

Если, к тому же
lim

k→+∞
|x (k)| = 0,

то нулевое решение называется асимптотически устойчивым. Получены следующие
условия устойчивости системы.

Теорема. Пусть матрица A асимптотически устойчивая и существует по-
ложительно определенная матрица H, для которой выполняются условия

λmin

(
H − ATHA

)
−
[
2
∣∣ATHB

∣∣+ ∣∣BTHB
∣∣]φ2 (H) > 0.

Тогда система с запаздыванием асимптотически устойчива.
Получены условия асимптотической устойчивости интервальной системы с запа-

здыванием

x (k + 1) = (A+∆A) x (k) + (B +∆B) x (k −m) , k = 1, 2, ...,

т.е. системы матрицы ∆A, ∆B которой принимают свои значения из некоторых задан-
ных интервалов.
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Некоторые проблемы динамики математической
модели рынка

Хусаинова О.С., Джеладова И.А.

В соответствии с принципом независимости действующих экономических сил [1],
математическая модель динамики рынка свободной торговли может быть записана в
виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений

dpj
dt

= Vj
(
p∗j , p

0
j , pj

)
+ Cj (p0, p) +Dj

(
p∗∗j , p

0
j , p
)
+Gj

(
q0j , q, p

0
j , pj

)
, j = 1, n.

Здесь Vj
(
p∗j , p

0
j , pj

)
, pj > p∗j , j = 1, n — функции, характеризующие влияние продавца

товара или услуг, Dj

(
p∗∗j , p

0
j , pj

)
, pj < p∗∗j , j = 1, n — функции, характеризующие вли-

яние покупателя товара или услуг, Cj (p0, p), j = 1, n — функции, характеризующие
влияние конкуренции, а также действий и противодействий участников конкурентного
рынка, Gj

(
q0j , q, p

0
j , pj

)
, j = 1, n — влияние внешних факторов (вмешательство государ-

ства, обязывающего участников соблюдать выполнение определенных законов).
При определенных предположениях правые части имеют вид дробно рациональ-

ных функций и система имеет вид

dpj
dt

= −
νjp

′ (pj − p0j
)

pj − p∗j
−

n∑
i=1

cjip
0
j

(
pj − p0j
p0j

− pi − p0i
p0i

)
+−

djp
′′ (pj − p0j

)
p∗∗j − pj

+

+rj

[
pj

(
1− ej

pj − p0j
p0j

+
n∑

i=1,i̸=j

eij
pi − p0i
p0i

)
− p0j

]
,j = 1, n. (1)

Здесь pj = p0j , j = 1, n — точка покоя системы (равновесие), определяемая условием
равенства нулю правой части системы.

Система (1) является нелинейной, получить ее решение в явном виде затрудни-
тельно даже для малой размерности (на плоскости). Проведено исследование устойчи-
вости положения равновесия, рассмотрена система с запаздыванием.

1. Калитин Б.С. Математические модели первого порядка конкурентного рынка. – Минск: БГУ, 2012.
– 131 с.
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Стабiлiзацiя нелiнiйних систем регулювання з
запiзнюванням до стану абсолютної стiйкостi

Шатирко А.В.
a_shatyrko@mail.ru

(Киевский национальный университет имени Тараса Шевченка, Украина, Киев)

Починаючи з середини ХХ сторiччя багатьох дослiдникiв цiкавить розв’язання
проблеми абсолютної стiйкостi нелiнiйних систем регулювання, або за захiдною термi-
нологiєю, проблеми Лур’є [1]. На сьогоднiшнiй день iснує багато достатнiх умов абсо-
лютної стiйкостi для систем даного класу (наприклад [2]). Основнi результати в цьому
напрямку отриманi з використанням частотних критерiїв, та шляхом застосування пря-
мого методу Ляпунова.

Розглядаються нелiнiйнi системи регулювання{
ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− τ) + bf(σ(t))
σ(t) = cTx(t)

(1)

та {
ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− τ) + bf(σ(t))
σ̇(t) = cTx(t)− ρf (σ(t)) .

(2)

Припускається, що умови абсолютної стiйкостi систем (1), (2), що доведенi в [2],
не виконуються (або не знайдено параметрiв, що гарантують виконання умов). Тодi за
допомогою введення оберненого зв’язку у виглядi лiнiйної комбiнацiї поточних фазових
координат та координат, що запiзнюються u (t) = C1x (t)+C2x (t− τ), система зводиться
до абсолютно стiйкої.

З використанням апарату прямого методу Ляпунова доведено достатнi умови
стабiлiзацiї (фактично пошуку матриць C1, C2). Результати отримано у виглядi алге-
браїчних матричних нерiвностей.

Доведення представлених результатiв для випадку систем непрямого регулюва-
ння (2) можна знайти в [3].

1. Айзерман М.А., Гантмахер Ф.Р. Абсолютная устойчивость регулируемых систем. – М.:Изд-во АН
СССР. – 1963. Доповiдi НАНУ – 2011, №2. С.18 – 23.

2. Шатирко А.В., Хусаiнов Д.Я. Стiйкiсть нелiнiйних систем регулювання з пiслядiєю. Навчальний
посiбник. Київ: ДП «Iнформ.-аналiт. агентство» – 2012. – 73с.

3. Шатирко А.В. Стабiлiзацiя в системах непрямого регулювання методом функцiоналiв Ляпунова-
Красовського // Вiсник Київ Ун-ту. Серiя: Фiз.-мат. Науки – 2012. – 1. – С. 243 – 246.
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Комбiнований метод для розв’язування
нелiнiйних операторних рiвнянь

Шахно С.М., Мельник I.В., Ярмола Г.П.
shakhno@is.lviv.ua, halina-yarmola@ukr.net

(Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Україна, Львiв)

Розглянемо нелiнiйне операторне рiвняння:

F (x) +G(x) = 0, (1)

де оператори F i G визначенi на опуклiй множинi D банахового простору X зi значен-
нями в банаховому просторi Y . Тут F – диференцiйовний за Фреше оператор, G
– неперервний оператор, диференцiйовностi якого не вимагається. Потрiбно знайти
наближений розв’язок x∗, який задовольняє рiвняння (1). Для розв’язувння постав-
леної задачi будемо використовувати комбiнований диференцiально-рiзницевий метод

xn+1 = xn − [F ′(xn) +G(xn−1;xn)]
−1(F (xn) +G(xn)), n = 0, 1, . . . , (2)

де F ′(x) – похiдна Фреше, а G(x; y) – подiлена рiзниця оператора G за точками x i y,
x−1, x0 – заданi. Цей метод побудований на базi методiв Ньютона та хорд.

В статтях [2, 3] розглядається метод, подiбний до (2), в iтерацiйнiй формулi якого
використовується лише похiдна вiд диференцiйовної частини F (x). Такий метод збiга-
ється до розв’язку з лiнiйною швидкiстю. Бiльш ефективним для розв’язування (1) є
диференцiально-рiзницевi або рiзницевi методи, якi використовують, крiм похiдної або
її апроксимацiї, ще й подiленi рiзницi недиференцiйовної частини G(x). В [2, 3] наведе-
но iтерацiйну формулу методу (2) i показано на прикладах, що вiн швидше збiгається,
нiж метод тiльки з F ′(xn). У статтi [4] вивчено напiвлокальну збiжнiсть (2), однак вста-
новлено лише лiнiйну збiжнiсть. У статтi [1] нами дослiджено збiжнiсть методу (2) з
оператором F ′(xn) +G(2xn − xn−1;xn−1) за умови Лiпшиця для подiлених рiзниць пер-
шого порядку i встановлено порядок збiжностi (1+

√
5)/2. У цiй працi за таких же умов

обгрунтовано напiвлокальну збiжнiсть методу (2) також з порядком (1 +
√
5)/2 та на

тестових прикладах з недиференцiйовним оператором проведено числовий експеримент
по вивченню ефективностi (2) та iнших методiв.

1. Шахно С. М., Ярмола Г. П. Двоточковий метод для розв’язування нелiнiйних рiвнянь з недифе-
ренцiйовним оператором // Математичнi студiї – 2010. – 36, № 2. – С. 213–220.

2. Argyros I. A. A unifying local-semilocal convergence analysis and applications for two-point Newton-like
methods in Banach space // J. Math. Anal. Appl. – 2004. – 298. – P. 374–397.

3. Argyros I. A. Improving the rate of convergence of Newton methods on Banach spaces with a convergence
structure and applications // Appl. Math. Lett. – 1997. – 6. – P. 21–28.

4. Hernandez M. A., Rubio M. J. The Secant method for nondifferentiable operators // Appl. Math. Lett.
– 2002. – 15. – P. 395–399.

5. Hernandez M. A., Rubio M. J. A uniparametric family of iterative processes for solving nondifferentiable
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