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1. Introduccion.

e ODbjetivo: determinacion de las fuerzas que
deben ser aplicadas en las articulaciones para
conseguir determinadas posiciones velocidades y
aceleraciones.

e Es uno de los aspectos mas complejos de la
robodtica pero es imprescindible para:

= Diseno mecanico del propio manipulador y
evaluacion del diseno.

= Dimensionamiento actuadores.

= Disefo de los algoritmos para el control del
movimiento.
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1. Introduccion.

« Modelo dinamico. Relaciona matematicamente:

= La localizacion del robot (dominio articulacion o cartesiano) y
sus derivadas.

= Las fuerzas o pares aplicadas en las articulaciones.

= Los parametros dimensionales del robot (longitudes, masas e
Inercias).

e Ejemplos de control:

1. Articulacion lineal simple: 2. Articulacion rotacional simple:

F=ma r=Ja l



1. Introduccion.

< Caso general mas complejo:
= Composicion de una serie de articulaciones y enlaces.
= |nteraccion de movimientos.

e Respuesta dinamica variable dependiente de la
configuracion espacial del brazo en cada instante.

« Obtencidon del modelo:

= Tradicional: formulacion newtoniana. Intuitiva, eficiente (N), pero
no apropiada para sistemas complejos.

= Mecanicas analiticas: formulacion de Euler-Lagrange. Poco
eficiente (N4) pero permite obtener modelos de forma
sistematica.
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2. Formulacion Euler-Lagrange.

= Coordenadas generalizadas: {q;, | = 1, ..., N} para un
sistema con N grados de libertad.

 En nuestro caso el sistema es un robot = N = n©° articu-
laciones.

= Articulaciones lineales: q; = d..
= Articulaciones rotacionales: q; = 6.

< Variables generalizadas:

1. Velocidades generalizadas: ¢; = %i

2. Aceleraciones generalizadas: ¢; = %"

3. Fuerzas generalizadas: =;
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2. Formulacion Euler-Lagrange.

< La formulacion de Euler-Lagrange se basa en el principio de
conservacion de la energia.

- El sistema queda definido por la funcidon de Lagrange.

K = Energla Cinética del Sistema
V = Energia Potencial del Sistema
L=K-V

L = L(g;, i, 1)

= Significado, implicaciones (?).
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2. Formulacion Euler-Lagrange.

« Ecuaciones del movimiento:

G F=n =1

Ecuacion Euler-Lagrange
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2. Formulacion Euler-Lagrange.

- Ejemplos:
= Maquina de Atwood:

i m;—m
52— L 29
m

= Enlace rotacional simple:

= J# + %mgl CcCos 4
= Robot RR:
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2. Formulacion Euler-Lagrange.

= Distribucion de masas al final del enlace (simplificado):

D11 = (m1 + ﬂ'lQ)l% + mzl% + 2m3lyla cos by
D13 = mol3 + molyls cos@y = Dpy

Doy = mol5

h1 = —2molilrsin 929192 — malilo sin 929%

ho = malil5Sin 929.%

¢1 = (my + mo)gly cosy + moglocos(6y + 62)
co = mogls cos(fy + 62)
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2. Formulacion Euler-Lagrange.

= Distribucion de masas uniforme:
D11 = (1/3)myl? + (4/3)mal? + maCol?
D12 = Doy = (1/3)mal? + (1/2)mal%Co
Dap = (1/3)mal?
h1 =(1 /2)m232129.% — mgSzlzé]ﬂ.z
ho = (1/2)maSol%6%
1 = (1/2)m1glC1 + (1 /2)moglC15 + moglCy
cz2 = (1/2)m2giC12

* Notacion:
Ch1=costh S1 =sinfy
Co = cosb, S5 = sinfs
C12 = cos(f1 + 62) Siz2 =-sin{f1 + 62)
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3. Ecuaciones de movimiento de un '

e aF=TaTlalNIF=Tala]dl

- Forma general:

T = D (q(¢)) 4(¢) + h(q(t),q(t)) + c (a(?))

T1 D11 --- Din d1 h1 c1
: : : ; + : + ;
TN Dyy --- DynN ay hn CN

- Interpretacion:

Matriz D: cada elemento D, representa la influencia de la
aceleracion de la articulacion k sobre la s. Matriz simétrica N x N.
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3. Ecuaciones de movimiento de un '

e aF=TaTlalNIF=Tala]dl

- Forma general:

T = D (q(¢))a(z) + h(a(t),q()) + c(q(?))

T1 D11 --- Din d1 h1 c1
: ; 5 ; + 5 = ;
TN Dyy --- DynN ay hn CN

Vector h: representa las fuerzas causadas por el propio movimiento de las
articulaciones. De forma generalizada cada elemento puede calcularse como:

N N
hs = E Z hskpﬁkqﬂ
k=1p=1

-hg: representa el efecto de la fuerza centrifuga en k que se deja sentir en s.

-hgp: representa el efecto de la fuerza de Coriolis en s, debida a las velocidades en k y p.



3. Ecuaciones de movimiento de un '

e aF=TaTlalNIF=Tala]dl

- Forma general:

T = D (q(¢)) a(z) + h(a(t),q(t)) + c(a(?))

T1 D11 --- Din d1 h1 c1
: : : ; + : + ;
TN Dyy --- DynN ay hn CN

Vector c: cada elemento c, representa el efecto de carga de la
gravedad sobre la articulacion s.
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