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Statt einer Leerseite . ..

Die Wissenschaften sind nicht wie Minerva, welche vollstindig bewaffnet dem
Haupte Jupiters entsprang. Sie sind die Tochter der Zeit und bilden sich langsam,
zuerst durch Sammlung der Methoden, welche die Erfahrung angibt, und spiter
durch Entdeckung der Principien, die aus der Combination der Methoden sich fol-
gern lassen.

[..]

Der Erste, der durch Zeichen jenes einfache Verhiltniss 2 x 2 = 4 ausdriickte, er-
fand die Mathematik, jene michtige Wissenschaft, welche wirklich den Menschen
auf den Thron der Welt erhob.

J. A. Brillat-Savarin, Physiologie des Geschmacks
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Auf Silberwellen kommt gegangen
unsagbar siifle Harmonie,

in eine Weise eingefangen,
unendlichfache Melodie

Chr. Morgenstern, Phanta’s Schlof3

Signale, Filter, Fourier

Die Objekte der digitalen Signalverarbeitung sind, wie der Name schon sagt, Signale und Me-
thoden, diese zu modifizieren und zu analysieren. Das “Standardsignal” im Rahmen dieser Vor-
lesung wird ein zeitabhdingiges Signal sein, das also nur von einem' Parameter abhingt.

1.1 Signale

Fiir uns soll vorerst ein Signal eine Abbildung f : D — R sein, wobei D C R ist. Dabei
betrachtet man vor allem die folgende Félle des Definitionsbereichs D:

D = R: Ein (prinzipiell) unbeschrinktes kontinuierliches Signal.

D = [a, b]: Ein zeitbeschriinktes kontinuierliches Signal. Mittels einer (affinen) Umskalierung
des Intervalls konnen wir eigentlich immer gewéhrleisten, dal @ = 0 und b = 27 gilt. Ist
auBerdem f(0) = f(27), dann kénnen wir das Signal periodisch zu einem unbeschréink-
ten kontinuierlichen Signal fortsetzen, indem wir einfach

f(x+2km) = f(z), z €|0,2n], k€Z,

setzen. Analog konnen wir eine 2m—periodische Funktion auch als Funktion auf dem 7o-
rus T = R /277 ~ |0, 27] betrachten.

D = 7Z: Ein zeitdiskretes Signal, also eine (doppeltunendliche) Folge. Wir werden also solche
Gebilde bequemerweise als diskrete Funktionen schreiben.

Natiirlich betrachtet man nicht beliebige, vollig unstrukturierte Signale, sondern solche, die
gewissen mathematischen Voraussetzungen geniigen?, insbesondere in irgendeiner Form be-
schrinkt sind. Daher erst einmal ein paar Definitionen.

Mm Gegensatz zu Bildern, die normalerweise eine Funktion von zwei Parametern sind, deren Wert ein Grauwert
oder ein RGB-Wert ist.
2Und in Lehrbiichern fiir Signalverarbeitung oft einfach gemacht werden, ohne gesondert darauf hinzuweisen.
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Definition 1.1 (Signalrdume) Wir bezeichnen mit L(R) die Gesamtheit aller reellwertigen Funk-
tionen® und mit ((Z) alle reellen Folgen und definieren die folgenden Riiume:

1. Quadratsummierbare Funktionen

Lo(R) = {f € L(R) : 0o > ||fll, = (/R!f(t)\2 dt>1/2}

und Folgen
1/2
0(Z) = c€ (z) : 00> e, = (Dc(k:)ﬁ) ;
kezZ

man spricht in diesem Fall oftmals auch von endlicher Energie, da die Gesamtenergie
eines (diskreten oder kontinuierlichen) Signals gerade || f||» ist*.

2. (absolut)’summierbare Funktionen und Folgen, definiert durch die Normen

1l = / F@ld b el =3 Je(k)]

kEZ

3. Beschrinkte Funktionen und Folgen unter Verwendung der Normen

[fllo :=sup[fO)]  bzw el := sup[e(k)].
teR kER

Achtung: Im kontinuierlichen Fall ist das Supremum ein wesentliches Supremum, das
heif3t, Mengen vom Maf3 0 diirfen von der Supremumsbildung ausgeschlossen werden®.

4. Funktionen und Folgen mit endlichem Tréger, fiir die es ein N € N gibt, so daf3

{teR : f(t) #0}
{keZ : ck)+#0} } C [-N,NJ.

Auch hier sind im kontinuierlichen Fall wieder Nullmengen auszunehmen. Solche Funk-
tionen schreiben wir als Loo(R) bzw. £oo(Z).

3Man konnte auch lokale Integrierbarkeit verlangen.

“Ich werde notationell nicht zwischen diskreten und kontinuierlichen Signalen unterscheiden, der Sinn wird
sich ohnehin zumeist aus dem Kontext ergeben.

Das “absolut” kann man sich eigentlich auch schenken, wenn man bedenkt, daB konvergente Reihen eigent-
lich immer absolut konvergent sein sollten, weil sonst der Grenzwert nicht wirklich verniinftig ist — Stichwort
“Umordnungssatz”.

®Preisfrage: Was ist dann sup xq?
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Bemerkung 1.2 Die Riume Li(R), Ly(R), Loo(R) sowie ¢1(Z), lo(Z) und {(Z) sind Ba-
nachrdume, also vollstindig’ und Loy(R) bzw. Loo(Z) ist dicht in L (R) und Ly(R) bzw. £1(7Z)
und l5(Z), aber nicht in Lo (R) bzw. {oo(Z).

Definition 1.3 (0—Puls, Dirac-Puls) Ein ganz besonderes Signal ist der “Puls” § € ly(7Z),
definiert durch®

1, k=0,
5(’“):5%:{0 k0.

Man spricht hier oftmals auch von einer “Funktion” namens Dirac’—6, obwohl es sich dabei
eigentlich um eine Distribution handelt.

Nachdem man auf Rechnern eigentlich ja nur diskret arbeiten kann, empfiehlt es sich natiirlich,
ein eventuell vorhandenes kontinuierliches Signal'® in ein zeitdiskretes Signal umzuwandeln;
daB man eigentlich auch noch die kontinuierlichen Werte f(¢) in diskrete Werte umwandeln
miisste — man spricht hier von Quantisierung — schenken wir uns an dieser Stelle und argumen-
tieren wie in [32], da Quantisierungseffekte bei modernen doppeltgenauen Gleitkommaarith-
metiken, siehe [29], kaum ins Gewicht fallen. Um von einem kontinuierlichen zu einem diskre-
ten Signal iiberzugehen, definiert man den Abtastoperator Sy, : L(R) — ((Z) mit Schrittweite
h als

(Suf) (k) == f(hk), k€L (1.1)

Bemerkung 1.4 Eigentlich ergibt S}, fiir nichtstetige Funktionen gar keinen Sinn, da f nur auf
der Nullmenge hZ betrachtet wird. Das kann man beheben, indem man f als stiickweise stetig
annimmt, oder aber die Werte von f an der Stelle hk, k € 7, als

F(hk —21312—/ F(hk+ 1)

festlegt und so zum Lebesgue—Punkt macht, siehe [1].

Dies fiihrt uns zur ersten interessanten mathematischen Frage, ndmlich wann dieser Prozess
umkehrbar ist, also unter welchen Voraussetzungen die Funktion f aus Sy f rekonstruierbar
ist. Diese Aussage, die eine Beziehung zwischen f und h herstellen wird, ist der beriihmte
Abtastsatz von Shannon, den wir nun beweisen wollen. Doch zuerst brauchen wir ein bifchen
Grundlagen.

7Zur Erinnerung: Das bedeutet, daB der Grenzwert jeder Cauchy—Folge auch zum Raum gehort.

8Die Notation ;1 ist das “Kronecker—Delta” (also eigentlich “Kronecker—”), das, man glaubt es kaum, von
Leopold Kronecker eingefiihrt wurde.

Paul Adrien Maurice Dirac, 1902—1984, mathematischer Physiker mit wichtigen Beitriigen zur Quantenme-
chanik.

10Beispielsweise die Schalldruckwerte an einem Mikrophon.
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1.2 Fourieranalysis

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Betrachtung von Wavelets, aber auch in der Signalverarbei-
tung generell ist, vor allem in Ly die Fouriertransformierte einer Funktion. Wir werden hier im
wesentlichen den Kalkiil der Fourier'!'-Analysis bereitstellen und uns weniger um ihre theore-
tischen Konzepte kiimmern; fiir diese sei beispielsweise auf [33] verwiesen. Bei der Definition
miissen und werden wir f € L;(R) voraussetzen, was bei Funktionen mit kompaktem Triger
sowieso einfacher ist.

Ubung 1.1 Zeigen Sie: Ist f € Ly(R) N Lgo(R), dann ist f € Ly (R). &

Definition 1.5 Fiir f € Li(R) definieren wir die Fouriertransformierte J?: R — C als

F©) = 1) = / ftye ™ dt, (R, (1.2)
R
und die Fouriertransformierte einer Folge ¢ € (1(7) als diskretes Gegenstiick
A =€) =) c(k)e ™,  £eR (1.3)
keZ

Bemerkung 1.6 1. In ihrer physikalischen oder technischen Interpretation liefert die Fou-
riertransformierte eines “Signals” (das man als Aplitudenfunktion der Zeit ansieht), den
Anteil der entsprechenden Frequenz an diesem Signal.

o~

2. Die Bedingung [ € L1(R) garantiert, daf3 die f(&) fiir alle £ € R existiert:

Fo)| < [ 1ron [

Sdt =], - (1.4)
1

Allerdings ist das “nur” hinreichend, aber eben nicht notwendig fiir die Existenz der
Fouriertransformierten.

3. Manchmal wird die Fouriertransformierte auch noch mit dem Vorfaktor (27T)1/ ? versehen,
wir werden bald sehen, warum. Man sollte also bei der Verwendung von Literatur immer
gut aufpassen, welche Normierung dort gewdhlt ist, sonst kann so ein konstanter Faktor
fiir iible Fehler sorgen.

4. Man kann die Fouriertransformierte auch fiir allgemeinere “Funktionen”klassen als L,
definieren, beispielsweise fiir temperierte Distributionen, siehe z.B. [33, 65].

HJean Baptiste Fourier, 1768—1830, franzésischer Mathematiker und Politiker. Er war nicht nur Mitglied der
“Acadeémie des Sciences”, sondern (vorher) auch Teilnehmer an der Agypten—Expedtion von Napoleon (Bonapar-
te) als wissenschaftlicher Berater und Gouverneur des Departement Isére mit Hauptstadt Grenoble. In den beiden
letzteren Eigenschaften trug er nicht unwesentlich (als Forderer von Champollion) zur Entzifferung der Hierogly-
phen bei, siche [12].
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5. Auflerdem gibt es die Fouriertransformation nicht nur auf R oder R™ sondern auf lokal
kompakten abelschen Gruppen unter Verwendung des Haar—Maf3es; dann sieht man, daf3
die Fouriertransformierte auf der dualen Gruppe definiert ist. Das soll uns aber hier nicht
storen, in unserem einfachen aber bedeutenden Spezialfall spielt R beide Rollen.

6. Die zwei bedeutendsten Gruppenoperationen'? auf R sind die Translation und die Skalie-
rung die durch die beiden Operatoren 7, und oy, definiert als

f=f(+y) und  on f = f(h)
realisiert werden sollen.

Definition 1.7 (Faltung) Zu f,g € L(R) und c,d € ((Z) definieren wir"® die Faltungen

frg:= /Rf(- —t)g(t)dt,  *:L(R)x L(R) — L(R), (1.5)
o cxd:=Y c(-—k)d(k),  *:{R)x{R)— ((R), (1.6)
und
cx fo=fre:=)Y fl-—k)d(k), :LR)x{R)— L(R). (1.7)
keZ

Die Faltung (1.5) bezeichnet man als kontinuierlich, die in (1.6) als diskret und die in (1.7) als
semidiskret.

Als néchstes stellen wir ein paar einfache Eigenschaften der Fouriertransformierten zusammen
— daB} die Fouriertransformierte linear in f bzw. c ist, das braucht nicht mehr besonders betont
werden.

Satz 1.8 (Eigenschaften der Fouriertransformierten) Es gelten die folgenden Aussagen:

1. Fiir f € L1(R) und y € R ist
()" () =™ (&), ¢eR (1.8)

2. Fiir f € L1(R) und h > 0 ist

-~

A ht
R EAUR ) (19)
3. Fiir f,g € Li(R) bzw. ¢,d € (1(Z) ist f x g € L1(R) bzw. ¢ x d € {1(Z) und es gilt fiir
EeR

(f*9) (&) = FOFE), baw  (cxd) (&) =2¢&)d(€).  (1.10)

12Das heiBt, sie sind insbesondere invertierbar.
3Vorbehaltlich Existenz der unendlichen Summen.
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4. Fiir f € Li(R) und c € (,(Z) ist f x ¢ € L1(R) und

(fx0)" (&) = f(EE),E € R, (1.11)

5. Sind f, f' € L1(R), dann gilt

(%f) () =i f(e), E€R (1.12)

6. Sind f,xf € L1(R), dann ist ]?diﬁerenzierbar und es gilt

f(é) = (—iz )" (&), E€eR (1.13)

7. Sind f, f € Ly(R), dann ist
fa) = (F) @)= 5= [ Freras (1.14)

Die Operation f — " := 5= f"(—-) bezeichnet man als inverse Fouriertransformation'*.

Beweis: Fiir 1) berechnen wir

%ﬁ%@==/ft+y Tt = /f e ﬁ—w{/f o€t gt
= e fe),

wihrend 2) ganz dhnlich mit

£
(onf)" /fiw e dt = /f o—i(E/h)t f%)

bewiesen wird. Die erste Aussage von 3) folgt aus

1f % gll, = /‘/f s—tdt'ds<//|f ) dtds = £, llgll,

lexdll, =2

JEL

bzw.

> k)

kEZ

< D le)d() = llell, llell,

7,kEZ

der zweite, etwas interessantere Teil hingegen aus

(fxg)(6) = / ( / f(s)g(t—s)ds) ity — / / F(s) €€ gt — ) €0 disdt
= (937

'“Die Griinde dafiir sind ja wohl offensichtlich.
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bzw.

(cxd) (&) = Z (Z c(k)d(j — k)) o6 — Z c(k) e % d(j — k) eiURE

jeZ \kez jkez
= f(&)g(&)-
4) folgt aus Ubung 1.2 und

(fxo)" (&) = /RZf (t — k) c(k)e ™" dt = /sz (t — k) e 1R ¢(k) e~k

kezZ kEZ
RSS2
oder auch direkt unter Verwendung von (1.8). Fiir 5 verwenden wir partielle Integration', um

~

O = [ Gesa=— [ fogea=ic [ foea—ifo,

6) erhalten wir, indem wir fiir 2~ > 0 den Differenzenquotient

~

fE+n) —f(&) _ / 8 e et _ ikt g — / (1) e i€ e~ht — 1 i@t
R R

h h h

betrachten; das Integral existiert, weil zf € L;(R) und da
o=t _ .
i e T (i) et —
M e =

ist, folgt (1.13). Der Beweise von 7) ist ein klein wenig aufwendiger und verwendet die Fejér—
Kerne

1t .
Fym AF(A), A>0, F(m)::—/ (1—|t]) € dt, z€R,
T )

1

auf R, die die Eigenschaft haben, daB fiir jedes f € L;(R)

Jim [|f = £+ Bl =0, (1.15)

siehe [33, S. 124-126], also auch f x ', — f punktweise fast iiberall'®. Dann ist aber fiir z € R

fxFy(z) = —/f (/_(1-\01)”“%9) dt

SDaB dies gerechtfertigt ist, liegt an der Tatsache, daB fiir f € L;(R) immer lim, 4., |f(x)| = 0 sein muB
und daf} die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger beziiglich der Norm ||-||; dicht in L, (R) sind. Deswegen
muf} man sich um “Randwerte” hier nicht kiimmern.

16Zumindest fiir eine Teilfolge, siehe [16, S. 96].
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=£(9)
’ 9N 7

- 7 9 iz d9

27 /_,\ ( A > ( )e

1-1/vVA<-<1

1 9| 1 |9
= — 1 - = - iz i 1 — =L N ixd

- / ( )\)f(ﬁ)e a0+ 5 / ( A) 7o) e v,

0<I<VA VAS[BI<A
ik J Py et a0 =0
weil f € Ly(R). O

Ubung 1.2 Zeigen Sie, daB fiir f € L;(R) und ¢ € ¢,(Z) die Ungleichung

1 elly < [1f1h llells
gilt. ¢

Ubung 1.3 Beweisen Sie ohne Verwendung von (1.12) die folgende Aussage: Sind f, f’ €
Ly (R), dann ist ()" (0) = 0.
Hinweis: Partielle Integration. &

Ubung 1.4 Zeigen Sie, daf sich fiir f € L;(R) und h # 0 die Identitiit

A f(hil')

(Uhf) |h|

(1.9
ergibt. &

Beispiel 1.9 Berechnen wir doch mal zu Ubungszwecken so eine Fouriertransformierte, und
zwar die der kardinalen B-Splines Nj;, j € Ny, definiert durch Ny = x und N; = x * N;_,
7 € N. Insbesondere ist also

! 1—e %

=0 i

—~ A L —igt
Ro© =06 = [xnear= [Lestar =

und somit, nach (1.10),
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Ubung 1.5 Die zentrierten B-Splines M;, j € Ny, sind definiert als

Mj = X[-1/2,1/2] * - * X[-1/2,1/2] -

j1
Zeigen Sie:
1. Diese Funktionen sind gerade: M;(—x) = M;(x), v € R.

2. Fiir j € Ny ist

. 1
o= (Tr) . cer

Ist f € L1(R), dannist fiir £, € R

Fien =F©] < [ 1501 [ Jem—1] i

was auf der rechten Seite unabhingig von ¢ ist und mit 7 — 0 gegen Null konvergiert, denn fiir
jedes € > 0 gibtes ein N > 0, so daf3

/ @) dt < e
[t|>N

ist, wihrend wir, durch Wahl eines hinreichend kleinen Wertes von 7, die Funktion |e*”7t — 1]
auf [—V, N] so klein machen konnen, wie wir wollen. Der langen Rede kurzer Sinn:

Ist f € L1(R), so ist fe Cu(R), dem Vektorraum der gleichmdif3ig stetigen und
gleichmdif3ig beschriinkten'’ Funktionen auf R.

AuBerdem kann man sogar sagen, wie sich die Fouriertransformierte fiir |{| — oo benimmt,
das ist das klassische Riemann'®-Lebesgue'’~Lemma.

Proposition 1.10 (Riemann-Lebesgue—-Lemma)
Ist f € Li(R), so ist

lim f(&) =0. (1.16)

17Siehe (1.4).

18Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826—1866, Schiiler von Gauss mit Beitrdgen zu Analysis, Algebra, Geo-
metrie.

YHenri Lebesgue, 1875-1941, sein bedeutendstes Werk war seine Dissertation “Intégrale, longueur, aire”
(1902).
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Beweis: Istauch [ € L;(RR) so folgt (1.16) sofort mittels (1.12) und (1.4):
171> | @ =1l @], cer,

also ‘f(f)) < |[fll; /€] — 0 fiir |¢] — oo. Fiir beliebiges f € L;(R) und differenzierbares
R) mit*® mit || f — g||, < eist

1 =gl = |T(©) - 50| = )] - ).

also R
Jim | (6)] < lm [GO)]+If ~gll, <<
und da man ¢ beliebig klein wihlen kann, folgt die Behauptung. U

Wie sieht es nun auf anderen L,~Rédumen, p # 1, insbesondere mit Ly(R) aus®'? Hier nutzt
man aus, da3 L, (R) N L,(R) eine dichte Teilmenge von L, (R) ist. Fiir L, gibt es nun noch eine
besonders schone Eigenschaft, nimlich eine Isometrie, fiir die Parseval??> bzw. Plancherel® die
Namensgeber sind.

Satz 1.11 (Parseval/Plancherel) Fiir f,g € L1(R) N Ly(R) ist

| sosa = [ Forgma. (1.17)

also insbesondere, mit f = g,
1
- . 1.18
171, = —=||7], (1.18)

Diese Aussage hilft uns nun, die Definition der Fouriertransformierten auf Lo (IR) zu iibertragen:
Zu f € Ly(R) betrachtet man eine Folge

fn = X[—n,n] . f c Ll(R) N LQ(R), n e N,

die fiir n — oo in der Norm ||-||, gegen f konvergiert. Da

20Man beachte, daB sogar die unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triiger eine
dichte Teilmenge von L, (R) bilden.

2L (R) spielt in der Signalverarbeitung schon deswegen so eine wesentliche Rolle, weil das gerade die Si-
gnale (und die sind normalerweise nicht unbedingt stetig) mit endlicher Energie sind — eine ziemlich realistische
Annahmen, oder nicht?

22Marc—Antoine Parseval des Chénes, 1755-1836, Zeitgenosse von Fourier, der ziemlich heftig in die Wirren
der franzosischen Revolution verwickelt wurde, publizierte iiberhaupt nur 5 (in Worten: “fiinf”’) Arbeiten, die er
aber allesamt der Académie des Sciences vorlegte.

ZLeider keine biografischen Daten.

ﬁl-ﬁ-k_ﬁz H fn+k ||2 \/% ||fn+k_fn||2a k?,?’LEN,
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ist ﬁl eine Cauchyfolge und konvergiert gegen eine Funktion in L, (R), die wir fnennen wollen.
Beweis von Satz 1.11: Wir definieren

h(z) = /Rf(t)g(t—rv) dt=(f+g(~))(z), zeR,

und erhalten, daB 2(0) = [ fg. AuBerdem ist

o~ o~ —_—

RE) = F(&) (9(=)" (€)= F©)JE), (R

T
=9(&)
Sind nun f und g so “brav”, daB f,§ € Lo(R) ist?*, dann ist mit (1.14)
1

:% .

3 [ Foaa

was (1.17) liefert. Und die Plancherel—Identitdt (1.18) ist dann eine unmittelbare Konsequenz
aus der Parseval-Formel (1.17). ]

7(9) % b = h(0) = / £(t) g(t) dt.

Jetzt machen wir als nédchstes einen kleinen Abstecher in die Welt der Fourieranalysis auf dem
Torus T, bei dem wir den Begriff der Fourierreihe kennelernen und mit den bisherigen Fourie-
rismen in Beziehung bringen werden. Tatsdchlich wird ndmlich der Beweis des Shannonschen
Abtastsatzes, Satz 1.16 ebenfalls auf der Interaktion zwischen Fourierreihen und der Fourier-
transformierten basieren. Doch dazu sollten wir erst einmal die Fourierreihe einer Funktion
definieren.

Definition 1.12 Zu f € L,(T)* sind die Fourierkoeffizienten definiert als
1 .
== [ f)e™dt, kel
fum5e [HOC™a ke,

und die Fourierreihe®® zu f als

Ffi= fue™. (1.19)
keZ

Eigentlich sollte uns die trigonometische Reihe in (1.19) bekannt vorkommen: Definieren
wir ndmlich zu f € L;(T) mit Fourierkoeffizienten f, k € Z, die Folge
Cf(lf) = fk; k € Z,
dannist ¢; € ¢1(Z) und .% f = ¢;. Da auBerdem fiir j, k € Z

/ _— T i)t 2m, J=k,
e e dt = / e\t = 1 itk—ii|™ .
T -7 i(k*]')e = - O’ J % k’

t=—m

24Das ist beispielsweise der Fall, wenn f und g differenzierbar sind; dies folgt aus (1.12) und dem Riemann—
Lebesgue-Lemma, Proposition 1.10.

2Man bemerke, daB L, (T) C Ly (T) fir 1 < p < oo ist.

%6Eine sogenannte trigonometrische Reihe.
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erhalten wir fiir k£ € Z, dal3
A 1 .
eteMdt = — [ €0) ™ db =: ()" (k). 1.2
%/E) - e — @ (. a2

Mit anderen Worten: Wir haben eine Inverse zur Fouriertransformierten einer Folge gefunden.
Dal} diese (formale) Rechnung auch wirklich in Ordnung ist kann man sich iibrigens leicht
iiberlegen.

Ubung 1.6 Zeigen Sie, dab fiir ¢ € ¢,(Z) auch ¢ € L(T) gilt. &

Der folgende Satz stellt eine weitere zentrale Beziehung zwischen Fourierreihen un der Fou-
riertransformierten her und liefert eine Identitit, die sich schon oft genug als hilfreich erwiesen
hat, namlich die Poissonsche?’” Summenformel.

Satz 1.13 (Poisson—Summenformel) Fiir f € Li(R) ist

> f (2km) Zf und " f(k) =" f(2k7). (1.21)

keZ kGZ keZ keZ

Beweis: Wir setzen
=> flz+2kn), z€R, (1.22)

keZ
und bemerken, daB g (x + 27) = g(x), also g eine 2r—periodische Funktion ist, und wegen

lgllz, = /Ig )| dt = / dt<Z/ f(t+2km)| dt

keZ
_ / F ()] dt = || fllg.,
R

ist g € L1(T) und insbesondere wohldefiniert — die Summe in (1.22) divergiert nicht allzu
unmotiviert. Die Fourierkoeffizienten g; von g haben dann die Form

1 . . 1 ~
[ty ar = o [ S rr2m e ar= o [ foye = o fiw

9k = 5=
LET

> f(t+ 2knm)

kEZ

2

und, angenommen die Partialsummen der Fourierreihe von g wiirden konvergieren®, erhalten

so, daf .
5= > (k) ng * = g(0) = f(0+2km) = f(2kn),
kEZ keZ kEZ kEZ
was die erste Identitét liefert. Mit deren Hilfe und (1.9) ergibt sich dann, daf3

S0 =3 () (2hm) = 5= S (om1f) " (8) = 3 F(2km).

keZ kEZ kEZ keZ
0

27Siméon Denis Poisson, 1781-1840, studierte bei Laplace und Legendre, Beitriige zur Fourier—Analysis und
Wabhrscheinlichkeitstheorie (“Poisson—Verteilung”), schrieb zwischen 300 und 400 Arbeiten, auch iiber Elektri-
zitdt, Magnetismus und Astronomie.

28 Ansonsten miissten wir ein Summationsverfahren, beispielsweise den Féjer—Kern verwenden.
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1.3 Der Abtastsatz

Jetzt konnen wir auch schon unsere erste “grofle”” Frage beantworten, ndmlich welche Funktio-
nen aus ihrer Abtastfolge eindeutig rekonstruiert werden konnen. Dazu zwei Begriffe.

Definition 1.14

1. Eine Funktion f € Li(R) heifft “bandbeschriankt mit Bandbreite T oder kurz “T-
bandbeschriankt”, wenn

fe)y=o0, €¢[-T,1)

2. Die Sinus Cardinalis- oder sinc —Funktion® ist definiert als

sinc (x) := S mg, r € R.
T
Bemerkung 1.15 Wegen
sinc(0 = lim PIMTE _ Jim 928 cos0 =
z—0 T x—0
ist
(Sysinc) (k) = sinc (k) = d(k), ke Z. (1.23)

Daher stammt dann auch der Name “kardinal”: Die Funktion hat an 7 die Werte 0/1.

T
line 1

08 4

06 ~

04 g

02 4

-0.2 - ~

-60 -40 -20 0 20 40 60

Abbildung 1.1: Die Funktion sinc.

Das nichste Resultat, der Shannonsche? Abtastsatz3’, sagt uns nun, dal man bandbeschrink-
te Funktionen rekonstruierbar abtasten kann.

2In Ingenieurskreisen auch als “si”~Funktion bezeichnet.

30Claude Elwood Shannon, 1916-2001, Elektroingenieur und Mathematiker, Erfinder des Wortes “bit” und Ent-
wickler von Schachprogrammen (und zwar um 1950).

3 Der eigentlich gar nicht von Shannon ist, siche Bemerkung 1.17.
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Satz 1.16 (Abtastsatz von Shannon) Ist f € L,(R) eine T-bandbeschrinkte Funktion und ist
h < h* = 7, dann ist

sinw (z/h — k)
f = (Shf *sinc) ( %f (hk) Y (1.24)

Bemerkung 1.17 Die Kopplung von Bandbreite T' der Funktion und Auflosung h ist ein wirk-
lich zentrales Konzept der digitalen Signalverarbeitung. Daher noch ein paar Anmerkungen:

1. In vielen Biichern heifit es, daf3 die Abtastfrequenz 1/h, oftmals auch als “Nyquist—
Frequenz” bezeichnte, die Hilfte der maximalen Frequenz 'T' sein soll, siehe z.B. [32].
Solche Konstanten kommen von einer etwas anderen Normierung von Frequenzen (mit
27 ) oder auch der Fouriertransformierten.

2. Die sinc —Funktion ist kein wirklich guter Weg zur Rekonstruktion eines Signals. Sie hat
ja keinen endlichen Tréiger und fillt nur linear’* ab, so daf3 man mit Abschneiden und den
dabei auftretenden Fehlern sehr vorsichtig sein muf3.

3. Invielen Fdillen wiihlt man die Abtastrate h einfach als h* |k fiir ein ganzzahliges k, was
nichts anderes ist als die Abtastfrequenz k—mal so grofs wie notig anzusetzen. In diesem
Fall spricht man von “k—fachem Oversampling”*.

4. Die Beweise des Abtastsatzes aus Biicher der elektrotechnischen Literatur, 7.B. [23] oder
[54], und die dort verwendeten Argumentationen, sind oftmals (zumindest fiir Mathema-
tiker) nur schwer nachzuvollziehen. Daf3 es auch anders geht sieht man in [38]. Der jetzt
folgende Beweis ist eine Modifikation des Beweises aus [32].

5. Auch die Herkunft des Satzes ist nicht so ganz klar. Laut [38] wurde er zuerst (theoretisch)
1935 von Whittaker bewiesen [64] und 1949 von Shannon im Kontext der Signalverar-
beitung wiederentdeckt [55].

Beweis von Satz 1.16: Wegen der Bandbeschrinktheitist f € C,,(R)NLoo(R), also f € L; (R).
Fiir h > O und k£ € Z ist gemaB der diskreten Beziehung (1.20)

! / (Suf)" (6) ™ de, (1.25)

Suf (k) = ((Su)")" (k) = 5

aber eben auch

Suf(k) = £ (k) = Pk = 5= [ 7o M@d@_%z / 70) " o

J€L [—m,7]+277)
T+27)
_ 1 1 ik0 ik0
= Zh / (h7'0) e d9_2ﬁh2/ 10 + 2m5)) € df
jeZ —m4257T

2 Also wie 1/x.
33Was ja bespielsweise von CD-Playern bekannt sein sollte.
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™

1 )
= %h (Zf 9+2m))> Mo, = — [ F(0)e,

—T

das heif3t .

Snf(k) = 5 /ﬂ F(0)e™?, =+ Zf (- + 2mj)) (1.26)

d JEZ

wobei F' € C(T) C Ly(T) ist — die Funktion ist offensichtlich 2r—periodisch und wegen der
Bandbeschrinktheit von f ist fiir 6 € [0,27] die Summen nur endlich. Da die Exponential-

funktionen e**', k € Z, ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden, konnen wir aus (1.25) und
(1.26) folgern, daf3

RS F (R0 +2m)) = F(9) = (Shf)" (0) = > f(hj)e ™, 0eT. (127)

JEZ JEZL

Ist nun A so klein, daf

h'l-m7] D [-T,T] <= |[-m7|D[-Th,Th] <= Th<r <+= h<%,

dann erhalten wir fiir j > Ound 0 € [—7, 7], da}
1 N T : :
h=(0+2mj) > — (—m+2mj) > T (—-1+2j) > T,
m

und analog fiir j < 0, daB h=! (0 + 27j) < —T. Das heiBt aber, daB die Summe auf der linken
Seite von (1.27) nur aus dem Term j = 0 besteht und wenn wir nun noch € durch K¢ ersetzen,

dann erhalten wir, da3 B
& =h> f(hj)e ™
jez

und somit ergibt sich, da 7' < 7 /h und f T-bandbeschrinkt ist,

_ 1 T izl _ 1 o iz0 _ h T -\ _i(z—jh)0
fla) = 5 [ Foyeran— o [ o) da—%/_ > f(hi) e

Z (x—jh)0 Z eite=imo |7/t
= — > f(h / e\ FTINY dl = f(h
T ez —m/h T ez i(w = jh) f=—r/h
B Z f h 1(:vf]h)7r/h _ efi(acfjh)ﬂ/h E 1
- ) 2i 7 (x — jh)

]GZ - ~~ - N’

=sinn(z/h=j) —(r(w/h—5)) "
sinm(x/h — )

= 3 i) T = (S wsine) (1),

JEZ

was damit (1.24) liefert. O
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Der Clou im Beweis von Satz 1.16 ist die Betrachtung der Identitit

S PO +2mk) =nY flhk) e, e, (1.28)

keZ keZ

die die Periodisierung der Fouriertransformierten einer Funktion mit der Fouriertransformier-
ten der Abtastfolge verkniipft, und zwar ohne jedwede Forderung von liandbeschréinktheit34
oder hinreichend feine Abtastung. Ist nun A so groB, daB die Funktion f (h~!.) iiber das In-
tervall [—, 7| “hinausragt”, dann wird die Funktion durch die iiberlappenden Teile periodisch
“verschmiert”, siche Abb. 1.2. Aus dieser Funktion 148t sich fnatﬁrlich nicht mehr rekonstru-

S S S W ——

A
Y

L T - T

Abbildung 1.2: Periodisierung einer Funktion mit “zu grolem” Tréger, die schraffiert unter-
legte Funktion wird dann periodisch fortgesetzt. Natiirlich ist es nicht moglich, die Funktion
links eindeutig aus der Periodisierung zu rekonstruieren.

ieren. Aber es ist sogar noch schlimmer: Durch die Uberlagerung von Frequenzen die eigentlich
nichts miteinander zu tun haben und nun modulo 27 betrachtet werden, kommt es bei der Re-
konstruktion des Signals im Falle von Unterabtastung zu sehr unerwiinschten Effekten, die man
als Aliasing bezeichnet. N

Anders wird die Sache, wenn man h so wihlt, daB der Triager von f ganz in [—7, 7| liegt,
denn dann gibt es keine Uberlappung und die 2m—periodisch Fourierreihe (S, f)" ist gleich der

Periodisierung von f. Und was dann noch kam war reine Rechnerei . ..

1.4 Unscharfe

Aufgrund des Abtastsatzes 1.16 sind offenbar bandbeschrinkte Funktionen besonders wichtig,
da sie durch durch Diskretisierung verlustfrei in Folgen umgewandelt werden kénnen und so am
Rechner verarbeitet werden konnen. Nur hat so ein Rechner natiirlich auch die schlechte An-
gewohnheit, in endlicher Zeit nur endliche Folgen verarbeiten zu konnen. Es wére also schon,

34AUBE/3\I’ man mochte, da die Summe auf der linken Seite von (1.28) existiert, dann sollte vielleicht doch zu-
mindest f € Lq(R) sein.
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wenn die diskretisierte Folge endlich wiire, was am einfachsten dadurch gewihrleistet wiirde™,
wenn f € Lg(R) wire. Genau das klappt aber nicht: Es gibt genau eine bandbeschrinkte
Funktion mit kompaktem Trédger und das ist die Nullfunktion. Diese etwas unerfreuliche Tatsa-
che ist eine Konsequenz der beriihmten Heisenbergschen®® Unschiirferelation. Dazu definieren
wir fiir f € Ly(R) die Varianz

vuwz(éxﬂﬂmﬁ¢ﬁua

also das zweite Moment von |f|. Die GroBe V(f)/| f|l2 wird in [17] auch als effektive Dauer

von f, die GroBe V(f)/||f||2 als effektive Bandbreite bezeichnet. Ist f eine zeitbeschrinkte
Funktion, also f(z) = 0, x ¢ [—5, 5], dann ist

S S

Wm—/wmemsﬁfuwﬁm
_ - = £l

und damit ist die effektive Dauer immer kleiner gleich der®’ wirklichen Dauer und dasselbe gilt
natiirlich auch fiir die Bandbreite. Dann gilt die folgende Aussage.

-~

Satz 1.18 (Heisenbergsche Unschirferelation) Fiir f € Lo(R) mit x f,€ f(§) € La(R) ist

V() V(f) = Hﬂ%. (1.29)

Ein Beweis findet sich beispielsweise in [38, S. 31-32]. Die Heisenbergsche Unschirfe-
relation sagt uns, dall die effektive Dauer eines Signals und die effektive Bandbreite nicht
gleichzeitig beliebig klein werden konnen. Und das hei3t auch, dafl die Bandbreite einer Funk-
tion und ihrer Fouriertransformierten nicht gleichzeitig zu klein werden kénnen: Ist ndmlich f
eine S—zeitbeschriankte und 7T-bandbeschrinkte Funktion, dann liefern

S ~ ~
Vi = [ SU@fde<sIr wd VA <TTIR

S

zusammen mit (1.29), da ST > (47r)71 sein muB3. Das allein schlieBt natiirlich kompakte
Triger nicht aus, nur sehr kleine kompakte Triger auf beiden Seiten. Aber trotzdem geht es
nicht, es gilt sogar die wesentlich schirfere Aussage, daf} eine von Null verschiedene bandbe-
schriankte Funktion auf auf keinem nichttrivialen Intervall verschwinden darf, ein Verhalten, das
man ja auch von Polynomen kennt.

3Die vielen Konjunktive machen nicht gerade Hoffnung.

3%Werner Karl Heisenberg, 1901-1976, “a rather stiff, tightly controlled, authoritarian figure”, Vater der Quan-
tenphysik. Sagte iiber sich selbst: I learned optimism from Sommertfeld, mathematics at Gttingen, and physics from
Bohr.

37Wann tritt denn Gleichheit ein?
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Proposition 1.19 Ist f € Li(R) eine bandbeschrinkte Funktion und gibt es ein Intervall [a, b],
a <b sodaf f(x) =0, x € [a,b], dann ist f = 0.

Beweis: Wegen der Bandbeschrinktheit ist f € Ly (R) und somit
v 1 Y 7,1’6 1x9
f@) = "(x) = o— | f(0) d9—— f do.
2w R
Damit ist fiir z := “T“’ undn > 0

0= £ () 27T/ 7o dx mo@de—_/ F6) (i0)"e™? b (1.30)

Andererseits ist, unter Verwendung der Reihenentwicklung e* = )", 1—’: und von (1.30) dann
aber fir r € R

R T _ o0 . k 0k '
f0) = Po=o [ e eerera= o [ o) (Z S (Z)>e”09d9

k=0
1 o= (z — T i
BN N € ‘7”0 / F(6) (i6)"¢™ do = 0,
2m T
k=0 -
=0
was genau die Behauptung ist. U

Beim Beweis von Proposition 1.19, der aus [38, Theorem 2.6] stammt, ist zuerst vielleicht
nicht so ganz klar, wozu man eigentlich den kompakten Triger der Fouriertransformierten
braucht. Das kommt aber einfach daher, daf§ die Integrale

/f(@) (i0)™ e™° dp, reR, neN,
R

nur dann existieren, wenn f(6) (i6)" fiir alle n € Ny eine L;—Funktion ist, wenn also f hinrei-
chend schnell abfillt. Tatsdchlich ist exponentieller Abfall der Fouriertransformierten,

fell'e LyR)  fiireina >0

mehr oder weniger dquivalent dazu, daB f im Streifen {x + iy : |y| < a} C C eine analytische
Funktion ist®®; das ist der beriihmte Satz von Paley*®*~Wiener®, siehe z.B. [33, S. 174].

3Und deren Taylorreihe beziiglich eines beliebigen Punkts konvergiert ja iiberall, also kann, wie auch bei einem
Polynom diese Funktion auf keinem Teilintervall verschwinden, ein weiterer Beweis fiir Proposition 1.19.

3Raymond Edward Alan Christopher Paley, 1907—1933, Schiiler von Littlewood, Zusammenarbeit mit Zyg-
mund, Polyd und Wiener, wurde beim Skifahren in Kanada durch eine Lawine getotet.

“ONorbert Wiener, 1894-1964, studierte zuerst Zoologie, spiter mathematische Philosophie, Dissertation iiber
formale Logik. Bekannt sind auch seine Beitrdge zu stochastischen Prozessen, insbesondere zur Brownschen Be-
wegung.
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1.5 Filter

Jetzt aber endlich zu den Objekten der Begierde der digitalen Signalen, ndmlich den Filtern,
denn die sind es ja letztendlich, die gerade den Job der Verarbeitung der Signale erledigen sol-
len. Ein Filter ist nun nichts anderes als eine Abbildung von einem Signalraum in einen anderen;
manchmal spricht man auch von einem System, das ein diskretes oder kontinuierliches Sigal in
ein Signal gleicher Bauart (also wieder diskret oder kontinuierlich) umsetzt. Wir wollen uns
hier, schon aufgrund der “Praxisndhe” mit diskreten Filtern befassen, also Filtern, die diskrete
Signale in diskrete Signale iiberfiihren.

Definition 1.20 (Filter und Filtertypen) Ein Filter F' ist ein Operator, der ¢ € ((Z) in Fc €
((7Z) abbildet. Man spricht von

1. energieerhaltenden Filtern, wenn F : ly(Z) — l5(Z) und

L= [|F[ly:= sup [[Fel,

cl|le=1
ist.
2. linearen Filtern, wenn

Flac+ pd] =a Fe+ B F¢, a,BER, ¢ d el).

3. zeitinvarianten Filtern, wenn der Operator stationdr ist, d.h. seine Handlung nicht vom
jeweiligen Zeitpunkt abhingt*':
Fle(-+k)]=[Fd(+k), celz), kel

Mit Hilfe des diskreten Translationsoperators 7, definiert durch T¢ = 1i¢ = ¢(- + 1) kann
man das auch recht komfortabel als die “Kommutationseigenschaft”

TF =F1 bzw. wF=Fr, = Tka
schreiben.

4. Ein Filter heifit kausal, wenn das Ergebnis zum Zeitpunkt k nur von den Eingaben c(j),
J < k, abhdngt, der Filter kann also nicht in die Zukunft sehen.

Lineare und zeitinvariante Filter, nach [32] “LTI-Filter”, in [24] direkt als “digitaler Filter”
eingefiihrt, sind die richtig schon strukturierten Filter. Sie haben nidmlich die Eigenschaft, daf
sie nur von der Impulsantwort

f=Fo, also f(k) =[F¢](k), keZ,

“IEinfachstes Beispiel: Wenn man den CD—Player eine Stunde spiter mit derselben CD anwirft, dann sollte auch
dieselbe Musik rauskommen.
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abhingen und das auch noch auf ziemlich strukturierte Art und Weise. Da man jedes Signal
¢ € ((Z) formal als

c=Y ck)o(-—k) =) (k) o

kEZ kEZ

schreiben kann, ist wegen der Linearitit und der Zeitinvarianz

Fe = F|Y c(k) Tk(s] = c(k)Flr_pd] =) clk) T4 F6 =Y elk)m—if
= D R f(—k)=cxf

kEZ

weswegen lineare, zeitinvariante Filter immer Faltungen mit der Impulsantwort sind. Damit
wissen wir aber auch, wie so ein Filter oder System im Frequenzbereich funktioniert, namlich
ganz einfach als

(Fe)" (&) = (f * o) (&) = F(&)a©). (1.31)

Im Frequenzbereich ist also ein LTI-Filter immer linear, also eine einfache Multiplikation zwi-
schen der Fouriertransformierten des Filters, der sogenannten Transferfunktion des Filters und
der Fouriertransformierten des Signals. Und oftmals werden auch Eigenschaften des Filters, wie
beispielsweise Hoch-, Tief- oder Bandpass iiber deren Fouriertransformierte gefordert.

Was sind aber nun Filter, die man wirklich in der Praxis realisieren kann? Nun, zuerst sollten
diese Filter natiirlich einmal kausal sein, das heif3t, da$ fiir £ < 0 der Impuls ¢ keinen Beitrag

liefern darf, daf} also
0=[Fé] (k)= f(k), k<0,

ist. Ein Filter mit der Eigenschaft, daB f(k) = 0, k > 0, heift im Ubrigen antikausal**. Auch
nichtkausale Filter konnen Sinn machen, und zwar dann, wenn das Signal zeitbeschrinkt ist®3,
gespeichert und in beide Richtungen abgearbeitet werden kann.

Von jetzt an, soll die Bezeichnung “digitaler Filter” immer fiir einen LTI-Filter stehen.
Bevor wir uns mit der praktischen Realisierung befassen, noch zwei Begriffe.

Definition 1.21 (Weitere Filtertypen) Ein digitaler Filter F' heif3t

1. “FIR*-Filter” oder Filter mit endlicher Impulsantwort, wenn die Impulsantwort endli-
chen Tréiiger hat, wenn also F'§ € ly(Z) liegt.

2. “IIR®—Filter” oder Filter mit unendlicher Impulsantwort, wenn die Impulsantwort keinen
endlichen Trdger hat.

Jetzt konnen wir uns iiberlegen, wie man einen Digitalfilter, genauer einen kausalen FIR—
Filter in der Praxis realisiert. Dazu braucht man “nur” drei Schaltglieder, ndmlich

4280 ein Filter wird dadurch realisiert, daB man die Zeit riickwirts laufen 14sst.

4 Beispielsweise bei Bildern, die sind zwar ausdehnungsbeschriinkt, aber das liuft hier aufs gleiche raus.
4Finite Impulse Response

“Infinite Impulse Response
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e cinen Multiplizierer, der eine Zahl mit einer festen Konstanten ¢ multipliziert,
e cinen Addierer, der zwei Zahlen miteinander addiert,

e cinen Verzogerer, der einen Wert eine Zeiteinheit lang speichern kann.

—I D - p

(a) (b) (c)

Abbildung 1.3: Symbolische Darstellung der drei Bausteine: Multiplizierer (a), Addierer
(b) und Verzégerer (c).

Die Symbole fiir diese drei Bausteine sind in Abb. 1.3 dargestellt. Da ein Verzogerer, angewandt
auf ein Signal ¢ € ¢(7Z) das Signal 7_;c liefert und somit eine Kette von & Verzogerern das
Signal 7_jc, kann man einen kausalen FIR-Filter /', der ja die Form

Fe=fxc=> f(k)e(-—k)=>_ fk)7re,  suppf [0, N],

kEZ

hat, mit Hilfe von N unserer Bausteine darstellen: Die Werte 7_,c, k = 0,..., N, werden
von einer Kette von NV + 1 Verzogerern abgegriffen, jeweils durch Multiplizierer mit den Wer-
ten f(k) gewichtet und dann mit N Summierern aufsummiert. Diese Vorgehensweise ist in
Abb. 1.4 dargestellt. Mit Hilfe von M Speichereinheiten konnte man iibrigens auch einen Filter
realisieren, der supp I’ C [—M, N] erfiillt, aber das Ergebnis um M Zeiteinheiten verzogert
ausgibt — womit sich dann alle FIR-Filter praktisch realisieren lassen.

Jetzt wollen wir uns mal ein einfaches Beispiel aus [24, Sec. 3.8] fiir Filterdesign ansehen
und zwar einen symmetrischen, nichtkausalen FIR-Filter mit

FO)=a,  fE)=b  f(2) =c

Um die Symmetrie f(k) = f(—Fk) und somit eine reelle Transferfunktion zu erhalten, ist es
vorteilhaft, besser auf die Kausalitit zu verzichten.

Ubung 1.7 Zeigen Sie: Ist f € (yo(Z) der reelle Koeffizientenvektor eines Filters I, dann ist

die Transferfunktion f genau dann reell, wenn f symmetrisch ist und genau dann rein imagindr,
wenn f antisymmetrisch ist, d.h. f(k) = — f(—k). &
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Abbildung 1.4: Ein FIR-Filter als Kaskade der Bausteine aus Abb. 1.3. Die Verzogerer
sorgen fiir die Translationen, die Multiplizierer fiir die Gewichtung und die Addierer sum-
mieren den ganzen Kram auf.

Das Design des Filters wird nun meistens im Frequenzbereich festgelegt, das hei3t, man stellt

Forderungen an die Transferfunktion*® f(¢). Die Forderung hier soll sein, daB der Filter im
niederfrequenten Bereich voll durchléssig ist und im hochfrequenten Bereich sperrt, also

floy=1,  fm=o (1.32)
Mit R
fl@ =a+b (e +e)+c (e +e*) =a+2bcosé + 2ccos 26

heift (1.32), daf
a+2b+2c=1, und a—2b+2c=0,

alsob= 1 und a = 3 — 2¢, also
- 1 1 1 1 )
fl& = 5—20+§cos£+200082§:5—20—1-5(:0564-20(20055—1)
1 1 ) , 1 1
= — —4dc+ = cosé+4c cosE =4c [cos“E+ —cosE+ — — 1
2 2 8c 8c

= 4(cosé+1) (ccosf—l—é—c).

Der erste Faktor, cos & + 1, sorgt dabei fiir die Nullstelle an £ = 7, der zweite degeneriert zu
einer Konstanten, wenn ¢ = 0 ist, also wird mit Sicherheit der Fall ¢ = 0 besonders sein*’

4Diese ist eine 2m—periodische Funktion auf R, oder eben auch eine Funktion auf T.
4TKein Wunder, denn dann hat ja das trigonometrische Polynom f Grad 1 und nicht Grad 2.
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Abbildung 1.5: Beispiele fiir Transferfunktionen mit ¢ = —.4, —.2, 0, .2, .4 (von oben nach
unten). Besonders interessant ist der Fall ¢ = 0, denn da bewegt sich der Filter nur zwischen
1 und O und stellt eine sogenannte sigmoidale Funktion dar.

Einige Beispiele fiir die Transferfunktion dieser Filter mit variierendem Parameter c finden sich
in Abb. 1.5.

Man kann aber diesen Designparameter ¢ nun auch so wihlen, da3 der resultierende Filter
weitere Eigenschaften besitzt, beispielsweise:

e Erhaltung eine weiteren Frequenz w, d.h.
~ 1
1= f(w)=4(cosw+1) (c cosw + g c)

also
1

o= (s 5) ()= s

was fiir w £ 7 immer l6sbar ist.

e So flach wie moglich an & = 0, d.h., es verschwinden so viele Ableitungen von J?wie
moglich an £ = 0, so daB sich der Filter “soweit wie moglich” einer “charakteristischen
Funktion” annéhert. Da

~

if(f) = —2b sin§ — 4csin 2¢

d§
an & = 0 immer verschwindet, konnen wir also fordern, daf3
d? ~ 1 1
0 (0) = —2b cos 0 — 8ccos0 = c=—-b=——.

de

e “Balanciertheit” oder Antisymmetrie um =, d.h.

FG-9-71(3)=7(3)-

)

<g+£),
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also

)

(3-9)+7(G+9]=7()

und somit insbesondere (§ = 7)

N | —

1 -
§=f(g>:a+2bcosg+2ccosw — a= =42
——

=1
=0

was zusammen mit @ = % — 2c die Bedingungen a = % und ¢ = 0 liefert.

Abbildung 1.6: Die drei Filter zu den zusitzlichen Forderungen: Erhaltung der Frequenz 5
(links), “Flachheit” an 0 (mitte) und Balanciertheit (rechts).

Diese drei Filter sind in Abb. 1.6 dargestellt.

Auch wenn dieses Beispiel sehr einfach ist, zeigt es bereits, wie beim Filterdesign vorgegan-
gen wird: Man gibt sich normalerweise das Verhalten des Filters im Frequenzbereich vor und
bestimmt dann die Koeffizienten des Filters so, dal} diese Verfahren realisiert oder zumindest
approximiert wird. Und das zu ist einiges zu sagen.

Bemerkung 1.22 (Filterdesign/Transferfunktion)

1. Die Transferfunktion eines Filters, insbesondere eines nichttrivialen kausalen Filters, ist
normalerweise eine komplexwertige Funktion. Deren Realteil liefert den Gewichtungs-
faktor fiir die jeweilige Frequenz wihrend ihr Imaginirteil die Phasenverschiebung an-
gibt. Da letztere eigentlich nicht horbar ist, gibt man oftmals bei Bandpassfiltern nur den
Realteil des Filters vor.

2. Es mag zuerst etwas seltsam anmuten, daf3 der Frequenzgang des Filters immer nur von
—m bis m lauft, schliefilich hdtte man doch eigentlich gerne Filter, die beispielsweise
horbare Frequenzen von 10 — 20000 Hz verarbeiten konnen. Und hier ist der Punkt, an
dem der Abtastsatz 1.16 ins Spiel kommt: Der Filter operiert auf dem diskreten Signal,
das eben durch hinreichend feines Abtasten gewonnen sein muf3, und zwar so fein, daf}
die Fouriertransformierte des Signals auf das relevante Band |—, 7] beschrdinkt wird.
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Das viel groBBere Problem besteht aber darin, da3 die Transferfunktionen von FIR-Filtern
nur eine sehr “kleine” Familie von Funktionen aus Ly(T), oder was auch immer man als Fil-
termenge nehmen mochte, darstellen und man so bei weitem nicht jeden Filter, den man gerne
hétte, auch wirlich exakt als FIR—Filter bekommt.

Definition 1.23 Eine Funktion f € C*°(T) der Form

f(ff):kaeikx, freC, zeT,

lk|<n

heif3t trigonometrisches Polynom der Ordnung n.

Ubung 1.8 Zeigen Sie: Jedes trigonometrische Polynom der Ordnung n 146t sich auch als

f(x):ao+z [ak coskx—i—bksinkx}, ag,...,0n, b1,...,b, € C
k=1

schreiben. &

Es ist nun klar, daB} ein LTI-Filter F', dargstellt durch f € ¢(7Z), genau dann ein FIR-Filter
ist, wenn f € loo(Z), also seine Fouriertransformation ein trigonometrisches Polynom ist. Ei-
gentlich nicht so schlimm, denn die trigonometrischen Polynome sind dicht in Lo(T) und wir
wissen sogar, wie man die beste Approximation zu einer Transferfunktion g = J?berechnet:
Man nimmt die Fourierreihe

ik- 1 —
ﬂg:zgkek, 9k =5 g(t)ye ™
kEZ T

und bildet deren n—te Partialsumme

was uns auch schon die Koeffizienten unseres Filters A liefert. Und 7 ist sogar dasjenige tri-
gonometrische Polynom der Ordnung 7, das in der Norm von Ly(T) die Transferfunktion am
besten annihert, also eine Bestapproximation, siehe z.B. [46]. Mehr zu Fourierreihen findet man
beispielsweise in [26, 33, 61]. Leider ist das aber auch nicht so einfach.

Beispiel 1.24 (Tiefpassfilter) Wir wollen jetzt einen Filter I' designen, der nur die tiefen Fre-
quenzen durchldift, sagen wir die untere Hilfte. Ideal wdire dieser Filter also durch

-~

f= X[—=/2,7/2]

definiert — das ist natiirlich kein trigonomentrisches Polynom und somit auch kein FIR-Filter,
also auch nicht praktisch realisierbar. Um also niherungsweise Tiefpassfilter zu bekommen,
bestimmen wir die Fourierkoeffizienten von g = f und erhalten, daf3

1 [ 1

dt = -

Jo = Gy o 5
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und, fiir k # 0,
1 /2 1 ikt /2 1 e—ikm/2 _ gikm/2 1 k
g = — et = — = — , = —sin—m
2w J )2 2 —ik t——mj2 2T —ik km 2
B 0, k € 27,
[ = iy ke2Z+1,
das heift,
(—=1)*
Gokt1 =~ Yor+2 =0, k € No.
Die Partialsumme der Ordnung n = 2m + 1 ist also
I = (=) . ,
hn - i(2k+1)¢ —i(2k+1)x
(€) 2+k2_:—(2k+1)7r \[e —i;e l
=0 2 cos(2k+1)E
L + i( 1)k 2 (2k +1)¢
= - —1)f———— cos
2 (2k+ D)7 ’

was uns den ndherungsweisen FIR-Filter liefert. Nur ist es mit der Approximationsqualitdt
nicht so weit her, wie uns Abb. 1.7 zeigt.

0.8

0.8

0.6

0.6

0.4

0.4

0.2

0.2

-0.2 0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 1.7: Links: Approximation des Bandpassfilters durch Partialsummen fiir n =
5,15, 100 (Werte eher zufillig). Man beachte, daB die “Uberschiesser” nur schmaler, nicht
aber kleiner werden.

Rechts: Approximation durch ein anderes Approximationsverfahren, nidmlich die
Fejérschen Mittel. Diese haben zwar eine groBere Abweichung vom Bandpass als die Par-
tialsummen, verzichten dafiir aber auf wilde Oszillationen.
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Abb. 1.7 zeigt das sogenannte Gibbs*® —Phiinomen: Die Partialsummen zu “steilflankigen” Fil-
tern liefern immer Uberschwingphinomene, die auch mit steigender Approximationsqualitiit
nicht verschwinden. Dies macht FIR-Filter fiir die Konstruktion von Bandpassfiltern recht un-
geeignet. Auerdem ist die Qualitit, mit der man nichtglatte Funktionen durch trigonometri-
sche Polynome approximieren kann, die sogenannte Approximationsordnung, ebenfalls stark
eingeschrinkt, siehe z.B. [11, 35, 39, 46]. Man kann, wie das rechte Bild in Abb. 1.7 zeigt, dem
Gibbs—Phiinomen durch Wahl eines geeigneten Approximationsverfahrens entgehen*, das “ge-
stalterhaltende®®” Eigenschaften besitzt, dafiir aber mit langsamerer Konvergenz bezahlt — fiir
Details siehe z.B. nochmals [11, 35, 39, 46].

48Josiah Willard Gibbs, 1839-1903, Professor fiir mathematische Physik in Yale; das Gibbs—Phidnomen wurde
aber angeblich nicht von ihm entdeckt.

49 Anstelle der n—ten Partialsumme betrachten man hier das arithmetische Mittel der Partialsummen der Ord-
nungen 0,1,...,n.

0«Shape preserving”.
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2 EIN GROSSERES REPERTOIRE AN FILTERN

Contrariwise, [. . .] if it was so, it might
be; and if it were so, it would be; but as it
isn’t, it ain’t. That’s logic.

L. Carroll, Through the looking glass

Ein groBeres Repertoire an
Filtern

Wie Beispiel 1.24 gezeigt hat weisen die FIR-Filter oder dquivalent die trigonometrischen Poly-
nome gewisse Approximationsprobleme auf und zwingen beim Filterdesign eine Entscheidung
zwischen

e Effizienz: Eine hohe Approximationsordnung gewihrleistet eine moglichst gute Anniher-

ung des Wunschverhaltens unter Verwendung von moglichst wenig Schaltgliedern. Denn
natiirlich kostet bei einer Implementierung jedes Schaltglied bzw. jeder Tap des Filters
einen gewissen Aufwand.

Verzogerung: Das viel groflere Problem bei “langen” Filtern ist aber die Tatsache, daf in
jedem Taktschritt die Daten im Filter nur eine Stelle “weiterriicken”, je grofer also der
Tréiger des Filters ist, desto linger dauert es, bis die Daten wirklich verarbeitet sind und
das Ergebnis wirklich am hinteren Ende des Filters ankommt. Ist nun diese sogenannte
Latenzzeit relativ groB3, kann es, gerade in Echtzeitanwendungen, zu Problemen kom-
men. Beispielsweise konnen Filter mit unterschiedlichen Latenzzeiten, wenn sie parallel
verwendet werden, in der Soundverarbeitung zu Phasenverschiebungen fiihren, die als ein
Jaulen wahrgenommen werden konnen.

Gestalterhaltung: Der Filter weicht zwar weiter vom Wunschfilter ab, dhnelt diesem aber
dafiir optisch.

zu treffen. Und in beiden Fillen muss man deutliche Abstriche machen.

Aus diesem Grund ist es sicherlich verniinftig, sich zu fragen, ob es auBer den FIR-Filtern®!
vielleicht noch andere Filtertypen gibt, die sich mit den drei Schaltgliedern realisieren lassen
und die andererseits ein besseres Approximationsverhalten zeigen konnen.

2.1

Die :—Transformation

Die Transformation, die wir jetzt einfiihren, ist eigentlich nur eine Variante der Fouriertransfor-
mation, aber dann auch wieder nicht so wirklich. Wir werden ndmlich jetzt Folgen in formale
Potenzreihen transformieren.

3SIWir erinnern uns: Kausal/nichtkausal war nicht wirklich das Problem!
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Definition 2.1 (Laurentreihen und z-Transformation)

1. Mit T1[C] bezeichnen wir den Ring aller Polynome mit komplexen Koeffizienten und mit
A[C] den Ring der Laurentpolynome, also

I1[C] := {f(z):ijzj : fjeC,neNO}

und

A[C] == {f(z): S ijC,nGNO}

j=—n

2. Mit TI(C) und A(C) bezeichnen wir die formalen®® Potenz- bzw. Laurentreihen der
Form>?

f(z) = kazk bzw. f(z):kazk, z € C*:=C\{0}.

keNg keZ

3. Die z—Transformierte ¢* € A(C) eines Signals c € ((7) ist definiert als

c(z) = Zc(k:) P z e C™. 2.1

Ubung 2.1 Zeigen Sie:
1. Jedes f € A[C] kann als f(z) = z* p(z2), k € Z, p € T1|C] geschrieben werden.

2. f € A[C] ist genau dann invertierbar, d.h. 1/f € A[C], wenn f(z) = ¢ 2* fiir ein ¢ € C*
und ein £ € Z ist.

3. Fiir c € C* gehort die Funktion
1

zZ—C

fz) =
zu I1(C). Geben Sie die formale Potenzreihe zu f an.

4. Fiir c € ((Z) gilt
¢ € A[C] = c € ly(Z).

52Das heiBt, bei so einer Reihe interessiert es uns zuerst einmal nicht, ob oder wo sie konvergiert!
53T aurentreihen sind an der Stelle z = 0 nicht definiert, sobald sie keine Potenzreihe sind. Daher muB man sich
auf C* = C\ {0}, die Menge der Einheiten, d.h. der invertierbaren Elemente in C beschréinken.
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¢

Dal} die z—Transformierte gar nichts so wirklich neues ist, siecht man schon daran, daf3 sie auf
dem komplexen Einheitskreis™ T = {z € C : |z| = 1} mit der Fouriertransformierten iiber-
einstimmt:

c(e%) =2¢¢), E€eT.
Wenn man nun noch bedenkt, daf} jedes Laurentpolynom wie auch jede konvergente Lauren-
treihe durch ihr Verhalten auf T eindeutig definiert sind>®, dann ist die Erweiterung von T auf
ganz C* so wild eigentlich nicht.

Bemerkung 2.2 (Eigenschaften der :—Transformation) Zuerst einmal ein paar Bemerkun-
gen iiber die z—Transformation:

1. Anstelle von (2.1) verwendet man oftmals auch gerne das Symbol
(2)=c"(z7") = Zc(k:) 2",
keZ

was eigentlich keinen richtigen, systematischen Unterschied macht. Trotzdem ist die z—
Transformierte in der Literatur, insbesondere in der Signalverarbeitungsliteratur, recht
konsistent wie in (2.1) definiert, siehe z.B. [15] — und dann sollte man sich auch dran
halten.

2. Die z—Transformation benimmt sich zur Faltung genau wie die Fouriertransformation:

(cxd) () = S (exd)y (k)= =3 (S eli)dlk —j) | =927+

keZ kEZ \JEL

= Z Z]Zd — )z = Zc(j)z‘j Zc(kz)z‘k
JEZ keZ JEZ kEZ

= (2)d*(2).

3. Es gibt auch eine inverse z—Transformation, und zwar

feAC) — fik .Qij ) 2F 1 dz, (2.2)

wobei 1" eine geschlossene Kurve in C ist, beispielsweise ein Kreis um den Ursprung,
also r'T mit v > 0, in deren Innerem der Nullpunkt und alle Singularitiiten®® von f(z)
liegen. Dies ist eine Folgerung aus dem Cauchyschen®’ Integralsatz, siehe z.B. [30, Theo-
rem 7.2.1].

>4Denn wir wegen des kanonischen Isomorphismus z = ¢ ebenfalls mit T bezeichnen werden.

35 Anschaulich klar: Die Fourierreihe legt ja alle Koeffizienten der Laurentreihe fest.

6 Also Pole.

57 Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, wurde von den “Freunden der Familie” Laplace und Lagrange, insbe-
sondere letzterem, zur Mathematik gebracht, studierte unter anderem bei Ampére. Ein Journalist sagte angeblich
einmal {iber ihn: “.. it is certain a curious thing to see an academician who seemed to fulfil the respectable functions
of a missionary preaching to the heathens.”; Zitat aus [37].
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2.2 Rationale Filter und ihre Realisierung

Die z—Transformation ist nun der Schliissel zu realisierbaren Filtern mit wesentlich mehr Frei-
heitsgraden, den sogenannten rationalen Filtern. Ein Filter I, dargestellt durch eine Folge® f
heift rational, wenn es (Laurent—)Polynome p, ¢ € A[C] gibt, so dal3

. p(z) x

f=05  2eC\Z) 23)
wobei Z(q) := {z € C : ¢(z) =0} die (endliche) Nullstellenmenge von ¢ bezeichnet, von
der man sich tunlichst fernhalten sollte, denn ansonsten landet man in einem Pol von f*. Uber
die Konvergenz der zu f* gehorigen Laurentreihe und somit der Frage, wann und wo f*(z)
als Funktion iiberhaupt wohldefiniert ist, schweigen wir uns noch ein bisschen aus, das kommt
dann im Kapitel 2.3.
Was uns zuerst einmal interessiert ist, da} p und ¢ natiirlich in keinster Weise eindeutig sind,
denn schlieBlich kann man den Bruch beliebig mit cz*, ¢ € C*, k € Z, erweitern und so
sogar dafiir sorgen, dall p und ¢ beispielsweise beide Polynome sind. Da p und ¢ auf alle Fille
Laurentpolynome sind, konnen wir sie auch als z—Transformierte von zwei Folgen p, ¢ € {y(Z)
auffassen und anstelle von f* = p/q auch f* = p*/q¢* schreiben.

Betrachten wir nun die Identitdt y = F'x in der z—Transformierten, dann erhalten wir, daf3

*

v = (Fa) = fra" =2 o, also  y"¢"=pa’,
q*

Jetzt machen wir Gebrauch von der Normierungsfreiheit und fordern, daf3
q (z_l) € I[C] und q2)=14+q)z 4+ +qm)z™
ist>®. Diese Normierung LiBt sich fiir ¢* # 0 immer erreichen. Damit ist dann aber

vy =p "+ (1-q") vy, also Y=pxT+71*y. 2.4)
——

Und was haben wir hier gewonnen? Ganz einfach: Der Filter r hat die Form

und ist somit ein kausaler Filter, das heilit, er verwendet zum Zeitpunkt k& nur Werte y(j), j < k.
Und die sind aber schon bekannt! Mit anderen Worten: Man muf3 “nur” das Ergebnissignal y
nach einem Verzogerungsschritt®® in den “Nennerfilter” schicken und die Ergebnisse der bei-
den Filter schlieBlich aufsummieren. Dies ist in Abb. 2.1 schematisch dargestellt. Insbesondere
bendtigt man also fiir einen rationalen Filter mit Zihlerpolynom®! p vom Grad m und Nenner-
polynom ¢ vom Grad n

S8 Also ist F', um genau zu sein, wieder einmal ein LTI-Filter.

¥Die zweite Bedingung schreibt man in der Literatur zur Signalverarbeitung gerne als ¢(o0) = 1.
®Da ja r(0) = 0 ist und der Filter 7 so erst mit (1) beginnt!

'Damit lassen sich Zihler und Nenner kausal realisieren und es sind keine weiteren Zeitverzogerer notig.
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>0 Fc

Abbildung 2.1: Ein rationaler Filter, realisiert mittels delayed feedback: Das mit p gefilterte
Signal wird verzogert in den Filter ¢ geschickt und die beiden Ergebnisse summiert.

e n + m + 1 Multiplizierer,
e n + m Addierer und
e n + m Verzogerer,

was einen durchaus vertretbaren Aufwand darstellt.

Beispiel 2.3 (Summationsfilter) Das einfachste Beispiel fiir einen rationalen Filter ist der
kausale Summationsfilter S, definiert durch

k

(Se) (k)= ) c(j)-

j=—o00
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Das Signal Sc ist eine Art “Stammfunktion” zu c. Man sieht nun leicht, daf3

e )= S s el — ) = N j >0,
SC(/{) - E C(k_]) - / S(])C(k .7) =S8*C, 3(.7) _{ 0’ j<0,
7=0 JEL
weswegen
= 1
* — -k _ 1
SE-Y e FeL

ist; die Forderung |z| < 1 sorgt dafiir, daf3 die Potenzreihe absolut konvergiert. Der Filter S ist
ein lIR-Filter, denn die Impulsantwort s ist ja nun fiir alle nichtnegativen Zeitpunkte ungleich
Null.
Die Realisierung ist nun aber denkbar einfach: Wir erhalten die Zihler- und Nennerpolynome
sofort als

p(z) =1,  qz)=1-z" = r(z)=z",
und somit ist p der triviale Filter und r besteht gerade aus einem Verzogerer, wie man in Abb. 2.2
sehen kann.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

C—>0 ,O>OC
fffffffffffffffffffffffffffff L
o
= S
rc

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 2.2: Das Schaltbild des Summationsfilters, eine richtig einfache Angelegenheit.
Die Filter fiir Zdhler und Nenner sind eingerahmt.

Aus dem Summationsfilter von Beispiel 2.3 kann man sich dann auch einen Infegrierer basteln.
Dazu tastet man eine Funktion f € L;(RR) mittels des Sampling—Operators .S}, ab und erhilt als
Niherung fiir das Riemann—Integral

x [z/h]
/0 FEydt=h S f(kh) = [0S Suf) (Le/h) 2.5)
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“technisch” miissen wir also nur einen Multiplikator nachschalten.

Allerdings ist die Riemannsumme numerisch eine eher “dumme” Methode, um ein Integral
zu berechnen, sie ist nur genau fiir konstante Funktionen. Aber unsere rekursiven Filter konnen
schon noch mehr. Dazu noch ein Beispiel aus [24, Kapitel 3.10].

Beispiel 2.4 (Integrationsfilter) Eine bessere Intgrationsregel oder Quadraturformel ist die
sogenannte Trapezregel. Dabei wird das Integral von kh bis (k + 1)h durch den Mittelwert
s [f(kh) + f ((k + 1)h)] angendihert™ und liefert uns so die Regel

k k—1
1

yk) = 3 Sll-De(]= Y Sl )+ 2]+ g ek~ 1)+ 2(k)

j:—oo j:—OO

= ylk—1)+ % [z(k —1) 4+ z(k)].

Ubergang zur z—Transformierten liefert dann

(& = Yuk) zkzz[y<k—1>+§<x<k—1>+x<k>>]

keZ keZ
e S R e Ot
keZ 2 2
1
B SUCEERE S SRR S
keZ 2 keZ
1
= zly*(2) + 5 (1+271 2%(2),
also )
fr(2) 2" (2) =y (2) = 5717 (2), z € C”. (2.6)
Analog transformiert man die Simpson—Regel®?
1
y(k) =y(k —2) + 5 [2(k —2)+4z(k—-1)+2(k)], kez,
in
11+4z7t 4272 _12+4+Z*1

r*(z) = =

6 z—z1

¥ (2) zeC*. (2.7)

:6 1—272

Die beiden Filter aus Beispiel 2.4 kann man sich nun im “Frequenzbereich” ansehen, wobei

man . /2 /2

-~ 11+e™ le/% 4 e 1 cos&/2
fr(€) = fr (") =5 i€ T 9 pif)2 _ p—if/2  9j qi
21 —e € 2¢i/2 — i/ 2i sin & /2

02Weswegen die Quadraturformel den Exaktheitsgrad 1 hat, also alle linearen Polynome exakt integriert, siche
beispielsweise [44].
% Integration des quadratischen Polynoms, das an drei aufeinanderfolgenden Punkten interpoliert.
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und analog

S~ LA4(e“4e ™) 14+2cos{  12+cosé

fs©) =5 e e~ 5 siné  6i siné
Beide Filter haben nun eine Singularitit an der Frequenz £ = 0, und das muf} auch so sein!
Da der Filter ja versucht, eine ndherungsweise Stammfunktion zu berechnen, miisste ja fiir eine
Funktion ¢

g(x) = (Fg)' (z) = (f * 9) (x)
gelten, was nach Ubergang zur Fouriertransformierten unter Verwendung von (1.10) und (1.12)

gerade )
G =icfeg¢6 = f<5>=%

fiir den perfekten Integrationsfilter liefert. Die Singularitit an 0 ist nun genau der Indikator

dafiir, daB3 unsere Quadraturfilter Funktionen mit Frequenz 0, also konstante Funktionen, exakt
integrieren. Aus diesem Grund betrachten wir die relativen Abweichungen der Filter

~

& _ §/2
]/l’\(é‘) = COS 5/2 m, (28)
fs© _ 1 .

fiir £ = 0 sind diese Quotienten offensichtlich 1 und da auBBerdem beide Funktionen gerade sind,
geniigt es, sie auf [0, 7] zu betrachten. Die Funktionen sind in Abb. 2.3 zu sehen. Man beachte,

1

0

0 05 1 15 2 25 3

Abbildung 2.3: Relativer Frequenzgang des Trapez- und des Simpson—Filters. Der
Simpson—Filter ist im “niederfrequenten” Bereich deutlich besser, bezahlt aber dafiir bei
den hoheren Frequenzen.

daf} der relative Fehler von (2.8) mit zunehmender Frequenz zwar mehr und mehr abnimmt,
aber wenigstens beschrinkt bleibt, wihrend fiir ¢ — 7 in (2.9) eine Singularitit auftaucht —
ein weiterer Effekt des Abtastsatzes, da sich da alle hohen Frequenzen aufsummieren, die ja zu
beliebig groflen Integralen fiihren konnen.
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Bemerkung 2.5 Wie die Integrationsfilter zeigen, besitzen rationale Filter eine durchaus wiinschens-
werte Fihigkeit, die den FIR-Filtern fehlt: Sie konnen Singularititen modellieren, in diesem
Falle die Singularitdt der Fouriertransformierten an & = 0, die bei der Integration aus prinzi-
piellen Griinden vorhanden sein muf3. Das ist ein weiterer Grund, sich mit rationalen Filtern zu
befassen.

2.3 Stabilitat

Die Beispiele fiir rationale Filter aus dem vorangegangenen Kapitel zeigen, daf3 rationale Filter
zwar alle realisierbar sind. Leider macht es aber einen gewaltigen Unterschied, wo nun die
Nullstellen der Nenner, also die Pole der rationalen Funktion liegen. Dies wollen wir uns zuerst
einmal anhand eines Beispiels aus [23, Beispiel 2, S. 64] veranschaulichenn.

Beispiel 2.6 (Entwicklung eines rekursiven Filters) Gegeben die z—Transformierte

C

11z = (1—az"1)(1—bz"1)’

ceC”, z€ C\{0,a,b}.

Wie lauten die Koeffizienten f(k), k € Z? Man kinnte natiirlich nun “blind” die inverse z—
Transformation aus (2.2) verwenden, aber viel geschickter ist es, fiir f* die Partialbruchzerle-

gung
. A B A(l=bz)+B(1l—az*
f(2) = -+ -1 ( —>1 ( 1 )
1—az 1—10bz (1 —az=1)(1—=0bz71)

anzusetzen, was das Gleichungssystem

11 A c ac —bc
[ba}[B]_{O] = A= PEiD

liefert — zumindest solange a # b ist. Bleibt also nur noch die Entwicklung

1 k _—k
1_a2_122“ Z

)
k=0

um die zumindest formale Darstellung

ff(z)=A iak "+ B ibk 27k = i (akﬂ — ka) < 27 z e Cx,
k=0 k=0 a—b

k=0

und damit
0 k <0,

fR=¢ @r=vye (2.10)
a—"b ’ -

liefert. Dieser Filter hat keine endliche Impulsantwort, dafiir aber eine andere Eigenschaft, die
sich je nach Wahl von a und b unterscheidet:
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e Sind |a|,|b| < 1, dann fallen die Koeffizienten der Impulsantwort f aus (2.10) fiir k — oo
ab und man spricht von einem Dampfungsverhalten des Filters.

b

, dann ist natiirlich

o Ist hingegen |a| < 1 <
[f(R)] = b7

und daher wiichst die Impulsantwort iiber alle Grenzen, wenn b < 0 ist sogar in oszil-
lierender Manier. Aus Symmetriegriinden passiert fiir |a| > 1 > |b| zudem auch nichts

anderes.
e Ist schlieBlich 1 < |al, |b], dann liefert unter der Annahme® 1 < a < b die Identitiit
k+1  pk+1 k k k+1
(CL —b ) C . . . a +1 _ 1
— Tpk=i > j_-_ -
a—7b jz:; “ - ]Z:; “ a—1"

was ebenfalls ein eher divergentes Verhalten zeigt.

Es mag zuerst etwas seltsam erscheinen, dal wir die Potenzreihe eines rationalen Filters be-
stimmen, wo wir doch gerade die Tatsache so gepriesen haben, daf3 dieser Filter mit endlich
vielen Schaltgliedern realisierbar ist, indem man die rationale Struktur ausnutzt. Trotzdem ist
diese Entwicklung wichtig, da sie uns die Impulsantwort des Filters liefert und so dessen Ver-
halten beschreibt. Und es macht eben einen ganz gewaltigen Unterschied, ob die Impulsantwort
abklingt, oder ob sie immer heftiger und mit immer groerer Amplitude oszilliert.

Definition 2.7 (Dampfung) Ein Filter F' heifit

1. diampfend, wenn die Impulsantwort fiir k — +oo verschwindet, d.h., wenn

k—oo k——o0

fel(Z) = {c € l(Z) : lim c(k) = lim c(k)= O}

2. beschrinkt, wenn die Impulsantwort beschriinkt ist, d.h. f € (. (Z) ist.

Ein FIR-Filter mit f € {yy(7Z) hat natiirlich alle diese “schonen” Eigenschaften, d.h., er ist
dampfend und beschrinkt, ja es ist sogar f g € {y(Z) fiir jedes beliebige Signal g € ¢(7Z).
Warum sind nun gerade beschrinkte oder noch besser dimpfende Filter so sehr von Interesse?
Dazu sehen wir uns nur einmal den Filter mit der Impulsantwort f(k) = k, k € N,und f(k) =0
fiir £ < 0, an. Schickt man nun in diesen Filter zwei Diracpulse mit gewisser Wartezeit, also
das Signal ¢ = § + 730, dann ist

0, J <0,
Fe(j) = 7, 0<yj<k,
J+(—k), j>k

%Die keine echte Einschrinkung darstellt!
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Theoretisch ist das nicht sonderlich aufregend. Ist nun aber k relativ gro3, dann kann es passie-
ren, dal} in einer FlieBpunktarithmetik der Term j die hinzukommenden Terme j — & so stark
dominiert, daB letztere praktisch unter den Tisch fallen und das zweite Signal einfach ignoriert
wird. Das wire besonders fatal, wenn man das Signal § — 75 ¢ in das System fiittert, denn dann
konnte das System nach dem Zeitpunkt k einfach weiterwachsen, anstatt in den konstanten
Zustand F'c(j) = k, j > k, zu fallen.

Fc

Abbildung 2.4: Der “Teufelskreis” in einem rekursiven System ohne Ddmpfung. Einmal
angestoBen entwickelt der Filter (), der zum Nenner(Laurent-)polynom g = ¢* gehort ein
Eigenleben und regt sich moglicherweise immer mehr auf — bis zu einem Punkt, an dem
das System eingehende Signale als “zu klein” erachtet und ignoriert.

Man kann sich die Problematik auch anders veranschaulichen, indem man den rationalen
Filter wie in Abb. 2.4 als Blockschaltbild aus den beiden Filtern P und () darstellt. Durch die
Riickfiihrung der Information in () kann das System, wenn es iiber keine Dampfung verfiigt, in
einem Anregungszustand gefangen sein, aus dem es letzen Endes nicht mehr herauskommt.

Deswegen ist es also eine wichtige Eigenschaft rekursiver bzw. rationaler Filter stabil zu
sein, das heif}t, ein Ddmpfungsverhalten aufzuweisen, denn andernfalls wiirde das einmal ange-
regte System irgendwann einmal jede neu ankommende Information so stark dominieren, daf3
sie schlichtweg irrelevant wiirde. Gliicklicherweise kann man Stabilitédt rationaler Filter recht
einfach charakterisieren.

Satz 2.8 (Stabilitiit rationaler Filter) Ein rationaler® Filter F mit

oy P(z) L e
f(Z)—q(z>, eC

ist genau dann stabil, wenn alle Nullstellen von q im Inneren des Einheitskreises liegen.

%5Rationale Funktionen werden immer in gekiirzter Form angenommenm, also ohne gemeinsame Nullstellen
von Zahler- und Nennerpolynom.
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Um Satz 2.8 zu beweisen, sammeln wir erst einmal ein bifSchen Information iiber rationale
Filter. Zuerst einmal der einfachste Fall.

Proposition 2.9 Ein elementarer rationaler Filter der Form

a

f*(Z):l_—Cz_l, ZGCX\{C}, CGC, (211)

ist genau dann ddampfend, wenn || < 1 ist.

Beweis: Wir verwenden die Entwicklungsformel

1 _ C k _—k
T _kzzog 2k (2.12)

um
0 k<0,

R B

zu erhalten, was fiir k — —oo trivialerweise immer gegen Null konvergiert und fiir £ — 400
genau dann, wenn || < 1 ist. O

Der Beweis zeigt sogar eine noch schonere Eigenschaft: Wenn so ein einfacher Filter wie
in (2.11) die Dampfungseigenschaft hat, dann fillt er nicht etwa “irgendwie” ab, sondern expo-
nentiell, das heiBt, es gibt eine Konstante p < 1, nimlich p = |¢|, so daB | f(k)| < p/*l ist. Diese
Beobachtung erweitern wir nun noch etwas.

Proposition 2.10 Fiir einen rationaler Filter der Form

f(2) =

a

(1—(z " z€C\{¢}, (€C, a€N, (2.13)
sind dquivalent:

1. F besitzt ein Ddmpfungsverhalten.
2. F besitzt ein exponentielles Ddampfungsverhalten.
3. ¢l < 1.

Beweis: Wir defieren die polynomialen Folgen 7, € ¢(Z), a € Ny durch

k
T =1 und Tar1(k) = Z?Ta(j).

=0
Nach [22, S. 283, (6.78)]% ist 7, ein Polynom vom Grad « der Form
k.Oé

7Ta<k):a+...

%Da wird auch gezeigt wie man auf die Formel kommt, bei der die sogenannten Bernoulli—Zahlen involviert
sind.
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und bestimmt auch das Verhalten in (2.13): Es gilt ndmlich, dal

(1—gz E:”al ¢t2h el > el (2.14)

Die zeigt man durch Induktion iiber o, wobei der Fall o = 1 gerade (2.12) ist und wir ansonsten

! 1 k —k k —k
(1—CeH)™ = (1=¢2) (1—Cz—1 (ZWO ) <Z7Ta 1 )

o0

- ZCJ Ta1(k) ¢F 270 = Tazi1(k) (7TF 2700

J,k=0 7,k=0
— iwa_l(k:) i(” 2 = i(ﬂ 2 (i Ta1( ) Zﬂ' )¢ 2,
k=0 j=k 3=0 k=0

womit (2.14) bewiesen ist.

Damit sind wir aber fertig, denn die Folge 7, () ¢’ konvergiert fiir j — oo genau dann gegen
Null wenn |¢| < 1 ist. Die exponentielle Abklingordnung erhalten wir, indem wir ein beliebiges
|| < p < 1 wihlen, denn dann haben wir, da

o< mo (1
| <\<|<>|Llp

ol

—0

und da 7,(5) ((/p)’ — 0 fiir j — oo, gibt es eine Konstante C' > 0, die diesen Ausdruck fiir
alle 5 € N majorisiert. Somit ist

ma(i) [ < Cp
und kling daher exponentiell ab. U

Bemerkung 2.11 Der Beweis von Proposition 2.10 zeigt, daf3 man die exponentielle Abkling-
ordnung p beliebig knapp oberhalb von |(| wéiihlen kann, allerdings natiirlich um den Preis einer
immer iibleren Konstante. Der Wert |(| hingegen wird, zumindest fiir « > 1, nicht funktionieren.

Um den Beweis von Satz 2.8 zu vervollstindigen, miissen wir schlielich noch die Partial-
bruchzerlegung aus Beispiel 2.6 auf allgemeine theoretische Fiifle stellen. Dazu verwenden wir
einen algebraischen Klassiker, ndmlich die oftbenutzte Bézout—Identitdit.

Satz 2.12 (Bézout-Identitiit) Seien f, g € A[C|zwei Laurentpolynome ohne gemeinsame Null-
stellen. Dann gibt es p, q € A[C], so daf

fp+gqg=1 (2.15)

ist.
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Korollar 2.13 Seien f,g € A[C] zwei Laurentpolynome ohne gemeinsame Nullstellen. Dann
gibt es zu jedem h € A[C] Laurentpolynome p,q € A[C], so daf3

fp+gg=nh (2.16)
ist.
Beweis: Nach Satz 2.12 gibtes pund ¢, sodaBl fp+ gg = 1 und
p=hp, q=hq
erfiillen (2.16). U

Bemerkung 2.14 Kein verniinftiger Mensch wird eine Bézout—Indetitit der Form (2.16) so
auflosen wie im Beweis von Korollar 2.13, denn dann sind die Grade der Koeffizienten p, q
einfach zu grof3. Tatsdchlich bestimmt man diese Polynome iiber den erweiterten euklidischen
Algorithmus, eines der grundlegenden Verfahren in der Computeralgbra, siehe z.B. [18, 45].

Ubung 2.2 Zeigen Sie, daB die Polynome in (2.15) nicht eindeutig sind und geben Sie an, wie
man ausgehend von einer speziellen Losung p*, ¢* alle Losungen p, ¢ von (2.15) finden kann.

Dieses Verfahren ist in der Signalverarbeitungs-/Waveletgemeinde unter dem Namen “Lifting
scheme” populir, siche [60]. &

Beweis von Satz 2.12: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, daB f, g € II[C] Polynome
sind, denn andernfalls brauchten wir beide nur mit einer Potenz von z zu multiplizieren, die wir
spiter als Potenz von z~! auf p bzw. ¢ schieben konnen. Seien m = deg f und n = deg g, dann
konnen wir die Polynome p, ¢ sogar vom Grad n — 1 bzw. m — 1 wihlen. Mit (, ..., (,, und
M, - - -, Ny bezeichnen wir die Nullstellen von f bzw. g, d.h.,

f=fm@—=C) (2 —Gn) und g=gn(x—m) - (x —1n).

Nun wihlen wir p € II,,_;[C] als Losung des Interpolationsproblems®’

1 :
p(nj):f(n)a ]:17"'7”7
j
und ¢ € II,,,_1[C] als Losung von
1

Q(Cj):m, j=1...,m.

Diese GroBen sind wohldefiniert, da f und g keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Das
Polynom h = f p + g ¢ hat dann Grad n + m — 1 und erfiillt

h(¢) = f(G)p(G)+9(8) a(G) =1, j=1...,m,
—— ———
=0 =1/9(¢;)

7Sind die Nullstellen von f und g alle einfach, dann handelt es sich um ein Lagrange—Interpolationsproblem
(also Interpolation von Funktionswerten), ansonsten um ein Hermite—Interpolationsproblem, bei dem auch Ablei-
tungen zu interpolieren sind — auf letzteren Fall wollen wir hier nicht im Detail eigehen, siehe aber z.B. [10].
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sowie
hng)=rf() ply) +gm) alm) =1,  j=1,....n,
e N~
=1/f(n;) =0
und damit stimmt & € II,,,,,,—1[C] an den n+m Punkten (1, . . ., G, 1, - - - , 7, Mit der konstan-

ten Funktion mit Wert 1 {iberein, weswegen h = 1 sein muf3. Das vervollstindigt den Beweis.
O

Was jetzt noch bleibt ist die “Partialbruchzerlegung” von rationalen Funktionen und die 1duft
nun wieder via Bézout.

Lemma 2.15 Sei f = p/q, p,q € 1[C] eine rationale Funktion und seien (1, . ..(,, die Null-
stellen von q mit Vielfachheiten (i1, . . . , [in,, also

g=]]C¢-¢r.

J=1

Dann gibt es Polynome py, . . ., pm, So daf

:E:Cfé%ma z€C\ Z(q). 2.17)

j=1

Natiirlich gilt Lemma 2.15 auch fiir Quotienten von Laurentpolynomen, also fiir p, ¢ € A[C]:
Man muB nur zuerst so normalisieren, da ¢ € II[C] ist und kann dann einen eventuellen
Faktor der Form z~* aus p herausziehen, den man danach einfach wieder auf die Polynome
p; verteilt. Durch Umnormalisierung der Summanden erhilt man dann die folgende Variation
von Lemma 2.15.

Korollar 2.16 Sei f = p/q, p,q € A[C], und seien (i, ..., (,n € C* die Nullstellen®® von q mit
Vielfachheiten [iy, . . . , ji,. Dann gibt es Laurentpolynome py, . . ., p,, € A[C], so daf3

1_@ _1 — z € C*\ Z(q). (2.18)
7j=1
Beweis von Lemma 2.15: Induktion iiber m, fiir m = 1 ist nichts zu tun, denn dann haben wir
ja nur einen Faktor. Sei also die Aussage fiir ein m > 1 bewiesen, dann nehmen wir an, da} ¢
von der Form ¢(z) = z#*F#m 4 ... ist, was sich durch Normalisierung ja immer erreichen
146t und zerlegen es in

22)= (2= Q)" (2= G (= C)™ Z(a0) N Z (qr) = 0.

~~ ~~

=:q0(2) =:qgm(2)

%8Hier ist eine kleine aber feine FuBangel verborgen: Das Hin- und Herspringen zwischen Polynomen und
Laurentpolynomen ist nur dann “verlustfrei” moglich, wenn diese Nullstellen alle von Null verschieden sind. Ein
Laurentpolynom kann keine Nullstelle an z = 0 haben (es ist da ja noch nicht einmal definiert), ein Polynom sehr
wohl!
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Nach Korollar 2.13 gibt es daher Polynome py, p,,, so da3

Pm 4o+ Poqm =P

und damit ist

Po(2) Pm(2) po(2) | pm(2)  po(2) gm(z) +pm(2) (2) _ p(z)
+ == + = = = f(2).
w(z) (2= Cm) @0(z)  Gm(2) Go(2) G (2) q(z)
Nach der Iduktionshypothese konnen wir nun die rationale Funktion py/qo, die nur die m — 1
verschiedenen Nullstellen (i, . . ., (,,_1 besitzt, weiterzerlegen und landen so bei (2.15). Il
Und damit sind wir am Ziel unseres Stabilitdtssatzes fiir rationale Filter angelangt.
Beweis von Satz 2.8: Scien (1, ..., (,, die Nullstellen des Nenners von f*, also die Pole von f*,
mit den zugehorigen Vielfachheiten 1, . . ., it,,,. Unter Verwendung der Partialbruchzerlegung

(2.18) aus Korollar 2.16 und der Identitit (2.14) erhalten wir dann, da®

Fo=3 2 = 3| % =] [

7=l =1 Lk= =0
m 0 m N
= D2 2 iRm0 G = Y Y pik)m, (0= k) TG

wobei r; (¢, ;) ein Polynom in ¢ und (; ist. Damit ist also

=> ri(k¢)¢E, k=-N. (2.19)

Jj=1

Sind nun alle |(;| < 1, dann konvergiert jeder individuelle Summand in (2.19) fir k£ — oo
gegen Null und der Filter ist (exponentiell) dimpfend™, fiir |¢;| > 1 hingegen divergiert der
entsprechende Term in (2.19), und zwar so schnell wie |k — auch hier ist in der Grenze der
polynomiale Term vernachlissigbar. Gilt also beispielsweise, daB’!

1G>G = > |Gl

und (4], “fernster’” Pole kann man
auch, allerdings mit etwas mehr Schwierigkeiten, erledigen, sieche Ubung 2.3 fiir einen ersten
Schritt. U

8Wir schreiben jetzt wieder die Laurentpolynome p; aus (2.18) als z—Transformierte.
ODas Argument ist genau das gleiche wie im Beweis von Proposition 2.10.
"IBis auf das strikte “>" am Anfang lassen sich die Pole immer so anordnen.
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Ubung 2.3 Zeigen Sie: Fiir (,n € C mit || = |5| > 1 sind die Koeffizienten der formalen
Potenzreihe
e )
1—Cz7t  1—nzt

genau dann beschrinkt, wenn sie alle verschwinden. &

Damit haben wir also die vollstindige Beschreibung von rationalen Filtern, die das gewiinschte
Déampfungsverhalten aufweisen und somit stabil sind. Man kann allerdings fiir endliche Signale
noch ein bifichen mehr erhalten, indem man vom Mittel der ‘“Zeitumkehr” Gebrauch macht.
Dazu nehmen wir an, )
x p(z x
f<z>_q(2)7 ZE(C \Z(Q)a
wire die z—Transformation der Impulsantwort eines Filters /', der Pole innerhalb und auf3erhalb
des Einheitskreises hat, aber keinen Pol auf dem Einheitskreis, d.h., Z(¢) N'T = (. Nun zerlegen
wir ¢ in das Produkt seiner Nullstellen und zwar, bis auf eine Konstante c, die wir genauso in
das Zihlerpolynom p schieben konnen, als

q(z) =c \(1 — z_lgl) . (1 — z—lgm)J \(1 — 2_1771) (1 - z_lnn)j, G| < 1, |n;| > 1.

~ ~~

=:q<(2) =:¢>(2)

Offensichtlich haben ¢ und ¢~ keine gemeinsamen Nullstellen und daher gibt es Laurentpoly-
nome p. und p-, so dal}

(Z) p>(Z) — f*(s *(2
e L e+ 1)

* _ D<
f1(z) = "

alle im Inneren des Einheitskreises und wir konnen den
als

Dann sind aber die Pole von f% (2~
Filter mit Hilfe der “Zeltsplegelung”

(Fs )" (2) = (01 [Fs2])" (7))

schreiben, wobei

(o-1[F>2])" (2) = Z[F>:L‘ )z J—ZZf> (—j — k)2~

JEL JEL k€L
= Zf>(k) szx(—j— k) 277" g Zf> Z (—4) 2~
keZ JEL keZ JET

= f2 (zfl) (o_12)" (2).

Die z—Transformation fZ (z_l), die zum Filter o_; I\ gehort, hat nun aber alle Pole im Inneren
des Einheitskreises, denn die Operation z — 2z~ ! entspricht ja gerade einer Spiegelung am
Einheitskreis. Das liefert eine geddmpften und somit numerisch stabil berechenbaren Filter und
somit das stabilere Verfahren

Fox=0_1[(0_1F)x],

2Denn nichts anderes ist die Skalierung o1, definiert durch o_jc = ¢ (—).
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das mit Spiegelung von Filter und Signal auskommt und eigentlich nur auf der Identitéit 02, = T
basiert. Die numerisch stabile Realisierung von F' ist also

Fr=F_.x+o_1[(c_1Fs)x],

was formal keinen, aber numerisch einen ganz gewaltigen Unterschied bei der Realisierung
rationaler Filter macht, siehe [7].

Damit haben wir im Moment erst einmal genug von rationalen Filtern gesehen. Wie man
mit ihnen Filterdesign betreibt, das werden wir spéter noch sehen.
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... eine brilliante Losung eines
mathematischen Problems: so brilliant,
dap sie erregend wirkt, aber zugleich so
mathematisch, daf3 sie keine Illusionen
iiber ihre blendende Logik zuldft.

Roberto Cotroneo, Presto con fuoco/Die
verlorene Partitur

Fourier — schnell und
diskret

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem fundamentalen Algorithmus der Signalverarbei-
tung beschiftigen, nimlich mit der schnellen Fouriertransformation oder FFT (“Fast Fourier
Transform”). Als vor einiger Zeit die Liste der 10 bedeutendsten und einflureichsten Verfah-
ren aufgestellt wurde, war die FFT unangefochtener und eindeutiger Sieger. Und dabei handelt
es sich eigentlich bei der FFT um eine unglaublich einfache Idee. Doch da die FFT eigent-
lich “nur” eine schnelle Berechnungsmethode der diskreten Fouriertranformation oder DFT"?

darstellen, ist es verniinftig, sich diese zuerst einmal anzusehen.

3.1 Die diskrete Fouriertransformation

Eigentlich ist die Fouriertransformation einer Folge eine seltsame Operation, bildet sie doch, im
Gegensatz zur “normalen” Fouriertransformation, eine Folge ¢ € ¢(Z) auf die 2r—periodische
Funktion ¢ € C'(T) ab, was man auch daran sieht, daf§ die inverse Fouriertransformation (1.20)
einer Folge eine vollig andere Struktur hat als die Fouriertransformation selbst. Ganz abgese-
hen davon ist es sowieso nicht moglich, kontinuierliche Frequenzinformation zu verarbeiten, so
daB man auch im Frequenzbereich abtasten muf3. Wegen der 27—Periodizitit der Fouriertrans-
formierten ¢ empfiehlt es sich natiirlich, diese Abtastgenauigkeit von der Form h = 27” fiir ein
n € N zu wihlen. Dann ergibt sich die Folge

/C\n = DFT,, := SQW/TL/C\: Z C(k) 6—27Tik~/n. (31)
keZ

Definition 3.1 Die Folge ¢,, aus (3.1) bezeichnet man als diskrete Fouriertransformierte oder
DFT der Folge ¢ € ((Z) von der Ordnung n.

Dal} die DFT ein durchaus wichtiges Konzept ist, kann man schon daran erkennen, da3 man
sie nicht nur in allen Biichern iiber digitale Signalverarbeitung findet, sondern daf} es sogar

3Gliicklicherweise haben “diskret” und “discrete” denselben Anfangsbuchstaben.
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eigene Biicher iiber die DFT gibt, z.B. [3]. Wegen

G (-4+n) = Z c(k) e ik t/ntl) — &
ke

ist auch die DFT periodisch und es gentigt, lediglich einen Block von n Eintridgen zu speichern,
das heif3t, die DFT ist durch die Werte

cn(k), ke€Zn,=7/nZ~{0,...,n—1},
festgelegt.

Bemerkung 3.2 Unter Z,, ist normalerweise mehr zu verstehen, als “nur” die Menge {0, ... ,n — 1},
zum Beispiel sind alle Operationen auf Z.,, sind immer modulo n aufzufassen. Wir werden aber

hier nicht so pingelig auf diesen Details herumreiten und 7.,, auch manchmal nur fiir die Men-

ge verwenden — zumindest solange die exakte Bedeutung des Symbols aus dem Kontext ohne
allzuviel Aufwand ersichtlich wird.

Auf periodischen oder periodisierten Folgen™ ¢ € ((Z,,), also mit Periodenlinge m kann
man die DFT sogar als Matrix darstellen, ndmlich als

~

Cn = me c, Vn,m = [G_Qiﬂjk/n : ] S Zn, k e Zm:| .

Ist n = m, dann schreiben wir einfach V,,. Das ist auch die “Standardversion” der DFT, bei
der Signale in Signale gleicher Linge oder gleichen Informationsgehalts transformiert werden.
Noch ein Wort zur Periodisierung: Ist ¢ € ¢y(7Z), dann kann man ¢ ja so schieben, daf} supp ¢ €
7., und dann kann man ¢ mit V,, diskret Fourier—transformieren.

Beispiel 3.3 Wir bestimmen die diskrete Fouriertransformierte der Folge Sor ;512 cos auf Zis: .
Realteil und Imagndirteil sind in Abb 3.1 dargestellt.

Generell liefern Sinus- und Kosinusschwingungen mit Frequenzen, die Teiler der Abtastrate
sind, scharfe Spitzen in Real- bzw. Imaginirteil der DFT wihrend entsprechende Funktionen
mit “unpassenden” Frequenzen “verwaschen” werden.

Beispiel 3.4 Wir betrachten die Funktion
f(z) = cosx — cos 80x + cos 130.7x + sin 162 — sin 277.8x
und bestimmen DF'T515S5, 512 f. Das Ergebnis ist in Abb. 3.2 zu sehen.

Im weiteren gehen wir nun davon aus, da3 sowohl c also auch seine diskrete Fouriertrans-
formierte zu ¢(7Z,) gehoren, dal wir es also mit der Matrix V;, zu tun haben. Sehen wir uns

74Was nicht passt wird passend gemacht.
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Abbildung 3.1: Die diskrete Fouriertransformierte
DFT512 Soz /512 cOS .

Im linken Bild der Realteil, der starke Ausschldge an 1 und 511 ~ —1 hat — was ja auch
passt, denn da
eix + efix

2
ist, tauchen in ihm gerade die beiden Frequenzen +1 auf. Und natiirlich ist der Imagiérteil
rechts praktisch Null und besteht eigentlich nur aus numerischem Miill, auch wenn dieser
mit 10~13 durchaus in einer nicht so begeisternded GroBenordnung liegt.

COST =

die Matrix mal genauer an; dazu ist es verniinftig w = e~>"/" zu definieren und uns daran zu

erinnern, da3 w eine (primitive) n—te Einheitswurzel ist, dal also w™ = 1 gilt. Dann ist

1 1 o 1 1
1wt o w2 w1
4 1 w? ... WA 2D
Vn:[uﬂk :j,kGZn}: )
1 W2 Wl w2
I 1 wn—l w2 wl |
Diese Matrix hat eine sehr einfache Inverse.
Lemma 3.5 (Inverse DFT) Fiirn € N ist
1 . 1 )
Vit=— [e*riakin 2 ke Z,] = ~[wh Gk € 2] (3.2)

Beweis: Wir bezeichnen die Matrix auf der rechten Seite von (3.2) mit W,,, dann ist

1 . 1 N
(TR S

LELm, LElm,
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Abbildung 3.2: Die Funktion aus Beispiel 3.4 (links — sieht mit etwas Phantasie fast wie
ein Sprachsignal aus) und Real- und Imaginarteil ihrer DFT (rechts). Die ganzzahligen Fre-
quenzen liefern scharfe Zacken und zwar entweder im Real- oder im Imaginérteil, wohin-
gegen die nichtganzzahligen Frequenzen zu “verschmierten” Ausschldgen in beiden Teilen
des Spektrums fiihren.

Damit ist

und ansonsten

1n—1 o
(Va Wn)jk = n ; (w] k) -

l wO _ (wj—k)n B 1 1 — (wn)j—k
n

1 —wi—k n 1—wi=k

i
=)

unddaw™ = 1und —n < j — k < n, also auch w/~* # 1 ist, erhalten wir, daB

1 1—15""k
(Va Wn)jk -

nl—wi-k

ist, womit der Beweis vollstindig ist. U

Nun ist aber w ™! = e2™/™ bei genauem Hinsehen nichts anderes als @, das heift, wir erhalten

wegen der Symmetrie von V,,, dal

V-l = lvn: EW: lvH,
n n

n n n n
was wir auch wie folgt formulieren konnen.

Korollar 3.6 Die Matrix n=/?V,, ist unitcir.

Bemerkung 3.7 Die Verteilung des Faktors % zwischen V,, und V7! erscheint willkiirlich und
unsymmetrisch und tatsdchlich gibt es auch Leute, die die DFT mit einem Vorfaktor \/ﬁf1
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einfiihren. Das macht zwar die Konstante “schoner”, liefert, wie Korollar 3.6 zeigt, auch eine
unitdre Matrix, zerstort aber die Interpretation als Abtastung des trigonometrischen Polynoms
und fiihrt eine zusdtzliche irrationale”™ Grofe ein. Auflerdem spielt die Konstante 1/+/n eine
Rolle ganz analog zur Konstante 1 /2 bei der Fouriertransformierten und deren Inverser. Und
je mehr Analogien, desto besser — allerdings hdngt bei der DFT die Normierungsgrof3e von der
Liinge des Vektors ab. Und ob die Matrix nun unitér ist oder nur V, V¥ = VHV, = nI gilt, das
ist genauso wesentlich wie der Unterschied zwischen orthogonal und orthonormal.

Offenbar ist fiir ¢ € ¢(Z,,) die DFT ¢,, € ((Z,) eine, wenn nicht sogar die “natiirliche”
Operation. Wir stellen nun ein paar Eigenschaften von DFT,, : ¢ (Z,) — {(Z,) zusammen, und
zwar in Analogie zu Satz 1.8. Dazu brauchen wir auch den zur DFT gehorigen Faltungsbegriff
und das ist die zyklische Faltung, die die “periodische” Struktur von Z,, ausnutzt’®.

Definition 3.8 (Zyklische Faltung) Zu c,d € ((Z,,) ist die zyklische Faltung ¢ x d = ¢ *,, d €
0(Zy,) definiert als

(cxd)(j) =Y _eclk)d(j—k),  j€Ly,

k€Zn,

wobei j — n enstprechend den Rechenregeln in Z,, also modulo n zu verstehen ist.

Satz 3.9 (Eigenschaften der DFT) Fiirn € N gilt:

1. DFT, ist eine invertierbare lineare Abbildung von { (Z,,) in sich mit'’

[Eally = Vrliellz, € t(Zn). (3.3)

2. Fiir j € Z,, ist
(c(- 4+ (k) = w7 e, (k) und (W C)g (k) = ¢, (k + §), keZ, (3.4)
3. Fiirc,d € {(Z,,) ist
(¢ *y, d):: =Cnd,. (3.5

Beweis: [.) Linearitét ist klar und Invertierbarkeit folgt aus Lemma 3.5 — da ist die inverse DFT
ja explizit angegeben. Fiir (3.3) wenden wir die unitéire Invarianz der 2-Norm’® an und erhalten

[Eally = IVaclly = v || (7 2Va) el = Vallello.

2.) Durch einfaches Nachrechnen erhilt man

(M (k)= e+ = (D=0 c(t) =02, (k)

LElm LE€Ln LElm

5Naja, ganz so schlimm ist es auch wieder nicht, es ist ja “nur” eine Wurzel und die kann man auch algorith-
misch effektiv zum Grundkorper Q adjungieren, siehe z.B. [45].

"SHier rechnen wir jetzt wirklich modulo n.

7"Natiirlich sind die p-Normen zu ¢ € £ (Zy,) als (3 ,c; |c(k‘)|p)1/p bzw. maxyez, |c(k)| definiert.

78Zur Erinnerung: Fiir unitires U, d.h. U¥ U = I und beliebiges x ist || z||> = 2"z = e UH Uz = ||U]f3.
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und

(w” 0)2 (k) = Z Wi c(l) Wk = Z c(0) W =2, (k+ 7).

LEln el

k+n k

3.) Da w eine n—te Einheitswurzel ist, also w™ = 1 und somit auch w =Wk gilt,ist k — w

eine Folge in ¢ (Z,,). Daher erhalten wir fiir j € Z,, daB
(cxnd)y () =) (Z c(k) d(f - k‘)) W= N k) d(C = k)T =2, (5) da ()
(€L \kELy kL€

Die andere Hilfte von (3.5) funktioniert analog. O

3.2 Diskret versus diskretisiert

In den allermeiste Praxisfillen, beispielsweise bei der Verarbeitung von Tonen oder auch Hirn-
strommessungen, resultieren die zu verarbeitenden, diskreten Daten, aus der endlichen Abta-
stung eines kontinuierlichen Signals, also”

c(k) = (Snf) (k), k€ Zn.

Wenn wir nun die DFT ¢y zu diesem Signal ¢ berechnen, dann berechnen wir eine Diskretisie-
rung des zugehorigen trigonometrischen Polynoms

2 = Y elk)e ™ = 37 flhk)e ™,

keZ kEZN

auf dem Gitten 27Zy /N, also

e(i) = Y f(hk)e™HN e Ty

keZn

Dieser Vektor hat aber erst einmal keine direkte Verbindung zu dem, was wir eigentlich berech-
nen wollen, ndmlich eine Diskretisierung der Fouriertransformation von f. Und das kann eben
auch wieder zu Artefakten fiihren.

Beispiel 3.10 Wir betrachten die DFT einer Abtastung der wohlbekannten sinc —Funktion, de-
ren Fouriertransformierte ja eine charakteristische Funktion ist, und tasten sie, in Octave—
Notation mittels®

ocatve> N = 512; ¢ = sinc( 100*pi* (0:N-1)/N );

ab. Das Ergebnis einer Fouriertransformation mit anschliessendem £t shi ft3! istin Abb. 3.3
gezeigt — die Frequenzen am Rand des Bandpassfilters sind, wie man sieht, deutlich iiberhoht.
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Abbildung 3.3: Die DFT der sinc—Funktion aus Beispiel 3.10. Man sieht, da3 am Rand
des Frequenzintervalls recht bose Artefakte auftreten, die mit Diskretisierung allein nicht
erklérbar sind.

Um eine bessere Annédherung an die eigentliche Funktion zu erhalten, verwenden wir einen
sogenannten Quasiinterpolanten als Approximation an f auf der Basis der Abtastungen. Zu
einer Funktion ¢ € Loo(RR) ist der Quasiinterpolant recht einfach als skalierte Faltung

Qnoci=dxc(hl) = clk)o (- —k) =) f(hk) & (h™" —k)

k€EZn kE€EZN

definiert. Ist ¢ sogar eine kardinale Funktion, das heifit, gilt ¢|, = J, dann ist Q) ,(hk) =
Snf(k) = f(hk), k € Zy, es werden also die abgetasteten Daten interpoliert®. Andernfalls
hofft man, so zumindest eine Approximation zu erhalten.

Beispiel 3.11 Die gebriuchlichsten Funktionen fiir derartige Quasiinterpolanten sind die Kar-
dinalen Splines, also die Splines, deren unendliche Knotenmenge gerade 7. ist. Darunter befin-
den sich interpolatorische, nédmlich die Splines zu den Ordnungen 0 und 1, und nichtinterpola-
torische, ndamlich der ganze Rest. Die so resultierenden Approximationsoperatoren, die soge-
nannten Schoenbergoperatoren , sind beispielsweise in [46, 48, 50] beschrieben.

Wenn wir einmal davon ausgehen, da3 (), 4c die Funktion f halbwegs approximiert, da3 also
| f — @necl|, Klein ist, dann ist die Fouriertransformierte von @5, 4c auch eine gute Approxi-
mation der Fouriertransformierten von f und wir konnen letztere aus den abgetasteten Daten
als

(Qno0)" (€)= (on1 (6% )" (&) = h(9x )" (hE) = hd(h) E(he).

Wir verwenden hier N fiir die Anzahl der Abtastungen, um zum Ausdruck zu bringen, daB es sich dabei um
eine sehr groe Anzahl handelt.

80Man sollte die sinc ~Funktion nicht auf dem ganzzahligen Gitter abtasten, da bekiime man eine 5—Folge,

81Diese Oct ave—Funktion sorgt dafiir, daB die Nullfrquenz in die Mitte des Vektors geschoben wird.

82Was in gewissem Sinne das “Quasi” erklrt.




3.2 Diskret versus diskretisiert 55

berechnen. Ersetzen wir in dieser Gleichung noch & durch h~1€, und diskretieren & auf dem
diskreten Torus Ty := 27Zy /N, so erhalten wir, daB}

= ( 2k A [ 2k ~( 2k N
f GV—D ~ (@no0) (3\72) =h¢ (QT”) en(k),  k€Zy. (3.6)

Diese einfache Formel verkniipft nun die diskrete Fouriertransformation ¢y (k) = (Sy.f)y der
Abtastung mit einer néherungsweisen Diskretisierung der Fourietransformierten von f und er-
klért auch sehr schon die Zusammenhénge:

1. Die Abtastrate bzw. Samplingrate®® h bestimmt, welche Frequenzen von f wirklich in

der DFT ¢y codiert sind und je kleiner A ist, desto groBer wird dieser Frequenzbereich®*.

2. Die Frequenzauflosung, also die Anzahl der wirklich berechneten Spektrumseintrige,
hingt hingegen von der gewihlten Diskretisierungszahl N ab - je groer N ist, desto
genauer wird das Spektrum dargestellt, je kleiner NV ist, desto mehr Frquenzen werden zu
einem Block zusammengefasst. Natiirlich steigt mit wachsendem /N auch der Rechenauf-
wand, doch dazu gleich mehr.

3. So einfach entkoppeln kann man diese beiden GroBen nicht! Normalerweise resultieren
die abgetasteten Daten ja aus Messungen iiber einen gewissen “nicht zu kurzen” Bereich
bzw. Zeitraum®, so daB Nk normalerweise von signifikanter GroBe sein wird, was dazu
fiihrt, daB3 eine hohe Abtastrate in der Praxis auch mit einer hohen Frquenzauflosung
verbunden sein diirfte.

4. Der Normierungsfaktor 4 in (3.6) ist nur dann wichtig, wenn wir uns wirklich fiir die
konkreten Werte im Spektrum interessieren, geht es uns nur um die Spektralverteilung,
dann konnen wir ihn beriicksichtigen oder nicht.

5. Der Abstand zwischen f und dem wirklich berechneten (Q;4f)" beeinflusst natiirlich
ganz entscheidend, wie genau die berechneten Werte wirklich die diskretisierte Fourier-
transfer beschreibt. Da ||g|| ., < || f|l, gilt, und da wir nur auf dem Intervall [0, N'h] abta-
sten, ist die L;—Approximationsgiite

Nh
If = Quafll, = / F(8) = Onaf(®)] dt < Nh max () = Qnof (D)

0<t<Nh

entscheidend fiir die Qualitdt unserer Ndherung. Bei kardinalen Splinefunktionen gibt
es Abschitzungen hierfiir®®, siehe [48], die normalerweise von der GroBenordnung C'h?
sind.

$3Der internationale Terminus Technicus.

84Wer hitte das gedacht?

85Beispielsweise eine Aufnahme eines Musikstiicks oder die Erfassung der Hirnstromdaten wihrend eines psy-
chologischen Experiments.

8Das Zauberwort hierfiir heisst Schoenbergoperator.
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6. Verwendet man Splinefunktionen als ¢, dann ist der Korrekturfilter qg besonders einfach
zu berechnen, ndmlich eine Potenz der sinc —Funktion, aber, wegen der Abtastung nur
der ersten “Berg” dieser Funktione. Fiir hohe Frquenzen fillt so eine Potenz fiir steigen-
de Ordnung der Spline natiirlich auch immer schneller ab, sorgt also fiir eine stédrkere
Déampfung unerwiinschter hoher Frequenzen.

7. Lisst man ¢ in (3.6) weg, dann wihlt man q/b\ als x[,1], also ¢ als sinc —Funktion und

anstelle von fdiskretisiert man die Fouriertransformierte der interpolatorischen Rekon-
struktion aus dem Abtastsatz. Die ist aber eben keine sonderlich gute Approximation, es
sei denn, sie rekonstruiert exakt, das heisst, f miisste bandbeschriankt und die Abtastra-
te passend gewihlt sein. Nur gerade dafiir gibt es in den wenigsten Fillen wirklich eine
Garantie.

L L L L h
0 100 200 300 400 500

Abbildung 3.4: Filterung der Funktion aus Abb. 3.3 mit Splines der Ordnungen 0, 1, 2, 3.
Man sieht sehr schon, da3 der Ausreisser deutlich kleiner wird, das allerdings um den Preis
einer “Delle” am Rand. So ganz gut approximieren die Splines die sinc —Funktion also
leider nicht.

3.3 Die schnelle Fouriertransformation

Nun liegt der besondere Charme der DFT aber nicht nur in der Tatsache, daB sie eine konsisten-
te Erweiterung der Fouriertransformierten fiir periodische oder periodisierte Folgen ist, sondern
vor allem daran, daf3 man sie besonders schnell durchfiihren kann. Das fiihrt zur schnellen Fou-
riertransformation oder Fast Fourier Transform, kurz als FFT bezeichnet. Genaugenommen ist
die FFT also eine FDFT, eine schnelle diskrete Fouriertransformation. Dieses Verfahren wurde
1965 in [6] von Cooley und Tukey (wieder)entdeckt, siehe dazu [4, 5], und funktioniert nicht
nur fiir die diskrete Fouriertransformation, sondern auf recht beliebigen Ringen — alles, was man
wirklich braucht ist eine primitive n—te Einheitswurzel wie unser w. Dabei ist die Idee hinter
der FFT auch noch sehr einfach: Nehmen wir einmal an, dal n = 2m eine gerade Zahl wire
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und bemerken wir, dafl
2 —2mi2/n —2mim

w-=e =e =! W, Wy 1= W,

dann ist fiir c € ¢ (Z,,) und j € Z,

Gl) = Y ek = 3" k)Wt 4 Y o2k + 1)WY

kE€Zn kE€Zm k€L,
= > bl +o D @k + 1) wif = (c(2)), () + & (e(2-+1), (),
kE€Zm kE€Zm
also
Co = (c(2)) +w (c(2-+1)) (3.7)
Worin liegt nun der Wert dieser Darstellung? Nun, wenn wir einmal annehmen, dal3 die Werte
w,...,w" ! in tabellierter Form vorliegen und vorberechnet sind®’, dann benétigt die “naive”

Realisierung der DFT als Multiplikation einer n x n—Matrix mit einem n—Vektor O (n?) Re-
chenoperationen. Nehmen wir an, die Berechnung tiber (3.7) wiirde F'(n) Rechenoperationen
benotigen. Dann sagt uns (3.7), daB wir zur Berechnung von ¢, die beiden DFTs der Linge
m = n/2 berechnen miissen (Aufwand 2F'(n/2)), den zweiten komonentenweise mit dem
Vektor [w? : j € Z,] multiplizieren (Aufwand n) und die beiden komponentenweise addie-
ren®® (Aufwand n). Insgesamt miissen wir also einen Aufwand von 2 (F(n/2) + n) betreiben
und erhalten so die Beziehung

F(n)=2(F(n/2)+n), (3.8)

fiir den unbekannten Aufwand n. Nehmen wir mal an, daB n = 2¢ fiir ¢ € N ist, dann gilt die
Beziehung
F(n) = 2"F (2°%) + k2", k=1,...,¢, (3.9)

was fiir £ = 1 gerade (3.8) ist und sich sonst induktiv aus

F(n) = ok (25*743) Lottt — ok o [F (2471%1) 1 2371@] 1ot
2/€+1F (2€—k‘—1> + 2f+1 + k2f+1 _ 2k+1F (2[—]{:—1) + (k’ + 1) 2g+1

ergibt. Betrachten wir nun speziell (3.9) fiir £ = ¢ = log, n, dann ist

F(n)=_2" F(1)+ (2" =n(2logyn+ F(1)) = O (n logyn),

=n =2n logy n

was deutlich besser ist als O (n?). Tatsdchlich ist O (n log,n) eine typische asymptotische
Komplexitit fiir derartige Methoden, die auf dem Prinzip “Halbieren und Rekursion” basieren,

8"Diese Werte sind ja fiir alle Vektoren ¢ € ¢(Z,) dieselben und konnen daher beispielsweise in einem Ca-
chespeicher vorgehalten werden. Und selbst wenn sie nicht vorberechnet sind, dann kann man sie immer noch mit
einem Aufwand von “nur” O(n) bestimmen.

8Diese beiden Vektoren sind m—periodisch, werden also einfach fortgesetzt
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diese Tatsache wird bei diskreten Komplexitédtsbetrachtungen auch gerne als “Master Theorem”
bezeichnet, sieche z.B. [58].

Und diese Komplexititsaussage gilt nicht nur fiir Zweierpotenzen! Ist nimlich 27! < n <
2¢, dann ersetzen wir einfach n durch 2¢ indem wir die Vektoren beispielsweise durch Nullen
erginzen®® und so eine Komplexitit von

2°F (1) +202° < 2nF(1) 4+ 2logy(2n) 2n = 2n F(1) + 4n (logy n + 1)
= 2n(2logyn+ F(1)+2),

also im wesentlichen nur einen Faktor 2 erhalten — asymptotisch ist das immer noch O (n log, n).

Beispiel 3.12 Natiirlich ist das mit dem “Auffiillen” nur ein reines Komplexitditsargument und
nicht das, was man in der Realitit machen sollte. Bildet man beispielsweise Sor ;500 COS (50-)
also eine Folge in { (Zsoo) und fiillt diese Folge mit 12 Nullen zu einem Element von { (Z512) auf,
dann verschmieren sich die Frequenzen ganz gewaltig und zwar reell ebenso wie imagindir®,

siehe Abb. 3.5
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Abbildung 3.5: Real- (links) und Imaginirteil (rechts) der FFT von Sy /50 cos (50-), auf-
gefiillt auf 512 Eintrdge. Zwar sind die beiden “Frequenzen” 50 und 450 immer noch deut-
lich sichtbar, aber die sehr groen Imaginérteile sind schon irrefiihrend.

Nun konnte man sagen, das Problem mit Abb. 3.5 lidge daran, dal jedwede Form von Pe-
riodizitdt kaputtgemacht wird und man das Signal besser periodisch fortsetzen sollte — aber
dann passen halt die beiden Perioden 500 und 512 auch wieder nicht zusammen, aufler in dem
gliicklichen Fall, dafl das Signal so hochfrequent ist, da3 die Periodisierung gerade eine volle
Signalperiode erwischt.

Die Form der FFT, die wir hier betrachtet haben, ist die sogenannte Radix—2 FFT, da die
Zerlegungen auf der Basis 2, also auf Halbierung des Datenbestands beruhen. Man kann das

89Was zwar, wie wir sofort sehen werden, die Komplexitit nicht signifikant verschlechtert, aber unsere schone
Periodizitét zerstoren wird!
Zur Erinnerung: imaginire Frequenzen diirften in der DFT gar nicht auftreten!
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aber auch mit jeder anderen Zahl, beispielsweise mit der Basis p € N und erhilt dann fiir
m = n/p die analoge Zerlegung “modulo p”

(i) = Z Z ¢ (pk +0) DIk _ ijf [Z ¢ (pk + 0) wgk]
kEZLm, KEZP ZGZp k€Zm
= W (elp-+0) (),

ez,

wir muf3sen als mehr DFTs aber fiir kiirzere Segmente berechnen. Der Aufwand hierbei ist dann
O (n log, n) , bleibt also bis auf eine Konstante unveridndert.

Ubung 3.1 Zeigen Sie, daB der Rechenaufwand bei der Radix—p—FFT von der GroBenordnung
O (n log,, n) ist. O

Worin liegen nun die Vorteile der Radix—p—FFT?

e Das Parallelisierungspotential ist hther: Man kann die p Summanden von ¢,(j) ja un-
abhdngig voneinander berechnen, sofern man nur die Eingangsdaten passend aufspaltet.
Hat man beispielsweise p FFT-Prozessoren zur Verfiigung, so macht man zuerst einen
Radix—p—Schritt und 146t diese dann unabhingig voneinander operieren, was die Laufzeit
sofort auf den Faktor 1/p reduziert, ganz unabingig davon, beziiglich welcher Basis die
einzelnen FFTs arbeiten — das Problem ist so auf ziemlich einfache Weise linear skalier-
bar.

e Man braucht keine Zweierpotenzen sondern konnte eine Primfaktorzerlegung von n ver-
wenden, indem man auf die entsprechenden Radix—p;—Verfahren zuriickgreift, n = [ p;.
Insbesondere erspart man sich auch auf diese Art und Weise das fehleranféllige “Auftiillen”
auf eine Zweierpotenz. Der Nachteil ist allerdings auch klar: Die Bestimmung von Prim-
faktoren ist nicht so einfach und schnell durchzufiihren wie eine Division durch 2, die auf
einem binéren Digitalrechner®! durch einen einfachen Schiebeprozess realisiert wird.

3.4 Anwendungen der FFT

Dal} die FFT so ein bedeutsames Verfahren ist, liegt daran, daf sie nicht nur die DFT schnell
berechnet, sondern dazu benutzt werden kann, auch viele andere Berechnungen schnell durch-
zufiihren. Das Stichwort hierbei hei3t diskrete Faltung! Nach (3) aus Satz 3.9 kann man ndamlich
die zyklische Faltung c *,, d zweier Folgen aus £ (Z,), eine typische O (n?)-Geschichte wenn
man es naiv macht, auch dadurch bestimmen, dafl man die FFT von ¢ und d berechnet (Auf-
wand C n log, n), diese dann komponentenweise multipliziert (Aufwand C'n) und das Ergebnis
wieder riicktransformiert. Damit ist der Aufwand auch schon auf O (n log, n) gedriickt. Und
mit zyklischen Faltungen kann man schon eine Menge anfangen und die FFT beispielsweise fiir
die folgenden Zwecke nutzen:

91“Binir sollte man durchaus dazusagen! Auch wenn im Moment alle “handelsiiblichen” Prozessoren auf der
Basis 2 operieren, ist nicht garantiert, dal das immer so bleiben wird. Der FlieBpunkt—Standard IEEE 854 erlaubt
laut [29] beispielsweise Arithmetik zu den Basen 2 und 10.
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1. Schnelle Filterung: Man kann die Faltung zweier Folgen, also insbesondere die Anwen-

dung eines FIR-Filters schneller iiber die FFT berechnen. Allerdings ist etwas Vorsicht
geboten, denn die “normale” Faltung ist nicht periodisch. Das kann man aber dadurch
korrigieren, dal man die zu faltenden Folgen vorne und hinten mit Nullen auffiillt, so daf3
die Uberlappeffekte der zyklischen Faltung vermieden werden.

. Schnelle Matrixmultiplikation: Eine Matrix A € R%"*%n heif3t Toeplitz—Matrix, wenn sie

von der Form®?
A= [ajk =Qj—k : 1,k € Zn]
ist. Dann gilt fiir die Matrix—Vektor—-Multiplikation

Ax = E Wk T ] € Ly | = a*, 7, a = ay.,
kEZn

und entsprechend
AB = [a*, bi(j) : j, k € Zy),

so daB man die Linksmultiplikation einer Toeplitz—Matrix an einen Vektor mit O (n log, n)
anstelle von O (n?) und an eine Matrix mit O (n® log, n) anstelle von O (n®) bewiltigen

kann. Besonders interessant wird das, wenn man eine Toeplitz—Matrix von links an ei-

ne grofle diinnbesetzte Matrix multipliziert, denn dann kann man mit etwas Gliick sogar

noch deutlich bessere Ergebnisse erzielen. Solche Methoden spielen eine Rolle bei der

Vorkonditionierung von linearen Gleichungssystemen fiir die Verwendung iterativer Me-

thoden.

. Schnelle Polynom- und Ganzzahlmultiplikation: Bei der Multiplikation von zwei Poly-

nomen

f(Z)g(Z) = <Zf] Zj) (ngzk> = Z (Z fkgg> 2

=0 \k+f=j

~fxjg
spielen zyklische Faltungen offenbar eine bedeutende Rolle bei der Bestimmung der Ko-
effizienten des Produkts, weswegen man auch hier durch die FFT signifikante Beschleu-
nigungsgewinne erzielen kann, siehe z.B. [52]

Zur Ganzzahlmultiplikation kommt man, indem man eine ganze Zahl in einem Stel-
lenwertsystem zur Basis B > 0 als Polynom f(B) auffaBt und dann die Multiplika-
tion der Zahlen auf eine Polynommultiplikation mit geeigneter Behandlung des Ubert-
rags “zuriickfiihrt”. Diese Idee fiihrt zum “klassischen” Algorithmus von Schonhage und
Strassen [51, 53], allerdings sind da noch jede Menge von Detailproblemen zu behandeln,
siehe auch [18, 45].

Fiir praktische Anwendungen konnen wir uns das Leben aber leichtmachen: Sowohl Mat 1ab

als auch Mat 1ab verfiigen iiber die eingebaute Funktion f ft, die einen Vektor schnell und dis-
kret in seine DFT gleicher Léange iiberfiihrt — so wurden ja auch die Beispiele berechnet.

915t unserere Z,,—Notation nicht hilfreich?
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3.5 Realisierung der FFT

Jetzt, wo wir wissen, daf3 die DFT so eine tolle Sache ist, sollten wir uns natiirlich auch ansehen,
wie FFT in der Praxis realisiert wird, auch wenn wir hier nur einen Bruchteil dessen betrachten
konnen, was bekannt und in “realistischen” Implementierungen auch eingebaut ist, siehe [13].
Trotzdem wollen wir die grundlegende Implementierungsidee, das “Butterfly”—Element einmal
betrachten. Dazu beginnen wir mit dem einfachsten Fall, ndmlich ¢ = 1, also n = 2¢ = 2 und
damit ¢ = [¢(0), ¢(1)] € £(Z3). Die FFT bestimmt hier die DFT der Ordnung 0 von ¢(0) und
(1), also”

D (0wt =c(0)  sowie > c(l)wh =c(1)

k=0 k=0

und kombiniert diese mittels

Man kann das aber auch anders sehen: Die beiden “transformierten Signale” ¢(0) und ¢(1)
werden libereinandergeschrieben und “iiber Kreuz” verkniipft, um das Ergebnis zu liefern, sie-
he Abb. 3.6. Bei diesem “liber—Kreuz—Prozess” wird die untere Hilfte natiirlich entsprechend
gewichtet.

c(0) Fc(0)

c(1l) —— Fc(1)

Abbildung 3.6: Das “Butterfly-Schema” zur Berechnung der FFT in der einfachsten Form
n = 2; hier steht natiirlich F'¢ fiir ¢.

Im “allgemeinen” Fall konnen wir die FFT zuerst einmal als Blockschaltbild von FFTs halber
Linge darstellen und deren Ergebnisse gemif3 (3.7) zusammensetzen, siche Abb. 3.7. Natiirlich
ist dabei in beiden Fillen “FFT”derselbe “Block™ von Operationen.

Man beachte, daf bei dieser blockweisen Verarbeitung die Eintrige des Signals ¢ umgestellt
werden miissen, ndmlich getrennt in gerade und ungerade Eintrdge, wobei die geraden zuerst
kommen. Im Verarbeitungsblock “FFT” passiert nun wieder dasselbe und bei jedem rekursiven
Aufruf von “FFT” wihrend der Rekursion auch wieder.

%Da trivialerweise Z; = {0} ist.
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c(0) — — % Fc(0)
c(@) - / Fc(1)

. | FFT .

c(2m) —W Fe(m-1)
c(1) —= — i 2 Fc(m)

RN Fo(m+1)
(O]

c(3) - o
n FFT [ ]
c(2m+1) > Fe(n-1)

Abbildung 3.7: Das Butterfly—Schema als Blockschaltbild mit m = § — 1. Die Hilfte der
Daten, nimlich die mit den ungeraden Indizes wird ebenso in die FFT halber Linge ein-
gefiittert wie die Daten mit den ungeraden Indizes. Die Ergebnisse werden dann kombiniert.

Durch diese Rekursion und das Aufspalten in einen geraden und einen ungeraden Anteil werden
die Elemente von c offenbar “gemischt”, also umgeordnet, und da stellt sich natiirlich die Frage,
ob und inwieweit man diesen Prozess auch verniinftig beschreiben kann. Dazu ein Beispiel.

Beispiel 3.13 Wie sieht dieser Datenzugriff fiir n = 4 aus? Hier wird ¢(0), ..., ¢(3) in

c(0),¢(2), (1), ¢(3)

umsortiert. Etwas interessanter wird es dann schon fiir n = 8, wo wir die Sortierung

c(0) [ (0) T<(0) [[000 | 000
c(1) | e(2) | e(4) || 100 | 001
c(2) | e(4) [e(2)] 010 | 010
c(3) | ¢(6) | ¢(6) || 110 | 011
c(4) [ (1) [ e(1) ] 001 | 100
c(5) | ¢(3) | e(5) || 101 | 101
c(6) | ¢(5) | ¢(3) || 011 | 110
c(7) | e(T) | e(7) || 111 | 111

erhalten, aus der wir dann auch das Schema ablesen konnen, das sich hinter dieser Ordnung
verbirgt: Die Indizes werden in Bindrschreibweise dargestellt, riickwarts gelesen und die Daten
beziiglich dieser Reihenfolge angeordnet, siehe Abb. 3.8. Diesen Vorgang bezeichnet man als
bit reversal.
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(0) —— Fe(0)
cC:(4) A‘va FZ(1 )
o ANV

-~
S
S

S
-~A
S

c(6) - v&‘#v Fe(3)
o(1) Avava Fo(4)

-\
S
-~

v« ’VV
¢(5) e Fe(5)
1 ¢3) llA‘~ Fc(6)
171 c(7) N Fe(7)

Abbildung 3.8: Die vollstindige Butterfly—Struktur der FFT fiir n = 8. Durch Auflosung
der Rekursion kommen zuerst die “kleinen” FFT-Blocke der Linge 2, dann die der Lénge
4 und schlieBlich die Kombination der Linge 8. Die Potenzen von w zu erginzen bleibt
als Ubungsaufgabe. Wiirde man hingegen die Eingabedaten links in ihrer “natiirlichen”
Reihenfolge auflisten, dann wiirde man ein ziemlich chaotisches Bild erhalten, siehe z.B.
[32, Bild 6.4.6, S. 239].

S
e

Die Prozedur des “bit reversal”, die in Beispiel 3.13 exemplarisch dargestellt wurde, ist einer
der wesentlichen Aspekte bei einer wirklich effizienten Implementierung der FFT — alle Pro-
zesse wie Subsampling”®, Sortieren und Mischen knnen so, zumindest was die Indizes betrifft,
auf Bitebene und somit recht effektiv durchgefiihrt werden.

Weitere algorithmische Details iiber die Implementierung und Realisierung der FFT — und
davon gibt es jede Menge, was allerdings aufgrund der Tatsache, daf} es sich bei der FFT um
das numerische Verfahren schlechthin handelt, nicht weiter iiberraschen sollte, finden sich bei-
spielsweise und vor allem in [62].

3.6 Undichte Fenster

Es ist natiirlich schwer, ein Signal “unendlicher Dauer” oder auch nur eine sehr lange Fol-
ge ¢ € ((Z,) fir ein sehr groBes n der Fouriertransformation zu unterziehen®, denn selbst
wenn n log, n als ein eher langsames Wachstum gilt iiberfordert die Transformation eines Mu-
sikstiicks”® auf “einen Durchgang” immer noch die Kapazitiiten verfiigbarer Rechner, ganz
zu schweigen von kleinen Signalprozessoren, die beispielsweise in einen portablen CD- oder

9 Also das Isolieren der geradzahligen und ungeradzahligen Teilfolgen.

%Wie bitte schreibt man das: “Fourierzutransformieren” oder “zu Fouriertransformieren” — “Fourier zu trans-
formieren” ist jedenfalls etwas anderes.

%Die durchschnittliche Linge einer wav—Datei betriigt etwa 40 MB und selbst wenn genug Speicher zur
Verfiigung stehen sollte ist das Einlesen und Wegschreiben derartiger Datenmengen immer noch mit ganz im-
mensem Aufwand verbunden!
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MP3-Player eingebaut werden sollen. Deswegen verarbeitet man nicht das gesamte Signal, son-
dern eben nur Stiicke des Signals, die man durch einen Filterungsprozess erhilt. Um eine FFT
der Linge n = 2° zu berechnen betrachtet man dazu die “Fenster”

0(Zn) 3 = (Fe)(-+kn)=(fxc)(-+kn), keZ,

wobei der einfachste Filter natiirlich f = ¢ ist, was lediglich das Signal in Stiicke der Lénge n
hackt. Aber das kann jetzt zu richtigen Schwierigkeiten fiihren.

Beispiel 3.14 Wir betrachten die Funktion cos(64x), abgetastet an den n = 768 = 3 x 256
Punkten aus 2w /768 * Z,, und transformiert auf den 6 Intervallen der Liinge 128. In Abb. 3.9
sieht man, daf3 es mit der Frequenzauflosung nun dahingeht.

60 T T T T T T

50 - b

60 80 100 120 140

Abbildung 3.9: Absolutbetrige der Fouriertransformierten der Fenster der Lange 128. Man
sieht deutlich, daf} die Frequenzen “verschmiert” sind, obwohl ja eigentlich nur eine einzige
Frequenz (und deren gerade Fortsetzung) auftauchen diirften. Aulerdem variiert dieser Ef-
fekt mit dem jeweiligen Intervall — die Variationen sind nicht gerade dramatisch aber doch
deutlich sichtbar.

Der in Abb. 3.9 dargestellte Effekt ist ein typisches Phianomen fiir die gefensterte Fouriertrans-
formation: Die eigentlich scharf lokalisierten Frequenzen “laufen aus”, wenn Abtastfrequenz
und Fensterbreite nicht nicht mit der Periodizitit der zugrundeliegenden Funktion kompatibel
sind. Dieses “undichten” Frequenzen bezeichnet man auch als “Leck-Effekt”, was vom eng-
lischen “leakage phenenomenon” stammt und nichts mit [20] zu tun hat. Aber sehen wir uns
doch erst einmal an, wo dieser Effekt herstammt. Bei den “naiven” Fenstern berechnen wir ja
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die Blocke

[c(-+2kn)]) = [Tgkn (cx ZTJ )] = W (cx ZTJ>

= Sor/n (c X Z 7']6) = Son/n [E * (Z e”')]
= §E€Zn
— SQW/nc * [Z e /"] ,

€ZLn

und selbst wenn ¢ perfekt lokalisiert wire, sorgt die Faltung mit den Exponentialfolgen fiir ein
Verschmieren oder “Auslaufen” der Frequenzen.

Analog sieht man das Phidnomen auch fiir die kontinuierliche Fouriertransformierte, denn
da man fiir “hinreichend brave” f, g wegen

(f9)" (&) =2m (fg)V (=) =27 [(f)" ( N (=€) = 2r [(fY *g")"]
= 21 (fVxgY)(— —27T/fv (=6 —6) db

\

(=€)

= [ Feo rg e+ o) o = [ SF0)5( 0 a0 = 3 Featc)

auch das Produkt als Faltung darstellen kann, hat die “zentrierte Fensterung” an = + [—h, h],
also I, :== f Xa+[-n,n die Fouriertransformierte

() = 5 (Fre ™ Rionn) ©)
und da

hoo o—ihe _ pihg

Rena(©) = [ et = S — 2hsine ¢/m),
—h _Zg

erhélt man auch hier eine Faltung mit einer Funktion, die zwar abklingt, aber sehr wohl ihren

Beitrag zur Frequenzverschmierung leistet. Was man auch sehr gut sieht ist, daf zu kleine Fen-

ster nicht viel bringen — ist ja auch klar, denn ist f stetig oder zumindest global beschrinkt®’,

dann ist

HFCU,hHl Sh”f“oo? $€R7h>07

was fiir h — 0 natiirlich gegen Null konvergiert, wobei sich die Fouriertransformierte gern
anschlief3t.
Wir fassen zusammen:

Der “Leck—Effekt” ist eine Konsequenz der Multiplikation mit einer abschneiden-
den Fensterfunktion.

97Was ja auch in unseren Annahmen an “brave” Funktionen steckt, siehe Ubung 3.2.
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Ubung 3.2 Zeigen Sie: Ist f € L (R) die inverse Fouriertransformierte einer Funktion g, dann
ist f gleichméBig stetig und gleichmiBig beschrinkt. &

Das ideale Fenster wire damit also eine Funktion w mit w(§) = 27 §, wobei jetzt 0 tatsdchlich
einmal die Dirac—Distribution®® definiert durch

/R F@)s() = fx),  feCRR)
bezeichnet. Nur ist dann leider®”

wle) =20 8%() = [ (68 = e =1,
R
und das ideale Fenster ist damit als “kein Fenster” identifiziert. Ein KompromiQ ist also unver-
meidbar! Und jetzt schldgt auch noch die Heisenbergsche Unschérferelation, Satz 1.18, die uns
nicht nur sagt, da} es ein ideales Fenster mit guter Zeit- und Frequenzlokalisierung gar nicht
geben kann, sondern, daf3

suppw = [—S, 5]

automatisch die “Verschmierung”

N 1 1
Suppw 2 | ——=, —=
PP = { AT 47TT:|
mit sich bringt — jedes im Zeitbereich wirksame Fenster mufl im Frequenzbereich auslaufen.
Alles, was man also tun kann, ist einen Kompromif3 einzugehen, der neben der Zeitlokalisierung
wenigstens eine bessere Frequenzlokalisierung als die sinc —Funktion liefert.

3.7 Fensterfunktionen

Das Problem mit der Restriktion auf einen Zeitbereich, also dem sogenannten Rechtecksfenster,
besteht offenbar darin, daf} die sehr gute Qualitit der Einschrinkung im Zeitbereich — die durch
Multiplikation mit dem Rechtecksfenster erhaltene Funktion ist exakt die Einschrinkung der
Funktion auf den vorgegebenen Zeitbereich — mit einem Qualitétsverlust im Frequenzbereich
erkauft werden muf3, die Faltung mit der sinc —Funktion sorgt fiir relativ starke Verschmierun-
gen.

In Abb. 3.10 sind das Rechtecksfenster und der Absolutbetrag seiner normierten Fouriertrans-
formierten, berechnet mit dem Kommando “fft ( £,512 );”, dargestellt. Wie wir sehen
werden, ist das Abklingverhalten im Frequenzbereich schlichtweg zu langsam, um die Lecks
halbwegs in Grenzen zu halten.

Die Fenster, die wir uns nun ansehen wollen, sind allesamt auf einen diskreten Bereich
0,1,..., N normiert, werden also immer nur an den ganzzahligen Stellen ausgewertet, geplottet
und Fourier—transformiert werden, obwohl es sich bei ithnen um kontinuierliche Funktionen
handelt.

%Was Distributionen angeht, ist [65] wieder einmal eine gute Adresse, zum einfachen (und relativ billigen)
Einstieg ist aber auch [16] gar nicht schlecht.
9Wenn man mal geflissentlich ignoriert, daB e* nicht zu C55 (R) gehort, weil es am kompakten Triger mangelt.
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Abbildung 3.10: Das Rechtecksfenster der Liange 64 und seine der Absolutbetrag der Fou-
riertransformierten, also die sinc —Funktion.

Die vielleicht einfachste Wahl des Fensters besteht darin, vom Rechteck zum Dreieck iiberzu-
gehen und die Fensterfuktion als

fala) = xo min {51 - (3.10)
zu wihlen. Dies bezeichnet man gerne auch als Bartlett—Fenster, siche Abb. 3.11. Natiirlich ver-
schmiert dieses Fenster wesentlich stirker im Zeitbereich, ist dafiir aber im Frequenzbereicht
wesentlich angenehmer. Was die Abbildung allerdings nahelegt ist, daB die Fensterfunktion'®
zwar gleichmiBig, aber auch sehr flach ansteigt und deswegen vielleicht “steilflankigere” Fen-
sterfunktionen besser wiren.

Das Hann—Fenster in Abb. 3.12, oftmals auch Hanning—Fenster genannt'®!, folgt genau dieser
Idee und ist definiert als

1 2
Fin(®) = Xtov1 5 (1 — cos N%) . (3.11)

Durch die Kosinusfunktion ist es “breiter” und “steilflankiger” als das Dreiecksfenster. Eng
damit verwandt ist das Hamming—Fenster

2
Frm (%) = X <o.54 —0.46 cos WWJC) , (3.12)

das eine etwas ‘“‘breitere” Kosinusfunktion verwendet, dafiir aber an den Enden O und N des
“interessanten” Intervalls nicht einmal mehr stetig ist. Man kann sich vorstellen, dal man fiir

100Tm Zeitbereich

1017 aut [32, S. 182] ist das Fenster nach dem &sterreichischen Meteorologen Julius von Hann, 23.3. 1839 —
1.10.1921, benannt, der gab 1866 erstmals die richtige Begriindung fiir Fohnwetter angab, suchte seine Ferienorte
oftmals nach Haufigkeit der dort auftretenden Gewitter aus Wettervohersagen duflerst skeptisch gegeniiberstand.
In der englischsprachigen Literatur und insbesondere in Mat lab und Matlab wird oft der Begriff “Hanning—
Fenster” bzw. die Funktion hanning verwendet.
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Abbildung 3.11: Das Dreiecks- oder Bartlett—Fenster und sein spektrales Verhalten. Wie
man sieht, ist der Abfall “nach innen” wesentlich schneller.
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Abbildung 3.12: Das Hann—Fenster und seine Fouriertransformierte

dieses etwas schlechtere Verhalten im Zeitbereich tatsdchlich im Frequenzbereich gewinnt. Um
dies zu sehen, stellen wir die Spektra nicht in der normalen Skala dar, sondern in einer logarith-

mischen und zwar als
2

Fm-/N)
7ol

in Dezibel'*?, kurz dB an und vergleichen dort einmal die vier Frequenzgiinge. Der Vorteil ist
klar: In einer logarithmischen Skala wird der Abfall wesentlich deutlicher. Diese Plots sind
in Abb. 3.13 dargestellt. Allerdings hat ja beispielsweise die Fouriertransformierte des Recht-
ecksfensters, also die sinc —Funktion, jede Menge von Nullstellen, weswegen der Logarithmus

101log;

12Trotz des einen “1” ist die Skala wohl nach Alexander Graham Bell benannt.
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ziemlich schlecht aussehen wiirde. Daher betrachten wir die leicht modifizierte Funktion
- 2
Fer-/N)]

— . t>0. (3.13)
£(0)

10logyy | t +
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Abbildung 3.13: Die Spektra in dB, allerdings mit einem “Threshhold”—Faktor von ¢ =
107% in (3.13).

Besonders interessant ist offenbar der Unterschied zwischen Hann- und Hamming—Fenster:
Wiihrend das Hann—Fenster im Inneren deutlich stirker abfillt'*?, fehlt dem Hamming—Fenster
das ausgeprégte erste innere Maximum mit Wert —80, sondern das Spektrum bleibt bei —100.
Somit ist das Hamming—Fenster etwas vorteilhafter im niederfrequenten Bereich.

Hier sind schlieBlich noch ein paar weitere Fensterfunktionen:

GauB-Fenster: Man verwendet die “Gaul3—Glocke”

faa() = xpon € SEN1/27, (3.14)

sieche [38], wobei die Konstante 18 wohl eher willkiirlich gewihlt ist.

103Dje Fouriertransformierte hat in Wirklichkeit nur eine Nullstelle, und zwar an 7 /2 bzw. der entsprechenden
Stelle.
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Blackman—Fenster: Diese Erweiterung des Hann- und Hamming—Fensters verwendet die Funk-
tion

2 4
Fou(r) = XN (0.42 — 0.5¢c08 Nﬂx +0.08cos Wﬂx) , (3.15)

fligt also einen hoherfrequenten Cosinusterm hinzu.

20 T T T T T 20

0 g 0
20 | R 20 |
-40 g 40
60 - g 60
80 - g 80
-100 |- g -100
120 |- B 120 |
140 [ B 140

-160 - 1 -160

-180 - 1 -180

200 L L L L L 200 L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

Abbildung 3.14: Die Spektren des GauB3- und des Blackman—Fensters, wieder in dB und
wieder mit Hinzunahme des Wertes 1075,

Das ist aber noch lange nicht alles, es gibt noch eine ganze Reihe von weiteren Fensterfunk-
tionen, beispielsweise das Kaiser—Fenster, siehe [32, S. 185], das auf modifizierten Bessel—
Funktionen erster Art basiert — aber eine exakte Definition dieser Funktionen wiirde hier zu

weit fiihren.
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Es ist ein grofle Stirkung beim Studieren,
wenigstens fiir mich, alles, was man liest,
so deutlich zu fassen, daf3 man eigne
Anwendungen davon oder gar Zusditze
dazu machen kann. Man wird am Ende
dann geneigt zu glauben, man habe alles
selbst erfinden konnen, und so was macht
Mut. So wie nichts mehr abschreckt als
Gefiihl von Superioritdt im Buch.

G. Chr. Lichtenberg

Subband-Coding und
Wavelets

In diesem Kapitel wollen wir uns schlieBlich noch mit einem eher “modernen” Aspekt der Si-
gnalverarbeitung befassen, ndmlich mit diskreten Wavelettransformationen und den zugehori-
gen Filterungsprozessen. Dafiir aber zuerst einmal ein vorbereitendes Kapitel iiber Filter, die
das genaue Gegenteil eines Bandpass—Filters sind.

4.1 Allpass—Filter

Besonders einfache — oder soll man sagen “gutartige” — Filter sind diejenigen, die alle Frequen-
zen gleichbehandeln und diese mit Amplitude 1 wiedergeben. Anders gesagt, es sind Filter, die
fiir alle Signale c die Eigenschaft

e = |(Fe) ©] = |(f =) ©)] = | F)| 17te)
haben, deren Transferfunktion also R
7o) =1 @1

erfiillt. Ein solcher Filter hei3t Allpass—Filter, da er alle Frequenzen gleichmif3ig passieren laft.
Wir wollen uns einmal ansehen, wie so ein Filter als rationaler Filter aussieht. Dazu zuerst eine
kleine Bemerkung, die zeigt, da} eine rationale Funktion durch ihr Verhalten auf dem Rand
T ={z € C : |z| = 1} des Einheitskreises eindeutig festgelegt wird.

Proposition 4.1 Es seien f = p/q und g = r/s rationale Funktionen in z mit

f(z)=g(2), zeT.

Dann ist f(z) = g(2) fiir alle z € C.
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Beweis: Seien zunichst f, g € I1[C], also Polynome, das heift, ¢ = s = 1. Dann ist f — g ein
Polynom vom Grad, sagen wir einmal n, und damit durch sein Verhalten an n 4 1 beliebigen
Punkten festgelegt'™, die wir ohne weiteres auch auf den Einheitskreis legen konnen. Da dort
aber f und g iibereinstimmen, miissen sie iiberall {ibereinstimmen.

Fiir beliebige rationale Funktionen bemerken wir, dafl

p(z) =f(z) =g(z2) = —=, z€T, = p(2) s(z) =r(z)q(z), 2 €T,

p(z)s(z) =r(z)q(2), z € C, — flz)=—=%=—==9(2), z€C,
dquivalent ist. U

Als néchstes benotigen wir die Spiegelung eines Polynoms.

Definition 4.2 (Spiegelung) Es sei p € II,, ein Polynom mit p™ # 0, also ein Polynom vom
Grad exakt n. Die Spiegelung p* von p ist definiert als

P(2)=2"p(E ), zeC*. (4.2)

Warum die Spiegelung “Spiegelung” heil3t, wird klar, wenn man sich mal ansieht, was bei die-
sem Prozess passiert. Dazu sei p(z) = pp,2™ + - - - + po, pn # 0. Dann ist

ijz] :—p )=z szj—z ijzj Z}sz”_jzzm%,
§=0 §=0

also pg = Dn—j,J = 0,...,n. Mit anderen Worten: Die Koeffizienten des Spiegelpolynoms sind
die Koeffizienten des Ausgangspolynoms konjugiert komplex und in umgekehrter Reihenfolge
gelesen. Schreibt man auBerdem p in faktorisierter Form als p(z) = p, (z — (1) -+ (2 — Ga),
dann ist

p—H — () =2" H —cjzp—Hl—cj (4.3)

Hat also p die Nullstellen ¢;, dann hat p* die am Einheitskreis gespiegelten Nullstellen @71

Satz 4.3 (Charakterisierung von Allpass—Filtern) Ein rationaler Filter ' mit z—Transform-
ierter f*(z) = f; 8 ist genau dann ein Allpass—Filter, wenn q = p* ist.

104Bekanntlich ist auch die Interpolation mit komplexen Polynomen vom Grad n an n + 1 komplexen Punkten
eindeutig — der Beweis ist genau wie im Rellen, tatsdchlich funktioniert er iiber jedem Korper; so kann man
iibrigens den Chinesischen Restsatz beweisen, siche [45].
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Korollar 4.4 Es gibt genau einen FIR-Allpass—Filter, namlich f* = 1.

Unter Verwendung von (4.3) erhalten wir dann eine weitere Charakterisierung von Allpass—
Filtern in faktorisierter Form.

Korollar 4.5 FEin rationaler Filter F ist genau dann ein Allpass—Filter, wenn

e =e [[2=S, =1, (4.4

wobei ¢ = p,, /Py, ist.

Definition 4.6 (Blaschke—Produkt) Eine Funktion der Form (4.4) bezeichnet man als Blaschke—
Produkt der Ordnung n.

Beweis von Satz 4.3: Dal} F' ein Allpass—Filter ist liefert, durch Quadrierung von (4.1), daf3

1=|fe)| =15 (@), cer
o e
1=iref= B0 et
" PP = PN = ) = o) ), @5

insbesondere ist also deg p = deg ¢ =: n. Da fiir z € T, also z = €%, § € [, 7] die Identitit
Z=c" =1/zgilt, ist

n n
p(2) =Y pF => Pz =2 "p(2).
j=0 7=0
Setzen wir das in (4.5) ein und multplizieren wir die resultierende Gleichung mit 2", dann ist

p(2)p'(2) = q(2)d*(z),  z€T,

und da wir p und q als teilerfremd annehmen diirfen'®>, mu auf T die Gleichheit p = ¢* und
q = p* gelten, was wir nach Proposition 4.1 auf ganz C fortsetzen konnen.
Fiir die Umkehrung brauchen wie nur zu beachten, daf3

p(z) =" pH(z) _ p(2) PH(2)

q(2)?  az) 2 (2)  @(2) alz)

ist. O

105 Ansonsten ist die rationale Funktion nicht wirklich sinnvoll.
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4.2 Upsampling, Downsampling und Filterbanke

Die Idee des Subband Coding, das insbesondere bei der Datenkompression gerne verwendet
wird, besteht darin, ein Signal in mehrere Teilsignale zu zerlegen und jedes dieser Teilsignale se-
parat zu codieren — am besten natiirlich so, daf} sich die Subbédnder nach Moglichkeit ergiinzen.

Beispiel 4.7 Die naheliegendste Idee wiire natiirlich, fiir die Subband—Zerlegung verschiedene
Bandpass—Filter
Xityeap  0=to<ti <. <t,1 <t,=2m

zu verwenden und so das vollstindige Frequenzband mittels exakter Bandpass—Filter aufzu-
spalten und diese Teilsignale weiterzuverarbeiten'®®. Dieser Ansatz erfreut zwar mit Sicherheit
den Phono—Freak, ist aber ziemlich aufwendig. Daher wollen wir uns eine einfachere Zerlegung
ansehen, die sehr leicht zu realisieren ist und uns obendrein zu Wavelets fiihren wird.

Definition 4.8 Sei n € N; um Trivialititen auszuschlieffen, nehmen wir aufierdem an, daf3
n > 2 ist. Der Operator |, der ¢ € ((7) das Signal

ln c= C(n)

zuordnet, heifst Downsampling—Operator der Ordnung n, der Operator 1,, mit

~ | oelg/n), j € nZ,
Tnc(])_{ O, jEZ\TLZ,

heifit Upsampling—Operator der Ordnung n.

Oftensichtlich gilt |, T,= I #7,!,. Mit Hilfe des Downsampling—Operators kénnen wir nun
ein Signal c in die “Teilbdnder”

cj =ln TjcC, J € ZLn,

zerlegen, die man iiber die Formel
C = E Tj Tn Cj
FELn

wieder zu ¢ kombinieren kann. Der Zerlegungsprozess liefert hierbei

c(—1) c(0) |e() ... e(n—1) c(n) cn+1) ... = ¢
c(0) cl)y |e2) ... c(n) cn+1) [e(n+2) ... =5
c(n _ 2) [ c(n _ 1) c(n) . c(2n'— 2) c(2n.— 1) c(2n) cel = Cp
so daf3
Cj:c(n'+j)a J € Ln,

106Das ist das, was ein “idealer” Equalizer in einer Stereoanlage wohl machen wiirde.
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ist, was sich mit Upsampling und Translation zu

co — 0 «¢0) 0 ... 0 c(n) 0
¢ — 0 0 (1) ... 0 0 c¢n+1)
Cp-1 — c(—l) 0 0 c(n— 1) 0 O
c(=1) ¢0) ¢1) ... e(n—=1) ¢(n) en+1) ... —c

kombiniert wie behauptet. Beim “Subband Coding” filtern wir nun zuerst die Daten mit n Filtern
F;, j € Z,, und wenden dann auf jedes der Resultate den Downsampling—Operator an, also

c; =ln Fje, ] € L. 4.6)

Als schematisches Bild sieht das dann wie folgt aus:

/E ] = @

c— @ (4.7)

\HHCM

Die Zerlegung aus (4.7) bezeichnet man als Analyse—Filterbank F' = [F; : j € Z,]. Durch
das Downsampling enthilt jede Komponente ¢; von ¢ nur den n—ten Teil der Information des
Signals Fjc, also auch nur den n—ten Teil der Information von ¢, vorausgesetzt, die Filter sind
verniinftig.

Wir kennen ja bereits das einfachste Beispiel einer Filterbank, ndmlich den Fall, da3 F; =
Tj, ] € Ly, ist, dann entspricht die Filterbank tatsdchlich der Zerlegung des Signals modulo n.

Als néchstes wollen wir eine weitere Beschreibung der Filterbank geben, wobei wir wieder
annehmen, daB jeder Filter F; ein LTI- Filter mit Impulsantwort f; ist, daB also Fjc = f; x ¢
gilt. Das fiihrt zum folgenden Begriff.

Definition 4.9 (Modulationsmatrix) Die Modulationsmatrix M (z) zu der Filterbank
F=[F : j€Z)]
ist definiert als
1

M(z) = [ (7 2) © ik € 2] 4.8)
f(’]"(z) fék (627ri/nz) o fE)k (eZTri(n—l)/nZ)
f;f.l(z) faa (é2“i/"z) ) (e2w%<n—1>/nz)

Eine besonders einfache Gestalt hat die Modulationsmatrix wieder einmal fiir n = 2, wo man
fo(z) fo(==) }
M(z) = " "
=) [ i) fr(=2)

erhilt. Die Bedeutung der Modulationsmatrix liegt aber darin, daB sie die Aktion der Filterbank
beschreibt.
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Satz 4.10 Fiir die Filterbank aus (4.7) gilt

(5 (2") © j€lyn) =M(z) [¢* (e%ij/”z) L J €Ly, 4.9)
das heift,
i () o (i
: — M(2) _ (4.10)
Chy (2") o+ (627ri(:nl)/nz)

Ubung 4.1 Bestimmen Sie die Modulationsmatrix fiir die Translationsfilter F; = 15,] € L.
¢
Im Fall n = 2 wird (4.10) dann zu
{ cy (=) } _ [ £ fi(2) ] { ¢ (2) ] |
ci (%) fi(z) fi(=2) ] | ¢"(=2)

Jetzt aber an den Beweis von Satz 4.10. Dazu bendtigen wir zuerst etwas Information, wie sich
die Up- und Downsampling—Operatoren auf ein Signal auswirken.

Lemma 4.11 Fiirn € N ist

*/ony __ 1 * (2mik/n * % (.
(bn )" (") = — S (eFrE), (Tho) (2) = (2", (4.11)
kEZn,
Beweis: Da '
l Z e—27rijk/n _ { 17 j € HZ,
n ez, 0, J g ni,

sieche Lemma 3.5, ergibt sich die linke Indentitit in (4.11) aus

(ln C)* (Zn) - Z (ln —nj — Z n] —nj _ ZC(]) Z_j [% Z e—?ﬂijk/n]

jez JEL jEZ kEZ,

— % ZC(]) Z Qﬂzk/n _ = Z 27rzk/n

JEL k€Zn k€ZLn
Die rechte Seite von (4.11) erhélt man hingegen aus der einfachen Rechnung
(1n )" (2) = Y _e(i) 2™ =" ("),
JEL
O

Besonders einfach wird (4.11) natiirlich wieder im Fall n = 2. Da ¢"™ = —1 ist, ergibt sich dann

namlich
1

(lz )" (22) =3 (c"(2) + c*(—2)), (T2 0)" (2) =¢" (22) ) (4.12)
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Es gibt aber noch eine andere Interpretation von (4.11). Dazu schreiben wir ¢*(z) als

c(z) = Zc(j)z‘j = Z ZC(TLj + k) Tk = Z 7k Z (Tn k) (4) z™

JEZ k€Zn jEL kEZnr JEZ
= Y (m (M) = Y R,
kE€Znp, kE€Zn

wobei ¢, dasjenige Signal ist, das wir durch die einfachste Filterbank erhalten, die nur Anteile
modulo n bestimmt. Setzen wir jetzt z = €2>™“/"z ein, dann ist

c* 27rz]/n Z e 27Tz]k/n ( n)

kEZn,

und somit

- Z 27rzg/n _ l Z Z 6—27rijk/nz—k’c‘;; (zn)

n ¢
jEZn J€ELn kEZLn
1 iy
_ § : (_§ :6 2mijk/n P ka;(zn>:’56(zn)
n
k€Zn J€Ln
N g
Vv
=dok

Multipliziert man nun mit e>**/" dann erhlt man, daB

) 1 .
—k -~ ( n\ _ 2mik/n — * [ 2mij/n
2 e (M) =e an (e z), ke Zy. (4.13)
J€ELn
I"Jbung 4.2 Wie sieht (4.13) im Fall n = 2 aus? O

Beweis von Satz 4.10: Dac; = Fjc = f; * c gesetzt wurde, erhalten wir fiir j € Z,

1

Cj- (z") — Hn (f] * c)]* (Zn) _ E Z (fj % C)* <e2m‘k/nz)
kEZn
= = Z fi (e2miking) o+ (2mikinz)
" kezn
Daraus folgt (4.10) sofort durch Ubergang zur Matrix—Vektor—Schreibweise. 0

Da es ja keinen Unterschied macht, ob man die Sachen auf ganz C oder nur auf dem Ein-
heitskreis betrachtet, konnen wir die Modulationsmatrix auch fiir die Fouriertransformierte der
Signale betrachten. Und in der Tat: Setzen wir z = e®/™ in (4.10) ein, dann folgt, daf3

= : = M(2) [¢" (¥™/"2) 1 j €Ly
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- M (ezﬁ/n) |:C* (627rij/n ezf/n) = Zn} - M <6i§/n) [C* (ei(§+2j7r)/n) L je Zn}

fs (?ié/ "k (ei(f+2”)/ "o fole ’(“2-" i) - C(e(fi:)/n)
) -1 (zeig/n) faa (eié&%)/n) -1 (ei(&é(nl)w)/n) & (el §+2;n 1)7r)/n)
G TCEE N ACEESE i G
L Ay e | | e |
also
() je L= [fj (“5’”) : j,keZn] {E(G%) : jeZn} (4.14)
Die Matrix

[f] (5”7”“) ke Zn]
n

bezeichnet man iibrigens als Polyphase Matrix zur Filterbank. Nun sollte natiirlich auch wie-
der zusammenwachsen, was wir gerade eben so miihsam getrennt haben — wir mdchten also
den Analyseprozess umkehren und aus den Subband-Daten c;, j € Z,, wieder ein Signal c ba-
steln'””. Dazu gehen wir genau den umgekehrten Weg, indem wir erst ein Upsampling der Daten
durchfiihren, dann diese Daten mit Filtern G, j € Z,, filtern und schlieBlich die Ergebnisse
aufsummieren, also

d=>GjTac, (4.15)

J€Ln

bzw. die Synthese—Filterbank
o - [G] N

!Tn\ - [E] /

N (4.16)

verwenden. Damit ist also

c*(z) = Z (G T )" Z g;(2) (Tn ¢5) “(2) = Z g;(z)c; (2"). 4.17)

JE€ZLn JE€ZLn J€ELn

So weit, so gut, so einfach. Um aber zuriick zur Modulationsmatrix zu kommen, erinnern wir
uns daran, daB die Eingangsdaten fiir diese aus dem Vektor [¢* (¢*™/"z) : j € Z,] bestanden

107Wobei wir nicht unbedingt annehmen, daf die c; jemals durch eine Analyse-Filterbank aus diesem c enstanden
sein sollen.
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haben, und den erhalten wir, indem wir z in (4.17) durch /", j € Z,, ersetzen, beriick-
sichtigen, daB (e*"%/m2)" = 2™ ist, und schlieBlich das Ganze wieder in Matrix—Vektor-Form
als

" (2) 95(2) e n-1(2) ¢ (2")
c* (627ri(;1—1)/nz) . gg (627ri(.n—1)/n2) o g;szl <627r;(n—1)/nz) C;_l-(zn)
::Al/;(z)
(4.18)
bzw. .
" (62””/"2) D J €Ly =M(2) [ (") j €Ly (4.19)

schreiben. Was wir natiirlich betrachten wollen, ist nicht das Analyse- oder das Synthesesystem
allein, sondern das Gesamtsystem, die Filterbank

7 B - Hoﬁ E\

c— : D —cd  (4.20)
!Fn—l\ !ln\ = a1 = [T - /

und eine natiirliche “Minimalforderung” ist sicherlich, da3 bei dem System das, was man vorne
reinsteckt auch hinten wieder rauskommt.

Definition 4.12 (Perfect Reconstruction) Die Filterbank (F, G) hat die Fdhigkeit zur perfek-
ten Rekonstruktion'®, wenn in (4.20) ¢’ = c fiir alle Eingabedaten c gilt.

Bemerkung 4.13

1. Unter Verwendung der Modulationsmatrizen kann man die perfekte Rekonstruktion be-
sonders nett beschreiben. Setzt man ndmlich (4.9) in (4.19) ein, so erhdlt man, daf; per-
fekte Rekonstruktion dquivalent zu

" (e?milnz) : j e Ly = M(z) M(z) [¢* (e*milnz) : j e L) (4.21)

ist. Eine Filterbank erlaubt also mit Sicherheit perfekte Rekonstruktion, wenn

—

M(z)M(z) =1
Ist.

2. Manchmal ist man etwas grofiziigiger und erlaubt, daf} die Filterbank zwar die Einga-
bedaten rekonstruiert, erlaubt aber Zeitverzogerungen, d.h., ¢ = T;c fiir ein j € Z.
Nachdem

(mie)™ (2) = 27" *(2)

1981n Englisch “perfect reconstruction (property)”.
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ist, ergibt sich somit, daf3 in diesem Fall

[e—Qm'jk/nZ—kC* (627rij/nz) e Zn] = M(z) M(z) [c* (eQWij/nZ) e Zn:|

was fiir

M (z) M(z) = diag [e’%ijk/”z’k D j € Ly
erfiillt ist.
3. Man sieht leicht, daf3
M(2) M(z) = Zgz (2™ 2) f7 (e*™ ™ 2) 4k € Z,
ez
ist.

Es ist klar, daB die perfekte Rekonstruktion folgt, wenn MM = I ist — man muB das
ja nur in (4.21) einsetzen. Was nicht ganz so offensichtlich ist, ist die Tatsache, dal auch die
Umkehrung gilt.

Satz 4.14 (Perfect Reconstruction) Eine rationale Filterbank'® (F,G) besitzt die Fihigkeit
zur perfekten Rekonstruktion genau dann, wenn M (z) M (z) = 1, z € C.

Beweis: Die Richtung <« ist klar. Fiir die Umkehrung betrachten wir die dquivalente Form
0= <[ - ]T/[/(z) M(z)) ¢ (62””/”2) D J € Ly
von (4.21) und setzen ¢ = 736, k € Z,. Da in diesem Fall ¢*(2) = 2*, also
[c* (62””/”2) CJ € Zn] = zF [eQmjk/" CJ € Zn}
ist und da z*¥ # 0 auf T ist, erhalten wir, da
0= (I — M(2) M(z)> [e2midhin . je,].

Nun sind aber die Vektoren [e*™%/" . j € Z,], k € Z,, linear unabhdngig, da sie zusammen

die Inverse der DFT'! aufspannen. Und daher muB I — M (z) M(=z) fiir alle z € T, also auch
fiir alle z € C gleich Null sein. O

Mit anderen Worten: Man kann ein Analysesystem genau dann wieder perfekt rekonstruie-
ren, wenn die entsprechende Modulationsmatrix invertierbar ist. Nur stellt sich jetzt die Frage,
in welchem Ring M (z) invertierbar ist, denn das fiihrt zu unterschiedlichen Voraussetzungen
an det M (z).

109 Also eine Filterbank, bei der alle beteiligten Filter rationale Filter sind.
'9Bis auf den Normalisierungsfaktor X natiirlich.
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1. Invertierbarkeit in IT"*™: Es muB fiir alle z € C die Beziehung det M(z) = ¢, ¢ € C*,
gelten, die Determinante muf} also eine Konstante sein.

2. Invertierbarkeit in A"*": Hier geniigt es, wenn es k& € Z und ¢ € C* gibt, so daB}
det M(z) = c2*, 2 € C, ist.

3. Invertierbarkeit in (IT/IT)"*", dem Raum der rationalen Funktionen: Hier reicht det M (z) #
0.

Das ist eine allgemeine algebraische Tatsache: Eine Matrix A € R™*", wobei R ein beliebiger
Ring ist, ist genau dann invertierbar, wenn det A € R* ist. Solche Matrizen heiBlen unimodular.

Und schlieBlich noch eine Klasse von besonders “einfachen” Filterbianken, ndmlich die,
bei denen die einzelnen Kanile der Filterbank sauber voneinander getrennt sind — eine ideale
Kombination von Hoch- und Tiefpassfilter hitte diese Eigenschaft. Die Forderung ist, dafl der
Syntheseanteil 1,, GG; nur den dazugehdrigen Signalanteil c¢; durchldBt, aber alle anderen cy,
k € Z, \ {j}, vollstindig sperrt. Das bedeutet also'!!, da

0= (G} Tnln Fi)" (2) = gi(z Zf (e2m/m2) z€T,

ZEZn

ist. Ersetzen wir z durch 2™/ fiir m € Z,,, dann ist auch'!'?
% 27rzm/n 27rz (t+m)/n _ 27rzm/n 2m€/n
0=g; (e I ) =g DI
" ez, " ez,

was sich auch als

0:<J\7T(z)M(z)), i k€Z, Ak z€T,

jk
schreiben 148t. Das heif3t, daf3 bis auf Normalisierung der resultierenden Diagonalmatrix
MT(z)=MYz), z€T, (4.22)

gelten muB3. Deswegen ist es auch nicht verwunderlich, da3 man in diesem Fall von einer bior-
thogonalen Filterbank spricht. Eine orthogonale Filterbank liegt hingegen vor, wenn zusitzlich

M = M ist —dann hiitte man M7 = M~! und die Matrix M (z) muB fiir jedes z € T orthogonal
sein.

4.3 Zweikanal-Filterbanke

So viel Allgemeinheit reicht fiir’s erste. Jetzt wenden wir uns wieder dem ach so einfachen Fall
n = 2 zu. Dabei bemerken wir zuerst, daB3 hier eine Halfte der Filterbank zusammen mit der

I Hjer betrachten wir nur den “Fourieranteil””, das heiBt, wir wihlen z € T.
"2Der Trick besteht in der Ersetzung des Summationsindex ¢ durch £ — m.
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perfekten Rekonstruktion bereits die andere Hilfte der Filterbank festlegt. Das folgt aus der

Formel
B IR

die fiir jede 2 x 2—Matrix gilt, also

a b] 1 [ d —b
c d| detA | —c a |’

——
=:A
was mit
_ | o) fo(==2)
M(z) = [ff(z) fl*(—Z)}

die Identitit

i 1 fi(=2) =fi(=2)
M(z) = M~ (2) F2(2) f1(=2) = fi(=2) fi(2) { —fiz)  fi(z)

liefert, wobei M tatsiichlich die gewiinschte Struktur

o[ e 6
W= | A0 2]

mit

fi(=2) ]

L fi(—2)
S Ay Sy T gy s M

T )~ (i)

()

hat.

Die weitere Darstellung in diesem Kapitel folgt [27] und basiert auf den Konzept der Spie-
gelfilter, das wir bereits von den Allpass—Filtern her kennen. Einen solchen Spiegelfilter zu
einem Filter F' mit z—Transformierter f* erhalten wir, indem wir den Filter G mit ¢*(z) :=
f* (271) betrachten. Dabei ist zu beachten:

1. Die Verwendung von Spiegelfiltern ist besonders einfach! Man muf} nur die Koeffizienten
eines Filters speichern.

2. Der Name “Spiegelfilter” ist klar, da

fr()=) fh)z* = g )= (") =D k)= f(=k)=F,

keZ keZ keZ

also g(k) = f(—k) ist — die Filterkoeffizienten werden am Ursprung gespiegelt.
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3. Da wir immer von reellen Filtern ausgegangen sind, ist
g*<Z) = [ (2_1)7

bis auf einen Faktor der Form 2" ist also g* nichts anderes als ( f *)ﬁ. Allerdings macht die-
ser Faktor, der ja bei der Definition von p* vom Grad des Polynoms p abhing, ja nur dann
Sinn, wenn die so “transformierte” Funktion auch wirklich ein Poynom war. Und wenn
man also mit rationalen Funktionen arbeiten mochte, dann kann man ihn auch gleich
weglassen.

4. Fiir z € Tistja 2! = 7, also ist

g = E"=r=r@e (4.23)

Nun iibertragen wir das auf unsere Filterbank, indem wir

gz =/ (") und  gi(z) = fi (z7) (4.24)

setzen, womit sich die Perfekte Rekonstruktion unter Verwendung von (4.17) als

() = W ae)] | 85 | e ey | 58 S]] 59 ]
= LI i)+ i) FiE) )+ 16 () + i) S ()] ()
= LR B 5 ) RG]

1

+5 [ () (=) + £ (7)) fi(=2)] €(-2),

also
2 = fg (Z_l) ff)k(z)_'_fik (Z_1> fik(z) (4.25)
0 = fo () fo(=2)+ fi (z71) fi(=2) '
liefert. Die Herleitung zeigt aber auch, dafl unter der Annahme (4.24), da3 Analyse und Syn-
these Spiegelungen voneinander sind, die perfekte Rekonstruktion dquivalent zu (4.25) ist. Es
gibt aber noch eine andere Art, diese Bedingungen zu sehen: Unter Verwendung von (4.24) ist

S| ow) gz | G AETY ] oyt
M(z) = 95(—2) gi‘(—z)}‘{f&(—z—l) fr(=z7h =2M" (=),

so dal} die perfekte Rekonstruktion und damit auch (4.25) auch dquivalent zu
[=M(z)M(z) =2MT (=7Y) M(2), =»eCX, (4.26)

ist — die Matrix 27Y/2M(2) ist unitdr auf T. Die Gleichungen (4.25) stellen aber besondere
Forderungen an den Filter Fj.
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Lemma 4.15 Sind f§ und f; rationale Funktionen mit reellen Koeffizienten, dann ist

0=fo (z7') fo(=2)+ fi (z7') fi(~2) (4.27)
genau dann erfiillt, wenn es k € 7 und einen rationalen Allpass—Filter h gibt, so dafs

fi(z) =221 fz (—z’l) h (22) (4.28)
ist.
Beweis: Setzt man (4.28) in die rechte Seite von (4.27) ein, so erhélt man fiir z € T, daf3
fo (z71) fo(=2) + 272 fo (=2) B (27%) (=)' f5 (+71) h(2%)
= BEDREDN-REDRE)] = (Y fi=2) 1= )] =0

was damit nach Proposition 4.1 auch auf ganz C gelten muf3. Damit ist “<"" bewiesen.
Fiir die Umkehrung definieren wir

fi(z) «
g\z) = e z € C y
R
und erhalten, indem wir z in (4.27) durch 2! ersetzen und durchdividieren, da
oo _Hx) L fil) 1 _l+g(=2"Y) g(2)

=y +9(2)

Cfi(=) fo(=) gl g(=="1

also
—1=g (—z_l) g(z).

Schreiben wir nun

g(z) = Zg(k) 2k = Zg(%)z% +z Zg(% +1)2°% = go (2%) + 291 (2%)
dannist fiir z € T

g(=27") 9(2) =90 (%) =27 01 (+77)] [90 (%) + 201 ()]
= 90(¢7%) 90 (%) =270 (z77) 90 (%) + 290 (277) 91 (%) =91 (=7°) 0 (%)
= oo () =290 () 0 (27) + 290 (=7) 91 (%) = |on ()]

Da go (2%) g1 (272) und go (272) g1 (2?) Laurentreihen in 22 sind, kann diese Reihe nur dann
konstant sein, wenn

0==z2"1g (zQ) g1 (z_z)j— 2 go (z_Q) g1 (22) = 2Rh(z) = 2R (z_l 9o (22) g (2_2))

>

=:h(z2) =h(z=1)=h(z)



4.3 Zweikanal-Filterbianke 85

fiir alle z € T gilt, das heiBt, wenn gy (2%) g1 (27%) = 0 ist, also wenn entweder gy = 0 ist oder
g1 = 0 1ist oder beide. Wire aber g; = 0, dann wire

g (== 9() = g0 (H)]” > 0
und damit niemals = —1. Also muB} g; # 0 und damit gy = 0 sein und es ist
9(z)=zq1 (:*), z€C, und lg1 (2)| =1, =z¢€T.
Damit ist g; (2?) ein gerader'"® Allpass—Filter und damit kann ¢ als

. RB
fi (== D)

geschrieben werden, woraus
fiz) =2 f5 (==7") b (2%)

folgt. Beliebige ungerade Potenzen von z wie in (4.27) kdnnen dann durch “Verschiebung” von
h erhalten werden. O

Bemerkung 4.16 Ist man nur an FIR-Filtern interessiert und ist f; € 1l, dann ist lediglich
h(z) = 2* fiir beliebiges k € 7, also nur ein “Verzogerer” zuliissig. Die rationale Filtertheorie
erweitert also die zuldssigen Filterklassen ganz enorm.

Das nichste Konzept ist das der Autokorrelation eines Filters und die zugehorige Eigen-
schaft der z—Transformation.

Definition 4.17 (Korrelation) Die Korrelation zweier Folgen f,g € ((Z) ist definiert als

frg:=> fk)g(-+k

keZ

und die Autokorrelation von f € ((Z) als f x f.

Es kann nie schaden, die Korrelation beziiglich der z—Transformation zu betrachten, wobei
man

(fx9) (2) = D (fx9) ()27 =D fk)g(i+k) =

JEZL JEZ kEZ
= D D fWFgG+R) == fk) Y ()
jez kez keZ JEL

= (=) g°(»)

113 Also eine Funktion, die beziiglich der Vertauschung z <+ —z invariant ist.
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erhilt. Insbesondere hat also die Autokorrelation die z—Transformation

(f* ) ) =) ().

Mit Hilfe der Autokorrelation konnen wir die erste Bedingung von (4.25) auch anders schrei-
ben! Ist ndmlich g die Autokorrelation von f;, dann bedeutet diese Identitit unter Verwendung
von (4.28) ndmlich nichts anderes als

2 = fo(z7) L)+ £ (27 fi(z)
= f; (z’l) fr(2)+ 2 fr (—2) h (22) 221 (—z’l) h (272)
= FEY RO+ (=) ()
-1
= g'(2)+ g (=2) =) _gk)z "+ glk)(=2)F = g(2k) =™,

k€EZ kEZ keZ

also g(2) = § und daher g(z) = 1 + 2§ (2?). Offensichtlich ist nicht jede rationale Funktion

die z—Transformierte einer Autokorrelation — aufgrund ihrer besonderen Struktur miissen die

Nullstellen symmetrisch am Einheitskreis liegen: ist ( eine Nullstelle einer solchen Funktion,

dann auch ¢ L.

Wir fassen jetzt einmal schnell die bisher hergeleiteten Beschreibungen orthogonaler Filterbinke
zusammen.

Satz 4.18 (Orthogonale Filterbiinke) Seien Fy, F Filter mit zugehirigen rationalen z—Transformationen
15, fi. Dann sind dquivalent:
1 MT(271) M(z) = 31, 2 € C*,

)

2. Es gibt k € 7Z und einen rationalen Allpass—Filter h, so daf3
file) =22 fo (=27) h (%) und  fo(2) fo (270) + fo(=2) fo (—27) = 2.

3. Die z—Transformierte g der Autokorrelation von f§ hat die Form g(z) = 1+ 2 g (2?) und
es gibt k € 7 und einen rationalen Allpass—Filter h, so daf}

fie) =" f5 (=271) h(27)

ist.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun — und das Resultat stammt aus [27] — alle orthogo-
nalen Filterbinke vollstindig beschreiben beziehungsweise parametrisieren.

Satz 4.19 (Parametrisierung orthogonaler Filterbinke) Alle orthogonalen rationalen Zweikanal—
Filterbdinke lassen sich auf die folgende Art und Weise konstruieren:
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1. Wiihle ein beliebiges Polynom 0 # p € Il und setze

p(z)p (=)

g(z) =2 , zeC”. (4.29)
& e ()
2. Faktorisiere 2*g(z) fiir passendes k als f(z) f (z71).
3. Setze
fo(z)=ho(2) f(2)  und  fi(z) =25 (=271) i (2%), zeCX,
(4.30)
wobei hy und hy beliebige Allpass—Filter sind.
4. Setze
g0(2) = f5 (z71) und — gi(z) = f1 (z71), z e C™. (4.31)
Bemerkung 4.20

1. Das Konstruktionsverfahren hat im Prinzip vier freie Parameter: Das “Startpolynom” p,
die Allpass—Filter hy und hy und den Verzogerungsparameter k.

2. Die Autokorrelationsfunktion g(z) hat auf dem Einheitskreis, also fiir = € T, die Form

2
o Ip(2)]
2 2
p(2)[" + [p(=2)]
und hat daher genau dann einen Pol auf dem Einheitskreis, wenn p und p(—-) eine eine

gemeinsame Nullstelle haben. Insbesondere ist g fiir alle p # 0 wohldefiniert, weil dann
der Nenner nicht konstant verschwindet.

9(z) =

3. Die Faktorisierung g(2) — f(2) f (271) kann man natiirlich geschickt durchfiihren: Man
schiebt alle “guten” Pole innerhalb des Einheitskreises in f(z) und alle “bésen” Pole
auBerhalb des Einheitskreises in f (z71). Damit ist der resultierende Filter sogar stabil
und zwar automatisch. Diese Idee ist nicht so neu — es ist im wesentlichen die Idee, die
auch den klassischen Butterworth—Filtern zugrundeliegt, siehe z.B. [24].

Beweis von Satz 4.19: Wir zeigen zuerst, da} jeder Schritt der Konstruktion durchfiihrbar ist;
daf sie uns eine orthogonale Filterbank liefert, haben wir schon in Satz 4.18 gesehen. Da Zihler
und Nenner von g symmetrisch in z und z~! sind, ist mit jeder Nullstelle und jedem Pol ¢ von
g auch (! eine Nullstelle bzw. ein Pol von g. Daher lassen sich Zihler und Nenner in der Form

JTE- =g =G I E-0 =)
j=1 J=1

schreiben, was

o =gt [ - o)

Jj=1
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liefert; insbesondere ist also g die z—Transformierte einer Autokorrelation, was sich auch nicht
andert, wenn wir f mit einem Allpass—Filter hy multiplizieren, der ja die Eigenschaft

ho(2) ho (271) = lho(2)” = 1, zeT

hat, die sich wieder einmal auf C* fortsetzt. Dariiberhinaus ist

@) pE) +p(=2)p(—2)
= ) p ()

was uns zusammen mit Satz 4.18 zeigt, da} wir es tatsidchlich mit einer orthogonalen Filterbank
zu tun haben.

Fiir die Umkehrung sei g die z—Transformierte der Autokorrelation von fy, das eine orthogonale
Filterbank definiert. Dann ist g von der Form!''*

9(2) + g9(—

p()p ()
92 = (De

fiir passende Polynome p, ¢ und, wegen der Orthogonalitit,

(=) _ 7)) +25(Y)

q(2%) q(z%)

Sehen wir uns nun den Zihler an und spalten in gerade und ungerade Potenzen von z auf, dann
erhalten wir durch Koeffizientenvergleich, daf3

9(z2)=1+2g(z%) =1+=

q(=*) = %[p(Z)p(z )+ p(=2)p (=271,
5(2) = 5w —p-2)p (-],
und daher » »
9(2) p(zéz(jzgj ) 2p(Z)p(Zﬁ()ZJ)rpp((Z—Z;p(—Z‘l)
Damit ist der Beweis komplett. 0

4.4 Subband-Kaskaden, Subdivision und Wavelets

Nachdem wir jetzt unsere orthogonalen Filter vollstindig charakterisiert haben, wird es wieder
Zeit, sich damit zu beschéiftigen, wie man diese Filter verwendet. Wir erinnern uns dabei, daf3
unser Analysefilter hier immer von der Form

B = L] = e
NA] = L] = e

14Das folgt direkt aus der Definition der Autokorrelation
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war. Und jetzt konnen wir natiirlich ¢y und/oder ¢; wieder in dieselbe Analyse—Filterbank
stecken und die Daten so weiter zerlegen, also

/ [R] - [l —an
/m \E —>001

o7 Bl=la] = e
\m \m —>011

und so weiter — auf diese Weise erhélt man eine Baumstruktur von Signalen. In der “normalen”
Waveletanalysis zerlegt man nur die Daten weiter, die aus dem “Tiefpassfilter” herauskommen,
aber nachdem wir bisher ja noch nicht einmal spezifiziert haben, ob wir F{, oder F; als Tiefpass
ansehen, bleibt uns erst einmal nichts anderes {ibrig, als symmetrisch zu zerlegen und so bei der
Baumstruktur anzukommen. Diesen Ansatz bezeichnet man auch als Wavelet Packages.

Nach r derartigen Kaskadenschritten erhalten wir somit die Ausgabesignale

¢ elZ), j=0,...,2"—1,

wobei die Bindrdarstellung des Index j genau die Filterungskaskade angibt, der unser Signal
unerworfen wurde. Genauer: Ist

r—1
k
:ZEkZ =!€m_1-"" €0, e € {0, 1},
k=0
dann ist
C =ls F, € " <l F &1 C

Umgekehrt wird natiirlich auch die Synthese wieder durch Kaskaden realisiert, diesmal durch
Kaskaden der Synthese—Filterbank:

=[G] N
= =[] = [Go] N
G
~[6] /° .

—[Go] N\
H—>- /@ _>Cl—) m /

Diese Synthese—Kaskade erlaubt es uns nun, das Problem von einer ganz anderen Warte aus zu
sehen, indem wir die Analyse mal fiir einen Moment vergessen und die Synthese als Methode
ansehen, Funktionen zu generieren — das sind dann auch schon die sogenannten Subdivision—
Schemata.

Und zwar geben wir uns jetzt ein Signal x vor, speisen das in ¢j; ein und sehen uns das Signal
¢ = c[x,r] an, das auf diese Art und Weise herauskommt. Offensichtlich ist dann

c= (Go Tz)r T,
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also, nach Lemma 4.11,

*(2) = [(Go 12)" a]" (2) = g5 (2) [T2 (Go T2) " 2]

und somit

*

(2) = gi(2) [(Go 12)" " 2]" ()

() = gi(2) g5 () o () = [H 9 (sz)] v (%), (432)

was uns unter Verwendung der Spiegelbeziehung g5 = fi (27') schlieBlich

c(z) = [ﬁ 15 (z_2j>] 2 (2%) (4.33)

liefert. Wegen des Upsamplings enthilt die Folge ¢ = (Gg T2)" = deutlich mehr Information als
x, ndmlich das 2"—fache. AuBlerdem ist

Sgr =G Tax=go*(T22) = ZQO (- — 2k) (k)
kez

und somit 7S = ST, weswegen man die Folge Si,x als diskrete Funktion an den Abszissen
27"k, k € Z, auffassen sollte: Hat beispielsweise x zumindest lokal ein k—periodisches Verhal-
ten'!, dann hat St.x lokal ein 2" k—periodisches Verhalten. Und was auch noch sofort auftillt:
Da S¢; ein linearer Operator ist und wir jede Folge x formal als

xzzx(k)7k5, 8(5) = 0o, JEZ,
kez

schreiben konnen, ist

c(z) = sz z(k) [ﬁ 1 <z_2j>] 5 (%),

keZ 2

weswegen es geniigt, sich auf z = § zu beschrinken — in diesem Fall ist bereits alle Information
enthalten.

Diese diskrete Funktion ¢, genauer, die diskrete Funktion ¢ (27"-) € ¢ (27"Z), die an den
dyadischen Punkten der Ordnung r definiert ist, wollen wir uns nun mal in der Fouriertransfor-
mation ansehen, das heifit, wir betrachten die Funktionen

e (&) =[c(27)] (), reN,.

Natiirlich ist diese Funktion gar nicht wirklich definiert. Ersetzt man aber in (4.33) 2 durch
e’/ so erhilt man eine Folge ¢, von trigonometrischen Polynomen''® auch formal korrekt

als
r—1 1 . r 1 '
o) =27 e(g/2) =27 (@) =TT 5 £ (7 =TT 5 8 (<),
Jj=0 j=1

115Und dazu gehort insbesondere ein kompakter Triger!
16Wir bleiben jetzt bei z = §!
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und wir konnen die Grenzfunktion

P(6) = poe(€) = lim ,(E) :H T () (4.34)

definieren — vorausgesetzt natiirlich, das unendliche Produkt konvergiert. Dann hat ¢ eine sehr
nette Eigenschaft, namlich

1 » 1 . 1 -
o * 715/2 - —i2796\ _ T px —i&/2 oo —i277(£/2)
o) = 1155 G B AC )jHleo(e )
) —0(€/2) ’
1 * [ —1i f
= S () “0(5)' (4.35)

Das konnen wir nun nochmals ein biBchen anders sehen, indem wir auch noch annehmen, daf3
¢ € Li(R) ist'"”, denn dann konnen wir invers fouriertransformieren und erhalten so eine
gleichmiBig stetige Funktion ¢ = V. Mit ¢ = ¢ wird (4.35) dann'!® zu

50 =55 3(5) =30 (-5) 3(5) ~lmra e ©
e

also

¢=(90%¢) (2) = go(k)d(2- k). (4.36)

keZ

Diese Gleichung, als Verfeinerungsgleichung, Refinement Equation oder Zweiskalenbeziehung
bezeichnet, bedeutet, da man die Funktion ¢ als Uberlagerung von Translaten ihrer “gestauch-
ten” Version darstellen kann, siehe Abb. 4.1 — dies schafft nicht jede Funktion, sondern es ist
eine Forderung an die Funktion. Und tatsdchlich erhélt man Funktionen, die (4.36) erfiillen, ei-
gentlich auch nur als Ergebnis des Subdivision—Prozesses. Aber zu diesem Zweck braucht man
natiirlich Kriterien fiir die Konvergenz des unendlichen Produkts in (4.34). Klar ist natiirlich,
dafl die Konvergenz eines unendlichen Produkts erzwingt, daf3 die einzelnen Glieder des Pro-
dukts gegen 1 konvergieren, so daB'!® ohne

o 1., 1~
=2 D f (e77) = 2 A1) = 5 R(0) (437)
gar nichts lauft. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer stetigen Funktion ¢, die die
Zweiskalenbeziehung (4.36) liefert das folgende Resultat, das auf Daubechies [8] zuriickgeht
und das mitsamt Beweis aus [63] entnommen ist.

""Hier ist R anstelle von T wichtig, denn ¢, ensteht ja durch Dilatation des trigonometrischen Polynoms €.

"8Wir erinnern uns: g (2) = f§ (2*1), alsoist go (&) = ¢; (eif) =f (e”f) = ]?0(—5).
19Zumindest fiir rationale Filter £ ohne Pol an z = 1, und nur solche interessieren uns ja hier eigentlich.
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-
-

»
|

Abbildung 4.1: Wie man die stiickweise lineare “Dachfunktion” als Zweiskalenbeziehung
darstellt.

Proposition 4.21 (Existenz stetiger verfeinerbarer Funktionen) Ldft sich f; als

2 zeT

fo(z) = ( > q(2) mit max |q(2)] < 2% wund q(1) =2, (4.38)

schreiben, dann existiert eine stetige Losung von (4.36).

Beweis: Die Idee besteht darin, zu zeigen, dal unter der Voraussetzung (4.38) das unenedliche
Produkt (4.34) konvergiert und eine L;—Funktion liefert, deren inverse Fouriertransformation
dann existieren muf} und als ¢ gewihlt werden kann.

Dazu zerlegen wir das Produkt in

k
o0 1 o 1 _2'277‘&- e} 1/\
H 3o =11 <—+ 5 > 51 (27¢) (4.39)
j=1 J

und behandeln die beiden Faktoren auf der rechten Seite separat. Da

1—e T4+e ®/2 1 —e /2 14 e78/2 1 4e7%/1 ] — it/
A gz 2 2 £/4
1—e 276 N o4 iz7¢
T e 2

also
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ist, hat das erste Produkt den Wert!?°

<—1 _ eié)’f = (ei£/2 M)k — oikE/2 (sin 5/2)k
i€ ¢ &2

was im Absolutbetrag < C (1 + |€|) " fiir eine passende Konstante Cy > 0 ist.

Jetzt zum zweiten Faktor in (4.39), wo wir die Abkiirzung h = %q verwenden wollen. Da
h(1) = 1ist, gibt es eine Konstante C5 > 0, so da fiir |£| < 1 die Abschitzung'?' |k (e7%)| <
1+ Cylé| < ekl erfiillt ist, also gilt fiir |¢| < 1 die Abschitzung

o o R — Caf¢]
p(e= ) < TLe = e (S meem < o
jli[l‘ _H Pl <

Jj=1

Fiir beliebiges ¢ € R wihlen wir nun n € N so, daB 2"~ < [¢] < 2", und verwenden die
folgende Aufspaltung zusammen mit (4.40):

]-Hl n ()| - ]Hl ()] | H+ | ()]
=TT T )

‘h (e_ﬂfrg)) e?? < B"e®?

—.

1

J

mit
B = max |h(2)| < 2F1F fiire > 0.
ze
Damit ist
B" S 2n(k‘—1—6) S (2 2n—1) k—1—e S 2k: (1 + |£|)k*l*€

——

<2 ¢|<14¢|
und somit

TL| ()| < 00 (1w leh™ e 2 (14 Je)"=* < Ca 1+ Je) ™.
j=1
Also ist das Produkt iiberall absolut konvergent und'?? die resultierende Funktion gehort zu

L1(R) und 148t daher eine inverse Fouriertransformierte zu. U

Ubung 4.3 Zeigen Sie: Ist ¢ eine (nichttriviale) Losung der Zwei-Skalen—Gleichung (4.36),
dann ist ¢(0) # 0 und g(0) = 2. %

120Wenn man genau hinschaut, erkennt man hier die Fouriertransformierte des zentrierten kardinalen B—Splines.
Diese tauchen also wieder einmal an ganz zentraler Stelle auf.

121Fiir wen diese Abschiitzung etwas suspekt erscheint: Die Funktionen 1+ cz und e“* haben fiir 2 = 0 denselben
Wert aber die Ableitungen c und ce®” < c, also wichst die zweite Funktion schneller.

122Wer’s genau haben will, braucht jetzt “dominated convergence”
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Bemerkung 4.22 Die Forderung (4.21) betrifft ja eigentlich f, und nicht die fiir die Zwei—
Skalen—Gleichung (4.36) relevante Folge go. Da wir aber in (4.21) ja ohne weiteres z durch z*
ersetzen konnen, ist es vollig irrelevant, ob die hinreichende Bedingung fiir fq oder g, formuliert
wird.

Sei nun also ¢ die'”* Losung der Zwei—Skalen—Gleichung (4.36), dann gibt es drei Moglichkei-
ten, wie wir diese Funktion konstruierten konnen:

1. Uber die Fourier—Transformierte:
Vv
= ﬁlf(—i) ' (4.41)
P Y SRRy '
j=1

diese Werte konnte man an ganzzahligen Werten ausrechnen und dann die inverse FFT
zur Bestimmung von ¢ verwenden.

2. Uber das Kaskaden—Schema:
o= lmToo,  Topi= (g0 %) (2), (442)

mit einer beliebigen!?* Startfunktion v). Hier hat man es mit einem Verfahren zu tun, daf
gegen den Fixpunkt 1) des Transferoperators [ konvergiert.

3. Uber das Subdivision—Schema:
¢ = lim S0, lim sup |¢ (27"k) — Sgé(k)| =0, (4.43)

Jj—0o0 Jj—o0 keZ
wobei die Grenzfunktion an einem immer dichteren Gitter von dyadischen Punkten be-
stimmt wird.

Und wo sind nun die Wavelets? Nur noch eine Interpretation weit weg. Wir betrachten jetzt, wo
wir unsere schone Funktion ¢ haben, ein Signal ¢ nicht mehr als ein diskrete Funktion, sondern
als Koeffizienten der Funktion

for=cxd=> c(k)o

Das einfachste Beispiel hierfiir sind die stiickweise konstanten oder stiickweise linearen Funk-
tionen mit ¢ = x[o,1] bzw. ¢ = X(0,1] * X[0,1] — letzteres ist die “Dachfunktion” aus Abb. 4.1. Da

¢ = Taoist

fo= D cli)o(-—3) =Y c(i) (Ted) (- —3) = _c(i) Y golk)d(2- -2 — k)

JEZ JEZ JEZ kEeZ
= > > el golk) o2 =2 — k) =D g0 (k—2j) c(j)$(2- —k)
JEZ k€EZ keZ \]62 |
—Sqe(k)
= (Sgcx¢) (2,

123Das mit “die” oder “eine” ist in Wirklichkeit gar nicht so trivial!
124Na gut, mehr oder weniger beliebigen.
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und damit entspricht Sgc den Koeffizienten beziiglich der “gestauchten” Funktion ¢(2-). Und
das genau bringt uns nun zu den Wavelets: Unser Ein- und damit auch Ausgangssignal ¢ der
“perfect reconstruction” Filterbank

/m o] = a0 — 1] m\

c— —c (4.44)

NE - o -] - @/

interpretieren wir als Koeffizienten einer Funktion f = ¢ % ¢(2-), die zum Raum
Vi=span{¢(2-—k) : ke Z}

gehort. Wegen der Zweiskalenbeziehung (4.36) ist auch ¢ € V; und da V) obendrein translati-
onsinvariant'® ist, erhalten wir, daB

ViDdVo:=span {¢p(-—k) : ke Z}. (4.45)

Setzen wir nun ‘
= span {(/5(2]-—/5) : k:GZ},
dann ist natiirlich
VWwCeWViCclhC

Damit bilden die Ridume V;, j € N oder j € Z, eine Multiresolution Analysis oder MRA, wie
sie von Mallat eingefiihrt wurde, siehe beispielsweise [9, 36, 38, 63] und noch viele weitere
mehr. Die (minimalen) Eigenschaften einer MRA sind:

1. Eine aufsteigende Skala von Raumen V[, C V; C
2. (Ganzzahlige) Translationsinvarianz der Rdume V.
3. Skalenbeziehung: f € V; = f(2:) € Vj;;.

Und wo bleibt nur das Wavelet? Ganz einfach: Wir haben in der Filterbank (4.44) unser Signal ¢
oder alternativ die Funktion ¢ x ¢(2-) in zwei Signale ¢, und ¢; zerlegt. Nach unserer Konstruk-
tion entspricht nun die Filterung ¢y =5 F{ ¢, das heilit die Bestimmung der Funktion ¢y * ¢,
einer Projektion von V; auf Vj, das heil3t,

cx P(2) € Vy — ¢ = 0. (4.46)

Dies folgt aus der Tatsache, dafl die Modulationsmatrix M/ orthogonal und insbesondere inver-
tierbar ist! Gédbe es ndmlich zwei Darstellungen ¢, ¢; und ¢y, ¢1, so da}

Go T2 cot Gy T2 ci=Go T2 co+G1 T2 &
ist, dann ist, nach Ubergang zur z—Transform
_ T (o () | _ [z () | _ | &(2%)
o= (33 ]-135]) = &3 ]-123]

I25Tst f € Vi, soistauch f(- — k) € Vi fiiralle k € Z.
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denn M (z) ist invertierbar. Das liefert uns (4.46).
Damit gehort dann aber die Folge ¢; zur Darstellung des Projektionsfehlers, also dem Anteil
in W, := Vi 6 V), korrekter gesagt, V; = Vj & W, den wir nun als

cxp(2) = > clk)g =Y oo (k= 25) co(j) + g1 (k= 25) e1(4)] ¢ (2- —k)

keZ kCZ jez

= ) (Seco) (k)2 —k)+ > ar(d) | D au(k) —j) —k)

keZ jez Lkez 5
= J(:J)

= (o * ¢ + C1 * @Z}
bestimmen konnen.
Definition 4.23 Die Funktion

Vo= g e (2) = qi(k) 6 (2 k) (4.47)

keZ

heifit Wavelet zur Skalierungsfunktion ¢.

Damit kénnen wir dann durch Kaskadenschaltung unserer Analyse—Filterbank die Waveletzer-
legung einer Funktion

n—1

f=cxo@) =) ck)¢2"- k) € Va=Vo,o@PW,

keZ j=1

bestimmen, indem wir das “abgeschnittene” Pyramidenschema

/ m / m—> — Cog —
\ E - — Co1
N B - —a

zur Zerlegung verwenden und dann f als

Cc —

f = C1 * w (2”71') + Ccpp * w (2”72') + -4 Cg..o1 ¥ w + Cg...0 * ¢ (448)
darstellen. Diese Darstellung (4.48) bezeichnet man dann als die Waveletzerlegung von f, die
Koeffizientenfolgen ¢y, co1, - . ., Co..01 als Waveletkoeffizienten.

Bemerkung 4.24 (Orthogonalitit) Oftmals wird bei einer MRA, zumeist in Lo, verlangt, daf3
die Skalierungsfunktion orthogonale Ganzzahltranslate besitzt, das heifit, dafs

/ o(x) da — K)dr = b |6]3 ke,

ist. Eine notwendige Bedingung hierfiir ist, dafy die Modulationsmatrix orthogonal ist oder
dap, dquivalent, die Bedingung (4.25) erfiillt ist. Allerdings ist (4.25) nicht ganz hinreichend
fiir Orthogonalitdiit, man braucht noch zusdtzliche Bedingungen an die Funktion ¢.
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Zum Abschluf3 noch ein Beispiel fiir eine MRA und ein Wavelet, die man nicht ganz so oft sieht,
ndamlich die MRA, die die sinc —Funktion als Skalierungsfunktion hat. Da mit ¢(z) = sincx =

sin x
T

Wwir ¢ = % X[-1,1] haben, was man durch die inverse Fouriertransformierte

I T/t e —e ™ ging
2 X (@) = 3 /1 ¢ 2ix -

leicht nachpriift, erhalten wir die Verfeinerungsgleichung durch

5= (5)3(5) = (5) jreao

~ _i 1 — sin k
Xt = G0(8) = 3 golk) e, %WZ—/e“ﬁ:

keZ

was uns

liefert, siehe auch Beispiel 1.24. Nach Satz 4.18 ist dann
g91(z) =z g; (—z_l) , - g1(k) = (—1)kgo (1-k), keZ,

womit wir das sinc —Wavelet als

blo) = or@) = - L B

keZ

erhalten. Laut [63, S. 221] ist dieses Wavelet auch als Littlewood—Paley—Wavelet bekannt, si-
gnaltheoretisch entspricht es einer Octave—Band—Zerlegung.
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Weia!

Waga!

Woge, du Welle,
walle zur Wiege!
Wagalaweia!
Wallala weiala weia!

R. Wagner, Das Rheingold

Ecken, Kanten, Wavelets

Gut, wir haben jetzt also Subband—Coding und seine Verwandten kennengelernt und konnen
die Wavelettransformierte einer (diskreten) Funktion mit unserer Filterbank bestimmen. Die
“Magie” dieser Zerlegung besteht nun darin, da wir sie unter gewissen Voraussetzungen'2® fiir

e Kompression
e Eckenerkennung
e Entrauschen

benutzen konnen. Der Grund ist eigentlich ganz einfach: Waveletkoeffizienten sind dort “grof3”,
wo die Funktion Defizite bei der Differenzierbarkeit hat. Um das ein wenig klarer zu machen,
brauchen wir aber erst noch etwas Theorie.

5.1 Polynome und Strang-Fix

Um es nochmals klarzustellen: Eigentlich haben wir nur die Filter zur Verfiigung, aber iiber
Subdivision konnten wir'?” dem Filter die Funktion ¢ zuordnen, die nun wieder zu einem Signal
c die Funktion ¢ * ¢ liefert, sozusagen durch “virtuelle Iteration” des Tiefpass—Synthese—Filters.

Die erste Frage, mit der wir uns befassen ist, unter welchen Voraussetzungen wir Polynome
durch ¢ * c generieren konnen, also wann

I, CS(¢) :={p*xc : celZ)} (5.1

ist. Der Grund ist relativ einfach: ¢ hat kompakten Triger und wenn nun eine Funktion f glatt,
genauer gesagt, n + 1-mal differenzierbar ist, dann konnen wir sie lokal durch ihr Taylorpoly-
nom anndhern, das Taylorpolynom durch ¢ * ¢ und so approximiert ¢ also f lokal. Die kleine

126 Aber was geht in der Mathematik schon ohne Voraussetzungen?
127Natiirlich wieder nur unter gewissen Voraussetzungen.
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Abweichung zwischen f und ¢x*c stellen wir durch das Wavelet dar und weil es nur ein geringer
Fehler ist, miissen die Waveletkoeffizienten klein sein. Das ist, grob gesagt, das Programm fiir
dieses Kapitel.

Definition 5.1 Ein Menge F von Funktionen heif}t translationsinvariant!?$, wenn
fer = f(+k)eF, kelZ.

Der von ¢ erzeugte translationsinvariante Raum wird geschrieben als

S(¢) ={p*xc : cel(Z)}.

Ubung 5.1 Zeigen Sie:
1. S(¢) ist translationsinvariant.

2. Die Polynomridume II,, sind translationsinvariant fiir n € Nj,.

¢

Wenn wir uns also nun mit der Frage befassen wollen, unter welchen Voraussetzungen II,, C
S(¢) gilt, dann kann es nicht schaden, sich zuerst einmal zu iiberlegen, was das wohl fiir Signale
sein werden, die Polynome erzeugen. Und warum sollten wir es nicht einfach mal mit Polyno-
men versuchen — das folgende Resultat von de Boor zeigt uns, da3 wir damit gar nicht so falsch
liegen.

Proposition 5.2 Sei ¢ € Cyo(R) eine stetige Funktion mit kompaktem Tréiger'®. Ist 11, C
S(¢), dann ist fiir jedes p € 11,, auch'°

qb*p:Zgb(«—j) p(j) €11, und deg ¢ x p < deg p. (5.2)

jEz

Mit anderen Worten: “Produktion” und “Reproduktion” von Polynomen sind beinahe dquiva-
lent.

128Im englischen Sprachgebrauch hat sich der Begriff shift invariant eingebiirgert.

129 Auch wenn wir beispielsweise in der Norm von Lo approximieren wollen, werden die Funktionen, mit denen
wir das tun wollen, doch zumeist zu Cyo(R) gehoren; da diese Funktionen normalerweise inverse Fouriertransfor-
mationen sind, siehe Proposition 4.21, dann bleibt ihnen ja sowieso nichts anderes iibrig, als gleichméaBig stetig zu
sein und wenn man “richtig” mit ihnen rechnen will, dann mufl man entweder kompakten Triger oder ziemlich
flottes Abklingen fordern.

130Dje Faltung in (5.2) ist zuerst einmal mehrdeutig, aber hier wollen wir Polynome immer nur im “diskreten
Sinne” mit Funktionen falten, also Polynome p hier als die Folgen (p(j) : j € Z) € {(Z) auffassen.
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Beweis: Seill,, > p = ¢ * c fiir ein ¢ € ((Z), das ja existieren muf, weil II,, C S(¢). Dann ist

dxp = > d(—=7)pli) =D ¢(—4) Y 6 —k)c(k)

= D 0C—j=R) el elk) = 0() D ¢ —j— k) ck)

¢xc(-—7)=p(-—J)
= > o) p(-—J). (5.3)
JEZ

Ist nun p € II,, so ist auch p(- — j) ein Polynom!'*! vom selben Grad wie p in II,, und da ¢
kompakten Tréager hat, ist die Summe auf der rechten Seite eine endliche Linearkombination

von Polynomen vom Grad < deg p, also wieder in ein Polynom vom Grad < deg p. U

Was natiirlich schon wére, das wire deg ¢ * p = deg p in (5.2), nur leider kénnen wir das nicht
erwarten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.3 Sei

—1, x € [-1,0),
¢:=1{ 1 z € [0,1),
0, sonst,

dann ist
2= (1Y o(-—j),
JET
also I1y C S(¢), aber
px1=> 6(-—j)=0,
JEZ

der Grad wird also echt “kleiner”! Nun gut, dieses Funktion @ ist ja auch nicht stetig, aber
erstens wurden im obigen Beweis ja eigentlich nur kompakter Trdger und gleichmiflige Be-

schréanktheit von ¢ verwendet und zweitens kann man natiirlich auch Beispiele hoherer Ordnung
angeben. Die sind halt dann blof3 nicht mehr so einfach.

Korollar 5.4 Erfiillt ¢ neben den Voraussetzungen von Proposition 5.2 auch noch

0# (¢x1)(0)=>_ o)), (5.4)

JEL
so ist deg ¢ x p = deg p fiir alle p € 11,.

Beweis: Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB p(x) = ¥ + ..., k < n, was man durch
geeignete Normierung ja immer erreichen kann. Dal} deg ¢ * p < degp = k ist, das wissen wir

131Ja, die Polynome von einem bestimmten Hochstgrad bilden einen endlichdimensionalen translationsinvarian-
ten Raum — wer hitte gedacht, da3 es so was gibt?
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ja schon aus Proposition 5.2. Wiirde aber die strikte Ungleichung “<” gelten, so ergibt (5.3)

daf
0=(0xp)" => o)) —] ) =k o)
JEZ 7]6' ]EZ
was natiirlich einen Widerspruch darstellt. U

Jetzt aber wird es Zeit, die Polynomreproduktion durch Eigenschaften der Funktion ¢ zu be-
schreiben. Dazu definieren wir diese magischen Eigenschaften am besten erst einmal.

Definition 5.5 (Strang-Fix-Bedingungen) Eine Funktion f € L,(R) erfiillt die Strang—Fix—
Bedingungen der Ordnung r > 0 wenn

1. f(0) 0.

2. fiirj=0,...,rist
f9 @kr)y=0, keZ\{0}. (5.5)

Bemerkung 5.6 1. Diese Bedingungen an die Fouriertransforierte einer Funktion wurden
erstmals von Schoenberg'3? in [49] aufgestellt und untersucht, ihren Namen haben sie
jedoch von der Arbeit [59]'3.

2. Die erste der Strang—Fix—Bedingungen, also f(O) # 0, haben wir schon einmal gesehen,
némlich in Ubung 4.3. Da sorgte es einfach dafiir, daf3

= [ §(2—j§)] o(0)

zu einer verniinftigen Funktion'3* fiihrt.

Satz 5.7 (Strang-Fix) Erfiillt die Funktion ¢ € Cy(R) die Strang—Fix—Bedingungen der Ord-
nung n, dann ist I1,, C S(¢).

Wir werden Satz 5.7 sogar in einer etwas allgemeineren Form beweisen, indem wir Erhaltung
polynomialer Rédume fiir solche translationsinvarianten Rdume beweisen, die (5.4) erfiillen.

Satz 5.8 Sei ¢ € Coo(R) und ¢ = 1(0) # 0. Dann ist

M, CS(¢p) <« ¢V (2kn)=0, j=0,...,n keZ\{0}. (5.6)

320gaac J. Schoenberg, 1903—1990, Studium der Mathematik in Berlin und Géttingen, befasste sich unter ande-
rem mit analytischer Zahlentheorie, totaler Positivitdt, isometrischen Einbettungen metrischer Riume in Hilber-
traume. In der Numerik als “Vater der Splines” am bekanntesten. Schoenberg war mit Landaus Tochter Charlotte
verheiratet, seine Schwester mit Hans Rademacher.

I33Eg ist bemerkenswert, daB dies eine der wenigen mathematischen Arbeiten ist, deren Autoren nicht in alpha-
betischer Reihenfolge aufgefiihrt werden.

134Ist ¢ = 0, dann kann auch ¢ nur die Nullfunktion sein und das ist etwas diirftig.
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Satz 5.7 folgt nun aus Satz 5.8 als unmittelbare Anwendung der Poissonschen Summenformel
(1.21), denn erfiillt ¢ auch nur die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung 0, so ist

dx1=> " ¢(k) Z¢>2lm v Zgb?l{:ﬂ £ 0 (5.7)

keZ keZ 20 kez\{o}

und Satz 5.7 ist gerade die Richtung “<="" von Satz 5.8.

Beweis von Satz 5.8: Beginnen wir mit der Richtung “=-", fiir die wir die Voraussetzung
¢ * 1 # 0 noch nicht einmal brauchen werden. Dabei betrachten wir fiir j = 0, ..., n und festes
x € R die Funktion ¢ (t) = (—t)7 ¢(z + t) und erhalten, da 1) € Cpo(R), iiber die Poissonsche
Summenformel (1.21), (1.8) und (1.13), dal}

ple) = D Kole—k) =Y wk) = P(2km) =Y ((—) ¢(-+x))" (2kn)

keZ keZ keZ keZ
J .
EZVdJ( )e) (2h) = E:“§:<®¢”@mvuwj%ﬁ”ﬂ
f kEZ =0
also
D Kol —k) =34 Z ( ) (2km) (i) " ¥ zeR. (58)
kEZ keZ =

Per Induktion iiber j konnen wir annehmen, daB alle Terme mit ¢ < j in der Summe auf der
rechten Seite verschwinden'?®, und so erhalten wir, da8 fiir jedes z € R

v) =i ¢V (2kr) €2k
kEZ

ist. Die Funktion auf der linken Seite ist ein Polynom'® in 2 nach Proposition 5.2, was auf der

rechten Seite steht hingegen periodisch mit Periode 1, da e?*™ = 1 fiir 2 alle k € Z und deswegen
bleibt p nichts anderes iibrig, als konstant zu sein, was aber gerade ¢ )(2k7) = 0 fiir k # 0
impliziert.

Fiir die andere Richtung, “i:”, verwenden wir nochmals (5.8) und erhalten, nach Einsetzen der
Strang-Fix—Bedingungen ¢) (2k7) = 0, k € Z \ {0}, daB'¥’

> Kol —k)

kEZ

- F o B (e er

(=0 0} =0
J . J

= Ziﬂ'e (‘2) gb(j_g)(()) zt = ZC@IK € 11,
=0 / £=0

=:cp

135Der Induktionsanfang, j = 0, ist trivialerweise erfiillt, denn dann haben wir einfach keine Bedingung.

136\om Grad < n, aber das ist eher sekundr.

137Das ist auch die wesentliche Idee hinter den Strang—Fix-Bedingungen: Beim Ubergang zur Fouriertransfor-
mierten korrespondieren Multiplikation mit Polynomen und Ableitungen, siehe Satz 1.8.
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und da ¢; = (—1)7¢(0) # 0 ist'®, ist deg p = j. Damit sind aber die Polynome
pj::Zk‘jgb(-—k), j=0,...,n,
keZ

linear unabhiéngig und bilden demzufolge eine Basis von II,,. Insbesondere gilt dann aber auch
IL,, C S(¢). O

Beispiel 5.9 Hier ein paar Beispiele fiir Funktionen, die die Strang—Fix—Bedingungen erfiillen
(oder auch nicht):

1. Der (kardinale) B-Spline N; erfiillt eine Strang—Fix—Bedingung der Ordnung j. Da

— 1— e 6\’ ; -~
N;(€) = < i ) = pIT(E), also  N;(0) =1

mit (2km) = 0, hat ]V] an 2km, k € Z \ {0} eine Nullstelle der Ordnung j, also

— (£
NY%m =0, ¢=0,....j, kez\{o}.

Damit erfiillen die B-Splines die Strang—Fix—Bedingungen und besitzen die Fihigkeit zur
Polynomreproduktion. Was nicht verwunderlich ist, sind doch alle Polynome trivialerwei-
se auch stiickweise Polynome.

2. Wie sieht es nun mit der Funktion ¢ aus Beispiel 5.3 aus? Da wir in Ly auch ¢ = x —
X(- + 1) schreiben konnen', erhalten wir, daf3

~ . . — e*ig
516 =300 - ex0) = (1-e9) (15 ).

An den Stellen 2k verschwinden also tatséchlich ngS, was aber fiir die Probleme sorgt, ist
die Tatsache, daf3 hier auch ¢(0) = 0 ist.

3. Das dndert sich auch nicht grof3, wenn wir die immer glatteren Funktionen
Vi = xkek xR0 = Njg ¢, JeN, Yo = ¢, (5.9)
—
J
einfiihren, also

GO = FON©) = (1-¢) (125%) (1_¢§_ig)j

- 1) () =9 B,
i§
138Hier gehen wieder die Annahme ¢ * 1 # 0 und die Poissonsche Summationsformel ein, genauer, Gleichung

5.7).
139Funktionen in L,~Rdumen sind nur bis auf Menge vom MaB Null eindeutig bestimmt!
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die sogar

—(¢

0 @km =0, t=0,....j+1, kez\{0}
erfiillen, aber wegen 1//13(0) = 0 immer noch knapp an den Strang—Fix—Bedingungen
scheitern.

4. Trotzdem: Der letzte Teil der Bemerkung zeigt uns, wie wir die “Strang—Fix—Ordnung”
einer Funktion erhohen konnen, ndmlich indem wir sie mit charakteristischen Funktionen
oder eben gleich mit B—Splines falten.

Nun ist das mit den Strang—Fix—Bedingungen ja alles schon und gut, aber bisher haben wir es
mit Eigenschaften von Funktionen zu tun und haben unseren Filter eigentlich vollig ignoriert!
Andererseits ist ja ¢ aber nicht irgendeine Funktion'4’, sondern ist durch den Filter ¢ = g

definiert: X
o) = 5o (g) 5(%) ,  €eR (5.10)

Setzen wir in (5.10) £ = 0, dann erhalten wir, dal3

5(0) = 5 30(0) 5(0)

~

und die erste Strang—Fix—Bedingung, ¢(0) # 0, liefert sogar, daB8 go(0) = 2 sein muB. Mit
¢ = 2k liefert die Strang—Fix—Bedingung der Ordnung 0, daf}

-~

0 = §(2kr) = k €2z,

IR -
o) Bkm) = o) { S8 REE

| —

denn schlieBlich ist gy ja 2m—periodisch. Wire also go(7) # 0, dann miisste QAﬁ (m+2km) =0
sein fiir alle k£ € Z. Das schlieen wir einfach mal aus und erhalten die folgende Beobachtung.

Lemma 5.10 Ist [QAS(W +2km) : k€ Z} # 0, dann ist go(m) = 0.

Als nichstes differenzieren wir (5.10) und erhalten, daf3

0= Q)R 5@ e

Mit ¢ = 0 und unter Beriicksichtigung von gy(0) = 2 erhalten wir somit, da3

o) = tama0+is0 = g0 =222

—~ 3

¢(0)

140Fiir den Fall, daB es niemand gemerkt hat: Die Strang—Fix—Bedingungen gelten fiir beliebige Funktionen, das
einzige, worum es dabei wirklich geht, ist die Tatsache da3 wir es mit ganzzahligen Translaten einer Funktion zu
tun haben. Insofern ist es kein Wunder, dafl die Bedingungen in [49] erstmals fiir Splines aufgestellt wurden.

A~ =
| —
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was uns nicht wirklich weiterhilft, wihrend ¢ = 2kw, k # 0 wieder unter Verwendung der
Annahme [(Z(ﬁ +2km) : k€ Z| #0,uns

-~ 1 ~ 1 ~ 1 ~
0 = ¢'(2km) =g (km) ¢ (km) + - Go (k) ¢ (km) = —go (k) ¢ (k)
4 4 "~ ~~—~— 4
=0, k€2Z+1 =0, ke2Z
B 0, k e 27,
n go(m) o(km), k€27 +1,

und unsere Annahme liefert nun auch, daB gj(7) = 0 sein muss. Wenn wir ein wenig syste-
matischer an die Sache herangehen, dann erhalten wir schlieBlich die folgende Bedingung an
unseren Filter.

Satz 5.11 Erfiillt ¢ # 0 die Zwei—Skalen—Gleichung (5.10) und

-~

S(r+2km) : ke Z] £ 0, (5.12)

Dann erfiillt ¢ die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung r > 0 genau dann, wenn

G0 =2 P@m=0, k=0,...,n (5.13)
Beweis: Fiir £ = 0,...,r betrachten wir die k—te Ableitung von (5.10) und erhalten mit der
Leibniz—Regel, da
Ok+1 g j 0 2 2

Nehmen wir nun an, dafi die Strang-Fix-Bedingungen erfillt sind, und daf§ wir bereits fiir ein
k < r gezeigt haben, da3 Ziéj )(71') = 0 fiir j < k erfiillt sein muss. Dann liefert (5.14), daB fiir
tecZ

k—1
0= (2tm) = iy [aé“ ) 3em) + 3 (4 (em) 30 ww)]
§=0

und die Summe hat den Wert Null, da fiir ungerade & die go—Terme, fiir gerade k hingegen die
¢—Terme verschwinden — und das war dann auch schon der Induktionsschritt.

__ Auch die Umkehrung erfolgt induktiv — wir nehmen jetzt an, daB wir fiir ein & bereits
V) (2¢1r) = 0 gezeigt haben, dann erhalten wir fiir £ # 0 aus (5.14), daB

k

Fem = o [ao ) 396w+ 3 (4)al) () 34 o)
j=1

1 ~ 2=k () (¢rr) (€2
— (k) — ) )
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Schreiben wir also ¢ = 2™¢', ¢’ € 27 + 1, dann ist schlieBlich
o (2er) = 27Fmp®) (20'7) = 0,

was den Beweis komplettiert. U

Durch Ubergang vom trigonometrischen Polynom zum Laurentpolynom und Ausnutzung der
Tatsache, daB bei (Laurent-)Polynomen'#! Nullstellen abfaktorisiert werden konnen, erhalten
wir die folgenden Beschreibungen der Strang-Fix—Bedingungen.

Korollar 5.12 Fiir eine Funktion die die Zweiskalengleichung (4.36) und (5.12) erfiillt, sind
die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. @ erfiillt die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung r.

2. Es gilt
agy=2 g®=1)=0 k=0, (5.15)

3. gg ist faktorisierbar als'*

gg(z)—(z—;l)r =), h(1) =2 (5.16)

Beweis: Wir betrachten einfach die Ableitungen

B(e) = 0 () = gi2)

d€0 _egzleg(gO),(ef)v

z=e€ df

was sich per Induktion zu

k
1€ =3 () i () G.17)

B k=1 ©=L© [ k=1, 0] () (5.18)

liefert, wobei L(&) eine untere Dreiecksmatrix mit von Null verschiedenen Diagonalementen
ist. Insbesondere ist L(&) invertierbar und daher sind die Ableitungsbedingungen in (5.13) und
(5.15) dquivalent. ]

"1Im Gegensatz zu trigonometrischen Polynomen.
142Man beachte: Genau so eine Zerlegung wird in Proposition 4.21 verwendet und das ist natiirlich kein Zufall.
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Bemerkung 5.13 Hinter der Bedingung (5.12) aus Satz 5.11 steckt wesentlich mehr! Sie ist ein
Spezialfall der Forderung

& (E+2km) : keZ| #0, ¢ €10,2n], (5.19)

die mittels der Fouriertransformation die Stabilitit von ¢ beschreibt, also die Existenz von
Konstanten 0 < A, B < 00, so daf3

Allell < llg = cll < B (5.20)

gilt. Und das ist wichtig, denn es bedeutet, dafs man beliebig zwischen der Funktion und den Ko-
effizienten hin- und herspringen darf und daf3 dieser Ubergang stetig ist — man kann durchaus
sagen, daf} Stabilitdit eigentlich eine Minimalvoraussetzung fiir einen “verniinftigen” numeri-
schen Umgang mit ¢ ist. Insbesondere gilt fiir jede stabile Funktion ¢, dafs

pxc=0 & =0, bzw. pxc=0¢xc & c=¢

ist.

Beispiel 5.14 Daf} die Bedingung (5.12) im allgemeinen auch nicht fallengelassen werden kann,
sieht man sehr schon am Beispiel der Funktion ¢ = X|o 2). Die ist verfeinerbar:

¢ = Xjo,2] = X[oa] + Xjo.2 = ¢ (2:) + ¢ (2-—-2)

also ist go(0) = go(2) = 1 und somit g3(z) = 1+ 2% also g5(1) = g3(—1) = 2 und damit sind
(5.15) und (5.16) natiirlich verletzt.
Die Fouriertransformation ¢ ldsst sich andererseits sehr einfach als

2 Y. i€ _ it

~ ) 1 ) .

gb(f) — /0 6—zftdt — % — 26_15% — 2€_Z§SiHC§
berechnen, was bekanntlich an kr, k € 7\ {0}, verschwindet, siehe Abb. 1.1, und somit insbe-
sondere (5.12) verletzt.

Zum Abschluf} dieses Abschnitts gonnen wir uns noch eine explizite Formel fiir die Koeffizien-
ten, die man braucht, um Polynome darzustellen.

Lemma 5.15 Erfiillt ¢ die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n, und sind p; die Polynome,
fiirdie p xp; = (-)7, j = 0,...,n, gilt dann erhdlt man fiir die Funktionale

n.or()
AR =Y fT(k)pj(U), feC"(R), kez, (5.21)

7=0
da/)’143
p=Qup=0p1 (pxA(owp)) = (9 A(p(h)) (A1), pell,. (522
143Man bezeichnet einen Operator der Form f — ¢ * A(f) = 3, Ax(f) ¢(- — k) auch als Quasiinterpolanten —

allerdings gibt es Leute, die schon bei der Erwidhnung dieses Namens Ausschlag bekommen, denn die wenigsten
Quasiinterpolanten interpolieren und sind somit also ziemlich “quasi”.
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Beweis: Es geniigt, denn Fall A = 1 zu betrachten: Ist ndmlich QQ1p = ¢ * A(p) = p, so ist
natiirlich auch

Qnon-1p = (¢ * A (opop-1p)) (h_l-) = (Q1p) (h_l-) = op-1p,

und ersetzt man x durch hz in dieser Gleichung, so folgt Q,p = p.
Fir{ € Zund j =0,...,nist

(=07 =(¢xp) (- —=0)=> ¢(-—L—k =S "ok pk—0) (523)

kEZ keZ

Nun hat aber jedes p € I1,, an der Stelle ¢ die (endliche) Taylorentwicklung

Z P (z — ) (5.24)

Setzen wir nun (5.23) in (5.24) ein, dann erhalten wir, daf}

pl) = Zp LS ok =) =S 6~ B)

keZ kEZ j=

o

= ¢*qx),

wobei g, € II,,. Nach Ubung 5.2 gilt dann fiir beliebige ¢, ¢’ € Z, daB ¢, = gy, also insbesondere
— pY (k)
qo(k) ZQk(k> :Z+pj(0)7 /{ZGZ,

woraus unmittelbar p = ¢ * ¢y = @Q1p, also (5.22) folgt. U

Ubung 5.2 Zeigen Sie: Erfiillt ¢ die Strang—Fix-Bedingungen der Ordnung n, dann gilt fiir
pell,
opxp=0 = p=0.

5.2 Waveletkoeffizienten glatter Funktionen

Nun kommen wir zum eigentlichen Thema dieses Kapitels, nimlich der Approximationsgiite
von Funktionen, die die Strang—Fix—Bedingung erfiillen, und welche Konsequenzen das fiir die
Koeffizienten der Wavelet—Darstellung hat. Und wieder: Eigentlich kennen wir die Funktionen
ja gar nicht, sondern haben nur die Filterbank zur Verfiigung, aber das ist nicht so schlimm,
denn
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e die “magische” Funktion ¢ ergibt sich aus den Filtern!** durch den bereits erwihnten
Subdivision—Prozess,

e die Berechnung der Waveletkoeffizienten ist wieder nur ein Filterungsprozess.

Anders gesagt: Auch wenn wir Resultate fiir Funktionen beweisen, so sind diese Funktionen
trotzdem nur ein implizites Hilfsmittel, aber eben ein hilfreiches. Wir beginnen mit einer Aus-
sage iiber die Approximationsgiite von ¢.

Satz 5.16 Erfiillt die Funktion ¢ € Cy(R) Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n, dann gibt
es zu jedem f € C" " (R) und h > 0 ein ¢, € ((Z), so daf

[f = oun (@), < ROV (5.25)

Wir konnen das auch noch anders sagen: Erfiillt ¢ die Strang—Fix—Bedingungen, dann erlaubt
S(¢) sehr gute Approximation an zwar nicht alle Funktionen'**, aber doch an differenzierba-
re Funktionen. In diesem Sinne ist Satz 5.16 ein “translationsinvariantes” Gegenstiick zu den
Jackson—Sdtzen der Approximationstheorie, siehe z.B. [11, 35, 46], die fiir differenzierbare
Funktionen die Approximationsordnung, also die Konvergenzordnung eine Approximations-
operators, mit der Glattheit der zu approximierenden Funktion in Verbindung bringen.

Die zweite Aussage ist fiir uns fast noch wichtiger, denn sie sagt uns, dal wir lokal glat-
te Funktionen daran erkennen konnen, dal} ihre Waveletkoeffizienten fiir hohe Auflosungen
schnell abfallen. Dazu schreiben wir eine Funktion f in ihrer unendlichen Waveletzerlegung

f:qS*c—i—Z@/J*dk(Qk.)’

k=0

deren Existenz wir dank der guten Approximation von ¢ aus Satz 5.16 immer annehmen konnen,
indem wir f durch S (04 ¢) approximieren und dafiir dann jeweils die Waveletzerlegungen be-
stimmt.

Satz 5.17 Erfiillt ¢ € Cyo(R) Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n und ist f in einer
Umgebung U von x* € R differenzierbar von der Ordnung n + 1, dann gilt fiir k € N und
( € 2%x* — supp ¢, dafs

[di(O)] < C27 [ F|

Beweis von Satz 5.16: Es geniigt, zu fordern, daB f € CJ;™'(R) ist — das folgt aus dem
kompakten Tréiger von ¢, denn wenn wir f an irgendeiner Stelle x approximieren, dann sind nur
endlich viele Werte von A(f)(-) “aktiv”. Und in den L,—Funktionen sind die stetigen Funktionen
mit kompaktem Triger dicht. Auerdem nehmen wir noch an, daf supp ¢ C [0, N|, was wir
fiir hinreichend groBes /N immer durch eine ganzzahlige Verschiebung von ¢ erreichen kénnen,
und die Verschiebung ist fiir den Raum S(¢) irrelevant.

14“4Genauer: Aus dem Low—Pass—Synthesefilter.
145Wer wiirde das auch erwarten?
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Firz € Rund h > 0 sei

o
.

das Taylor-Polynom der Ordnung n an f beziiglich der Stelle x. Dann ist, da f(z) = T, f(z) =
Qn (T,.f) (z)

=) A Yo (hlw — k)

keZ

@)= Quf @) = |Qu(f = T)@)|= 1Qug()

:;g

= > Aglh) (k)6 (h e - —k)

kex/h+(—N,0)

Fiir beliebiges 1 < p < cound ¢ = (p — 1)/p, also 1/p + 1/q = 1, ist dann, mit Ubung 5.3,

[f(x) = Quf ()" < NP N [Ng(h) (k)¢ (h'e-—k)[" (5.26)

kex/h+(—N,0)

Als néchstes schauen wir uns mal den Ausdruck A (g(h-)) (k), k € Z, an. Dazu bemerken wir

zuerst einmal, daB fiir y € Rund £ = 0, . . ., n die Gleichung!'*®

de A nfG) , =t p(+0)
(T, O ( Z -2y =% f. () (y — 2)~" = f' (y— 2},
! 7 (j—0)! — 4!

—,—/ J J
NGOl y—x)i=¢

also

(T ) O =T, of®, =0,....n, (5.27)

gilt. Da g = f — T, f ist, ergibt sich also nach (5.21)

Mot ®) = S 2 g0y = 3 BO (1 gy

7=0

_ i ho pj(o) (f(j) . Tn_jf(j)) (hk)

= 7

Nach der Taylor—Formel mit Integralrestglied,

=T = [ IO G-trd FeCTR. yeR 629

146Unter Verwendung der Konvention, daB j! = oo fiir j < 0, also insbesondere 1/5! = 0.
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siehe z.B. [28, S. 285]'* oder Ubung 5.4, ist somit

n

OICEDS ]?(np—_(?), FED) (ke — 1)t (5.29)

Jetzt konnen wir unsere Bausteinchen zusammensetzen! Da die Summe nur iiber solche Kom-
binationen x, k lduft, fiir die z/h — k € [0, N], also x — hk € h[0, N], also |z — hk| < Nh gilt,
konnen wir nun (5.26) nach x integrieren, (5.29) einsetzen, um so

If — Qufl = / (@) = Ouf (@) da
< N”‘l/R Z A (g(h)) (k)¢ (W' — k)|" da

kex/h+(—N,0)

< ((n+1)N)P” 1/ .'pj(())" X
R kew/ht(~N,0) j= 0 Jtn —J)!
<Cv
hk—x p
x| h / PO (@4 t) (hk—z — )" dt ¢ (h'w — k)| d
kh—x p
< ((n+ 1Ny 'C / Zhﬂph: hk|P~! (hk —x—t)"™’ X
R kex/h+[-N,0] j=0 N ~— .

p— 1 .
<(Nh) §(2Nh)<"’])PS(QN)”Ph(”*j)p

< [ (@ +1)]"|¢ (h 2 — k)" dtda

Vv
<lloll%,

hN
< (n4 1PNPCPNPTIN™ 2™ |[6|2 b hr~! / / 7O (4 1) dt da
N ~~ R JO

=7

hN
= ot / / [0 (@) dw dt = NCY RO || o0 |2
0 R

zu erhalten, was (5.25) mit der Konstanten

C:=2"N""?(n+1) |9l (5.30)
liefert. .
Ubung 5.3 Zeigen Sie, daB fiir jede Folge a € ¢(Z), jedes 1 < p < oo und N € N die
Abschitzung
N p N
24| SN il
j=1 j=1

147Wer hofft, dort die Losung von Ubung 5.4 zu finden, muB leider enttduscht werden, denn es ist dort auch nur
als Ubungsaufgabe aufgelistet.
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gilt. &
Ubung 5.4 Beweisen Sie die Taylor—Formel (5.28).
Hinweis: Partielle Integration. &

Ubung 5.5 Beweisen Sie Satz 5.16 fiir p = oo, also

sup }f(x) —on (¢ * ch)’ < Ch"™ sup |f("+1)(x)‘ )
x€R z€R

¢

Lemma 5.18 Ist ¢ stabil und erfiillt die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n, dann gibt es
Polynome p; € 11, j =0,...,n, so daf Sgp; = 2'p;.

Beweis: Wir normieren ¢ so, dal ¢ « 1 = 1 und beginnen mit n = 0, wo wir pg = 1 wihlen
konnen, da

¢xpo=1=¢*po(2:) = ¢ * Sapo,
also wegen der Stabilitit'*® py = Sapy ist.
Fiir allgemeines n wéhlen wir p,, so, daB ¢  p,(z) = 2™ und erhalten dal3

¢*(2npn):2n¢*pn_( ) ¢*pn( ) ¢*SGpnv

und das war’s dann auch schon. O

t148

Lemma 5.19 Ist ¢ stabil und erfiillt die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n, dann ist
0= Fip =ls f1 * pfiiralle p € 11,,.

Definition 5.20 Erfiillt ein Filter F' die Bedingung F'11,, = 0, dann sagt man, der Filter habe
n + 1 verschwindende Momente'#°.

Anders gesagt bedeutet Lemma 5.19: Erfiillt die Skalierungsfunktion ¢ die Strang—Fix—Bedingungen
der Ordnung n, dann hat 3, der duale Filter, n + 1 verschwindende Momente.

Beweis: Das Lemma ist eine ziemlich unmittelbare Konsequenz aus (4.46), denn da II,, C

Vo C Vj ist, liefert die Projektion eines Polynoms von V; auf Vj, daf3

0201:l2F1pk7 k:Oa"'7n
sein muss. O

Beweis von Satz 5.17: Da ¢ endlichen Triger hat, gibt es N € N, so dal supp¢p C [—N, N|
ist'>* und nehmen wir an, daB f € C""!(U) fiir eine Umgebung U von z* ist. Fiir ¥ € N und
x € R ist nun

¢x Syorf () =D o (2 —0) f27F) = Y o (2Px—0) f(27F0),

LeZ |2kx—é|§N

148Giehe Bemerkung 5.13.

1997ur Erinnerung: Momente sind das Ergebnis der Anwendung eines Operators (z.B. Integration) auf Monome
und beschreiben das Verhalten des Operators auf den Polynomen.

I0Hier ist der symmetrische Triiger “angenehmer” als der asymmetrische [0, N].
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es gilt also
(€ 2z 4+ [-N, N] = 27" cx+27F[-N, N],

und es geht also an jeder Stelle x nur lokale Information tiber f ein. Wihlen wir k so grof3, daf3
x* +27%[—N, N| C U und verwenden wir eine Taylor-Entwicklung von f um z* mit

f(@) = Tof (@) < N s el

, dann ist fiir jedes = mit x + 27* [-N, N] € U

wobei || floo,u = SUp,err | f ()
(b * Swa (Qkx)
— Z 0] (Qkx — E) T.f (Q_kf) + Z b (2’61, _ f) (f . Tnf) (2—1%)
|2k —t|<N |2*a—t| <N
= ¢xgn(2'0) +@xc(27) = dwgn (2 10) + oo (2 10) +hwdo (2 N)

Die relevanten Waveletkoeffizienten in ¢; haben aber nun die Eigenschaft, daf fiir ¢ € 2k 4+
[N, N| die lokale Abschitzung

e @0 < 12 Bl 7N || = O

gilt, wobei die Konstante C' von k£ und f unabhingig ist und damit nur durch Charakteristiken
der Filterbank, nimlich Polynomreproduktion und Norm des Waveletfilters, bestimmt wird. [

5.3 Anwendungen

Jetzt konnen wir uns endlich an die Anwendung unserer Waveletzerlegung und Filterung ma-
chen, um damit Signale zu verarbeiten. Die Idee ist einfach: Wir interpretieren ein Signal
¢ € ((Z) als Funktion ¢ * ¢ (2*-) fiir ein hinreichend groBes k € N und zerlegen

0) 2) k)

oA oo

\ \ NN
dv g W

C = C(

Ist nun f ein glattes Signal der Differenzierbarkeitsordnung m < n, dann miisste
dUTD (|28 g )) ~ 207Rm | i) 5 =0,.. .k — 1,

sein und wir konnen so die lokale Glattheit der Funktion abschitzen. Insbesondere ist aber damit
zu rechnen, dall Ecken und Kanten einer Funktion sich als gro3e Waveletkoeffizienten zeigen,
zumindest wenn man ordentlich mit einer Zweierpotenz multipliziert.

Beispiel 5.21 Wir sehen uns einmal die Ecken einer einfachen “Dachfunktion” an, siehe Abb. 5.1,
und erkennen hier sehr schon, daf} die normalisierten Waveletkoeffizienten alle auf die Singu-
laritdt “zeigen”. Wenn man genau hinsieht, dann kann man sogar erkennen, daf3 die Grofse
der Koeffizienten bei “spitzeren” Winkeln zunimmt — nicht so iiberraschend, denn je spitzer der

Winkel, desto grofer ist die Kriimmung, also die zweite Ableitung''.

151 Achtung: Das ist keine bewiesene Aussage, sondern lediglich pure Heuristik. Trotzdem ist sowas fiir die
Intuition hilfreich.
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Abbildung 5.1: Eine stiickweise lineare Funktion (links) und ihre Waveletkoeffizienten
(rechts) beziiglich eines Wavelets mit hinreichender Strang—Fix—Ordnung.

Beispiel 5.21 ist recht eindrucksvoll, aber natiirlich rein akademisch und kiinstlich. In der Rea-
litdt sind Signale natiirlich nicht so einfach und brav, sondern haben ein bil3chen von allem.

Beispiel 5.22 Das Signal in Abb 5.2 zeigt einen Ausschnitt aus einem EEG—Signal, siehe [56]

T
line 1

L L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 [ 50 100 150 200 250 300

Abbildung 5.2: Ausschnitt aus einer Hirnstrommessung (links) und die zugehorigen Wave-
letkoeffizienten (rechts).

fiir Informationen iiber das Experiment, bei dem sie erhoben wurden, und die zugehorigen Wa-
veletkoeffizienten. Man sieht doch, daf; in diesem Fall die “Spitzen” wesentlich unschdrfer sind
und die “Ecken” und “Kanten” nicht so scharf charakterisieren.

Machen wir uns also systematischer an die Sache: Das “Credo” ist, da3 grole Waveletkoeffi-
zienten “wichtige” Stellen der Funktion beschreiben, wihrend kleine Waveletkoeffizienten zu

Stellen gehoren, an denen die Funktion auch in niedrigerer Auflésung gut beschrieben werden
kann.
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Beginnen wir also mit einem Signal ¢ € ¢(Z), dann interpretieren wir dieses Signal als eine
Funktion

fe=¢xc(2™) (5.31)

fiir ein passend gewihltes n € N, wobei die Skalierungsfunktion ¢ wieder nur implizit durch
die Impulsantwort g, unserer Filterbank gegeben ist. Fiir dieses Signal bestimmen wir nun die
Waveletzerlegung

n—1
fe=dxcat ) Yxdu(2), (5.32)
j=0
wobei ¢y = c und die Koeffizientenberechnungen
Civ1 = la2 gox*cy, .
=0,...,n—1, 5.33
dj+1 = lagi* Cj, J ( )

sich jetzt ausschlieBlich in der Filterbank abspielen. Durch das Downsampling enthalten sowohl
cj1 als auch d; 4 in etwa halb so viel Information wie c;, so dafl wir fiir Signale ¢ € {y(Z)
mit endlichem Tridger ganz automatisch die Einschrinkung

n < log, # supp c, suppc = [j : c(j) #0],

haben'>?.

Bemerkung 5.23 (Filterlinge) Wenn wir eine Faltung axb, a,b € ly(Z) betrachten, dann hat
das Ergebnis immer einen grofieren Triiger als b, da es ja eine “Uberlappung” zwischen a und
b gibt. Formal: Ist supp a = [m, n] und supp b = [r, s|, dann ist

s

axb(j) = a(j—k)b(k) = a(j —k)b(k) #0,

kEZ j=r

wenn
j—[rslnmnl#0 <«  je[m+rn+s

gilt, und wenn wir annehmen, dafp a(m), a(n), b(r) und b(s) alle von Null verschieden sind,
dann ist suppa x b = [m +r,n + s|.

Fiir unsere Filterung eines Signals bedeutet das, dafs die Linge des gefilterten Signals sich
um die Ldnge des Filters erhoht und dafs damit die Ausgaben der Analyse—Filterbank eben nur
ungefihr halbe Linge bzw. halben Informationsgehalt haben.

Bemerkung 5.24 (Artefakte) Die Sache mit der Filterlinge hat aber noch eine wesentlich
schwerwiegendere Konsequenz! Normalerweise kann man ja nur endliche Signale messen bzw.
aufzeichnen'* oder die Information ist von Natur aus endlich, z.B. bei Bildern. Das heif3t aber
nicht, daf3 man das Signal auflerhalb des Messbereichs einfach als 0 oder periodisch fortsetzen
diirfte — man welif3 es einfach nicht! Nun braucht aber die Filterung am “Rand” des Signals In-
formationen “auflerhalb” des Signals und diese kann man ja nur raten, was dann aber natiirlich
zu massiven Artefakten fiihren kann.
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Abbildung 5.3: Ein einfaches Testsignal und die zugehorigen Waveletkoeffizienten. Wie
man sieht, ist die Lokalisierung der Singularitdten weit davon entfernt, perfekt zu sein.

Beispiel 5.25 (Artefakte) Hier zwei Beispiele fiir Artefakte.

1. In Abb. 5.3 ist ein “Testsignal” mit Ubergingen verschiedener Glattheit zu sehen. Die
Waveletkoeffizienten dazu deuten auch immer noch auf die Singularitdten, aber man sieht
doch, daf; die Lokalisierung nun wesentlich “unschdrfer” ist. Auf3erdem tauchen am Rand
Jjetzt signifikante Waveletkoeffizienten auf, die reine Artefakte sind, siehe Abb 5.4.

2. Auch Periodisierung ist nicht wirklich die Losung, denn da kommt es darauf an,wie man
periodisiert. Abb 5.5 zeigt dies ziemlich drastisch.

Jetzt aber endlich zu der Art und Weise, wie man mit Wavelets Ecken erkennt, Entrauschen
betreibt oder komprimiert — ganz egal, was man davon angeht, das Stichwort heiBt'>* Threshol-
ding.

Definition 5.26 Fiir eine Konstante 0 € R, setzt ein Thresholding—Operator T : ((Z) —
((Z) kleine Konstanten auf Null, und zwar vermittels

1. (Hard thresholding)

hoy — 4 ck), (k) > 6,
Tre(k) = { 0. ()] < 0 keZ. (5.34)
2. (Soft thresholding)
C(k) - 07 C(k) > 97
Tye(k) = sgne(k) (|c(k)| —0), = 0, c(k)| <0, keZ. (535)
c(k) + 0, c(k) < —0,
152In dieser Formel bezeichnet [- - -] zur Abwechslung die konvexe Hiille.

153Unsere Moglichkeiten sind halt immer nur endlich, leider oder gliicklicherweise.
154 Auf gut Deutsch . ..
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Abbildung 5.4: Erkldrung der Waveletkoeffizienten in Abb 5.3: Die inneren Waveletkoeffi-
zienten sind verschmiert, am Rand hingegen erscheinen Fortsetzungsartefakte.

Der Vorteil des “soft Thresholding” im Gegensatz zur “harten” Variante ist, da3 die Abbildung
crsgne (|c[ —0),

stetig ist — allerdings wird auch das Signal c bei dieser Methode im “relevanten” Teil um die
Konstante # verringert. So ganz fillt allerdings auch das Soft Thresholding nicht vom Himmel,
es ist ndmlich Losung eines Minimierungsproblems.

Proposition 5.27 Fiir c € {y(Z) ist
Tjc = argmin ||c — |3 + 26 ||z]|, (5.36)

Beweis: Nehmen wir an, daB supp ¢ = [0, N], dann muf natiirlich auch die Minimallgsung c*
von (5.36) Triger [0, N] haben!%, so daB wir das zu minimierende Funktional aus (5.36) in

N

A(@) =) (elj) — ()" +26 Z (5]

Jj=0

umschreiben konnen. Ist nun ¢(j) € {0} U [0, 00), dann kénnen wir z(j) = ¢(j) wihlen und
besser geht es nicht. Andernfalls nehmen wir an, daB ¢ = ¢(j) € (0, #) ist und suchen'>®

min (z — ¢)* + 26|z|, = 0=2(z —c)+20sgnz

155Sonst kiment ja nur unnétige Terme in (5.36) vor . ..
15650 ganz sauber ist der Beweis hier nicht, aber dafiir einfach und anschaulich und er erspart uns weitere Fall-
unterscheidungen.
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Abbildung 5.5: Waveletkoeffizienten zu periodischen Fortsetzungen der Sinunsfunktion,
einmal mit Periode passend zu der des Sinus (links) und einma mit unpassender Periode
(rechts). Man beachte die Skalierung der Achsen!

und da der erste Term fiir positives x sicherlich kleiner wird, erhalten wir, dal z = ¢ — 6.
Dasselbe Argument konnen wir auch auf ¢ < 0 anwenden, um auf x = ¢ + 6 zu kommen.
Kombiniert man das, so ergibt sich gerade (5.35). U

Ein weiterer wesentlicher Freiheitsgrad besteht natiirlich auch in der Wahl des Parameters
f, den man entweder fest und unabhingig von ¢ wihlen kann, aber besser in Abhéngigkeit von
c bestimmen sollte, beispielsweise!®’

e als A [|c[|, 0 < A < 1, also als Bruchteil des groBten auftretenden Wertes. Man wirft bei
diesem Verfahren alles weg, was klein im Vergleich zu dieser Norm ist.

e als Bruchteil des Mittelwerts:

el o .
b=, #CD . #e=H#{k ¢ c(k) #0}.

keZ

e als relativen Median!® fiir 0 < \ < 1:
0 = |c(k)| sodaB  #{j : [e(j)] < le(R)[} ~ N#c.

All diese Ansitze haben ihre Vor- und Nachteile, der grof3te Vorteil des absoluten # besteht aber
sicherlich darin, da3 dabei natiirlich kein weiterer Rechenaufwand anfillt, die Bestimmung des
Medians ist im wesentlichen so schwer wie Sortieren der Folge, die Berechnung der Mittelwerte
hingegen eine Summation.

157Bei diesen Ansitzen muss man natiirlich annehmen, daB ¢ € £oo(Z) ist.
'38Den eigentlichen Median erhlt man fiir A = 3.
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Unter Verwendung dieses Operators konnen wir nun die Anwendungen skizzieren. Zuerst
berechnet man immer eine Waveletzerlegung'>® wie in (5.33)

Cc— (d07 s 7d’n—la Cn)
auf die wir nun folgendermaBen Thresholding anwenden:

Eckenerkennung: Je nachdem welcher Ordnung!® die Ecken sein sollen, bestimmen wir di, =
T,2%"d,, fiir ein relativ groBes @ und sehen uns die Lokalisierung dieser Koeffizienten an.
Hiufen sie sich irgendwo, dann ist das ein Indikator fiir eine Singularitit.

Kompression: Hier bilden wir d; = Tjydy, sowie c;, = Tyc,,, wobei 6 die Kompressionsrate und
auch die Qualitit des Ergebnisses'® kontrolliert, und speichern dann nur die von Null
verschiedenen Koeffizienten von (dg, odr e )

) m—1>

Entrauschen: Hier geht man davon aus, da8 Rauschen hochfrequent und von relativ kleiner
Amplitude ist und sich somit nur in kleinen Storungen der Waveletkoeffizienten zeigt.
Also bilden wir wieder d;; = Tpd; und bestimmen dann das neue, entrauschte ¢* mit
Hilfe des Synthesefilters'®? aus (dj, ..., d;,_,c,).

Klassifizierung: Das ist schon ein etwas subtileres Thema. Hier bestimmt man die Wavelet-
zerlegung und extrahiert wenige maximale Waveletkoeffizienten, was zu einem Muster
aus Werten (Absolutbetrag) und Indizes (Lage der “Ecke”) fiihrt. Mit anderen Worten:
es ergibt sich ein relativ kleiner Vektor von Zahlen und dieser Vektor wird dann in ein
“normales” Klassifizierungssystem!' gefiittert.

159Und wir sind jetzt zuriick bei den Filtern . ..

160Spriinge, Ecken, Kriimmungsdefekte (= zweite Ableitung) ...

161Wie man ja von JPEG her weiB, laufen diese beiden Interessen einander entgegen — hohe Kompression ist halt
leider nicht ohne Qualitétsverlust zu haben.

162 Also der rechten Hilfte der Filterbank, fiir irgendas muss die ja auch gut sein.

163Neuronales Netzwerk oder Lerntheorie heifen hier die Stichworte.
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What are the digits that encode beauty,
the number-fingers that enclose,
transform, transmit, decode, and
somehow, in the process, fail to trap or
choke the soul of it? Not because of the
technology but in spite of it, beauty, that
ghost, that treasure, passes undiminished
through the new machines.

S. Rushdie, Fury

Bilder

In der digitalen Signalverarbeitung hat man ein sehr einfaches Modell eines Bildes, ndmlich
als Matrix von Pixeln, also einzelnen Bildpunkten. Anders gesagt, ein Bild ist gegeben als
eine Matrix A € R™*N mit M Zeilen und N Spalten, als eine doppeltunendliche Matrix!'¢*
A = a(j,k), j,k € Z, oder als eine Funktion a(z,y), =,y € R. Die Eintrdge von A sind
entweder Zahlen, die dann als Graustufen interpretiert werden'® oder Tripel von Zahlen, die
dann als RGB—Werte interpretiert werden, also Rot-, Gelb-, und Blauanteil der Farbe. Mehr iiber
Farbenlehre, Farbdarstellungen und wie man von einem Modell ins andere umrechnet findet sich
in [14]. Wenn wir Quantisierung vernachlissigen'®® und jeden Farbkanal fiir sich betrachten,
dann konnen wir die Eintrige aber auch wieder als reelle Zahlen ansehen.

6.1 Ein paar Grundlagen

Jetzt ist es also so weit, wir betrachten zweidimensionale Signale, also Funktionen von R? > R
bzw. Z? — R. Formalisieren wir kurz, womit wir es hier zu tun haben.

Definition 6.1 (Signalklassen) Mit ( (Z?) bezeichnen wir die Menge aller Signale der Form'®

c=(cla) : a€Z?) =(c(jk) : jke)

164Jedes endliche Bild kann in dieses Konzept eingebettet werden, nur haben wir natiirlich dann wieder das
Problem mit den Randartefakten.

165Normalerweise variieren diese von 0, .. ., 255, aber mit den Quantisierungsdetails, die in der Praxis extrem
relevant sind, wollen wir uns hier nicht beschéftigen.

166Und das wollen wir hier auch tun.

167Den Index a = (v, a2) € Z? bezeichnet man auch als Multiindex.
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unter Verwendung der Normen
1/p
lel, == { D le@P ) el = sup |e(a)].
w2 a€Z?

Analog sind fiir Funktionen f : R? — R die Normen als

i, = ([isora)”. i =i

T€ER2

definiert.

Auch eine Fouriertransformation gibt es in R*, und zwar, fiir £ € R?,
f(f) — f(t)e—ith dt = f(t)e—i(51t1+§2t2) dt = f(t) et o—ilata gy
R?2 R2 R2

Und wo es eine Fouriertransformation gibt, da ist auch eine Faltung nicht weit, und die sieht
auch noch praktisch ganz genauso aus wie die Faltung in einer Variablen:

fro=[ 1=t

I"Jbung 6.1 Zeigen Sie, daB} auch in zwei Variablen die Identitit

-~

(f*9)" (&) = F(©)9(&)
gilt. &
Ubung 6.2 Bestimmen Sie fiir Fouriertransformationen in zwei Variablen
e die inverse Fouriertransformation,
e die Perseval/Plancherel-Formel,

e die Poissonsche Summenformel.

&

Auch LTI-Filter sind damit kein Problem!'6®, die Impulsantwort ist jetzt halt ein f € ¢ (Z?) und
die Filterung ergibt sich als

Fc:f*c:Zf(-—a)c(a), (6.1)

a€Z?

168Fiir irgendwas miissen unsere Vorarbeiten ja gut sein.
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was fiir einen FIR-Filter mit f € (o, (Z*) auch wieder “nur” eine endliche Summe ist. Beson-
ders einfach wird die Filterung, wenn f ein Tensorprodukt ist, das hei3t, wenn

f=hH® [ d.h. fla) = fi(a1) fa(a2), (6.2)

ist, denn dann ist

fre = Y fl—a)el@)= Y fl—a)fol-—a)c(arna)

a€Z? a1,02€7Z
= Y hl—a) Y fol—a)cla,a) =Y fil-—a1) (foxc(ar,). 63)
Q1€EZ Q2EZL Q1EZL

Das liefert uns bereits ein Schema, wie wir so einen Filter anwenden: Fiir jedes feste «; filtern
wir die “Zeile” ¢ (ay, -) mit f, und stecken das Ergebnis dann in den Filter f;. Schematisch sieht
das dann wie folgt aus:

fxc

Hat nun ein Filter /' bzw. seine Impulsantwort f Tensorproduktstruktur, dann ist

F2) = > f@)r = filon) 2 fa(an) 27 = f7 (21) f3 (22)

a€Z? a€Z?

und natiirlich auch R R R

(&) = f1(&) f2(&)-
Anders gesagt: Die Faltung mit Tensorproduktfiltern ist besonders einfach! Das tibertrigt sich
auch auf die schnelle Faltung: Man berechnet ¢(¢) und bildet dann fiir festes &; die punktweisen

Produkte ¢'(¢) = fo(¢) ¢ (&1, £) und dann (f # ¢) (&) = f1(&) ¢ ().

Ubung 6.3 Leiten Sie die FFT fiir Signale in zwei Variablen her, programmieren Sie den
Algorithmus und geben Sie dessen Komplexitit an. &

6.2 Einfache Filter fir Bilder

Es gibt in der (medizinischen) Bildverarbeitung, siche z.B. [25] eine ganze Menge von “Stan-
dardfiltern”, die wir uns kurz ansehen wollen. Dabei ist es so, da3 diese Filter oftmals konti-
nuierlich, also fiir Funktionen'®® ¢ : R? — R konzipiert sind und fiir diskrete Daten einfach
diskretisiert werden.

169Wir driicken uns hier vor der Festlegung von Eigenschaften wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit oder Integrier-
barkeit.
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Der erste Filter ist der Mittelwertfilter

1
f = T X QC RZ»
jof

wobei () eine kompakte Teilmenge sein sollte. Die Filterung

1 1 1
o frote) =g [ veoG-nd=gp [oe-na=g [ e

ordnet also an jeder Stelle x der Funktion den Mittelwert iiber die Menge = + €2 zu. Die Dis-
kretisierung dieses Filters ist einfach: Man nimmt einfach f = S, yq mit passender Abtastung
h und normalisiert den Filter, indem man durch die Anzahl der in {2 enthaltenen Abtastpunkt
teilt.

Ein wesentlicher Vorteil von Mittelungsfiltern ist, daf sie Rauschen unterdriicken. Rauschen
ist ein unangenehmer Bestandteil gemessener Daten, der sich normalerweise nur stochastisch
beschreiben ldsst. Das Standardmodell fiir verrauschte Daten ist

¢(z) = P(x) + e(x),

wobei v die eigentlichen Daten sind und ¢ das Rauschen. Eine allgemein iibliche!”* Annahme
ist, da} das Rauschen mittelwertfrei ist, das hei3t, daf3

E(e) = /R2e(3:) dz = 0.

Bei der Filterung mit einem Mittelwerfilter erhélt man dann also

Fo(z) = ﬁ / o ﬁ / L

und das mittelwertfreie Rauschen sollte zu einer geringeren Storung fiihren. Hier sieht man
auch schon das Problem mit solchen Filtern: Der Tréger sollte klein und “symmetrisch” genug
sein, da3 F'i ~ 1), was wegen

1
= lim — t) dt, € Ly (R?
o) = o5 |20 ¢ € L1 (R?)
zu schaffen ist, aber auch groB3 genug, damit das Rauschen auch wirklich ausgemittelt wird.
Will man es etwas vornehmer haben, dann kann man die charakteristische Funktion bei-
spielsweise durch den Gauflkern

1 R
e 207, o>0

/()

2o

mit Standardabweichung o ersetzen — so hat man sogar noch einen Parameter zur Verfiigung.
Fiir die Diskretisierung tastet man nun wieder f, genauer gesagt fx(_n,n}> ab, wobei wir die

170Und in vielen Fillen genauso plausible wie unrealistische.
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charakteristische Funktion benétigen, um einen FIR—Filter zu erhalten, denn die Exponential-
funktion klingt zwar schnell ab, hat aber trotzdem unendlichen Triger. Das diskrete Gegenstiick
dazu sind die Binomialfilter

== (2)()

den man natiirlich fiir gerade m, n auch zentrieren kann. Zum Beispiel hat der zentrierte 2, 2—
Binomialfilter die Form

ey My

L
16 | ]

NS

1

2 |,
2 1
wobei der eingerahmte Wert die Stelle (0, 0) bezeichnet.

Gradientenfilter werden bei Bildern verwendet, um Konturen hervorzuheben, denn da, wo
der Unterschied zwischen zwei benachbarten Punkten grof ist, ist auch die Steigung grof3 und
bei einem richtigen Sprung sogar unendlich. Der Gradient einer Funktion ist als

0

0
8_y¢(x’y)

Vo =

definiert und 148t sich durch
_ Vic _ C(' +1, ) - C('? )
ve o] = [T
diskretisieren, und die beiden partiellen Differenzen sind nun wieder durch Faltungen mit den
Impulsantworten

0 0 0 0 1 0
0 [-1] 1 und 0 [-1] 0
0 0 0 0 0 0

realisierbar.

Pure Gradientenverfahren sind allerdings sehr empfindlich gegen Rauschen, schlieBlich ver-
birgt sich ja hinter dem Gradienten ein Differenzenquotient mit Schrittweite h, wobei h die
Abtastgenauigkeit ist, was Rauschen um einen Faktor 4! verstirkt. Deswegen kombiniert man
Gradienten gerne mit Mittelungsverfahren, z.B. dem Mittelungsoperator

1 1 1 1
1 1 1
Die Faltung f * V; berechnet man am einfachsten iiber die z—Transformation als
* * * 1 —a
(F+V)'(2) = F(2)Vile)g | Zqz (21 -1

(zf—zfl) (22+1+z;1),

NN

= % Z Z*a+€1_ Z Lo —

o<1 oo <1
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und der gemittelte Gradientenfilter hat die Gestalt

1 1 1

1 0 0 1

1 1

~| =1 [0] 0 1 und—000

10 01 o o [of o
1 -1 -1

Und wenn wir schon bei Ableitungen sind, dann konnen wir auch den Laplaceoperator
0? o?
“ o oy

verwenden; die zweiten partiellen Ableitungen kann durch symmetrische zweite Differenzen
c(-+1) — 2¢+ ¢(- — 1) anndhern und man erhélt so den Filter

A

0 1 0

1 1

1
0 0

als einfachste Diskretisierung des Laplaceoperators. Eine weitere Variante des Filters, der auch
die Diagonalrichtungen beriicksichtigt, ist

1
1
1

HEH

1
1
1

Wie in [25] ausgefiihrt ist, ist der Laplaceoperator besonders empfindlich gegen Rauscheffekte,
weswegen man ihn meistens mit Gléittungsfiltern, also Mittelung oder Gaull kombiniert.
Bleibt noch ein Klassiker, ndmlich der Medianfilter

Mc(j) = Median {c(k) : k€ j+Q}, Qcz?

der alle Werte ¢ (j + €2) der GroBr nach sortiert und dann den Wert in mittlerer Position wihlt —
eben einen Median berechnet. Dieser Filter hat allerdings einige Eigenheiten: Er ist nicht linear
und fordert einen recht hohen Rechenaufwand, auch wenn Sortieren zu den “einfacheren” Ope-
rationen gehort. Der Medianfilter hat den Vorteil, da3 er vollig unbeeindruckt von AusreisBern
arbeitet und im wesentlichen Kanten erhilt.

6.3 Tensorproduktwavelets fur Bilder

Der einfachste und auch meistbenutzte Ansatz bei eine MRA fiir zweidimensionale Objekte wie
Bilder ist sicherlich der der Tensorproduktwavelets.

Definition 6.2 Seien ¢y, ¢y Skalierungsfunktionen'’!, dann ist die Tensorprodukt—Skalierungsfunktion
definiert als

(z,y) = o(x) dy),  (2,y) €R®

1T1Es ist in keinster Weise verboten, in unterschiedliche Richtungen unterschiedliche Wavelets zu verwenden.
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172

Die zugehorigen Wavelets''* sind dann

Uiz, y) = o(@)0(y),  Wilzy) =9(@)oly),  Vsl(z,y) = d() P(y).

Damit dieses ® und seine Wavelets eine MRA genieren, brauchen wir in erster Linie Verfei-
nerbarkeit und die Zerlegung. Also beweisen wir es mal. Dazu nehmen wir an, dal wir die
Zwei—Skalen—Gleichungen

¢j=a;x¢(2)=> a;(k)¢(2-—k), =12,

keZ

und die Zerlegungsformel

0 (2) = ¢} * ¢+ dj; * 1y, j=1,2,
zur Verfiigung haben, siehe Definition 4.23.
Satz 6.3 Die Funktion ® ist verfeinerbar:

=) (11 ®a) (a)®(2-—a), (6.4)
a€Z?
und es gilt
3
O(2)=cxP+ Y di*Vy, (6.5)
j=1
wobei
c=c; ®d, dy = ¢} ® dy, de = d} ® ¢}, ds = d} ® d. (6.6)

Beweis: Die Identitét (6.4) folgt sehr einfach aus dem univariaten Fall,
O(E) = o1(&) d2(&) =1 (€1/2) b1 (€1/2) T2 (E2/2) D2 (£2/2)
3 3

= @ (6/2) B (6/2)] [31 (6/2) B (6/2)] = (@ @ an)” (5) 213(5)

Fiir (6.5) setzen wir die univariaten Zerlegungsformeln
¢ (2-) = c % @5 + dj x 9y, j=12,
in die Definition ® = ¢; ® ¢, ein und erhalten, daf}
®(22,2y) = é1(x) P2(y) = (¢ * P1(x) + dy * Y1 (x)) (ch * P2(y) + dy * Y2 (y))

(c1 ® ) p1(x)Pa(y) + () @ dy) 1 (2)a(y) + (d) @ ¢5) Y1 (w) 2 (y)
+ (d} ® dy) Y1 ()12 (y)

O

Wir haben es jetzt also mit drei Wavelets zu tun: Zwei der Wavelets ergeben sich als Tensor-
produkt einer Skalierungsfunktion mit einem Wavelet, und eines als Tensorprodukt der beiden
Wavelets.

172Ja, hier steht der Plural. Und zwar mit Absicht!
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Beispiel 6.4 Sehen wir uns das einmal im allereinfachsten Fall'™ an, daf3 ¢, = ¢y = X[o,1] und
damit 1\, = 1y = X[0.4] = X[3.]" Die resultierenden Funktionen sind dann in Abb. 6.1 zu sehen.
19 29

Abbildung 6.1: Die drei Tensorprodukte zum Haar—Wavelet: Skalierungsfunktion in x und
Wavelet in y (links), Wavelet in z und Skalierungsfunktion in y (mitte) und Wavelet in
beiden Variablen (rechts).

Die drei Wavelets haben nun unterschiedliche Fihigkeiten: W, erkennt Kanten parallel zur z—
Achse, U, solche parallel zur y—Achse, wihrend sich V3 um die diagonalen Kanten kiimmert.
Die Zerlegung eines Bildes 146t sich dann schematisch wie in Abb 6.2 darstellen, die “Durchfiihrung”

Abbildung 6.2: Die Waveletzerlegung fiir Bilder: Man zerlegt in drei Anteile mit Wavelet-
beteiligung und einen Anteil der “vergroberten” Skalierungsfunktion und zerlegt, wie bei
eindimensionalen Signalen, letzteren dann weiter.

dieser Zerlegung landet wieder bei den Tensorprodukt-Filtern, die sich ja recht einfach reali-
sieren lassen, indem man einfach die univariaten Filter in eine “Kaskade” schaltet.

173Das ist das gute alte haar—Wavelet.
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Dies fiihrt zwar einerseits zu recht ordentlichen Zerlegungen von Bildern un ermdglicht
ein Ubertragen des gesamten Filterbanktheorie aus den verhergegangen Kapiteln, hat aber den
Nachteil, dal wirklich nur senkrechte, waagerechte und (positiv) diagonale Konturen wirklich
erkannt werden. Leichte Drehungen hingegen konnen die Anzahl der groBen Waveletkoeffi-
zienten dramatisch steigen lassen. Deswegen gibt es auch diverse Ansdtze wie “Ridgelets”,
“Curvelets” oder “Shearlets”, die versuchen, einen geometrischeren Zugang beispielsweise zur
Kantenerkennung zu ermdglichen, sich dann aber auch nicht mehr als einfache Filterbédnke dar-
stellen lassen.

6.4 Viele Basen, Worterbiicher und der Nutzen der Gier

Wie wir gerade gesehen haben'’*, sind “einfache” Wavelets bei der Bildverarbeitung in ihren
Richtungen limitiert. Deswegen kdnnte man naiv den Ansatz verfolgen, nicht nur eine Wavelet-
basis zu verwenden, sondern ein Signal mit verschiedenen, beispielsweise gedrehten Wavelet-
basen der Form

cosf) —sinb

Pa=2(A), A= [sinG cos 6

}, 0 € 10,2m)

zu approximieren, oder, was dasselbe ist, die Filter entsprechend auf gedrehte Versionen des
Bildes anzuwenden. Das fiihrt natiirlich nun zu einer dramatischen Uberreprisentation, die man
besser etwas in den Griff bekommen sollte. Aber zuerst mal formal.

Definition 6.5 Ein Hilbertraum 7 ist ein Banachraum'™, dessen Norm durch ein Skalarpro-
dukt definiert ist:

[RARRVAVEN B2

Ein Worterbuch!’® in 2 ist eine Menge 9 = {f, : v €'} C H#, wobei I eine beliebige
endliche oder unendliche'” Menge ist. Wie nehmen auf3erdem an, daf 9 mindestens N < #T°
linear unabhdiingige Elemente enthiilt.

Nur zur Warnung: Wie nehmen nicht an, dal & ein linearer Raum wire, die Summe zweier
Elemente des Worterbuchs muss also nicht notwendigerweise wieder zum Worterbuch gehoren.

Beispiel 6.6 1. Die endlichen Waveletzerlegungen konnen auch als Worterbuch aufgefasst
werden:

9 = {¢(-—k) : k=—-M,...,M}
U{v (2 —k) : k=-22M,...,2M, j=0,...,n—1}.

Dieses Worterbuch ist sogar eine Basis eines linearen Raums!

174Eigentlich haben wir es nicht gesehen, sondern miissen es einfach glauben.

175 Also ein vollstindiger linearer Raum.

176Englisch “Dictionary” .

""Diese sind in praktischen Anwendungen allerdings etwas unhandlich — das Durchsuchen unendlicher Mengen
ist normalerweise mit einem etwas unerfreulichen Aufwand verbunden.
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2. Fiigt man nun noch Rotationen, beispielsweise um Winkel 2wl /p, ¢ = 0,...,p—1, p € N,
hinzu, dann erhdlt man ein Worterbuch mit starker Uberreprisentation, das auch keine
Basis mehr ist.

Definition 6.7 Sei & C . ein Worterbuch. Fiir g € 5 und m € N ist die beste m—Term—
Approximation von & an g definiert als Losung des Minimierungsproblems

min||f —gll,  f=) cfy, 'CL #I'<m.

~yeT”

Anders gesagt: Wir suchen die beste Niherung an g, die hochstens m von Null verschiedene
Koeffizienten beziiglich des Worterbuchs hat.

Die beste m—Term—Approximation ist in der Tat das beste, was wir mit unserem Worterbuch
in Sachen g anfangen konnen, wenn beispielsweise der Speicherplatz beschrénkt ist und erin-
nert schon stark an einen Thresholding—Ansatz, bei dem wir nur die m groBten Koeffizienten
behalten wiirden. Allerdings wird die Theorie komplizierter, denn diese Approximationen sind
weder linear noch konvex! Seien beispielsweise

f1: ch,’yf’y und f2: ZCZ,'yf'ya

vel'r vyel'2

die besten Approximationen an g;, go € .7, dann hat

fitfa= Z  fy= Z Ciy fy + Z Coy Jy + Z (15 +c14) [y

~yel'1UIl'y ’yEFl\FQ ’}/EFQ\Fl yel'1Nl's

normalerweise deutlich mehr als m von Null verschiedene Koeffizienten und ist damit keine
m~—Term—Approximation mehr.

Ein weiteres Problem ist natiirlich die Bestimmung dieser Approximation, denn normaler-
weise ist natiirlich NV >> m, wobei N immer noch die “Dimension” von ¥, also die Anzahl der
linear unabhingigen Elemente in & bezeichnet. Der Algorithmus, der diese Bestimmung néihe-
rungsweise erledigt, wird als matching pursuit bezeichnet und gehort zur groBen Familie der
“gierigen Algorithmen”, auf Englisch als “greedy algorithms” bezeichnet. Die Idee besteht
darin, in jedem Schritt den Fehler so weit wie moglich zu reduzieren!’® — natiirlich, so wie es
sich fiir einen Hilbertraum gehort, unter Verwendung von Orthogonalitit.

Fiir ein beliebiges v € I schreiben wir g = ¢, f, + 7, r L f,, d.h. (r, f,) = 0, dann ist

(fy,9) = <f7,07f7 + 1) = ([, y) + (fror) = e (fys f5),
=0

also (f >
— Mwd 6.7
U 7

178Das ist die Gier!
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Der Fehler Rg, den wir bei dieser Projektion machen, ist dann

o <fvvg>
Bo=g=qp gyl = Rtk

und hat die Norm

”RgH2 _ <g_ <f77g> f’y’g_ <f'Yﬂg> f'y>

(s 1) {fr: 1)
2 <f’Yﬂg> <f’77.g>2 2 <f77g>2
— o MW I/ I = _ MY I
lgll o fo) (f1.9) + . f7>2 (f1: F5) = llgl o £
was unter der Voraussetzung'” || /| = 1
1Rgll” = llgll® = (£, 9)" (6.8)

liefert, was wiederum genau dann minimiert wird, wenn ( I ¢) maximiert wird.
Definition 6.8 Ein Worterbuch & heifit normiert, wenn || f, || = 1 fiir alle v € T gilt.

Und jetzt konnen wir auch schon unseren gierigen Algorithmus fiir ein normiertes Worterbuch
9 C A und g € S formulieren. Dazu legen wir noch eine Optimalititskonstante o € (0, 1]
fest, setzen

Rlg=g, To=0

und bestimmen im k—ten Schritt, k = 1, ..., m, ein ”yk € I’ so, daBB
[(R"'g, f0)| = o max [(R"'g, )] - (6.9)

Dann erweitern wir nur noch zu I';, = I';,_; U {7*} und bilden das neue Residuum nach Pro-
jektion

RFg:=R""'g—(R" g, fu) for. (6.10)
Uber den Fehler konnen wir sofort eine Aussage machen! Unter Verwendung von (6.8) und
(6.10) ist dann

IR l" = IR all” = (B )" = [|R*2glf” = (R¥2, fams)” = (BE £’
k

= Ngl” = >R )%

Jj=1

Bemerkung 6.9 Es ist bei diesem Algorithmus nicht gefordert, dafy man in jedem Schritt ein
“neues” f. verwendet, sondern es kann durchaus vorkommen, daf} »’ = Yhirt<j<k<m
ist. Um also “wirklich” die beste m—Term—Approximation zu erhalten, wird man die Iteration so
lange fortsetzen, bis #1'y, = m + 1 ist, und sich dann mit der Niherung aus Uy, zufriedengeben.

179Und das ist lediglich eine kleine Normierung . ..



6.4 Viele Basen, Worterbiicher und der Nutzen der Gier 131

Man kann nun sogar zeigen, dall dieser Algorithmus recht gut funktioniert so lange nur das
Worterbuch passend gewihlt ist und eine Approximation der Funktion g ermoglicht.

Satz 6.10 Ist g € span &' fiir eine endliche Teilmenge &' C 9, dann gibt es eine Konstante
A > 0, so daps fiir alle k € Ny die Abschdtzung

[REg[| <27 |lg 6.11)
erfiillt ist.

Beweis: Wir zeigen zuerst, daf3 es eine Konstante 5 > 0 gibt, so daB fiir jede Funktion g €
span 2’
sup (g, f)| > B gll (6.12)
vyel’

gilt. Wire das nicht der Fall, so gibe es eine Folge g, € span Z’, n € N, von Funktionen mit
der Eigenschaft, da3

llgnll =1 und lim sup |(gy, fy)| = 0. (6.13)

n—=00 yel

Da span 2’ endlichdimensional ist, ist die zugehdrige Einheitskugel kompakt [34, 65]'%° und
eine Teilfolge der g,, konvergiert gegen eine Funktion g mit der Eigenschaft, daB!'8!

lgl =1 und (g, f;) = lim (gn, f;) =0, 7 €T,

was insbesondere fiir eine Basis von span 2’ gilt. Mit anderen Worten: g € span 2’'N(span &’ )l,
weswegen g = 0 sein muesste, was einen Widerspruch zu ||g|| = 1 darstellt.
Der Rest ist wieder (6.8), genauer die Identitét

R || = [[R gl — (B 1)
Wegen (6.9) und (6.12) ist

IR g = (IR g = (R f)’
< Rl — o (g, )< R - 026
= (1-a?®) |[Bg|I",
also N
|R || < V1—a28% |RFg|| < < V1 =237 ||,
was uns A = —% log, (1 — a? 62) liefert, was wohldefiniert ist, da wir nichts verlieren, wenn wir
3 < 1 wihlen'8? O

180Zur Erinnerung: Die Einheitskugel eines Banachraums ist genau dann kompakt, wenn dieser endlichdimen-
sional ist!

81 Hier geht noch Stetigkeit linearer Funktionale und Normen mit ein . . .

182Was wir ohnehin tun miissen!
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Ubung 6.4 Zeigen Sie, dal man (3 in (6.12) immer < 1 wihlen muss. &

In dem Algorithmus miissen ja in jedem Schritt eigentlich alle inneren Produkte <Rk*1, fy>,
v € I', ausgerechnet werden, was einen ziemlichen Aufwand darstellt. Was man allerdings
wirklich braucht, das sind

g=1l(g.f.) : vETI€R" wnd  F=[(f.f,) : 7,7 €] R,
Nach (6.10) ist dann
rk = [<ng, fry sy €eT] = rrl ri,jl Fe., r’ =g,

was “lediglich” eine Addition eines Vektors der Lange #I" bedeutet. Besonders effizient wird
das, wenn die Matrix F' diinn besetzt ist, wenn also unter den Elementen des Worterbuchs viel
Orthogonalitit besteht, denn dann bendtigt man in jedem Iterationsschritt nur so viele Rechen-
operationen wir die Spalte F' e von Null verschiedene Eintrége hat.



133

Was seltsam ist, bleibt selten lange
unerkldrt. Das Unerkldrliche ist
gewohnlich nicht mehr seltsam, und ist es
vielleicht nie gewesen.

G. Chr. Lichtenberg

Rauschen, Zufall und
inverse Probleme

Leider ist es in der Realitit mit der Messung von Signalen und Bildern nicht so einfach! Nur sehr
selten und mit sehr groBem Aufwand kann man genau messen und auch wirklich das messen,
was man messen will. Oftmals sucht man ein Signal f, kann aber nur

g=TF+¢ (7.1)

messen, wobei 7" ein (hoffentlich linearer) Operator ist'® und e zuféilliges Rauschen. Die Zufillig-

keit sorgt dafiir, daf ein gewisses Mal} an Stochastik nicht ganz vermeidbar ist.

7.1 Zufallsprozesse, Hauptkomponenten und Approximation

Als erstes beschiftigen wir uns mit stochastischen diskreten Signalen, also Signalen, die nicht
mehr deterministisch, sondern zufillig sind. Diese modelliert man als einen Zufallsprozess, eine
Art Bildungsgesetz fiir Zufallsvariablen, also Dichtefunktionen fiir eine Wahrscheinlichkeit,
siehe z.B. [42]. Etwas formaler'8*: Ein Zufallsprozess ist eine Funktion f : R x R — R, also
f(s,t), die zu jedem festen s eine Dichtefunktion f(s, -) liefert, die man als Realisierung des
Zufallsprozesses bezeichnet. Der Erwartungswert der Realisierung ist dann

Ed(f) = /R f(s.t)dt.

die Varianz

V.(f) = / (f(s,0) — Eo(f))? dt

und die Standardabweichung o,(f) = V,(f)/2. Unser Zufallssignal f ist dann eine Folge
f(j) = f(sj,-) von Zufallsvariablen, das heif}t, jede Messung ist eine Realisierung des Zu-
fallsprozessen. Die Kovarianz dieser, der Einfachheit halber als mittelwertfrei — E (f;) = 0 —
angenommenen, Messungen ist die Matrix

K(f) =[E(f() f(F) : j,k].

183Was den Sonderfall T = I direkter Messungen ja nicht ausschlieBt.
184 Aber immer noch nicht im Detail — es geht uns hier um die Idee, nicht um die volle Theorie.
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Unser erstes Ziel besteht nun darin, das Zufallssignal so mit endlicher Information anzunéhern,
daB der zu erwartende Fehler moglichst klein wird. Dazu seien g;, j € N, eine Orthonormalbasis
von /(Z) beziiglich des inneren Produkts'®’

(f.9) = F()g(i).

JEL
dann ist die Projektion auf den endlichdimensionalen Teilraum, der von g, . . ., g,,, aufgespannt
wird, wieder
fm = gy g => > f(k) gi(k) gj.
j=1 j=1 keZ
Die Frage ist nun:
Wie wihlt man g1, . . ., g,, So, daB der zu erwartende Fehler minimal wird?

Mit anderen Worten: Wir miissen den Fehler
2

Em :E(||f_fm||2) =E Z <fagj>gj = Z E(<fagj>2)
j=m+1 j=m+1

minimieren, wobei wir ja angenommen haben, dafl die g; eine Orthormalbasis bilden und sich
somit f als

f=Z<f,gj>gj

schreiben ldsst. Fiir einen beliebigen deterministischen Vektor z ist nun aber

Zf(j)x(j)] =E <Z f) f(k)w(j)w(k))

jez JkEZ

E((f,z)°) = E

= E@"[fG)fK) ¢ jkeZa) =" [E(G)F(K) : G keD)a
— K(f)2 = (K(f)2,q),

und daher ist

em =Y (K(f)g;,9) (7.2)
j=m+1
Ubung 7.1 Zeigen Sie: Die Kovarianzmatrix K (f) ist positiv semidefinit. &

Da K (f) eine symmetrische und positiv semidefinite Matrix ist, existiert eine Orthonormalba-
sis von Eigenvektoren falls f endlichen Trager hat. Jede solche Basis heilit Karhunen—Loéve—
Basis. Fiir jedes Element einer derartigen Basis ist dann

(K(f) 5,9 = Njging5) = N Nlgill” = N,

=1

185Konvergenzfragen lassen wir hier aufien vor, beispielsweise, indem wir annehmen, da f nur ein endlicher
Vektor ist.
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hingt also “modulo Normierung” nur vom zugehorigen Eigenwert ab.

Satz 7.1 Hat f den Trdger [1, N|, dann minimiert eine Basis G = {g; : j=1,...,N}, den
Fehler ¢, genau dann, wenn G eine Karhunen-Loéve-Basis mit

(K (f)g5,95) = (K(f)gj+1, gj+1)
ist.

Definition 7.2 Die Eigenvektoren zu den grifiten Eigenwerten der Kovarianzmatrix K (f) be-
zeichnet man auch als die Hauptkomponenten von f.

Beweis: Fiir jede Orthonormalbasis i;, 7 = 1,...,m ist
N N hi N
trace K(f) =) A=) C| K(f) [ b | =) (K(f) By hy),
j=1 j=1 h% J=1

Ji
so dal} eine Basis ¢, genau dann minimiert, wenn sie

N N N

Z)\j—ngZ(K(f)hmhﬁ— D (K (f)hy hy) =Y (K (f) hy, hy),

j=1 j=m+1 j=1
A

maximiert.
Sei nun G eine Karhunen-Loeve-Basis entsprechend den Voraussetzungen des Satzes und
H eine beliebige andere Orthogonalbasis, die wir beziiglich G als

hy = (hys ge) g

N
k=1

schreiben konnen, weswegen

N N

(K(f)hy hy) = > (hyogi) (b ge) (B (F) gk ge) = D By 9) (B 9e) Me{ G, 9)
f=1 ff=1
= > (hjge)* M
k=1
und damit auch
Z (K(f) hj hy) = ZZ (hy, gi)* A, = Z (Z <hjagk>2> Ak
j=1 j=1 k=1 k=1 \j=1
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ist, mit0 < g < 1und

N N m m N
Z% = ZZ <hjagk>2 = ZZ <hj,9k>2 =m
k=1 k=1 j=1 j=1 k=1
=|IhylI*=1
Also ist
Z(K(f)hjvhﬁ - Z(K(f)gjagﬁ = Z(K(f)hjvhﬁ - Z/\j

N m N m N
= Z%Ak —ZAJ‘ = ZQk)\k _Z)\j+)\m <m_ZQk>
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1

=0

N m N
(G =DXN+ D> NG+ d (1=¢)=dn > g
j=1

I

j=1 j=m+1 Jj=m+1
m N

= > =) =D+ D g (N —An) <0
— —— —— . © ——
7j=1 >0 <0 j=m+1 <0

mit Gleichheit genau dann'®®, wenn N = mund ¢; = 1, j = 1,..., N. Anders gesagt: Die
Karhunen-Loeve—Basis ist immer besser als andere Basen und das beste Ergebnis erhélt man
natiirlich genau dann, wenn man die Basis so anordnet, dal Ay > Ay > --- > Ay ist. O

7.2 Regularisierung oder wie man unterbestimmte Probleme lost

So, wir wissen also jetzt, wie wir einen reinen Zufallsprozess am besten approximieren, aber es
gibt auch noch eine wichtige deterministische Komponente in (7.1), nimlich den Operator 7',
der alles sein muss, aber nicht invertierbar! Na gut, wenn 7" eine Matrix ist'®’, dann kénnen wir
natiirlich jede Matrix “invertierbar” machen, indem wir die Singuldrwertzerlegung

T=UsV", oy 2090220
mit orthogonalen Matrizen U und V' und einer Diagonalmatrix'® 3 verwenden, die auch fiir
nichtquadratische Matrizen definiert ist, siehe z.B. [21, 31, 44]. Die Pseudoinverse oder Moore—
Penrose—Inverse zu T ist dann als
Tt =vstuT, (2F), = { 0, =0,

, -1
jk Ok » Ok > 0,

186Zumindest in dem Fall, daB K (f) strikt positiv definit ist — aber wenn gewisse der Eigenwerte Null wiiren,
dann konnte man das zugehorige Element der Karhunen—Loeve—Basis auch gleich unter den Tisch fallen lassen,
also ist diese Annahme keine wirkliche Restriktion!

137Und bei endlichen diskreten Signalen sind alle linearen Operatoren Matrizen oder zumindest als solche dar-
stellbar.

188Genau gesagt ist ¥ eine Matrix, bei der alle Nicht-Diagonalelemente verschwinden, schlieBlich muss ¥ nicht
quadratisch sein!
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definiert, und man konnte als Losung f = T g wihlen, denn wenn es eine Losung des linearen
Systems g = T'f, dann muB auch f = T'" g eine sein. Normalerweise ist das Gleichungssystem
auch unterbestimmt, das heilit, das zugrundeliegende Modell ist komplexer als die gemessenen
Grolen.

Beispiel 7.3 Wir betrachten ein univariates Signal und als Operator T' die Mittelung von 4
benachbarten Werten gefolgt von Downsampling um Faktor 2, also

1 0000 1 1111
T = 00100 1 1111
0 00O01 1111
1111
— l 1 1 1 1 c RnxQn—&-Q.
Beschrinken wir uns auf n = 3, dann ist beispielsweise
1/4 2.5
TH0000001"=| 0 |, T[12345678" =] 45
1/4 6.5

und die Rekonstruktionen iiber die Pseudoinverse ergeben

11000011 d [2.52.52.5256.56.56.56.5]
55 55 un .52.525256.56.56.56.5],

was nicht sonderlich berauschend ist.

Das grundlegende Problem bei der ganzen Geschichte besteht darin, da3 das inverse Problem
T f — f im Normalfall schlecht gestellte, auf Englisch ill posed, ist und daB die Pseudoinverse
keine wirkliche Losung des Problems darstellen kann — ganz abgesehen davon, dall man es oft
auch mit “richtigen Operatoren” und nicht “nur” mit Matrizen zu tun hat.

Der beste Ansatz besteht nun darin, entweder unter f unter Einhaltung der Nebenbedingung
T f = g ein moglichst problembezogenes Energiefunktional £ minimieren zu lassen, also

winB(f),  Tf =g, (7.3)

zu bestimmen, oder aber Nebenbedingung und Energiefunktional in ein parametrisiertes Mini-
mierungsproblem zu packen:

min |Tf = gl + AE(),  A€R., (7.4)
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wobei man beim zweiten Ansatz sogar auf die “exakte” Losung T'f = ¢ verzichtet, die in
Anwesenheit von Rauschen ohnehin nicht wirklich sinnvoll ist, wenn man dafiir die Funktion f
“einfacher” oder “glatter” bekommen kann.

Das einfachste Energiefunktional ist sicherlich E(f) = || f]|3. In diesem Fall wird (7.3) fiir
f c 600 (Z) Zu

N
min Y f(7)°,  Tf=gy,
§=0
was sich mittels Lagrange—Multiplikatoren, siehe z.B. [28, 40, 47, 57], in
0=VE(f) =V (g=THp=2f+T"p, Tf=y,

also als das lineare Gleichungssystem

2 TT fl1 _10

T 0 i g
ergibt. Fiir unsere Daten aus Beispiel erhalten wir auch genau dasselbe Ergebnis wie mit der
Pseudoinversen, nicht weiter verwunderlich, wenn man sich die Rolle der Pseudoinversen bei

der Least—Squares—Aproximation in Erinnerung ruft, siehe [2, 21]. Der Ansatz aus (7.4) hinge-
gen liefert uns als zu minimierende Funktion

ITf =gl + M flls = (Tf = 9)" (Tf = g) + MTf = fT(TTT+ M) f = 29"Tf + 979,
was nach f abgeleitet und gleich Null gesetzt das Gleichungssystem
(T"T+ M) f=T"g

liefert. Fiir A — 0 erhalten wir dann dieselbe Losung wir fiir das Optimierungsproblem (7.3),
fiir groBle A\ eher eigenwillige Werte.

So weit also nichts neues. Versuchen wir uns also einmal an anderen Energiefunktionalen,
beispielsweise an

N-1 -1 1
IVAL =Y (fG+1) = fG)* = IDfI* = f'D"Df, D= SN
7= ~1 1
Danun VE(f) = 2DTDf ist'®, erhalten wir jetzt die Gleichungssysteme

(5 T[] e s

Wihrend hier der erste Vektor immer noch schlecht rekonstruiert wird, das Ergebnis ist der
Octave—Vektor

189Im Gegensatz zu VE(f) = 21 vorher.
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.583333
.416667
.083333
.083333
.083333
.083333
.416667
.583333

O O O O O o o o

erhalten wir fiir unseren linearen Vektor (1 :8) schon das deutlich bessere Ergebnis

.5909
.9545
.6818
L1727
L2273
.3182
.0455
.4091

~ J o o W

bei der Rekonstruktion. Verwenden wir hingegen den “Laplace—Operator” A = f(- + 2) —
2f(-+ 1)+ f(-), dann ist

1 -2 1
IAf|2 = |D2f |3 = fTDIDof, D= ,

und die Ergebnisse sind

.653846
.346154
.076923
.076923
.076923
.076923
.346154
.653846

O O O O O o o o

und exakte Rekonstruktion von (1:8).

Der Vorteil quadratischer Funktionale ist offensichtlich: Man kann sie sehr leicht und sy-
stematisch in lineare Gleichungssysteme umformen, wobei die Anteile D7D in diesen Glei-
chungssystemen auch noch eine recht nette Struktur haben: Sie sind bandiert. Normalerweise
verwendet man allerdings eher die (7.4), da dieser Ansatz wesentlich “rauschtoleranter” ist,
denn wir haben ja eben nicht 7' f gemessen, sondern 7'f + ¢ ... Aulerdem ist es hier auch vollig
egal, ob die Nebenbedingung 7' f = g tiberhaupt erfiillbar ist, sie wird einfach so gut erfiillt wie
moglich.
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Die Auswahl des jeweiligen Energiefunktionals!*” ist problemabhngig und wird in der Bild-

verarbeitung auch lebhaft diskutiert. Das einfachste Funktional, das in der Bildverarbeitung
hiufig verwendet wird, ist in der kontinuierlichen Formulierung von (7.4)

B = [ IV [ o-Ts).

meist mit 7' = [ verwendet.
Ein anderer Ansatz verwendet die sogenannte TV-Norm, die die totale Variation misst'!,

1 llgy == / IV 71, .5)

und wesentlich sensibler fiir Ecken ist. Der Funktionen mit endlicher 7'V —Norm bilden einen
Banachraum, oft als BV (2) geschrieben, nimlich den Raum der Funktionen von beschrinkter
Variation. In der Tat kann man zeigen, siehe [38, S. 37, Theorem 2.7], daf} es eine enge Be-
ziehung zwischen dieser Norm und den Konturkurven eines Bildes gibt. In unserem diskreten

Beispiel ist nun
N-1

Iflrv = 317G+ 1) = FG) = I1D]l; -

Die Losung von
mfianHTV: IDfl; Tf=g

erhélt man als Losung eines linearen Optimierungsproblems

N—-1
min ) |[fG+1) - fG)l,  Tf=g
j=0

Um zu sehen, da3 das wirklich ein “normales” lineares Programm ist, setzen wir y; = f(j +
1) — f(4) und die zu minimierende Summe
N-1 N-1
0 y; >0
| = . _|_ u i U: = ) J = )
;W jzoyj ’ ’ { —2Y;, y; <0,

was wir in die Ungleichungsnebenbedingungen

OSUJ‘, —2yj§uj, j:O,...7N—1,

190\ an kann diese natiirlich auch wieder kombinieren, also beispielsweise die Norm des Vektors mit denen seiner
ersten und zweiten Ableitung “ausbalancieren”.

191 Als Vektornorm wird, je nach Literaturstelle, entweder || - ||; oder || - |2 verwendet; fiir einen Variationsansatz
ist das nicht so relevant, denn da wird das Optimierungsproblem in eine Differentialgleichung umgeformt, fiir den
Optimierungsansatz allerdings schon, weil man dann eben nach der Diskretisierung ein lineares Programm erhilt
oder nicht.
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umschreiben ldsst — die Minimierung sorgt dann schon dafiir, daf u; automatisch den richtigen
Wert annimmt. Die Zielfunktion ist dann

S (G 1)~ JG) 415 = V) — 50+ 3,

und das'®? lineare Problem hat die Form

T 0 g
N-1 ~T 0 f —g
win /) =10+ Yw | o Y] =] 1.6
7= 2D 1 | 0
mit
~1 1 ]
D= ,
1
_]__

was sich nun wirklich mit dem Siplexalgorithmus in Angriff nehmen ldsst. Zumindest im diskre-
ten Fall und ohne Auftreten von Rauschen kann man sich also den Variationsansatz fiir die Mi-
nimierung der totalen Variation erst einmal sparen. Da ¢;—minimale Vektoren eine viel stirkere
Tendenz zu kleinen Tridgern haben, konnten wir hier eine bessere Rekonstruktion unseres ersten
Beispielvektors erwarten.

7.3 Es rauscht mal wieder

Jetzt aber zuriick zu unseren verrauschten Daten aus (7.1). Es ist klar, da3 man ohne Annahmen
an das Rauschen keine verniinftigen Aussagen machen kann. Und wenn man schon annimmit,
dann kann man auch gleich die Standardannahme machen, ndmlich da3 das Rauschen normal-
verteilt mit Mittelwert Null und Standardabweichung o ist, dal also

/e:O, /6220'2

gilt, denn dann sind die Nebenbedingungen unserer inversen Probleme nur unwesentlich anders
und ergeben sich zu

O:/e:/g—Tf und 02:/622/(g—Tf)2.

Und wenn wir o nicht kennen? Dann konnten wir es einfach als einen weiteren Parameter
wihlen und so schitzen, dafl das Ergebnis moglichst gut wird — wir “erkldren” die Daten unter
der Annahme des “freundlichsten” Rauschens:

wm B, [o-Tr=0. [(g-Ts=0" (1.7)

1927uerst einmal unbeschrinkte, siehe z.B. [47].
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Allerdings hat das einen kleinen Nachteil, denn neben dem Rauschen konnten auch andere
“hochfrequente” Anteile eines Bildes, nimlich Texturen, nur sehr schwer vom Rauschen zu
unterscheiden sein — ein verrauschtes Fernsehbild eines Zebras ist ein schones Beispiel. Nun ist
die Definitionsgleichung des Fehlers

e=9g-—Tf

ja eigentlich sehr einfach, und wann immer wir eine Schitzung fiir f bestimmt haben, ist das
geschitzte!”® Rauschen ebenfalls festgelegt. Daher verwendet man Verfahren, die iterativ aus
dem geschitzten Rauschen eine neue Approximation bestimmen, daraus dann wieder ein neues
Rauschen und so weiter.

Der Algorithmus selbst setzt einfach ¢ = 0 und bestimmt fiir £ = 1,2, ... die Approxima-
tion f als Losung des Minimierungsproblems

min/ ||VfH1+)\/(g—Tf—l—ek_1)2 (7.8)
fJa Q

und setzen dann ¢, = g — T'f;. In [41] wird gezeigt, daB3 fiir 7" = I, also den Fall “reinen”
Entrauschens, die Folge der f; gegen das verrauschte Signal g + € konvergiert, aber in der BV —
Norm sich zuerst einmal dem unverrauschten Originalsignal f annihert, zumindest so lange,
bis || fr — f|| < o2 ist. Deswegen fiihrt man Algorithmus so lange durch, bis das Rauschen der
fx» also das ¢, groBer wird oder bis man bis auf o2 an der gesuchten Losung heran ist.

7.4 Ein bisschen Variationsrechnung

Zuletzt hatten wir es bei der Minimierung immer wieder mit Funktionalen der Form

EU)ZKN@7H+A@—Tﬂ2%a

wobei .7 ein Differentialoperator ist, zu tun. Wie 16st man eigentlich derartige Minimierungs-
probleme? Lagrange—Multiplikatoren sind hier nicht hilfreich, weil es a priori erst einmal nichts
gibt, wonach wir F( f) partiell ableiten konnten, und wenn wir f als Linearkombination einer
Basis ansetzen'**, dann muB diese Basis erst einmal gewihrleisten, daB die Minimallésung in
diesem endlichdimensionalen Raum auch wirklich nahe genug an die wirkliche Optimallosung
herankommt.

Die Minimierung von Funktionalen ist genau das Thema der Variationsrechnung — im Ubri-
gen ein sehr klassisches Gebiet der Analysis. Sehen wir uns einmal kurz die wesentlichen Ideen
an, und zwar in der Darstellung von [19]. Ein Variationsproblem befasst sich zuerst einmal mit
der Minimierung eines Funktionals der Form

b
szfF@ﬁmm 7.9)

193Klingt besser als “geraten”.
1%Dann konnten wir nach den Koeffizienten in dieser Darstellung ableiten und Lagrange-Multiplikatoren ver-
wenden.
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beziiglich der Funktion f, wobei F (x,y,3) : R?> — R eine Funktion in den formalen
Variablen x, y, v/ ist.

Beispiel 7.4 (Kiirzester Weg) Gesucht ist eine Funktion f mit f(a) = f., f(b) = fy, und
kiirzester Bogenlinge

b
/V1+f’(rc)2dflr, = Flzyy) =1+ )"

Das wesentliche Konzept ist das Differential eines Funktionals: Fiir ein Funktional J fixie-
ren wir f und betrachten fiir Funktionen A die Differenz

AJ[R] = AJh, f] = J[f +h] = J[f].
Wir nennen J differenzierbar an f, wenn es ein lineares Funktional'®® §.J[h] gibt, so daB

AJ[h] = 8J[h] + o (||h]|) = 6J[h] + &1 ||, lim &, = 0.

[[R[|—0

Wenn so ein Funktional §./[h] exsitiert, dann ist es eindeutig, denn gibe es zwei Differentiale
01 J[h] und §5J[h], dann wire

01J[h] — 02 J[h] = AJ[h] — evn [[hl] = AJ[h] + ean [[hll = (20 — 1) [|P]];

also
51J[h] — 52J[h] _ €2hn —E1,h

1m m ——-
1Bl —0 |2 Ipl—o Rl

aber ein lineares Funktional'*® mit dieser Eigenschaft muss das Nullfunktional sein.

=0,

Bemerkung 7.5 Das Funktional J[f] ist normalerweise nicht differenzierbar, sondern “nur”
konvex, d.h.
Jlaf+(1-a)g <alJ[fl+(1-a)J[g], acl01].

In diesem Fall betrachtet man nicht das Differential, sondern das sogenannte Subdifferential,
siehe z.B. [43], was die Dinge zwar schon etwas schwerer aber nicht unmoglich macht.

Proposition 7.6 Wenn das Funktional J[f] an f* ein Minimum hat, dann ist §J [h, f*] = 0 fiir
alle h.

Beweis: Ist f* eine Minimalstelle, dann ist fiir hinreichend kleines || /||
0 < J[f"+h] = J[f*]=dJ[h] +enlhll
weswegen 0.J[h] > 0 sein muB, da der andere Term gegen Null geht. Nun ist aber

0 < 8J[h] = —0J[~h] <0

195Diese Funktional entspricht der Richtungsableitung in Richtung h.
19Dje Differenz zwischen zwei linearen Funktionalen ist wieder ein lineares Funktional
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nur mit 0.J[h] = 0 zu erreichen. O

Die Bedingung an das Differential ist ja ganz schon, aber es ist in keinster Weise klar, wie man
sowas praktisch ausnutzen konnte. Daher verwenden wir einmal eine Taylor—Entwicklung von
F' und erhalten, daf

b
NI J[f+h]—J[f]:/ Fla, f+hf+1)—F @ ff) de

b
= [ h G @ h ) G ) et
a Y
weswegen
s = [ 100 gy e O g ) 1.10)
ist.

Satz 7.7 Ist eine Funktion f Minimallosung, dann ist

aF 0 OF

oy @I = gy @ 1) =0 (7.11)

Die Differentialgleichung (7.11) heilit Euler—Lagrange—Gleichung des Variationsproblems. Das
ist eine Differentialgleichung in f, die man mit den verschiedensten Verfahren numerisch an-
gehen kann.

Der Beweis von Satz 7.7 basiert auf dem folgenden Lemma.

Lemma 7.8 Seien fy, ..., f, € Cla,b| so, dafs
/ ny D (z) =0 (7.12)
fiir alle h € C™[a, b] mit h9)(a) = KU (b) =0, j = 0,...,n, dann gilt
S (-1 [ @) =0, €. (7.13)

Beweis: Partielle Integration von

b b
/ f(ﬁ) h(j)(x) dr = (_1)j/ f(j)@) () dz

zeigt, daB genau dann fab f(z) B )(x) dz = 0 fiir alle h, die am Rand verschwinden, gilt, wenn
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ist. Sei F; die (n — j)-te Stammfunktion von f;, also

x t2
Fj:/ / f(t) dty dts - by,

dann st f; = Fj("fj ) und partielle Integration liefert wieder einmal

a

0 = bi fj(:c)h(j)(x)dx:i / ij("j)(x)h(j)(x)daf
j=0 j=0 4

a

= (") [(CB@ @) = (-1 [ S (P F @) @) da,

also
n n—1
S (-)"VFx) ey = fa=-Y (-1VFj+p, pell,_y.
j=0 j=0
Damit ist f,, mindestens eine C'-Funktion, denn alle Funktionen Fj, j = 0,...,n — 1, auf der

rechten Seite sind Stammfunktionen stetiger Funktionen. Nimmt man nun die erste Ableitung,
dann ist

n—2
fo=faa == (-1 Fj+p
§=0
wieder eine C'—Funktion, kann also noch einmal differenziert werden und damit ist

(fo = famt) = Fil = s

eine wohldefinierte stetige Funktion. Setzen wir dieses Argument induktiv fort, so erhalten wir
schlieBlich, daf

J=0

eine stetige Funktion ist und jetzt liefert und partielle Integration, daf}
b [ n o
V= / S (=1 £ | @) h(w)dz =0, h(a) = h(b) =0,
a j:()

ist, und da das fiir alle stetigen h gelten muf3, muf} die stetige Funktion in (7.13) in der Tat auf
ganz [a, b] verschwinden. O

Ubung 7.2 Zeigen Sie: Ist f stetig und erfiillt

/bf(a:)h(:c) dr =0, heClab, ha)=h) =0,
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dannist f = 0. %

Beweis von Satz 7.7: Wir wenden einfach Lemma 7.8 auf die Identitit
oF oF
0=6J[h]=/ S LSV G @ L f) da
an. O
Beispiel 7.9 (Kiirzester Weg, Teil II) In diesem Fall ist F (z,y,y') = \/1 + v'* und damit

or 0 oF 2y Yy’

1
dy 0y 2 /1+y? 1+y?

Die Euler-Lagrange—Gleichung lautet also

0 OF 0o oF B
ox oy oy
und somit ist )
Y C?
c?=_—< _ = =+ ——
14 y? y 1—C%

also ist iy eine Konstante und der Weg eine Gerade — die Konstante C' bestimmt sich aus den
Randbedingungen!

Nun, um Satz 7.7 beweisen zu konnen, hitten wir nicht diese allgemeine Form von Lemma 7.8
benotigt. Allerdings hatten wir es bei unseren Beispielen ja auch schon mit Funktionalen zu tun,
die hohere Ableitungen als nur erste Ableitungen bendotigt haben, und da reicht halt Satz 7.7
nicht mehr aus. Nicht so schlimm: Ist F' (z, v, . . ., Y eine stetige Funktion in n + 1 Variablen
und betrachten wir das Funktional

b
J[f] :/ F(z, fo...,f™) dr,

dann erhalten wir mit genau derselben Argumentation wie oben, daf3

h]:/zm xf,...,f )) dx

und die Euler—Lagrange—Gleichungen nehmen die Form
- & OF
0= 1 o f 7.14
;0< Vg ag, @ 1) (7.14)

an. Beziiglich f ist das eine nichtlineare Differentialgleichung der Ordnung 2n — nicht gerade
das, was man im Voriibergehen erledigt, aber eben auch nicht unlosbar.
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Beispiel 7.10 (Entrauschen, Teil I) Nehmen wir jetzt aber einmal ein Variationsproblem aus
der Signalverarbeitung, und zwar das Entrauschen mit dem Funktional

J1f) = / (F'(@) + A(g(z) — f(2))? da,

dann ist F(z,y,y') = /> + X (g(z) — y)* und somit

oF oF 0 OF
— = =2 — =2/ — "
3y Ag(z) —y), oy ~ 2 — =2y

was zu der Differentialgleichung
y'=Ay—g(@)) (7.15)

fiihrt, deren Fouriertransformierte'’ nach Satz 1.8

=P =A7-39©) e  (A+&) e =13

ist und uns die Losung'®®
- (:25) vt
A+ ()2 L4+ ()2/A

liefert. Das ist fiir A > 0 auch alles wohldefiniert.

Das kann man sich mal an einem Beispiel ansehen, ndmlich einem verrauschten Signal mit
zwei “Stufen” wie in Abb. 7.1, das wir mit Hilfe dieser Methode entrauschen wollen. Beispiele
fiir das Entrauschen sieht man in Abb. 7.1 und Abb. 7.2, die Funktionen werden in der Tat mit
X — 0T immer glatter'®, zeigen aber auch eine Tendenz, immer mehr zu verschmieren. Man
muf} also wissen, wann man mit der Variationsminimierung aufzuhoren hat.

Bemerkung 7.11 Es gilt

lim y(§) = lim 9(¢)

lim 316 = lim o~/ 7y = () 8(0),

und damit ist y eine konstante Funktion mit Integral g(0).

Beispiel 7.12 Mit dem “Laplace”—Operator f”, also dem Funktional

JIf) = / (F'(@)? + A (g(x) — F(2))? da,

9"Die Differentialgleichung (7.15) sieht ziemlich nach der sogenannten Wirmeleitungsgleichung aus (in der
sich aber Orts- und Zeitableitugen finden) und so ist es vielleicht jetzt etwas weniger Uberraschend, daB Fouier
mit “seiner” Transformierten in erster Linie die Losung der Wirmeleitungsgleichung im Auge hatte.

19850 ganz richtig ist das noch nicht, denn schlieBlich nimmt die Fouriertransformierte ja im Moment irgendein
Verhalten von f und g auBerhalb von [a, b] an, das man noch irgendwie unterbringen muss.

19Denn je kleiner X ist, desto mehr gilt die Devise “Glattheit vor Genauigkeit”.
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L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Abbildung 7.1: Ein zufillig verrauschtes Signal (/inks) und die Variationslosung fiir A = 1
(rechts).

ist die Sache systematisch nicht grof3 anders, nur hat die Euler—Lagrange—Gleichung jetzt die
Form

_OF & OF

0= — 4+ =
dy - 0x? 0y"

& YW =xg-y) e (A+TO =9,

e <A+A§<>)

Wie das aussieht, kann man schlief3lich in Abb. 7.3 erkennen.

und somit ist

Bemerkung 7.13 Die Fouriertransformationen

O O w2y, (7.16)

lassen sich auch noch anders interpretieren, ndmlich als

also einfach nur als Filterung der Daten. Da man Faltung mit Filtern sowieso am effizientesten
iiber die FFT durchfiihrt*®, ist diese Beobachtung allerdings nicht wirklich praxisrelevant. Wie
dem auch sei: Diese Form der Glittung lisst sich mit einem Aufwand von O (N log N) bei N
Abtastpunkten von g durchfiihren und das ist schon ziemlich “billig”.

200Und dann auch keine Probleme mit der Tatsache hat, daB es sich um einen IIR-Filter handelt.
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0.8

Abbildung 7.2: Losungen des Variationsproblems fiir A = 0.1 (links) und A\ = 0.01 (rechts).
Die Funktionen werden immer glatter, verschmieren aber auch mehr und mehr die Gestalt

der Ausgangsfunktion und konvergieren gegen die konstante Funktion mit demselben Inte-
gral wie g.

L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

Abbildung 7.3: Losungen des Variationsproblems mit zweiter Ableitung fiir A = 0.1 (links)
und A = 0.01 (rechts). Was vorher iiber immer massivere Glittung gesagt wurde, gilt
natiirlich auch hier.
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