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第七節 柱體與錐體 

一、柱體 

空間中兩個全等且互相平行的封閉平面區域，以及在全等關係下，連接這兩

個平面區域周界對應點的所有直線段，它們所成的集合稱為柱體。其中兩個全等

且平行的封閉平面區域，稱為柱體的底，一般依擺放位置可以區分為上底與下底；

底以外的其餘表面，稱為柱體的側面。同時垂直於兩個底面的線段，稱為柱體的

高，而高的長度，一般也簡稱為柱體的高，上、下兩個底面的距離就是柱體的高。

柱體一般以其兩個底面的形狀來命名，如果其底面是多邊形區域，則稱為角柱，

如果其底面是圓區域，則稱為圓柱。下圖中圖 2-7-1 到圖 2-7-7 是七種不同的柱

體。 

 

圖 2-7-1 

 

(斜角柱) 

圖 2-7-2 

 

圖 2-7-3 

 

圖 2-7-4 

 

圖 2-7-5 

 

圖 2-7-6 

 

(斜圓柱) 

圖 2-7-7 
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(一) 角柱 

隨著角柱底面形狀的不同，可以分別給予柱體不同的名稱以利區別，例如：

底面是三角形區域的柱體稱為三角柱，底面是四邊形區域的柱體稱為四角柱，底

面是五邊形區域的柱體稱為五角柱…，以此類推。而上圖中圖 2-7-1、圖 2-7-2、

圖 2-7-3 都是三角柱，圖 2-7-1 中三角柱的側面是長方形區域，而圖 2-7-2 中三角

柱的側面是平行四邊形區域，如果角柱的側面是長方形區域，一般稱為直角柱，

直角柱側面有兩個邊和兩個底面都垂直，如果角柱的側面是平行四邊形區域，一

般稱為斜角柱，斜角柱側面的邊和上下兩個底面都不會垂直，當直角柱的底面是

正多邊形區域時，一般稱為正角柱，圖 2-7-3 是正三角柱，圖 2-7-4 是正四角柱，

圖 2-7-5 是正五角柱。在國小階段討論的對象都是直角柱，並不討論斜角柱，因

此本教材將直角柱稱為角柱。 

「上、下兩個底面是全等的多邊形區域」，「上、下兩個底的周界所對應的邊

互相平行」，「上、下兩個底面互相平行」，「側面都是長方形區域」，「側面的邊的

長度都等長」，「側面的邊，分別垂直於上、下兩個底面」，「側面的邊都互相平行」，

上述這些性質都是直角柱的特徵，當學童進行完直角柱的各種活動後，應該要察

覺到這些性質。 

(二) 圓柱 

底為圓區域的柱體稱為圓柱。和角柱一樣，圓柱也可以區分為直圓柱和斜圓

柱兩類，圖 2-7-6 是直圓柱，圖 2-7-7 是斜圓柱，直圓柱上、下兩個底面圓心的

連線垂直於兩個底面，而斜圓柱上、下兩個底面圓心的連線和兩個底面都不垂直。

國小階段討論的對象都是直圓柱，並不討論斜圓柱，因此本教材將直圓柱稱為圓

柱。 

「上、下兩個底面是全等的圓區域」，「上、下兩個底面互相平行」，「上、下

兩個底面圓心的連線垂直於兩個底面」，「側面上，同時垂直於上、下兩個底面的

線段都等長」，上述這些性質都是直圓柱的特徵，當學童進行完圓柱的各種活動

後，應該要察覺到這些性質。 
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二、錐體 

在空間中，給定一個封閉的平面區域，以及不在此平面區域上的一個點，則

連接此給定的點與平面區域周界上任意點的所有直線段所成的集合，稱為錐體。

決定此錐體的平面圖形稱為錐體的底，底面外的那一個給定點，稱為錐體的頂點，

底面以外的錐體表面，稱為錐體的側面。錐體頂點到底面的距離，或由頂點垂直

於底面的線段都稱為錐體的高。錐體一般以其底面的形狀來命名，如果其底面是

多邊形區域，則稱之為角錐，如果其底面是圓區域，則稱之為圓錐。下圖中圖 2-7-8

到圖 2-7-14 是七種不同的錐體。 

 

(底面是正三角形區

域的正三角錐) 

圖 2-7-8 

 

(底面是正三角形區域

的斜三角錐) 

圖 2-7-9 

 

(底面不是正三角形

區域的斜三角錐) 

圖 2-7-10 

 

(正四角錐) 

圖 2-7-11 

 

(正五角錐) 

圖 2-7-12 

 

(直圓錐) 

圖 2-7-13 

 

(斜圓錐) 

圖 2-7-14 

(一) 角錐 

隨著角錐底面形狀的不同，分別給予錐體不同的名稱以利區別，例如：底面

是三角形區域的錐體稱為三角錐，底面是四邊形區域的錐體稱為四角錐，底面是
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五邊形區域的錐體稱為五角錐…，以此類推。而上圖中的圖 2-7-8、圖 2-7-9、圖

2-7-10 都是三角錐，圖 2-7-8 中三角錐的底面是正三角形區域，其側面都是等腰

三角形區域，而頂點到底面正三角形外接圓圓心的連線一定會和底面垂直，一般

稱這種角錐為正角錐，圖 2-7-9 中三角錐的底面也是正三角形區域，其側面不是

等腰三角形區域，而頂點到底面正三角形外接圓圓心的連線不會和底面垂直，圖

2-7-10 中三角錐的底面是三邊都不等長的三角形區域，側面都不是等腰三角形區

域。過去國小課程所討論的錐體都是正角錐，其底面都是正多邊形區域，而頂點

到底面正多邊形外接圓圓心的連線都會和底面垂直，圖 2-7-11 與圖 2-7-12 都是

正角錐，圖 2-7-11 是正四角錐，圖 2-7-12 是正五角錐。 

本教材只討論角錐的一般性質，並不刻意的區分正角錐或斜角錐，「錐體的側

邊都是三角形」，「錐體的側邊都交於同一點」，上述這些性質都是角錐的特徵，當

學童進行完角錐的各種活動後，應該要察覺到這些性質。 

一個三角錐有 4 個頂點，其中不在底面上的那一個頂點，是決定錐體的頂點，

而底面三角形區域的三個頂點，是形成角錐後產生的頂點，國小學童並不討論角

錐是如何產生的，只討論給定的角錐有哪些性質，本教材定義尖尖的點就是角錐

的頂點，將這四個點都稱為頂點，也不區分這些頂點不同的意義。 

(二) 圓錐 

底面為圓形的錐體稱之為圓錐，和圓柱一樣，圓錐也可以區分為直圓錐和斜

圓錐兩類，圖 2-7-13 是直圓錐，圖 2-7-14 是斜圓錐，直圓錐頂點到底面圓心的

連線會垂直於底面，而斜圓錐頂點到底面圓心的連線不會垂直於底面，本教材只

討論圓錐的一般性質，並不刻意的區分直圓錐或斜圓錐。 

三、柱體和錐體構成要素的分析 

柱體及錐體的構成要素都是頂點、邊和面，生活中的實物構造，屬於標準的

柱體或錐體並不多，大部分實物的外貌都是複合結構，有些部分的截面比較大，

有些部分配有凹凸的裝飾，數學上的描述都是以實物的理想化情境來考慮。 

(一) 角柱 

角柱的構成要素為頂點、邊和面，這些構成要素的個數，分別依其底面的形
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狀而不相同，下面列出角柱頂點、邊和面的個數和底邊的邊數間的關係。 

‧頂點個數＝一個底的邊數×2＝2n(n角柱) 

‧邊的個數＝一個底的邊數×3＝3n 

‧面的個數＝一個底的邊數＋2＝n＋2 

由上面的式子可以知道，n 角柱的頂點個數、邊的個數及面的個數一定會滿

足「頂點的個數(2n)＋面的個數(n＋2)＝邊的個數(3n)＋2」，數學上稱這個算式為

尤拉公式，而尤拉公式對正多面體等立體圖形也成立。 

(二) 角錐 

角錐的構成要素也是頂點、邊和面，其個數也和底邊有密切的關係，下面列

出角錐頂點、邊和面的個數和底邊的邊數間的關係。 

‧頂點數＝底的邊數＋1＝n＋1(n角錐) 

‧邊的個數＝底的邊數×2＝2n 

‧面的個數＝底的邊數＋1＝n＋1 

‧角錐也滿足尤拉公式「頂點的個數(n＋1)＋面的個數(n＋1)＝邊的個數(2n)＋

2」。 

(三) 圓柱 

決定圓柱的要素為底面的大小，以及兩個底面之間的距離，圓柱的粗細由底

面半徑的長短決定，而圓柱的長短或高低由兩個底面的距離決定，因為圓柱底面

圓區域的周界是曲線，側面為曲面，因此本教材不討論圓柱頂點、邊和面個數的

問題。 

(四) 圓錐 

決定圓錐的要素為底面的大小，以及頂點到底面的距離，和圓柱不同的是圓

錐有一個頂點，因為圓錐底面圓區域的周界是曲線，側面為曲面，所以本教材也

不討論圓柱邊和面個數的問題。 
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四、柱體和錐體的展開圖 

在理論上來說，立體的表面是無法展開的，因為立體只是一個形狀，並沒有

厚度，只能透過拓印的方式，依其各面的相關位置，在平面將各個面拓印下來。

為了能較具體地呈現立體各面展開的可能相對位置，本教材所討論的立體展開

圖，是將立體想像成其內部是空心的，用紙做的模型，可以沿著此模型面的邊緣

將其剪開。 

剪出角柱和角錐的展開圖時，必須滿足剪開後相連的面保留有共同的邊，每

一個面至少保留有一個邊和其它的面相連，所有的面要連結成一整塊，可以攤平

成一個平面區域，而且可以再沿著相鄰的邊，摺回成原來的立體等這些條件。角

柱和角錐可以有很多的展開方式，圖 2-7-15 和圖 2-7-16，分別是四角柱兩種不同

的展開圖。 

 

圖 2-7-15 

 

圖 2-7-16 

 

圖 2-7-17 
 

圖 2-7-18 

 

圖 2-7-19 

圓柱和圓錐的底面是平面，側面是曲面，而其底部的圓周是曲線，因此圓柱

和圓錐展開的方式和角柱與角錐不同。如果要讓展開後整個表面都能平攤在平面

上，其底面的周界和側面理論上只能有一個點相連接，無法和角柱與角錐一樣，
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保持一個直的邊相連接，圖 2-7-17 和圖 2-7-18 都是一個圓柱的展開圖，它們可

以透過下列方式剪出：先將兩個底面沿著圓周剪開，使其分別和側面只保持一個

理想化的連接點，再就側面上兩個底的邊緣各選定一個點，將這兩個點連接起來，

如果這兩個點的連線和底面的邊緣不垂直，沿著這條線剪出來的展開圖是圖

2-7-17 圓柱的側邊展開成平行四邊形區域。如果這兩點的連線和底的邊緣垂直，

沿著這條線剪出來的展開圖是圖 2-7-18，圓柱側邊展開成長方形區域，習慣上，

我們都選擇圖 2-7-18 當做圓錐的展開圖。 

圖 2-7-19 是一個圓錐的展開圖，其剪開的方法和圓柱類似，先將底面和側面

沿著底的邊緣剪開，使底面和側面只保持一個理想化的連接點，接著在底的邊緣

上找一點，將這點和頂點連接起來，沿著這條線就能將側面剪成一個扇形。 

直圓錐展開圖中扇形所夾的角度，和直圓錐底面的半徑以及頂點到底面圓周

上任意點的距離(簡稱側邊長)有關係，假設一個直圓錐底面的半徑是 r，側邊的長

是 a，那麼該直圓錐展開圖中的扇形區域，其半徑是 a，弧長是 2πr，假設該展

開圖中扇形的夾角是θ度，因為扇形的弧長和以 a 為半徑的圓周長滿足「2πr：2

πa＝θ：360」的關係，因此可以得到「θ＝360×r÷a」的結果。 

學童不易理解上述公式，因此本教材只要求學童能剪出直圓錐的展開圖，並

不要求學童畫出直圓錐的展開圖。如圖 2-7-20，教師畫直圓錐展開圖的時候應該

注意，當 2r＝a 時，θ會等於 180 度，所畫出的扇形是一個半圓，當 2r＞a 時，

θ會大於 180 度，所畫出的扇形會是一個優扇形(比半圓大)，當 2r＜a 時，θ會

小於 180 度，所畫出的扇形才是一個劣扇形。 
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    (2r＞a)                  (2r=a)                          (2r＜a) 

圖 2-7-20 

五、柱體及錐體教學流程說明 

表 2-7 是本教材關於柱體及錐體的教學活動目標，讀者可參考此表對照教學

流程說明。 

表 2-7 

冊

別 

單

元

活

動 
活動目標 

1 6 2 透過實物並運用學生的語詞，辨認球、圓錐、圓柱、長方體和正方體等圖形。

6 7 5 透過觀察正方體和長方體，經驗正方體有 6個全等的面、12條等長的邊、8

個頂點，長方體有 3對全等的面、3組等長的邊、8個頂點。 

10 7 2 由觀察牆壁和地面(或櫥櫃相鄰兩面)的垂直現象，認識兩平面互相垂直的意

義，並討論長方體上相鄰的面互相垂直的現象。 

10 7 3 由觀察相對的兩個牆壁(或櫥櫃相對兩面)的平行現象，認識兩平面互相平行

的意義，並討論長方體上相對的面互相平行的現象。 

10 7 4 由觀察單槓和地面的平行現象，認識線和面互相平行的意義，並討論長方體

上邊和面的平行現象。 

11 11 1 透過由一堆立體中找出像柱子的立體的活動，認識柱體。 

11 11 2 透過由一堆立體中找出像尖頂的立體的活動，認識錐體。 
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11 11 3 透過觀察角柱的立體模型，知道角柱頂點、邊和面的個數、底面全等、側面

為長方形、側邊一樣長且垂直於底面、底面互相平行、側邊互相平行。 

11 11 4 透過觀察圓柱的立體模型，知道圓柱底面全等、底面互相平行。 

11 11 5 透過觀察角錐的立體模型，知道角錐頂點、邊和面的個數、側面的形狀為三

角形和側面共同的頂點為尖頂的性質。 

在低年級階段，本教材將學童對柱體和錐體的認知定為在 Van Hiele 的第零

層次視覺期，因此在第一冊第六單元活動 2，透過實物辨識球、圓錐、圓柱和長

方體等圖形，並描述圖形的形狀。 

中年級開始，本教材將學童對球的認知定為在 Van Hiele 的第一層次分析期，

在第六冊第七單元活動 5，開始探討柱體的構成要素，透過觀察正方體和長方體，

知道正方體有六個全等的面，十二個等長的邊，長方體有三對全等的面，三組等

長的邊，八個頂點。 

高年級開始，本教材開始探討構成要素之間的關係，第十冊第七單元活動 2、

3、4，分別幫助學童認識長(正)方體上相鄰的面互相垂直的現象，相對的面互相

平行的現象，以及邊和面互相平行的現象。第十一冊第十一單元活動 1、2，分別

在一堆立體中找出像柱子一樣的立體，以及像尖頂一樣的立體，認識柱體和錐體，

活動 3透過觀察角柱的立體模型，知道角柱頂點、邊和面的個數，以及底面全等，

側面為長方形區域，側邊一樣長且垂直於底面，兩底面互相平行，側邊互相平行

等性質。活動 4 透過觀察圓柱的立體模型，知道圓柱底面全等，底面互相平行等

性質。活動 5 透過觀察角錐的立體模型，知道角錐頂點、邊和面的個數，以及側

面為三角形區域，側面的邊都交於同一點的性質。 
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