.

SITZUNGSBERICHTE

DER

RAISERLICHRN ARADRIE DER WISSENSCRARTEN

!

MATHEMATISCE-NATUR%!SSENSGHAFTL]CHE GLASSE,

LXVI. Band.

ERSTE ABTHEILUNG.

6.

Enthiilt die Abhandlungen aus dem Gebiete der Mineralogie, Botanik,
Zoologie, Geologie und Palidontologie.

TIB Hannover licenced customer copy supplied and printed for CEA/Saclay Fourniture de  Documents Bibliotheque DPI/STI/SID/FD, 10/18/10



275

Weitere Studien iiber das Wirmegleichgewicht unter Gas-
molekiilen. -

Von Ludwig Boltzmann in Graz.

(Mit  Hoizxschnitten.)
(Vorgelegt in der Sitaung am 10. October 1872.)

Die mechanische Wirmetheorie setzt voraus, dass sich die
Molekiile der Gase keineswegs in Ruhe, sondern in der {ebhaf-
testen Bewegung befinden. Wenn daher auch der Kirper seinen
Zustand gar nicht verdindert, so wird doch jedes einzelne seiner
Molekiile seinen Bewegungszustand bestiindig veriindern, und
ebenso werden sich die verschiedenen Molekiile gleichzeitig
neben einander in den verschiedensten Zustinden befinden.
Lediglich dem Umstande, dass selbst dic regellosesten Vor-
oiinge, wenn sie unter denselben Verhiiltuissen vor sich gehen,
doch jedesmal dieselben Durchschnittswerthe liefern, ist es zu-
zuschreiben, dass wir auch im Verhalten warmer Korper ganz
hestimmte Gesetze walrnehmen. Denn die Molekiile der Korper
sind ja so zahlreich und ihre Bewegungen so rasch, dass nus nie
ctwas anderes, als jene Durchschnittswerthe wahrnehmbar wird.
Man mochte die Regelmiissigkeit jener Durchschnittswerthe mit
der bewunderuugswiirdigen Constanz der von der Statistik
gelieferten Durchschnittszalilen vergleichen, welehe ja auch aus
Vorgiingen abgeleitet sind, von denen jeder einzelne durch ein
ganz unberechenbares Zusammenwirken der mannigfaltigsten
dusseren Umstinde bedingt ist. Die Molektile sind gleichsam
eben so viele Individuen, welche die verschiedensten Bewe-
gungszustinde haben, und nur dadurch, dass die Anzahl der-
jenigen , welche durchschnittlich einen gewissen Bewegungs-
zustand haben, constant ist, bleiben die Eigenschaften- des
+ases unverindert. Die Bestimmung von Durchschnittswerthen
ist Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Probleme
der mechanischen Wirmetheorie sind daher Probleme der Wahy-

Sitzb. d. mathem.-natursw. Gl LXVI, Bd. TL Abth, 18
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scheinlichkeitsrechnung. Es wiire aber ein Irrthum, zu glauben,
dass der Wimetheoric deshalb eine Unsicherheit anhafte, weil
daselbst dic Lehrsitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung in An-
wendung kommen. Man verwechsle nicht einen unvollstindig
bewiesenen Satz, dessen Richtigkeit in Folge dessen problema-
tisch ist, mit einem vollstindig erwiesenen Satze der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ; letzterer stellt, wie das Resultat je-
des anderen Calelils, eine nothwendige Consequenz gewisser
Priamissen dar, und bestitigt sich, sobald diese richtig sind,
chenso in der Erfalirung, wenn nur geniigend viele Fille der
Beobachtung unterzogen werden, was bei der enormen An-
zahl der Korpermolekiile in der Warmetheorie immer der Fall
ist. Nur scheint es hier doppelt geboten, bei den Schliissen mit
der grossten Strenge zu verfahren. Will man daher nicht blos
beildufige Werthe der in der Gastheorie vorkommenden Grissen
muthmassen, sondern eine exacte Theorie derselben in Angriff
nehmen, so muss vor allem die Wahrscheinlichkeit der ver-
schiedenen Zustinde bestimmt werden, welche an einem und
demselben Molekiile im Verlaufe einer sehr langen Zeit und an
den -verschiedenen Molekiilen gleichzeitig vorkommen, d. h. es
muss berechnet werden, wie sich die Zahl jener Molekiile,
deren Zustand zwischen gewissen Grenzen liegt, zur Gesammt-
anzahl der Molekiile verhiilt. Es wurde dieses Problem bereits
von Maxwell und mir in verschiedenen Abhandlungen behan-
delt, ohne dass jedoch bis jetzt eine vollstindige Liosung gelun-
gen wiire. In der That scheint dieselbe namentlich in dem Falle,
wo jedes Molekill wieder aus melreren materiellen Punkten
(den Atomen) besteht, sehr schwierig, da man die Bewegungs-
gleichungen bereits fiir einen Complex von drei Atomen nicht
mehr zu integriren vermag. Allein bei ndherer Betrachtung er-
weist es sich als doch nicht so unwalrscheinlich, dass sich jene
Wahrscheinlichkeit aus den blossen Bewegungsgleichungen
ohne deren Integration wird ableiten lassen. Denn die zahl-
‘reichen einfachen Gesetze liber das Verhalten der Gase zeigen,
dass der Ausdruck fiir jene Wahrscheinlichkeit gewisse allge-
meine, von der speciellen Natur der Gase unabhingige Eigen-
schaften besitzen muss, und gerade derartige allgemeine
Gesetze lassen sich nicht selten schon aus den blossen Bewe-
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gungsgleichungen ableiten , ohne dass deren Integration dazu
erforderlich wire. In der That gelang es mir, das Problem fiir
(tasmolekiile , "die aus beliebig vielen Atomen bestehen, der
Losung zuzufiihren. Ich will jedoch hier, der besseren Ubersicht
halber, zuniichst den einfachsten Fall behandeln, dass jedes
Molekiil ein einzelner materieller Punkt ist. Hieran schliesse ich
dann erst den allgemeinen, in dem itbrigens die Durchfiibrung
der Rechnung im Wesen ganz dieselbe ist.

I. Betrachtung einatomiger Gasmolekiile.

Sei irgend ein Raum mit sehr vielen Gasmoleklilen er-
fillt, deren jedes ein einfacher materieller Punkt ist. Jede
Molekiil fliege wihrend des grossten Theiles der Zeit gerad-
linig mit gleichformiger Geschwindigkeit fort. Nur wenn sich
zwei Molektile zufillig sehr nahe kommen, beginnen sie auf
einander einzuwirken. Ich nenne diesen Vorgang, wihrend
dessen zwei Molekiile auf einander einwirken, einen Zusammen-
stoss der beiden Molekiile, ohne dass jedoch dabei an einen
Stoss elastischer Korper zu denken ist; die wihrend des Zu-
gammenstosses wirksamen Kriifte konnen vielmehr ganz belie-
big sein. Selbst wenn zu Anfang der Zeit alle Molekille die-
selbe Geschwindigkeit besessen hitten, wiirden sie dieselbe im
Verlaufe der Zeit nicht immer beibehalten. In Folge der Zusam-
menstosse werden vielmehr einige Molekille grissere, andere
kleinere Geschwindigkeiten annehmen, bis sich endlich eine
solche Vertheilung der Geschwindigkeiten unter den Molekiilen
_hergestellt hat, dass dieselbe durch die Zusammenstosse nicht
weiter verindert wird. Bei dieser schliesslich sich herstellenden
Geschwindigkeitsvertheilung werden im Allgemeinen alle mog-
lichen Geschwindigkeiten von Null bis zu einer sehr grossen
Geschwindigkeit vorkommen. Die Zahl der Molekiile, deren
Geschwindigkeit zwischen » und v+ dv liegt, wollen wir mit
F(v)dv bezeichnen. Dann bestimmt uns also die Function F die
. Geschwindigkeitsvertheilung vollstindig. Fiir den Fall einato-
miger Molekiile, den wir jetzt betrachten, fand bereits Max-
well fir F(v) den Werth 4v*¢—2", wobei 4 und B Constanten
sind, so dass also die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen
' 18%
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Geschwindigkeiten durch eine #hnliche Formel gegeben wird,
wie die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen Beobachtungs-
fehler in der Theorie der Methode der kleinsten Quadrate. Der
erste Beweis jedoch, den Maxwell fiir diese Formel gab, wird
von ilm selbst als unrichtig bezeichnet. Spater gab er zwar
einen sehr eleganten Beweis dafiir, dass, wenn man die obige
Geschwindigkeitsvertheilung einmal unter den Glasmolekiilen
hergestellt hat, dieselbe in der That durch die Zusammenstisse
nicht weiter verindert ‘wird. Er sucht auch zu beweisen, dass
es die einzige Geschwindigkeitsvertheilung von der betrachteten

Eigenschaft ist. Allein der letztere Beweis scheint mir wieder
Fehlschliisse zu enthalten®. Es ist somit noch nicht bewiesen,

1 Erstlich sollte Maxwell eigentlich beweisen, dass ebeu so oft
ein Paar vou Molekiilen ihre Geschwindigkeit von 04, OB in 04, OB’
verwandeln, wie umgekehrt, withrend er thatsiichlich nur davon spricht,
dass ein Molekiil eben so oft seine Geschwindigkeit von 04 in 04, als
von OA' in 04 verwandelt; dann behauptet Maxwell, dassj wenn die
Geschwindigkeit 04 Ofter in 04’ als ungekehrt iibergehe, um ebenso-
viel oOfter die Geschwindigkeit 04’ in 04" als umgekehrt iibergehen
miisse, weil sonst die Anzahl der Molekiile mit der Geschwindigkeit 0.4’
nicht constant bleiben kinnte, welcher Schluss nur erlaubt wire, wenn
die Geschwindigkeit 04’ in gar keine andere, als 04 und 04" iiber-
gehen konnte. In der That kann nur geschlossen werden, dass.eine
oder mehrere Geschwindigkeiten 04", 04", .. existiren, in welche die
Geschwindigkeit 04’ Ofter iibergeht, als umgekehrt. Um endlich zu be-
weisen, dass es nicht mdéglich sei, dass die Geschwindigkeit eines Mole-
kiils ofter von 04 in 04" als umgekehrt {ibergehe, sagt Maxwell, das-
selbe mitsste sonst eine in sich zuriicklaufende Reihe von Geschwindig-
kéiten 04, 0.’, 0A”...04 lieber in der einen, als in der wngekehrten
Ordunung durchlaufen. Dies konne aber nicht sein, denn es liesse sich
kein Grund angeben, behauptet er, weshalb das Molekiil diesen Cyclus
lieber in der einen als in der anderen Ordnung durchlaufe. Diese letz-
tere Behauptung aber scheint mir das zu beweisende als schon bewie-
sen anzunehmen. Denn nchmen wir bereits als bewiesen an, dass sich
die Geschwindigkeit eines Molekiils eben so oft von 04 in 04, wie um-
gekehrt, verwandelt, dann wiire freilich kein Grund, warum es diesen
Cyclus lieber in der einen, als in der anderen Ordnung durchlaufe. Neh-
men wir dagegen den zu beweisenden Satz noch nicht als- erwiesen an,
80 wire gerade die Thatsache, dass sich die Geschwindigkeit eines Mo-
lekiils lieber von 04 in 04’; als umgekehrt, liecber von 04’ in 04", als
von 04”7 in 04" u.s. w. verwandelt , der Grund, weshalb dasselbe jene
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dass, wie immer der Zustand des Gases zu Anfang gewesen sein
mag, er sich immer dieser von Maxwell gefundenen Grenze
nidhern muss. Es konnte sein, dass es ausser dieser noch ver-
schiedene andere mbgliche Grenzen gibt. Dieser Beweis gelingt
aber leicht mittelst der Anffassungsweise des Problems, zu deren
Auseinandersetzung ich jetzt schreiten will, und welehe zudem
den Vortheil bietet, dass sie sich direet auf mehratomige Mole-
kiile, also auf den in der Natur wahrscheinlich allein vorkom-
menden Fall iibertragen lisst.

Ich beginne damit, das Problem nochnals genau zu defini-
ren. Gesetzt also, wir hiitten irgend ecinen Raum &, in demsel-
ben befinden sich sehr viele Gasmolekitle. Jedes Molektil ist ein
einfacher materieller Punkt, der sich in der bereits geschilder-
ten Weise bewegt. Wihrend des grossten Theiles der Zeit fliegt
er geradlinig mit gleichformiger Geschwindigkeit fort. Nur
wenn sich zwei Molekiile sehr nahe kommen, beginnen sie auf
einander zn wirken. Das Wirkungsgesetz der Kriifte, die wih-
rend eines Zusammenstosses wirksam sind, muss uns natiirlich
gegeben sein. Ieh will aber beziiglich desselben gar keine be-
sehrinkende Annahme machen. FEs kann nuns gegeben sein,
dass zwei Molekiile wie elastisehe Kugeln von einander abpral-
len; es kann uns aunch jedes beliebige andere Wirkungsgesetz
gegeben sein. Bezliglich der Gefiisswiinde, welche das Gas um-
schliessen, will ich jedoeh voraussetzen, dass die Molekiile an
denselben wie elastische Kugeln refleetirt werden. Es wirde da
auch jedes beliebige Wirkungsgesetz dieselben Formeln liefern,
Aber es vereinfacht die Sache, wenn wir uns tiber das Gefiiss
diese specielle Vorstellung machen. Wir stellen uns nun fol-
gendes Problem: Es sci zu Anfang der Zeit also fiir ¢ =0,
der Ort, dic Geschwindigkeit und die Geschwindigkeitsrich-
tung jedes unserer Molekiile gegeben. Es wird gefragt, wel-
ches ist der Ort, die Geschwindigkeit und die Geschwindig-
keitsrichtung jedes Molekiils nach Verlauf einer belichigen

Reihe von Geschwindigkeiten lieber in der Ordnung 04, 04’, 04" ...
04, als in der .umgekehrten durchiaufen wiirde. Beide Vorginge sind ja
nichts weniger als identisch. Es kann daher auch nicht a priori auf ihre
gleiche Wahrscheinlichkeit geschlossen werden.
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Zeit ¢t. Da uns die Gestalt des Gefisses B, sowie das Wir-
kungsgesetz der wihrend der Zusammenstosse wirksamen Krifte
gegeben ist, so ist dieses Problem natiirlich ein vollstindig
bestimmtes. Es ist jedoch klar, dass es in dieser Allge-
meinheit nicht vollstindig auflosbar ist. Die Losung wird aber
eine viel leichtere, wenn wir an die Stelle dieses ganz allge-
meinen Problems nur ein etwas specielleres setzen. Nur zwei
ganz in der Natur der Sache liegende Beschrinkungen wollen
wir da hinzunehmen. Es ist zuniichst klar, dass nach Verlauf
einer sehr langen Zeit fiir die Geschwindigkeitsrichtung eines
Molektils jede Richtung im Raume gleich wahrscheinlich sein
wird. Handelt es sich daher blos darum, die nach langer Zeit
sich herstellende Geschwindigkeitsvertheilung zu finden, so
kinnen wir annehmen, dass schon zu Anfang jede Geschwin-
digkeitsrichtung gleich wahrscheinlich gewesen sei. Es kann
der allgemeinste Fall auf keine anderen schliesslichen Zustands-
vertheilungen ftihren, als dieser speciellere. Dies sei die erste
Beschrinkung, welche wir machen wollen. Die zweite sei, dass
die Geschwindigkeitsvertheilung schon zu Anfang der Zeit eine
gleichftrmige gewesen sei. Ieh muss da zunichst erkliren, was
ich unter einer gleichférmigen Geschwindigkeitsvertheilung ver-
stehe. Es wird fiir die Folge besser sein, statt der Geschwin-
digkeit die lebendige Kraft eines Molektils einzufiihren. Thun

wir das gleich jetzt. Es sei @ die lebendige Kraft eines unserer
L mer | .
Gasmolekiile, so dass also aw==-—— ist. R ist der gesammte

2
Raum, in dem unser Gas eingeschlossen ist. Construiren wir in
diesem Raume R ecinen kleineren (» will ich iln nennen), des-
sen Gestalt ganz beliebig ist, dessen Volumen aber gleich eins
sein soll. Wir setzen voraus, dass im Raume » noch immer sehr
viele Molekiile sind, dass also seine Dimensionen gross gegen
die mittlere Distanz zweier Nachbarmolekiile sind, worin keine
Beschriinkung liegt, da wir ja die Volumeinheit so gross wiihlen
komnen, als wir wollen. Die Anzahl der Moleklile im Raume »,
deren lebendige Kraft zur Zeit ¢ zwischen a und a-+dx liegt,
will ich mit f{a, )da bezeichnen. Dieselbe wird im Allgemei-
nen davon abhiingen, wo ich den Raum » im Raume R con-

struire. Es kiinnten sich z. B. rechts im Raume R die schnelleren,



Uber das Wiirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen. 281

links die langsameren Molekille befinden. Dann wiirde die An-
zahl f{w, f)dx verschieden ausfallen, je nachdem ich den Raum
r rechts oder links im Ranme R construire. Wemn nun dies
nicht der Fall ist, wenn die Anzahl f(i, ¢) do zu einer gegebe-
nen Zeit vollkommen gleich ausfillt, wo immer ich den Raum »
im Ranme R construiren mag, so sage ich, die Vertheilung der
lebendigen Kraft sei zur Zeit ¢ eine gleichformige, d. h. also
nichts anderes, als die Molekitlle mit den verschiedenen leben-
digen Kriften sind gleichformig unter einander gemischt. Es
sind nicht rechts die sehnelleren, links die langsameren, oder
umgekehrt. Es ist da wieder klar, dass nach Verlauf einer sehr
langen Zeit die Vertheilung der lebendigen Kraft eine gleichftr-
mige wird; denn dann ist ja jeder Ort im Gase gleichbercehtigt.
Die Wiinde stéren nicht, da an ihnen die Molekiile wie ela-
stische Kugeln reflectirt werden; also gerade so von ihnen zu-
riicktreten, als ob der Raum jenseits der Winde von gleich
beschaffenem Gase erfiillt wire. Wir kénnen daher wieder an-
nehmen, dass schon zu Anfang der Zeit die Geschwindigkeits-
vertheilung eine gleichférmige war. Dies, sowie die gleiche
Wahrscheinlichkeit jeder Geschwindigkeitsrichtung zu Anfang
der Zeit sind die beiden beschrinkenden Annahmen, unter
denen wir zunichst das Problem behandeln werden. Es ist klar,
dass diese beiden Bedingungen dann auch fiir alle folgende Zeit
erfiillt sein werden, dass also der Zustand des Gases zur Zeit ¢
durch die Function f{w, ¢) vollstindig bestimmt ist. Gegeben sei
uns der Zustand unseres Gases zu Anfang der Zeit, also f{z,0).
Gefunden soll werden der Zustand nach Verlauf einer heliebigen
Zeit ¢, also f(v, ). Der Weg, den wir da einschlagen werden,
ist derselbe, den man in iihnlichen Fdlfén immer einschliigt.
Wit berechnen zuerst, um wie viel sich die Funetion fla, /) wih-
rend einer sehr kleinen Zeit r verindert; hiedureh erhalten wir
zaniichst eine partielle Differentialgleichung tiir £, £); dieselbe
muss dann so integrirt werden, dass f fiir £ =0 den gegebenen
Werth f(a,0) annimmt. Wir haben also jetzt eine doppelte Auf-
gabe vor uns, erstens die Aufstellung der partiellen Differential-
gleichung und zweitens deren Integration. Wenden wir uns
zuerst an die erste Aufgabe. fla,f)de ist die Zahl der Molekiile
in der Volumeinheit, deren lebendige Kraft zur Zeit 7 zwischen
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a und w—+-dr liegt. So lange ein Molekiil mit keinem andern
znsannnenstosst , behidlt es seine lebendige Kraft unveriindert
bei. Wiirden also keine Zusammenstosse erfolgen, so wiirde
sich die Zahl der Molekiile, deren lebendige Kraft zwisehen
und x—+dwx liegt, also flw,f) gar nicht dndern; diese Funetion
dndert sich blos dureh die Zusanmmenstosse. Wollen wir daher
die Verdnderung dieser Funetion wiihrend einer sehr kleinen
Zeit - crfahren, so mitssen wir die Zusammenstosse wihrend
dieser Zeit der Betrachtung unterziehen. Betrachten wir einen
Zusammenstoss, vor welchem die lebendige Kraft des einen der
stossenden Molekiile

zwisclien @ und a—dr,
die des andern
zwischen @' und a'—-da

liegt. Dadurch ijst nattirlich die Natur des Zusammenstosses
noch keineswegs vollkommen bestimmt. Je nachdem derselbe
ein centraler oder mehr oder weniger schiefer ist, kann viel-
mehr die lebendige Kraft des einen der stossenden Molekiile
nach dem Zunsammenstosse noch gar maunigfaltige Werthe
haben. Setzen wir voraus, dieselbe liege nach dem Zusammen-
stosse

zwischen & nnd &—-dg;
dann ist aber die lebendige Kraft des 2. Molekiils nach dem Zu-

sammenstosse bestimmt. Bezeichmen wir letztere mit &7, so ist
niimlich nach dem Principe der Erhaltung der lebendigen Kraft

- =E-+&'; 1)

dic Smmme der lebendigen Kraft beider Molekiile vor dem Stosse
ist gleich der Summe der lebendigen Kraft beider Molekiile
nach demselben. Wir konnen uns die Grenzen, zwischen denen
die unseren Zusammenstoss charakterisirenden Variabeln liegen,
durch folgendes Schema darstellen:

« /
vor dem Stosse . ., a—-da 2, a'4-da” A)
nach g oe & E—pmds



Uber das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen 283

Unter der Rubrik e steht die lebendige Kraft des einen,
unter der Rubrik 4 die der anderen der zusammenstossenden
Molekiile. Es fragt sich jetzt, wic viele Zusammenstisse ge-
schehen , wihrend der Zeit ¢ in der Volumecinheit so, dass
die lebendige Kraft der stossenden Molekiile zwischen den durch
das Schema A) dargestellten Grenzen liegt. Die Anzahl dieser
Zusammenstosse soll mit #n bezeichnet werden. Die Bestim-
mung dieser Zahl dn kann nur in recht weitlinfiger Weise
durch Betrachtung der relativen Geschwindigkeit beider Mole-
kiile geschehen. Da diese Betrachtung ausser ihrer Weitliuntig-
keit nicht die mindeste Sehwierigkeit, aber auch kein heson-
deres Interesse hat, und ibr Resultat so einfach ist, dass man
fast sagen michte, es verstehe sich von selbst, so will ich mich
begniigen, hier dieses Resultat mitzutheilen. Dasselbe besteht
in Folgendem: Diese Anzall dn ist erstens. proportional der
Zeit 7; je linger diese Zeit « ist, desto mehr Zusammenstosse
der betrachteten Art erfolgen wihrend derselben; matiirlich nur
so lange © sehr klein ist, so dass sich der Zustand des Gases
wihrend « nicht merklich dndert. Zweitens ist dn proportional
der Girosse f(x, f)dx; dies ist ja die Zahl der Molekiile in der
Volumeinheit, deren lebendige Kraft zwischen @ und a—+da
liegt; je melr solcher Molekiile sich in der Volumeinheit befin-
den, desto ofter stossen sie in der betrachteten Weise zusam-
men. Drittens ist dn proportional f{w, £)da’; denn was von dem
einen der zusammenstossenden Molekiile gilt, gilt natiirlich aunch
vom andern. Das Produet dieser drei Grossen muss noch multi-
plicirt werden mit einem gewissen Proportionalititsfactor, von
dem man leicht einsieht, dass er unendlich klein, wie &£ sein
muss. Derselbe wird im Allgemeinen von der Natur des Zusam-
menstosses, also von den, den Zusammenstoss bestimmenden
Grossen @, 2’ und £ abhingen. Wir wollen, um alles dies aus-
zudriicken, den Proportionalititsfactor mit d&.y(x, 2, £) bezeich-
nen, so dass wir also haben:

dn=rx.f(x, O)da . flx', OHde’ . ded(x, v, £). 2)

Dies ist das Resultat, zu dem die exacte Betrachtung des
Vorganges des Zusammenstosses fiihrt, dureh welehe sich natiir-
lich auch die Funetion ¢ bestimmen lLisst, sobald das Wirkungs-
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gesetz der Molekiile gegeben ist; denn diese Function { hingt
natiirlich von dem Wirkungsgesetze ab. Da wir jedoch diese
Function { nicht brauchen werden, so wire ihre Bestimmung
hier tiberflissig. Wir wollen jetzt in dem durch die Gleichung 2)
gegebenen Ausdrucke fiir dn die Grosse x constant lassen, nach
2’ und & aber iiber alle méglichen Werthe dieser Grossen inte-
griren, d. h. beziiglich £ von Null bis x+a’, bezliglich »* von
Null bis co. Das Regultat dieser Integrationen bezeichne ich mit
{dn; so ist also: '

z-+x'

Jdn=rf{x, t)da ij &' )42, &', &) d'dE.

Da « fitr die beiden Integrationen als constant zu betrach-
ten ist, so konnen wir f(w,¢) auch unter die beiden Integral-
zeichen schreiben, und erhalten:

I dn=rdz {mr;-(fv, Hf (@' ) (e, v, &) da'dE. ? - 3)
0

0

2 Anstatt die Grenzen eines bestimmten Integrales wirklich hinzu-
schreiben, kann man dieselben noch in verschiedener Weise bestimmen,
z. B. durch Ungleichungen. In dem bestimmten Integrale der Formel 3)
ist a als Constante zu betrachten. Die heiden Integrationsvariabeln sind
a’ und &; dieselben kionnen nur positive Werthe inclusive Null anneh-
men, denn es sind lebendige Kriifte; und zwar muss auch a+a'—£50
sein; denn a+a’—¢& ist die lebendige Kraft des 2. Molekiils nach dem
Zusammenstosse; anderseits ist klar, dass alle positiven &’ und §, fiir
welche anch a--a'—£ positiv ausfillt, moglichen Zusammenstdssen ent-
sprechen; also innerhalb der Integrationsgrenzen liegen. Die 3 Unglei-
chungen )

50, &0, a+2—E50 3a)

definiren uns also ebenfalls die Integrations-

, B grenzen des Integrales der Formel 3) unzwei-

deutig. Es empfiehlt sich diese Methode der

Grenzbestimmung dadurch, dass sie die Rech-

{"" nung oft bedeutend abkiirzt. Eine dritte Me-
A thode der Grenzenbestimmung ist die geome-
trische. Man trigt die Integrationsvariabeln auf
0 , rechtwinkeligen Coordinatenaxen auf und be-
X' stimmt die Fliche, iiber welche zu integriren
ist. Tragen wir in unsercm Falle auf der Abscissenaxe 0N die Variable a,

I<L
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Was ist nun diese Grisse {drn? Wir haben @ constant ge-
lassen, Die lebendige Kraft eines Molekiils vor dem Stosse
bieibt also zwischen den Grenzen 2 und wx—+da eingeschlossen.
Beziiglich aller iibrigen. Variabeln aber haben wir iber alle
moglichen Werthe derselben integrirt. Alle fibrigen Variabeln
sind also keiner beschriinkenden Bedingung mehr unterworfen.
Es ist also [dn einfach die Zahl der Zusammenstosse, weiche in
der Volumeinheit wihrend der Zeit r so geschehen, dass vor
denselben die lebendige Kraft eines Molekiils zwischen @ und
x—+dx liegt. Durch jeden dieser Zusammenstoss verliert ein
Molektil diese lebendige Kraft, folglich wird durch jeden
dieser Zusammenstisse die Zahl der Molekiile, deren leben-
dige Kraft zwischen 2 und @+ dw liegt, um eins vermindert .
Im Ganzen geschehen wihrend der Zeit =z in der Volumeinheit
jdn solcher Zusammenstisse. Im Ganzen wird also jene Zahl
um [dn vermindert. Die Zahl der Molekiile in der Volumein-
heit, deren lebendige Kraft zur Zeit ¢ zwischen x und x—+duo
lag, ist aber, wie wir wissen, f(x,¢)dx; wihrend der Zeit «
wird sie in Folge der eben betrachteten Zusammenstisse nm
[ dn vermindert, wir miissen also [dn von f{a, t)da abziehen.
Wir haben bis jetzt blos die Zusammensttsse beriicksichtigt,
durch welche cin Moleklil eine lebendige Kraft, die zwischen

anf der Ordinatenaxe. 0= die Variable £ auf, so erhalten wir die Fliche,
itber welche zu integriren ist, indem wir 0A=a machen, und die Ge-
rade 4B ins Unendliche und unter 45° gegen die Coordinatenaxen ge-
neigt ziehen. Das unendliche Trapez X' 0AB ist dann die Fliche, iiber
welche die Integration zu erstrecken ist. Die letztere Art, die Grenzen
darzustellen, zeichnet sich namentlich durch ihre grosse Anschauiich-
keit aus.

'3 Ausgenommen sind hievon jene Zusammenstdsse, bei denen auch
nach dem Stosse die lebendige Kraft eines oder gar beider Molckiile
zwischen a und a+da liegt. Man sieht jedoch leicht, dass die Zahl die-
ser Zusammenstdsse, sowie auch derjenigen, vor denen die lebendige
Kraft beider Molekiile zwischen x und ‘z+dx liegt, durch welche also
gleichzeitiz zwei Molekiile dicse lebendige Kraft verlieren, unendlich
klein héherer Ordnung ist, also vernachlissigt werden darf. Die ersteren
Zusammenstisse, welche wir jetzt unberechtigter Weise subtrahiren, sind
tibrigens zudem aunch in j dv enthalten, und werden daher thedies spitter
wieder hinznaddirt.
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@ und w-~de liegt, verliert, durch welche also f(a, )dx ver-
mindert wird. Wir miissen jetzt noch jene betrachten, durch
welche ein Molekiil eine solehe lebendige Kraft gewinnt, dureh
welche also flw, f)de vermehrt wird. Bezeichmen wir die Zahl
dieser letzteren Zusammenstdsse mit [dv, so muss also [dv zu
fla, t)de addirt werden; in der Fumme

fix, t)d;trﬁ—j'(lrz+_f . 4)

ist das erste Glied der Zahl der Molekiile in der Volumeinheit,
deren lebendige Kraft zur Zeit ¢ zwischen a und o—+da lag;
davon ist subtrahirt die Zahl der Molekitle, welche wiihrend
der Zeit r diese lebendige Kraft verlieren, addirt die Zahl
der Molekiile, welche wiihrend der Zeit = diese lebendige
Kraft gewinnen. Das Resultat ist offenbar die Zahl der Mole-
ktile, welche zur Zeit -+t diese lehendige Kraft haben, also
fl, t-+1)de. Wir erhalten somit: *

(2, t+)de = fl, Odv — [ dn—+ [ dy. B

Es muss noch {dv bestimmt werden. [dv ist die Zahl der
Zusammenstosse in der Volaumeiuheit withrend der Zeit =, nach
denen die lebendige Kraft cines Molckiils zwischen @ und
a—+dr liegt. Wir miissen also jetzt fiir die lebendige Kraft vor
dem Stosse eine andere Bezeichnung withlen. Sei also ‘etwa oy
die Zall der Zusammenstisse, welche in der Volumeinheit wih-
rend der Zeit ¢ so geschehen, dass vor denselben die lebendige
Kraft des einen Molekiils zwischen # und w~-du, die des ande-
ren zwischen ¢ und »#--dv liegt, nach dem Stosse aber die des
einen Molekiils zwischen @ und a+da liegt. Die lebendige
Kratt des anderen Molek#ils nach dem Stosse ist natiirlich hie-
durch wieder bestimmt. «v ist also die Zahl der Zusammenstisse,
welche, entsprechend dem frither mit A) bezeichneten Schewa,
durch folgendes Schema charakterisirt sind :

it b

vor dew Stosse. . w, u—du v, r-+—dr - B)
nach R (S A
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Man sieht sogleich, dass sich die jetzt bLetrachteten Zu-
sammenstosse von den frither betrachteten, durch das Schema A)
dargestellten blos darin unterscheiden, dass jetzt die lebendigen
Kriifte vor und nach dem Zusammenstosse duarch andere Buch-
staben ausgedriickt sind. Die Anzahl dv der jetst betrachteten
Zugammenstosse kann also aus der Zahl dn der frither Letrach-
teten durch blosse Buchstabenvertanschnng gefunden werden.
Und zwar muss, wie man leicht (am hesten durch Vorg]elchung
der beiden Schemata) sieht, jetat

u statt w, o statt @', @ statt g
ebenso N 9)
du statt da, dv statt da’, de statt deg

gesetzt werden. Die Anzahl der frither betrachteten Zusammen-
stosse hiess dn und war durch die Gleichung 2) gegeben. Neh-
men wir darin die Buchstabentauschung (") vor, so erhalten wir
dv. Es ist also

v =1 f{u, ) du fle,O)dv da . L(u, v, x).

Hier wollen wir wieder & constant lassen; bezliglich « und
v aber tiber alle moglichen Werthe dieser Grissen integriren.
Das Resultat

vda [ flu, €) f{e, €) (1, v, 2)du dv

ist die Zahl der Zusammeustdsse in der Volumeinheit wihrend
der Zeit v, nach denen die lebendige Kraft cines MoleRtls zwi-
schen @ und w—+dx liegt (denn nach allen anderen Variabeln
wurde iiber alle mioglichen Werthe integrirt), also die Zahl der
Zusammenstosse, durch welche ein Molekill eine lebendige Kraft
gewinnt , die zwischen & und w--da liegt; genau jene Zahl,
welche wir schon frither mit [dv bezeichneten *. Thun wir dies
wieder, so erhalten wir also:

fdv=rdx {] flu,t) f{v, 6) b(u, v, 2)du dv. 6)

% Man konnte glauben, dass wir hier die Zusammenstisse vergeg-
sen haben, nach denen die lebendige Kraft des zweiten der stossenden
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Es entsteht noch die Frage nach den Grenzen des Doppel-
integrals . Wenn w> @ ist, so kaun ¢ alle moglichen Werthe

Molekille zwischen 2 und a4 da liegt. Sei fiir einen solehen Stoss
w=u;, v=v,. Da wir beziiglich # und » iiber alle moglichen Werthe inte-
grirt haben, so haben wir anch den Stoss, fiir welchen w=v,, v=u, ist,
und nach dem Stosse die lebeundige Kraft des ersten Molekiils zwischen
a und x+da liegt, in das Integrale aufgenommen; dies ist aber genau
der Fall, den wir eben vergessen zu haben fiirchteten. Denn welches wir
als das erste, welches als das zweite Molekiil auffassen, ist gleichgiltig.
Alle diese Zusaminenstisse sind a#lso in unserem Integrale schon mit-
beriicksichtigt, nur tritt dabei « an die Stelle von ¢ und wmngekehrt.
Wollte man noch ein zweites Integrale beifiigen, das die Stosse enthiilt,
nach denen die lebendige Kraft des zweiten Molekiils zwischen o und
x-dx liegt, so miisste dafiir im Doppelintegrale jede Ambe aus Wer-
then von » und » oline Permutation genommen, also nach » von Null
(resp. x—u) bis », nach » von Null bis co integrirt werden. Nur jene
Fille, wo die lebendige Krait beider Molekiile nach dem Stosse zwi-
schen & und a—+dx liegt, haben wir nicht, wie es sein sollte, doppelt
gezidhlt, was aber kein Fehler ist, da jene Zahl unendlich klein hdherer
Ordnung ist.

5 Bestimmen wir die Grenzen nach der in der Anmerkung 2 an-
gedeuteten Methode, so erhalten wir zur Grenzbesttmmung die Unglei-
chungen

U, 50, w+v—aso.

Fithren wir jetzt beliebige neue Variabeln p, ¢ ein, so ist bekanntlich

dp dg
dpdg =X+ = an Ty Sudv.

Im speciellen Falle, dass wir p=u-}-v—a, g=u setzen, ist die Functio-
naldeterminante glelch eins (sie ist natiirlich posmv zu nehmen); ferner
wird in diesem Falle

r=p+ax—q.
Es geht daher die Gleichung 6) iiber in
fdv=rtda ([ flq, &) . flp+x—g, ) . Y(g, p+T—0, ) dpdy.

Und die Ungleichungen, welche die Grenzen bestimmen, gehen in fol-
gende iiber:
Q§U ’ P+3'—'Q§O: P—S—O'

Nun kénnen wir im Integrale die Variabeln bezeichnen, wie wir wollen,
wenn wir nur dieselbe Bezeichnungsverinderung auch in den Ungleichun-
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- von Null bis Unendlich durchlaufen; ist aber u<<a, so kann »
nicht kleiner als x—u werden, weil sonst u—+v—a, was ja die
lebendige Kraft des zweiten Molekiils nach dem Stosse ist,
negativ wiirde. Wenn also w<<x ist, so durchlauft » alle Werthe
von z—u bis Unendlich. Es muss also schon das Integrale nach
u in zwei zerlegt werden. Eines von Null bis #, das andere von
2 bis Unendlich. Im ersten ist beztiglich » von #—u bis Unend-
lich, im zweiten von Null bis Unendlich zu integriven. Die For-
mel 6) geht also nach richtiger Grenzenbestimmung #ber in

folgende:
jdv:—._'rdwj r fQu, O v, £) b(u, v, @)du dv
0 Yr—u 7)
~+rdr j () flo, €©) U(u, v, 2)du dv.
x 0
Wir wollen jetst statt » die neue Variable '
. W=U~+V— 8)

einfiihren, so dass also v==w—+w—u ist. Da bei der Integration
nach v sowohl « als anch & als constant zu betrachten sind, so
folgt aus der Formel 8) dw==dv. Es ist also nach richtiger
Grenzbestimmung der Integration beaztiglich 1

gen vornehmen. Verwechseln wir die Buchstaben p, ¢ mit o', £, so er-
halten wir alse

[ dv=rda [[ [ (& ) fa+a'—E, OY(E, wra'—E, z)dv'dE.
Und die Grenzen sind bestimmt durch
TS0, E50, e+ —£S0;
also wieder durch die Ungleichungen‘ 3a), die auch die Grenzen in der
Formel 3) bestimmten. Wenn wir also zum Schlusse den Integralzeichen
die Grenzen wieder anhiingen, so stimmt die letzte Formel mit der For-

mel 11) des Textes, welche wir also hier auf einem kiirzeren Wege ge-
wonnen haben. '
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[dv=rxdux r Jo;(rz, £) /(;é—i—- w— 1, £) Y1y ¥ -+=10 — 1, 2l dw
EAURCN -
9)
T dr J J fQu, ) fle—-w—un, €) b, & —4-1w—., 2)di dv.

tt—x

Da diese Iutegrale eine einfache Summirung einer Anzahl
von Stossen darstellen, so konnen wir die Integrationsordnung
ohue weiteres numkehren. Dadurch geht das erste Doppelinte-
grale der Formel 9) fiber in folgendes :

Jwr/ (e, ) fla-—w—un, £) b(u, &= 10—, 2)dw du. 10)
]

Bei dem zweiten ist die Bestimmung der nenen Integrations-
grenzen nicht ganz so einfach. Wir wollen dieselben durch geo-
metrische Betrachtungen gewinnen. Wir tragen aut der Ab-
seissenaxe QU dic Werthe von «, auf der Ordinatenaxe OW die
von « auf, a ist bei der Integration counstant. Machen wir
OA=x und ziehen durch 4 die beiden unbegrenzten Geraden
AB parallel OW, und AC
unter 45° gegen die Coor- W - B
dinatenaxen geneigt. In dem
zweiten Doppelintegrale der
Formel ) war nach « von -
a bis Unendlich, also vom
Punkte 4 an bis ins Unend-
liche beziiglich w von w—a
bis oo, also von der Geraden 4C angefangen bis ins Unend-
liche zu integriren. Die gesammte Integration war also tiber
das unbegrenzte Dreieck zu erstrecken, welches in der Figur
schraffirt ist. Und nun ist es leicht, die Grenzen zu bestim-
men, wenn zuerst nach », dann nach w integrirt wird. Fiir
ein gegebenes w, also z B. w=0D ist beziiglich « von
DE bis DF, also von . bis -+ w zu integriren. Beziig-
lich w geht dann die Integration von Null bis Unendlich.
Das zweite Doppelinfegral der Formel 9) verwandelt sich
al=o in
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“+w
[ r f(u, t) fle—w—u, £) Y(u,w—-w—1u, 2)dw du. -
SO Yy

Es vereinigt sich, wie man sieht, mit dem ersten in For-
mel 10) gegebenen, zu einem einzigen Doppelintegrale. (Dax
erste stellt nebenbei bemerkt dic Integration tber das unbe-
grenzte Rechteck WOAB unserer Figur dar.) Die Wiedervereini-
gung beider Doppelintegrale liefert :

00 p-to
fdv=sdx J [l ) [l 10—, £) Do, v —4-w—u, &) dw die.

[T

Um diesen Ausdruck gleichférmiger mit dem durch For-
mel 3) gegebenen Ausdrucke fiir {dn zu machen, will ich
statt 2 den Buchstaben 2, statt « den Buchstaben £ schrei-
ben. Bekanntlich kann man ja in cinem bestimmten Integrale
die Variabeln, nach denen zu integriren ist, bezeichnen, wie
man will, wenn nur die Grenzen dieselben bleiben. Dadurch
ergibt sich '

00 -~
[ dv=rdx J A& Of(w+a'—g O P(§ v +a'—E& 2)da'dE. 11)
0~

Bevor wir die beiden fiir {dn und [dv gefundenen Werthe
in die Gleichung 5) substituiren, wollen wir jene Gleichung noch
etwas transformiren. Entwickeln wir ilre linke Seite nach dem
Taylorschen Lehrsatze, so ergibt sich |

fl)de+ --[{ ‘) tdw—+At*de=f{x, ) de—[dn-+[dv ,

wobei 4 irgend eine endliche Grisse ist, und daraus

of(w, t) jdv fdn
of tdr  tdv

—Ar,

also nach Suobstitution der Werthe 3) und 11) flir [ dn
und | dv
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXVI. Bd. 11 Abth. 14
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3/(;, i r’ ;"(E, O fix+a'—& 6 (& v+a'—& x)dv' dé—
070

o0 22’

— J J Ha, €) 'y 6) Yy, €) da'dé— A=
00

Da alles bis auf A+ endlich ist, kann dasselbe vernachlis-
sigt werden. Ferner konnen die beiden Integrale in eins zusam-
mengefasst werden, da ja Integrationsvariabeln und Grenzen in
beiden dieselben sind. Dadurch ergibt sich:

P88 ("TTre 0 fiwra—t 0 4(E v-a'—&a)—

0 oo 12)

—fl, ) (&, ) Y@, &', §)| da'di.

Dies ist die gesuchte partielle Differentialgleichung, wel-
che das Gesetz der Veriinderung der Funection f bestimmt. Sie
bedarf jedoch noch einer Transformation, zu welcher wir die
beiden durch folgende fiir beliebige #, #' und £ giltige Glei-
chungen ausgedriickten Eigenschaften der Function ¢ brauchen
werden : ' |

Yz, 2, &) =Y(a, @, a-+a'—E) 13)

V wa (@, @, &) = | {(z+a"—E) Y& @ +a'—E, @), 14)

wobei selbstverstindlich alle Wurzeln mit dem positiven Zeichen
zu nehmen sind; die ¢ sind auch wesentlich positive Grossen.
Die erste dieser beiden Gleichungen lésst sich leicht beweisen.
Sei dn’ die Zahl der Zusammenstosse, welche in der Volumein-
heit wihrend der schon frither mit = hezeichneten sehr kleinen
Zeit so geschehen, dass vor denselben die lebendige Kraft des
ersten Molekiils zwischen 2’ und x'—-dz’, die des zweiten zwi-
schen # und @x--dx, und nach demselben die des ersten Mole-
kiils zwischen a'—+a’'—&—d& und x-+a'—£ liegt, also der Stosse,
welche durch das Schema

o /]

vor dem Stosse. . &, x'+da’ @, o+de D)
nach ,, , ..ax+a'—bt—df o+a'—&
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charakterisirt sind. Dann kann dn’ wieder durch blosse Buch-
stabenvertauschung aus der frither mit dn bezeichneten Grisse
gefunden werden. Und zwar zeigt die Vergleichung der Sche-
mata D) und A), dass man

x' statt #, @ statt »', wr4+-ax'—E—df statt &,

dv' statt dx, dv statt dz’

schreiben muss. d£ bleibt. Nimmt man diese Vertauschungen in
der Gleichung 2) vor, so ergibt sich:

dn'=rf(x',t)dx' . Rz, t)dx . dEY(x’, x, v+2'—E—dE).  1B)

Wenn aber die lebendige Kraft des einen Molekiils nach
dem 8tosse zwischen #+a'—&—df und x+a'—£ liegt, so liegt
die des anderen genau zwischen £ und £+-d&. Statt des Sche-
ma’s D) konnten wir unsere Zusammenstdsse also auch durch
folgendes

a b

vor dem Stosse.. &, x'+dz’ x,v-+dz
nach , , .. &, E-+dE

charakterisiren. Und jetzt sieht man, dass es ganz dieselben
Zusammenstosse, wie die durch das Schema A) charakterisirten
sind. Denn, welches Molekiil ich als das erste, welches als das
zweite bezeichne (welches in die Rubrik «, welches in die
Rubrik b eintrage), ist offenbar gleichgiltiz. Da jene beiden
Gattungen von Zusammenstissen gar nicht verschieden sind, so
muss also auch ihre Anzahl gleich, folglich dn—dn’ sein.
Setzen wir die beiden Werthe 2) und 15) wirklieh gleich und
streichen die beiden gemeinsamen Factoren, so ergibt sich

Y, &, &) =z, @, ¥~+a'—E—dE).

Hier kann das Differential d¢ neben dem Endlichen weggelas-

sen werden, da ja { unmbglich discontinuirlich sein kann, und

wir erhalten somit die Gleichung 13). Schwieriger ist der Be-

weis der Gleichung 14). Der Beweis dieser Gleichung wurde
19%
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zuerst, freilich in etwas anderer Form, von Maxwell geliefert;
dieselbe wurde dann von mir bedeutend verallgemeinert, wobei
sie sich als specieller Fall des Jacobi’schen Princips des letz-
ten Multiplicators erwies ; ich glaube, mich daher mit dem
Beweise dieser Gleichung hier nieht aufhalten zu sollen, die-
selbe vielmehr als etwas bekanntes voraussetzen zn konnen.
Ieh bemerke nur noch, dass bei ihrem Beweise vorausgesetat
wird, dass die zwischen zwei materiellen Punkten wirksame
Kraft Funetion ihrer Entfernung ist, nach der Richtung ihver
‘Verbindungslinie wirkt, und Wirkung und Gegenwirkung gleich
sind. Diese Voraussetzungen sind also zur Giltigkeit der folgen-
den Rechnungen nothwendig. Mit Riicksicht auf die Glei-
chung 14) kann aus der eckigen Klammer der Gleichung 12)
auch ¢ als gemeinsamer Factor herausgehoben werden, und es
ergibt sich:

o x4

01 TRe O fwrw =50 _fwnf)]
o¢ J J [ VE x+a—E Vo Va' 16)

1)

X Ve Wa, @', €)d' dE.

Dies ist die Fundamentalgleichung fiir die Verinderung
der Function f'(, ¢). Ich bemerke nochmal, dass die Wurzeln
alle positiv zu nehmen sind, sowie auch ¢ und die f wesentlich
positive Grossen sind. Setzen wir fiir einen Augenblick

i@, 6)= CYfe—r, 162)
wobei € und & Constanten sind, so dass also
[, O =CV a'e="", f(£ )= C[ Ee—,

fle+uv'—E&6)=C l/.:v+¢v—-—£_' e—hiv+r—E)

wird, so verschwindet der Ausdruck in der eckigen Klammer
. . @, t . . .
der Gleichung 16); es wird also ?[%}’—2 =(. Dies ist nichts

anderes, als der Beweis Maxwell's iihertragen in unsere
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gegenwirtige Bezeichnungsweise. Ist die Zustandsvertheilung
zu irgend einer Zeit durch die Formel 16a) bestimmt, so ist
4D o, d. .
ot
nicht weiter. Dies und nichts anderes ist von Maxwell bewie-
sen worden. Wir wollen aber jetzt das Problem viel allgemeiner
auffassen. Wir wollen annehmen, die Vertheilung der leben-
digen Kraft sei zu Anfang der Zeit eine ganz beliebige gewesen,
und wollen uns| fragen, wie veriindert sich dieselbe im Verlaufe
der Zeit. Thre Verdinderung ist bestimmt durch die partielle Dif-
ferentialgieichung 16). Es kann diese partielle Differentialglei-
chung, wie wir spiter sehen werden, in ein System gewohn-
licher Differentialgleichung verwandelt werden, wenn man an
die Stelle des Doppelintegrals eine Summe sehr vieler Glieder
setzt. Es ist ja ein solches Doppelintegrale bekanntlich nichts
anderes, als eine abgekiirzte Bezeichnung fiir eine Summe un-
endlich vieler Glieder. An dem Systeme gewohnlicher Difteren-
tialgleichungen werden dann alle Rechnungsoperationen viel
anschaulicher. Ich will jedoch absichtlich diese Vertauschung
der Summation mit einer Integration vorerst nicht vornehinen,
damit es nicht scheine, als sei dieselbe zum Beweise unserer
Sitze nothwendig. Dieser Beweis. kann gefithrt werden ganz
ohne dass man die Symbolik der Integralrechnung veridsst.
Nur zur Veranschaulichung derselben werden wir zum Schlusse
die Summenformeln beniitzen. Wir wollen zunéchst den Beweis
eines Satzes liefern, welcher die Grundlage unserer ganzen
gegenwirtigen Untersuchung bildet, des Satzes niimlich, dass

die Grosse
J f, t){log[ (\; t)} }dav 17

niemals zunehmen kann, wenn die in dem bestimmten Integrale
vorkommende Function f(x, ¢) der partiellen Differentialglei-
chung 16) geniigt. Auf der rechten Seite der Formel 17) ist
beziiglich # von Null bis Unendlich zu integriren. Es fillt also
a aus der Grisse E ganz heraus. E ist nur eine Function von /.
Da ¢ in den Grenzen des Integrals nicht vorkommt, so erhalten

dieselbe verindert sich im Verlaufe der Zeit
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¥

E . s
wir den Differentialquotienten dl , indem wir die Grisse unter

dem Integralzeichen partiell nach ¢ differentiiren, 2 dabei con-
stant lassend. Diese Differentiation, welche ungemein leicht
auszuftibren ist, liefert

€ff J [ﬂv t)} aﬂ; D) i

Wir nehmen an, dass f{@,f) die Gleichung 16) befriedigt.
f(w )

Substituiren wir aus dieser Gleichung den Werth fiir

ergibt sich

ik (T 0], (160 fera—t) _fa0fae)]
i “fo‘“g[ alk ”[ [ (oot V= Vo

X Vaz' Pz, @, E)da' dE.

Da bei der Integration nach 2’ und £ die Grosse « als con-
stant zu betrachten ist, so kénnen wir den Logarithmus auch
unter die beiden folgenden Integralzeichen setzen und schreiben

J& |VE Vora—t Vo |o

X V' Y(a, 2, £)dw do'dE.

dE =J°°J Jlo f(a, ) [f(é’t)/(:v—l—a:’ 50 __ @ 0fe:0)
nJO0YJE )

Die wahre Bedeutung der Transformationen, welche wir
jetzt mit diesem Ausdrucke vornehmen werden, wird freilich
erst in ein helles Licht treten, wenn wir die Integrale durch
Summenformeln ersetzen werden. Es wird sich da zeigen, dass
alle folgenden Transformationen des Integrals wie natiirlich
nichts anderes als Verdinderungen der Summationsordnung sind ;
es wird dann auch klar werden, warum gerade diese Ande-
rungen der Summationsordnung nothwendig sind. Jetzt aber
will ich hierauf nicht ndher eingehen, sondern so raseh als mog-
lich zum Beweise des Satzes zn gelangen suchen, dass in der
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That E nicht zunehmen kann. Wir kénnen in der Formel 18)
zuerst nach 2’ und dann nach « integriren®; dadurch erhal-
ten wir:

dE _ Jm j,x, Jxl;; fla, O[RE 6 f(e+a'—&t) __f(.'v,Q A, Q y i
a=) | ) V;[yg et Vs Uz

X w2 Y(, 2, §)da do dE

oder wenn wir fiir (2, 2, &) seinen Werth aus der Gleichung 13)
substituiren,

dE _ J’°° J‘” J o 20 A SL _ @0 0]
@ o Ve [VE Vara—t [z

00 . _
X Vo2 Y(2', @, -2 — &) dor' de dE.
Wir lassen jetzt die Variabeln 2/ und 2 unverindert; aber

statt & fiihren wir die neue Variable &= x—+a'—£& ein, so dass
also E=a+a'—t', dé=—dt wird. Dann ergibt sich

6 Dass die Vertauschung der Iutegrationsordnung unbedingt ge-
stattet ist, folgt schon daraus, dass wir die Gleichungen 20}, 22) und 23)
genau in derselben Weise wie die Gleichung 18) direct hiitten ableiten
konnen ; wir schlugen den Weg der Transformation blos ein, um die
Schliisse , durch welche wir die Gleichung 18) erhielten, nicht viermal
wiederholen zu miissen. Auch dadurch, dass die frither angewandte Dif-
ferentiation unter dem Integralzeichen unerlaubt wird, indem der Inte-
grant discontinuirlich wird, erleidet der im Texte gefiihrte Beweis keine
Storung, wie man nachweisen kann, indem man aus dem gesammten
Raume, iiber den in den Formeln 18), 20), 22) und 23) die Integrationen
zu erstrecken sind, gleichzeitig um alle Stellen, fiir welché eine der
. Grissen &, ', ¢ oder o' Null oder unendlich wird, sehr diinne flichen-
artig ausgedehnte Streifen ausschliesst. Von der Gesammtheit der auf
diese Art aus 4‘;—5 ausgeschlossenen Glieder ldsst sich dann mittelst der
erginzten Taylor’schen Reihe beweisen, dass ihre Summe nicht positiv
sein kann, wenn keine dieser Grossen unendlich nahe unendlch viele Dis-
continuitiitsstelien hat.
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d’i:_ﬂ flog (s, t)[uﬂw—*s OREE M t) i, t)}
ft Ve —8&) & Ve Va

X Vaw Y, 2, E)dw'da dE,

0" 90

oder, wenn man Zcichen und Grenzen des ersten Integrals
wmnkehrt :

dE r“m A, z){w ) foa'=8,6)  flw ) f@, t)]
[a dod, Ve Vo-ra’ —E’) Ve \/1 19)

XV aar (', @, £da'dw dE.

Dieses dreifache Integrale ist jetzt ganz so gebaut, wie das
der Formel 18); nur sind die Variabeln, nach denen integrirt
werden soll, anders bezeidhnet, Allein das ist'nur ein schein-
harer Unterschied. Die Integrationsvariabeln eines bestimmten
Integrals kann man ja bezeichnen wie man will, so lange nur
ic Grenzen dieselben bleiben. Wir konnen daher auch in der
Formel 19) statt & wieder £ schreiben, und auch die Buchsta-
ben @& und 2’ mit einander vertanschen. Dadureh ergibt sich

dB __ﬂ_J‘”J J " fi, ) [f( DR =50 fid) fnd)]
di l/z Ve  Vata—8) Ve o Var 20)

X [/m’\,;(z, &', &)dw da'dé.

00

Uber die Identitiit der beiden Integrale 19) und )O) kann
kein Zweifel bestehen, da sie sich blos durch die Buchstaben
unterscheiden, mit denen die Integrationsvariabeln bezeichnet
sind. Einen dritten Ausdruck fiir %E erhalten wir in folgender

"Weise. Wir substituiren in Formel 18) statt | aa’ (=, @, &)
seinen Werth aus der Glelchung 14). Dadurch erhalten wir
zunéchst :

dE =J JJ b/‘\z t)V(E ) fle-a' =61 fxt) (1) t)

de Va | VE 1/1:—;—?,—5) l/bm Va

X [ (w4 —E) (& w+a' — & x)deda'ds.

L
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Wir wollen jetzt flir &' eine neue Variable cinftihren. Da
miissen wir uns die Integration nach a’ zuerst, also vor der
nach £ ausgefithrten denken. Wir brauchen da blos das Dop-
rpelintegrale

‘ [ oe? t)[(é vty fn YD ]
VE  Vara—E& T

X V&' —&) Y&, a2 —E& w) dar'ds

oY

zu transformiren. Dasselbe braucht dann nur noch mit «a: multi-
plicirt und nach 2 von Null bis Unendlich integrirt zu werden,

F A

um %? zu erhalten. In einem solchen Doppelintegrale haben wir

bereits “frither die Integrationsordnung umgekehrt. Durch ganz
dieselben Betrachtungen, wie damals, ergibt sich, dass es in
eine Summe zweier Integrale zerfillt, néimlich:

J J o fE20) [f\éf)ﬂ»wb*f ) A [@)]
Vo [VE Vae+rz—E Vo Vo

) ¢ l/g(.‘v—f—.l"—g)‘,b(s,m—f—w' —& ) dae'+

Hlo _(Lt){(ét)f(t-fwwé't) fla, ) f (._{r)]
° Ve | VE Vaes+ra—E Voo |

X VY & - —EW(E e —+ar—E& a)dE dar'

0o

Fithren wir jetzt in diese beiden Integrale fiir @' die Va-
riable £=ax—+a'—£ ein, so erhalten wir nach richtiger Grenzen-
bestimmung :

J J N t)[(é [ ) fld) /(5+&jﬂ—.»q,t_)} y
l/L VE & Vo [E+E&—a

X VEE Y(& &, w)dE dE'~+
+J J o (@ 6) [ﬂg O 8 A, ) fE+8—w, t)J
V T Vﬁ l/-f:l l/ v L[?_*"-.- —¥
XY EE (& &, w)dide.
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Diese beiden bestimmten Integrale sind noch beziiglich .«
von Null bis Unendlich zu integriren, so dass man also erhilt:

dE J‘”H £, 6) [ﬂé,t) fE,6) A, O flE+t—a, t)} «
dt . V= LVE VE Vo (i+t—a

X VEE W& &, 2)dw dEdE+-
) 21)
. J J I fl@, [/(e: D& ) [l ) fE+E—a, f)J X
Ve | VE VE Vo VE+r&—a

X VEEUE &, z)du dEdE.

0

Hier miissen wir jetzt die Integrationsordnung so verin-
dern, dass zuerst nach x, dann nach &, zuletzt nach £ integrirt
wird . Da ist es behufs der Grenzenbestimmung wohl am

7 Alle im Text gefiihrten etwas weitlinfigen Grenzenbestimmungen
vereinfachen sich ausserordentlich, wenn man die Grenzen nach der be-
reits in der Anmerkung 2 gegebenen Weise defirirt. Dann sieht die For-
mel 18) so aus:

dE =/J{lo f(m, t)[f(i, Hf@t+a’—&6 0 [l fl, t)]
7= s | VE Vaza—t Vs Vw ¥

18a)

X Vax' Y, 2y &) dada’ dE.

Zu integriren ist iiber alle Werthe, welche folgenden Ungleichungen
geniigen :

20, 0, 50, a2’ —E50 18b)

Die beiden Formeln 18a) und 18b) besagen jetzt ganz dasselbe,
wie frither das eine bestimmte Integrale 18), und ich bemerke noch, dass
jetzt die Iutegrationsordnung ganz willkiirlich ist, ja es ist nicht einmal
nothwendig , dass iiberhaupt zuerst nach der einen, dann der anderen
Variabeln integrirt wird, wenn nur iiber alle Werthe integrirt wird, die
den Ungleichungen 18b) geniigen. Fithren wir nun irgend welche neuen
Variabeln w, , w ein, so ist bekanntlich

du dv dw

du dvdw:)'i.;i._v ‘& . dady dz.
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besten, sich den Integrationsraum geometrisch zu versinnlichen.
Da das Integrale ein dreifaches ist, so miisgsen wir hiezu den

Wollen wir nun die Formel 20) des Textes erhalten, so brauchen
wir nur zu setzen

u=a', v=x, w=x-+a' —&.

Dann wird die Functionaldeterminante gleich eins, und es ist klar, dass
sie mit positiven Zeichen zu nehmen ist, wenn wir immer von den klei-
neren zu den grosseren Werthen der Variabeln integriren, also dié Dif-
ferentiale positiv betrachten, Es ist also

du dv dw=dx dz'd§
und die Gleichung 18 a) geht tiber in

f(v, ) [fluto—w, ) fw,t)  flv, ) flu, ) ]
=i [Vu_—i-—v—w Yo ~ Vs vl

XY up Y(v,u,u+v—1w)du dv dw.

Die Ungleichungen 18 b) aber, welche die Grenzen bestimmen, ver-
wandeln sich in

vS0, 50, utv—wS0, wS0.

Nun kénnen wir wieder die Buchstaben u, », w mit 2, 2/ und &
vertauschen (an der Bezeichnung der Integrationsvariabeln liegt ja nichts),
und erhalten fiir das Integrale

[il'z _ f(a’fa t) [f(w—l‘m’—g) t) f(ga t) f(‘T 7t)f(m’y”:| X
= (Vaza—t Ve Ve ¥z

x ¥ za' Y(o',x, a2’ —&) da da'dt

und fiir die Ungleichungen, die die Grenzen bestimmen
250, 2’0, 50, a+-a'—E50. 20b)

Ersetzen wir jetzt schliesslich Y(a’,a,242'—£&) nach Gleichung 13)
durch ¥ (x,2',£), so erhalten wir

flﬁ log f(.‘l: ‘) {f(sa t) flat-a'—E, t) f(m, b fla’ 7‘)]
ar = Jifies VE Vare—¢ ¥z Yol a4
XVﬂ’da(w,w’,é) dxda'dE.

Die Ungleichungen 20 b) sind identisch mit den Ungleichungen 18a).
Vereinigen wir daher die beiden Formeln 20 a) und 20 b) in eine ein-
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Raum zu Hilfe nehmen. Ziehen wir uns drei rechtwinklige

Coordinatenaxen 0X, 0%, OF' im Raume, und tragen auf den-
selben die Werthe von @, &, B_ I,

& auf, Ferner ziehen wir in \\
der Ebene X0Z die Gerade

0A, welche mit 0X und O=
Winkel von 45° macht und
ebenso in der Ebene EOE’ .
die Gerade OB. Betrachten \ \

oo . 0
wir jetzt - das erste i der y
Formel 21) erscheinende drei-
fache Integrale. In demsel- f A

ben ist beztiglich & von w—£ bis oo, also von einem Punkte
der Ebene 40B bis ins Unendliche hinauf zu integriren; bexiig-
lich & ist von Null bis 2, also von Null bis zu einem Punkte der

zige, indem wir uns wieder zuerst nach £, dann nach a’, zuletzt nach
a integrirt denken und die Integrationsgrenzen jedesmal den Integral-
zeichen beisetzen, so erhalten wir die gewiinschte Formel 20) des
Textes. : ‘

Wollen wir die Formel 22) des Textes gewinnen, so setzen wir

w==E, v=a4-2'—§, w=a.

Die Determinante ist wieder eins, daher

du dv dw=dx dx' d&.
Ferner ist
@' = ytp—10.

Die Gleichung 18 a) lautet also nach Einfithrung dieser Variabein

zﬁ_ f (o, t) [f(u, 6 fir, ) fae, t) f(u+-v—w, f)] %
a =8 Ve Ve T Y Varew

X Vw(n—l—v—w) P(w, u4-v—1e, 1) du dv du:
und die Ungleichungen 18 1) lauten
w0, n+rv—wsS0, «0, 0.

Vertauschen wir jetzt, ganz wie frither die Buchstaben u, =, » mit
x, &', £, so erhalten wir:
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Geraden 04 zu integriren. Der Integrationsranm des ersten In-
tegrals ist also der ganze Theil des Raumes, welcher vertical
iber AOB stcht (wofern man sich die Axe OF’ vertical denkt).
Ebenso findet man, dass der Integrationsraum des zweiten Inte-
grals der Formel 21) jener Theil des Raumes ist, der vertical
iiber dem Dreiecke AOX steht. (Jenes Dreieck von O gegen 4
und gegen E zn ins Unendliche erstreckt gedacht.) Beide Inte-
grale zusammen reprisentiren uns also eine Integration, die
tiber die korperliche Ecke zu erstrecken ist, die von den vier
Figuren A0B, AOZ, BOE' und E0E' begrenzt wird. Und nun
ist es leicht, die Grenzen zu bestimmen, wenn zuerst nach a:

J:U] f(g’ 2 [f(‘% t) f(2'y¢) f(s, t) fla4-2'—¢, t)}

Ve Va VE Yot —&

224)
)(Vm WE, e~-a" £, ) dar d'
20, 'S0, a+a'—ES0, 0. 221)

Man siebt sofort, dass wir in der Gleichung 22a) wieder blos von
der Formel 14) Gebrauch zu machen und die Grenzen wirklich anzu-
schreiben brauchen, um die Formel 22) des Textes zu erhalten. Man
sieht also, dass, wenn man von der Methode der Grenzenbestimmung
durch Ungleichungen Gebrauch macht, die Transformationen fast ohne
alle Rechnung gemacht werden konnen, welche im Texte weitlinfige
Rechnungen erfordern. Wenn ich trotzdem im Texte von der weitlinfi-
geren Methode Gebrauch machte, so geschah es blos, weil diese Art der
Grenzenbestimmung durch Ungleichungen ecine etwas ungewdshnlichere
igt, Ich bemerke hier noch, dass fiir £ auch folgender Ausdruck gesetat
werden kann :

Bi=| e ot0g |12 | dn. 172)

oo

Dieser Ausdruck ist nimlich blos nm J flx, t)da, also um die Ge-
: 0

sammtzahl der Molekiile in der Volumeinheit grosser, als der im Texte
fiir £ gegebene. Und da diese Gesammtzahl constant ist, so unterschei-
det er sich nur durch eine Constante davon, kann also wie der im
Texte gegebene nicht zunehmen. Eine andere Transformationsmethode
der Integrale besteht darin, dass man der Function $(a, 2, &) den Werth
Null beilegt, so oft a+-a’'—£<0 ist, und dann alle Integrationen von Null
bis Unendlich erstreckt.
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integrirt wird. Bei constantem £ und & bleiben wir in jener kor-
perlichen Ecke, wenn 2 von Null his £~+¢& wiichst. Null und
£+-& sind also die Integrationsgrenzen fir x. Beztiglich & und
& aber geht die Integration von Null bis Unendlich. Bei dieser
neuen Anordnung der Integrationsordnung vereinigen sich also
wieder beide Integrale in eines und man hat

J J f(.z £ f(é‘ HAE _faf) fora—mt)]
V:L' VE Ve Ve VErf—o

- XVE Y& &, 2)dEdE da.

In diesem bestimmten Integrale ist es wieder gleichgiltig,
mit welchen Buchstaben wir die Variabeln, nach denen zu inte-
griren ist, bezeichnen. Wir kionnen daher die beiden Variabeln
£ und £ auch mit den lateinischen Buchstaben # und &’ bezeich-
nen, die Variable & aber mit dem Buchstaben £. Thun wir dies
und setzen noch vor das ganze Integral das mnegative Zeichen,
wihrend wir gleichzeitig dle Zeichen in der ecklgen Klammer
umkehren, so ergibt sich

dE _ _{ J r‘“” f&), {f(“)fw-i—'v—é“ ) f@,6) flzy )] o
df Ve | VE  Vaeta—E Ve Va'

X V' Y(z, ', &)dr da' dE.

Wenden wir auf diese Formel wieder ganz dieselbe Trans-
formation an, durch welche wir aus der Gleichung 18) die Glei-
chung 20) erhielten, so gewinnen wir noch einen vierten Aus-

druck fur %? Ich glanbe, diese Transformation hier nicht

wirklich ausfithren zu sollen; man tibersieht leicht, dass ihr
Resultat folgendes ist:

dE __ __J“’J J‘”*” flw—+a'—&, 6 [f(g,tmmH —&6)

Ve+ax—E | /¢ Vaeta'—E

oc"o"vo

23)

ﬂ;’:) f(;' t)]my(fv, &', &)dx dz'dt.




Uber das Wirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen. 305

Ich will jetzt die vier Ausdriicke, die wir fir % erhielten,

noch einmal tibersichtlich zusammenstellen, wobei ich mich aber
folgender Abkiirzungen bediene. Ich setze:

ﬂf’_t_)_zs M:s’ f@ fle+a'—E, t)_—
f@ " Y& VE Jare—t

Vo' Y(x,a, &) =r.

7,

Dadurch gehen die vier Gleichungen 18), 20), 22) und 23)

iiber in
dE T oo oo rx-x'
= log s .(s6'—ss"yrdedv'ds
t 000
A foo ffoo fzta’
%E = log & . (c0'—ss')r dav dav'dE
t J 0 J 0 J 0
E foo (oo e+’ ‘
.(.f[_ —— log 6 .(90'—ss"rdedx'dé
t ‘0 "0
/) o0 "0 "a:+a:
d-]( —_— log o'.(s6’"—ss ) dx dr’dE
dt 07070

Wir erhalten auct ‘ZE, wenn wir alle die vier Ausdriicke

addiren und die Summe durch 4 dividiren. Da rechts lauter be-
stimmte Integrale mit denselben Integrationsvariabeln und den-
selben Grenzen stehen, so konnen wir die Integralzeichen vor
die Summen schreiben und brauchen blos die Grissen unter den
Integralzeichen zu addiren. Heben wir da noch den gemeinsamen
Factor heraus, so erhalten wir

dE 1

x4z’ ‘
i J J‘ J (log s+log s'—logo—logs )(af —ss8")rdx dz'dE,

0 00

oder nach Zusammenziehen der Summe der Logarithmen in den
Logarithmus eines Productes
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(ZE 1 (e 'xl_;x‘ 88
de 4 g .

] (o5’ —ss ) r da da'dt. 24)

'
g7

Wenn nun nicht fiir alle Werthecomhbinationen der in den s
und 7 enthaltenen Variabeln

88 =55’ 25)

ist, so muss fiir einige entweder ss'=s5" oder ss'<<ss sein. Im

ersten Falle ist log I —-7] positiv, gg'—ss’ aber negativ, im
asg .

zweiten umgekehrt; in beiden Fiillen ist daher das Product
88’ . i o ) :
log [__,J .(99’—ss’) negativ. Nun ist aber die Grisse » wesent-
G937 :
lich positiv, da < immer peositiv ist, und auch die Quadratwur-
zeln mit positivem Zeichen zu nehmen sind. Es ist also die
Grosse unter dem Integralzeichen, folglich anch das ganze In-
tegrale nothwendig negativ. Es muss also £ nothwendig abneh-
men. Nur wenn allgemein die Gleichung 25) gilt, kann £ con-
stant bleiben. Da nun, wie wir spiiter sehien werden, £ auch
nicht negativ unendlich werden kann, so muss es sich mit wach-
sender Zeit immer mehr einem Minimum nihern, fiir welches
dE : . . , : .
Tt: =0 wird, daber die Gleichung 25) besteht. Diese Glei-
f ‘
chung lautet, wenn wir fiir s, ¢, s und ¢’ wieder ihre Werthe
substitniren:

Vo o Vo VE  Veraw—E

Damit diese Gleichung fiir alle Werthe der Variabeln a, 2’
und ¢ bestehe, muss, wie sich leicht zeigen lisst,

f.\‘v? t) — C V;e—h:c

sein. Ks ist somit strenge bewiesen, dass, wie immer die Ver-
theilung der lebendigen Kraft zu Anfang der Zeit gewesen sein
mag, sie sich nach Verlauf einer sehr langen Zeit immer noth-
wendig der von Maxwell gefundenen nihern muss. Das bis-
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her Vorgenommene ist nun allerdings nichts weiter als ¢in mathe-
matischer Kunstgriff, um einen Satz strenge zu beweisen,
dessen exacter Beweis bisher nicht gelungen ist. Es gewinnt
aber sehr an Bedeutung durch seine Anwendbarkeit auf die
Theorie mehratomiger Gasmolekitle. Dort ligst sich wieder  von
einer gewissen Grosse £ beweisen, dass dieselben in Folge der
Molecularbewegung nur abnehmen oder im Grenzfalle constant
bleiben kann. Es liisst sich also der Beweis liefern , dass bei
der Atombewegung von Systemen beliebig vieler materieller
Punkte immer eine gewisse Grisse existirt, welche in Folge
jener Atoinbewegung.nicht zunelmen kann, und diese Grosse
stimmt bis auf einen constanten Factor genaun mit der von mir in
der Abhandlung ,, Analyt. Beweis der 2. Haupts. ete.%, Sitzungsb.

d. Wiener Akad. Bd. 63, fiir das bekannte Integrale JC_IO gefun-

71_
denen Grosse iiberein. "Es ist also hiemit ein analytischer Be-
weis des zweiten Hauptsatzes auf einem ganz anderen Wege
angebahnt, als derselbe bisher versucht wurde. Bisher suchte

man nimlich immer zu beweisen, dass J%g-::O' ist ftir den nm-
kehrbaren Kreisprocess, womit noch immer nicht analytisch
bewiesen ist, dass es filr den nicht umkehrbaren Kreisprocess,
der doch allein in der Natur vorkommt, immer negativ ist, wiih-
rend der umkehrbare Kreisprocess blos ein Ideal ist, dem man
sich mehr oder weniger nihern, es aber nicht vollkommen er-
reichen kann. Hier dagegen gelangen wir direct zwun Satze,

lass de? im Allgemeinen negativ und nur fiir den Grenzfall

- gleich Null ist, der natiirlich der umkehrbare Kreisprocess ist
(weil fiir ibn nicht, wenn man ihn in dem einen und andern
Sinne durchlauft; h@ immer negativ sein kann).

II. Ersetzung der Integrale durch Summen.

Tch will mich hier nicht linger mit Betrachtung der Bezie-

hung der Grosse K zum Integrale [%g aufhalten, sondern jetst

Sitzb. d. mathen.-natarw, Cl. LXVI. Bd. IL. Abth, 20
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zeigen, wie alles bisher Vorgetragene viel klarer und anschau-
licher wird, wenn wir die partielle Differentialgleichung 16) in
ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen verwandeln.
Es geschieht dies, indem wir das in jener partiellen Differential-
gleichung erscheinende Doppclintegrale durch eine Summe er-
setzen nach der bekannten Formel

J [y Odr = lim &| (e, )~-f(22, ) (B, )+ . . [ ps, 1))
fH
fiir lime:=0, limps: =oc.

Wir wollen beide Integrale der Formel 16) durch eine der-
artige Summe ersetzen, und zuerst ¢ und p endlich annehmen.
Daun verwandelt sich die Gleichung 16) in eine Differentialglei-
chung mit folgenden Unbekannten: f(s,¢), f(2¢¢),...1f(ps, O)-
Jede dieser Unbekannten ist nur mehr Function der Zeit. Die
Zahl der Unbekamnten ist p. Allein die Gleichung 16) muss fiir
jedes @ gelten. Setzen wir darin der Reihe nach

L=, W==Z&,.. .= )=,

so erhalten wir im Ganzen p Differentialgleichungen zwisclhen
unsern p Unbekannten; und da die Unbekannten nur Functionen
der Zeit sind, so sind die Differentialgleichungen keine partiel-
len. Dieses System von p gewdhnlichen Differentialgleichungen
zwischen p Unbekannten 16sen wir zuerst anf und untersuchen
dann, welcher Grenze sich dic Losung nihert, wenn ¢ anendlich
klein, ps: unendlich gross wird. Jene Grenze ist dann die
Lisung der partiellen Differentialgleichung. Die Substitution der
Summenformel in die partielle Differentialgleichung hat gar
keine Sehwierigkeit. Dieselbe verwandelt sich dann in das
Gleichungssystem 34) aut Seite 39. Auf dieser Seite werden
wir dam aueh die iibrigen jetzt wur skizzirten Rechnungs-
operationen austithren. Znvor will ich aber noeh zeigen, wie
man unser Problem modificiren muss, um direct statt auf
die partielle Differentialgleichung auf jenes System von p
gewdhnlichen Differentialgieichungen zu kommen. Die Methode,
deren wir wis hicbei bedienen werden , ist keineswegs neu.
Dic Integrale ~ind bekanntlich nichts anderes, als symbolische
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Bezeichnungen fiir Swmen unendlich vieler, wnendlich kleiner
Glieder. Dic symbolische Bezeichnung der Integralrechnung
zeichnet sich nur durch cine solche Kiirze aus, dass es in den
meisten Fiillen nur zu unniitzen Weitsehweitigkeiten fithren
wiirde , weim man die Integrale erst als Summen von p Glie-
dern hinschriebe und- damii p immer grosser werden liesse.
Trotzdem aber gibt es Fille, in (lenen die letztere Methode
wegen der Allgemeinheit, die sie erzielt, namentlich aber
‘wegen der grossercn Anschanlichkeit, in der sic die verschie-
denen Losungen eines Problems erscheinen liisst, nicht ganz zu
verschmihen ist. Ich erinnere da an die elegante Auflosung des
Problems der Saitensehwingungen durch Lagrange in den
Miscellanea tanrinensia , wo derselbe zuerst die Schwingungen
eines Systems von n mit einander verbundenen Kugeln behan-
delt, und damm zu den Saitenschwingungen gelangt, indem er »
immer grosser, die Masse jeder Kugel immer kleiner werden
liisst. In fihnlicher Weise wurde anch das Problem der Diffusion
und Wirmeleitung (dureh Stefan, Sitzaugsb. d. Wicner Akad.
Bd. 47 u. Beez) gelost. Noeh eine hiibsche Anwendung dieser
v  (dw  dw

drds — [ i f/s] deu-
tet Riemann in den Ber. d. Gotting. Ges. d. Wiss. Bd. 8 an
Diese Methode scheint mir nun auch in wnserem Falle, wemn
man sich einmal an einige Abstractionen gewdhnt hat, die Deut-
lichkeit sehr zu fordern. Wir wollen an die Stelle der continuir-
lichen Variabeln @ eine Reihe disereter Werthe ¢, 2e 3e,...ps
setzen. Wir miissen daher annebmen, dass unsere Molekiile
nicht im Stande sind, eine continuirliche Reihe lebendiger Kriifte
anzunehmen, sondern blos solehe, welehe Vielfache einer ge-
wissen (Grisse ¢ sind. Im Ubrigen wollen wir ganz dasselbe Pro-
hlem wie frither behandeln. In einem-Raume R haben wir sehr
viele Gasmolekiile. Aber jedes derselben soll nur fihig sem
folgende lebendige Kriifte anzunehmen :

Methode auf dic Dlﬂereutmlglelchuug

g, 28, 3z, 4z, .- PE 26)

Kein Molekiil soll eine dazwischen liegende noch grossere
lebendige Kraft annehmen. Wenn zwei Molekitle zusammenstos-
sen,” so sollen sie ihre lebendige Kraft in gar manmigfaltiger

-} 8
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\

Weise veriindern, Aber immer soll nach dem Stosse die leben-
dige Kraft jedes Molekiils wieder ein Vielfaches von & sein.
[ch brauche woll nicht zu bemerken, dass wir es da fir den
Augenblick nicht mit einem reellen physikalischen Probleme zu
thun haben. Es dirtte schwer sein, eine Vorrichtung zu ersin-
nen, welche den Zusammenstoss zweier Korper so regulirt,
lass nach demselben die lebendige Kraft eines jeden immer ein
Vielfaches von & ist. Darum handelt es sich hier auch gar
nicht.- Jedenfalls steht es uns frei, die mathematischen Conse-
quenzen dieser Aunahme zu priifen, weleche nichts weiter als ein
Hilfsmittel sein soll, um uns die Berechnung des physikalisehen
Vorganges zu erlcichtern. Denn zum Schlusse werden wir ja ¢
unendlich klein, p: unendlich gross setzen, wodurch sofort die
unter 26) gegebene Reihe lebendiger Krifte in eine continuir-
liche, unsere mathematische Fiction also in das frither behan-
delte physikalische Problem iibergeht. Wir nehmen nun an, zur
Zeit ¢ befinden sich ; Molekiile mit der leb. Kraft ¢, w, Mole-
kiile mit der leb. Kraft 2¢ .-.. w, mit der leb. Kraft pe in der
Volumeinheit. Wir nehmen wieder an, schon zur Zeit ¢ sei die
Vertheilung der lebendigen Kraft eine gleichférmige ~gewesen
(die mit w bezeichneten Grissen seien also unabhiingig davon,
wo wir den Raum vom Volumen eins construniren) und fiir die
Gesehwindigkeitsrichtung sei jede Richtyng im Raume gleich
wahrscheinlich gewesen. Im Verlaufe der Zeit werden aus der
Volumeinheit Molekiile von einer gewissen lebendigen Kraft, z. B.
k= austreten ; allein da die Vertheilung der lebendigen Kraft
cine gleichfirmige ist, so werden durchschnittlich eben so viele
wieder aus der Umgebuung eintreten. Und da es sich hier nur
um Durchschuittswerthe handelt, so werden sich die mit w De-
zeichneten Anzahlen also nur durch die Zusammenstdsse verin-
dern, Wollen wir daher die Differentialgleichungen fiir die Ver-
dinderungen der w aufstellen, so miissen wir die Zusammenstosse
ciner nihern Betrachtung unterziehen. Bezeichnen wir mit N7
die Zall der Zusammensttsse, welehe in der Volumeinheit wiith-
rend der sehr kleinen Zeit = so geschehen, dass vor denselben
dic lebendige Kraft des ersten der stossenden Molekiile %z, die
des zweiten /e, nach dem Stossc aber dic des ersten zz, des
zweiten 2e ist. Die vier Grossen £, 7, =, 4 sind ganze positive
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Zahlen < p; denn Zusammenstisse, bei demen die Grossen
ky 1, », A andere Werthe hiitten, finden, wic wir wissen, nicht
statt. Ausserdem besteht zwischen denselben die Gleichung

+*

da die Summe der lebendigen Kraft beider Molekille vor dem
Stosse gleich der Summe der lebendigen Kraft beider Molekile
nach dem Stosse sein muss. Da wir es gegenwiirtig nicht mit
einem reellen physikalischen Probleme zu thun haben, so kin-

nen wir diese Anzahl N:‘;' natiirlich auch nicht wirklich bestim-

men; wir konnen iiber dieselbe vielmehr jede beliebige Voraus-
setzung machen und die daraus folgenden Consequenzen priifen.
Wollen wir aber, dass unser Problem fiir unendlich kleine ¢ in
- das frither behandelte tibergeht, so miissen wir voraussetzen,

dass N vollkommen analog bestimmt sei, wie frilier die An-
zahl (1er Zusaminenstésse bestimmt war. er nchmen also an,

vkl
die Zahl 1\,1) sei wieder erstens proportional der Zeit r, Zweitens

proportional der Anzahl der Molekiile mit der lebendigen Kraft
ke in der Volumeinheit, also proportional w,, drittens proportio-
nal der Zahl w,. Das Produet dieser drei Grissen sei noch zn
multipliciren mit einem gewissen Proportionalitiitsfactor, der
noch von den vier die Natur des Zusannmenstosses hestimmen-
tlen Gl’ﬁssen ky, I, =, 4, aber nicht von der Zeit abhiingen kann,

und mit A ‘bezeichnet werden mag. I*as%en wir alles dieses

rusammen, so haben wir also :
ke ke
Ju— . ")
Nﬂ =T 000 4. _R)

Jetzt ist die Zahl der Zusammenstisse ganz analog wie
frither (in Formel 2) bestimmt. Die Grosse A tritt an die Stelle
der frither mit ¢ bezeichneten. Wollen wir die Analogic voll-
stindig machen, so mfissen wir der Grosse A auch noch dieselben
Eigenschaften belleﬂ'en, welohe die Grisse ¢ hatte. ¢ erfitlite
die Gleichung

[, 2 OH=VE(v+a'— f)‘,;(é =k, ). £0)



o R
a2 Boltzmann.

[n unserem Falle sind die lebendigen Kriifte vor dem Stossa
ke, Iz, die nach demselben ze, 2¢; in unserem Falle ist also

=k, ¥'=l:, f=uz, w+a'—

l . Naw P b ki . . ’

Der Grisse (., v, £) entspricht 47, und man sieht leicht, dass
Nt - , = . e ] . . .

der Grosse (&, v—+a’'~—3,.r) die Grosse A:; entspricht. Die Glei-

chung Z9) geht also in unserem Falle iiber in

Vhi AT = o A7 30)

Nun ist die Analogic eine vollstiindige, und wir brauchen
nur ¢ wnendlich klein, p: unendlich gross zu setzen, um aus der
Losung dieses Problems die des frither behandelten physikali-
schen zu erhalten. Die Formeln werden etwas einfacher, wemn
wir [/kl.A2), was ja wieder eine von den vier Zahlen &, /, =z, 3
abhingige Coustante ist, mit Bi: bezeichnen. Dann geht die
Gleichung 30) iiber in

Bk{ :])’1)- :”)

F1 13

und die Gleichung 28) verwandelt sich in

-y Wy Wy Y ’ i
o=, —— . B .- 32)

LA ) V]‘" %)

Dic Quadratwurzeln sind nattirlich positiv zu nehmen, da

[\:‘: wie die e wesentlich positive Zallen sind, und wir die &

auch immer positiv wiihlen wollen. Nach diesen Vorbereitungen

fragen wir uns, welche Verinderung die Grijsse w, withrend

~der Zeit = erfiilnt. o, ist die Zahl der Molekiile mit der leben-
digen Kraft ¢ in der Volumeinheit. Wir wissen, dass sich diese

Zahl nur in ¥olge der Zusammenstdsse veriindert. So oft nim-

lich zwei Molekiile so zusammenstossen, dass vor dem Stosse

eines derselben die lebendige Kraft  hat, withrend nach dem-

selben keines mehr die lebendige Kraft ¢ hat, wird diese Zahl

um eins vermindert. Umgekehrt, so oft zwei Molekille so zu-

sammenstossen, dass vor dem Stosse keines, nach dem Stosse

aber cines dic lehendige Kiaft ¢ hat, wird jene Zahl um eins
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vermehrt. Ziehen wir also die erstere Zahl von e, ab, und ad-
diren die letztere hinzu, so ‘erhalten wir die Zahl der Molekiile
“in der Volumeinheit, welche zur Zeit ¢~+r dic lebendige Kraft ¢
haben, und welche wir mit w, bezeichnen wollen. “Es handelt
sich also jetzt um die Zahl der Zusammenstosse , vor denen
eines der stossenden Molekitle die lebendige Kraft ¢ hatte. Wenn
auch das andere die lebendige Kraft ¢ hatte, so mflissen nach
dem Stosse wicder beide die lebendige Kraft ¢ haben, da die
Summe der lebendigen Kraft beider nach dem Stosse wieder 2:
sein muss und keine anderen lebendigen Kriitte als die in der
Reihe 26) verzeichneten vorkommen konnen. Hatte vor dem
Stosse ein Molekiil die lebendige Kraft ¢, das andere Ze, 50 muss
aus demselben Grunde aueh nach dem Stosse eines die lebendige
Kraft ¢, das andere 2: haben. Durch alle diese Zusammenstisse
dndert sich alse die Zahl der Molekiile mit der lebendigen Kraft ¢
nicht. Anders aber ist die Sache, wenn vor dem Stosse ein Mole-
kil die lebendige Kraft ¢, das andere 3: hatte; dann kiunen
nach dem Stosse beide die lebendige Kraft 2¢ haben. Dureh jeden
dieser Zusammenstosse wird die Zahl der Molekiile mit der lehen-
digen Kraft ¢, also w,, mm eins vermindert. Im Ganzen geschehen
N3 soleher Zusammenstisse in der Volumeinheit wiithrend der
Zeit 73 durch alle diese Zusammenstosse zusammen nimmt also

L |
w, um Ngg ab. Ks ist also Ng;f von w, zu subtrahiren. Ebenso

: AT +1 .
sind Ny, N3, NV,...N,", . vonw, zu subtrahiren. Dagegen
sind die Zahlen N?2, N,“;‘,_...IVJ"I“'"" dazn zu addiren, weil durch
Jeden dieser Zusammenstosse diec Zahl der Molekiile mit der
lebendigen Kraft ¢ mn eins vermehrt wird, Es ergibt sich
SORit :

e AR ATIS_ ATE_ ATYL

w' =1y — Ny — N — Ny — Ny —. . . 335)
+NZ+ NP N B N

Das Gesetz, welehes hier herrseht, ist leicht zu ibersehen.
Zu subtrahiven sind alle &, welehe ohen den Index 1 haben,
zu addiren alle, welehe unten den Index 1 haben. Diejeni-
gen, welehe diesen Index sowohl oben, als anch unten haben,
sind zu addiren und subtrahiren, kinnen also ganz weggelassen
werden. (Frither im Integrale haben wir diese sich tilgenden
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Glieder bequemlichkeitshalber " nicht fortgehoben.) Dabei ist
noch zu heachten, dass die vier Indices der N die Gleichung 27)
erfiillen miissen, und dass zwei IV, welche durch gleichzeitige
Verwechslung der obern und untern Indices anseinander hervor-
gehen (z. B. &) wnd N}Y) ganz identischen Zusammenstissen
entsprechen , daher nur einmal addirt (respective subtrahirt)
werden diirfen. Entwickeln wir ', nach dem Taylor'schen

dw,
Lehrsatze, so ergibt sich w =, lt" Substituiren wir dies,
a

sowie dic durch die Gleichung 32) gegebenen Werthe der N in
die: Gleichung 33), so erglbt sich, nachdem mit = wegdividirt

wurde
dw, g a0y w o, (s 13111;5;_ 1 0, 5 0,0,
df T B 1/ CUBYT Y4 YT yd TP*YT VB
2
0p 105 oy Mo 103 g2 10,10, oy Wp 0,
+B|3 B —*‘B V:; §+ 14V2 F h\/‘) V4+

weleche Gleichung unter Berticksichtigung der Gleichung 32)
auch so geschrieben werden kann:

i, . fw? 0,10,
T L
ot 22 ( 2 Vl L/:;) -
0,10 w, w,
(B gt 3 W,
(s 2)(V2 /3 Y1 V4)

Ehenso findet man

dw, [ w,w o
“ary o n( 0 ____g)_f_

dt e |/1 vy o 2 34)
(B gy s Wty ) )
e '“)(Vl /4 2B _
dw, — (gt _*_];,,, » ) [ w,_qw, w, w,
(/f \ 2, p—1 p=1, 2 (V’;)?]l’f?_‘ V']_ l/

/o4, e 1, p Wo Wy, _o 10,10,
B, B - —
\ 3. p= P 3) (L/:} L/pw_? }/] V?’ )
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Es bedarf hiochstens noch einer Erliiuterung, waraum das

Glied B3 Lt 3. “1% . im Ausdruoke filr —2 e, ¢ den Factor 2 hat. Die-

22V V— flf
ses Glied rithrt von jenen Zusammenstissen her, flir welche
vor dem Stosse ein Molekill die lebendige Kraft :, das andere
3¢, nach dem Stosse beide die lebendige Kraft 2¢ haben; durch
jeden dieser Stosse wird die Zahl der Molekiile mit der lebendi-
gen Kraft 2¢ nicht um eins, sondern nm zwei vermehrt, weil ja
dureh jeden dicser Stosse gleichzeitig zwei Molekiile die leben-
dige Kraft 2 gewinnen. Dahel miissen alle diese Stosse doppelt

gezihlt werden. Ebenso ziithlen im Ausdluoke ftir dT dic Glie-

5 10y 10y w e Tal
der B3 \/;) 2 und B§'; -’L—A?— u. s. w. doppelt. Es wiire leicht,

das (Gleichungssystem 54) dmch Summenformeln darzustellen ;
ich glaube aber, -dass dadurch fiir die Deutlichkeit nichts
Wesentliches gewonnen wiirde; das Bildungsgesetz ist ja nach
dem Auseinandergesetzten klar. Man sieht auch, dass dies
genau das Gleichungssystem ist, in welches die cine partielle
Differentialgleichung 18) iibergeht, wenn man sie nach der frit- -
her auseinandergesetzten Lagrange’schen Methode durch ein
System von p gewohnlichen Differentialgleichungen ersetzt und
f(kz,€) mit w, bezeichnet. Um die Gleichungen 34) etwas zu ver-
einfachen, setzen wir

w,== L/I. Ny -

Dieselben verwandeln sich dann in

(lut

B t)+ B it )

- _d 1 '
/2 : ;;2 =2 Bl g—ug) (BB rey— tgig) + - 3D)

du,

1/p (h‘ —(B;’ f)- —+B —1, )(”2”,1—t Ilillj')+. .
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Aus dicsen Gleichungen léisst sich wieder beweisen, dass

E=1ulogu;+ | 2ulogu,+.. - Vpau,logae, ’
bestiindig abnehmen muss, so lange nicht wi~—aw, g, wu,—1u,u,...
knrz alle in den Gleichungen 35) mit den Coéfficienten B multi-
plicirten Ausdriicke verschwinden. Die Gleichungen 35) haben
das Unbequeme, dass sie sich hochstens dureh Summenformeln
nicht aber explicit vollstindig hinsebreiben lassen. Es wird
daher ohne Zweifel die Deutlichkeit erhohen, wenn wir, mit
den einfachsten Fillen beginnend, erst allmilig zum aligemei-
nen Falle itbergehen. Sei zuniichst p—=23; die Molekiile secien
also nur fithig, drei verschiedene lebendige Kriifte, ¢, 2: und 3¢
anzunchmen. Dann reducirt sich das Gleichungésystem 35) aut
folgende drei Gleichungen:

du, 13¢,,2
7 By(1—uyuy)
_du : g -
V2 7]?2 = 2By (u ;) - 36)
ra du, S ETN.
Vo ar paty—Uyty)

und der Ausdruek fiir £ geht iiber in
E=u,logu,~+ V2 u, 108 1, V3uglogu,
Die Differentiation liefert

dE . du du "
L= (logu,+1) ;ﬁl ~+ (log 7_12+1) _&: —+ (logu,—+1) _;”_:

oder nach verinderter Anordnung der Glieder

dk . du, 5 (I (I uy
du, Sduy Fdu,
—+ ;ft —f—L/-- {If +Va df .
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Dic Summe der letzten drei Glieder verschwindet gemiiss

-

: o .. . dE .
den Gleichungen 36) und man erhiilt somit R indem man die
(

erste dieser Gleichungen mit logw,, die zweite mit logw,, die
dritte mit log», multiplicirt und alle drei addirt. Fiihrt man dies
wirklich aus, so erhilt man .

dE , R |
= BE . (id—uuy) . (logu~-log nw,—2log u,)
oder
Ak 3 .,
— = B2, (nE—u ) log _.'_.3].
df 22+ (Mg —=1t1ty) 8| "y

v

Von den beiden Factoren, welche auf der rechten Seite
dieser Gleichung mit Bj) multiplicirt sind, ist fir w2>wu, der
erste positiv, der zweite negativ, fiir ur<<u,u, aber der erste
negativ und der zweite positiv; ihr Produet ist dalier immer

immer

negativ, und da B}} wesentlich positiv ist, so ist -—
¢

negativ oder gleich Null; letsteres fiir wi=wu,un,. Nun lisst sich
aber leicht beweisen, dass E nicht negativ unendlich werden
kann. Selbstverstindlich kann keine der drei Griossen u,, w,
und », negativ oder imaginir werden. Fiir positive » aber kann
. . . .. ]

ulogu bekanntlich keinen grisseren negativen Werth als — -
(.’

die Grosse £ also keinen griosseren negativen Werth als

1238

r

annehmen, wobei ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen ist.

Es muss sich also K, da sein Differentialquotient nicht
positiv sein kann, immer mehr einem Minimum néhern, fitr wel-
dt
der Beweis auch gefiihrt werden, wenn »=3 ist. Ich betrachte
hier nur noch den Fall n==4. In diesem Falle reduciren sieh die
Gleichungen 35) auf

ches =0, also ug=mnu, ist. Ganz in derselben Weise kamn
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el
—'— = By3(ui—u )+ (Bia—+ B gttg— 1t 10,)
dt 37)
iy 13 | ,
V2 i ‘)Bzz(u y— g )~ (Boa-+ B w1, — uyit,) ~+BA(d—u )
du ]
/3 7[? = By ui—u 1)+ (BY3-+ B (0,20, — 11211 JH2BE (uyu,—ul)
Coduy
/4 —~i =B+ B (u, N‘ 1y ,) -+ B (E—u ).
Ftir £ aber findet man
E=ulog u,—\/2 u,Jog u,—Y 3 u, log u, ) Lu, log ",
" dE du, dn, du, du
e _ “y WMy o @iy dy .
g log u, 7 L)/ 2logu, T - Blogu, 7 L -4 logu, — 2 gy

. e . ) dit diut e, du
substituirt man hier fiir —21, — 2, 3 % ihre Werthe
dt ’ dt 7 de ? df ‘

aus den Gleichungen 37), so ergibt sich nach passender Anord-
nung der Glieder
dk

tE_ pi3
dt B ("

FTR W,
Uyly 2% 21y
J—i—])’ (wg i, uq)loh 3 J+
2 hN

1
o

~—( B+ B ) (wyit—u ua)lnb[”‘"“)

H

Ich bemerke, dass die Verdnderung der Anordnubg der
Summanden, welche hier erforderlich war, nichts anderes ist,
als unsere frithere weitliufige Transformation des bestimmten
Integrals. Aus dem obigen Ausdrucke sieht man sofort, dass

LY

[ I,'J . . . . . . [
i wieder nothwendig negativ ist, wenn nicht gleichzeitig
p _

2__ 2___ —
"2_'”I Hq, N:'-— "2?!4 3 ”2”3__”1"-’5

ist, wofiir man auch setzen kann

z
H2

Ho— = .
3 y Hy= —5
ty 1
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. : dk
Ebenso findet man fiir den allgemeinen Fall, dass 5
nothwendig negativ ist, daher £ nothwendig abnimmt, wenn
nicht
2
u 1
. —_— 2 . J— * '
o= —", .. 38
T 712’ )

ist. Da nun £ wieder keinen grosseren negativen Werth als
o

_ 1+ 24 V34+...p

¢

59)

annehmen kaun, so muss es sich nothwendig einem Minimum
immer mehr und mehr niihern, fir welches die Gleichungen 3%8)
bestehen werden. Es nidhert sich daher die Zustandvertheilung
immer mehr der durch die Gleichungen 38) bestimmten. Es ist
noch zu beweisen, dass die Gleichungen 38) die Zustandsver-

theilung eindeutig bestimmen. Addiren wir alle Gleichungen 35),
80 ergibt sich

du —du /3 ., _
& TV VB eV =0
daher

-\ 2y By~ .+ prp=a - 40)

In dhnlicher Weise findet man

b

I
-

uy+2 2,3V By~ ... pVpu,=
»

wobei « und 6 Constanten sind. Die Bedeutung dieser Gleichun-
gen liegt auf der Hand. Es ist némlich

, 41)

— : o —
W, -0y 10,4 - « .=~} 20, \ Buy. . . =n

die Gesammtzahl der Molekiile in der Yolumeinheit, & aber ist
ihre gesammte lebendige Kraft. Die Gleichungen 40) und 41)
besagen uns also, dass jene beiden Grissen constant sind. Seien
uns die beiden Grossen ¢ und 4, also die Gesammtzahl der Mo-
lekitle in der Volumeinheit und ihre gesammte lebendige Kraft
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. . i .
gegeben. Dann wollen wir den Quotienten 2=+ setzen. Die
i
|

Gleichungen 38) gehen damm itber in
==, , ="y, - o w=

~ Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 40) und
41), so findet man daraus mit Leichtigkeit

' b — ' [/ —
5 ) , 42)
' +l Su— [:LJV-’T“/‘M— {Qa—— ['—J V§°/+rt— I% =

Da alle « nothwendig positiv sind, so sicht man unmittel-

b . b . .
bar, dass — —w« positiv, ——p« aber negativ sein muss. Es

< <

muss daber 6 zwischen e nnd 'spa liegen. In der Gleichung 42)
ist daher der Coéfficient von y#—1 positiv, das von 5 freie Glied
aber negativ. Ihr Gleichungspolynom ist also fiir y= o0 positiv,
fiir y==0 negativ; sic liefert also eine positive Wurzel fiir 5
und sie liefert uur eine, weil die Reilie der Coéfficienten nur
einen Zeichenwechsel hat. Negative oder imaginire Werthe fiir
« haben natiirlich keinen Sinn. Aus o aber lassen sich alle
mithin auch die w cindeutig bestimmen. Wic immer also die Zu-
standsvertheilung zn Anfang der Zeit gewesen sein mag, es gibt
eine, und mur eine, der sie sich wmit wachsender Zeit immer
mehr nihert. Dieselbe hiingt blos ab von den Constanten « tund
h, wlso der Gesammtzahl und der gesammten lel?eildigen Kraft
der Molekiile (Dichte und Temperatur des Gases). Dieser Satz
whrde zunidehst nur fiir den Fall bewiesen, dass die Zustands-
vertheilung schon zu Anfang der Zeit cine gleichformige war.
Er muss also auch gelten, wenn dies nicht der Fall war, wenn
die Molekiile nur so vertheilt waren, dass sie sich mit wachsen-
der Zeit immer mehr mischen, dass also die Zustandsverthei-
lung naeh Verlauf ciner sehr langen Zeit eine gleichformige
wird, und dies wird immer der Fall sein, mit Ausnahme ganz
specieller Fille, z. B. wenn die Molekiile anfangs in einer gera-
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den Linie angeordnet gewesen wiren, aund auech von den Win-
den in diese Gerade zuriickreflectirt wiirden. Da wir dies fiir
beliebige p und ¢ bewiesen haben, so konnen wir sofort zn dem

1 . P .
Falle itbergehen, wo — und : unendlich klein sind®. Wir hahen

n
vunichst

W, = Wm,, u Vlc“/’*—‘

3 Fiir sehr grosse p wird den Ausdruck 39) schr gross von der Ord-
nung p*-: In diesem Falle ist es also nothwendig, einen kleineren negati-
ven Werth aufzusuchen, den E niemals itberschreiten kann. Die hier mit
E bezeichnete Grosse unterscheidet sich durch eine Constante von der frii-
her so bezeiclmeten Wollen wir die in der Anmerkung 7, Gleichung 17 a)
wmit £, bezeichnete Grisse erhalten, die wieder nur durch eine Constante
- VO den itbrigen mit diesen Buchstaben bezeichneten Grissen verschie-
den ist, so miissen wir zn unserem gegenwiirtigen £ noch

3log s
— 2g ful-}-V'Juo—i- .)

addiren. Es ist also

Jlog s
£y =E— ‘—‘i‘ (Mt—}—‘/ )ua—i—.. y=1u,log [ )-|-V)", lug( 7, )+. ..

Es ist zuniichst klar, dass £, eine fiir alle reellen positiven Werthe
der « reelle und continuirliche Function derselben ist. Ferner kann
(wenn wir eine negative Grosse als wn.so kleiner bezeichnen, je gros-
ser ihr Zahlenwerth ist), £ nicht kleiner als der Ausdruck 39), also X
nicht kleiner als

1 _ —
— 3(1+V2+-..Vp)—3/m log e

werden. Es muss daher £, ein Minimum haben, wenn die « alle reellen
positiven mit den Gleichungen 40) und’ 41) vertriiglichen Werthe durch-
laufen. Man beweist zuniichst leicht, dass tlir dieses Minimum keines der
u gleich Null sein kann, dass es also nicht an dep Grenze der von den
« gebildeten Mannigfaltigkeit liegen kann, und folglich nach den gewohn-
lichen Regeln der Differentialrechnung gefunden wird. Addiren wir zum
totalen Differential von E; das der beiden Gleichungen 40) und 41); erste-
res mit dem unbestimmten Multiplicator %, letzteres mit dem ebenfalls
erst zu bestimmenden Multiplicator p multiplicirt, so ergibt sich

tlog uy—+2—-p.) duy+ (10g 1y );+2p.)1/§du2+ o=

Fiir das Minimum muss bekanntlich der Factor jedes Differentials
verschwinden, woraus man nach Elimination von 2 und p erhilt
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I'tir unendlich kleine ¢ setzen wir nun wieder

; U
sl frze— g ey e— p—hs . 3
¢-—-d..lv, A-—-—HJ-, /—¢C ¢ 3 ?/'—C 40)
w3 u}
log w, —logu, =logw; — logu,=...oder Uy M

worin man sogleich die Gleichungen 38) wieder erkennt, Dieselben be-
stimmen also in der That den kleinsten Werth, den £, anmehmen kann,
wenn die » alle wméglichen mit den Gleichungen 40) und 41) vereinbaren
Werthe annehmen. Da- aber die » wiilirend des ganzen Vorganges in
der That an die Gleichungen 40) und 41) gebunden sind, so ist dies der
kleinste Werth , den E| wiihrend des ganzen Vorganges anzunehmen im
Stande ist, Um denselben zu berechnen, setzen wir wiceder

Ug==0y o, Ug=U .

Wir wissen, dass wir dann aus den Gleichungen 38), 40) und 41) einen
einzigen positiven Werth fiiv 4 finden, der also ‘dem wirklichen Minimuw
von £, entsprechen muss. Dieser Minimalwerth von E; ist also

‘,; i | 1 oy
E= : blogy—+alog T

Einen kleineren Werth kann E; nicht annehmen. Und dieser Werth bleibt
selbst fiir unendlich kleine ¢ und unendliche p endlich. Er geht niimlich
wit Ritcksicht auf die Gleichungen 43) iiber in

alog ("—bh,

0.

N

oder weil “II/L’[/I:S("’ /"2‘)—/1 ist, so kann man hiefiir schreiben

i

]/'.’.\//,:: C (10,‘5‘ "'—";/'-3') s’

was, da die Constanten C und 4 nicht unendlich sind, einc¢ endliche
Grosse ist. Es kann also die wit E; bezeichnete Grisse nicht negativ
unendlich werden, dagegen konnte E, positiv. unendlich sein. Doch Lisst
sich leicht zeigen, dass dann unmoglich Wiirmegleichgewicht herrschen
kann. Dies, sowie eine ausfithrliche Discussion der Ausnabmsfille, wo

€ .
lim T—Iﬂs, t+7)log fis, t+-7) +1/2f('2£, t+)log fiZe, t4+7) 4+ . . .

—fle, vlog fie, n —Y' 22, ) log fi2e,6) — . . . |

= -

ungleich austallen kiénnte, je nachdem -- oder — verschwindet, witrde

- -

mich jedoch hier zu weit fiihren.
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und erhalten
w,=C} xe—"*dx,

also wieder die Maxwell’sche Zustandsvertheilung. Ebenso
tiberzeugt man sich, dass die Summe, welche wir hier mit E
bezeichnet haben, abgesehen von einem constanten Adden-
den, in das Integral der Formel 17 a) tibergeht; wir erhalten
also nach dieser Methode alle Resultate wieder, welche wir.
frither durch die Transformation der bestimmten Integrdle ge-
- wannen, und sie hat den Vortheil, dass sie viel einfacher und
durchsichtiger ist. Nur muss man sich dabei an die Abstrae-
tion, dass ein Molektl nur im Stande sei, eine endliche Anzahl
lebendiger Kriifte anzunehmen, als Ubergangsstadium gewshnt
haben. /

‘Setzt man in den Gleichungen 35) die Differentialquo-.
tienten der « nach der Zeit gleich Null, so erhiilt man die
Bedingungsgleichungen, dass die Zustandsvertheilung sich mit
wachsender Zeit nicht &ndert, also stationédr ist. Man sieht so-
gleich, dass die Gleichungen 35) dann ausser der von uns
gefundenen noch zahlreiche andere Liosungen haben, welche
aber keine denkbaren stationiren Zustandsvertheilungen dar-
stellen, da dabei die Wahrscheinlichkeit gewisser lebendiger
Krifte nothwendig negativ oder imaginiir ausfillt. Ganz analog
verhiilt es sich natlirlich auch, wenn, wie e¢s in der Natur der
Fall ist, jedes Molekiil alle lebendigen Krifte von Null bis oo
annehmen kann. Die Bedingung, dass die Zustandsvertheilung
stationdr sei, erhdlt man dann, wenn man in der Gleichung 16)
3f{x, t)

ot

oo (a4 ) N |
O=J J [f(i) fkwﬂ:—_&) —f(%)i(:v ) }V;: W, &) do'dE.
0”0 \/E Vao+a'—E& Ve

=1 setzt. Dieselbe ist also

Eine Losung dieser Gleichung ist f{w)==C |ze=**; also
die Maxwell’sche Zustandsvertheilung. Aus dem vorher Ge-
sagten aber folgt, dass dieselbe noch unendlich viele andere
Losungen hat, welche aber nicht brauchbar sind, da dabei f{a)
immer fiir gewisse 2 negativ oder imagindr ausfillt. Daraus

sitzb. d. mathem.-naturw. C1. LXVI. Bd. 1I. Abth. 21
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folgt am klarsten, dass Maxwell’s Versuche, a priori zu
beweisen, dass seine Losung die einzige sei, fehlschlagen
mussten. Sie ist nicht die einzige, sondern es kanu nun bewie-
sen werden, dass sie allein lauter positive Wahrscheinlichkeiten
liefert, dass sie also allein braunchbar ist.

'TIII. Diffusion, Reibung und Wirmeleitung der Gase.

Hier sollen nur noch wenige Bemerkungen Platz finden,
die sich auf den Fall beziehen, dass die Zustandsvertheilung
zwar nicht ganz regellos, aber doch auch nicht das ist, was wir
gleichformig genannt haben, und dass auch nicht alle Ge-
schwindigkeitsrichtungen gleichmissig vertreten sind, was bei
innerer Reibung und Wiirmeleitung stattfindet. Dann sei

' i'(g? ﬂ? C} x: y: z; t) (lg(lﬁ ([C

an der Stelle im Gase, deren Coordinaten x, y, z sind, . die
auf die Volumeinheit entfallende Anzahl der Molekiile, fiir
welche die Componente der Geschwindigkeit in der Richtung
der a-Axe zwischen & und £—+-d&, die in der Richtung der
y-Axe zwischen v und v—+dr, die in der Richtung der z-Axe
zwischen ¢ und ¢4-d¢ liegt. Ein Zusanmmenstoss ist durch die
Geschwindigkeitscomponenten & v, ¢ und &, v, ¢, der beiden
stossenden Molekiile vor demselben, sowie durch die Grossen &
und ¢ bestimmt, (Letztere beide Grossen, sowie die spiter vor-
kommenden V, k, 4,, X ete. sollen dieselbe Bedeutung wie in
Maxwell’s Abhandl. Phil. mag. 4. ser. vol. 35 haben.) Fune-
tionen dieser acht Variabeln sind die Geschwindigkeitscompo-
nenten &, #, ¢ und &, ny, & nach dem Stosse. Schreiben wir
der Kiirze halber dw, fiir d¢é,dn,d¢,, und bezeichnen mit £ den
Werth der Function f(& n, & @, 3, 2, £), mit f,, f/ und £ die
Werthe dieser Function, wenn man darin fiir £4¢, respective
& n g, Ev'e oder £y ¢, setzt; dann muss die Funetion £ der
Dlﬁ’elentlalvlelchung

oY Y
2 0 |
¢ .-1.'+f'8y +C3z+YB Yan +2 3¢ BC 44)

[ ds, [bedh [ doV ([~ f1)=0
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gentigen, wie man leicht sieht, wenn man ¢in Volumelement
sich mit den Geschwindigkeiten £, 5, ¢ fortbewegt denkt und
- erwigt, wie sich in demselben die Zustandsvertheilung durch
die Zusammenstosse verindert. Ist das Gas von fixen Winden
umgeben, so folgt aus der Gleichung 44) wieder, dass E durch
die Molecularbewegung nur abnehmen kann, wenn man setzt

E=[[{{{] flogf duxdy dzdEdn dt,
welcher Ausdruck der Entropie des Gases proportional ist. Um
fir den Fall anderer Grenzbedingungen nur ein Beispiel zu
geben , sei die Abstossung zweier Molekiile der 5. Potenz ihrer
Entfernung verkehrt proportional. X, ¥, Z sollen im Folgenden
immer verschwinden. Wir wollen setzen

f=A(1+2hayé+c&n)eME+u+0) 45)

wobei die beiden Constanten « und ¢ sehr klein sein sollen.
Substituiren wir diesen Werth in die Gleichuug 44), vernach-
liissigen die Quadrate und Producte von « und ¢ und fiihren die
Integrationen nach 4 und ¢ genau so durch, wie es Maxwell
in der citirten Abhandlung (Seite 141-—144) lehrt, so finden
‘ - 2ha
gemacht wird. Die Formel 45) gibt also eine mogliche Zustands-
vertheilung, und zwar diejenige, wobei sich jede der az-Ebene
parallele Schicht in der Richtung der a-Axe mit der Geschwin-
digkeit «y bewegt, wenn y die y-Coordinate der betreffenden
Schicht ist, also den einfachsten Fall innerer Reibung. Die Rei-
bungsconstante ist das in der Zeiteinheit durch die Flichenein-
heit hindurchgehende dureh —¢« dividirte Bewegungsmoment,
also

wir, dass die Gleichung 44) erfiillt ist, wenn ¢=—

~

pE_a_ e i Enfdédad 1 p .
T w o« [J[fdédndl — 6A,kh - BA kg

f

)

genau, wie sie schon Maxwell gefunden hat. Die Bezeich-
nungen sind durchaus die von Maxwell gebrauchten. Ein all-

gemeinerer Ausdruck ist folgender:
AL

-
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e (D |
[=4 []— —!éi[é—:—‘ 4= % -+ %ESJ(é_‘”—t—r,z-i-é_’”)—l—?le.(u&'—i-vn—l—wi)—+-

46)

+5¢52+{3ﬁ2+“/iz+a"ﬁ€—i—ﬁ’E_"C+'y'£n]e—"(i"+'n2+c*).

Derselbe geniigt ebenfalls der Gleichung 44), wenn «, v, w
lineare Funetionen von @, ¥, # sind, und

o=

2h  Ou o 2h (o Dw

T B4kt T B4k [$+§§J

gesetzt wird. Analoge Werthe haben 5, 4, £’ und 4. Der Aus-
druck 46) stellt eine belichige Bewegung des Gases dar, bei
der die Geschwindigkeitscomponenten u, v, % im Punkte mit
den Coordinaten @, y, 2z lineare Functionen dieser Coordinaten
sind. Wenn nicht ‘

o Sr dw
it t+—=0

drx dy 9z

ist, so #ndert sich die Dichte und Temperatur mit der Zeit.
Letztere wie bei einem Gase, dem man keine Wirme zufiihrt.
Berechnet man mittelst des Ausdruckes 46)

& b &,

so erhiilt man wieder die schon von Maxwell gefundenen
2

. 0% o . :
Werthe, Wire 5oz von Null verschieden, so erhielte man in
T

die Gleichung 44) noch ein Glied, das sich nicht tilgen wiirde,
ndmliclt | )
do

. EBp—AEH Y
v -

als dessen durchsehnittlichen Werth wir etwa

_ 2h 3 2
_ gi (52 ) 3/2 g_I!(E:+-ﬁ‘I+E=} — 3—A—kzl/p__ g—k(i-:-{--r':-FEZ) ?i
€ 27

103 o
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annehmen konnen. Man sieht leicht, dass dieser Werth gegen
jedes der tibrigen Glieder, aus denen die Gleichung 44) besteht,
wenn man darin den Werth von £ aus Gleichung 46) substituirt,
verschwindet, dass also die Gleichung 44) noch nahe erftillt ist,
man somit bei Berechnung der Zustandsvertheilung die Grissen
w, v, w nach dem Tayloy'schen Satze entwickeln und bei den
ersten Potenzen von @, y, z stehen bleiben kann. Das erste Glied
der Gleichung 44) nach Substitution des Werthes f aus Glei-
chung 46) wire z. B. j
2h ., u

L L)

.37 da

* Sein mittlerer Werth also

ou

t/‘; - e—h R —|—C2)

Berechnet man.den Quotienten dieser Grosse in die Grosse 47-
fiir Luft bei 0° C. und dem Normalbarometerstande numeriseh, so

findet man denselben etwa — 0-00009 Millim. X ?E. Derselbe ist
' Bz
Bu

also selbst dann noch verschwindend klein, wenn_ etwa 1 Mil-

HE)
ezt

\

9
lim, ist, wenn also die Werthe von Blz , die um 1 Millim. von einan-

der abstehen, durchschnittlich sich wie 1:2 verhalten. Erst wenn
dies schon fiir Werthe von g% der Fall ist, deren Abstéinde
nicht mehr gross gegen die mittlere Wegliinge sind, wiirde die-
ser Quotient erheblich, Auch der Werth

f: A[l -+—(la,‘—+_-—by—i—cz —_ (“E.'-l-,)ﬂ—i—(.‘é)t] e—hEFEE)

befriedigt die Gleichung 44). Fiir ein Gemenge zweier Gasarten
wollen wir die anf die zweite beztiglichen Grossen durch einen
unten angeftigten Stern bezeichnen, p und p, seien die Partial-
driicke, m und m, die Massen eines Molekiils fiir beide Gas-
arten. Dann tritt an die Stelle der Gleichung 44) folgende :
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o a}; +£ f+”‘§-+-Caf+fdwlfbd"f"3°'(ffa—ffi)

44%)
+ [ dor, [bdb [dg V({ f—f 'f,/) =0

und eine analoge Gleichung fiir die zweite Gasart. Dem einfach-
“sten Falle der Diffusion entspricht das Integral

= — IV (1+-2hmul (L
RQ .
| 46%)

ﬁt

f* == V'—"‘—‘ﬁ: N#(l +2’Lm#24#£) e*"mt(¢'+1]‘+t~) ,

-

wobei N und N, Funectionen von &, Nu und N,u, aber constant
sein sollen. Keine Grosse soll Function der Zeit sein. Die Glei-
chung 44*) ist befriedigt, wemn

dN

Je ~+NN 2hmm,, (u—u ) Ak = O

ist. Einc analoge Gleichung muss fiir ¥, gelten. Es muss also
sein: N+ N,=const = der Anzahl der Molekiile beider Gase in
der Volumeinheit; daraus folgt: Nu = — N, u,= der Anzahl der

Molekiile einer Gasart, die in der Zeiteinheit durch den Quer-
schnitt 1 gehen. Die Diffusionsconstante ist

Nu L 1 L PP
AL (VD) 2hmm Ak A kppa(ppy)’
weil ‘ '
. N+N, N N,
2]1 - L — e
PP P Ps
ist.

Will man die Bewegungsgleichungen erhalten, so multi-
plicire man die Gleichung 44) oder 44*) mit médw (wobei
dw=dEdnd?), und integrire iiber alle &, %, ¢ Die vier ersten
Glieder dieser Gleichungen verwandeln sich dann in )

Ber) (B B(PE") 8(edd)
o | aw B?/ 8
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oder weil

% _ 9(pw)  3(gv)  ¥ew)
3¢ or oy T o =0

in

J0u  Buw  Bu Bu] D B(pEW) B(p—E—C’)
(["a?-i—u-a?—l—v-@—i—wa—z— + e 3 + =

wobei
5: €I+1¢, =%, (=l +w

gesetzt wurde. Die iibrigen Glieder aber liefern negativ genom-
men das durch die Stosse den Molekillen zugefiihrte Bewe-
gungsmoment, das natiirlich verschwindet, wenn kein zweites
Gas beigemischt ist. Das zugeflihrte Bewegungsmoment mehr
der Resultirenden aller Druckkritte

_36E)_ 3 3GED)
A oy 0z

ist also gleich der mit der Dichte multiplicirten Beschleunigung

— M 0 — 20—

(au du ou 8u‘J
Ploe "oz T oy 8z)

Die letzteren Gleichungen gelten nattirlich fiir jedes beliebige
Wirkungsgesetz. Dagégen haben die Ausdriicke 45), 46) und
46*) nur dann Giltigkeit, wenn die Abstossung zweier Molekille
der fiinften Potenz ihrer Entfernung verkehrt proportional ist.
Fiir jedes andere Wirkungsgesetz, z B. wenn die Gasmolekitle
wie elastische Kngeln an einander abprallen, befriedigen die
Ausdriicke 45), 46) und 46*) die Gleichungen 44) und 44%)
nicht , fiir alle anderen Wirkungsgesetze ist also bei Diffusion,
Reibung ete. die Geschwindigkeitsvertheilung durch kein so ein-
faches Gesetz gegeben, Fiir den Fall der Diffusion miisste dann
f etwa in folgender Form dargestellt werden:

A[l e b e(r?+-L)E4d, . e MEHTHE | ATH)

und ich sehe kein anderes Mittel zur Auflosung der Glei-
chung 44%), als die successive Bestimmung der Coéfficienten
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a, b, c... Fiir alle anderen Wirkungsgesetze ist also die Ge-
schwindigkeitsvertheilung eines diffundirenden Gases nicht die-
selbe, als ob es sich allein im Raume mit seiner Diffusions-
geschwindigkeit «# fortbewegte. Es riihrt dies daher, dass die
Molekiile mit verschiedenen Geschwindigkeiten auch verschie-
dene Diffusionsgeschwindigkeit haben, wodurch die Geschwin-
digkeitsvertheilung fortwihrend gestort wird. Da die Glieder
des Ausdruckes 47%) mit &, £v%... in die Diffusionsconstante
im Allgemeinen Glieder von derselben Ordnung liefern, wie die
mit §, so kann die Diffusionsconstante nicht numerisch exact
erhalten werden, -wenn man erstere bei Berechnung des mit-
getheilten Bewegungsmomentes vernachliissigt. Doch diirfte der
hiedurch herbeigefiihrte Fehler kaum sehr gross sein. Ahnliches
gilt natlirlich von der Reibung und Wirmeleitung. Ja es wird
- nicht nur der Werth, sondern auch die Constanz der Diffu-
sions-, Reibungsconstante ete. bei anderen als dem Maxwell-
schen Wirkungsgesetze fraglich.

Dem Falle der Wirmeleitung in der Riéhtung der x-Axe
entspricht unter Voraussetzung des Maxwell’'schen Wirkungs-
gesetzes folgender Werth von f:

[=A[1 4@ (£ r2-02) - ba - b gE(E P L) Jo—HE+i+E)

woraus folgt

of | of of. (et ;
A L L — y—Rh{Z*n -1 2 2 2y_ .
€ 5 oo =Ede T+ (€2 4m2-F) 48]

* Das letzte Glied der Gleichung 44) aber reducirt sich,
wenn man darin den obigen Werth fiir f substituirt, und alle
Integrationen nach Maxwell’s Vorschrift ausfithrt, auf

-

29 4,k MNg [E LS LS 4 - E%] Ae—hE++8),

Damit also die Gleichung 44) erfillt sci, muss

1 ba
= —%2ad.F —D -HN. — —= — —
a g dkMN , b=>DgA,kMN A 57
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sein, Dle in- der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit gehende
Masse ist

¢ by
. PE—P(zh'*‘zm]

Soll die Wirmeleitung mit keiner Massenbewegung .verbun-
den sein, so muss also

5g

(}=:—-2h

sein. Bezeichnen wir mit 7 die absolute Temperatur, mit B aber
eine Constante, so ist

3MB ( ' “»"fJ

M =
T= (E"—i—r C") B=—— T 1+ %

daher mit Vernachléissigung von unendlich k‘leinem

dTa.

“dy

Die in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit gehende
lebendige Kraft ist -

L=£ @ rera o).

Die Mittelwerthe konnen ohne Schwierigkeit mittelst des
angenommenen Werthes von f berechnet werden. Man erhiilt,
wenn man alle dabei vorkommenden Integrale von der Form

[I]EH Pt P {P Y e P E ) dEd d¢

ausrechnet, was am besten duwh Differentiation von N&% nach

h gesc}neht
I D rg . dMNg
TR BT 8py

Die Wéirmeleit’ungseoﬁstante ist
C:_E_Z_E)MNg_ _h___ 5 .
- ' ar 8h3 a7 16h*T A, k,

ax
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Beachtet man, dass

p_g. ]

;2' 2h

’

ist, 8o ergibt sich endlich

Hp?
C= 4 TA K,

Da “ich die Gasmolekille dabei als einfache materieile
Punkte betrachtete, so ist bei mir die Maxwell'sche Grosse
p=1, das Verhiltniss der Warmecapacititen y=1%/;. Wird
daher die specifische Wirme (der Gewichtseinheit des Gases)
bei constantem Volumen in gewdhnlichen Warmeeinhéiten ge-

messen mit w, das mechanische Wirmeiquivalent mit 7 be-

zeichnet, so ist nach einer bekannten Formel ,

2 pJ :
('y—-—l)?l?—-'g?bz PZ‘

Die Wirmeleitungsconstante in gewohnlichen Wiirmeeinheiten
gemessen ist also

v e Dwp _5
C=I=ita,:" 7

w |,

wobei p der Reibungscoéfficient ist. Dieser Werth der Wiirme-
leitungsconstante ist 3/,mal so gross, als der von Maxwell
gefundene , was in einem Versehen Maxwell’s bei Ableitung
seiner Gleichung 43) aus 39) seinen Grund hat. Die Gasmole-
kiile sind dabei von mir als einfache materielle Punkte voraus-
gesetzt , weil sich unter dieser Annahme allein die Rechnungen
exact durchfiihren lassen. In der Natur ist diese Annahme frei-
lich nicht erfiillt, und wiirden daher die obigen Formeln bei
ihrer Anwendung auf Experimente noch einer Modification be-
dtirfen. Zieht man die intramoleculare Bewegung nach der Art
Maxwell’s in Rechnung, so witrde man erhalten

bt . D
‘ C = ZITQ.EHT;’I;Z', ( = *"2— wh..
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Doch scheint mir dies sehr willkiirlich zu sein, und man konnte
leicht, wenn man die intramoleculare Bewegung in anderer
Weise in Rechnung zieht, erheblich andere Werthe fiir die
Wirmeleitungsconstante erhalten. Aus diesem Grunde scheint
mir eine numerisch exacte Berechnung derselben aus der Theo-
rie, so lange man nicht mchr tiber die intramoleculare Bewe-
gung ‘weiss , unmdiglich zu sein, und seit daher die Wirmelei-
tungsconstante, deren Grossenwerth man frither kaum fiir be-
stimmbar hielt, durch Stefan in so genauer Weise experimen-
tell bestimmt wurde, scheint mir ihre experimentelle Bestimmung
die theoretische an Genauigkeit weit zu iibertreffen.

Wie sich die Sache gestaltet, wenn die Function f keine
lineare Function von x ist, oder wenn gleichzeitiz Wiirmeleitung
in anderen Richtungen oder Bewegungen stattfinden, wird kaum
einer weiteren Erlduterung bedlirfen. '

IV. Betrachtung mehratomiger Gasmolekiile,

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass jedes Molekiil ein
einzelner materieller Punkt sei. Dies ist bei den in der Natur
vorkommenden Gasen sicher nicht der Fall. Wir werden der
Walirheit offenbar weit niiher kommen, wenn wir voraussetzen,
dass jedes Molekiil aus mehreren materiellen Punkten (Atomen)
besteht. Das Verhalten solcher mehratomiger Gasmolekitle soll
im gegenwiirtigen Abschnitte der Betrachtung unterzogen wer-
den. Ich bemerke, dass die friiher eingefiihrten Bedeutungen
der Buchstaben in diesem Abschnitte nicht mehr gelten.

Die Anzahl der materiellen Punkte, also der Atome eines
Molekiils, sei . Dieselben migen durch ganz beliebige Krifte
zusammengehalten werden, von denen wir blos voraussetzen,
dass die zwischen je zwei Atomen wirksame Kraft eine Fune-
tion des Abstandes der beiden Atome sei, und ihre Richtung in
die Verbindungslinie derselben fillt, und dass sie so beschaffen
sind, dass sich die Atome eines und desselben Molekiils niemals
ganz von einander trennen konnen. Ich will diese Krifte als die
inneren Kriifte des Molekiils bezeichnen. Wihrend der weitaus
grossten Zeit der Bewegung eines Molekiils sollen auf die
Atome desselben blos diese inneren Kriifte wirken. Nur wenn
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das Molekiil einem anderen zufillig sehr nahe kommt, sollen
anch die Atome jenes andern auf die Atome dieses Molekiils
wirken und viee versa. Ich nemne diesen Vorgang, wihrend
dessen heide Molekiile so nahe sind, :dass sie auf einander eine
hemerkbare Wirkung ausiiben; einen Zusammenstoss, und die
Kriifte, welche dabei die Atome des einen Molekiils auf die des
andern und umgekehrt austiben, sollen die Kriifte des Zusam-
menstosses heissen. Von ilmen setze ich wieder blos voraus,
dass sie Functionen der Entfernung sind, und léings der Verbin-
dungslinie wirken, sowie dass sie so beschaffen sind, dass sich
die Atome der beiden Molekiile nicht austauschen, sondern dass
nach dem Stosse jedes Molekiil wieder aus denselben:Atomen
besteht, wie vor demselben. Um den Moment des Beginnes
eines Zusammenstosses scharf definiren zu konnen, will ich
- voraussetzen , die Wechselwirkung zweier Molektile beginne
jedesmal, wenn die Distanz der Schwerpunkte beider Molekiile
gleich einer gewissen Grisse { wird. Diese Distanz wird dann
kleiner als /, wichst dann wieder, und wenn sie wieder gleich /
geworden ist, so hort die Weehselwirkung, also der Zusammen-
stoss wieder auf. Der Moment des Beginns des Zusammen-
stosses ist freilich in der Natur wahrscheinlich nicht so scharf
markirt. Unsere Schliisse wiirden nicht alterirt, wenn ich den-
selben so charakterisiren wiirde, wie ich es in der Abhandlung
,Uber d. Wirmegleichgewicht zw. mehratom. Gasmol.¢ S. 11
that. Ich will jedoeh hier der Einfachheit halber die oben aus-
gesprochene Voraussetzung beibehalten, welche iibrigens jener
andern an Allgemeinheit nicht einmal nachsteht, da wir ja blos
angenommen haben, dass, so lange die Distanz der Schwer-
punkte >/ ist, keine Wechselwirkung. stattfindet. Ist dieselbe
=] gewaorden, so kann in manchen Fillen anfangs die Wech-
selwirkung noch immer gleich Null sein und erst spiiter begin-
nen. Um den Zustand eines Molekiils zu einer gewissen Zeit ¢
zu definiren, denken wir uns ein fiir alle Mal drei auf einander
senkrechte Richtungen fix im Raume angenommen. Wir ziehen
durch den Punkt, an dem sich der Schwerpunkt unseres Mole-
kiils zur Zeit ¢ befindet, drei reechtwinklige Coordinatenaxen
parallel jenen drei Richtungen, und bezeichnen die Coordinaten
der matericllen Punkte unseres Molekiils beziiglich jener Axen
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zur Zeit £ mit &, v, ¢, &,...¢.. Ferner sei ¢, die Geschwin-
digkeit des ersten Atoms, u,, v,, w, ihre Componenten in den
Richtungen der Coordinatenaxen; dieselben Grissen seien fiir das
zweite Atom ¢,, u,, v,, w,; fir das dritte ¢,, u,, v,, w, u. 8. w.
Dann ist der Zustand unseres Molekiils zhr Zeit ¢ vollstindig
bestimmt, wenn wir die Werthe der Gr—3 Grissen

! -
51; ity Cp Ca- - ety ety Crm1y Wy Ty Wy Uy . 20, A)

zur Zeit ¢ kennen. &, %,, ¢, sind Functionen der iibrigen &, v, ¢,
weil der Schwerpunkt Coordinatenanfangspunkt ist. Die Coor-
dinaten des Schwerpunktes unseres Molekiils beztiglich der fixen
Coordinatenaxen bestimmen nicht den Zustand, sondern blos
die Lage unseres Molekiils. Wenn nun unsér Molekiil nicht
gerade mit einem andern im Zusammenstosse begriffen ist, so
sind zwischen den Atomen desselben blos die inneren Kriifte
thitig. Wir konunen also, wenn dieselben gegeben sind, zwi-
schen der Zeit und den 6+—3 Grossen A) eben so viele Diffe-
‘rentialgleichungen aufstellen, welche wir die Bewegungsglei-
chungen des Molekiils nennen wollen. Dieselben werden 6r—3
Integrale haben, durch welche dic Werthe der Variabeln A) als
Functionen der Zeit und der Werthe dieser Grossen zu Anfang
der Zeit ausgedrtickt werden konnen. Eliminiren wir aus den-
selben die Zeit, so bleiben noch 6»—4 Gleichungen mit eben so
viel willkiirlichen Integrationsconstanten iibrig. Dieselben seien

P1—=1 Uy Pe= s e P =0y,

wobei die « die Integrationsconstanten, die ¢ aber Functionen
der Variabeln A) sind. g ist gleich 62—4. Aus diesen Gleichun-
gen konnen daher alle Variabeln A) bis auf eine als Functionen
dieser, einen und der Gr—4 Integrationsconstanten ausgedriickt
werden. Ich will diese eine Variable ein fiir allemal mit @
bezeichnen ; sie kann sowoll eine der &, », ¢, als anch der
w, v, w sein. So lange das Molekiil nicht mit einem'andern zu-
sammenstosst , erfiillen die Variabeln A) die Bewegungsglei-
chungen des Molekiils, bleiben daher die « constant und die
Werthe jeder der Variabeln A) hiingen Dblos von dem Werthe
von « ab. Ieh will daher «,, a,,...a, als die die Bewegungs-
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- art des Molekiils bestimmenden Constanten, x aber als die die

Bewegungsphase bestimmende Variable bezeichnen. So lange
also das Molekiil nicht mit anderen zusammenstiosst, dndert sich
blos die die Phase bestimmende Variable .x. Wenn dagegen das
Molekiil mit einem andern zusammenstosst, so dndern auch die
mit « bezeichneten Grissen ihre Werthe; dann éndert sich auch
die Bewegungsart des Molekiils. Wir wollen nun annehmen,
wir hiitten wieder einen Raum %, in welchem sich sehr viele
Molekiile befinden. Alle diese Molekiile seien gleichartig, d. h,
alle bestchen aus gleichviel materiellen Punkten und die zwi-
schen ihnen wirksamen Kriifte seien fiir alle identische Functio-
nen ihrer relativen Lage. Beschreiben wir im Raume X}
irgendwo einen kleineren, aber doch gegen die Distanz zweier
Molekiile grossen Raum vom Volumen R, so mégen sich in dem-
selben, wo er sich immer befinderi mag, RN Molekiile befin-
den, von denen \

RE(t, w, ay. . cu)dayda,. . . da,

zu einer gewissen Zeit ¢ so beschaffen sein sollen, dass fiir

1

dieselben
o, zwischen «, und «;—+du,,

. B)

v, 2wischen a, und a,~+du,. .. '

liegt. Die Constanten « bestimmen die Bewegungsart eines
Molekiils; ist demnach die Function f* gegeben, so ist damit be-
stimmt, wie viele Molekiile von jeder der versehiedenen Bewe-
gungsarten sich zur Zeit ¢ im Raume R befinden. Wir sagen
daher, die Funetion f bestimmt die Vertheilung der verschiede-
nen Bewegungsarten zur Zeit £ unter den Molekiilen. Ich nehme
wieder an, dieselbe sei schon zu Anfang, daher auch fiir alle
folgenden Zeiten eine gleichférmige, d. h. die Function f sei
unabhiingig von der Lage des Raumes R, sobald derselbe nur
sehr gross gegen die durchschnittliche Distanz zweier Nachbar-
molekiile ist. Ich sage Kiirze halber immer, ein Molekiil befindet
sich in cinem Raume, wenn sich der Schwerpunkt desselben in
jenem Raume befindet. Wir nehmen nun an,.der Werth der
Function f fiir ¢= Null, also f(o, «,, «,...) sei gegeben; es
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soll daraus der Werth der Function f fir irgend eine andere Zeit
berechnet werden. Die Constanten a #indern ihre Werthe blos in
Folge der Zusammenstosse; es kann sich daher auch die Func-
tion f blos in Folge der Zusammensttsse verindern, und unsere
Aufgabe ist zundichst, die Gleichungen aufzustellen, durch
welche die Veriinderung der Funetion f bestimmt ist. Wir mits-
sen da wieder berechnen, wie viele Zusammenstosse wihrend
einer gewissen Zeit A¢ so geschehen, dass vor denselben die
Grossen « flir eines der zusammenstossenden Molekiile zwischen
den Grenzen B) liegen, ferner, wie viele so, dass nach densel-
ben die Grossen « fiir eines der Molekiile zwischen den Gren-
zen B) liegen. Addiren wir die erstere Zahl zu f(¢, a, a,. . .)
da,da,. . und subtrahiren die letztere davon, so erhaltenp wir
die Zahl der Molekiile, fir welche nach der Zeit A¢ die Grés-
sen @ zwischen den Grenzen B) liegen, also die Grosse f(t-+Ab
tyy ty. . )dada,.. |

Betlachten wir nun ngend einen Zusammenstoss zweier
Molekiile; ftir das erste der stossenden Molekiile mogen die
Constmten a vor dem Stosse zwischen den Grenzen B) liegen.
Fiir das zweite mag :

v, zwischen «; und a,~-da;,
~ ‘ C)
v, zwischen «, und w,—+du, n. 8. f.
liegen. Dadurch ist der’ Zusammenstoss noch keineswegs voll-
stindig bestimmt; ¢s muss auch noch die Phase der beiden
zusammenstossenden Molekiile, sowie ihre relative Lage im
Momente des Beginnes des Zusammenstosses gegeben sein. Sei
die Phase des ersten Molekiils dadurch gegeben, dass flir
dasselbe

& zwischen 2 und w—+-da D)
liegt, wihrend tiiir das zweite der zusammenstossenden Molekiile
2 zwischen &' und @a'+-dz’ E)

- Hege. Um die relative Lage beider Molekiile im Momente des
Beginnes des Zusammenstosses zu bestimmen, bezeichnen wir
den Winkel zwischen der Verbindungslinie der Schwerpunkte
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derselben und der a-Axe mit .5, den zwischen der wy-Ebene
und einer parallel jener Verbindungslinie durch die «-Axe
gelegten Ebene mit w und es mag im Momente des Beginnes
des Zusammenstosses ' )

S zwischen 5 und S—+d3, -
F¥)
w zwischen w und w--dw
liegen. Alle Zusammenstosse, welche so geschehen, dass dabei
die Bedingungen B), C), D), E) und F) erfiillt sind, will ich als
Zusammenstisse von der Gattung G) bezeichnen. Es fragt sich
jetzt zunidchst, wie viele Zusammenstisse von der Gattung G)
geschehen in der Volumeinheit withrend einer gewissen Zeit Az?
Wir wollen da die Annalime machen, die innere Bewegung der
Molekiile 'sei sehr rasch, die Stosse dagegen geschehen so sel-
ten, dass ein Molekiil von einem Zusammenstosse bis zum niich-
sten oftmal alle moglichen Bewegungsphasen durchliuft. Wir
konnen dann A¢ so gross wihlen, dass wihrend A¢ jedes Mole-
kil ofter alle moglichen Bewegungsphasen durchlduft, aber
doch wieder so klein, dass wihrend A¢ nur wenige Zusammen-
stosse stattfinden, dass sich also £ nur sehr wenig veriindert.
Betrachten wir irgend eines der Molekiile, deren Bewegungsart
zwischen den Grenzen B) liegt; wir wollen es kurz das Mole-
kiil B) nennen. Wir nahmen an, dass es wiihrend der Zeit A¢
alle moglichen Phasen oftmals durchliuft; daraus lisst sich be-
weisen, dass sich die Summe aller jener Zeitmomente, wihrend
welcher es im Verlaufe der Zeit A¢ die Phase D) hat, zur gan-
zen Zeit A¢, wie sdw zu [sde verhdlt, dass also die Smmme
aller dieser Zeitmomente '

sdx

T==Af ——
fsdx

48)

ist, wobei ¢ durch folgende Gleichung gegeben ist:

1 :E+B“1,§‘fz BaE

8 T8 On, T dw,.’
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Die Integration ist tiber alle moglichen 2, also itber-alle nig-
lichen Phasen zn erstrecken.  Das Product sdw ist immer mit
positiven Zeichen zu nelmen.

In der Functionaldeterminante kommen die Differentialquo-
tienten, nach allen Variabeln £, %, ..&,, #,, v, ... w, bis
auf @ vor; sie kann also als Funetion von 2 und den Integra-
tionsconstanten « ausgedriickt werden. Der eben ausgesprochene
Satz lisst sich ganz dhnlich wie Jacobi’s Princip des letzten
Multiplicators beweisen; da ich jedoch den Beweis bereits in
der Abbandlung: ,Einige allgemeine Sitze tiber Wirmegleich-
gewicht¢ (Sitzungsh. Bd. 63) gefithrt habe (siehe daselbst die An-
merkung auf S. 15), so will ich ihn hier nicht noch einmal wie-
derholen. Ich habe daselbst gezeigt, dass sich die Sache nicht
verdndert, wenn zur Bestimmung der Phase eine Variable nicht
ausreicht. Die Summe aller Wege, welche wihrend der ganzen
oben mit = bezeichneten Zeit der Schwerpunkt des Molekiils B)
relativ gegen den Schwerpunkt eines Molekiils von der Beschaf-
fenheit C) zurticklegt, ist gleich ¢r, wobei y die relative Ge-
schwindigkeit der Schwerpunkte
beider Molekiile ist. Beschreiben
wir nun um den Schwerpunkt des
- Molekiils B) eine Kugel vom Radius
I, so bildet der Inbegriff aller
Punkte dieser Kugel, fiir welche
die Winkel 3 und w zwischen den
Grenzen F liegen, ein unendlich
kleines Rechteck 4BCD (siehe ne-
benstehende Figur) vom Flichen-
inhalte {?sin.3dS dw.” Denken wir
uns dieses Reechteck fest mit dem Schwerpunkte des Mole-
kiils B) verbunden, so ist also die Summe der Wege, welche es
wihrend = relativ gegen die Molekiile von der Beschaffenheit C)
zuriicklegt, ebenfalls yr. Alle diese Wege bilden mit Vernach-
lissigung von Unendlichkleinem gleiche Winkel mit den Coordi-
natenaxen; sie bilden daher auch denselben Winkel (<) mit der
Ebene des Rechtecks ABCD, da ja die Geschwindigkeiten
sdmmtlicher Atome des Molekiils B durch die Bedingungen B)
und D) zwischen unendlich nahe Grenzen eingeschlossen sind.

S8itzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXVI. Bd. II. Abth. 22
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Das’ ganze Volumen, welches daher unser Rechteck wiihrend
der Summe aller Zeitmomente = durchwandern wiirde, wenn es
sich blos mit seiner relativen Geschwindigkeit gegen die Mole-
kiile von der Beschaffenheit (') bewegte, ist

V=~{sinSdSdw.sine. yr, 49}

und es ist leicht einzusehen, dass alle Molekiile, welche sich
innerhalb dieses Volumens befinden, mit dem Molekiile B) so
zusammenstossen, dass dabei die Bedingungen F) erfilllt sind.
Es fragt sich daher nur noch, wie viele Molekiile von der Bewe-
gungsart C) und der Phase E) in diesem Volumen liegen wer-
den. Wir wissen, dass in der Volumeinheit f(t« «,...)da da,...
Molektile von der Bewegungsart C), daher, weil die Vertheilung
der Bewegungsarten eine gleichformige ist, Vf(fa «,...)du da,. ..
im Volumen V liegen. Alle diese Molekitle werden jedoch nicht
die Phase E) haben. Vielmehr wird sich die Zahl derjemigen,
welche diese Phase haben, zn ihrer Gesammtzahl verhalten wie
die Zeit, wihrend welcher ein Molekiil die Phase E) besitzt,
zur Zeit, wilrend welcher es alle moglichen Phasen durchliuft,
also entsprechend der Gleichung 48) wie s'de’ zu [s'da’; wobei
1 v 0w, da,

ist. Diese Zahl ist also

v=Vf(ta uy...)du da, ... ﬁg-% 50)

Hiebei wurde vorausgesetzt, dass unter den Molekiilen von
der Beschaffenheit C) die verschiedenen Phasen wihrend der
Zeit r gerade so vertheilt sind, wie wihrend der Zeit A¢, dass
also nicht immer die Phase D) gerade mit der Phase E) cofnci-
dirt oder eben so wenig die Phase E) niemals oder beson-
ders selten mit der D) gleichzeitig stattfindet. Wenn die
Schwingungsdaner der Molektile von der Beschaffenheit C)
nicht commensurabel ist mit der der Molekiile von der Beschaf-
enheit B), so ist dies selbstverstéindlich. Wiren jedoch diese

beiden Schwingungsdauern fiir alle oder eine endliche Zahl von
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Molekiilpaaren commensurabel, so miisste dies als cine Eigen-
schaft der zu Anfang hergestellten Zustandsvertheilung voraus-
gesetzt werden, welche sich dann fiir alle folgenden Zeiten er-
halten wiirde. Der Ausdruck 50) gibt uns die Zahl der Molekiile
im Volumen V, fiir welche dic Bedingungen C) und E) erfiillt
sind, und wir wissen, dass alle diese und nur diese wih-
rend A¢ mit dem betrachteten Molekiile von der Beschaffen-
heit B), das wir immer das Molekiil B) nanuten, so zusammen-
* stossen, dass dabei die Bedingungen C), D), E) und I¥) erfillt
sind. Nun sind aber f{¢, «, «,...)da, du, ... Molekile von der Be-
schaffenhieit B) in der Volmmeinheit; multipliciren wir daher
noch mit dieser Zahl, so erhalten wir dn=yf{¢t,«,, «,...)du du, ...
fiir die Zahl der Molekiilpaare, welche in der Volumeinheit wiili-
rend der Zeit A¢ so zusammenstossen, dass alle 5 Bedingun-
gen B), ), D), E) und F) erfiillt sind, also fiir dic Zahl der
Zusammenstosse von der Gattung G) withrend dieser Zeit. Un-
ter Berticksichtigung der Gleichungen 48), 49) und ')U) erhalten
wir fiir diese Zah! den Werth :

(t iy -« Lty . ) [y sin S sin s dS dw At X

dn =
[sdx [s'da’ . }
- . 91)
Xsdz duyda,. . .s'dy'dada,. . .
Wenn die Werthe der Grossen
Uiplly oon flyyfly . o 2y 2y ) J)

im Momente des Béginnes des Zusammenstosses gegeben sind,
so ist damit die- Natur des Zusammenstosses vollkommen cha-
rakterisirt; es konnen also die Werthe derselben Grissen im
Momente des Endes jenes Zusammenstosses berechnet werden.
Es sollen diese Werthe im Momente des Endes mit den entspre-
chenden grossen Buchstaben bezeichnet wer den Es konnen also
danu die Grossen

Ay Ay o A Ay X X,0,0 K)

als Functionen der Variabeln J) ausgedrtickt werden, Ich will
den Inbegriff der Bedingungen B), ), D), E) und F) kurz als

29%
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die Bedingungen G) bezeichnen. Alle Zusammenstosse, fiir
welche die Werthe der Variabeln im Momente ihres Beginnes
den Bedingungen G) geniigten, verlaufen in sehr #hnlicher
Weise. Fitr dieselben werden daher anch im Momente des Endes
die Werthe der Variabeln zwischen gewissen unendlich nahen
Grenzen liegen. Wir wollen annehmen, fiir alle diese und nnr
diese Zusammenstosse sollen die Variabeln im Momente des
Endes zwischen

4, und 4,—+d4;, A, und 4,~-d4,... 4, und 4 ~+d4;,
4, wnd Ay-dA,. .. X und X+dX, X' wd X'~+-aX, H)

0 und O+d6, @ und Q4-dQ
liegen. :

Da die Grossen K) Functionen der Variabeln J) sind, so
konnen wir im Ausdrucke 51) statt einiger Differentiale der
Grossen J) auch Differentiale der Grossen K) einfithren ; wir
wollen z. B, statt der vier Differentiale dw, da’, d3 und dw die
Differentiale von 4,, 4,, 4, und 4 einfiiliwen, wobei ich iibri-
gens bemerke, dass die vier Grossen 4,, 4,, 4, A, nur bei-
spielsweise genommen wurden; wir kjmten an ihre Stelle .eben
so gut vier andere der Grossen K) setzen. Wir erhalten dann

dn:f(u“ ty- ) fleag, a,. )

ss's; Py sin I sineAt dayda, . . .

{sdx . [s'da 52)
dagda,. .dudA,dd,dA.dA,,
wobei
J g 04,34, 24, 34,
8, — %x %' 95 9w
ist.

Dies ist die Zahl der Zusammenstdsse, weleche in der
Volumeinheit wihrend A¢ so geschehen, dass vor denselben die
Grossen ¢,, ,. .y, zwischen den Grenzen B) und C) und ausser-
dem nach denselben 4,, 4,, 4/, und 4, zwischen

Ay und 4,+dA, ... 4, und 4,—dA4,

liegen. Lassen wir in diesem Ausdrucke «,,«,...a, constant
und integriren beziiglich «,¢,...qa,, 4,, 4,, 4] und 4, iiber alle
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moglichen Werthe dieser Griossen, so erhalten wir alle Zusam-
menstisse, welche in der Volumeinheit wihrend A¢ so gesche-
hen, dass vor denselben die « fiir eines der zusammenstossen-
den Molekiile zwischen den Grenzen B) lagen, ohne dass hiezu
noch irgend eine andere Bedingung hinzukiime. Diese Zahl ist
also:

, fla g ) [ty 00, 00.)
dn' == duyduy . .da, At ” . _['.ls'(Zv - }S,'(’va 388, 1%y X 53)

XsinSsinedada,. .d4dA,.

Durch jeden dieser Zusammenstosse wird die Zahl der
Molekiile in der Volumeinheit, fiir welche die « zwischen den
Grenzen B) liegen, also die Zahl f(f«, «,..)du da,..da, um
eins vermindert; es ist also die Zahl dn’ von f{ta, a,. . )da,da,. .
zu subtrahiren; dann bleibt die Zahl der Molekiile iibrig, fir
welche wihrend A¢ die Griossen « nicht aufgehort haben, zwi-
schen den Grenzen B) zu liegen. Hiezu muss noch die Zahl der
Zusammenstosse addirt werden, weleche so geschehen, dass
nicht vor, wohl aber nach denselben die Grissen « zwischen den
Grenzen B) liegen. Sie heisse dV'. Dann ist also

e, a,,a,. dada,. . da,— dn' +dN'

die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit, fiir welehe zur Zeit
f-+~At die ¢ zwischen den Grenzen B) liegen. Es ist also

f(6, w0y, uy. Nduyduy . day— dn'+ d.N'

= f{t+A¢ ay, a,.. )dada,. .. da,. o4)

Die Zahl dN° kann in folgender Weise gefunden werden.
Fiir die Anzahl der Zusammenstisse, welche in der Volumein-
heit withrend A¢ so geschehen, dass bei Beginn derselben die
Bedingungen G) erfiillt sind, fanden wir oben den Ausdruck 51).
Fiir alle diese erfiillen die Variabeln im Momente des Endes die
Bedingungen H). Wir brauchen in diesem Ausdrucke blos die
kleinen Buchstaben mit den grossen zu verfauschen, um die
Zahl der Zusammenstisse zu finden, fiir welche die Werthe der
Variabeln im Momente des Beginnes Bedingungen erflillen, die

.
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sonst ganz identisch mit den Bedingungen H) sind, nur dass
die Plitze der Schwerpunkte beider Molekiile vertauscht er-
scheinen, deren Verbindungslinie also gleiche Richtung, aber
den entgegengesecfzten Sinn hat, Letztere Zalhl ist also

U (CE TV NS ) (UY Y gy pwps

(Sax Sax ‘sin@sink X

- Hh)
XA ARAtdX dAdA,. .. dAdX ' dAd4,.. .d4,
wobei S, 8, LE... aus s, ¢, ¢... gebildet werden, indem man

darin die Variabeln J) mit den Variabeln K) vertauscht. Fiir alle
diese Zusammenstisse aber werden umgekehrt die Werthe der
Variabeln im Momente des Endes zwischen den Grenzen G) lie-
gen. Denn es ist klar, dass ein Zusammenstoss, fir den im
Momente des Beginnes die Bedingungen ) erfiillt sind, gerade
umgekehrt verlduft, wie einer, het dem im Momente des Be-
ginnes jene mit H) analogen Bedingungen erfiillt sind. Wih-
rend also fiir den crsteren Zusammenstoss im Momente des En-
des die Bedingungen H) erfiillt sind, so sind flir den letzteren
umgekehrt im Momente des Endes ihunliche wie die Bedingun-
gen ) erfiillt. Die Formel 55) gibt uns also die Zahl der Zusam-
menstosse, welche in der Volumeinheit withrend A¢ so gesche-
hen, dass im Momente des Endes derselben die- Werthe der
Variabeln den Bedingungen G) geniigen. Wir wollen zuniichst
wieder statt der Differentiale von X, X', @ und @ die von-«,, a,,
«,, 1, einfithren, so erhalten wir

/.(f’ Al’ A2° ')f(ta A;r Aé- .

WN="""5a% [5dx

) §8'8, 12 sin @ sin E X
KAdAdA,. . dAdA]. . dAda dayda da,

In dieser Formel ist

1 . 0w, 0wy du; duy

§, =T 5x ax 80 e

wobei man sich bei Bildung der partiellen Differentialquoticnten
in der Functionaldeterminante dic « als Functionen der als
independent zu denkenden Grissen G) ausgedriickf denkeun
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nmuss. Fiihren wir ausserdem noch statt der Differentiale von
A4;, A,.. 4, A.,... 4, die von a,, «,..q, a;. ..ap ein, so erhal-

ten wir:
(lN:’f(t’ Ay 4y )f(t Al’ 4y -) SS'S, s*'sin @ sin £ X
f S(]X fS'(]X' 56)
X At da,day. . da,dAd,dA,d4,d4,,
wobei

s M B 04

— Ba, Ba,‘ " B,

in welcher Functionaldeterminante A, A,... 4, als Functionen
der als independent zu betrachtenden Variabeln e, «,. ..«
4,, 4,, A, A, anzusehen sind. In dem Aunsdrucke 56) wollen
wir uns alle Grossen als Funetionen von

] T ' [
Mgy Qoo oligy ... tty, A,y Ay A, A,

ausgedriickt denken. Ferner betrachten wir «,, «,...«, als econ-
stant und integriren beziiglich «,, «,... 4, tiber alle moglichen
Werthe dieser Grossen. Dadurch erhalten wir die Anzahl der
Zusammenstosse, nach demnen fiir eines der stossenden Molektiile

die Grossen ¢ zwischen den Grenzen B) liegen, wiihrend sonst
alles beliebig ist; also genau die mit dN' bezeichnete Grosse. -
Es ist also

r / f(tA )f(fA") ' 2
dy _(l({ldttz. .da, At ” - TTT8AX [SdY 8§85'S§,0l* X

X I'sin® sinE da,da, . . da,dA,d4,dA,dA,.

Wir wollen nun die reclite Seite der Gleichung 54) nach
Potenzen von Af entwickeln und bei der ersten Potenz stehen
bleiben, was fiir sehr kleine A¢ gestattet ist. Sie geht dann
tiber in

of(t,ap a,. )
af

dayday. . da, At = —dn'+dN'. 58)
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Bevor ich hier die Werthe von dn’ und 4N’ substituire,
will ich noch an eine Relation erinnern, welche ich bereits in
meiner Abhandlung , Uber das Wiirmegleichgewicht mehratomi-
ger Gasmolekiile“ (Sitzungsb. d. Wiener Akad. Bd. 63) bewie-
sen habe. Die in jener Abhandlung entwickelteé Gleichung 19}
lautet nimlich nach Einfiihrung unserer Bezeichnungsweise:

vsinSsineds dn,. .dl._ydu dv,. . dw,dS dw

=IsinwsinEd=,dH,...d2,

wenn Z, H,... die Werthe von &, »,... im Momente des Endes
des Zusammenstosses bezeichnen. Fiihren wir in diese Glei-

chung zundchst «,, w,..n,, @, 2 statt &, »,...w, cin, so geht
sie itber in

88’y sin S sinz da ydeay. .. (lu'r, dvdy'dSdw

=S8STsinOsinEdA, da,...da,dXdX'dOdQ,

wobei s und § dieselben Bedeutungen wie frither haben. Fiihren
wir ferner links d4,, dA,, dA,, dA, statt dz, dz', d3, dw ein,
und #bnlich rechts, so erhalten wir |

ss's,y sinSsineda, day,. .da,dA dA,dA . dA,

= 88"8,1'sin0O sinE dA, dA,...dA, dn, du,da da,.

Fithren wir auf der rechten Seite dieser Gleichung statt der

. . . t r . . * ! r

Differentiale von A4;, A4,..4,, 4,..A; wieder die von a,, a,..a,, a,.it,

ein, so konnen wir durch alle Differentiale wegdividiren, und es
bleibt uns nur noch:

$8's, v sin I sins = S8, I'esin O sin I£.. 59)

Nun wollen wir die Werthe 53) und 57) fiir dn’ und ¥’ in
die Gleichung 58) substituiren. Dividiren wir dabei durch
day day. .da, At weg, ziehen dic beiden Integrale rechts in ein

éinziges zusammen, und beachten endlich noch die Gleichung 59),
so ergibt sich
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f(ty agy g ca))
3¢ -

‘*r. 3 [f(l‘, Apdy- ) 644, fGape,.) G a) uz'..)] 60)
J [SdX [8dX Jsde [s'da’

X 38’8, Py sin Ssinsda day. .. dadAdAd,dAdA,

und dies ist als die Grundgleichung anzusehen, welche die Ver-
inderung der Function f(¢, a,, «,..) mit wachsender Zeit be-
stimmt, Alle Grossen hat man sich hier als Functionen der
2¢+4 den Zusammenstoss (ausser seiner absoluten Lage im
Raume) vollkommen bestimmenden Grissen «, a,. ., «,. .
u, Ay 4, A7 4, ansgedrtickt zu denken. [SdX ist die Grisse,
welche man erhdlt, wenn man [sde als Function dieser 2p+4-4
Variabeln ansdriickt; dann die kleinen und grossen Buchstaben
vertauscht, und schliesslich wieder die 4,4,. . als Functionen
der 2p—+4 Variabeln ausdriickt, ebenso [SdX'. Man sieht sofort,
dass diese Verdnderung gleich Null ist, sobald der Ausdruck in
der eckigen Klammer fiir alle Werthe der Variabeln verschwin-
det; denn dann verschwindet nothwendig auch das Integral,
und dies ist nichts anderes, als was ich schon in der bereits
citirten Abbandlung ftiber das Wiirmegleichgewicht zwischen
mehratomigen Gasmolekiilen in einer etwas anderen Form ge-
fanden. Allein hiemit ist noch nicht bewiesen, dass das Integral
der linken Seite der Formel 60) nur verschwinden kanm, wenn
der Ausdruck unter dem Integralzeichen fiir alle Werthe der
Variabeln verschwindet. Es komnte vielmehr das Integrale auch
verschwinden, wenn der Ausdruck unter dem Integralzeichen
bald positiv, bald negativ wiirde. Um diesen letzteren Beweis
zu liefern, verfahren wir ganz in dersclben Weise, wig wir dies
frither in der Theorie des Verhaltens einatomiger Gasmolekiile
thaten. Da die Functionaldeterminante s.nur eine Funetion von
2, 1y, ., ist, und die Grenzen des Integrals [sdx nur von
den « abhingen, so folgt, dass letzteres Integral eine Function
flEa a,..)

cine Funetion von
| sdx

von a,, a,..a, ist. Es ist daher

bty tty - - ity und Wir wollen setzen:

. [t ay,dy-.05)
] sdv

= 5(t ayy tty. L) : 61)



348 Boltzmann.
Ferner werde zur Abkiirzung
2. o s
88’8 FysinSsine = P

gesetzt. Dann konnen wir die Gleichung 13) etwas kiirzer so
schreiben:

0p(ta, a,.

57 ')_[.s'd.n-_—_j_[’. Je(td 4, )p(t 4,4, ) — ’
(62)

—o(taya,. Yp(ta,a,...)|pda da,. .. dod A dA,dA da,.

Die Grosse p besitzt zwei Eigenschaften, die wir spiter
benittzen werden. Erstlich, sie ist symmetriseh beztiglich der
Variabeln a,, a,..a, A, 4, wd a, a,. .a, 4, 4,, d. h. sie @ndert
ihren Werth nicht, wenn man gleichzeitig a; mit «, und umgekehrt;
a, mit «, und umgekehrt u. s. w. vertauseht. Denn hierdureh
schreibt man blos dem zweiten der zusammenstossenden Molekiile
den Zustand zu, den vor der Vertauschung das erste hatte, und nn-
gekehrt, und es ist klar, dass sich hiedurch relative Geschwin-
digkeit ete. beider Molekiile nicht dndert. Dass aber das Pro-
duct ss' und die Grosse s, ebenfalls in dieser Weise symmetrisch
sind, lehrt der blosse Anblick der Ausdriicke fiir diese Grossen.
Znweitens, p ist nothwendig positiv; denn die durch die For-
mel 52) dargestellte Zahl #» kann nicht anders als positiv sein ;
dieselbe enthiilt aber nebst p lauter positive Factoren (die Dif-
ferentiale setzen wir ebenfalls durchweg positiv voraus), folglich
muss p cbenfalls positiv sein. Setzen wir jetzt

E=[f...o(t a,a,..) [sdv.loge(t,a,u,. Ydudu,...da,, 63)

wobei log wieder den natiirlichen Logarithmus bezeichnet und die
Integrationen iiber alle moglichen Werthe der « zu erstrecken
sind, so dass also K nur mehr eine Function der Zeit ist, und
snchen den Differentialquotienten von E nach der Zeit ¢#. Da die
Grenzen der Integrale, durch welche £ bestimmt ist, ¢ nicht

. dE .
enthalten, so finden wir R indem wir unter dem Integral-
ar

zeichen nach ¢ differentiiren, und zwar blos insoferne die Gros-
sen unter dem Integralzeichen ¢ explicit enthalten, denn die «
sind nichts anderes als die Variabeln, nach denen integrirt wer-
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den soll. Wir wissen, dass [sda die Zeit auch nicht enthilt
dieselbe ist also nur in ¢(¢, «, a,. .) enthalten. Beriicksichtigen
wir noch, dass

I oe(ta,a..). [sde. da da,. . da,

die Gesammtzahl der Molekiile in der Volumeinheit, also sein
Differentialquotient nach ¢ gleich Null ist, so erhalten wir

dE op(ta a,.

=1

p7 ) logo(tay, a,. ). fsde . dadu,. .da,.

Substituiren wir hier fiir B?(tlg:”' ) seinen Werth aus

Gleichung 62) und setzen Kiirze halber

st a,. )=09; o(taa,. )=¢'; 9(t,4,,4,. .)=;
o(t, 4, 4,..) =1,

so ergibt sich

E
%7 = ([ ..logo.[0D'—y'|pda, du,. .du,da. . (4)

da,dA,d4,dA; d4,.

In dem bestimmten Intégrale, welches die rechte Seite der
Gleichung 64) bildet, koénnen wir wieder die Variabeln, nach
denen zu integriren ist, bezeichnen, wie wir wollen. Wir kén-
nen also z. B. a,a,. .4, mit « a,. .4, ind umgekehrt vertau-
schen. Dadurch &ndert sich weder p, noch dic Grisse in der
eckigen Klammer, nur log¢ verwandelt sich in loge’, und wir
erhalten also, wenn wir zum Schlusse auch noch die Integrations-
ordnung umkehren, so dass wieder in der alten Reihenfolge in-
tegrirt wird :

dE P T

= i log ' [DD' — gy’ | pdayduy...du,dA dA,dAdA,. 6D)

Nun wollen wir diejenigen «, welche in Formel 64) mit
den-kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet wurden, mit den
grossen und umgekehrt bezeichnen, so erhalten wir:
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dE

= = [f. . log ®[py'—OD'| PdA,dA,...d4d,da,dudeda,, 66)

wobel P=88'S,/21'sin©sin E ist. Man erhiilt also P, indem man
p als Function der 2p+-4 Grossen w m,..n, A, . .4, ansdriickt
und dann die grossen und kleinen Buchstaben vertauscht. Nun
wissen wir aber, dass 4,4,..4,4,. .4, als Functionen von
ttytty. ity A Ay 4] und 4, ansgedriickt werden kdénnen. Wir kon-
nen also in deir Formel 66) statt der Differentiale von 4,4, ..
4,4, 4,. .4, wieder die von aya,..a,a;..q, einfiihren, was
natiirlich wieder blos eine rein formelle Verinderung ist. Wir
konnen ja unter dem Integralzeichen statt der Variabeln, nach
denen die Integration zu geschehen hat, beliebige andere Fune-
tionen derselben einfiihren, folglich auch, wenn wir wollen, die-
jenigen, welehe uns frither n,«,.. durch 4,4,.. ausdritckten.
Dadurch geht die Gleichung 66) iiber in
dE

= = [[. . log ®[oe'—dD'|Ps da,du, .. (l{l;dAldAsz;dA’z,

oder wegen der Gleichung 59) in

(K

= ff. Jog D' — @V pdada,...dudA,dA,dA d4,. 6T)

Die Integrationen sind in allen diesen Formeln iiber alle
moglichen Werthe der Variabeln zu erstrecken. Vertauschen wir
hier endlich wieder «, a,... 4, mit «/a,... d,, so ergibt sich

(UJ-- =[[.logd’ . [y’ —DD'|p (laldng...(lu;dAldAz(lA;(l;clz'. 68)

Addiren wir nun die Gleichungen 64), 65), 67) und 68)
und dividiren durch 4, so bekommen wir

F r
(r[lt 4 J.-log [ 3 J (OO —uwy'|pduda,...d4,.

Da nun p immer positiv ist, so folgt aus diesem Ausdrucke

It

. . dE . N :
sofort wieder, dass i niemals positiv sein kann, also E selbst
{4

TIB Hannover licenced customer copy supplied and printed for CEA/Saclay Fourniture de Documents Bibliotheque DPI/STI/SID/FD, 10/18/10



“Uber das Wiirmegleichgewicht unter Gasmolekiilen. 351

nur abnehmen oder constant bleiben kann. Letzteres kann nur
der Fall sein, wenn der Ausdruck in der eckigen Klammer also

0ty ayyttgenntty)  P(f ity - ) —(t A Ay 4,) . p(t A4,y ..+ 4;) BY)

fiir alle Werthe der Variabeln verschwindet. Es kann daher die
Zustandsvertheilung nicht periodisch zwischen gewissen Gren-.
zen hin und her schwanken, und ftir die Grenze, der sie sich mit
wachsender Zeit niihert, muss der Ausdruck 69) allgemein ver-
schwinden. . -

- Die Bedeutung der eben vorgenommmenen Transformation
der Gleichung 64) kann wie im Falle einatomiger Gasmolekiile
durch Zerlegung des Integrals in eine Summe veranschaulicht
werden. Setzen wir etwa

L !
ay=0y¢, ty=0b,e ... a=be, =8¢ ..,

wobei ¢ eine beliebige sehr kleine Griosse, die 4 aber ganze
Zahlen sind; ferner

Bybae . Byby' ..

— oy — (o
go(t, (y, (ty . .)flvblbz,.., Jsde=1v44,..., ])-——DB1B=___B|,B2,.__~

Da p von-allen Variabeln abhiingt, so miissen ihm 2p+4
Indices gegeben werden; die tibrigen Indices wurden ihm der
Symmetrie wegen beigefiigt. Die # sind Constanten, deren
Werth im Allgemeinen von den Indices abhiingt; die » sind
Functionen der Zeit. Das System der gewdhnlichen Differential-
gleichungen, welche dann an die Stelle der Gleichung 64) tre-
ten, ist dann folgendes:

dwb,bz. ..

Uy, b,. .. At

S e
__.ZDB] By B/ Bs.. [?l)b’l B,. -?U.BIJB{. _--—w&15=_ _wb!:bz._ -]. 70)

Die Summation ist tiber alle moglichen Werthe der 4.5,. .
BB, ... zu erstrecken. In der Gleichung 70) seibst konnen
b,b,. .0, die verschiedensten Werthe haben; sie repréisentirt uns
daher ein System vieler Differentialgleichungen. Die Gleichung
59) lautet in unserer gegenwirtigen Bezeichnungsweise

Phibe-bib e p b B BB
B.B,..B/'B,.. BBy .. B B,.. Bybae by'bs' s
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und man findet aus derselben und dem Gleichungssystem 70)
leicht, dass der Differentialquotient von

N O, W00, 108 W,

niemals positiv sein kanp. Die Summation in diesem letzten
Ausdrucke ist liber alle moglichen Werthe von #,0,...5, zu er-
strecken. Diese Grosse nimmt also bestindig ab, bis

Wby, Wy rp, ... ==WpE,  Wy'p.. .

ist ftir alle moglichen Werthe vou 4, 6,. .6, und fiir alle mit die--
sen vereinbaren Werthe von B, B, B, B,. Denn D kann fiir keine
Gruppe von Indices, der migliche Zustinde der Molekiile ent-
sprechen, gleich Null werden. Es miisste ja sonst ein Zusam-
menstoss dic Wahrscheinlichkeit Null haben. Die durch die
Gleichung 63) gegebene Grosse £ konnen wir noch etwas an-
ders schreiben. Wir sahen, dass

sda

Todr =ttty .,)duduy. . da, . sde
rar Zeit ¢ die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit ist, ftr
welehe die Bedingungen B) und D) erfiillt sind. Fiihren wir statt
_der Differentiale von «, «,...«, die von &v,...¢,_ru, v,. ., ein,
50 geht dieser Ausdruck iiber in

flEau,. Ndada,. .da,

vt ey )y dEdn, . dE_ydu, . . dw,.

Denken wir uns jetzt wieder a, «,...«, durch &, ... w, aus-
gedrtickt, so wird p eine Function der letzten Variabeln. Es
gebe ¢(tayuy. ca) in F(t,€,7,. .w,) iiber, so dass also

F.dédo ., . dé_idu, ... dw,
die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit ist, tir welche
¢, zwischen & und & --d€ . . . w, zwischen w, und w,~duw,
liegt. Den Ausdruck fitr £ konnen wir damn schreiben
E=({... FlogFsdvdudu, . .. du,,

oder wenn wir auch die Differentiale von &, #,...w, einfithren
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E=j[ ... FlogFdi dn, ... d¢_idu,...dw,. 1)

ieh bemerke noch, dass dic Rechnung in derselben Weise
geftihrt werden kann, wemn im Rawme R mehrere Gattungen
von Molekiilen vorhanden sind. Bezeichnen wir die entsprechen-
den Grissen fiir die zweite Gattung von Molekiilen durch Bei-
fiigung eines Sternes w. s. w.; so kann dann die Grisse

i= (... Flog Fd& dn,...dw.~-]...F¥log F*d&¥ do¥ .. dw¥ +

. s. w. niemals zunehmen,

Y. Die Molekiille machen von einem Zusammenstosse bis
znm nichsten nicht sehy viele Sechwingungen.

Im vorigen Absehnitte machte ich die Annahme, dass jedes
Molekiil von einem Zusammenstosse bis zum niichsten sehr viele
Schwingungen macht. Es Idsst sich jedoch auel, wenn dies
nicht der Fall ist, mit Leichtigkeit beweisen, dass die durch die
Gleichung 71) definirte Griosse E nicht zunehmen kann. Es ist
ist hier bequemer, wenn wir die Zahl der Molekille in der
Volwmeinheit, fiir welche zur Zeit ¢ die Variabeln £, v,.. ., zwi-
sehen den Grenzen

£, 111'1(1'é,'[—+—dr;‘l .o, Und w0, dw, L)
liegen, mit Af &, %, - w)dE di,. . dw, bezeichnen; f sei also
Jetzt dieselbe Function, welche im vorigen Abschnitte F hiess.
Es kann zunichst bewiesen werden, dass die Grosse £ durch
die innere Bewegung der Atome in den Molekiilen nicht ver-
dndert wird, dass sie also constaut bliebe, wenn die Molekiile
nicht unter einander zusammenstiessen. Es wiren dann die
Variabeln £, 4, ..., durch die Differentialgleichungen bestimmt,
welche wir die Bewegungsgleichungen eines Molekiils genannt
haben. In Folge dieser Gleichungen sollen zur Zeit t4-6¢ die
Variabeln tiir diese and nur diese Molekiile, fitr die sie zur Zeit
¢ zwisehen den Grenzen L) lagen, zwischen folgenden Grenzen
liegen:

£ und £ +dE, . . . w, und w—-dw,. M)



3h4 . Boltzmann, -

Ich habe bereits in der Abhandlung tiber das Warmegleich-
gewicht zwischen mehratomigen Gasmolekiilen gezeigt, dass man
dann hat

diidng . .. dw=ds da, . . . dw, "

Fénden keine Zusammenstisse statt, so ligen zur Zeit
{+-dt genau fiir jene Molekiile die Variabeln zwischen den Gren-
zen M), fiir welche sie zur Zeit ¢ zwischen den Grenzen L) lagen.
Die Zahl der ersteren und letsteren Molekiile wiire daher gleich,
weil beides ganz dieselben Molekiile wiren. Nun ist aber die

Zalhl der Molekiile in der Volumeinheit, flir welche zur Zeit
t-+—ot die Variabeln zwischen den Grenzen M) liegen

f(t+0t, & ..awe))ds .  dw,;

die Zahl der Molekiile in der Volumeinheit aber, fiir weleche zur
Zeit ¢ die Variabeln zwisehen den Grenzen L) liegen, ist

f(t € .w)ds,.  dw,.
s wiire also
f(t—3at, & . o) dE . dw, = (L, & . .w,) dE| . . dw,.

(Wir setzen hier wieder voraus, dass dic Zustandsvertheilung
. cine gleichformige an allen Stellen des Gases sei.) Mit Riick-
sicht auf die Gleichung 72) erhalten wir
f{t+0t, & o) =[f{t, & . .w,),

also aueh
flogf ds dn,. .dw,.=flogfds . . dw,, 73)

wenn wir f fie f{£ 4. .w,); [ tir ff+-0¢, €. .w,) schreiben. Da
die Gleichung 73) fiir jedes System von Differentialen besteht,
50 erhalten wir auch gleichc Ausdriicke, wenn wir beiderseits

1 Wenn man mit endlichen Grossen rechnen will, lautet diese Glei-
chung

d€idvy - . e 1,

lim
otdE dvy ... ducy

'
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tiber alle moglichen Werthe der Variabeln integriren. Es ist

also
i

If .. plogfdt. .dw,= [[ . . flogfdt,. .dw,,

wobei beiderseits tiber alle moglichen Werthe der Variabeln zu
integriren ist, weshalb es gleichgiltig ist, wie die Integrations-
variabeln bezeichnet werden. Man konnte daher anch schreiben:

ff .. flt+0t & . cw,)log flt+0t, & . w,) dE| . . dw, =
if . . flogfds,. . dw,.

Hier ist die Grosse rechts der Werth des E zur Zeit £~+ot,
die links der Werth des E zur Zeit ¢. Beide sind also gleich.
Die Griosse E wiirde also ihren Werth gar nicht #indern, wenn
sich die Atome der Molekiile ihren Bewegungsgleichungen ge-
miss bewegten, ohne dass die Molekiile unter einander zusam-
menstiessen. E& handelt sich noch darum, zu finden, um wie
viel sich die Grosse E in Folge der Zusammensttsse verindert.
Wenn dann of sehr klein genommen wird, so ist die Gesammt-
verinderung der Grisse E die Summe der Einzelverdnderungen.
Bezeichnen wir den Zuwachs, welehen £ durch die Zusammen-
stosse erfihrt, mit 0E, so ist zundchst

oE=[[. logfofdé, .dw,, 74)

wobei of der Zuwachs ist, den f° wihrend der Zeit ¢ durch die
Zusammenstosse erfihrt, so dass die Zahl (V) der Molekiile,
welche wihrend der Zeit ¢ in der Volumeinheit den Zustand L)
durch die Zusammenstosse gewinnen, um &f'd¢, dv, ... dw, gros-
ser ist, als die Zahl (én) der Molekiile, welche wihrend der-
selben Zeit durch die Zusammenstisse diesen Zustand verlieren,
dass also |

ON—dn=230fd¢, dn, . . . dw, 5)

ist. Ein Molekiil hat den Zustand L), ist dabei ein abgekiirater

Ausdruck statt des lingeren: Die den Zustand bestimmenden

Variabeln &7, . .w, liegen fiir dieses Molekitl zwischen den

Grenzen L). Ich nehme wieder an, der Zusammenstoss zweier
Sitzb. d, mathem.-natarw. Cl. LXVI. Bd. TI. Abth. 23

~~
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Molekiile beginne, wenn die Schwerpunkte derselben in die
Distanz [ gelangen. Der Winkel zwischen der Verbindungslinie
beider Schwerpunkte und der x-Axe heisse wieder 3, der zwi-
schen der wy-Ebene und einer parallel jener Verbindungslinie
durch die x-Axe gelegten Ebene w. Dann ist die Zahl der Zu-
sammenstdsse in der Volumeinheit wihrend der Zeit of, ftir
welche im Momente des Beginnes dic Variabeln & und

" zwischen $ und S+dS, o und w+-dw, N)

ferner dic Variabeln & », . .w, fiir das cine stossende Molekiil
zwischen den Grenzen L), flir das andere aber zw1schen irgend
welchen anderen Grenzen z. B.

& und & —+d&; . . w, und w,—+dw, P) -
liegen,

&, . .dw,f dE,. . dw,gltsin 345 dw ¢,

wobei g die relative Gesch#indigkeit der Schwerpunkte der
Molekiile ist. Fiir alle diese und nur diese Molekiile sollen im
Momente des Endes des Stosses .5 und «» zwischen den Grenzen

0 und O—+d6, @ und Q-+-dQ, N#).

ferner die Variabeln &, »,..w, fiir das erste Molekiil zwischen
den Grenzen

I

, ind_E,+dE, . .. Wr und W,-dW,, L

&

fiir das andere aber zwischen den Grenzen

=, wnd E,+dE, . .. W, und W+dW, P*)
liegen. Durch jeden dieser Zusammenstiosse verliert ein Molekiil
den Zustand L). Im Ganzen verlieren daher in der Volumeinheit
wihrend der Zeit ot

on=fde,..dw.ot [[..f d& . .dw,glPsin S dS dw

Molekiile den Zustand L), wobei wieder die Integrationen tiber
alle méglichen Werthe der Differentiale zu erstrecken sind. Die
Anzahl der Zusammenstosse, welche wihrend der Zeit o¢ in der
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Volumeinheit so geschehen, dass im Momente ihres Beginnes
die Variabeln zwischen den Grenzen L*), N*) und P¥*) lie-
gen, ist

.S

v=FdE,...dW,F d=,...dW,GPsin0d0 d23t.  176)

Fiir alle diese Zusammensttsse liegen die Variabeln im
Momente des Endes zwischen den Grenzen L), N) und P), weil
diese Zusammensttsse gerade umgekehrt wie die frither betrach-
teten verlaufen '. Da die Variabeln '

=, W, E;...W,'.,(-),Q R)
Functionen von

Eoowpy &, S, Q)

-

sind, so kann man in den Ausdruck 76) statt der ersteren auch
die letztern Variabeln einftihren. Es wird dann

GsinOdE, ... dW,d0dQ = gsin 3d¢, . . dwidSdw,

wie aus dem allgemeinen Theoreme folgt, das ich im 2. Ab-
schnitte meiner Abhandlung »Uber das Wirmegleichgewicht zwi-
schen mehratomigen Gasmolekiilen“ bewiesen habe. In Folge
dessen wird '

Ova=FF' dE, ... dw.sin S gldS dwit. 77)

Im Obigen wurde F, F', f' fir f{t, E,... W), f(t, E,... W),
(¢, &, .w,) geschrieben. & ist die Griosse, die man erhdlt, wenn
man in g die Variabeln Q) mit den Variabeln R) vertauscht. Im
Ausdrucke 77) hat man sich tiberall die Variabeln R) als Func-
tionen der Variabeln Q) ausgedriickt zu denken. Integriren wir
denselben beziiglich £ ...w,, 3, w iiber alle moglichen Werthe,
so erhalten wir die Zahl aller Molekiile, welche in der Volum-
einheit wihrend der Zeiteinheit durch die Zusammensttsse den

t Natiirlieh sind beim Vergleich des Endzustandes eines Zusammen-
stosses mit dem Anfangszustande eines anderen die Plitze der Schwer-
punkte beider Molekiile zu vertauschen, weil sich dieselben zu Anfang
gegen einander, zu Ende aber von einander bewegen.

23%
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Zustand L) gewinnen, also die Zahl, die schon frither mit JN
bezeichnet wurde. Es ist also

SN=dE,. .dw, 5t [[...FF gl*sin €. .. dw, dS dw.

Setzen wir diese Werthe fiir ¢z und 0N in die Gleichung 75)
ein, so erhalten wir :

of =ot [[...(FF'—ff"gl*sin SdE, ... dw,dS dw,
und wenn wir dies in die (zleichung 74) substituiren,
oE=2ot[[. . log f(FF'—ff)gl*sin S d&, . .dw,dt' . . dw, dS dw.

Die Verwechslung des ersten und zweiten der zusammen-
stossenden Molekiile liefert, wie friither

SE=0t[[. .log f'(FF'—f{")glsin Sdt, . . dw, dE,. . dw,d5 do.

Fiihren wir in den beiden letzten Gleichungen statt der In-
tegrationsvariabeln Q) die Variabeln R) ein, was immer mog-
lich ist, da man in einem bestimmten Integrale statt der Inte-
tegrationsvariabeln beliebige Functionen derselben einfithren
kann, und vertauschen dann die. grossen und kleinen Buch-
staben, was wieder erlanbt ist, da man in einem bestimmten In-
tegrale die Variabeln bezeichnen kann wie man will, so erhilt
man die beiden Gleichungen

0E= —ot[f..log F (FF' —{ffgl*sin S dt,...dw,dS dw
oE—=—odtf{f. log F' (FF' —ffgl*sin S d§, ... dw,d3 dw.

(Dabei ist 21 beriicksichtigen, dass die Variabeln R) dieselben
Functionen der Q), wie umgekehrt die Q) von den R) sind.)
Die Addition aller dieser vier Gleichungen aber liefert

, 1 f' . |
6K = Z ot |f..log [I]i('_fF_’] (FF'—ff"glsin SdE, .. . dw,dS dw,
worans wieder ersichtlich ist, dass die Grosse E durch die Zu-
sammenstosse nur abnehmen kann, und da sie durch die Bewe-
gung der Atome in den Molekilen nicht verindert wird, so folgt,
dass sie auch im Ganzen nur abnehmen kann.
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Wenn die Zustandsvertheilung zu Anfang der Zeit keine
gleichformige war, so enthilt die Function £ auch die Coordi-
naten @, y, z derjenigen Stelle des Gases, flir weiche sie die
". Geschwindigkeitsvertheilung darstelit. Alsdann tritt an die Stelle
von E cin etwas allgemeinerer Ausdruck. Wenn

flt, 2,4, % &% . . w)dedydzds,. . dw,

dic Zahl der Molekiile ist, welche sich zur Zeit ¢ im Volumele-
mente dxdydz mit den Coordinaten wx, y, z befinden, und fiir
welehe die den Zustand bestimmenden Variabeln zwischen den

Grenzen L) liegen, so kamu dic Grisse '

E={[. . flogf.dvdydzdt, . . . dw, 78)

nicht zunchmen. Um hiefiir den Beweis zu liefern, wollen wir
das Problem noch etwas allgemeiner auffassen. Gesetzt, wir
hiitten sehr viele Systeme materieller Punkte (Molekiile). Jedes
derselben bestehe aus » materiellen Punkten m, m, . . m, (die m
sollen zugleich die Massen derselben sein). Die Masse m, sei
fiir alle Systeme gleich; ebenso die Masse m, u.s. w. @y, ¥, %,
seien dic Coordinaten, u,, v, w,; die Geschwindigkeitscompo-
nenten von m,. Analoge Bedeutung haben x,y, . . . ; und zwar
ist es gleichgiltig, ob der Coordinatenanfangspunkt fiir die ver-
schiedenen Systeme derselbe oder verschieden ist. Die Krifte,
welche auf irgend einen der materiellen Punkte wirken, seien
- solche Functionen der Coordinaten x;y,z @, . .. 2., dass eine
Kraftfunction existirt, und zwar sei diese Kraftfunction fiir alle
Systeme dieselbe Function von «, g, ..z, Bezeichnen wir dann
wieder mit f{t,y,2,. . -w,)dz, dy,...dw, die Anzall der Sy-
steme, fiir welche die Variabeln @, y, 2z, @,...2,%,.. . w, 2wischen
den Grenzen )

2z, und z,~+dz, . . . w, und w+dw, S)
liegen und setzen .
E=ff .. flogfdx dy, ... dw,, 79)

so kann genau wie frither bewiesen werden, dass sich diec
Grosse E durch die Bewegung der materiellen Punkte der-
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Systeme nicht dndert, so lange zwischen denselben nur die in-
neren Krifte des betreffenden Systems thitig sind. Es soll nun
auch zwischen den materiellen Punkten verschiedener Systeme
Wechselwirkung stattfinden, und zwar soll die zwischen je zwei
Punkten thiitige Kraft Function ihrer Entfernung sein und in
der Richtung ihrer Verbindungslinie wirken. Die Bedingungen,
wann die Wechselwirkung zweier verschiedener Systeme be-
ginnt, sollen so sein, dass niemals (oder doch nur hichst selten)
drei Systeme gleichzeitiz in Wechselwirkung kommen. Sonst
aber konmen sie beliebig sein. (Es kann, um ein Beispiel zu
geben, die Wechselwirkung zweier Systeme eintreten, so oft
ein materieller Punkt des einen irgend einem des andern unge-
wihnlich nahe kommt.) Die Anzahl der Paare von Systemen,
welche wihrend der Zeit df so in Wechselwirkung kommen,
dass im Momente des Beginnes der Wechselwirkung die den
Zustand bestimmenden Variabeln ftir das eine System zwischen
den Grenzen S), fiir das andere aber zwischen den Grenzen

@, und @,+d, . . . w, und w,—-dw,
liegen, ist dann wieder
flt, - w,) fit, 2wy dey.  dw, do). . dw, Ot g 80)

¢ ist eine Function der relativen Lage und der Geschwin-
digkeiten der Atome beider Systeme. Beriicksichtigt man, dass
diese Function wieder die allgemeine durch die Gleichung 19)
meiner Abhandlung ,Uber das Wirmegleichgewicht mehrato-
miger Gasmolekile“ ansgedriickte Eigenschaft besitzen muss, so
kann man ganz wie frither beweisen, dass die Grosse E durch
die Wechselwirkung der verschiedenen Systeme nur abnehmen
kann. Der Beweis kann auch gefiihrt werden, wenn nicht alle
Systeme gleich beschaffen sind, sondern wenn sie zwei oder
mehreren Gattungen angehdren, aber von jeder Gattung sehr
viele Individuen vorhanden sind. (Man tibersieht sofort, dass
ein Gemisch von Gasmolekiilen mit ungleichformiger Gesehwin-
digkeitsvertheilung nur ein specieller Fall hievon ist.) Wenn
die Kraftfunction den Werth gz hat, findet man fiir einatomige

" (Rasmolekiile f—_—_—Ae*"(W*%f). Die bekannten Formeln fiir das
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barometrische Hohenmesser, sowie alle aerostatischen erweisen
sich also ebenfalls als specielle Félle der Formeln fiir das
Wirmegleichgewicht, '

YI. Auflosung der Gleichung 81) und Berechnung der
~ ‘ Entropie.

Wir haben bewiesen, dass fiir mehratomige Gasmolekiile im
Falle des Gleichgewichts der lebendigen Kraft der Ausdruck 69)
verschwinden muss, dass also fiir dasselbe

o(ay, ay. Y p(a, ny...)—o(d, dy.. ) (A 4,..)=0 81)
sein muss ftir alle moglichen Werthe der Variabeln
Wity gy, A Ay, A Ay 4, ‘ 82)

Es handelt sich noch darum, eine Funetion ¢ zu finden,
welche diese Gleichung erfiillt. Es ist klar, dass, wenn i die
gesammte in einem Molekiille enthaltene lebendige Kraft
und Arbeit, 4 und A Constanten sind, der Werth ¢ =—Ae—"**
nothwendig die Gleichung 81) erfilllt. Es ist dies die Losung
des Problems , welche ich schon in der Abhandlung ,Uber das
Wirmegleichgewicht mehratomiger Gasmolekiile* fand. Allein
es wire noch der Beweis zu liefern, dass dies die einzig mdg-
liche Losung der Gleichung 81) ist. Wihrend dieser Beweis fiir
einatomige Gasmolekiile der allerleichteste Schritt ist, so ist er
hier unstreitig der schwierigste, da es hier nicht moglich ist, die
verschiedenen Gleichungen, welche die Werthe der Variabeln
vor und nach dem Stosse mit einander verbinden, wirklich all-
gemein anzugeben. Doch lédsst sich wenigstens flir zweiatomige
Molekiile unter Voraussetzung einer bestimmten Art der Wech-
selwirkung der Molekiile wihrend des Zusammenstosses bewei-
sen, dass es dic einzig mogliche Lisung ist. Nehmen wir an,
jedes Molekiil bestehe aus zwei Atomen. » sei ihre Distanz,’
%n + '(r) die Kraft, mit der sie sich anziehen, wenn das Molekiil

mit keinem anderen im Zusammenstosse begriffen ist, so dass
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7‘? z(r) die Kraftfunction ist. Damit die Formeln nicht zu weit-

ldufig werden, nehme ich an, dass alle Atome gleiche Massen
haben (der allgemeinere Fall kann dann sofort in ganz analoger
Weisc berechnet werden). Die Summe des Werthes der Kraft-
function und der lebendigen Kraft beider Atome eines Molekiils
bleibt von einem Zusammenstosse bis zum niichsten constant.
Bezeichnen wir die Grisse, welche man erhiilt, wenn man diese
Summe mit der halben Masse eines Atoms dividirt, mit «, das
vierfache Geschwindigkeitsquadrat des Sehwerpunktes des Mole-
kiiles mit 4, und den vierfachen Flichenraum, den der vom Schwer-
punkte zu cinem Atome gezogene Radiusveetor in der Zeiteinheit
zuriicklegt, mit ¢, so sind «, b, ¢ die einzigen die Natur der
Atombahn bestimmenden Integrationsconstanten. Die iibrigen
bestimmen blos deren Lage im Raume. Man kann durch die
Verbindungsliniec der beiden Molekiile eine Ebene so legen,
dass die Geschwindigkeitscomponente w senkrecht zu dieser
Ebene fiir beide Atome gleich ist. Diese Ebene soll die Bahn-
cbenc heissen. « sei ihr Winkel mit irgend einer fixen Ebene,
p der Winkel zwischen ihrer Durchschnittslinic mit der fixen
Ebene und ciner in der fixen Ebenc gezogenen fixen Geraden.
v sei der Winkel, welehen diejenige Geschwindigkeitseompo-
nente des Sehwerpunktes des Molekiils, welche parallel der
Bahnebene ist, § der Winkel, welchen die Apsidenlinie der
Bahneurve der Atome bei ihrer Bewegung um den Schwerpunkt
mit der Durchschnittslinie der Bahnebene nnd der fixen Ebene
cinschliessen. Das Gas sei nach allen Richtungen gleich be-
schaffen; von einem Zusammenstosse eines Molekiils bis zum
niichsten sollen sehr viele Maxima und Minima der Entfernung
seiner Atome (Apsidenstellungen) eintreten. Endlich soll der
Winkel zweier sich folgender Apsidenlinien in keinem rationa-
len Verhiilinisse zu » stehen (mit Ausnahme unendlich weniger
specieller Bahuformen). Dann sind «, b, ¢, w, «, (, 7, ¢ die
im vorigen Abschnitte mit «, «,...#, bezeichneten Integrations-
‘constanten, r ist gleich 2, s =6r—4=_8, die Grisse c.o(a] NI
a,) de, . . . da, muss dann dic I‘orm

@ (a, by e, w)sinedadb de diwe doddy ds
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haben. In Folge der Gleichberechtigung aller Richtungen im
Raume kann ¢ die Winkel «, 3, 9 nicht enthalten. In Folge
unserer Annahme iiber die Apsidenlinien sind auch alle Werthe
des o gleichberechtigt. Wir wollen jetzt blos solche Zusammen- -
stosse der Betrachtung unterziehen, bei denen w und die Bahn-
ebene fir beide zusammenstossende Molekiile identisch sind.
Die Gleichung 81) muss fiir alle Zusammenstdsse, also auch filr
diese gelten. Nun wird aber « durch die Zusammenstosse nicht
verdndert, die Gleichung 81) verwandelt sich daher in

o(a, b, ¢, w).p(a, b, ', w')=¢(4, B, C,w).o(4", B, C',w') 838)

Wir wollen noch eine specielle Annahme tiber die Wechsel-
wirkung zweier Molekiile wihrend des Zusammenstosses. ma-
chen. Der Stoss zweier Molekiile soll darin bestehen, dass ein
Atom des einen Molekiils sich mit einem des andern wie ela-
stische Kugeln stosst. (Wir bezeichnen die zusammenstossenden
Atome als die ersten der betreffenden Molekiile.) Legen wir jetzt
parallel der Verbindungslinie der Centra der stossenden Atome
im Momente des Stosses eine fixe #-Axe (jene Verbindungslinie
soll in die Bahnebene falleh) und senkrecht darauf aber parallel
der Bahnebene einc fixe y-Axe. Im Momente des Beginnes des Zu-
sammenstosses seien «, v die Geschwindigkeitscomponenten des
ersten Atoms des ersten der beiden stossenden Molekiile in der
Richtung dieser beiden Coordinatenaxen; &, % die Coordinaten
dessclben beziiglich eines Systems, das seinen Ursprung im
Schwerpunkte des Molekiils hat, und dessen Axen parallel un-
seren fixen sind. #,, v, seien die Geschwindigkeitscomponeﬁten
des zweiten Atoms des ersten Molekiils. Die Bezeichnung der
auf das andere Molekiil und auf den Moment des Endes des
Zusammenstosses beziiglichen Grissen leiten wir hieraus in der
immer gebrauchten Weise ab. Dann ist

a= ur+v? 4wt +v} 2w -y

b= (u +u)+(v —+v,)?~+4w* ]
84)

a'= wr+v?* + ut+vr 20y

b'= (1" —-u)P+(v' —f—v;)z—i—4w.’2
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Durch den Zusammenstoss kehren sich blos die a-Compo-
nenten der Geschwindigkeit der stossenden Atome um; es ist
also U=w', U'=wu; alle anderen grossen Buchstaben haben
denselben Werth wie die entsprechenden kleinen. Es ist also

A= w*+v? + +od 2wy
B= (1 —+n)*+(v +v,)+4u?

35) -
A = *+0? + ul+v > 202y

B = (u +u) (v —+v,)+4w?

Wir wollen nun zeigen, dass, wenn beliebige Werthe der
Grissen

i

a, b, ¢, a', b, ¢, w, w _ 86)

gegeben sind, diejenigen von den den Zustand des Systems im
Momente des Beginnes des Zusammenstosses definirenden Gris-
sen u, v, £..., welche hiedurch noeh nicht bestimmt sind,
immer so gewihlt werden kinnen, dass gegebene Werthe von

4, B,C, 4, B, C 87)

nach dem Stosse zum Vorschein kommen, wenn nur die Grossen
86) und 87) die einzige Bedingung

a—+u'— A-+A’, 88)

also die Gleichung der lebendigen Kraft erfiillen, dass also zwi-
schen den Grossen 86) und 87) keine andere als diese Gleichung
besteht, | ‘

Setzen wir zur Abkiirzung
b—a—B+A=g, b'—a—B'+A'=yg,

so sind ¢ und ¢’ ebenfalls gegebene Grossen.
Wir finden

g=2u(v—u"), g'=2u,(u'~n),
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daraus

e et an)

und folglich

b—B = (u—+u,)—(n— Q%_ 1, )?

t 90)

/

b'—B'= (u— 9-%— — u,)" (u-—-—gju )R

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt
[)._-B“f‘b’—B’:!]'*-[]’,

also die Gleichung der lebendigen Kraft. Diese muss erfiillt
sein, Man kann dann », willktirlich wihlen. Die andere Glei-
chung 90) bestimmt « guadratisch, die Gleichungen 89) aber be-
stimmen «' und #,. Die Gleichungen 89) und 90) aber ersetzen
vier der Gleichungen 84) und 85) vollkommen. Es bleiben noch
die vier anderen tibrig. Dazu kommen aber die Gleichungen flir

die ¢. Sie lauten:
e=v—v,)—n(u—u), =@ —v)—n(w—u,).
C=(v—v,)—n(u'—u,), C=('—v)—'(u—u,),
woraus folgt |

e—C ¢'—C'

?

bR -
—U W —1u

/

U

was wieder zwei der Gleichungen 91) ersetzt, und » und v be-
stimmt. Es bleiben noch vier der Gleichungen 84) und 85) und
zwei der Gleichungen 91) zn erfiillen, also z. B.

2, 2 .8 2 9.2 .
PE-p] = —u— U —2w —

(v—i—b,)g_b — (1, )P — ' dqp?

92)

[e—+r(u—u,)]

x| =

U—L1 —
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£

v P=a'— 't} — 2wt —y
] Ne__ i (o NE A2
(' v Y =b'—(u ) —4w 93)

p—pl — é [c’—+—*r;(u——ul')]

in welchen Gleichungen auch die » und » als gegeben zu be-
trachten sind, weil wir sie durch gegebene Grissen ausdrilck-
ten. Elimirt man aus den Gleichungen 92) die v, so bleibt eine
einzige Gleichung fiir ¢, welche dann auch die v» zu bestimmen
gestattet; cbenso bestimmt man aus den Gleichungen 93) &, »’
und »,. Wenn also nun die Gleichung 88) exfiillt ist, so konnen
wir jede der Variabeln & », «, v... gesondert durch die gegebe-
nen Giossen

a b, e, w, i, 0, ¢yw, A, B, C, 4, B, C - T)

ausdriicken ; zwischen den letzteren kaun also nur die Glei-
chung 88) bestehen. Die Gleichung 85) muss also fiir alle
Werthe der Variabeln T), welche die Gleichung 88) befriedigen,
crfiillt sein. Es muss also ¢ die Form Ae—" haben. Dass auch 2
in ¢ nicht vorkommen darf, beweist man leicht aus den tibrigen
Zusammenstossen. Da schon bel den eben betrachteten Zusam-
menstossen #, vollig willkiirlich war, und hei Betrachtung aller
Zusammenstosse natiirlich noch mehr willkiirliche Grossen hin-
einkommen , so ist es nicht wahrscheinlich, dass fiir andere
Wirkungsgesetze wihrend des Zusammenstosses andere Liosun-
gen moglich werden. Doch weiss ich vorliufig kein anderes Mit-
tel des Beweises, als dass man jedes Wirkungsgesetz speciell
hehandelt.

Indem wir-als sehr wahrscheinlich annehmen, dass fiir den
I'all des Wirmegleichgewichts die Function ¢ immer die Form
Ae—™ haben muss, kionnen wir jetzt die Grosse E fiir Korper
berechnen, zwischen deren Atomen sich bereits das Wirme-
gleichgewicht hergestellt at. Als den allgemein giltigen Werth
fir £ (aus dem nicht gewisse, wegen der speciellen Natur des
Problems constante Grissen weggelassen wurden) bezeichneten
wir den Werth 79).
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Wiirden wir denselben als Entropie bezeichnen, so hiitte
dies jedoch den Ubelstand, dass die Gesammtentropie zweier
Korper durch eine Constante von der Summe der Entropie bei-
der einzelnen verschieden wire. Wir betrachten daher lieber
folgenden, nur durch eine Constante vom Ausdrucke 79) ver-
schiedenen ;

B[ ... f‘logb—vf—] di,...dw,.
Hiebei ist' NV die gesammte Zahl der Molekiile des Gases,

fdz,. . dw, die Zahl derjenigen, fir welche z, y, . . w, zwi-
schen den Grenzen

a, und @,~+~de, . . . w, und w+dw, S)
liegen. Setzen wir

de,dy, . . dx,=das, duydv, . . dw.=ds, JI\—Fz i

k)

so hat f* auch eine einfache Bedeutung, Es ist f*dsds die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekill den Zustand S) hat (die
Zeit, withrend der es ihn hat, dividirt durch die ganze Zeit, wih-
rend der es sich bewegte).

Es wird dann

E*=N{[ f*logf* dsds. 94)
Fiir einatomige Gase ist, wenn N die Gesammtzahl der

Molekiile des Gases, V der von ihnen eingenommene Raum, m
die Masse, T die mittlere lebendige Kraft eines Atoms ist,

1 i
fr= ;’[4_“17; ¢ T
Im

daher
E*=N{[. . f*logf*dzdydzdudvdw=

Ar TR
=-—1Vlog[ E’g]*]—gzv,
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was, da m und N constant sind, bis auf einen constanten Factor
und Addenden mit dem Ausdrucke fiir die Entropie einatomiger
Gase tibereinstimmt, Fiir Gase mit »-atomigen Molekiilen ist

f* — Ag—h(‘/_-}-z Tgf:)’

2
wobei y die Kraftfunction, = 7—’% die gesammte lebendige Kraft
eines Molekiils ist. Dabei ist wegen [[/*dsdo=1
1
3
T—gir A=
mh
Man findet also
[ye="ds 3 95
= Nlog d-- ~ N, )
E*=Nlog4 ILNI s 27N : )
Um die Beziehung der Grosse E* zum zweiten Hauptsatze
in der Form j‘i,_?—,—<0 zu erkennen, wollen wir uns unter einem

System von r materiellen Punkten, wie wir es bis jetzt betrach-
teten, nicht ein Gasmolekiil, sondern einen ganzen Korper vor-
stellen. (Wir wollen ilm das System A nennen.) Mit ihm sei
wiihrend einer gewissen Zeit ein zweites System (B) materieller
Punkte, also ein zweiter Korper in Wechselwirkung. Die beiden
Korper konnen von gleicher oder verschiedener Beschaffenheit
sein. Theoretisch wird der Effect der Wechselwirkung nicht blos
von der Art und Weise der Einwirkung, sondern auch von den
Phasen abhiingen, in denen sich beide Korper im Momente des
Beginnes der Wechselwirkung befinden. Hievon ist nun erfah-
rungsmissig nichts zu merken, was zweifellos daher riihrt, dass
der Effect der Phase durch die grosse Anzahl deér. in Wechsel-
wirkung tretenden Molekiile compensirt wird. (Eine #hnliche An-
sicht hat bereits Clausius unldngst ausgesprochen.) Um den
Effect der Phase zu eliminiren, wollen wir statt eines Systems A)
selr viele (&), gleichbeschaffene, aber in verschiedenen Phasen
befindliche, betrachten, die iibrigens unter einander in gar kei-
ner Wechselwirkung stehen sollen. f(¢,@,..w,)dsds sei wieder
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die Zahl der Systeme mit dem Zustande S, und wir setzen —fﬁ
gleich f*. Auch von der Gattung (B) seien sehr viele Systeme
vorhanden. Eine der Function f analoge Bedeutung fiir die-
selben habe die Function f'(¢2;. .w,). Die Functionen f*
und f konnen auch discontinuirlich sein, so dass sie nur,
wenn die Variabeln sehr nahe gewissen dureh eine oder
mehrere Gleichungen verbundenen Werthen liegen, gross,
sonst aber verschwindend sind. Als diese Gleichungen kdnnen
diejenigen gewihlt werden, die den #usseren sichtbaren Bewe-
gungszustand des Korpers und die in ihm enthaltenc leben-
dige Kraft charakterisiren, wobei zu Deachten ist, dass
lebendige Kraft sichtbarer Bewegung in ihrer Vertheilung an
die Atome so weit von der schliesslich sich bildenden statio-
niren Vertheilung abweicht, dass sie Unendliches in E* liefert,
weshalb sie auch beim zweiten Hauptsatze als Wirme von un-
endlicher Temperatur: zihlt. Auf jedes der Systeme A) soll eines
der Systeme B) “wirken, und zwar soll der Beginn der Wechsel-
wirkung mit den verschiedensten Phasen zusammenfallen. Alle
Effecte, welche nicht von der Phasc abhingen, miissen dann
‘gerade so ausfallen, als ob nur ein System A) auf ein System B)
in einer belicbigen Phase wirkte, und wir wissen, dass die
Wiirmeerscheinungen in der That nieht von der Phase abhiingen.
Die Function f kann dabei, sofern sie nicht durch die gesammte
lebendige Kraft oder sichthare Bewegung der Korper bedingt ist,
beliebig gewiihlt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Sy-
stem A) mit dem Zustande S) mit einem Systeme B), dessen Zu-
‘stand dureh ganz analoge Bedingungen gegeben ist, in Wech-
selwirkung tritt, ist wieder durch einen der Formel 52) ganz
analogen Ausdruck gegeben, woraus wie frither bewiesen wer-
den kann, dass die Grosse E* nur abnelmen kann. Nach lange
fortgesetzter Wechselwirkung (fiir das Temperaturgleichgewicht)
erlangt E* sein Minimum, was cintritt, wenn allgemein ff'=FF’
ist. Wenn der Korper rubt, so ist die Losung dieser Gleichung

fr=A4¢" (27 ) | wobei f*dsds die Wahrscheinlichkeit ist,

dass ein System A) den Zustand S) hat. Die der Entropie aller
N Systeme A) proportionale Grosse E ist wieder durch die Glei-
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chung 95) gegeben Die Entropie eines einzigen Systems A) ist
daher dem Nte Theil davon, also der Grosse \

[ye~*ds 3r

n___ # # — —_ - 1)
E*=([f*logf*dsda=1log A—h feids 5 96)

proportional-, was bis auf einen constanten Factor und Adden-
den mit dem von mir schon in der Abhandlung ,Analytischer
Beweis des zweiten Hauptsatzes aus den Sitzen tiber Wirme-

gleichgewicht* (s. dort Gleichung 18) gefundenen Ausdrucke
tbereinstimmt.
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