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Рассматривается взаимодействие длинных (звуковых) и коротких (ультразвуковых) волн в разре
женной монодисперсной смеси слабосжимаемой жидкости с пузырьками газа. С применением мето
да многих масштабов в качестве модели двумерного взаимодействия выводится система уравнений 
Деви-Стюартсона. Показывается, что для ряда значений параметров эта система преобразуется к 
интегрируемому виду (уравнения Деви-Стюартсона I) и имеет локализованные решения в виде 
“дромионов" (экспоненциально затухающих волн коротковолновой огибающей). Одним из важней
ших свойств дромионов является их способность двигаться в соответствии с законом изменения гра
ничных условий для длинной волны на бесконечности. Предлагается использовать эти решения для 
управления процессами ультразвукового воздействия в пузырьковой жидкости.

ченного числа физических систем. К такого рода 
системам принадлежат волны на поверхности во
ды [10] и плазма [11]. Во всех этих системах од
номерное нерезонансное взаимодействие описы
вается нелинейным уравнением Шредингера, а 
резонансное -  системой уравнений Захарова; дву
мерная нерезонансная динамика подчиняется сис
теме Деви-Стюартсона [12].

Одномерное взаимодействие между длинно
волновыми и коротковолновыми возмущениями 
давления в жидкости с пузырьками газа было ис
следовано в работе [13]. Было показано не только 
существование длинно-коротковолнового резо
нанса в этой среде и построены указанные выше 
уравнения, но обнаружен эффект “вырождения 
взаимодействия”, и получены новые уравнения, 
описывающие резонансное взаимодействие при 
“вырождении”. Был проведен также анализ влия
ния диссипации на “вырожденное” длинно-корот
коволновое взаимодействие [14]. В настоящей ра
боте выводятся и анализируются уравнения дву
мерного взаимодействия между длинными и 
короткими волнами в пузырьковой жидкости. 2

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Пузырьковая жидкость представляет собой 

смесь, состоящую из сферических газовых пу
зырьков, пространство между которыми запол
нено однородной жидкостью. Для упрощения бу
дем предполагать, что эта смесь является разре
женной и слабосжимаемой, все пузырьки имеют 
одинаковый радиус, давление газа в пузырьках из
меняется по политропическому закону. Пренебре-

1. ВВЕДЕНИЕ
Теоретические исследования нелинейных вол

новых процессов в жидкостях с пузырьками газа 
ограничивались независимым рассмотрением 
длинных и коротких волн. В частности, в работе 
[ 1 ] было получено уравнение Кортевега-де Вриза 
(КдВ) для описания эволюции длинноволновых 
возмущений в жидкостях с пузырьками адиабати
ческого газа. Существование длинноволнового 
солитона КдВ подтвердилось в многочисленных 
экспериментах [2]. Нелинейное уравнение Шре
дингера (НУШ) было выведено в качестве урав
нения модуляции коротких волн в полидисперс- 
ных пузырьковых смесях [3]. Были также постро
ены уравнения модуляции для пузырьковой смеси 
с несжимаемой несущей фазой [4] и с учетом 
межфазного теплообмена [5].

Известно [6], что дисперсионная кривая для 
пузырьковой жидкости состоит из двух ветвей: 
низкочастотной и высокочастотной. Поэтому в 
этой среде возможно одновременное распростра
нение длинных (звуковых) и коротких (ультра
звуковых) волн.

Между длинными и короткими волнами может 
возникать взаимодействие. Механизм такого вза
имодействия был впервые изучен [7] при исследо
вании волн на поверхности воды. Обнаружено 
[8], что при совпадении групповой скорости ко
ротких волн с фазовой скоростью длинной волны 
взаимодействие между ними становится особенно 
сильным (резонансным). Этот длинно-коротко- 
волновый резонанс требует дисперсионного со
отношения специального вида, например, состоя
щего из двух ветвей [9], и существует для ограни-
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Рис. 1. Дисперсионная кривая для пузырьковой жид
кости.

жем действием внешних сил, диссипативными и ка
пиллярными эффектами. Движение такой пузырь
ковой жидкости описывается уравнениями [6]

^£ + pdivv = 0, ^ г + п  divv = О, 
dt dt

d \  ,
p d i + gradp =

(далее знак тильды опускаем) и в пренебрежении 
членами порядка объемного газосодержания а ? 
по сравнению с единицей, система уравнений (1) 
сводится к следующим уравнениям на возмуще
ния [3, 13]:

Р ,,-Р хх-Р уу  = О,

(1 + а)а„ + -  ( 1 + а)~3к + р + 1  = 0, (4 )

р -  1 -  Ь2р  + (1 + а)' = О, b = VpoP/oa $oQ ■
Рассмотрим вектор решения уравнений (4) z = 

= (a, р , р) в виде плоской продольной гармоничес
кой волны, распространяющейся вдоль оси ОХ: 
z = z0exp | i(kx -  cor)), где z0 = (А, Р, /?) -  постоянный 
вектор амплитуд решения; Л, со -  волновое число 
и частота.

Это решение имеет место тогда, когда к и со 
связаны дисперсионным соотношением

к2 = со2[Ь2 -  3(со2 -  Зк)"1], 
которое удобно представить в виде

0,

Р/
d2 а 3 ( da''2'1 а—j + zl — = Pg-Р*  Р /-Р /о =

Р ~ Р  о
(1) Сol(k) = 1- Зк  + (к2 + 3)Ь~2±

(5)
их v с/

± J [ Зк -  (it2 + 3)b"2f  + 36кb 2 .
/ 1  ч 4 з р (ао\

Р = Р /П -a * ) .  <*г = -п а  и, - =  -  • J
Здесь v = и\ + wj -  вектор скорости смеси; d/dt = 
= д / д t  + и д / д х  + wd/dy -  субстанциональная произ
водная по времени; р, р -  давление и плотность 
смеси; р, -  истинная плотность жидкости; С/ -  ско
рость звука в чистой жидкости; pg, ag, а -  давление, 
объемное содержание и радиус пузырьков; п -  чис
ло пузырьков в единице объема смеси; к -  показа
тель политропы; нулевой индекс обозначает не
возмущенное состояние смеси.

При переходе к безразмерным величинам

Соотношение (5), как проиллюстрировано на 
рис. 1, разделяется на две ветви: низкочастотную 
(соответствует индексу и высокочастотную 
(имеет индекс “+”). При этом, длинноволновая 
асимптотика низкочастотной ветви со [(к/) = со_|* 0 
и коротковолновая асимптотика высокочастот
ной сos(ks) = cd+ I^ oo таковы:

со, = cek i-% k3 + О (к3) при к, — ► 0;

X = се!{ 6к2),

^ - 1 ,a0

II p__
Pa 1> p  = p

и wu =
V * ’

w = V * ’

-  t ** X У
t*’ ̂ X -  / * ’ y  = r*'

ОО.со5 = cf ks + 0 (k s ) при к, 

се = (О,/к Л = J (b 2 + к"1)"1,

(6)

-> 0
(2) cf  = d(Os/dks\k ^ "  = b 1

(се, Cf -  равновесная и замороженная скорости зву
ка в смеси).
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Дисперсионное соотношение (5) допускает су
ществование длинно-коротковолнового резонанса 
Бенни-Захарова. Это следует из того, что, с одной 
стороны, групповая скорость короткой волны

ср = d(dJdks = k'(d~\(£L -  Зк) х
. (?)

х  (2Ь2 -  Зкс~2 j k 2s)

при стремлении ks к нулю является бесконечно ма
лой величиной, а с другой, как видно из (6), cf > се. 
Тогда для любого достаточно малого к{ = к(г най
дется такое ks = ksn что будет выполнено условие 
длинно-коротковолнового резонанса Бенни-За
харова (рис. 1)

c gi k sr)  = cp(klr), (8)

Здесь ср(к{) = соД/ -  фазовая скорость длинной 
волны.

В случае предельно длинных волн (&, — ► 0) ус
ловие резонанса (8) упрощается:

cs(ksr) = (9)
Для большинства пузырьковых сред частоты, 

принадлежащие верхней ветви дисперсионной 
кривой, являются ультразвуковыми. В частности, 
если мы рассматриваем воду с воздушными пу
зырьками радиуса а0 = 0.1 мм при нормальных ус
ловиях (р0 = 0.1 МПа, р/о = 103 кг/м3) и объемном га- 
зосодержании а^о = 2.22 х 10-4, то частота корот
кой волны vv = cov/(2я/*) > 32400 Гц. В то же время 
длинная волна с частотой V, = celJ(Ktt*) ~ 110 Гц 
(при А,/ = 6.7 м) представляет слышимый звук. Та
ким образом, длинно-коротковолновое взаимо
действие в пузырьковой жидкости можно рассма
тривать как взаимодействие ультразвука со зву
ком при их распространении по данной среде.

3. УРАВНЕНИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
Введем параметр е 1 такой, чтобы было 

справедливо

Pi = e'L, ps = e S ,  p = pj + p vexp{/0},
L ,S  = 0 (1 ),

где ph ps -  величины длинноволнового и коротко
волнового возмущений давления смеси; l , s -  неко
торые числа (степени малости); 0 -  фаза короткой 
волны. Аналогично выразим величины возмуще
ний радиуса пузырька а и плотности смеси р. Тогда 
вектор решения z  = (а, р, р) системы (4) можно 
представить в виде

z = X  £ е<— >-(П-.)*х
т  >  1  т ,  п  >  1  ( Ю )

w г (л) [/л0] , 1х [zm exp + с.с\].
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Для вывода уравнений длинно-коротковол
нового взаимодействия удобно использовать ме
тод многомасштабных разложений [15], т.е., по
мимо разложения (10), ввести быстрые (г0, х0, у0) 
и медленные переменные (tn, хп, уп) = £л(/0, х0, у0)9 
п = 1 ,2 ,. . . ,  заменив операторы дифференцирова
ния асимптотическими рядами:

V = U x9 или у. ( п )

При этом предполагается, что 0  = крс0 -  со/0, длин
новолновые и коротковолновые компоненты ре-
шения (zm , zm , т, п = 1 , 2 , ...) зависят только от
медленных переменных. Отсутствие быстрой ко
ординаты у0 в 0  означает, что короткая волна яв
ляется плоской.

Выберем (/, s) = (2, 1), подставим разложение
(10), (11) в уравнения (4) и проведем расщепление 
полученных выражений по гармоникам короткой 
волны (ехр{ш0), п = 0, 1 ,2 ,...). Введем обозначе
ние S = р (,!) и перейдем в систему координат, бе
гущую во времени tx с групповой скоростью ко
ротких волн cg(ks), т.е. предположим

р Т  = С) + А)(л I. Лг)> S  = Six, О ,

X = 2̂’ £> = х \~  cgt 1>
Til = * 1  ±Cef„ Л2 = y x± c et lt

Здесь Lq -  начальный профиль длинной волны. 
Выбором знака в ri, и г\2 определяется направле-* 
ние движения этого начального профиля по х { и 
у х: слева-направо (“- ”) или справа-налево (“+”). 
Будем также считать, что р2 = Тогда можно 
получить следующие уравнения взаимодействия:

( c ; - c ; ) L ^ - c ; L ^  = a(\s\%9 
iSx + (3% + gSK + у|5|25 = Ш ,  

где с„ и се вычисляются согласно (7) и (6);

а  =

р  =

2 2

’j -  Зк)2

С р
8

2  к .
1 +

[ак-9к(к  + 1)],

8
со, -  Зк

х

(12)

х {4*,ю, + C g i k )  + 3 (1+  K b 2 )  -  6Ь2(о2)}],

СМ
2 k^ ( co2- 3 k)2

X

х [(о2- 9 к ( к + 1)],



18 АХАТОВ, ХИСМ АТУЛЛИН

_ [со2- З к (З к  + 1)]5 _ сх{Ьга>) -  к;) ^  

(ю2- 3 к ) 2 4 /csco2(oj2- 3 k )3х  [ -  C0j  + 27к2(к +  1)ю2 +  27к 2(к + I)2].
Отметим, что коэффициенты (3, g положительны, 
а  и 5 -  одного знака для всех значений ks, b и к  > 1.

С физической точки зрения, уравнения (12) 
описывают совместную эволюцию ультразвука и 
звука в “медленном” времени по слою разрежен
ной пузырьковой смеси, находящейся в прямо
угольном сосуде. Звук порождается немонохрома- 
тичностью ультразвукового сигнала (начальная 
составляющая длинной волны распространяется 
независимо), сосуд движется со скоростью Cg = 
= cgljt+  в направлении распространения волн 
(ось х -  одна из сторон сосуда), амплитуды волн 
медленно меняются в поперечном направлении 
(ось у), слой жидкости считается достаточно тон
ким, чтобы пренебречь зависимостью от высоты 
сосуда (ось z). Интересно, что такая совместная 
эволюция является безинерционной, так как звук 
по пузырьковой среде распространяется точно в 
соответствии с динамикой ультразвукового воз
мущения (из-за отсутствия временных производ
ных в первом уравнении).

Система (12) имеет пространственно-однород
ное решение

L -  Lо, S = /?oexp(i0o), 

©О = yR 2o -  5L0 + Vo,

где Lq, R0y \|/0 -  постоянные. Линейный анализ ус
тойчивости этого решения к синусоидальным 
возмущениям

А = Аоехр{ i(K &  + К £  - Пт) |,
А = (L', /?', 0 '), Ао = (Lq , R'0, ©о)

приводит к дисперсионному соотношению

п 2 = m i + Q K 2y) x

0 , 2  . 2aSR20K 2x
+ 2КУ ~ 24R° ~ 2 „2 , 2---- 2 7 3ceKy - ( c g- c e)Kx

Из этого соотношения следует, что для простран
ственно-однородных решений (13) имеет место 
длинноволновая неустойчивость, если выполня
ется условие (при Р, g > 0)

Y + аЬК2х/(с2еК2у -  [с2 -  с2] * 2) > 0. (14)

В пузырьковой жидкости коэффициенты а  и 5 
обращаются в нуль (взаимодействие вырождает
ся) при выполнении условия [13] со, = 3 л/к(к+ 1). 
При этом p f } = /-о(т) j, Т]2) и, следовательно, про

филь длинной волны L(£, Q = 0. Уравнение для
огибающей короткой волны S = р \]) имеет вид 
двумерного нелинейного уравнения Шредингера

iSx + $ S x  + QSx + y\S\2S = 0. (15)

Тем не менее, при учете членов нулевой гар
моники следующего порядка по г возникает взаи
модействие между огибающей короткой волны S 
и вторым членом разложения длинноволнового
возмущения L x = р ^

( с ] - с 2е) Ц я - с % к  = i l [ S S l - S * S ^  

iSx + р 5 ^  + + у|5|25 = 0

Коэффициент X = (к + 1)1/2 с] с2 /[3к5,'2(3к + 2)2] все- 
гда отличен от нуля. Таким образом, при вырож
денном взаимодействии немонохроматический 
ультразвуковой сигнал будет также возбуждать 
звук, но значительно меньшей интенсивности, 
чем в невырожденном случае.

4. ДВУМЕРНЫЕ
ЛОКАЛИЗОВАННЫ Е СТРУКТУРЫ 

В ПУЗЫ РЬКОВОЙ ЖИДКОСТИ
Уравнения (12) при 5 * 0  можно преобразовать в 

систему уравнений Деви-Стюартсона [10, 12]. Для 
этого достаточно совершить замену L  — *■ 5“!ЭЛ//Э^
и ввести обозначение а  = се (се -  cg):

+ = - a b c ; 2( \ S \ %

i5T + p 5 ^  + 05cc + yi5i25 = 5 ^ .
(16)

Анализ коэффициентов в (16) показывает, что 
в пузырьковой жидкости двумерное взаимодейст
вие может быть описано одним из интегрируе
мых вариантов системы Деви-Стюартсона -  
уравнениями Деви-Стюартсона I (ДС1):

Qyy-Qxx = -2(|а|2)„
iAt + Axx + Ayy — — \А\ А + AQX.

Переход к этой системе осуществляется замена
ми Q = 5 '!ЭТ/Э ,̂ А = л/у S ,x  = £/Vp , y  = C jjQ ,t = T 
при выполнении условий

6, = g/(3[l -с 2/с2] = -1, 
82 = а5р/(уТр с2) = 2,

(17)

(для пузырьковой жидкости коэффициенты а  и 5 
одного знака, поэтому для выполнения второго ус
ловия (17), у должен быть положителен и, следова
тельно, указанные выше замены корректны).
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Рис. 2. Кривые 8, = -1  и 62 =  2 на плоскости параметров (ks, b) при к  = 1.4. В точках D , и D2 выполняется условие су- 
шествования двумерных локализованных структур в пузырьковой жидкости.

Свидетельством выполнения условия (17) слу
жит пересечение кривых 8, = -1и б2 = 2 (рис. 2а). 
Из рис. 26 следует, что пересечение имеет место 
в точках D{ (ksl; bx ~ 0.74; 0.22) и D2 (ks2; b2~ 1.21;
0.31), что соответствует объемному газосодержа- 
нию а^о, « 1.42 х lCH и а ^ 2 « 2.04 х КН, а также ча
стоте коротковолновых колебаний vsi ~ 0.14 МГц 
и vs2 «0.11 МГц, если в качестве пузырьковой жид
кости рассмотреть воду с воздушными пузырька
ми радиуса 0.1 мм при нормальных условиях.

Среди всех локализованных решений уравне
ний ДС1 выделяется так называемое “дромион- 
ное” решение [18]. Оно представляет собой лока
лизованную и экспоненциально затухающую 
структуру коротковолновой огибающей А, кото
рая, в отличие от обычного солитона, может рас
сеивать энергию при взаимодействии с возмуще
ниями. Дромион возникает при задании ненуле
вых граничных условий для профиля длинной 
волны Q и существует благодаря обмену энерги
ей между длинной и короткой волнами. Эта лока

лизованная структура обладает одним уникаль
ным свойством. Она бежит по траектории, опре
деляемой временной зависимостью граничных 
условий для длинной волны. Задавая закон изме
нения этих граничных условий, можно управлять 
движением дромиона.

Однодромионное решение легко получить, ес
ли совершить поворот системы координат на 45°: 
х — -  х  + у , у — ► х -  у  и ввести переменные U =
= (Э(2/Э-х -  \А\2)/2 и V = (ЭQ/ду -  |А|2)/2 (знак тильды 
опущен). При наложении граничных условий для 
U  по у и V по л: на -«>:

щу->

П г—  =

8£гех р(Л ! + Л Г)

[1 + ехр(Т1, + лГ)]2

8/^ехр(л2 + Л?)

[1 + exp(t|2 + Ti2*)] 
это решение представляется в виде [19]:

(18)

___________________ %exp(ri, +Т|2)___________________

1 + exp(Ti, + r)f)  + exp(Ti2 + ̂ * ) + vexp(Tii + t i f  + я 2 + Л*)'

Здесь

ц , = (kr + iki)x  + ( - 2 k rki + i£ii) t9 

Л2 = (Zr + i7,)y + ( - 2 / ^  + ia>,)f,

а ,  + со; = к) + к] + 1) + 1], х  = 2 j2 k rlr(v  -  1),
где v, кп kh ln lj -  произвольные вещественные 
числа (параметры решения).

Пространственные распределения огибающей 
короткой волны |5| = г т\А\ и профиля длинной 
волны L = (U + V + 2|А|2)/(28), соответствующие 
однодромионному решению (18), (19) с v = 3, 
kr~ lr = 4/5, Iq = Ъ=1/5, проиллюстрированы на рис. 3.

Численные эксперименты [19] подтверждают 
свойство дромионной структуры бежать по тра
ектории, определяемой граничными условиями 
для длинной волны. Например, когда перемен
ные в (4.4) задаются в виде

Л 1 +Л* = krx + Clrsin(wt),

Л2 + Л2 = Кх  + CDrcos(w/),

т.е. точка на пересечении пиков граничных усло
вий (точка С на рис. 3) вращается вокруг начала 
координат, дромион перемещается также по ок
ружности.
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Рис. 3. Пространственные распределения огибающей короткой волны \S\ и профиля длинной волны L, соответствую
ще однодромионному решению. Параметры пузырьковой жидкости: ks = 0.74, b = 0.22, к = 1.4.

Это свойство можно использовать для управ
ления процессами ультразвукового воздействия 
на пузырьковые жидкости. Создавая в жидкости 
с пузырьками, параметры которой удовлетворя
ют уравнению ДС1, ультразвуковое возмущение, 
можно не только сфокусировать его в некоторой 
точке пространства, но и управлять его движени
ем, задавая законы эволюции звуковых возмуще
ний на большом удалении от т. фокуса.

5. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

С использованием метода многомасштабных 
разложений построена модель двумерного взаи
модействия ультразвука со звуком в пузырьковой 
жидкости. Рассмотрены два случая: нерезонанс
ный и вырожденный. В вырожденном случае ко
эффициенты взаимодействия между длинной и 
короткой волнами обращаются в нуль. Явление 
вырождения взаимодействия возникает при опре
деленном значении частоты короткой волны.

Показано, что в нерезонансном случае взаимо
действие может быть описано системой уравне
ний Деви-Стюартсона, а при некоторых значени
ях параметров ее интегрируемым вариантом -  
уравнениям Деви-Стюартсона I. Система Д О  
имеет локализованные решения в виде дромио- 
нов (экспоненциально затухающей огибающей 
коротких волн), обладающих свойством переме
щаться по пространству в соответствии с законом 
изменения граничных условий для длинной вол
ны на бесконечности. Отмечена возможность ис
пользования этого свойства для управления про
цессами ультразвукового воздействия в пузырь
ковой жидкости.

Обнаружено, что в случае вырождения немо
нохроматический ультразвуковой сигнал рожда

ет звук значительно меньшей интенсивности, чем 
в нерезонансном случае.
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Two-Dimensional Mechanisms of Interaction between Ultrasound 
and Audible Sound in Bubbly Liquids. Interaction Equations

I. Sh. Akhatov and D. B. Khismatullin

The interaction of long (audio-frequency) and short (ultrasonic) waves propagating in a rarefied monodisperse 
mixture of a weakly compressible liquid with gas bubbles is considered. Using the multiscale method, the Dav
ey-Stewartson system of equations is derived as a model of two-dimensional interaction. It is shown that, for 
some values of parameters, this system is reduced to an integrable form (the Davey-Stewartson I equations) 
and has localized solutions in the form of dromions (exponentially decaying waves of the short-wave envelope). 
One of the most important properties of dromions is their ability to move according to the law that governs the 
variations of the boundary conditions set at infinity for the long wave. It is suggested that these solutions be 
used for controlling the effects of ultrasound on bubbly liquids.
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