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Альтернативные алгебры, допускающие
дифференцирования с обратимыми значениями

и обратимые дифференцирования

Доказан аналог теоремы Бергена–Херстейна–Ланского для альтерна-
тивных алгебр (описаны альтернативные алгебры, допускающие диффе-
ренцирования с обратимыми значениями). Доказан аналог теоремы Мо-
енса для альтернативных алгебр (показано, что конечномерная альтерна-
тивная алгебра над полем характеристики нуль является нильпотентной
тогда и только тогда, когда допускает обратимое лейбниц-дифференциро-
вание).
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§ 1. Введение

Понятие дифференцирования с обратимыми значениями как дифференци-
рования кольца с единицей, принимающего только обратимые или нулевые зна-
чения, появилось в работе [1], где Дж. Берген, И. Н. Херстейн и Ч. Лански
описали структуру ассоциативных колец, допускающих дифференцирования
с обратимыми значениями. В дальнейшем результаты этой работы в ассоциа-
тивном случае получили обобщение в [2]–[6].

Другим интересным классом дифференцирований являются обратимые диф-
ференцирования. Определение обратимого дифференцирования как диффе-
ренцирования, обратимого как линейное отображение, возникло в работе [7],
где была доказана нильпотентность конечномерной алгебры Ли, допускающей
обратимое дифференцирование. Исследования по этой теме были продолжены
в работах [8], [9].

В настоящее время большой интерес представляет изучение неассоциатив-
ных алгебр и супералгебр с дифференцированиями. Например, в статьях [10],
[11] описывается структура дифференциально простых альтернативных и йор-
дановых алгебр, а в работах [12]–[19] приведено описание обобщений дифферен-
цирований простых и полупростых альтернативных, йордановых и структури-
зуемых алгебр и супералгебр. Тем не менее, проблема характеризации алгебр
из классических неассоциативных многообразий (таких как альтернативные,
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йордановы, структуризуемые и другие алгебры), допускающих дифференци-
рования с обратимыми значениями и обратимые дифференцирования, по сей
день оставалась не рассмотренной. Настоящая работа призвана восполнить
существующий пробел.

§ 2. Основные определения и тождества

Напомним стандартные обозначения:

(x, y, z) := (xy)z − x(yz)

– ассоциатор элементов x, y, z;

[x, y] := xy − yx

– коммутатор элементов x, y.
Алгебра A называется альтернативной (более подробную информацию об

альтернативных алгебрах можно найти в [20]), если в A выполнены следующие
тождества:

(x, x, y) = 0, (x, y, y) = 0.

Легко проверить, что в произвольной альтернативной алгебре ассоциатор яв-
ляется кососимметрической функцией своих аргументов, а также выполне-
но тождество эластичности x(yx) = (xy)x. Хорошо известно [20, с. 35],
что в любой альтернативной алгебре выполняется среднее тождество Муфанг
(xy)(zx) = x(yz)x.

Ассоциативным центром алгебры A называется множество

N(A) =
{
n ∈ A | (n, A,A) = (A, n,A) = (A, A, n) = (0)

}
,

коммутативным центром алгебры A называется множество

K(A) =
{
k ∈ A | [k, A] = [A, k] = (0)

}
,

а центром A – множество Z(A) = N(A) ∩K(A).
Дифференцирование d называется внутренним, если оно лежит в мини-

мальном подпространстве пространства всех линейных операторов, действую-
щих на A, содержащем операторы левого и правого умножения на элементы
алгебры A и замкнутом относительно коммутирования. В противном случае d

называется внешним.
Наиболее важным классом альтернативных алгебр являются алгберы Кэли–

Диксона. Определения и свойства алгебр Кэли–Диксона и процесса Кэли–Дик-
сона могут быть найдены, например, в [20]. Известно, что любая алгебра
Кэли–Диксона C над полем F восьмимерна, неассоциативна, альтернативна,
проста, а также имеет единицу. Кроме того, C квадратична над F , т. е. любой
x ∈ C удовлетворяет следующему соотношению:

x2 − t(x)x + n(x) = 0, (1)
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где t(x), n(x) ∈ F , t(x) – это F -линейное отображение, а n(x) – строго невы-
рожденная квадратичная форма, для которой выполнено равенство n(xy) =
n(x)n(y) при всех x, y ∈ C. Также на алгебре Кэли–Диксона действует симмет-
рическая билинейная невырожденная форма f(x, y) = n(x + y) − n(x) − n(y).
Для подмножества M ⊆ C через M⊥ мы будем обозначать ортогональное до-
полнение к M относительно f .

Алгебра Кэли–Диксона, содержащая делители нуля, называется расщепляе-
мой. Известно [20, с. 43], что элемент x расщепляемой алгебры Кэли–Диксона
обратим тогда и только тогда, когда n(x) ̸= 0. Известно также [20, с. 46], что
любая расщепляемая алгебра Кэли–Диксона над полем F изоморфна матрич-
ной алгебре Кэли–Диксона C(F ), состоящей из матриц вида a =

( α u
v β

)
, где

α, β ∈ F , u, v ∈ F 3.
Сложению и умножению на скаляр элементов алгебры C(F ) будут соответ-

ствовать обычные матричные сложение и умножение на скаляр. Умножению
элементов алгебры C(F ) будет соответствовать следующее умножение матриц:(

α u

v β

) (
γ t

w δ

)
=

(
αβ + (u, w) αt + δu− v × w

γv + βw + u× t βγ + (v, t)

)
,

где для векторов x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ F 3 через

(x, y) = x1y1 + x2y2 + x3y3

обозначено их скалярное произведение, а векторное произведение – через

x× y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1).

При этом представлении t(a) = α + β, n(a) = αβ − (u, v).
В случае, когда char(F ) ̸= 2, алгебра C может быть получена из F трех-

кратным применением процесса Кэли–Диксона к F с тождественной инволю-
цией и параметрами α, β, γ ∈ F . Мы не будем описывать все детали процес-
са Кэли–Диксона, а только предоставим формулу, определяющую умножение
в алгебре B = A + vA, полученной применением процесса Кэли–Диксона к ал-
гебре A с инволюцией :

(a1 + vb1)(a2 + vb2) = (a1a2 + γb2b1 ) + v(a1b2 + a2b1),

где ai, bi ∈ A, v2 = γ ∈ F .
Также нам понадобится следующее утверждение [20], описывающее все про-

стые альтернативные неассоциативные алгебры.

Теорема 1. Пусть A – простая неассоциативная альтернативная алгеб-
ра. Тогда центр алгебры A является полем и A – алгебра Кэли–Диксона над
своим центром.

§ 3. Альтернативные алгебры,
допускающие дифференцирования с обратимыми значениями

Пусть A – алгебра с единицей 1 над полем F . Через U мы обозначим мно-
жество обратимых элементов алгебры A. В этом параграфе мы будем рас-
сматривать только дифференцирования с обратимыми значениями, т. е. такие
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ненулевые дифференцирования d, что для любого x ∈ A либо d(x) ∈ U , либо
d(x) = 0.

Дж. Берген, И. Н. Херстейн и Ч. Лански в 1983 г. начали исследование,
цель которого – установить связь между структурой кольца и особым по-
ведением некоторого дифференцирования этого кольца. В своей статье [1]
они описали ассоциативные кольца, допускающие дифференцирования с об-
ратимыми значениями. Они доказали, что такое кольцо есть либо тело, ли-
бо кольцо (2 × 2)-матриц над телом, либо факторкольцо кольца многочленов
над телом характеристики 2. Также они описали тела, над которыми коль-
ца (2 × 2)-матриц допускают внутренние дифференцирования с обратимыми
значениями. В дальнейшем ассоциативные кольца, допускающие дифферен-
цирования с обратимыми значениями (и их обобщения), были рассмотрены
в [2]–[6]. Так, в [2] было описано строение полупростых ассоциативных колец
с инволюцией, допускающих дифференцирование, значения которого на сим-
метрических элементах кольца являются обратимыми. В работе [3] описаны
ассоциативные кольца с дифференцированием, значения которого на некото-
ром нецентральном лиевом идеале обратимы. В работах [4] и [5] была изучена
структура ассоциативных колец, допускающих α-дифференцирования с обра-
тимыми значениями и их естественные обобщения – (σ, τ)-дифференцирования
с обратимыми значениями. В работе [6] рассмотрены ассоциативные кольца,
допускающие обобщенные дифференцирования с обратимыми значениями.

Цель настоящего параграфа – обобщить результаты Бергена, Херстейна и
Лански в случае альтернативных алгебр.

Далее в этом параграфе A – это альтернативная алгебра с единицей 1 и
дифференцированием d с обратимыми значениями. Следующие леммы были
доказаны в [1] для ассоциативных алгебр и с незначительными изменениями
могут быть обобщены в случае альтернативных алгебр, но для полноты изло-
жения материала мы приведем их доказательства.

Лемма 2. Если d(x) = 0, то x = 0 или x обратим.

Доказательство. Заметим [20, с. 204], что в любой альтернативной алгеб-
ре выполнено следующее соотношение:

(a−1, a, b) = 0. (2)

Пользуясь этим соотношением, легко увидеть, что в произвольной альтерна-
тивной алгебре произведение двух обратимых элементов также является обра-
тимым элементом: в силу (2) для обратимых a и b мы имеем

(b−1a−1)(ab) = a−1
(
(ab)b−1

)
−

(
a−1(ab)

)
b−1 + (b−1a−1)(ab)

= −(a−1, ab, b−1) + (b−1a−1)(ab)

= −(b−1, a−1, ab) + (b−1a−1)(ab) = b−1
(
a−1(ab)

)
= 1.

Пусть теперь x ̸= 0. По условию d ̸= 0, поэтому существует y ∈ A такой, что
d(y) ∈ U . Следовательно, d(yx) = d(y)x ∈ U и d(y)−1d(yx) = x. Поскольку d(y)
и d(yx) обратимы, то и x также обратим. Лемма доказана.

Приступим теперь к изучению структуры идеалов алгебры A.



АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ АЛГЕБРЫ 79

Лемма 3. a) Если L ̸= 0 – односторонний идеал алгебры A, то d(L) ̸= (0).
b) Если I – собственный односторонний идеал алгебры A, то I максималь-

ный и минимальный.
c) Если I – собственный идеал алгебры A, то I2 = (0).
d) Если char(A) ̸= 2, то алгебра A проста.

Доказательство. a) Поскольку утверждение очевидно при L = A, доста-
точно доказать его для случая L ̸= A. Если 0 ̸= a ∈ L, то по лемме 2 имеем
d(a) ̸= 0, поскольку a не обратим.

b) Достаточно показать, что любой собственный идеал в A является мак-
симальным. Пусть I ⊂ J – собственные односторонние идеалы в A. Легко
видеть, что d(I) ∩ I = (0) и I ⊕ d(I) также является односторонним идеалом
в A. В силу a) имеем d(I) ̸= (0), поэтому d(I) содержит обратимые элементы,
следовательно, I ⊕ d(I) = A. Для произвольного j ∈ J имеем j = a + d(b),
a, b ∈ I. Следовательно, d(b) = j − a ∈ J ∩ d(I) = (0), и поэтому j = a ∈ I.

c) Если I ̸= A – идеал в A, то

d(I2) ⊂ d(I)I + Id(I) ⊂ I,

следовательно, в силу a) имеем I2 = (0), поскольку произведение двух идеалов
в альтернативной алгебре также является идеалом [20, с. 115] и I не содержит
обратимых элементов.

d) Пусть 2A ̸= 0 и I ̸= (0). Тогда в силу a) существует b ∈ I такой, что
d(b) ∈ U . Поскольку b2 = 0, то

0 = d2(b2) = d2(b)b + 2d(b)2 + bd2(b),

и, таким образом, 2d(b)2 ∈ I. Так как d(b) обратим, то d(b)2 также обратим и
2d(b)2 = 0, поэтому 2 = 0. Полученное противоречие доказывает лемму.

Через Der(A) мы обозначим множество всех дифференцирований алгеб-
ры A. Зафиксируем некоторое подмножество D ⊂ Der(A). Идеал I называется
D-идеалом, если для всех ∂ ∈ D, x ∈ I выполнено ∂(x) ∈ I. Алгебра A называ-
ется D-простой, если A2 ̸= 0 и A не имеет собственных D-идеалов (для более
подробной информации о D-простых алгебрах см. работы [10], [11] и ссылки
в них).

Непосредственным следствием леммы 3, a) является

Лемма 4. Если альтернативная алгебра A допускает дифференцирование d

с обратимыми значениями, то A является d-простой алгеброй.

Теперь, если char(A) ̸= 2, применяя лемму 3, d) и теорему 1, мы можем
заключить, что A или ассоциативна, или является алгеброй Кэли–Диксона над
своим центром. Оставшийся случай, когда A не проста и не ассоциативна,
рассмотрен в следующей лемме.

Лемма 5. Если алгебра A не проста и не ассоциативна, то A = C[x]/(x2),
где C – алгебра Кэли–Диксона над своим центром Z(C), C – алгебра с делени-
ем, char(C) = 2, d(C) = 0, d(x) = 1+ax для некоторого a ∈ Z(C) и d является
внешним дифференцированием.
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Доказательство. Используя лемму 3, b), d), мы имеем char(A) = 2, I2 = (0)
для любого собственного идеала I в A, и все собственные односторонние идеалы
в A одновременно минимальны и максимальны. Следовательно, A содержит
единственный (левый, правый, двухсторонний) идеал M , и M2 = 0. Повторяя
ход рассуждений леммы 3, b), мы получим, что A = M ⊕ d(M), поэтому для
любого a ∈ A существуют m, n ∈ M такие, что d(a) = m+d(n). Следовательно,
m = d(a− n) ∈ M ∩ d(A) = (0), и, обозначая C = ker(d), мы имеем A = C + M .
По лемме 2 алгебра C с делением, поэтому A = C ⊕M . Определим линейные
отображения λ : M → C и µ : M → M правилом d(m) = λ(m) + µ(m) для всех
m ∈ M . Легко видеть, что для любых a ∈ C, b ∈ M верно

aµ(b) + aλ(b) = ad(b) = d(ab) = µ(ab) + λ(ab),

где aµ(b), µ(ab) ∈ M и, следовательно, aλ(b) = λ(ab) ∈ λ(M); аналогично,
λ(ba) = λ(b)a ∈ λ(M). Тем самым, λ(M) – идеал в C.

Поскольку C проста и λ(M) ̸= (0), то C изоморфна M как левому C-модулю.
Полагая x = λ−1(1), мы имеем A = C⊕Cx. Пользуясь тем, что λ – изоморфизм
модулей, легко увидеть, что [x, C] = 0. С учетом соотношения

3(k, x, y) = 3(y, k, x) = 3(x, y, k) = [xy, k]− x[y, k]− [x, k]y = 0,

выполненного для любых k ∈ K(B), x, y ∈ B в любой альтернативной алгебре B

[20, с. 136], принимая во внимание структуру A, мы получаем, что x ∈ Z(A).
Таким образом, A ∼= C[x]/(x2). Из неассоциативности A и теоремы 1 следует,
что C является алгеброй Кэли–Диксона над своим центром Z(C). Легко ви-
деть, что µ(x) = ax для некоторого a ∈ C. Поскольку x ∈ Z(A) и char(A) = 2,
для произвольного c ∈ C выполнено

0 = d(cx + xc) = c(1 + ax) + (1 + ax)c = cax + axc = (ca + ac)x.

Так как C является алгеброй с делением, то ca + ac = 0, следовательно, a ∈
Z(C).

Наконец, поскольку любой идеал A инвариантен относительно действия лю-
бого внутреннего дифференцирования, x ∈ M и d(x) /∈ M , очевидно, что d не
является внутренним. Лемма доказана.

Теорема 6. Пусть A – альтернативная алгебра с единицей 1, допускаю-
щая дифференцирование d с обратимыми значениями. Тогда:

1) A – ассоциативная алгебра и выполнено одно из следующих условий:
a) A – ассоциативное тело D ;
b) A – алгебра матриц M2(D) над ассоциативным телом D ;
c) A – факторалгебра алгебры многочленов D[x]/(x2) над ассоциативным

телом D , более того, char(D) = 2, d(D) = 0 и d(x) = 1 + ax для некоторого a

из центра D , и d является внешним дифференцированием;
2) A – альтернативная неассоциативная алгебра и выполнено одно из сле-

дующих условий:
a) A – алгебра Кэли–Диксона над своим центром Z(A);
b) A – факторалгебра алгебры многочленов C[x]/(x2) над алгеброй Кэли–

Диксона с делением, более того, char(C) = 2, d(C) = 0 и d(x) = 1 + ax для
некоторого a из центра C , и d является внешним дифференцированием.
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Доказательство в ассоциативном случае следует из [1], а в неассоциатив-
ном – из теоремы 1 и лемм 3, 5.

Теперь, для того чтобы закончить классификацию, нам осталось лишь опи-
сать расщепляемые алгебры Кэли–Диксона, допускающие дифференцирования
с обратимыми значениями. Их структуру описывает

Лемма 7. Алгебра C , являющаяся расщепляемой алгеброй Кэли–Диксона
над своим центром Z , допускает дифференцирование d с обратимыми значе-
ниями тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

I) C получена процессом Кэли–Диксона из своего ассоциативного подте-
ла B : C = B ⊕ vB , v2 = γ ∈ Z , γ ̸= 0, где B = ker(d) и dimZ B = 4, более того,
в этом случае произвольное дифференцирование d с обратимыми значениями
имеет вид d(a + vb) = v(bu), где a, b ∈ B и u ∈ B – фиксированный элемент
такой, что t(u) = 0;

II) C раскладывается в прямую сумму векторных пространств: C = B ⊕
xB , где t(x) = 0, B = ker(d), B является подполем в C , B = B⊥ и dimZ B = 4,
более того, в этом случае произвольное дифференцирование d с обратимыми
значениями имеет вид d(a + xb) = b, где a, b ∈ B .

Доказательство. Известно (см., например, [21]), что любое дифференци-
рование алгебры C является внутренним. С учетом этого факта легко видеть,
что Z ⊆ ker(d) и d является Z-линейным отображением. Поэтому мы будем
рассматривать C как Z-алгебру. Допустим, что C допускает дифференциро-
вание d с обратимыми значениями. Рассмотрим подпространство V ⊂ C такое,
что dimZ V = 4 и V не содержит обратимых элементов. К примеру (с учетом
того, что C ∼= C(F ) – матричная алгебра Кэли–Диксона над F ), мы можем
взять

V =
{(

α u

0 0

) ∣∣∣ α ∈ Z, u ∈ Z3

}
.

Из леммы 2 следует, что dimZ d(V ) = 4 и V ∩d(V ) = (0), поэтому C = V ⊕d(V ).
В частности, для любого x ∈ C существуют u, v ∈ V такие, что d(x) = u + d(v).
Следовательно, u = d(x − v) ∈ V ∩ d(A) = (0). Обозначая B = ker(d), мы
получаем C = B + V . По лемме 2 имеем, что B является алгеброй с делением,
следовательно, C = B ⊕ V и dimZ B = 4. Поскольку B проста и Z(C) ⊆
Z(B), то, применяя теорему 1, мы получаем, что B является ассоциативной
подалгеброй в C. Согласно [20, с. 39] в C выполняется следующее соотношение:

a ◦ b− t(a)b− t(b)a− f(a, b) = 0. (3)

Полагая b = d(a), получим

a ◦ d(a)− t(a)d(a)− t(d(a))a− f(a, d(a)) = 0. (4)

Действуя d на соотношение (1), имеем

a ◦ d(a)− t(a)d(a) = 0. (5)

Вычитая (4) из (5), получим t(d(a))a + f(a, d(a)) = 0. Если a и 1 линейно
независимы над Z, то

f(a, d(a)) = 0. (6)
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Если a ∈ Z, то a ∈ ker(d), поэтому соотношение (6) в данном случае очевидно.
Линеаризуя (6), получим f(a, d(b)) + f(d(a), b) = 0. Следовательно, поскольку
B = ker(d), для произвольного a ∈ C имеем f(d(a), B) = −f(a, d(B)) = 0,
поэтому d(C) ⊆ B⊥. Рассмотрим два случая.

I) Если ограничение формы f на B является невырожденным, то согласно
[20, с. 32, теорема 1] алгебра C может быть получена из B посредством процесса
Кэли–Диксона, т. е. C = B + vB, v2 = γ ̸= 0, B⊥ = vB. В частности, d(v) = vu

для некоторого u ∈ B, поэтому для произвольных a, b ∈ B мы имеем

d(a + vb) = d(v)b = (vu)b = v(bu).

В силу [20, с. 26] для произвольных x, y, w ∈ C имеем

n(x)f(y, w) = f(xy, xw).

Подставляя в последнее равенство x = v, y = 1, w = u и используя (6), мы
получим

0 = f(v, vu) = n(v)t(u).

Поскольку v2 = γ ∈ Z, γ ̸= 0, то n(v) ̸= 0 и t(u) = 0.
II) Теперь допустим, что ограничение f на B вырождено. Тогда существует

0 ̸= b ∈ B такой, что f(b, B) = 0. Следовательно, 0 = f(b, b) = 2n(b). По-
скольку b обратим, то n(b) ̸= 0, поэтому char(C) = 2. Согласно [20, с. 26] в C

выполнено следующее соотношение:

f(x, z)f(y, w) = f(xy, zw) + f(xw, zy). (7)

Подставляя x = b, z = a, y = b−1c, w = 1 в (7), где a, c ∈ B, мы получим

0 = f(b, a)f(b−1c, 1) = f(c, a) + f(b, ab−1c).

Произвольность a, c влечет f(B, B) = 0, т. е. B ⊆ B⊥.
Покажем, что имеет место обратное включение. Допустим, что существует

x ∈ B⊥, x /∈ B. Из (2) и кососимметричности ассоциатора получаем, что
dimZ xB = 4 и C = B ⊕ xB. Используя (7), имеем

f(a, xc) = f(a · 1, xc) = −f(ac, x) + f(a, x)f(1, c) = 0

для любых a, c ∈ B. Следовательно, xB ⊂ B⊥ и C = B⊥, что противоречит
невырожденности формы f . Обозначим x = d−1(1). Очевидно, что x /∈ B

и C = B ⊕ xB. Соотношение (6) влечет 0 = f(x, 1) = t(x). Осталось лишь
доказать, что B является полем. Из определения f и того, что f(B, B) = 0,
для произвольных a, c имеем

0 = f(a, c) = n(a + c)− n(a)− n(c),

а значит, n является гомоморфзимом колец B и Z. Из простоты B и n(1) = 1
следует, что ker(n) = 0. Таким образом, мы показали, что B является подполем
в Z.
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Теперь предположим, что выполнены условия I) или II), и покажем, что
алгебра C обладает дифференцированием с обратимыми значениями.

Допустим, что условие I) выполено, т. е. C получена из B процессом Кэ-
ли–Диксона. Пусть 0 ̸= u – элемент из B такой, что t(u) = 0. Рассмотрим
отображение d : a + vb 7→ v(bu), где a, b ∈ B. Покажем, что d является диффе-
ренцированием. Действительно, для любых a1, b1, a2, b2 ∈ B мы имеем

d(a1 + vb1)(a2 + vb2) + (a1 + vb1)d(a2 + vb2)

= γ
(
b2(u + u)b1

)
+ v

(
(a2b1 + a1b2)u

)
= γ

(
b2t(u)b1

)
+ v

(
(a2b1 + a1b2)u

)
= v

(
(a2b1 + a1b2)u

)
= d

(
(a1a2 + γb2b1 ) + v(a1b2 + a2b1)

)
= d

(
(a1 + vb1)(a2 + vb2)

)
.

Также имеем

n(d(a + vb)) = n(v(bu)) = n(v)n(b)n(u) = −γn(b)n(u) ̸= 0,

если b ̸= 0, поскольку B – алгебра с делением. Следовательно, d(a+vb) обратим
для любых a ∈ B, 0 ̸= b ∈ B, поэтому d – дифференцирование с обратимыми
значениями.

Допустим теперь, что выполнено условие II). Рассмотрим отображение d:
a + xb 7→ b. Покажем, что d – дифференцирование с обратимыми значениями.
Поскольку B = B⊥, для всех a ∈ B выполнено t(a) = 0. С учетом (3) и того,
что char(C) = 2, получим

[x, a] = x ◦ a = t(a)x + t(x)a + f(a, x) = f(a, x) ∈ Z, (8)

в частности, d([x, a]) = 0. Подставляя x в (1), получим, что x2 ∈ Z. Используя
соотношение (8), легко проверить, что для произвольных a, c ∈ B выполнено
следующее соотношение:

(a, c, x) = af(c, x) + f(a, x)c + f(x, ac). (9)

Следовательно, имеем d((a, c, x)) = 0. Докажем теперь, что d является диффе-
ренцированием. Для произвольных a, b, c, h ∈ B имеем

d
(
(ax + b)(cx + h)

)
= d

(
(ax)(cx) + (ax)h + b(cx) + bh

)
= d((ax)(cx)) + d((ax)h) + d(b(cx)).

Рассмотрим два последних слагаемых:

d((ax)h) = d((xa)h) = d(x(ah)) = ah, d(b(cx)) = d((bc)x) = bc.

С другой стороны, имеем

d(ax + b)(cx + h) + (ax + b)d(cx + h) = a(cx + h) + (ax + b)c

= a(cx) + ah + (ax)c + bc.



84 И.Б. КАЙГОРОДОВ, Ю.С. ПОПОВ

Таким образом, нам надо показать, что d((ax)(cx)) = a(cx)+(ax)c. Преобразуя
соответствующие выражения, получим

a(cx) + (ax)c = (ac)x + (a, c, x) + a(xc) + (a, x, c)

= (ac)x + a(cx + f(c, x)) = (a, c, x) + af(c, x). (10)

Используя среднее тождество Муфанг, имеем

d((ax)(cx)) = d
(
(xa + f(a, x))cx

)
= d

(
(xa)(cx)

)
+ f(a, x)d(cx)

= d(x(ac)x) + f(a, x)c = d
(
x(x(ac) + f(x, ac))

)
+ f(a, x)c

= d(x2(ac)) + f(x, ac) + f(a, x)c = f(x, ac) + f(a, x)c, (11)

поскольку x2 ∈ Z и d(x2(ac)) = n(x)d(ac) = 0. Приравнивая выражение (10) и
соотношение (11), получим соотношение (9), которое, как было показано ранее,
выполняется тождественно. Следовательно, d является дифференцированием
алгебры C. Поскольку d принимает значения в поле B, то очевидно, что d –
дифференцирование с обратимыми значениями. Лемма доказана.

Пример 8. В работе [22] был построен пример расщепляемой алгебры Кэ-
ли–Диксона C, имеющей подполе размерности 4. Рассмотрим несовершенное
поле F характеристики 2 и элементы α, β ∈ F такие, что α, β, αβ линейно неза-
висимы над F 2. Тогда подалгебра B матричной алгебры Кэли–Диксона C(F ),
порожденная элементами(

0 (α, 0, 0)
(1, 0, 0) 0

)
,

(
0 (0, β, 0)

(0, 1, 0) 0

)
,

является подполем в C и dimF B = 4.

Отметим, что доказательство основного утверждения этого параграфа (тео-
рема 6) похоже на доказательство в ассоциативном случае, но такой ход рас-
суждений нельзя использовать в случае йордановых алгебр, поскольку произ-
ведение двух обратимых элементов в йордановой алгебре не обязательно явля-
ется обратимым и произведение двух идеалов не обязательно является идеалом
Поэтому естественным образом возникает

Проблема 9. Классифицировать все йордановы (и, более общо, структу-
ризуемые) алгебры, допускающие дифференцирования с обратимыми значе-
ниями.

§ 4. Классификация нильпотентных альтернативных алгебр
посредством обратимых лейбниц-дифференцирований

Все рассматриваемые в этом параграфе алгебры являются конечномерными
над полем характеристики нуль. Н. Джекобсон в 1955 г. доказал [7], что ко-
нечномерная алгебра Ли над полем характеристики нуль, допускающая невы-
рожденное (обратимое) дифференцирование, является нильпотентной. Вопрос
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о том, верно ли обратное утверждение, был открыт до опубликования рабо-
ты [23], в которой был построен пример нильпотентной алгебры Ли, все диффе-
ренцирования которой являются нильпотентными (а следовательно, и вырож-
денными). Такие алгебры Ли называются характеристически нильпотент-
ными.

Изучение дифференцирований алгебр Ли привело к появлению понятия их
естественного обобщения – предифференцирования алгебры Ли, которое явля-
ется дифференцированием тройной лиевой системы, индуцированной этой ал-
геброй. В статье [8] было доказано, что результат Джекобсона верен и для
предифференцирований. Примеры нильпотентных алгебр Ли, все предиффе-
ренцирования которых нильпотентны, были приведены в [8], [24].

В работе [9] было определено обобщение понятий дифференцирований и
предифференцирований – лейбниц-дифференцирование порядка k. В.А. Мо-
енс доказал, что конечномерная алгебра Ли над полем характеристики нуль
нильпотентна тогда и только тогда, когда она допускает обратимое лейб-
ниц-дифференцирование. После этого А. Фиаловски, А.Х. Худойбердыев и
Б. А. Омиров [25] показали, что для определения лейбниц-дифференцирования,
данного в работе [9], аналогичный результат для алгебр Лейбница не вы-
полнен. А именно, они построили пример ненильпотентной алгебры Лейб-
ница, допускающей обратимое лейбниц-дифференцирование. Для обобще-
ния результатов работы [9] в случае алгебры Лейбница они ввели определе-
ние лейбниц-дифференцирования алгебры Лейбница, согласующееся со слу-
чаем лейбниц-дифференцирования алгебр Ли, и доказали, что алгебра Лейб-
ница нильпотентна тогда и только тогда, когда она допускает обратимое
лейбниц-дифференцирование. Отметим, что существуют ненильпотентные ко-
нечномерные алгебры Филиппова (n-лиевы алгебры) с обратимыми дифферен-
цированиями [26].

Цель настоящего параграфа – доказать аналог теоремы Моенса для альтер-
нативных алгебр.

Определение 10. Лейбниц-дифференцирование (по Моенсу) порядка n ал-
гебры A – это эндоморфизм φ этой алгебры, удовлетворяющий тождеству

φ((. . . (x1x2) . . . )xn) =
n∑

i=1

(
. . . (. . . (x1x2) . . . φ(xi)) . . .

)
xn.

Определение 10 можно интерпретировать в терминах n-арных алгебр: для
любой алгебры A на ее векторном пространстве мы можем определить струк-
туру n-арной алгебры An с умножением

[a1, a2, . . . , an]n = (. . . (a1a2) . . . )an.

Как и в алгебрах с бинарным умножением, скажем, что линейное отображе-
ние d является дифференцированием n-арной алгебры B, если оно удовлетво-
ряет тождеству

d([x1, . . . , xn]) =
n∑

i=1

[x1, . . . , d(xi), . . . , xn].
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Тогда φ является лейбниц-дифференцированием порядка n алгебры A, если и
только если оно является дифференцированием An. Определение идеала легко
обобщается в случае n-арной операции умножения: подпространство I ⊆ B

называется идеалом, если

[I, B, . . . , B]n ⊆ I, . . . , [B, . . . , B, I]n ⊆ I.

n-арная алгебра B называется разрешимой, если ее производный ряд

S1 = B, S2 = [S1, . . . ,S1]n, . . . , St+1 = [St, . . . ,St]n, . . .

обрывается на нуле. Для любой конечномерной n-арной алгебры C через
rad(C) мы обозначим максимальный разрешимый идеал в C. Этот радикал
определен корректно, поскольку сумма двух разрешимых идеалов в C также
является разрешимым идеалом в C.

Теорема 11. Конечномерная альтернативная алгебра над полем характе-
ристики нуль нильпотентна тогда и только тогда, когда она допускает об-
ратимое лейбниц-дифференцирование.

Доказательство. Пусть A – конечномерная альтернативная алгебра с об-
ратимым лейбниц-дифференцированием φ порядка n и β(A) – ее нильпотент-
ный радикал (известно, что в конечномерном случае он совпадает с rad(A) –
разрешимым радикалом A). Из [20, с. 336] следует, что A/β(A) разлагается
в прямую сумму своих минимальных идеалов, каждый из которых есть или
полная матричная алгебра над некоторым телом, или алгебра Кэли–Диксона
над своим центром. Следовательно, алгебра A/β(A) имеет единицу 1. Мы
будем рассматривать A как прямую сумму: A = As + β(A), где As – полупро-
стая альтернативная алгебра, изоморфная A/β(A) (разложение Веддерберна–
Мальцева). Используя идею доказательства из [9], мы покажем, что φ(β(A)) ⊆
β(A). Отметим, что в случае, когда φ является дифференцированием, это было
доказано для всех алгебр с локально нильпотентным радикалом в [27].

Шаг 1. Докажем, что разрешимые радикалы rad(An) и rad(A) соответствен-
но алгебр An и A совпадают. Очевидно, что rad(A) ⊆ rad(An). Рассмотрим
естественный гомоморфизм π : A → As. Легко видеть, что π(rad(An)) – разре-
шимый идеал в As: применяя π к обеим частям соотношения

[A, . . . , rad(An), . . . , A]n ⊆ rad(An)

и используя тот факт, что в As есть единица, мы имеем

π(rad(An))As + Asπ(rad(An)) ⊆ π(rad(An)).

Следовательно, поскольку алгебра As полупроста, мы имеем π(rad(An)) = 0.
Шаг 2. Докажем теперь, что φ(β(A)) ⊆ β(A). Пусть β(A) = τ = τ1 =

rad(An) и τt+1 = [τt, τt, . . . , τt]n. Тогда мы имеем

τ = τ1 ! τ2 ! · · · ! τp ! τp+1 = 0.

Поскольку произведение двух идеалов в альтернативной алгебре снова являет-
ся идеалом, то τt – идеал в An для любого t.
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Покажем, что включение φi(τt) ⊆ τ выполнено для любого i. Используем
индукцию по t. База индукции тривиальна для t = p + 1. Допустим теперь,
что φi(τt+1) ⊆ τ для всех i. Докажем, что включение φi(τt) ⊆ τ выполняется
для любого i.

Множество τ + φ(τt) является разрешимым идеалом в An, поскольку

[A, . . . , A, τ + φ(τt), A, . . . , A]n ⊆ τ + τt + φ(τt) = τ + φ(τt),

[τ + φ(τt), . . . , τ + φ(τt)]n ⊆ τ + [φ(τt), . . . , φ(τt)]n ⊆ τ + φn(τt+1) ⊆ τ.

Теперь покажем, что τ + φk(τt) является разрешимым идеалом в An для
любого k. Используя индукционное предположение, мы имеем

[A, . . . , A, τ + φk(τt), A, . . . , A]n

⊆ τ + φ
(
[A, . . . , A, φk−1(τt), A, . . . , A]n

)
+

∑
[A, . . . , φ(A), . . . , A, φk−1(τt), A, . . . , A]n ⊆ · · ·

· · · ⊆ τ +
∑

a0+···+an−1=k,ai>0

φa0
(
[φa1(A), . . . , φal−1(A), τt, φ

al(A), . . . , φan−1(A)]n
)

+ φk([A, . . . , A, τt, A, . . . , A]n)

⊆ τ +
k−1∑
i=0

φi(τt) + φk(τt) = τ + τt + φk(τt) = τ + φk(τt),

[τ + φk(τt), . . . , τ + φk(τt)]n ⊆ τ + [φk(τt), . . . , φk(τt)]n ⊆ τ + φkn(τt+1) ⊆ τ.

Следовательно, φi(τt) ⊆ τ и φ(τ) ⊆ τ .
Шаг 3. Поскольку φ является обратимым дифференцированием, т. е. имеет

нулевое ядро, то φ(A/β(A)) = A/β(A), что противоречит унитальности A/β(A),
так как φ(1) = nφ(1) и dim(φ(A/β(A))) < dim(A/β(A)). Из полученного про-
тиворечия следует A = β(A), т. е. алгебра A нильпотентна.

Шаг 4. Обратное утверждение также верно: чтобы доказать, что нильпо-
тентная альтернативная алгебра A индекса нильпотентности s имеет обратимое
лейбниц-дифференцирование порядка n =

⌈
s
2

⌉
+ 1, достаточно рассмотреть ее

сумму векторных пространств: A = W + An, и линейное отображение φ, опре-
деленное формулой

φ(x) =

{
x, если x ∈ W,

nx, если x ∈ An.

Легко видеть, что φ является лейбниц-дифференцированием A порядка n.
Теорема доказана.

Предложение 12. Над полями положительной характеристики сущест-
вуют нильпотентные альтернативные алгебры, все дифференцирования ко-
торых вырождены.

Доказательство. Неассоциативные альтернативные алгебры размернос-
ти, не превосходящей 7, были классифицированы в работе [28]. Используя
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эту классификацию, определим над полем характеристики 3 семимерную ал-
гебру A с базисом {e1, e2, e3, u1, u2, v, w} следующей таблицей умножения (все
остальные произведения равны нулю):

e2
1 = u1, e2

2 = u2, e2e3 = e3e2 = −v, e3e1 = u2, e1e3 = u2,

e1u1 = u1e1 = v, e2u2 = u2e2 = w, e1v = ve1 = u2
1 = w.

Легко видеть, что A2 = ⟨u1, u2, v, w⟩, A3 = ⟨v, w⟩, A4 = ⟨w⟩. Тогда для любого
дифференцирования D алгебры A мы имеем

D(v) = D((e1e1)e1) ∈ A4, D(w) = D(((e1e1)e1)e1) ∈ A4,

следовательно, существует x ̸= 0 такой, что D(x) = 0.

Ограничение, налагаемое на характеристику поля в формулировке теоре-
мы 11, является существенным.

Замечание 13. Для произвольной альтернативной алгебры над полем по-
ложительной характеристики p тождественное преобразование является лейб-
ниц-дифференцированием порядка p + 1.

Условие, требующее конечномерности алгебры, также является существен-
ным.

Утверждение 14. Свободная альтернативная алгебра с n порождающи-
ми допускает обратимое дифференцирование, но не является нильпотентной.

Доказательство. Достаточно рассмотреть дифференцирование, действу-
ющее тождественно на порождающих алгебры.

Замечание 15. Теорема 11, замечание 13, утверждение 14 имеют место и
в ассоциативном случае.

Как оказалось, результат Херстейна [7] верен и в случае йордановых алгебр.

Утверждение 16. Любая конечномерная йорданова алгебра над полем ха-
рактеристики нуль, допускающая обратимое дифференцирование, является
нильпотентной.

Доказательство. В самом деле, из работы А. М. Слинько [27] следует,
что d(β(J)) ⊆ β(J) для любого дифференцирования d йордановой алгебры J

над полем характеристики нуль. Воспроизводя шаг 3 из доказательства теоре-
мы 11, мы получаем желаемый результат.

Как было показано выше и в [25], аналог теоремы Моенса верен не толь-
ко для алгебр в хорошо изученных многообразиях, таких как многообразия
ассоциативных алгебр и алгебр Ли, но и для алгебр, являющихся их обобще-
ниями (альтернативных алгебр и алгебр Лейбница). С учетом замечания 15
естественным образом возникает

Проблема 17. Выполнена ли теорема Моенса в классах йордановых алгебр
и алгебр Мальцева?
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