IL

SOLUTION DE QULLQULS PROBLEMES A IAIDE I’INTEGRALES
- DEFINIES,

Magazin for Naturvidenskaberne, Aargang I, Bind 2, Christiania 1823

: A

(Vest bien connu qu'on résout A l'aide d’intégrales définies, beaucoup
de problémes qui autrement ne peuvent point se résoudre, ou du moins sont
trés-difficiles A traiter. * Elles ont surtout été appliquées avec avantage i la
solution de plusieurs problémes difficiles de la mécanique, par exemple, a
celui du mouvement d’une surface élastique, des problémes de la théorie des
ondes ete. Je vais en montrer une nouvelle application en résolvant le
probléme suivant.

Soit (‘B une ligne horizontale, 4 un point donné,
AB perpendiculaire & BC, AM une courbe dont les
coordonnées rectangulaives sont AP—=uw, PM=y. Soit
* P de plus AB=a, AM—=s. §Si l'on congoit maintenant

quun corps se meut sur larc CA4, la vitesse initiale
4 étant nulle, le temps 7' qu'il emploie pour le parcourir
dépendra de la forme de la courbe, et de a. Il s'agit de déterminer la
courbe KCA pour que le temps 7' soit égal A une fonction donnée de a,
p. ex. wya.

Si l'on désigne par % la vitesse du corps au point M, et par ¢ le
temps qu'il emploie pour parcourir 'arc €M, on a comme on sait

A—YBP=VYa—z, dt=—2,

K L
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done

Is
dt — — —,f —
Ya—a’

et en intégrant

f— — - -
_ Va—a

Pour avoir 7' on doit prendre I'intégrale depuis z=a jusqud z=0, on

a done
[
(I —-T

Or comme 7' est égal & ya, I'équation devient !

z==0 ds

o A= e
x=0 -‘/ﬂf—.‘?}
Au lien de résoudre cette équation, je vais montrer comment on peut tirer s
de I'équation plus générale
— r=a ds
w i z=0 ((I—J? e

ot n est supposé moindre que I'unité, afin que Tintégrale ne devienne pas
infinie entre les limites données; wa est une fonction quelconque qui nest
pas infinie quand a est égal A zéro.

Posons

8—Sa™a",
ot ZTe™x™ a la valenr suivante:
za(aw]xm e a{m’]mm' _I_ a(w'Jxm' _I_ a[n““sz" +

En différentiant on obtient
ds = ZSma™a"dz,

done
ds Smed™ gm—1d a1z
— o B ~ ) (m) *
(a—ay (a— ay =2Zma (a—az)*"
En intégrant on a
e " Sma™ " o*ldz
oo (@— :r)" (a—- =)’

Or

=m af"" e PR . iave...
r)" (a— .1')" ?
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B=0 (”8

cﬂ'-_—- = )—“ = wa:

done, puisque f

=10

@ .‘l'"‘_lt!.'l"
Ya — (m)

, ey
La valeur de l'intéorale
o
e am—idy
o (a—a)

se trouve aisément de la manidre suivante: Si l'on pose w=—at, on
2™ = a"t*; mz"'de—ma"t"dt
! e Wil e
N(e—2f'=(a—al)*=a"(1—1)", .

done
me™de . ma™ " —Ldy
(a—ay = (A—pr
et en intégrant

a pe—idp 1 gm—idy

m —— = ma™ "
o (a—a) .
Or on a

f‘ t"dt  T'(l—n)T'm
0

(I1—tp— r(m—n4-1)’
ot I'm est une fonction déterminée par les équations

. PN =mlm, El)=]1. i

En substituant cette valenr pour Iintégrale =
0

ml'm=— I'm—+41) on a

o (@a—a) ™ I(m—n+1)

mfﬂ a1y - l’(l—ﬂ_ l‘(”1+1)am—ﬂ_

- En substituant cette valeur dans l'expression pour wa,

ya—= I'(1 —n)Za™a Tg’i:i:_l_{)]_) -

Soit :
MRk
ya— Z3%a",

on a

ShYg — = Ci o) i )

f'(m - n-—f— l)

on obtient

e ¥ a(w)a'“_'"'

13

a

et remarquant que

*#) Les propriétés de cette fonction remarquable ont été largement développées par

M. Legendre dans son ouvrage, Exercices de calcul intégral t. I et IL
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Pour que cette équation soit satisfaite il faut que m — n==Fk, done m=n-k,

et que
. o TA=FmAD) o) TA=—wTotbt1) o
F(m—n-1) I'k+1)
done
o™ — rk+1) Bw
r(l—n) r(n4+k41)" °
Or on a

o pdt e r(k41)
ju A=t !(ﬂ—|—k+l)’
par conséquent
o L e

= I'n. 1 (1-— ‘H) (]. — t)l““

En multipliant par z"=2z"** on obtient

a LB at )t

(m) o = : 3
- xﬂ_fh.r(l—n) - (l—t"—"’

d’ott
S R tSpe(apde
e ], (=0

Mais on a Sa™z"—=s, ZpB¥(xl)t = y(xt), donc
a* 1oy (.ﬂ) di
= . 1(1-—-—:1) (1——t)’—"

: . v it
En remarquant ensuite qu'on a I'n.I'(1—n)=_——, on trouve
sinnzz.a* (1 (at)dt
g =——-=r
3 (1 —)y—=

De ce qui préedde déeoule ce théordme remarquable:

Al ;:a ds
1’”‘1 ‘_j‘;:o _((l.—"".'j‘,')n ]

sinnz_, ! r(at)de

7T (l—t 1—n*

Si lon a

on a aussi

Appliquons maintenant cela a l’équation

T=a ,fs
o — .
ot Va—n
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.On a dans ce cas n=14, done 1—n=1} et par conséquent

Va 1 (at) dt

L — e

7B s o — ¢
Voila done I'équation qui détermine l'arc s de la courbe cherchée par
P'abscisse correspondante x; on en tirera facilement une équation entre les

coordonnées rectangulaires, en remarquant que 'on a ds* —=d* | dy.

Appliquons maintenant la solution précédente & quelques cas spéeiaux.

1) Trouver la courbe qui a la propriété, que le temps qu'un corps
emploie pour parcourir un arc quelconque, soit proportionel & la z¥me puis-
sance de la hauteur que le corps a parcourue.

~ Dans ce cas on a pa=—ca", ol ¢ est une constante, donc w(xt)= cx"t",
par suite:
_ VY= teartrdt  aepc [_thdt
BN R =i z Jo VI—t’

done en faisant
g o
) vict
on a
s=Cz"1;
on tire de la
ds = (n-+1)Czx "% dx,
et
ds* = (n+ 3 C°r*'da® = dy - d?,
d’ott I'on déduit en posant (n-§)pC* =k
dy = dx]/k.r:’“" —1;
I'équation de la courbe cherchée devient done
y=[dx) ke —1.

Si l'on fait n=4, on a 2™ *'=1, donec

_y:fd-.r- VeE—1=k'+}z}k—1,

la courbe cherchée est done une droite.
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2) Trouver I'équation de I'isochrone.
Puisque le temps doit étre indépendant de l'espace parcourn, on a
pa=—c et par conséquent

Va 1 - d¢
S——2~0¢ ety
7T o il —t
done
SZkV&E’
oll

f Vl:s’

ce qui est I'équation connue de la cydoule.
Nous avons vu que si I'on a

e ds
va=[ —,
z=0 (a—.-r?)'.‘

sin ns 2 S i!'(.ﬂ)dt

=R o A—O

on a aussl

On peut aussi exprimer s d’'une autre manidre, que je vais rapporter A
cause de sa singularité, savoir

g A Tt — 1 dryx
R o T H—n) A’

on a aussi
1 doye
!(1—|—u) “da®
en d’autres termes, on a
dr e

l St "
l/f(i— f(l??&)j;zo GL‘G“+1 (a- ) d.i-
Cette proposition se démontre aisément comme il suit. Si 'on pose
Ay e g (),
pr— Zaar,
on obtient en différentiant:

Ay = Sa™ m(m — 1) (m — 2 (m— k4 1)z"*
i i 1 ek S e

mais

mln — 1) —2)..(n—k )= " E L
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done
diyw o oy T(m+-1) e
da* I'(m—&—|—]) .
Or on a
I'(m— 1) tmdt
T(m—k—+1) F(——L) j (1 —ep+*’
par conséquent i
dyw 1 ' Sa(at)mdt
dic* —v*f'(—-!c) (A —ot+e

mais = a™(zt)" =y (xt), done

d¥pe 1 Lo (at)dt
de* — 2*F(—k) |, (1— e+
En posant' k——mn, on en tire
d=™ya _ x* 1 y(at)dt
g aaaiin (l —-t}l”
Or nous avons vu que
a" Yoap(at)dt

I'ﬂ F(l--—n_} (lwt)‘—”’
done on a

= 1 d—" e
e v
si
'p ] x=a d&.
a4 — “—“ .
z=0 (a‘—.lf)

e q. £ d.

En différentiant n fois de suite la valeur de s, on obtient
dr*s 1) :
dar— T(1—n) 72
et par conséquent, en faisant s=— ¢,

drqa 1 e glecde

dar rd—mns) |, (a—ay ¢

17

On doit remarquer que, dans ce qui précéde, .z doit toujours étre moindre

que 'unité.
Si l'on fait n=1_, on a
i ds

L — T
; =10 P’cc —
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et
1 rl—'!lpr i '
S _-';;f‘tp:b.(l.c .
(Uest 1& I'équation de la courbe cherchée, quand le temps est égal & wa.
De cette équation on tire

= A%
poe=Vr s,
done:
ST . ) ’ Sy
Si Péquation d'une courbe est s=—qz, le temps quun corps emploie

diqa
pour en parcourir un are, dont la hanteur est @, est égal & Ja l(rl :

Je remarquerai enfin que de la méme manidre, qu'en partant de

I'équation
= s
Yya— j; g (a——- m“);a

jai trouvé s, de méme en partant de I'équation

wa — f ¢(xa) fic.de

jal trouvé la fonction ¢, w et f étant des fonctions données, et l'inté-
grale étant prise entre des limites quelconques; mais la solution de ce pro-
bléme est trop longue pour étre donnée ici.

2.
Valeur de Uexpression (x4 yV —1)+ qp(e—yV —1).

Lorsque ¢ est une fonction algébrique, logarithmique, exponentielle ou
circulaire, on peut, comme on sait, toujours exprimer la valeur réelle de
(x4 yV— 1)+ g(c —yJ—1) sous forme réelle et finie. Si au contraire
¢ conserve sa généralité, on n'a pas que je sache, jusqu'a présent pu l'ex-
primer sous forme véelle et finie. On peut le faire & Taide d'intégrales
définies de la manidre suivante.

Si Ton développe ¢z y)— 1] et (e —y)—1) dapres le théordme
de Taylor, on obtient

fP(li‘I—JV"— 1)—‘9"'_'_‘{""' YV— A— 1 2 5-/31/ l—l_l JJ_LJJ‘I_"'

f
1.2
‘F("’_‘JV_ 1) =g — ¢« J'/—-l—-{g 3./3'/_1_"1 )J.;f
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done

fhl!

(P("'“{“VV__])—}"‘P(I_VV_ 1)—2(‘fz—1 2?)' +1 9 54

Pour trouver la somme de cette série, considérons la série

’ ‘! r ts rnr
ple+1)=gzttgz+ 129 ‘E—I‘mg‘f' ...

En multipliant les deux membres de cette équation par e—*ds, et prenant

ensuite I'intégrale depuis t—= —occ jusqud f=--cc, on aura

+oo . + o0 Yo + 00 o= oo -
[ Pz 1) dt =g f c""‘df—|—rp':r_'f e r'zdf+;,fp”x] e .
—oc —oo —co —o0

+0oC Ll
Or f e 1™ dt—0, donc
—00 .

.nn
o

+oc too ) 20 e -
f gty dt—=qz f e edi I f e tdi P f ...

+oC
f e—n’t’t !ﬂdf.
—0C

Considérons Pintégrale

9,
. o = t . [ i de
Soit t—=—, on a e =", (*—=—__, dt—=—, done
v i .
21
+00 1 +o0 1 (—2”—;———)
—uiteSn gy —?  3n . WA A
_[ ek Sk d‘—,&a;ﬁf e g de=—r
—0 —0OC

¢’est-a-dire

< I — e AT I

zu‘...n-i-l T.!n-)—l

f+°c o 1 LY o .(2n— I)]/; Y

Cette valenr étant substituée ci-dessus, on obtient

£+mq(r+f)e—""dt_ E(‘P _l_Al vl "‘_1_2 = ,,4 _|_ ]

En multipliant par ¢~*wdp, et prenant l'intégrale depuis »— — oo jusqu’a
v=- 00, on obtiendra

1 +oc e +oc e +oc
¥ e -?:d?.:[ gzt dt =gz f e
r - = '

—oc

— A]_q’”‘r o __‘,1 dv
TR

—00 3*
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Soit vy:ﬁ, on a

+00 o » +00 .
f ey dp =yt [ e P BB,

£ —o0
+ ——
— $ A p = {’_1)n2nv‘/ﬂ_ )
g 2n ol .
% f—m e [ ) X T B (‘%-1) T , done
oo —_— 1V 2n—1
f ey — (=1p Vm gt ’
A
—00 n
et par suite
. +oc >
4, v rdv=(—1ryYa
—o0
3 e Ve :
En substituant cette valeur, et divisant par Sy on obtiendrs
..21 +°c’e--|rly=1_1d?} q;(:r + f) e_ut.ri(lr i ¥ 2 ((p;r _9 _,_ ?! + ””’.I" f
% 2.3.4°
ey —00

Le second membre de cette équation est égal &

glz4yY— 1)+ glz—yV—1), ’
done

p———— = == % +oo |
ge+yV—1)+gle—y)— 1) =2 f odo [ gl )e .

Posant 2=—0, on a

2? Tyt 2
V=D +9(—yV—1)= ’f ”""’vu’f’f pt.e " dt.
Soit par exemple ¢f—e', on aura

gV —1D)+g(—yV—1)—eV eV =2 cosy,

e =S Y e —uly® .d - oo l'-n’!’d' i
08y == e " ode e by
—00 —

Tt 1 3 V; giui
or gty 1T o4 ‘done
v

—o0

donc

1 oo gty |+___
cosy:ﬁ e 4t
—0C

3 . t
Si Ton fait v==-y-y on dura
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1 oo _gngd
COoS Y ——— e .
i
—OC
En donnant d’autres valeurs & ¢f, on peut déduire la valeur d’autres
intégrales définies, mais comme mon but était seulement de déterminer la

valeur de g(z—yY—1) 4@l —y)—1) je ne m’en occuperai pas.

3.
Nombres de Bernowlli eaprimés par des intégrales définies, dot Uon a ensuite déduit
Lexpression de Uintégrale finie = qa.

Si I'on développe la fonction 1— % (,ot—:;— en série suivant les puis-

sances entidres de u, en posant

4 w . % i i u2 _A ut A“ T
— S0k — 1?4‘ 3_2_3-4+”'+ §.3.4..2-n+”"

les coefficiens 4,, 4,, A, ete. sont, comme on sait, les nombres de Bernoulli.*)
On a*¥)
u w

1 1 1
Best St Drgd .
I —grevtp — 24 [47:”—-1#‘_[_4.4%3—1!=+9.4n"‘-—u‘-'+'” 3

et en développant le second membre en série:
u u u? 1 1
- —*2“"’"?“'@?ﬁ"(“r?‘l“sﬁ‘"-)
+ . My [1 2 1 =1 2% -+ }
28 % 24 DR
. o (1 i e Y ]
2576 96 T gs T

----------------

En comparant ce développement au précédent, on aura

A, el 1 1 1
1.2.3...2n 22—l (l_l—fiu_—l_:‘ﬁ—'}_‘” .

#) Voyez Euleri Institutiones cale. diff. p. 426.
##) Voyez Euleri Institutiones cale. diff. p. 423.
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& fin—1 ¢

=%
1

e‘—_—l—:e_'—{—e_g'—i—e“s‘-{—...,

On a

Considérons maintenant U'intéorale
=

o

done
2n—
f—%—i‘% =fet"tdtt [ttt A [ttt

Ol‘ /'i}e_,e;’_su—l df: F_@ﬂ*), donc

Jein

¥ g gy 1 1
ﬁ F=10c P(ﬂﬂ)(l +§ar+3—m+---);

mais d’aprés ce qui précdde, on a
2n—1 2 D2n—1 20

1 1
Ittt =133 a4 r@ni1) ™

done

2n (e

1
U a1y T(?ﬂ) ST 92n—1 i
ﬂ e—1  T@n+1) T s

et par conséquent

[V 2n b gy
2 | 17

En mettant 7 au lien de ¢, on obtiendra enfin

1
2n [V 1y
A= .
23!1——1. X em_—_1
Ainsi les nombres de Bernoulli peuvent étre exprimés d’une manidre trés

simple, par des intégrales définies.
D'un autre cté on voit aussi, lorsque » est un nombre entier, que

1
! 6 gqn—10y - - D2n—1 5
I'expression f gy st toujours rationnelle et égale & _HA”’ ce qui est

L'

assez remarquable. Ainsi on aura par exemple en faisant n—=1, 2, 3 etec.

1
f“ﬂ__.:_l_,
4 e.n_]_ 4]
1 P
ALl A Ty e B
, e%—1 30° 4 15’

#) Cette expression se déduit de Péquation fondamentale I'a = J;l da (]()g l)“_l , en
7

y faisant a=2n et a=e*. Legendre, Exercices de cale. int. t. I, p. 277.
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1
45
i_—: _.!-_ _2_. _a.‘_ etc
, e —1 L T T R

Maintenant & T'aide de ce qui précéde, on pourra trds facilement expri-
mer la fonction Zgr par une intégrale définie. On a

Tq:x—ftﬁw de — ypx—++ A, if’; Lot '1—_'2_—374"”'”

En substitnant les valeurs de A,, A4,, 4, etc., on aura

e [° e g b e
Eqe— [gu.de—fgu+ & f 7 '1:5.3.2‘»‘], = A

¢’est-A-dire

frr

LI A Qe 13
=g —f.(p.c. dac — § i —{—j; e ((p T —19.5 5 -+ .. J

q A
(+3V—1)—--fﬁ-b fl)*""lzs-t‘»‘

i i i
+V—1(‘P‘”'2"‘1"‘;0273"2T+'“)’

t!!f

: ¢ - _ = rfrt’ 7
_‘P("’_?V_l) 13 +1zd4z4

— 2] A
___V_l((p.z, 5 —1.9.3 2_s+"‘}'
On tire de la

e

ot WE P — L [ofe+—L¥=a)—ofe——Ly=1]|
L2 -L.-2 ‘-—“—]-—.‘Tg 2 + . ﬁ [(p(.{'—l—‘—z V—— ‘1) (P(-L 2 V 1
Cette valeur étant substituée dans l’expression de gz, on obtient

ple+ 57— ) ple—gv=1)

2
fqn d.r,——gt,o.z,Jr—f e — =

Cette expression de l'intégrale finie d'une fonction quelconque me parait trés
remarquable, et je ne crois pas qu'elle ait été trouvée auparavant.
De T'équation précédente on tire

i 7| e DL, OV
‘./l __(c'f‘_]_/ z)v_'fl[ T v 1] e.m___:.?rp:c—f(p:c.dx:—[—i—tp:z:.
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'
On a ainsi Pexpression d'une intégrale définie trés générale. Je vais en faire
voir Papplication & quelques cas particuliers.
1. Soit ¢ez=—e¢*. Dans ce cas on a

@zt ; J— 1] e geeh | e {(305 —;— 4+ J—1sin ; ),

done
vkl d o e

PGt
RIS 77 o I S e s -,

et par conséquent

d sin%n’t
== — B s g P T T
h &""—1 € € e JG CZJ;_}—?’

z

mais Te*— ——, et ‘/ e*do—e*, done

g—
> T
sm-—g-d.t k= 1
s =3 T e—1 =%

Si Pon fait ¢u—e™, on obtiendra de la méme manitre

-ﬂ . mit
e L
; P e TR | _;ﬁ_—i_é'

Si 'on met 2¢ A la place de #, on aura

f"'l' sinmt.dt 4 e“‘ﬂ 1

et 1 em—1 2m

formule trouvée d’'une autre manidre par M. Legendre. (Exerc. de cale. int.
t. 11, p. 189.)

i 1
2. Soit ¢@r=—-—, on trouvera
oL

¢
=
et

j.(p-.u.da:-—-j‘ tg'?' —logz—+C,
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done
3 tdt ‘ ; 1 b 1 :
_ﬁ (R T T/ A et & et e oy
On détermine ' en posant z=—1, ce qui domme

Y i tdt
o=+ arme—n

3. Soit ¢r=—sinar, on aura

af at
= SR e R
sin (m—}—g]/— 1)—sin(aw—-%]/-— 1)_—_: 2 cos ax . sin%V— 1-—cosar e__f_,
< cos(az—3a) i 8 1
=sin ax— o j sin ax . de— — .~ ¢os azx,
donc
at at

cos ar ef —e 2 cos (aw— ya) 1 s
e e e R R sy . .
2 f em—1 2sin fa + a cos ax -4 sin az,
o
“et en écrivant 2a¢ au lieu de a, et réduisant

b gt __
f M—dr:-% — cotg a.

e —1

En supposant d’autres formes pour la fonction ¢z on powrra de la méme
manidre trouver la valeur d’antres intégrales définies.

4,

Sommation de la série infinie S—=q@(x-1)—q@(e+2)4gle+3)—gpla+t+4)+...
a Uaide dintégrales définies.

On voit aisément que S pourra étre exprimé comme il suit,

S=tgz Azt A9 e+ A"+ ...

Si l'on suppose @z—e™ on obtient

S:&e“—l—e“(A,a—l—Asa’—-]—Asa“-{—...).
Mais on a aussi -
e%= g%

S:ea:+a_c_fta:+24 eu.z-h‘kt__”.:______
_l_ 1—|—8“’
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done
1+e“ —} =Aja+ Ao+ A, a~—|—

En faisant a—c¢})—1, on trouve
cyY—1 o .
-#ec-]tl——1}:V—l_(A,c——Aac“—I—Aﬁc"‘—...)—|—P,
o P désigne la somme de tous les termes réels. Mais

P d-‘-V—_l_ =2Vt
A e s = i T g
1.‘.3'}/—1 V-1 +8 ,

done
jtang fc—A,c— A’ | Ay”—...

Or on a (Legendre Exerc. de cale. int. t. II, p- 186)
==

done, puisque

et ot ’- ‘i 3 s s, W 5 ‘
et — et =2ttt gl ta g a g’ o
on obtient

1gn::;m,c:»;{c—-Ala——A,,c:‘"~|—A‘=,«::*"— <X

g § > 3 it & LIy
= c‘/; pr g—u“" 9. 3[ e—n‘i_zg 3 4. f i _g—u+
On en conclut,

l_gj e,_.-”?

t4dt
As Ve 2-3]; e --e—-‘"’
2 ' 3t
Ay 2‘.3:43]0 o7t — gt
ete,

En substituant ces valeurs dans l'expression pour S, on trouve

. 111 it ‘ £
o PR o N el = :
IR f Fee| Y E— a3 Y P33 5 4 a""m“ %’

mais on a
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rr. rieas (a4 f.V-—_Uli—_rp(.-r _g_],/__l) :

’ B2 A
lrpx—-2.3go .c—+-2'3'4v'5(p r— .. Sv—1

donc
g+1)—g@E+2)t+o@=+3)—g@+4H)+...

Ad £ bt g(a—+tV—1)—qg(z—tyV—1)
—4or —1—2f; e e VT

Si I'on pose z—0, on obtient

¢(1)— @)+ 9(3) - ¢()+...in inf.

pall s, oA geV=1)—g(—tV=T)
. '%q(0)+2‘[‘. e __ g—it 2_‘/—_1 -
Supposons par exemple ¢@z— _T—]E-—l , on a
pOV/=D)—g(—tV=D) __ ¢
gy —1 fes +2’
done _
§ tdt
'}d}+i‘_%+"':%_2ﬁ (1+t2)(eru,_e—m);
or on a
$-ii—p4o—1—leg2,
par conséquent
$ tat

: Cl_+ tz) (em I f,’"-"') :é’ log &= i'

4%




