PROFMAT — Exame de Qualificacao 2012-1
Gabarito

1.

(10pts) Um corpo estd contido num ambiente de temperatura constante. Decorrido o
tempo t (em minutos), seja D(t) a diferenca entre a temperatura do corpo e do ambiente.
Segundo a Lei do Resfriamento de Newton, D(t) é uma fung¢do decrescente de t, com a
propriedade de que um decréscimo relativo

D(t) —D(t+ h)
D(t)

no intervalo de tempo [t,t + h] depende apenas da duragdo h desse intervalo (mas ndo
do momento em que essa observagdo se iniciou). Isto posto, responda a seguinte
pergunta:

Num certo dia, a temperatura ambiente era de 30°. A 4gua, que fervia a 100 ° numa
panela, cinco minutos depois de apagado o fogo ficou com a temperatura de 60°. Qual era
a temperatura da agua 15 minutos apds apagado o fogo?

SOLUCAO: Pela Lei do Resfriamento de Newton, a fun¢do D(t), em que t=0 é o
momento em que o fogo foi apagado, cumpre as hipdteses do Teorema de Caracterizacao
das fungdes de tipo exponencial. Logo existe uma constante a, com 0 < a < 1, tal que
D(t) = Dyat, onde Dy = D(0). Temos Dy, = 100 —30 = 70. Logo D(t) = 70at. O
problema nos diz que D(5) = 60 — 30 = 30. Portanto 70a® = 30 e dai vem a® = 3—3 = ;
Segue-se que a'® = (a°)3 = (%)3 e que D(15) =70a'® = % =~ 5,5. Portanto, 15
minutos apds o fogo ser apagado, a temperatura da agua é de aproximadamente
30 + 5,5 = 35,5 graus.

Alternativamente, pode-se usar a informacdo sobre o decréscimo relativo constante de
D(t) diretamente. Temos D(0) = 70 e D(5) = 40. Portanto

D(0)—D(5) 70—40 3
poy 70 7

e, assim, D(5) = ;D(O). Pela propriedade mencionada,

D(5) - D(10) _D(0) - D(5) 3

D(5) D(0) 7

o que nos conduz a D(10) = %D(S) = (%)ZD(O) Em seguida usamos novamente a mesma

informacdo, obtendo

D(10) — D(15) _D(0) — D(5) 3

D(10) D(0) 7




(a)

(b)

o que nos conduz a D(15) = 33D(0 , € o resultado segue.
7

2.

(a) (5pts) Dado um numero a > 0, quanto medem os lados do retangulo de perimetro
minimo cuja area é a?

(b) (10pts) Justifigue matematicamente por que ndo se pode responder o item (a) se
trocarmos “minimo” por “maximo”.

SOLUCAO:

Sejam x e y as dimensdes de um retangulo de area a > 0. Entdo xy = a, ou seja, a média
geométrica de x e y, dada por \/x_, é igual a Va. A média geométrica HTy desses dois
numeros positivos é sempre maior do que ou igual a sua média geométrica, e a igualdade
se d4 se, e somente se, x = y (o que, por conseguinte, resulta em x = y = /a). Entdo o
perimetro 2x + 2y, que é 4 vezes a média aritmética, € minimo e igual a 4+/a quando o
retangulo é um quadrado de lados iguais a Va.

Basta mostrar que ndo existe retangulo de perimetro maximo com area a > 0 fixada. Para
isso, é suficiente mostrar que existem retangulos com essa area de perimetro tdo grande
quanto se queira. Por exemplo, para cada nimero natural n = 2 tomamos o retangulo R,

Va o . R .
de lados nva e w Evidentemente a darea desse retangulo é a. Por outro lado, seu

perimetro é 2nva + %\/E, que é maior do que 2n+v/a. Assim, dado qualquer nimerop > 0
sempre se pode achar n tal que o perimetro de R,, é maior do que p, bastando tomar n tal
que 2nva > p.



(a)

(b)

(c)

3.

Uma moeda honesta é langada sucessivas vezes.

(10pts) Se a moeda for lancada 4 vezes, qual é a probabilidade de que o numero
observado de caras seja impar? E se a moeda for langada 5 vezes?

(5pts) Observando o resultado do item (a), formule uma conjectura sobre a probabilidade
de se observar um numero impar de caras em n langamentos da moeda.

(10pts) Demonstre, utilizando inducdo finita, a conjectura do item (b).

SOLUCAO:

(a)

(b)

Para quatro lancamentos, P(1 cara)= P(3 caras)= 2146471 = 11 = %. Logo, a probabilidade

6

. . , 1 1 1
de um nUmero impar de caras é " + i

10

. 1 5 1
Para cinco lancamentos, P(1 cara)= ;CS 1= 5 P(3 caras)= 2—5C5,3 =3y

1

32°

Logo, para 5 lancamentos a probabilidade de um numero impar de caras é igual a
5 10 1 _ 1
2R Tn"7

A conjectura é que para todo n natural a probabilidade de se obter um ndmero impar de

P(5 caras)= ZLSCS,S =

caras em n langamentos é 1/2 (e, automaticamente, a probabilidade se obter um ndmero
par de caras também é iguala 1/2).

Verifiquemos se a conjectura é verdadeira para n = 1. A probabilidade de um nimero
impar de caras em 1 lancamento é a probabilidade de ocorrer uma cara em 1 langamento,
e isso é exatamente igual a 1/2. Portanto a conjectura vale neste caso. Agora supomos
que a conjectura é verdadeira para n e vamos verifica-la paran + 1. Um ndmero impar de
caras em n+ 1 lancamentos ou tem um numero impar de caras nos n primeiros
langamentos e uma coroa no ultimo langamento ou tem um ndmero par de caras nos n
primeiros lancamentos e uma cara no Ultimo lancamento. Entdo P(n° impar de caras em

n + 1 lancamentos) = P(n° impar de caras em n lancamentos) * P(coroa) + P(n° par de
1 1

1 1 1
caras em n lancamentos) - P(cara) =--=+---=-.
2 2 2 2 2

Obs. O que estamos buscando no item (c) é a soma dos coeficientes Cp,;, com i impar,

- 1 ~ C o

dividida por —. Se olharmos para a expansdo de 0 = (1 — 1)™, usando o binémio de
Zn

Newton, veremos que ela é a soma dos coeficientes C,,;, com i par, subtraida dos
coeficientes Cp, ;, com i impar. Como o resultado é zero, a soma dos coeficientes pares é

. . - , 1 1 1 ,
igual a dos coeficientes impares. Por outro lado, 1 = (5 + E)” = 2_n(1 + D" e(@+D"é
a soma de todos os coeficientes C, ;. Assim, a soma dos coeficientes impares, dividida por
1

2n’

. , 1 o . . e s
deve ser metade desse valor, isto é, > Essa solugcdo ndo usa indugdo finita diretamente.



4,

ABCD é um quadrado, M é o ponto médio do lado BC e N é o ponto médio do lado CD.
Os segmentos AM e BN cortam-se em P.

PB 2
(a) (5pts) Mostre que S

3

~_ PA
(b) (5pts) Calcule a razdo oo

(c)

(5pts) Se AB = 1 calcule a area do quadrildtero PMCN.

Obs: Para mostrar os itens (b) e (c) vocé pode usar o resultado do item (a) mesmo que néo

o tenha demonstrado.

SOLUGAO:

(a)

(b)

(c)

Ha vérias maneiras de se calcular essa propor¢do. Vejamos duas:

. . PB _ 2 . . .
Primeira: Bastara mostrar que — = 5 Como AM é perpendicular a BN, entdo os

BN
triangulos BPM e BCN s3o semelhantes. Logo,
PB BM
BC BN
Isso implica
PB BC-BM
BN BN?

Como BN? = NC? + BC? = ZBC2 e 2BM = BC, todos os termos do lado direito

podem ser colocados em func¢do de BC e aigualdade segue.
Segunda: De fato ndo é necessdrio usar a perpendicularidade, pois a afirmacdo
vale mesmo que ABCD seja um paralelogramo. Seja F o ponto médio de AB. O

segmento NF corta AM em E que é o ponto médio de AM. Entdo FE = %BM =

%BC eEN = %BC. Como os triangulos PMB e PEN sao semelhantes, segue que

1
PB_BM 7BC 2
= =3

PN EN %BC
Aproveitando a construgdo da segunda solugdo de (a), a mesma semelhanga de
tridngulos nos da % = % E, sendo AE = PE + PM, segue que AE = (% + 1) PM.

PA_AE+PE_5 3_4
PM__ PM 2727 %

Usaremos [poligono Y] para denotar a area do poligono Y. Evidentemente
[BNC]=%. Queremos calcular [PMCN]=%—[BPM]. Mas por causa da

semelhanca entre os triangulos BPM e BCN, compartilhando o angulo oposto a
PM e NC, respectivamente,
[BPM] BP-BM

[BCN] BN -BC

1
R

21
52



Portanto [PMCN] = % — % . % = %

Na figura abaixo, ABCDEFGH é um cubo de aresta 1. AE,BF,CG e DH sdo arestas e a
face ABCD esta contida em um plano horizontal I1. Seja T o tetraedro BDEG. Seja X um
ponto da aresta AE (diferente de A e de E) e II' o plano paralelo a IT que passa por X. A
intersec¢do de I1' com T é o quadrilatero MNPQ, como mostrado na figura.

(a) (5pts) Mostre que MNP(Q é um retangulo.

(b) (5pts) Mostre que o perimetro de MNPQ é igual a 2v/2, independentemente do
ponto X.

SOLUCAO:

(a) Primeiro mostremos que MN e P(Q sdo paralelos a EG e, portanto, sdo paralelos
entre si. Mostraremos para MN, sendo andlogo o caso de PQ. Mas isso segue de
que BM/BE = x = BN/BG, que implica BMN semelhante a BEG e, portanto,
MN paralelo a EG. Da mesma forma, demonstra-se que QM e PN sdo paralelos a
DB. Isto mostra que os lados opostos de MNP(Q sdo iguais. Mas, de fato, sdo
perpendiculares, pois EG é ortogonal a DB. Logo, MNPQ é um retangulo.

(b) Como todas as diagonais das faces tém o mesmo tamanho, as faces do tetraedro T
sdo triangulos equilateros. Em particular, BEG é equilatero e, portanto, BMN é
equiladtero. Sendo assim, MN é igual a BN. Por outro lado, BDG também é
equilatero, implicando que GPN também o é. Logo PN = NG. Entdao MN + NP =
BN + NG = BG = /2. De maneira inteiramente analoga, PQ + QM = /2. Logo o
perimetro de MNPQ é igual a MN + NP + PQ + QM = 2+/2.



6.

Um truque de adivinhagdo de nimeros.

(a) (5pts) Descreva e justifique métodos praticos para obter os restos da divisdo por 9, 10
e 11, respectivamente, de um numero natural escrito no sistema decimal.

(b) (5pts) Ache as solucdes minimas de cada uma das seguintes congruéncias:

i. 110y =1mod9
i. 99y =1mod 10
iii. 90y =1mod 11

(c) (10pts) Um magico pede a sua audiéncia para escolher um nimero natural M de pelo
menos dois algarismos e menor do que 1000, e de lhe revelar apenas os restos 1g, 779
e 111 da divisdo de M por 9, 10 e 11, respectivamente (tarefa facil, pelo item (a)). Sem
nenhuma outra informacdo ele consegue descobrir M. Explique como ele consegue
fazer isto.

(d) (5pts) Supondo que a plateia tenha dado as seguintes informagdes ao magico: 19 = 7,
10 = 8 ery; =9, qual foi o valor de M que o magico achou?

SOLUGAO:

(@) Escrevamos um numero a na sua representag¢do decimal: a = a,. -~ a;a.
Restos da diviséo por 9: Como 10™ = 1 mod 9, temos que
a=a,-10"+-+a;-10+ay-1=a,+:-+a; +a; mod?9,
Logo o resto da divisdo de a por 9 ¢é igual ao resto da divisdo de
b=a,+ - +a;+ aypor9. Podemos repetir o mesmo procedimento a b etc.
Restos da divisdo por 10: Como 10™ = 0 mod 10, temos que
a=a,-10"+--+a;-104+ay -1 = ay mod 10,
logo o resto da divisdo de a por 10 é ay.

Restos da diviséo por 11: Como

10n:{ 1 mod 11 sen é par

10 mod 11 se n é impar

temos que

a =ay+10a, +a, + 10az + ---mod 11,
logo o resto da divisdo de a por 11 é igual ao resto da divisdo de b = ay + 10a, +
a, + 10az + --- por 11, ao qual podemos aplicar novamente a regra acima etc.

(b) A congruéncia 110y = 1 mod 9 é equivalente a congruéncia 2y = 1 mod 9, cuja
solugdo minima é claramente y; = 5. A congruéncia 99y = 1 mod 10 é equivalente a
congruéncia 9y = 1 mod 10, cuja solugdo minima é claramente y, = 9. A congruéncia
90y = 1 mod 11 é equivalente a congruéncia 2y = 1 mod 11, cuja solugdo minima é
claramente y; = 6.

(c) O magico tem que resolver o seguinte sistema de congruéncias:

M =1, mod9

M =1, mod 10

M =r; mod 11



(d)

O Teorema Chinés dos Restos nos diz que o sistema tem uma Unica solugdo médulo
9-10-11 =990, dada pela expressao
M= 1011y 79+ (9-11)y,7r0 + (9-10)y37ryymod 9-10-11,
em que y;, ¥, € y3 sdo as solugdes das equagdes diofantinas do item (b). Logo
M = 5507y + 8911y + 5407y, mod 990,
e so existe um valor de M satisfazendo essa equagdo e a restricao de que 10 < M <
999.
Temos que achar M natural em [10,999] tal que
M =550-7+891-8+ 540 -9 mod 990=988 mod 990.
Entdo M = 988.

Observacdo. O item (d) poderia ser resolvido de maneira menos educada como segue.
Escrevamos o nimero M = m,m;m, na sua representagdo decimal. As informagdes
sobre os restos dadas, 19 =7, 10 =8 e 111 =9, nos conduzem as seguintes
congruéncias: my =8,8+m; +my, =7mod9, e 8+ 10m; + my, = 9 mod 11, que
resolvidas por tentativas nos ddo o resultado my = 8, m;y = 8em, =09.



