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Esipuhe

Tämä moniste on tarkoitettu TTY:n kurssin ”MAT-62756 GraphTheory” suomenkieliseksi pe-
rusmateriaaliksi. Monisteessa käydään läpi graafiteoreettiset peruskäsitteet ja -tulokset painot-
taen erityisesti verkkoteoreettisia piiri-irrotus-dualismiin liittyviä asioita. Esikuvana on paljolti
ollut kirjan SWAMY & T HULASIRAMAN —erityisesti sen vanhemman ja paremman laitoksen—
tyylikäs ja tarkka esitystyyli. Sisällöltään vastaavanlaisia oppikirjoja (tosin laajempia) on nyky-
ään saatavissa useitakin, mm. suosittu GROSS& Y ELLEN.

Eräs graafiteorian käyttötarkoitus on antaa yhtenäinen formalismi lukuisille hyvin erilaisilta
näyttäville probleemoille. Algoritmit riittää näin antaavain tälle yhteiselle formalismille. Tämä
on johtanut aivan omaan algoritmiluokkaansa, ns.graafialgoritmeihin.Puolet monisteesta käsit-
teleekin graafien algoritmeja, jälleen painottaen verkkoteoreettisia menetelmiä. Tässä osuudessa
esitetään vain kohtuullisen kokoisiin tehtäviin soveltuvia perusalgoritmeja. Erityisprobleemoi-
hin kuten suurten harvojen graafien käsittelyyn soveltuviamenetelmiä tai rinnakkaisalgoritmeja
ei käsitellä, näissä kyse onkin jo paljolti sopivista tietorakenteista (ks. esimerkiksi SKIENA ).

Perustaltaan graafiteoria on kombinatoriikkaa, jossa ei sinänsä tarvita ”grafiikkaa” muutoin
kuin havainnollistamiseen. Graafiteorian sovelluksiin jamallintamiseen liittyy kuitenkin yleen-
sä tilanteeseen sopivan fysikaalis-geometrisen esityksen antama kontakti ”reaalimaailmaan” ja
toisaalta kombinatoris-lineaarialgebrallisen koneiston antama matemaattinen määrittely- ja las-
kukyky.

Graafiteorian tulosten ja menetelmien todistuksia ja johtoja ei yleensä esitetä jäykän kombi-
natorisessa muodossa, vaan käyttäen tehokkaasti hyväksi graafisen esityksen antamaa havain-
nollistamismahdollisuutta. Tämä voi johtaa tilanteisiin, joissa lukijasta ei ehkä tunnu aivan var-
malta, että esitetty todistus tai johto olisi täysin sitova. Graafiteorian kurssin yksi tavoite onkin
antaa oikeanlainen ”tuntuma” graafiteorian esityksiin. Tämä on tarpeen, sillä täysin rigoristinen
matemaattinen esitys on usein myös melkein täysin lukukelvoton, löysä ja aukkoinen esitys taas
käyttökelvoton.

Varsinaista geometrista graafiteoriaa käsitellään lyhyesti Luvussa VI, jossa esitetään tasottu-
vuustestaukseen sekä graafin piirtoon sopivat yksinkertaiset algoritmit. Esitys on geometrisesti
varsin pinnallinen. Se tarvitsisi oikeastaan tuekseen syvällisiä käyräteorian ja topologian tulok-
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sia, joihin tässä ei kuitenkaan voida mennä. Viimeisessä luvussa on sitten lyhyt katsaus mat-
roideihin, joista on muodostunut elegantti yleistys ja vaihtoehto monillekin graafiteoreettisille
käsitteille.

Keijo Ruohonen



Luku 1

MÄÄRITELMIÄ JA PERUSTULOKSIA

1.1 Määritelmiä

Havainnollisestigraafimuodostuupisteistäsekä niitä yhdistävistäviivoista.
√

Esimerkki.

Formaalisestigraafi on pari(V,E), missäV on ns.pisteiden joukkosekäE pisteparien muodos-
tama ns.viivojen joukko.E on ns.multijoukko,ts. sen alkiot esiintyvät joukossa mahdollisesti
monta kertaa eli kullakin alkiolla on omamultiplisiteettinsä.Usein pisteitä merkitään kirjaimin
(esimerkiksia, b, c, . . . tai v1, v2, . . . ) tai numeroin1, 2, . . . Jatkossa näitä merkkejä itse asiassa
käytetäänV :n alkioina.

Esimerkki. (Jatkoa) Merkitään pisteitä seuraavasti:

v2 v3

v1

v4

v5

Silloin voidaan valitaV = {v1, . . . , v5} sekäE = {(v1, v2), (v2, v5), (v5, v5), (v5, v4), (v5, v4)}.

Usein merkitään myös viivoja kirjaimin (esimerkiksia, b, c, . . . tai e1, e2, . . . ) tai numeroin
1, 2, . . . yksinkertaisuuden vuoksi.

Huomautus. Viivat (u, v) ja (v, u) ovat samat, ts. parit ovatjärjestämättömiä.

1



LUKU 1. MÄÄRITELMIÄ JA PERUSTULOKSIA 2

Esimerkki. (Jatkoa) Merkitään vielä viivoja seuraavasti:

v2 v3

v1

v4

v5
e1

e2

e3

e4 e5

SilloinE = {e1, . . . , e5}.

Nimityksiä:

1. Pisteetu ja v ovat viivan(u, v) päätepisteet.

2. Viivat, joilla on samat päätepisteet, ovatrinnakkaiset.

3. Muotoa(v, v) oleva viiva on ns.silmukka.

4. Graafi onyksinkertainen,jos siinä ei ole rinnakkaisia viivoja eikä silmukoita.

5. Graafi, jossa ei ole lainkaan viivoja (ts.E on tyhjä), ontyhjä.

6. Graafi, jossa ei ole lainkaan pisteitä (ts.V jaE ovat tyhjiä), on ns.nollagraafi.

7. Graafi, jossa on vain yksi piste, ontriviaali.

8. Viivat ovatvierekkäiseteli vierusviivat,jos niillä on yhteinen päätepiste.

9. Pisteetu ja v ovatvierekkäiseteli vieruspisteet,jos niitä yhdistää viiva, ts.(u, v) on viiva.

10. Pisteenv aste,merkitäänd(v), on niiden viivojen lukumäärä, joiden päätepistev on.
Silmukat lasketaan mukaan kahdesti ja rinnakkaiset viivatmultiplisiteettinsä osoittaman
määrän kertoja.

11. Piste, jonka aste on1, on ns.loppupiste.

12. Viiva, jonka päätepisteenä on loppupiste, on ns.loppuviiva.

13. Piste, jonka aste on0, on ns.irtopiste.

Esimerkki. (Jatkoa) Edellä

• v4 ja v5 ovate5:n päätepisteet.

• e4 ja e5 ovat rinnakkaiset.

• e3 on silmukka.

• graafi ei ole yksinkertainen.

• e1 ja e2 ovat vierekkäiset.

• v1 ja v2 ovat vierekkäiset.
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• v1:n aste on1, ts. se on loppupiste.

• e1 on loppuviiva.

• v5:n aste on5.

• v4:n aste on2.

• v3:n aste on0, ts. se on irtopiste.

Graafeja merkitään jatkossa yleensä kirjaimin, esimerkiksi

G = (V,E).

Merkitäänδ(G):llä graafinG pisteidenminimiastetta(= 0, josG:ssä on irtopisteitä). Vastaa-
vasti merkitään∆(G):llä G:n pisteidenmaksimiastetta.

Esimerkki. (Jatkoa) Edelläδ(G) = 0 ja ∆(G) = 5.

Huomautus. Jatkossa tarkastellaan vainäärellisiägraafeja, ts.V ja E ovat äärellisiä.

Koska jokaisella viivalla on kaksi päätepistettä, saadaanvälittömästi

Lause 1.1.GraafilleG = (V,E), missäV = {v1, . . . , vn} ja E = {e1, . . . , em}, on

n
∑

i=1

d(vi) = 2m.

Seuraus.Graafissa on paritonta astetta olevia pisteitä aina parillinen määrä.

Todistus.Jos pisteidenv1, . . . , vk asteet ovat parittomat ja pisteidenvk+1, . . . , vn asteet parilli-
set, niin (Lause 1.1)

d(v1) + · · ·+ d(vk) = 2m− d(vk+1)− · · · − d(vn)

on parillinen, joten myösk on parillinen.

Esimerkki. (Jatkoa) Nyt1+2+0+2+5 = 10 = 2 · 5 ja v1:n sekäv5:n asteet ovat parittomat
(2 kpl).

Yksinkertainen graafi. jossa on kaikki mahdolliset viivat,on ns.täydellinen graafi.Täydel-
listän pisteen graafia merkitäänKn:llä. Neljä ensimmäistä täydellistä graafia:

K1 K2
K3 K4

GraafiG1 = (V1, E1) on graafinG2 = (V2, E2) aligraafi, jos

1. V1 ⊆ V2 ja

2. jokainenG1:n viiva on myösG2:n viiva.
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Esimerkki. Jos graafi on

G2:

e1

v1

v2

e2

e3 v3

e4

v4

e5

v5

e6

niin sen aligraafeja ovat esimerkiksi

G1:

e1

v1

v2

G1:

e1

v1

v2

e2

v3

e4

v4

e5

v5

e6

G1:

v1

v2

v3

e5

v5

e6
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ja

G1:
v5

e6

GraafinG = (V,E) viivojen joukonE1 ⊆ E indusoimaG:n aligraafi on

G1 = (V1, E1) =merk. 〈E1〉,

missäV1 muodostuu kaikistaE1:n viivojen päätepisteistä.

Esimerkki. (Jatkoa)G:n viivojene2, e3 ja e5 indusoima aligraafi on

〈e2,e3,e5〉:

v1

v2

e2

e3 v3

e5

v5

GraafinG = (V,E) pisteiden joukonV1 ⊆ V indusoimaG:n aligraafi on

G1 = (V1, E1) =merk. 〈V1〉,

missäE1 muodostuu niistä viivoista, joiden päätepisteet ovatV1:ssä.

Esimerkki. (Jatkoa)G:n pisteidenv1, v3 ja v5 indusoima aligraafi on

v1 e3 v3

e5

v5

e6

〈v1,v3,v5〉:

G:n täydellinen aligraafi on ns.G:n klikki.

1.2 Kulku. Reitti. Polku. Piiri. Yhtenäisyys. Komponentti

GraafinG = (V,E) kulkuon äärellinen jono

vi0 , ej1 , vi1, ej2, . . . , ejk , vik ,
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jossa on lomittainG:n pisteitä ja viivoja ja ainavit−1
sekävit ovat ejt:n päätepisteet(t =

1, . . . , k). vi0 on kulunalkupisteja vik senloppupiste.k on kulunpituus.Ääritapauksena yksi
pistevi0 katsotaan0-pituiseksi kuluksi. Kulussa saavat pisteet ja viivat esiintyä useitakin kertoja.
Kulku on avoin,josvi0 6= vik , muutensuljettu.(Suljettua kulkua sanotaan myöskierrokseksi.)

Esimerkki. Graafissa

v6

G: v1

e10
e9

e8

e1

v2

e7

e2

v5 e6

e5

v4

v3

e3

e4

v2, e7, v5, e8, v1, e8, v5, e6, v4, e5, v4, e5, v4

on avoin kulku. Sen sijaan

v4, e5, v4, e3, v3, e2, v2, e7, v5, e6, v4

on suljettu kulku.

Kulku on reitti, jos siinä ei mikään viiva esiinny useita kertoja. Pistepariu, v voi esiintyä
tällöin kulun peräkkäisinä pisteinä enintään niin monta kertaa kuin on pisteitäu ja v yhdistäviä
rinnakkaisia viivoja.

Esimerkki. (Jatkoa) Edellä olevassa graafissa

v1, e8, v5, e9, v1, e1, v2, e7, v5, e6, v4, e5, v4, e4, v4

on reitti.

Reitti onpolku,jos siinä ei esiinny mikään piste useasti mahdollisesti päätepisteitä lukuunotta-
matta, kun ne ovat samat. Suljettu polku onpiiri. Yksinkertaisuuden vuoksi jatkossa oletetaan
vielä, että piiri ei ole tyhjä, ts. sen pituus on≥ 1. Polut ja piirit samaistetaan myös jatkossa
viivojensa generoimiin aligraafeihin.

Esimerkki. (Jatkoa) Edellä olevassa graafissa

v2, e7, v5, e6, v4, e3, v3

on polku ja
v2, e7, v5, e6, v4, e3, v3, e2, v2

on piiri.

Kulkua, jonka alkupiste onu ja loppupistev, sanotaanu–v-kuluksi.Graafin pisteetu ja v
ovatyhdistetyt,jos graafissa onu–v-kulku (jolloin siinä on myösu–v-polku!). Josu ja v ovat
yhdistetyt ja toisaalta myösv ja w ovat yhdistetyt, niin myösu ja w ovat yhdistetyt; ts. jos
graafissa onu–v-kulku ja v–w-kulku, niin siinä on myösu–w-kulku. Graafi onyhtenäinen,
jos sen mitkä tahansa kaksi eri pistettä ovat yhdistetyt. (Erityisesti triviaali graafi katsotaan
yhtenäiseksi.)
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Esimerkki. Graafi

ei ole yhtenäinen.

GraafinG aligraafiG1 (ei nollagraafi) onG:n komponentti,jos

1. G1 on yhtenäinen ja

2. jokoG1 on triviaali (G:n irtopiste) tai sitten se on ei-triviaali ja niiden viivojen indusoima
G:n aligraafi, joiden (jompikumpi) päätepiste onG1:n piste (lue toiseenkin kertaan!).

Graafin eri komponenteilla ei ole yhteisiä pisteitä, sillä

Lause 1.2.Jos graafinG pistev on yhdistetty sen komponentinG1 johonkin pisteeseen, niinv
onG1:n piste.

Todistus.Josv on yhdistettyG1:n pisteeseenv′, niin G:ssä on kulku

v = vi0 , ej1, vi1 , . . . , vik−1
, ejk , vik = v′.

Koskav′ onG1:n piste, niin (ehto 2. yllä)ejk onG1:n viiva javik−1
onG1:n piste. Näin jatkaen

päätellään lopulta, ettäv onG1:ssä.

Esimerkki. Graafin

G:

v1

v3

v2

e1 e2
v4 e3

e5

v6

e4

v5

e6

v7

e7

v8G1 G2 G3 G4

komponentit ovatG1, G2, G3 ja G4.

Lause 1.3.Kukin graafinG piste kuuluu tarkalleen yhteenG:n komponenttiin. Samoin kukin
G:n viiva kuuluu tarkalleen yhteenG:n komponenttiin.

Todistus.ValitaanG:n pistev. Suoritetaan seuraava operaatio toistuvasti niin monta kertaa kuin
mahdollista lähtien pistejoukostaV1 = {v}:

(∗) Josv′ on sellainenG:n piste, ettäv′ /∈ V1 ja v′ on yhdistetty johonkinV1:n pisteeseen,
niin V1 ← V1 ∪ {v

′}.
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KoskaG:ssä on äärellinen määrä pisteitä, prosessi pysähtyy ennenpitkää. Viimeksi saadun
V1:n indusoimaG:n aligraafiG1 on seG:n komponentti, johonv kuuluu.G1 on yhtenäinen,
koska senv:stä eroavat pisteet ovat yhdistetytv:hen ja siis myös toisiinsa. Ehto 2. toteutuu, sillä
operaatiota(∗) ei enää voitu toistaa. Lauseen 1.2 nojallav ei kuulu kahteen eri komponenttiin.

Graafin viiva kuuluu päätepisteidensä määräämään komponenttiin.

Lause 1.3 antaa graafin jaon komponentteihin. Lauseen todistus antaa erään algoritmin, jolla
jako voidaan suorittaa: toistetaan todistuksen menettelyä kunnes ”pisteet loppuvat”. Irtopisteet
muodostavat kukin oman komponenttinsa. Yhtenäisellä graafilla on vain yksi komponentti, ts.
graafi itse.

GraafinG, jossa onn pistettä,m viivaa jak komponenttia,asteeli rangi on

ρ(G) = n− k

ja sennulliteettion
µ(G) = m− n+ k.

Ilmeisestiρ(G) ≥ 0 ja ρ(G) + µ(G) = m. Myösµ(G) ≥ 0, sillä

Lause 1.4.ρ(G) ≤ m

Todistus.Käytetään täydellistä induktiotam:n suhteen.
Induktion lähtökohta: m = 0. Nyt komponentit ovat triviaaleja jan = k.
Induktio-oletus: Lause on oikea, kunm < p. (p ≥ 1)
Induktioväite: Lause on oikea, kunm = p.
Induktioväitteen todistus: Valitaan jokinG:n komponenttiG1, jossa on viiva. Merkitään ko.

viivaae:llä ja sen päätepisteitäu:lla ja v:llä. Merkitään edelleenG2:lla sitäG:n jaG1:n aligraa-
fia, joka saadaan poistamallaG1:stä viivae (muttei pisteitäu ja v). Merkitään vieläG′:lla graa-
fia, joka saadaan poistamallaG:stä viivae (muttei pisteitäu ja v), ja k′:lla G′:n komponenttien
lukumäärää. Saadaan kaksi tapausta:

1. G2 on yhtenäinen. Tällöink′ = k. Sovelletaan induktio-oletustaG′:uun:

n− k = n− k′ = ρ(G′) ≤ m− 1 < m.

2. G2 ei ole yhtenäinen. Tällöinu:ta jav:tä yhdistääG1:ssä jaG:ssä vain polku

u, e, v

eikä mikään muu polku.G2:ssa on siis kaksi komponenttia jak′ = k + 1. Sovelletaan
induktio-oletustaG′:uun:

ρ(G′) = n− k′ = n− k − 1 ≤ m− 1.

Siisn− k ≤ m.

Tämän tapaisilla kombinatorisilla tuloksilla on useita seurauksia. Yksi esimerkki:

Lause 1.5.JosG on yhtenäinen graafi jak ≥ 2 sen suurin mahdollinen polun pituus, niin
jokaisella kahdellak:n pituisellaG:n polulla on ainakin yksi yhteinen piste.
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Todistus.Katsotaan vain tilanne, jossa kumpikaan poluista ei ole piiri (muut tilanteet käsitellään
vastaavasti). Otetaan kaksik-pituistaG:n polkua

vi0 , ej1, vi1 , ej2, . . . , ejk , vik (polkup1)

sekä
vi′

0
, ej′

1
, vi′

1
, ej′

2
, . . . , ej′

k
, vi′

k
(polkup2)

ja asetetaan vastaoletus: Poluilla p1 ja p2 ei ole yhteisiä pisteitä. KoskaG on yhtenäinen, on
olemassavi0–vi′k -polku. Etsitään tältä polulta viimeinen piste, joka on polulla p1 (ainakinvi0 on
p1:llä), sanotaanvit , ja sen jälkeen saadultavit–vi′k -polulta ensimmäinen piste, joka on polulla
p2 (ainakinvi′

k
onp2:lla), sanotaanvi′s. Näin saadaanvit–vi′s-polku

vit , ej′′1 , . . . , ej′′ℓ , vi′s.

Tilanne on seuraavannäköinen:

vi0 , ej1, vi1 , . . . ,vit , ejt+1
, . . . , ejk , vik

ej′′
1

...

ej′′
ℓ

vi′
0
, ej′

1
, vi′

1
, . . . ,vi′s, ej′s+1

, . . . , ej′
k
, vi′

k

Tästä saadaan kaksi uutta polkua:vi0–vi′k-polku javi′
0
–vik-polku. Kaksi tapausta:

• t ≥ s: Nyt vi0–vi′k-polun pituus on≥ k + 1.
√ 1

• t < s: Nyt vi′
0
–vik-polun pituus≥ k + 1.

√

Graafi onpiiritön, jos siinä ei ole yhtään piiriä.

Lause 1.6.Graafi on piiritön täsmälleen silloin, kun siinä ei ole silmukoita ja mitään kahta eri
pistettä ei yhdistä kaksi eri polkua.

Todistus.Otetaan ensin piiritön graafiG. SilloinG:ssä ei ole silmukoita. Asetetaan vastaoletus:
G:n eri pisteitäu ja v yhdistää kaksi eri polkua

u = vi0 , ej1, vi1 , ej2, . . . , ejk , vik = v (polkup1)

ja
u = vi′

0
, ej′

1
, vi′

1
, ej′

2
, . . . , ej′

ℓ
, vi′

ℓ
= v (polkup2)

(tässä siisi0 = i′0 ja ik = i′ℓ), missäk ≥ ℓ. Valitaan pienin sellainen indeksit, että

vit 6= vi′
t
.

Tällainen on toki olemassa, sillä muutoin joko

1. k > ℓ ja vik = v = vi′
ℓ
= viℓ (

√

) tai

1Tässä ja jatkossa merkki
√

tarkoittaa ristiriitaa. Jos oletuksista on päästy ristiriitaan, niin ne eivät voi olla
yhtaikaa paikkansa pitäviä.
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2. k = ℓ ja vi0 = vi′
0
, . . . , viℓ = vi′

ℓ
. Tällöin joidenkin kahden peräkkäisen polun pisteen

välillä on rinnakkaisia viivoja jaG:ssä olisi piiri.
√

u
v

v vit–1 is

p1

p2

Valitaan sitten pienin sellainen indeksis, ettäs ≥ t ja vis on polullap2 (ainakinvik on p2:lla).
Valitaan vielä sellainen indeksir, ettär ≥ t ja vi′r = vis (tällainen on, silläp1 on polku). Mutta
silloin

vit−1
, ejt, . . . , ejs, vis(= vi′r), ej′r , . . . , ej′t, vi′t−1

(= vit−1
)

on piiri.
√

(Tarkista erityisesti tapaust = s = r.)
Toiseksi, jos graafissa ei ole silmukoita ja sen kahta eri pistettä ei yhdistä kaksi eri polkua,

siinä ei voi olla piirejä. Jos nimittäin esimerkiksi

vi0 , ej1 , vi1, ej2, . . . , ejk , vik = vi0

on piiri, olisi joko k = 1 ja ej1 silmukka (
√

) tai sittenk ≥ 2 ja pisteitävi0 ja vi1 yhdistäisi
kaksi eri polkua

vi0 , ej1, vi1 ja vi1 , ej2, . . . , ejk , vik = vi0 (
√

).

1.3 Graafien operaatioita

Yksinkertaisen graafinG = (V,E) komplementtion yksinkertainen graafiG = (V,E), missä
E:ssa ovat tarkalleen ne viivat, jotka eivät oleG:ssä.

Esimerkki.

v2

v1

v3

v4

v5
G:

v2

v1

v3

v4

v5
G:
_
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Esimerkki.

G = K3: G: (tyhjä graafi)
_

IlmeisestiG = G.
Jos graafitG = (V,E) ja G′ = (V ′, E ′) ovat yksinkertaisia jaV ′ ⊆ V , on graafienero-

tusG − G′ = (V,E ′′), missäE ′′:ssa ovat ne viivat, jotka ovatG:ssä, mutta eivät oleG′:ssa
(yksinkertainen graafi).

Esimerkki.

G: G':

G – G':

Kahden yksinkertaisen graafinG1 = (V1, E1) jaG2 = (V2, E2)

• yhdisteonG1 ∪G2 = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2) (yksinkertainen graafi).

• leikkausonG1 ∩G2 = (V1 ∩ V2, E1 ∩ E2) (yksinkertainen graafi).

• rengassummaG1 ⊕ G2 on viivojen joukonE1 ⊕ E2 indusoimaG1 ∪ G2:n aligraafi (yk-
sinkertainen graafi).Huom!Joukoille operaatio⊕ on ns.symmetrinen erotus,ts.

E1 ⊕E2 = (E1 −E2) ∪ (E2 − E1).

Koska rengassumma on viivojen indusoima aligraafi, siinä eiole irtopisteitä. Kaikki kolme ope-
raatiota ovat vaihdannaisia ja liitännäisiä.

Esimerkki. Jos graafit ovat

G1: G2:

v1 v2

v5

v3 v4

v1

v3

v6

v7

e1

e2
e3 e5

e4

e1

e7

e6
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niin

v6

v7

e7

e6

v1 v2

v5

v3 v4

e1

e2
e3 e5

e4

G1 ∪ G2:

G1 ∩ G2:

v1

v3

e1

v6

e6

G1 ⊕ G2:

v1 v2

v3 v4

e2
e3 e5

e4

e7

Huomautus. Operaatiot∪, ∩ ja ⊕ voidaan määritellä myös yleisesti graafeille, ei pelkästään
yksinkertaisille graafeille. Tällöin on luonnollisella tavalla ”pidettävä kirjaa” viivojen mul-
tiplisiteeteistä:

∪ : Viivan multiplisiteettiG1 ∪G2:ssa on maksimi sen multiplisiteeteistäG1:ssä jaG2:ssa.

∩ : Viivan multiplisiteettiG1 ∩G2:ssa on minimi sen multiplisiteeteistäG1:ssä jaG2:ssa.

⊕ : Viivan multiplisiteettiG1⊕G2:ssa on|m1−m2|, missäm1 on sen multiplisiteettiG1:ssä
ja m2 multiplisiteettiG2:ssa.

(Olemattoman viivan multiplisiteetti sovitaan nollaksi.) Edelleen myös graafienG ja G′ erotus
voidaan yleistää kaikille graafeille ottamalla multiplisiteetit huomioon: Viivane multiplisiteetti
G−G′:ssa on

m1 −̇ m2 =

{

m1 −m2, josm1 ≥ m2

0, josm1 < m2

(ns.sopiva erotus),

missäm1 ja m2 ovate:n multiplisiteetitG1:ssä jaG2:ssa, vastaavasti.

Josv on graafinG = (V,E) piste, niinG − v on pistejoukonV − {v} indusoimaG:n
aligraafi. Tämä operaatio on ns.pisteen poisto.

Esimerkki. (Jatkoa)

G1 – v4:

v1

v5

v3

e1
e3

v2
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Vastaavasti, jose on graafinG = (V,E) viiva, niin G − e on graafi(V,E ′), missäE ′ saadaan
E:stä poistamalla siitäe. Operaatio on ns.viivan poisto.Huomaa, ettei kyseessä ole joukko-
opillinen viivan poisto, sillä ko. viiva voi esiintyä moninkertaisena ja se poistetaan vain kerran.

Esimerkki. (Jatkoa)

G1 – e5:

v1 v2

v5

v3 v4

e1

e2
e3

e4

Josu ja v ovat graafinG = (V,E) eri pisteitä, niin graafi, joka saadaanyhdistämällä pisteet
u ja v, on(V ′, E ′), missä

V ′ = (V − {u, v}) ∪ {w} (w /∈ V on ”uusi” piste)

ja

E ′ = (E − {(v′, u), (v′, v) | v′ ∈ V }) ∪ {(v′, w) | (v′, u) ∈ E tai (v′, v) ∈ E}

∪ {(w,w) | (u, u) ∈ E tai (v, v) ∈ E}

(muista, että viivoja vastaavat pisteparit ovat järjestämättömiä).Huom!Viivojen multiplisiteetit
tulee säilyttää. Erityisesti viivasta(u, v) tulee silmukka.

Esimerkki. (Jatkoa) Yhdistetäänv3 ja v4 graafissaG1:

v1 v2
v5

w

GraafinG = (V,E) viivan (ei silmukan)e = (u, v) kutistamisellatarkoitetaan operaatiota,
jossa ensin poistetaane ja sitten yhdistetäänu ja v. (Silmukan kutistus yksinkertaisesti poistaa
ko. silmukan.)

Esimerkki. (Jatkoa) KutistetaanG1:n viiva e3:

v1 v2
v5

v3 v4

e1

e2

e5

e4

(poistetaan e3)
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v1

v5

w v4

e2

(yhdistetään v2 ja v3)

Huomautus. Jos pisteiden yhdistäminen ja viivan kutistus rajoitetaanyksinkertaisille graa-
feille, niin tuloksesta poistetaan silmukat ja rinnakkaisista viivoista valitaan pisteparia kohden
yksi.

1.4 Irrotus

GraafinG pistev onG:n irrotuspiste,josG− v:ssä on enemmän komponentteja kuinG:ssä.

Esimerkki. Alla olevassa graafissav on irrotuspiste:

irrotuspiste

G: G – v:
v

(Huom!Triviaalin graafin ainoa piste ei ole irrotuspiste, eikä irtopiste yleensäkään.)
Graafi onseparoituva,jos se on epäyhtenäinen tai sitten siinä on ainakin yksi irrotuspiste.

Muussa tapauksessa graafi onseparoitumaton.

Esimerkki. Edellisen esimerkin graafiG on separoituva.

Esimerkki. Alla oleva graafi on separoitumaton.

GraafinG lohkoon sellainenG:n aligraafiG1 (ei nollagraafi), että

• G1 on separoitumaton ja
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• josG2 on toinenG:n aligraafi, niin jokoG1 ∪G2 = G1 tai sittenG1 ∪G2 on separoituva
(mietipä tätäkin!).

Esimerkki. Alla oleva graafi on separoituva:

irrotuspiste

lohkot:

Lause 1.7.Pistev on yhtenäisen graafinG irrotuspiste täsmälleen silloin, kun on olemassa
kaksi sellaistaG:n pistettäu ja w, että

(i) v 6= u, v 6= w ja u 6= w, mutta

(ii) v on jokaisellau–w-polulla.

Todistus.Katsotaan aluksi tilannetta, jossav onG:n irrotuspiste. SiisG − v ei ole yhtenäinen
ja sillä on ainakin kaksi komponenttiaG1 = (V1, E1) ja G2 = (V2, E2). Valitaanu ∈ V1 ja
w ∈ V2. G:ssä onu–w-polku, koska se on yhtenäinen. Josv ei ole tällä polulla, on ko. polku
myösG− v:ssä (

√

). Sama koskee mitä tahansaG:n u–w-polkua.
Jos taasv on jokaisellau–w-polulla, niin pisteetu jaw eivät ole yhdistetytG− v:ssä.

Lause 1.8.Ei-triviaalissa graafissa on ainakin kaksi pistettä, jotkaeivät ole irrotuspisteitä.

Todistus.Käytetään induktiota graafinG pisteiden lukumääränn suhteen.
Induktion lähtökohta: Nyt n = 2 ja asia on ilmeinen.
Induktio-oletus: Lause on oikea, kunn ≤ k. (k ≥ 2)
Induktioväite: Lause on oikea, kunn = k + 1.
Induktioväitteen todistus: JosG:ssä ei ole irrotuspisteitä, on asia selvä. Muutoin otetaan

tarkasteltavaksi jokinG:n irrotuspistev. Olkoot G − v:n komponentitG1, . . . , Gm (jolloin
m ≥ 2). Kullekin komponentilleGi on kaksi vaihtoehtoa:

1. Gi on triviaali, jolloin sen ainoa piste onG:n loppupiste tai irtopiste, mutta ei oleG:n
irrotuspiste.

2. Gi ei ole triviaali. Induktio-oletuksen nojallaGi:ssä on kaksi pistettäu ja w, jotka eivät
ole irrotuspisteitäGi:ssä. Jos nytv ja u (vast.v ja w) eivät ole vierekkäisetG:ssä, eiu
(vast.w) oleG:n irrotuspiste. Jos sekäv ja u ettäv ja w ovat vierekkäisetG:ssä, eivätu
jaw voi ollaG:n irrotuspisteitä.
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Yhtenäisen graafinG = (V,E) irrotusjoukkoon sellainen viivojen joukkoF ⊆ E, että

1. G− F (poistetaanF :n viivat yksi kerrallaan) ei ole yhtenäinen ja

2. G−H on yhtenäinen aina, kunH ⊂ F .

Lause 1.9.JosF on yhtenäisen graafinG irrotusjoukko, niinG−F :ssä on kaksi komponenttia.

Todistus.OlkoonF = {e1, . . . , ek}. GraafiG − {e1, . . . , ek−1} on yhtenäinen (ja samoinG,
jos k = 1) kohdan 2. nojalla. Viivan poisto yhtenäisestä graafista jakaa sen (enintään) kahteen
komponenttiin.

Esimerkki. Graafin

v1

e1

v2

e4 v3

e3

e2

e5

e6

v4

e7

e8 v6

v5

irrotusjoukkoja ovat mm.{e1, e4}, {e6, e7}, {e1, e2, e3}, {e8}, {e3, e4, e5, e6}, {e2, e5, e7},
{e2, e5, e6} ja {e2, e3, e4}. Onko niitä vielä muita?

GraafinG = (V,E) irrotus onV :n jako (eli partitio) kahteen erilliseen ei-tyhjään osajouk-
koonV1 ja V2:

V = V1 ∪ V2 , V1 ∩ V2 = ∅ , V1 6= ∅ , V2 6= ∅,

merkitään〈V1, V2〉. Yleensä irrotukset〈V1, V2〉 ja 〈V2, V1〉 samaistetaan.

Esimerkki. (Jatkoa)〈{v1, v2, v3}, {v4, v5, v6}〉 on irrotus.

Vaihtoehtoisesti voidaan irrotusta ajatella viivojen joukkona:

irrotus〈V1, V2〉 = {ne viivat, joiden yksi päätepiste onV1:ssä ja toinenV2:ssa}.

(Huom!Ko. viivojen joukko ei yleisesti määritä joukkojaV1 ja V2 yksikäsitteisesti, joten tätä ei
voi käyttää irrotuksen määritelmänä.)

Seuraavat helposti todettavat tulokset yhdistävät edellämääriteltyjä käsitteitä:

1. YhtenäisengraafinG irrotus〈V1, V2〉 (viivajoukoksi ajateltuna) on irrotusjoukko täsmäl-
leen silloin, kunV1:n jaV2:n indusoimat aligraafit ovat yhtenäiset, ts.G− 〈V1, V2〉:ssa on
kaksi komponenttia.

2. JosF on yhtenäisengraafinG irrotusjoukko jaV1 sekäV2 ovatG− F :n kahden kompo-
nentin pistejoukot, niin〈V1, V2〉 on irrotus jaF = 〈V1, V2〉.

3. Josv on yhtenäisen(ei-triviaalin) graafinG = (V,E) piste, niin〈{v}, V − {v}〉 onG:n
irrotus. Tällainen irrotus on irrotusjoukko, josV − {v}:n indusoima aligraafi (eliG− v)
on yhtenäinen, ts. josv ei ole irrotuspiste.
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Jos graafilleG = (V,E) on sellainen irrotus〈V1, V2〉, ettäE = 〈V1, V2〉, ts. irrotus (viiva-
joukoksi ajateltuna) sisältää kaikki viivat, niin graafiaG sanotaankaksijakoiseksi.

Esimerkki. Graafi

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

on kaksijakoinen,V1 = {v1, v2, v3} ja V2 = {v4, v5, v6, v7}.

Kaksijakoista yksinkertaista graafia sanotaantäydelliseksi kaksijakoiseksi graafiksi,jos kahtia-
jaon antavaan irrotukseen〈V1, V2〉 ei voida lisätä yhtään viivaa, ts. graafin viivat ovat tarkalleen
kaikki viivat, joiden yksi päätepiste onV1:ssä ja toinenV2:ssa. MikäliV1:ssä onn pistettä ja
V2:ssam pistettä, merkitään tällaista graafiaKn,m:llä (vrt. täydellinen graafi).

Esimerkki.

K1,1: K1,2: K2,1:

K2,3:

(YleensäKn,m jaKm,n samaistetaan.)

1.5 Merkityt graafit. Isomorfismi

GraafinG = (V,E) pisteiden merkinnällätarkoitetaan kuvaustaα : V → A, missäA on ns.
merkkienjoukko. Vastaavastiviivojen merkintäon kuvausβ : E → B, missäB on merkkien
joukko. Usein merkit ovat lukuja, jolloin puhutaan myös pisteiden tai viivojenpainotuksestaja
painoista.Viivapainotetussa graafissapolun painoon sen viivojen painojen summa.

Pisteiden (vast. viivojen) merkintä oninjektiivinen,jos kahdella eri pisteellä (vast. viivalla)
ei ole samaa merkkiä. Injektiivinen merkitä onbijektiivinen,josA:ssa (vast.B:ssä) on merkkejä
yhtä monta kuin on pisteitä (vast. viivoja).
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Esimerkki. JosA = {0, 1} ja B = R, niin graafin

0

1

1

0
0

1

0.1

0.4

0.7
0.6

0.2

viivojen merkintä (painotus) on injektiivinen, pisteidenei.

GraafitG1 = (V1, E1) ja G2 = (V2, E2) ovat isomorfiset,jos G1:n pisteet voidaan mer-
kitä bijektiivisestiV2:n alkioilla siten, että saadaanG2. (Huom! Viivojen multiplisiteetit tulee
säilyttää.)

Esimerkki. Alla olevat graafitG1 ja G2 ovat isomorfiset ja isomorfismin antaa merkintävi 7→
v′i ja viivojen vastaavuudenej 7→ e′j .

G1:

v1

v2

v3
e1 e5

v4

v5

e3 e6

e2

v7

e9

e7

v6

v8

e8

e10

e4

G2:

v'
v'

e'

e'

e'

v' v'

v' e'

v'

e' e' e'

e'

v'

v'

e'
8

8

9

e'10 6

7

5

5

4

4

2

7 2

1
3

1

36

Kahden eri tavalla annetun graafin isomorfisuuden selvittäminen on tunnettu tehtävä, jonka
tehokkaaksi ratkaisemiseksi on tehty paljon työtä. Se poikkeaa kuitenkin melkoisesti muista
graafi- ja verkkoteoreettisista probleemoista ja liittyy paljolti algebraan (ryhmäteoriaan). Graa-
fi-isomorfismiprobleemalla on myös tärkeä asema laskennallisen vaativuuden teoriassa. Ks. esi-
merkiksi KÖBLER, J. & SCHÖNING, U. & TORÁN, J.: The Graph Isomorphism Problem. Its
Structural Complexity.Birkhäuser (1993).



Luku 2

PUUT

2.1 Puut. Metsät

Metsäon piiritön graafi.Puu on yhtenäinen metsä. Metsänalimetsäon sen aligraafi. Metsän
yhtenäinen aligraafi on senalipuu. Yleisesti, minkä tahansa graafin alimetsä (vast. alipuu) on
sen aligraafi, joka on metsä (vast. puu).

Esimerkki. Neljä puuta, jotka yhdessä muodostavat metsän:

Yhtenäisengraafinvirittävä puuon sen alipuu, joka sisältää kaikki graafin pisteet. JosT on
graafinG virittävä puu, niin

G− T =merk. T
∗

on senvirittävä vastapuu.

Esimerkki.

G: virittävä puu

19
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virittävä vastapuu

Virittävän puun viivoja sanotaanoksiksija virittävän vastapuun viivojasiteiksi.

Lause 2.1. Jos graafissaG on n pistettä jam viivaa, niin seuraavat ehdot ovat keskenään
ekvivalentit:

(i) G on puu.

(ii) Jokaisen kahden eriG:n pisteen välillä on tarkalleen yksi polku jaG:ssä ei ole silmukoita.

(iii) G on yhtenäinen jam = n− 1.

(iv) G on piiritön ja m = n− 1.

(v) G on piiritön ja lisäämälläG:hen mikä tahansa uusi viiva syntyy graafi, jossa on tarkal-
leen yksi piiri.

Todistus.(i)⇒(ii): JosG on puu, niin se on yhtenäinen ja piiritön.G:ssä ei siis ole silmukoita.
Jokaista kahta eriG:n pistettä yhdistää polku. Lauseen 1.6 nojalla tällaisia polkuja on vain yksi.

(ii)⇒(iii): G on yhtenäinen. Käytetään induktiotam:n suhteen.
Induktion lähtökohta: Nyt m = 0, G on triviaali ja asia on selvä.
Induktio-oletus: m = n− 1, kunm ≤ ℓ. (ℓ ≥ 0)
Induktioväite: m = n− 1, kunm = ℓ+ 1.
Induktioväitteen todistus: G:ssä on viivae. G− e:ssä onℓ viivaa. JosG− e on yhtenäinen,

e:n päätepisteiden välillä on kaksi eri polkua eikä (ii) ole voimassa. Näin ollenG − e:ssä on
kaksi komponenttiaG1 ja G2. Olkoot G1:ssän1 pistettä jam1 viivaa, vastaavastiG2:ssan2

pistettä jam2 viivaa. Silloin

n = n1 + n2 ja m = m1 +m2 + 1.

Induktio-oletuksen nojalla

m1 = n1 − 1 ja m2 = n2 − 1,

jotenm = n1 + n2 − 1 = n− 1.
(iii)⇒(iv): Asetetaan vastaoletus: G:ssä on piiri. Olkoone jokin ko. piirin viiva. SilloinG−e

on yhtenäinen ja siinä onn pistettä sekän− 2 viivaa.
√ 1

(iv)⇒(v): JosG on piiritön, siinä ei ole kahta eri pistettä yhdistäviä polkuja kuin enintään
yksi (Lause 1.6). JosG:ssä olisi useampia komponentteja, niin asettamalla viivakahden eri
komponentin välille ei syntyisi piiriä. Lisäämällä viivoja voidaan komponentit yhdistää aikaan-
saamatta piirejä:

1Yhtenäisessän-pisteisessä graafissa on vähintäänn− 1 viivaa (Lause 1.4).
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1. komponentti 2. komponentti
3. kompo-
nentti

4. kompo-
nentti

Jos lisättiin viivojak(≥ 1) kpl, olisi (sillä (i)⇒(iii))

m+ k = n− 1 (
√

, koskam = n− 1).

SiisG on yhtenäinen. Lisäämällä uusi viiva kahden ei-vierekkäisen pisteen välille syntyy näin
ollen yksi piiri, mutta ei useampia (muussa tapauksessa voitaisiin yhdestä piiristä poistaa viiva
toisen piirin jäädessä ”ehjäksi” ja graafin yhtenäiseksi, mikä on vastoin päättelyä (iii)⇒(iv)).
Samoin rinnakkaisen viivan tai silmukan lisääminen aikaansaa tarkalleen yhden piirin.

(v)⇒(i): Asetetaan vastaoletus: G ei ole puu, ts. se ei ole yhtenäinen. Lisäämällä viivoja
kuten edellisessä kohdassa (kuvio) ei synny piirejä.

√

Erityisesti Lause 2.1 pätee virittäville puille.

Lause 2.2.Yhtenäisellä graafilla on virittävä puu.

Todistus.Tarkastellaan yhtenäistä graafiaG, jolla on n pistettä jam viivaa. Josm = n − 1,
onG itse puu. KoskaG on yhtenäinen, onm ≥ n − 1 (Lause 1.4). Jäljelle jää tapausm ≥ n,
jolloin G:ssä on piiri. Poistetaan ko. piiristä yksi viivae. G − e on yhtenäinen. Toistetaan tätä
kunnes viivoja onn− 1 kpl. Silloin jäljellä on puu.

Huomautus. Itse asiassa yhtenäisen graafin virittävä puu voidaan muodostaa lähtien sen mie-
livaltaisesta alimetsästäM , aivan kuten edellisessä todistuksessa: Koska minkään piirin kaikki
viivat eivät oleM :ssä, poistetaan piiristä juuri sellainen viiva, joka ei oleM :ssä.

Lauseen 2.1 nojallan-pisteisen graafinG aligraafiG1 on G:n virittävä puu (jolloin siisG
on yhtenäinen), jos sillä on mitkä tahansa kolme seuraavasta neljästä ominaisuudesta:

1. G1:ssä onn pistettä.

2. G1 on yhtenäinen.

3. G1:ssä onn− 1 viivaa.

4. G1 on piiritön.

Itse asiassa 3. ja 4. riittävät yhdessäkin takaamaan, ettäG1 on virittävä puu. Jos nimittäin 3. ja
4. ovat voimassa, muttaG1 olisi epäyhtenäinen, olisivatG1:n komponentit puita jaG1:ssä olisi
viivoja yhteensä

pisteiden lkm− komponenttien lkm< n− 1

kappaletta (
√

).

Lause 2.3.Jos puu ei ole triviaali, niin siinä on ainakin kaksi loppupistettä.
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Todistus.Jos puussa onn(≥ 2) pistettä, on sen pisteiden asteiden summa2(n−1). Jos jokaisen
pisteen aste olisi≥ 2, olisi ko. summa≥ 2n (

√

). Jos taas vain yhden pisteen aste on yksi
muiden pisteiden asteiden ollessa≥ 2, olisi ko. summa≥ 1 + 2(n− 1) = 2n− 1 (

√

). (Tulos
seuraa myös Lauseesta 1.8, sillä puun irrotuspiste ei ole loppupiste!)

Metsää, jossa onk komponenttia, kutsutaan useink-puuksi.(Siis1-puu on puu.)

Esimerkki.

4-puu:

k-komponenttisella graafilla on Lauseen 2.1 nojalla (sovelletaan komponentteihin)virittävä k-
puueli virittävä metsä,jossa onk komponenttia.

2.2 (Perus)piirit. (Perus)irrotusjoukot

Jos yhtenäisen graafinG virittävän puunT oksat ovatb1, . . . , bn−1 ja vastaavan virittävän vas-
tapuunT ∗ siteetc1, . . . , cm−n+1, niin graafissaT + ci (= T :n oksien jaci:n indusoimaG:n
aligraafi) on tarkalleen yksi piiriCi (Lause 2.1). Tällaisia piirejä kutsutaanperuspiireiksi.Ku-
kin virittävä puu määrittää tällä tavoinm − n + 1 peruspiiriäC1, . . . , Cm−n+1, jotka yhdessä
muodostavat ns.peruspiirijoukon.Jokaisessa peruspiirissä on tarkalleen yksi side, joka toisaal-
ta ei esiinny missään muussa peruspiirijoukon peruspiirissä. Näin ollen ei mitään peruspiiriä
voida lausua peruspiirijoukon toisten peruspiirien rengassummana, ts. peruspiirijoukko on ren-
gassumman suhteen (lineaarisesti) riippumaton.

Esimerkki.

G:

T: T*:

c1
c2 c3
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C1 C2
C3

T − bi:ssä on kaksi komponenttiaT1 ja T2. Vastaavat pistejoukot ovatV1 ja V2. Silloin
〈V1, V2〉 on G:n irrotus. Se on (viivajoukoksi tulkittuna) myösG:n irrotusjoukko, sillä
G − 〈V1, V2〉:ssä on kaksi komponenttia (ks. tulos 1. sivulla 16). Näin jokaistaT :n oksaabi
vastaa irrotusjoukkoIi. Tällä tavoin saadut irrotusjoukotI1, . . . , In−1 ovat ns.perusirrotusjou-
kot ja ne muodostavat ns.perusirrotusjoukkojen joukon.Jokainen perusirrotusjoukko sisältää
tarkalleen yhdenT :n oksista ja jokainenT :n oksa on tarkalleen yhdessä perusirrotusjoukossa.
Kukin virittävä puu määrittää näin yksikäsitteisenG:n perusirrotusjoukkojen joukon.

Esimerkki. (Jatkoa) Edellisen esimerkin graafin

G: e2

e1

e4

e3

e5

e6

e7

e8

virittävän puun

T:

b1

b2

b3

b4

b5

määrittämät perusirrotusjoukot ovat:

b1 : {e1, e2} b2 : {e2, e3, e4} b3 : {e2, e4, e5, e6}
b4 : {e2, e4, e5, e7} b5 : {e8}

Katsotaan seuraavaksi paria piirien ja irrotusjoukkojen ominaisuutta:

(a) Yhtenäisen graafinG irrotusjoukko sisältää ainakin yhden oksan jokaisestaG:n virittä-
västä puusta. (Vastaoletus: G:n eräs irrotusjoukkoF ei sisällä yhtään erään virittävän
puunT oksaa. SilloinT onG− F :n aligraafi jaG− F onkin yhtenäinen.

√

)

(b) Yhtenäisen graafinG piiri sisältää ainakin yhden siteen jokaisestaG:n virittävästä vas-
tapuusta. (Vastaoletus: G:n eräs piiriC ei sisällä yhtään erään virittävän vastapuunT ∗

sidettä. SilloinT = G− T ∗ sisältää piirin eikäT näin ollen ole puu.
√

)
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Lause 2.4.Yhtenäisen graafinG viivajoukkoF onG:n irrotusjoukko täsmälleen silloin, kun

(i) F sisältää ainakin yhden oksan jokaisestaG:n virittävästä puusta ja,

(ii) josH ⊂ F , niin jonkin virittävän puun mikään oksa ei oleH:ssa.

Todistus.Otetaan ensin tapaus, jossaF on irrotusjoukko. Silloin (i) on voimassa (ominaisuus
(a) yllä). JosH ⊂ F , niinG−H on yhtenäinen ja sillä on virittävä puuT . ToisaaltaT on silloin
myösG:n virittävä puu. Siis myös (ii) pätee.

Otetaan sitten tapaus, jossa (i) ja (ii) ovat voimassa. Silloin G − F on epäyhtenäinen. Jos
H ⊂ F , niin jonkinG:n virittävän puunT mikään oksa ei oleH:ssa,T onG−H:n aligraafi ja
G−H on yhtenäinen. SiisF on irrotusjoukko.

Vastaava tulos piireille:

Lause 2.5.Yhtenäisen graafinG aligraafiC on piiri täsmälleen silloin, kun

(i) C sisältää siteen jokaisestaG:n virittävästä vastapuusta ja,

(ii) jos D on C:n aligraafi ja D 6= C, niin jonkin virittävän vastapuun mikään side ei ole
D:ssä.

Todistus.Otetaan ensin tapaus, jossaC on piiri. Silloin C sisältää siteen jokaisesta virittävästä
vastapuusta (ominaisuus (b) yllä), joten (i) on voimassa. JosD onC:n aito aligraafi, niin ilmei-
sesti se ei sisällä piirejä, ts. se on metsä. SilloinD voidaan täydentääG:n virittäväksi puuksiT
(ks. huomautus s. 21) eikä siis sisällä yhtäänT ∗:n sidettä. Näin ollen myös (ii) pätee.

Otetaan sitten tapaus, jossa (i) ja (ii) ovat voimassa. SilloinC:ssä täytyy olla piirejä, muussa
tapauksessa se olisi metsä ja täydennettävissäG:n virittäväksi puuksi (ks. huomautus s. 21).
Otetaan jokinC:n piiri C ′. Koska (ii) pätee, ei voi ollaC ′ 6= C, sillä piirinäC ′ sisältää siteen
jokaisesta virittävästä vastapuusta (ominaisuus (b) yllä). SiisC = C ′ on piiri.

Lause 2.6.Yhtenäisen graafin piirillä ja irrotusjoukolla on aina parillinen määrä yhteisiä vii-
voja.

Todistus.Otetaan yhtenäisen graafinG piiri C ja irrotusjoukkoF . G − F :ssä on kaksi kom-
ponenttiaG1 = (V1, E1) ja G2 = (V2, E2). Jos nytC onG1:n taiG2:n aligraafi, on asia selvä
(yhteisiä viivoja ei ole). Oletetaan sitten, ettäC:llä ja F :llä on yhteisiä viivoja. Kuljetaan piiri
lähtien jostakinG1:n pisteestäv. Koska lopulta palataanv:hen, onC:ssä oltava parillinen määrä
irrotuksen〈V1, V2〉 viivoja.

Seuraavaa lausetta pitänee lukea useampia kertoja ennenkuin se avautuu:

Lause 2.7.Yhtenäisen graafinG virittävän vastapuunT ∗ sidettäc vastaava peruspiiri muo-
dostuu tarkalleen niistäT :n oksista, joita vastaava perusirrotusjoukko sisältääc:n.

Todistus.T ∗:n sidettäc vastaa jokin peruspiiriC. Muut C:n viivat b1, . . . , bk ovatT :n oksia.
MerkitäänIi:llä oksaabi vastaavaa perusirrotusjoukkoa. Silloinbi on ainoaC:n jaIi:n yhteinen
T :n oksa. Toisaaltac on ainoaT ∗:n sideC:ssä. Lauseen 2.6 nojalla onC:n ja Ii:n yhteisten
viivojen oltavabi ja c, ts.c on Ii:n viiva. Näytetään sitten, että muitaT :n oksiabk+1, . . . , bn−1

vastaavissa perusirrotusjoukoissaIk+1, . . . , In−1 ei ole sidettäc. Jos esimerkiksiIk+1:ssä olisi
sidec, olisi perusirrotusjoukollaIk+1 ja piirillä C tarkalleen yksi yhteinen viiva (

√

). Siis side
c on vain perusirrotusjoukoissaI1, . . . , Ik.



LUKU 2. PUUT 25

Vastaava perusirrotusjoukkoja koskeva lause on pätee jälleen:

Lause 2.8.Yhtenäisen graafin virittävän puunT oksaab vastaava perusirrotusjoukko muodos-
tuu tarkalleen niistäT ∗:n siteistä, joita vastaava peruspiiri sisältääb:n.

Todistus.T :n oksaab vastaa jokin perusirrotusjoukkoI. Muut I:n viivat ovatc1, . . . , ck ovat
T ∗:n siteitä. MerkitäänCi:llä sidettäci vastaavaa peruspiiriä. Silloinci on ainoaI:n ja Ci:n
yhteinenT ∗:n side. Toisaaltab on ainoaT :n oksaI:ssä. Lauseen 2.6 nojalla onI:n ja Ci:n
yhteisten viivojen oltavab ja ci, ts. b on Ci:n viiva. Näytetään sitten, että muitaT ∗:n siteitä
ck+1, . . . , cm−n+1 vastaavissa peruspiireissäCk+1, . . . , Cm−n+1 ei ole oksaab. Jos esimerkiksi
Ck+1:ssä olisi oksab, olisi peruspiirilläCk+1 ja irrotusjoukollaI tarkalleen yksi yhteinen viiva
(
√

). Siis oksa on vain peruspiireissäC1, . . . , Ck.

Näistä tuloksista on jo havaittavissa graafin irrotusjoukkojen ja piirien välinen duaalisuus:
Irrotusjoukkoja koskevista tuloksista saadaan yleensä vastaava piirejä koskeva duaalinen tulos,
ja kääntäen. Siirtyminen tuloksesta vastaavaan duaaliseen tulokseen on usein suoritettavissa
melkein mekaanisesti, ja sama koskee myös todistuksia! Tämä duaalisuus tulee erityisellä ta-
valla esille ja käyttöön ns. matroidien yhteydessä (ks. Luku 7).



Luku 3

SUUNNATUT GRAAFIT

3.1 Määritelmiä

Intuitiivisestisuunnattu graafieli digraafimuodostuu pisteistä ja niitä yhdistävistäsuunnatuista
viivoistaeli nuolista.

Esimerkki.

Formaalisestidigraafi on pari(V,E), missäV on pisteiden joukko jaE on pisteparien joukko
kuten ”tavallisillekin” graafeille. Erona on, että nytE:n alkiot katsotaan järjestetyiksipareiksi:
Nuolta pisteestäu pisteeseenv merkitään parilla(u, v), kun taas pari(v, u) merkitsee nuolta
v:stäu:hun. Myös nuolien multiplisiteetti otetaan mukaan. (Silmukan suunnalla ei ole väliä.)

Luvun 1 käsitteet siirtyvät paljolti samanlaisina digraafeille. Huomattakoon seuraavat:

1. Nuolen(u, v) alkupisteonu ja loppupistev. Myös sanotaan, että nuolilähteepisteestäu
ja tuleepisteeseenv.

2. Pisteenv lähtöasteon siitä lähtevien nuolten lukumäärä (merkitäänd+(v)) ja sentuloaste
on siihen tulevien nuolten lukumäärä (merkitäänd−(v)).

3. Suunnatussa kulussa(reitissä, polussa, piirissä)

vi0 , ej1, vi1 , ej2, . . . , ejk , vik

onejℓ:n alkupisteen oltavaviℓ−1
ja loppupisteenviℓ.

4. DigraafinG = (V,E) alusgraafion (V,E) tulkittuna ”tavalliseksi” suuntaamattomaksi
graafiksi, merkitäänGu.

5. DigraafiG onyhtenäinen,josGu on yhtenäinen.G:n komponentitovatGu:n komponent-
teja vastaavat suunnatutG:n aligraafit.G:n pisteet ovatyhdistetyt,jos ne ovat yhdistetyt
Gu:ssa. Myös muut suuntaamattomien graafien käsitteet ja tulokset siirtyvät digraafeille
alusgraafien kautta.

26
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6. Digraafin kahden pisteenu jav sanotaan olevanvahvasti yhdistetyt,josG:ssä on suunnattu
u–v-polku ja myös suunnattuv–u-polku.

7. DigraafiG on vahvasti yhtenäinen,jos sen mitkä tahansa kaksi eri pistettä ovat vahvasti
yhdistetyt. Erityisesti triviaali digraafi on vahvasti yhtenäinen.

8. DigraafinG vahva komponenttion sellainenG:n suunnattu aligraafiH (ei nollagraafi),
ettäH on vahvasti yhtenäinen, mutta kadottaa tämän ominaisuutensa, jos siihen lisätään
uusiaG:n pisteitä tai/ja nuolia.

Jokainen digraafinG piste on jossakinG:n vahvassa komponentissa (vrt. Lause 1.3). Sen
sijaanG:n nuolen ei välttämättä tarvitse kuulua yhteenkään vahvaan komponenttiin.

Esimerkki. DigraafinG

v1

v2

e1

e9

e2

e3
e5

v4
v6

e6
e8

v5

v3

e4 e7

vahvat komponentit ovat({v1}, ∅), ({v2, v3, v4}, {e3, e4, e5}), ({v5}, ∅) ja ({v6}, ∅).

DigraafinG tiivistys on digraafi, joka saadaan kutistamallaG:n kunkin vahvan komponentin
nuolet, merkitäänGc.

Esimerkki. (Jatkoa) Tiivistetään:

v1
e9

v6

e8

v5

w

3.2 Suunnatut puut

Suunnattu graafi onkvasivahvasti yhtenäinen,jos sen jokaiselle pisteparilleu ja v jokin seuraa-
vista vaihtoehdoista on voimassa:

(i) u = v tai
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(ii) digraafissa on suunnattuu–v-polku tai

(iii) digraafissa on suunnattuv–u-polku tai

(iv) on sellainen pistew, että digraafissa on sekä suunnattuw–u-polku että suunnattu
w–v-polku.

Esimerkki. (Jatkoa) DigraafiG on kvasivahvasti yhtenäinen.

Kvasivahvasti yhtenäinen digraafi on yhtenäinen, mutta ei välttämättä vahvasti yhtenäinen.
DigraafinG pistev onG:n juuri, jos siitä on suunnattu polku jokaiseen toiseenG:n pistee-

seen.

Esimerkki. (Jatkoa) DigraafinG ainoa juuri onv1.

Lause 3.1.Digraafissa on juuri(a) tarkalleen silloin, kun se on kvasivahvasti yhtenäinen.

Todistus.Jos digraafissa on juuri, se ilmiselvästi on kvasivahvasti yhtenäinen määritelmän mu-
kaan.

Otetaankin sitten kvasivahvasti yhtenäinen digraafiG ja näytetään, että siinä on juuri. Asia
on selvä, josG on triviaali. Muussa tapauksessa otetaan tarkasteltavaksi G:n pistejoukko
V = {v1, . . . , vn}, jossa siisn ≥ 2. Seuraava menettely tuottaa nytG:lle juuren:

1. AsetetaanP ← V .

2. JosP :n kahden eri pisteenu ja v välillä on suunnattuu–v-polku, poistetaanP :stäv eli
asetetaanP ← P − {v}. Toistetaan tätä niin monta kertaa kuin mahdollista.

3. JosP :ssä on yksi piste, on tämä juuri. Muussa tapauksessa onP :ssä (ainakin) kaksi eri
pistettäu ja v eikä näiden välillä ole suunnattua polkua kumpaankaan suuntaan. Koska
G on kvasivahvasti yhtenäinen, on kohdan (iv) mukaan pistew ja sekäw–u-polku että
w–v-polku. Koskau onP :ssä, eiw voi olla siinä. PoistetaanP :stäu ja v ja lisätään sinne
w, ts. asetetaan ensinP ← P − {u, v} ja sittenP ← P ∪ {w}. Mennään kohtaan 2.

4. Toistetaan niin monta kertaa kuin mahdollista.

Joka kierroksellaP :n pisteiden lukumäärä vähenee. Menettely tuottaa lopultajuuren, sillä jo-
kaiseenP :stä poistettuun pisteeseen on aina suunnattu polku jostain siihen jääneestä pistees-
tä.

DigraafiG onpuu,josGu on puu, jasuunnattu puu,jos se on lisäksi kvasivahvasti yhtenäi-
nen eli sillä on juuri. Pisteitä, joiden lähtöaste on nolla,sanotaan suunnatun puunlehdiksi.

Esimerkki.

6
 le

h
te

ä

ju
u

ri
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Lause 3.2.DigraafilleG, jossa onn > 1 pistettä, seuraavat ehdot ovat keskenään ekvivalentit:

(i) G on suunnattu puu.

(ii) G on puu ja siinä on piste, josta on (tarkalleen yksi) suunnattu polku jokaiseen toiseen
G:n pisteeseen.

(iii) G on kvasivahvasti yhtenäinen, muttaG − e ei ole kvasivahvasti yhtenäinen millekään
G:n nuolellee.

(iv) G on kvasivahvasti yhtenäinen ja sillä on piste, jonka tuloaste on nolla kaikkien muiden
pisteiden tuloasteiden ollessa yksi.

(v) G:ssä (eli siisGu:ssa) ei ole piirejä ja siinä on piste, jonka tuloaste on nolla kaikkien
muiden pisteiden tuloasteiden ollessa yksi.

(vi) G on kvasivahvasti yhtenäinen eikä siinä (eli siisGu:ssa) ole piirejä.

Todistus.(i)⇒(ii): JosG on suunnattu puu, niin siinä on juuri. Juuresta on suunnattupolku
jokaiseen toiseenG:n pisteeseen (mutta tällaisia ei voi olla useita, koskaGu on puu).

(ii)⇒(iii): Jos (ii) pätee, onG selvästi kvasivahvasti yhtenäinen. Asetetaan vastaoletus: On
sellainenG:n nuoli e, ettäG − e on kvasivahvasti yhtenäinen.e ei voi olla silmukka, koskaG
on puu.e:llä on päätepisteetu ja v. G− e:ssä ei voi olla suunnattuau–v-polkua tai suunnattua
v–u-polkua (muussa tapauksessaGu:ssa olisi piiri). Siispä on pistew, josta on sekä suunnattu
w–u-polku että suunnattuw–v-polku. Mutta tällöinG:ssä olisie:n suunnasta riippuen joko kaksi
suunnattuaw–u-polkua tai kaksi suunnattuaw–v-polkua ja puussaGu olisi piiri (

√

, Lause 1.6).
(iii)⇒(iv): JosG on kvasivahvasti yhtenäinen, niin sillä on juurir (Lause 3.1). Muiden

pisteiden tuloasteet ovat näin ollen≥ 1. Asetetaan vastaoletus: On pistev 6= r, jolle d−(v) > 1.
Silloin v on kahden eri nuolen(u, v) ja (w, v) loppupiste. JosG:ssä olisi silmukkae, olisiG−e
kvasivahvasti yhtenäinen (

√

). Näin ollenu 6= v jaw 6= v. Nyt v:hen onr:stä kaksi suunnattua
reittiä, yksi(u, v):n kautta ja toinen(w, v):n kautta. Mahdollisuuksia on kaksi:

r

u

w

v
r

u

w

v

Edellisessär–u-polku jar–w-polku eivät sisällä nuolia(u, v) ja (w, v) ja sekäG − (u, v) että
G − (w, v) ovat kvasivahvasti yhtenäisiä. Jälkimmäisessär–u-polku sisältää nuolen(w, v) tai
(kuten kuvassa)r–w-polku sisältää nuolen(u, v) ja vain toinen graafeistaG−(u, v) jaG−(w, v)
on kvasivahvasti yhtenäinen. Joka tapauksessa siis jokoG−(u, v) taiG−(w, v) on kvasivahvasti
yhtenäinen, koska tällöinkin juuri onr (Lause 3.1). (

√

) Vielä on näytettävä, ettäd−(r) = 0.
Asetetaan taas vastaoletus: d−(r) ≥ 1. Silloin r on jonkin nuolene loppupiste. Mutta tällöin
G− e on kvasivahvasti yhtenäinen, koskar on edelleen sen juuri (Lause 3.1). (

√

)
(iv)⇒(v): Jos (iv) pätee, riittää näyttää, ettäGu:ssa ei ole piirejä.G:n pisteiden tuloasteiden

summa onn − 1 ja näin ollen myös sen pisteiden lähtöasteiden summa onn − 1, ts.G:ssä on
n − 1 nuolta. KoskaG on kvasivahvasti yhtenäinen, se on yhtenäinen ja niin ollenpuu (Lause
2.1).Gu:ssa ei näin ollen ole piirejä.
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(v)⇒(vi): Oletetaan, että (v) voimassa. SilloinG:ssä onn− 1 nuolta (vrt. edellinen kohta).
Lauseen 2.1 nojallaG on puu. Merkitäänr:llä kohdassa (v) mainittua pistettä. Lauseen 2.1
nojallar:stä on tarkalleen yksi polku mihin tahansa toiseenG:n pisteeseen. Mainitut polut ovat
myös suunnattuja. Muussa tapauksessad−(r) ≥ 1 tai jonkin polun pisteen tuloaste on> 1
tai polun jonkin muun pisteen kuinr:n tuloaste on nolla. Siisr on juuri jaG on kvasivahvasti
yhtenäinen (Lause 3.1).

(vi)⇒(i): JosG on kvasivahvasti yhtenäinen, sillä on juuri (Lause 3.1). KoskaG on nyt
yhtenäinen eikä siinä ole piirejä, se on puu.

DigraafinG suunnattu aligraafiT onG:n virittävä suunnattu puu,jos T on suunnattu puu
ja sisältää kaikkiG:n pisteet.

Esimerkki.

G: T:

Lause 3.3.Digraafilla on virittävä suunnattu puu tarkalleen silloin,kun se on kvasivahvasti
yhtenäinen.

Todistus.Jos digraafillaG on virittävä suunnattu puuT , niin T :n juuri on myösG:n juuri jaG
on kvasivahvasti yhtenäinen (Lause 3.1).

Oletetaan sitten, ettäG on kvasivahvasti yhtenäinen ja näytetään, että sillä on virittävä suun-
nattu puu. Asia on selvä, josG itse on suunnattu puu. ElleiG ole suunnattu puu, onG:ssä
Lauseen 3.2 nojalla nuolie, jonka poisto ei hävitäG:n kvasivahvaa yhtenäisyyttä. Poistetaan
järjestyksessä tällaisia nuolia, kunnes saadaan suunnattu puu. (Vrt. Lauseen 2.2 todistus.)

3.3 Asykliset suunnatut graafit

Suunnatun graafin suunnattua piiriä sanotaansykliksi.Suunnattu graafi onasyklinen,jos siinä
ei ole syklejä. Ilmeisesti suunnatut puut ovat asyklisiä, mutta ei kääntäen.

Esimerkki. Digraafi
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on asyklinen, muttei suunnattu puu.

Lause 3.4.Asyklisellä digraafilla on piste, jonka tuloaste on nolla (ns. lähde), ja piste, jonka
lähtöaste on nolla (ns.nielu).

Todistus.Otetaan asyklinen digraafiG. Asia on selvä, elleiG:ssä ole nuolia. Muussa tapauk-
sessa tarkastellaanG:n suunnattua polkua

vi0 , ej1 , vi1, ej2, . . . , ejk , vik ,

jolla on maksimipituusk. KoskaG on asyklinen, onvi0 6= vik . Jos nyt olisi nuoli(v, vi0), niin
jompikumpi seuraavista vaihtoehdoista olisi voimassa:

• v 6= vit kaikille indeksin arvoillet = 0, . . . , k. Silloin

v, (v, vi0), vi0 , ej1, vi1 , ej2, . . . , ejk , vik

olisi suunnattu polku, jonka pituus onk + 1.
√

• v = vit jollekin indeksint arvolle. Valitaan pienin tällainent:n arvo. Silloint > 0, koska
G:ssä ei ole silmukoita, ja

vi0 , ej1, vi1 , ej2, . . . , ejt , vit , (v, vi0), vi0

on suunnattu piiri.
√

Siisd−(vi0) = 0. Vastaavalla tavalla todetaan, ettäd+(vik) = 0.

JosG = (V,E) on digraafi, jossa onn pistettä, niinG:n pisteiden injektiivistä merkintää
α : V → {1, . . . , n}, joka toteuttaa ehdonα(u) < α(v) aina, kun(u, v) onG:n nuoli, sanotaan
G:n pisteidentopologiseksi lajitteluksi(tai kanoniseksi merkinnäksi).

Lause 3.5.Suunnatun graafin pisteet voidaan lajitella topologisestitarkalleen silloin, kun se
on asyklinen.

Todistus.Jos digraafissa on sykli, ei sen pisteitä ilmeisestikään voida lajitella topologisesti.
Jos taas digraafiG on asyklinen, saadaan sen pisteiden topologinen lajitteluseuraavalla

menettelyllä1

1. Valitaan pistev, jonka lähtöaste on nolla. Tällainen on olemassa Lauseen 3.4 nojalla.
Asetetaanα(v)← n, G← G− v ja n← n− 1.

2. JosG:ssä on vain yksi pistev, asetetaanα(v)← 1. Muutoin palataan kohtaan 1.

1Joka tunnetaan myösMarimontin algoritminnimellä. Itse algoritmiin kuuluu muitakin osia. Alkuperäisvii-
te on MARIMONT, R.B.: A New Method of Checking the Consistency of Precedence Matrices.Journal of the
Association for Computing Machinery6 (1959), 164–171.



Luku 4

GRAAFIEN MATRIISIT JA
LINEAARIAVARUUDET

4.1 Graafien matriisiesityksiä

GraafinG = (V,E) vieruspistematriisionn× n-matriisiD = (dij), missän onG:n pisteiden
lukumäärä,V = {v1, . . . , vn} ja

dij = pisteitävi ja vj yhdistävien viivojen lukumäärä.

Erityisestidij = 0, jos(vi, vj) ei oleG:n viiva. MatriisiD on symmetrinen, ts.DT = D.

Esimerkki.

D =













0 2 1 0 0
2 1 0 1 0
1 0 3 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0













v1

v3
v5

v4

v2

Ilmeisesti graafin vieruspistematriisi määrittää graafin täysin isomorfiaa vaille.
Suunnatulle graafilleG vieruspistematriisi onD = (dij), missä

dij = pisteestävi lähtevien ja pisteeseenvj tulevien nuolten lukumäärä.

Esimerkki.

D =









0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
2 1 0 1









v1 v2

v4
v3

32
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Ei-tyhjän silmukattoman graafinG = (V,E) ns.täysi insidenssimatriisionn ×m-matriisi
A = (aij), missän onG:n pisteiden lukumäärä,m onG:n viivojen lukumäärä ja

aij =

{

1, josvi on ej:n päätepiste

0 muuten.

Esimerkki.

e1 e2 e3 e4

A =













1 1 1 0
1 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0













v1
v2
v3
v4
v5

v1 v2

v3 v4

v5
e3 e4

e2

e1

Ei-tyhjän silmukattoman suunnatun graafinG täysi insidenssimatriisionA = (aij), missä

aij =











1, josvi on ej:n alkupiste

−1, josvi onej :n loppupiste

0 muuten.

Esimerkki.

e1 e2 e3 e4 e5

A =









1 −1 −1 −1 0
−1 1 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 1 1 1









v1
v2
v3
v4

v1 v2

v4
v3

e3 e4

e1

e2

e5

Koska graafin täyden insidenssimatriisin jokainen sarake sisältää kaksi ykköstä muiden al-
kioiden ollessa nollia, voidaan ko. matriisista poistaa yksi rivi ja silti se määrää koko graafin.
Graafin insidenssimatriisionkin matriisi, joka saadaan poistamalla täydestä insidenssimatrii-
sista yksi rivi. Insidenssimatriiseja on siisn kappaletta. Poistettua riviä vastaava piste on ns.
viitepiste.

Vastaavasti suunnatun graafin täyden insidenssimatriisinjokainen sarake sisältää yhden
+1:n ja yhden−1:n loppujen alkioiden ollessa nollia.Insidenssimatriisisaadaan jälleen poista-
malla viitepistettä vastaava rivi. Huomaa, että täyden insidenssimatriisin rivit ovat lineaarisesti
riippuvat, sillä niiden summa on nollavektori.

Lause 4.1.Ei-triviaalin puun insidenssimatriisin determinantti on±1, myös jos puu on suun-
nattu graafi.

Todistus.Käytetään induktiota puun pisteiden lukumääränn suhteen.
Induktion lähtökohta: Nyt n = 2 ja asia on selvä.
Induktio-oletus: Lause on oikea, kunn ≤ k. (k ≥ 2)
Induktioväite: Lause on oikea, kunn = k + 1.
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Induktioväitteen todistus: Otetaan puuT , jossa on pisteitäk+1 kappaletta ja sen (mielival-
tainen) insidenssimatriisiA. T :llä on ainakin kaksi loppupistettä (Lause 2.3). Valitaan loppu-
pistevi, joka ei oleA:n viitepiste, ja viiva (nuoli)et, jonka päätepistevi on. Silloin

ait = (±)1 ja aij = 0, kun j 6= t.

KehitetäänA:n determinantti|A| seni:nnen rivin mukaan:

|A| = (±)(−1)i+t|A′|,

missäA′ on ait:tä vastaava alimatriisi. MerkitäänT ′ = T − vi, jolloin myösT ′ on puu (vi oli
loppupiste). Induktio-oletuksen nojalla|A′| = ±1, sillä A′ on selvästiT ′:n insidenssimatriisi.

Seuraus. Jos suunnatussa graafissaG ei ole silmukoita, sen täyden insidenssimatriisin rangi
onρ(G).

Todistus.G:n täyden insidenssimatriisin sarakkeiden ja rivien järjestäminen ei muuta sen ran-
gia. Järjestetäänkin pisteet ja nuolet siten, että komponenttien pisteet ovat peräkkäin ja samoin
komponenttien nuolet. Silloin täysi insidenssimatriisi muodostuu komponenttien täysistä insi-
denssimatriiseista:























1. kompo-
nentti

2. kompo-
nentti

O

O
. . .

k:s kompo-
nentti























Merkitääni:nnen komponentin pisteiden lukumäärääni:llä. Jokaisella komponentilla on virit-
tävä puu, jota vastaavan insidenssimatriisin determinantti on Lauseen 4.1 nojalla erisuuri kuin
nolla, ts. ko. matriisi on täysiranginen.i:nnen komponentin täysi insidenssimatriisi saadaan vas-
taavasta virittävän puun insidenssimatriisista lisäämällä sarakkeita sekä lopuksi yksi aikaisem-
mista lineaarisesti riippuva rivi, joten sen rangi on sama kuin ko. virittävän puun insidenssimat-
riisin rangi (= ni−1). Huomaa erityisesti triviaalin komponentin tapaus: rangi on nolla= 1−1.
Siis

A:n rangi= komponenttien rangien summa

= (n1 − 1) + · · ·+ (nk − 1)

= n1 + · · ·+ nk
︸ ︷︷ ︸

= n

−k = ρ(G).

Huomautus. Todistuksesta saadaan myös kannat täyden insidenssimatriisin sarakeavaruudel-
le ja riviavaruudelle:G:n virittävän metsän oksia vastaavat sarakkeet muodostavat sarakea-
varuuden kannan. Riviavaruuden kanta puolestaan saadaan,kun jokaista komponenttia kohti
poistetaan yksi ko. komponenttia vastaavista matriisin riveistä.
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4.2 Irrotusmatriisi

Jos ei-triviaalin ja silmukattoman graafinG = (V,E) kaikki mahdolliset irrotukset ovatI1, . . . ,
It, niin G:n irrotusmatriision t×m-matriisiQ = (qij), missäm onG:n viivojen lukumäärä ja

qij =

{

1, josej ∈ Ii (irrotus tulkitaan viivajoukoksi)

0 muuten.

Esimerkki. Graafin

v2

v3

e2 e3e4

e1
v1

irrotukset ovatI1 = {e1, e4}, I2 = {e2, e3, e4} ja I3 = {e1, e2, e3}. Irrotusmatriisi on

e1 e2 e3 e4

Q =





1 0 0 1
0 1 1 1
1 1 1 0





I1
I2
I3

Huomautus. Jos graafissa onn pistettä, on sillä irrotuksia1
2
(2n − 2) = 2n−1 − 1 kappaletta.

Vastaavia erilaisia viivajoukkoja ei yleensä ole näin paljoa. Irrotusmatriisiin otetaan mukaan
vain yksi kappale kutakin viivajoukkoa vastaavista irrotuksista, jottei turhaan tulisi samoja ri-
vejä. Irrotusmatriisissa on tällöinkin yleensä (liian) paljon rivejä.

JosG on suunnattu graafi (ei-triviaali ja silmukaton), kiinnitetään jokaiselle irrotukselle
〈V1, V2〉 (mielivaltaisesti valittu)suunta:〈V1, V2〉 on irrotusV1:stäV2:een. Ts. tarkastellaan ns.
suunnistettuja irrotuksia,mutta valitaan vastakkaissuuntaisista irrotuksista kulloinkin vain toi-
nen. TällöinirrotusmatriisissaQ = (qij) on

qij =











1, josej ∈ Ii ja ej sekäIi ovat samansuuntaisia

−1, josej ∈ Ii ja ej sekäIi ovat erisuuntaisia

0 muutoin.

Esimerkki. Suunnatun graafin

v1 v2

v4
v3

e3 e4

e1

e2

e5
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eri irrotukset (nuolijoukoiksi tulkittuina) ovatI1 = {e1, e2, e3, e4} (suunta e1:n suunta),
I2 = {e3, e4, e5} (suuntae3:n suunta),I3 = {e1, e2, e5} (suuntae1:n suunta) jaI4 = ∅ (muut
ovat samoja). Irrotusmatriisi on nyt

e1 e2 e3 e4 e5

Q =









1 −1 −1 −1 0
0 0 1 1 1
1 −1 0 0 1
0 0 0 0 0









I1
I2
I3
I4

Koska 〈{v}, V − {v}〉 on irrotus jokaiselle pisteellev, on Q:ssa rivinä jokainen täyden
insidenssimatriisin rivi, suunnatun graafin tapauksessa mahdollisesti−1:llä kerrottuna.

Lause 4.2.Jokainen suunnatun graafin irrotusmatriisin rivi voidaan lausua kahdella eri tavalla
täyden insidenssimatriisin rivien lineaariyhdelmänä. Nollasta eroavat yhdelmän kertoimet ovat
joko kaikki= 1 tai kaikki= −1.

Todistus.Otetaan suunnatun graafinG = (V,E) irrotusmatriisiQ ja sen täysi insidenssimatriisi
A. Olkoon〈V1, V2〉 (huomaa suunta)Q:n i:ttä riviä vastaava irrotus. Mahdollisesti indeksointia
vaihtamalla voidaan olettaa, että

V1 = {v1, . . . , vr} ja V2 = {vr+1, . . . , vn}.

Merkitään vielä
qi = Q:n i:s rivi ja at = A:n t:s rivi.

Näytetään, että

qi =

r
∑

t=1

at = −
n

∑

t=r+1

at,

jolloin lause tulee todistetuksi. OtetaanG:n k:s nuoli(vp, vq) = ek. Silloin

apk = ap:n k:s alkio= 1,

aqk = aq:n k:s alkio= −1

ja
ajk = 0 , jos j 6= p, q.

Saadaan neljä tapausta:

• vp ∈ V1 ja vq ∈ V2: Nyt p ≤ r ja q ≥ r + 1, jotenqik = 1 ja

qik =

r
∑

t=1

atk = −
n

∑

t=r+1

atk.

• vp ∈ V2 ja vq ∈ V1: Nyt p ≥ r + 1 ja q ≤ r, jotenqik = −1 ja

qik =
r

∑

t=1

atk = −
n

∑

t=r+1

atk.

• vp ∈ V1 ja vq ∈ V1: Nyt p ≤ r ja q ≤ r, jotenqik = 0 ja

qik =

r
∑

t=1

atk = − ar+1,k
︸ ︷︷ ︸

=0

− · · · − ank
︸︷︷︸

=0

.
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• vp ∈ V2 ja vq ∈ V2: Nyt p ≥ r + 1 ja q ≥ r + 1, jotenqik = 0 ja

qik = a1k
︸︷︷︸

=0

+ · · ·+ ark
︸︷︷︸

=0

= −
n

∑

t=r+1

atk.

Yllä oleva pätee jokaisellek:n arvolle.

Esimerkki. (Jatkoa)I1:tä vastaa rivi

(1,−1,−1,−1, 0) = (1,−1,−1,−1, 0) = −(−1, 1, 0, 0,−1)− (0, 0, 0, 0, 0)− (0, 0, 1, 1, 1).

Seuraus.Suunnatun graafinG irrotusmatriisin rangi onρ(G).

Todistus.G:n täysi insidenssimatriisiA on sen irrotusmatriisinQ alimatriisi, joten (Lauseen
4.1 Seuraus)

rank(Q) ≥ rank(A) = ρ(G).

Toisaalta Lauseen 4.2 mukaan jokainenQ:n rivi on lausuttavissaA:n rivien lineaariyhdelmänä,
joten

rank(Q) = rank(A) = ρ(G).

Toinen seuraus on, että irrotusmatriisiQ on kirjoitettavissa muotoon

Q = A1A,

missäA1:n alkiot ovat0:ia ja±1:iä. Lisäksi matriisiA1 on suoraan kirjoitettavissa Lauseen 4.2
todistuksesta.

Jos graafiG on yhtenäinen, sillä on virittävä puuT ja siihen liittyvät perusirrotusjoukot.
Perusirrotusjoukot ovat myös irrotuksia (kun jälkimmäiset tulkitaan viivajoukoiksi). Näin ollen
G:n irrotusmatriisillaQ on perusirrotusjoukkoja vastaava alimatriisiQf , ns.perusirrotusmat-
riisi. Samoin suunnatulla yhtenäisellä graafillaG on perusirrotusmatriisi: perusirrotusjoukon
suunta irrotuksena valitaan vastaavanT :n oksan (nuolen) suuntaiseksi. Kun järjestetäänG:n
viivat (nuolet) siten, ettäT :n oksat ovat ensin jossain järjestyksessä ja perusirrotusjoukot asete-
taan sittenT :n oksien antamaan järjestykseen, saadaan perusirrotusmatriisi muotoon

Qf =
(

In−1 Qfc

)

,

missäIn−1 onn− 1-rivinen identiteettimatriisi.Qf :n rangi on siisn− 1 = ρ(G).

Esimerkki. (Jatkoa) Jätetäänv3 pois, jotta saadaan yhtenäinen suunnattu graafi. Valitaan vi-
rittäväksi puuksi

v1 v2

v4

e3

e1

T:

Perusirrotusjoukot ovatI2 = {e3, e4, e5} (suuntae3:n suunta) jaI3 = {e1, e2, e5} (suuntae1:n
suunta). Silloin
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e1 e3 e2 e4 e5

Qf =

(

1 0 −1 0 1
0 1 0 1 1

)

I3
I2

ja

e1 e2 e3 e4 e5

Q =





1 −1 −1 −1 0
0 0 1 1 1
1 −1 0 0 1



←
←

4.3 Piirimatriisi

Tarkastellaan graafiaG = (V,E), jossa on piirejä. NumeroidaanG:n piirit: C1, . . . , Cℓ. G:n
piirimatriisi on ℓ×m-matriisiB = (bij), missä

bij =

{

1, jos viivaej on piirissäCi

0 muuten

(kuten tavallistaE = {e1, . . . , em}).
Suunnatun graafinG piirit suunnistetaan,ts. kullekin piirille annetaan (mielivaltainen)kier-

tosuuntapiirimatriisin määrittelyä varten. Suunnistuksen jälkeenG:n piirimatriisi onB = (bij),
missä

bij =











1, jos nuoliej on piirissäCi ja sen suunta yhtyy kiertosuuntaan

−1, jos nuoliej on piirissäCi ja sen suunta on kiertosuunnalle vastakkainen

0 muuten.

Esimerkki. Suunnatun graafin

v1

e4

e1 v2

e2 e3

v3

piirit ovat

v1

e4

e1 v2

e3

v3

C1

v1

e4

e1 v2

e2

v3

C2

v2

e2 e3

v3

C1

ja piirimatriisi on
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e1 e2 e3 e4

B =





1 0 −1 1
−1 1 0 −1
0 −1 1 0





C1

C2

C3

Jos graafiG on yhtenäinen (ja siinä on piirejä), sillä on virittävä vastapuuT ∗ ja siihen
liittyvät peruspiirit. Poimimalla näitä vastaavat piirimatriisinB rivit saadaan(m− n+1)×m-
matriisiBf , ns.peruspiirimatriisi.Samoin suunnatulla yhtenäisellä graafillaG (jolla on piirejä)
on peruspiirimatriisi: peruspiirin suunta valitaan vastaavanT ∗:n siteen (nuolen) suuntaiseksi.

Kun järjestetäänG:n viivat (nuolet) siten, ettäT ∗:n siteet ovat viimeksi jossain järjestyk-
sessä ja peruspiirit asetetaan sitten siteiden antamaan järjestykseen, saadaan peruspiirimatriisi
muotoon

Bf =
(

Bft Im−n+1

)

,

missäIm−n+1 onm− n + 1-rivinen identiteettimatriisi.Bf :n rangi on siism− n + 1 = µ(G)
jaB:n rangi on≥ m− n + 1.

Esimerkki. (Jatkoa) Jätetäänv3 pois, jotta saadaan yhtenäinen graafi (ks. sivu 33) ja käytetään
virittävää puuta

v1 v2

v4

e3

e1

T:

Peruspiirit ovat silloin

v1 v2

e1

e2

C1

v1

v4

e3 e4 C2

v1 v2

v4

e3

e1

e5

C3

ja

e1 e3 e2 e4 e5

Bf =





1 0 1 0 0
0 −1 0 1 0
−1 −1 0 0 1





C1

C2

C3
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Lause 4.3.Suunnatun graafin suunnistetulla irrotuksella ja suunnistetulla piirillä on parillinen
määrä2k yhteisiä nuolia. Näistäk:lla nuolella on irrotuksen ja piirin suunta sama ja lopuilla
k:lla nuolella eri.

Todistus.Vrt. Lauseen 2.6 todistus.

Lause 4.4.DigraafilleBQT = O (nollamatriisi).

Todistus.Edellisen lauseen nojalla matriisitulonBQT alkioita vastaavissa pistetuloissa nollasta
eroavista yhteenlaskettavista on puolet+1:siä ja toinen puoli−1:siä, joten ne ovat= 0.

Lause 4.5.Jos digraafissaG on piirejä, niin sen piirimatriisinB rangi on µ(G). Edelleen,
josG on yhtenäinen, niinB voidaan kirjoittaa muotoonB = B2Bf , missä matriisissaB2 on
alkioina 0:ia ja ±1:siä, ja irrotusmatriisiQ voidaan kirjoittaa muotoonQ = Q1Qf , missä
matriisissaQ1 on alkioina0:ia ja ±1:siä.

Todistus.Tarkastellaan ensin tapausta, missäG on yhtenäinen. ValitaanG:n virittävä puuT
ja kirjoitetaanG:n nuolet (m kappaletta) sellaiseen järjestykseen, missä ensiksi tulevat T :n
oksat ja viimeksiT ∗:n siteet. Kirjoitetaan sitten perusirrotusjoukotT :n oksien järjestykseen
ja peruspiiritT ∗:n siteiden järjestykseen. Silloin

Qf =
(

In−1 Qfc

)

ja Bf =
(

Bft Im−n+1

)

.

MyösB voidaan lohkoa vastaavasti:

B =
(

B1 B2

)

.

KoskaQf onQ:n alimatriisi jaBf onB:n alimatriisi, seuraa Lauseesta 4.4, että

O = BfQ
T
f =

(

Bft Im−n+1

) (

In−1 Qfc

)T
=

(

Bft Im−n+1

)

(

In−1

QT
fc

)

= BftIn−1 + Im−n+1Q
T
fc = Bft +QT

fc.

Näin ollen
Bft = −Q

T
fc.

Edelleen, koska siisQf onQ:n alimatriisi, on samaisen lauseen nojalla

O = BQT
f =

(

B1 B2

) (

In−1 Qfc

)T
=

(

B1 B2

)

(

In−1

QT
fc

)

= B1In−1 +B2Q
T
fc = B1 −B2Bft.

Näin ollen
B =

(

B2Bft B2

)

= B2

(

Bft Im−n+1

)

= B2Bf ,

kuten väitettiin. Samalla tavoin voidaan näyttää, ettäQ voidaan kirjoittaa väitettyyn muotoon
Q = Q1Qf , mikä on selvää myös muuten, koskaQ:n rangi onn− 1 ja alkiot0:ia ja±1:iä.

JokainenB:n rivi on siis peruspiirejä vastaavien rivien lineaariyhdelmä jaB:n rangi on enin-
tään Bf :n rangi = m − n + 1. Toisaalta, kuten aikaisemmin todettiin,B:n rangi on
≥ m− n + 1. Siis rank(B) = m− n+ 1 (= µ(G)) yhtenäiselle digraafille.

Epäyhtenäisen digraafinG (jossa on piirejä) tapauksessa jaetaanG komponentteihinsa
(k ≥ 2 kappaletta) ja piirimatriisiB lohkoihin komponentteja vastaavasti (vrt. Lauseen 4.1
Seurauksen todistus), jolloin

rank(B) =
k

∑

i=1

(mi − ni + 1) = m− n+ k = µ(G).

Huomaa ”sivutuloksena” tullut kaavaBft = −Q
T
fc, joka liittää perusirrotusmatriisin ja pe-

ruspiirimatriisin toisiinsa.
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4.4 Sovellus: Stationääriset lineaariset verkot

Stationäärinen lineaarinen verkkoon suunnattu graafiG, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. G on yhtenäinen.

2. G:n jokainen nuoli on jossain piirissä jaG:ssä ei ole silmukoita.

3. G:n jokaiseen nuoleenej liittyy numeerinen suure, ns.läpisuureij . JosG:ssä onm nuolta,
merkitään

i =







i1
...
im







(läpivektori).

4. G:n jokaiseen pisteeseenvi liittyy numeerinen suurepi, ns.potentiaali.Edelleen jokai-
seenG:n nuoleenej = (vi1 , vi2) liittyy ns. poikkisuure

uj = pi2 − pi1.

JosG:ssä onn pistettä jam nuolta, merkitään

p =







p1
...
pn






ja u =







u1
...
um







(potentiaalivektorija poikkivektori). (Potentiaaleja ei useinkaan tarvita.)

5. G:n jokainen nuoliej on vaihtoehtoisesti

(a) ns.komponentti1, jolloin siihen liittyy luku rj. rj on vakio (6= 0) (stationäärisyys) ja
em. suureet liittyvät toisiinsa yhtälöllä

uj = ijrj (lineaarisuus).

(b) ns.läpilähde,jolloin siihen liittyvä läpisuureij on ennalta kiinnitetty.

(c) ns.poikkilähde,jolloin siihen liittyvä poikkisuureuj on ennalta kiinnitetty.

6. (Kirchhoffin laki läpisuureille) JokaisenG:n suunnistetun irrotuksen läpisuureiden sum-
ma on= 0, kun irrotus tulkitaan nuolijoukoksi ja suure otetaan summaan mukaan sellaise-
naan, mikäli vastaavan nuolen ja irrotuksen suunnat ovat samat, ja vastakkaismerkkisenä
muuten.

7. (Kirchhoffin laki poikkisuureille) JokaisenG:n suunnistetun piirin poikkisuureiden sum-
ma on= 0, kun suure otetaan summaan mukaan sellaisenaan, mikäli vastaavan nuolen ja
piirin suunnat ovat samat, ja vastakkaismerkkisenä muuten.

Esimerkki. Tyypillinen esimerkki stationäärisestä lineaarisesta verkosta on lineaarinen resis-
tiivinen virtapiiri, jossa on vakiovirta- ja jännitelähteitä. Komponentti on silloin resistori jarj
on resistanssi. Ehto 5.(a) on Ohmin laki.

1Ei pidä sekoittaa graafin komponenttiin!
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Muodostetaan stationääriselle lineaariselle verkolleG jokin virittävä puuT ja sitä kautta
perusirrotusmatriisiQf sekä peruspiirimatriisiBf . Järjestetään näissä sekä vektoreissai ja u
nuolet kuten tehtiin edellä eli siten, että ensin tulevatT :n oksat ja sittenT ∗:n siteet. Kirchhoffin
lait voidaan silloin kirjoittaa muotoon

Qi = 0 ja Bu = 0.

Toisaalta perusirrotusmatriisinQf rivit generoivat lineaarisesti kaikkiQ:n rivit ja vastaavasti
peruspiirimatriisinBf rivit generoivat kaikkiB:n rivit. Niinpä Kirchhoffin lait voidaan kirjoittaa
ekvivalenttiin muotoon

Qf i = 0n−1 ja Bfu = 0m−n+1.

Muodostetaan vielä lävistäjämatriisitK = ⌈k1, . . . , km⌋ jaL = ⌈ℓ1, . . . , ℓm⌋, missä

kj =











−rj , josej on komponentti

1, josej on läpilähde

0, josej on poikkilähde

ja ℓj =











1, josej on komponentti

0, josej on läpilähde

1, josej on poikkilähde,

sekäm-vektoris = (s1, . . . , sm)
T, missä

sj =











0, josej on komponentti

ij , josej on läpilähde

uj, josej on poikkilähde.

Silloin kaikki tieto voidaan kirjoittaa lineaariseksi yhtälöryhmäksi




K L
Qf O(n−1)×m

O(m−n+1)×m Bf





(

i
u

)

=





s
0n−1

0m−n+1



 ,

ns.perusyhtälöt,josta (ideaalisesti) läpi- ja poikkisuureet voidaan ratkaista, kun luvutrj ja läpi-
sekä poikkilähteet on annettu.

Huomautus. Vastaavanlaista menettelyä voidaan soveltaa tilayhtälöiden (differentiaaliyhtä-
löiden) muodostamiseksi, kun verkossa ondynaamisiakomponentteja ja lähteitä.

Yhtälöryhmän matriisin ei tarvitse olla ei-singulaarineneikä ryhmällä tarvitse olla yksikäsit-
teistä ratkaisua lainkaan! Yhtälöryhmän matriisista näkee esimerkiksi melko suoraan, että se
on singulaarinen, jos jokin piiri muodostuu vain poikkilähteistä tai jos jokin irrotus muodostuu
vain läpilähteistä. Itse asiassa tämä on kuitenkin ainoa tilanne, jossa läpi- ja poikkisuureet eivät
määräydy yksikäsitteisesti, jos vakiotrj ovat samanmerkkisiä reaalilukuja (ja usein muutenkin).

Asian tarkemmaksi tutkimiseksi valitaan ensin käytetty virittävä puuT sopivasti:

Apulause. Jos mikäänG:n irrotus ei muodostu pelkistä läpilähteistä eikä mikään sen piiri muo-
dostu pelkistä poikkilähteistä, niinG:llä on sellainen virittävä puuT , että kaikki poikkilähteet
ovatT :n oksia ja kaikki läpilähteet ovatT ∗:n siteitä.

Todistus.JosG toteuttaa mainitun oletuksen, valitaan ensin lähtökohdaksi digraafiM , jossa
ovat kaikkiG:n pisteet ja poikkilähteet (nuolet). Tässä digraafissa ei ole piirejä. Lisätään sit-
tenM :ään yksitellen komponentteja pyrkien virittävään puuhun. Jos tämä ei jossain vaiheessa
onnistuisikaan, onG:llä irrotus, jossa on vain läpilähteitä, mikä ei ole mahdollista.
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Oletetaankin nyt, että mikäänG:n irrotus ei muodostu pelkistä läpilähteistä eikä mikään sen
piiri muodostu pelkistä poikkilähteistä, ja otetaan käyttöön Apulauseessa mainittu virittävä puu
T . JärjestetäänG:n nuolet vielä siten, että (edellä olevaan tapaan)T :n oksat tulevat ensin ja
näistä oksista poikkilähteet tulevat ennen komponentteja. Vastaavasti järjestetään siteet siten,
että komponentit tulevat ensin ja läpilähteet viimeksi.

Yo. 2m yhtälön ryhmä voidaan silloin kirjoittaa lohkottuna muotoon
























O O O O I O O O
O −R1 O O O I O O
O O −R2 O O O I O
O O O I O O O O
I O Q11 Q12 O O O O
O I Q21 Q22 O O O O
O O O O B11 B12 I O
O O O O B21 B22 O I

















































i1
i2
i3
i4
u1

u2

u3

u4

























=

























s1
0
0
s2
0
0
0
0

























← poikkilähteet (oksissa)
← komponentit (oksissa)
← komponentit (siteissä)
← läpilähteet (siteissä)
← perusirrotusjoukot (poikkilähteet)
← perusirrotusjoukot (komponentit)
← peruspiirit (komponentit)
← peruspiirit (läpilähteet)

missäI:t ovat sopivankokoisia identiteettimatriiseja,O:t sopivankokoisia nollamatriiseja ja0:t
sopivanpituisia nollavektoreita.

Huomautus. Tässä oletetaan, ettäG:ssä on kaikkia neljää esiintyvää nuolityyppiä (poikkiläh-
de- ja komponenttioksat, läpilähde- ja komponenttisiteet). Muussa tapauksessa (esimerkiksi jos
ei ole läpilähteitä) jätetään vastaavat lohkorivit ja -sarakkeet sekä vektorien alkiot pois. Nämä
tapaukset käsitellään vastaavasti.

Suoraan ratkaisemalla saadaan

u1 = s1 , u2 = R1i2 , u3 = R2i3 , i4 = s2,

joten voidaankin siirtyä yhtälöryhmään








I O Q11 O
O I Q21 O
O B12R1 R2 O
O B22R1 O I

















i1
i2
i3
u4









= −









Q12s2
Q22s2
B11s1
B21s1









.

Siispä

i1 = −Q11i3 −Q12s2 , i2 = −Q21i3 −Q22s2 , u4 = −B22R1i2 −B21s1.

Edellisen pykälän tuloksista saadaan vielä yhtälö

Bft =

(

B11 B12

B21 B22

)

= −QT
fc = −

(

Q11 Q12

Q21 Q22

)T

=

(

−QT
11 −Q

T
21

−QT
12 −Q

T
22

)

,
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jotenB11 = −Q
T
11 jaB12 = −Q

T
21 ja jäljelle jää lopulta vain yhtälöryhmäi3:lle:

(QT
21R1Q21 +R2)i3 = QT

11s1 −QT
21R1Q22s2.

Tämän yhtälöryhmän matriisi2 voidaan kirjoittaa muotoon

QT
21R1Q21 +R2 =

(

QT
21 I

)

(

R1 O
O R2

)(

Q21

I

)

,

josta välittömästi näkyy, että se on ei-singulaarinen, josR1:n jaR2:n lävistäjäalkiot ovat kaikki
negatiivilukuja tai kaikki positiivilukuja.

Näin saadaan

Lause 4.6.Jos vakiotrj ovat samanmerkkisiä reaalilukuja, niin stationäärisen lineaarisen ver-
kon perusyhtälöillä on yksikäsitteinen ratkaisu tarkalleen siinä tapauksessa, että mikään verkon
irrotus ei muodostu pelkistä läpilähteistä eikä mikään senpiiri muodostu pelkistä poikkilähteis-
tä.

Edellä olevasta havaitaan myös yleisestikin, että niiden yhtälöiden määrä, jotka pitää ratkaista
(numeerisesti), on huomattavasti pienempi kuin2m.

Esimerkki. Vakiotaajuiset virtapiirit (vaihtovirtapiirit), joissaon resistansseja, kapasitansseja
ja induktansseja, voivat myös olla stationäärisiä lineaarisia verkkoja. (Lause 4.6 ei niitä koske.)
Alla olevassa virtapiirissäR = 10 Ω, C = 100 µF, L = 10 mH ja virtalähde on

I = 10 cos(1000t) A.

I R

R

L

C

Vastaava kompleksivirta on10ej1000t, missäj on imaginääriyksikkö. (Kulma)taajuus on siis
ω = 1000 rad/s. Jännitelähteitä ei ole. Vastaava digraafi on

v3
e5

v1

e3

v2

e2

e4

e1

2Matriisia kutsutaanimpedanssimatriisiksi.Vastaava matriisi voitaisiin koota myös käyttäen peruspiirimatriisin
lohkoja, silloin sitä kutsutaanadmittanssimatriisiksi.
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Virrat ja jännitteet kirjoitetaan kompleksimuotoonsaik = Ike
j1000t ja uk = Uke

j1000t, jolloin
virtalähde oni5 = s5 = 10ej1000t. Luvutrk saadaan tutuista impedanssilaeista

r1 = r4 = R = 10 , r3 =
1

jωC
= −10j , r2 = jωL = 10j.

Valitaan virittävän puunT oksiksie1 ja e2. Lineaarisuudesta johtuen yhtälöryhmistä supistuu
pois eksponenttitekijäej1000t ja saadaan ryhmä

































−10 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 −10j 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 10j 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 −10 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 −1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 1

































































I1
I2
I3
I4
I5
U1

U2

U3

U4

U5

































=

































0
0
0
0
10
0
0
0
0
0

































.

Huomaa, että pois on jätetty oksissa olevien poikkilähteiden osuus, sillä sellaisia ei ole. Tämä
ryhmä on niin pieni, että se on helposti ratkaistavissa esimerkiksi Matlabilla:

»H=[-10 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ;
0 -10*j 0 0 0 0 1 0 0 0 ;
0 0 10*j 0 0 0 0 1 0 0 ;
0 0 0 -10 0 0 0 0 1 0 ;
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ;
1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 ;
0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 ;
0 0 0 0 0 -1 0 1 0 0 ;
0 0 0 0 0 -1 1 0 1 0 ;
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1];

»s=[0 0 0 0 10 0 0 0 0 0]’;
»UV=inv(H)*s;
»[UV angle(UV) abs(UV)]

ans =

-6.0000 + 2.0000i 2.8198 6.3246
-2.0000 + 4.0000i 2.0344 4.4721
-2.0000 - 6.0000i -1.8925 6.3246
-2.0000 + 4.0000i 2.0344 4.4721
10.0000 0 10.0000

-60.0000 +20.0000i 2.8198 63.2456
-40.0000 -20.0000i -2.6779 44.7214
-60.0000 +20.0000i 2.8198 63.2456
-20.0000 +40.0000i 2.0344 44.7214
-60.0000 +20.0000i 2.8198 63.2456

Näin esimerkiksi virtalähteen yli vaikuttava kompleksijännite on

u5 = U5e
j1000t = 63.25ej(1000t+2.82)

ja reaalinen jännite63.25 cos(1000t+ 2.82) V.

Kirchhoffin läpilaki voidaan myös kirjoittaa muotoon

Ai = 0n,

missäA onG:n täysi insidenssimatriisi. Edelleen voidaan kirjoittaa

ATp = −u.
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Näin ollen
u • i = uTi = −pTAi = 0.

Tämä tulos riippuuG:stä vain sen digraafirakenteen (eli täyden insidenssimatriisin) kautta. Näin
saadaan kuuluisa

Lause 4.7. (Tellegenin lause)Jos kahdella stationäärisellä lineaarisella verkolla on sama di-
graafi, vastaavat läpivektorit ovati1 sekäi2 ja vastaavat poikkivektorit ovatu1 sekäu2, niin

u1 • i2 = 0 ja u2 • i1 = 0.

Sovellettuna tilanteeseen, jossa Tellegenin lauseessa mainitut kaksi verkkoa ovat samat (= G
edellä), saadaan yhtälö

u • i = 0,

ns. verkonenergian säilymislaki.

Huomautus. Huomattavasti laajemmin asiaa käsittelee esimerkiksiSWAMY & T HULASIRA-
MAN tai VÁGÓ, ks. myösDOLAN & A LDOUS.

4.5 Matriisit yli GF(2):n ja graafien lineaariavaruudet

Joukko{0, 1} on ns.kunta(ts. tottelee samoja laskusääntöjä kuin reaaliluvut), josyhteen- ja
kertolasku määritellään seuraavasti:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

× 0 1
0 0 0
1 0 1

Tällöin siis−1 = 1 ja 1−1 = 1. Kyseessä on kuntaGF(2).
Jos ajatellaan (”suuntaamattoman”) graafin (täyden) insidenssimatriisin, irrotusmatriisin,

perusirrotusmatriisin, piirimatriisin sekä peruspiirimatriisin alkioiksiGF(2):n 0 ja 1, pätevät
Lause 4.1 ja sen Seuraus, Lause 4.2 ja sen Seuraus, Lause 4.4 sekä Lause 4.5 myös ”suuntaa-
mattomille” graafeille. (Muista:−1 = 1 kunnassaGF(2).) Todistukset ovat samat.

Graafin tapauksessa lineaariavaruudet ovat yli kunnanGF(2), digraafin tapauksessa ne ovat
reaalisia (eli yli kunnanR). (Di)graafin irrotusmatriisin riviavaruus on (di)graafinirrotusava-
ruus.Vastaavasti sen piirimatriisin riviavaruus onpiiriavaruus. Irrotusavaruuden dimensio on
(di)graafin rangi ja piiriavaruuden dimensio on sen nulliteetti. Lisäksi digraafin irrotusavaruus
ja piiriavaruus ovat toistensa ortogonaaliset komplementit. (Kaikki tämä seuraa suoraan eo. tu-
loksista.)

Usein ajatellaan yo. avaruuksia aligraafien kautta, ts. samaistetaan vektori vastaavien vii-
vojen (nuolien) generoimaan aligraafiin. ”Suuntaamattomien” graafien tapauksessa vektorien
GF(2):n yhteenlaskua vastaa tällöin rengassumma.



Luku 5

GRAAFIEN ALGORITMIT

5.1 Algoritmien vaativuusteoriaa

Laskennallinen vaativuuseli kompleksisuusliittyy tehtävien laskennalliseen ratkaisemiseen tar-
vittaviin resursseihin verrattuna tehtävän kokoon. Tehtävän kokoa mitataan syötteen pituudella
N , resurssit taas ovat yleensä aika (laskenta-askelten lukumäärä) tai tila (laskennan käyttämä
maksimaalinen muistitila sopivasti mitattuna). Usein tehtävät ovat ns.tunnistustehtäviä,joissa
ratkaisu on kyllä-vastaus. Hyvä viite klassisen kompleksisuusteorian osalta on HOPCROFT&
MOTWANI & U LLMAN .

Jotta vaativuus saadaan yhteismitalliseksi, pitää sopia tietty algoritmin matemaattinen mal-
li, esimerkiksi Turingin koneilla laskeminen, ks. kurssi Theoretical Computer Science tai Mat-
hematical Logic Algoritmimalleista on käytettävissädeterministinenversio, missä algoritmilla
ei ole valinnanmahdollisuuksia, jaepädeterministinenversio, missä algoritmin seuraava askel
saattaa olla valittavissa useista mahdollisista askelista. Jotta epädeterministisen algoritmin voi-
taisiin sanoa ratkaisevan tehtävän, pitää tehdä seuraavatoletukset:

1. Algoritmi pysähtyy, valitaanpa askelet miten tahansa.

2. Algoritmi voi pysähtyä tilaan, jossa se ei ole ratkaissuttehtävää.

3. Kun algoritmi pysähtyy tilaan, jossa se antaa ratkaisun,niin ratkaisun pitää olla oikea
(ratkaisuja voi tällöin olla useitakin).

4. Tunnistustehtävissä tapaus, missä algoritmi ei anna yhtään kyllä-vastausta, tulkitaan ei-
vastaukseksi.

5. Jos tehtävänä on laskea jonkin syötteen funktion arvo, niin epädeterministisen algoritmin
on jokaisella syötteellä annettava ratkaisu (funktion arvo).

Epädeterministinen algoritmi onkin useimmiten parhaitenajateltavissa ratkaisuntodennusme-
netelmäksi,ei sen tuottamismenetelmäksi.

Vaativuutta tarkastellaan pääosinasymptoottisena,ts. suurten tehtävien osalta, eikä vakio-
kertoimella eroavia aika-/tilakompleksisuuksia erotetatoisistaan, lineaarinen kiihdytys ja tilan
pakkaus kun ovat helppoja saada aikaan missä tahansa algoritmimallissa. Vaikka algoritmimal-
lin valinnalla on selvä merkitys vaativuuteen, sillä ei oleoleellista merkitystä, ts. se ei muuta
vaativuusluokkia, joihin tehtävät vaativuutensa perusteella jaetaan. Usein vaativuus annetaan
kertalukuarviomuodossaeli ns.O-notaatiolla.Silloin O(f(N)) tarkoittaa kollektiivisesti sel-
laista funktiotag(N), että jostain rajastaN ≥ N0 lähtien|g(N)| ≤ Cf(N), missäC on jokin
vakio.

47
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Menemättä sen tarkemmin algoritmimalleihin määritelläänmuutama keskeinen komplek-
sisuusluokka. AikakompleksisuusluokkaP (deterministisesti polynomiaikaiset tehtävät) muo-
dostuu niistä tehtävistä, joissaN-pituisen probleeman (syötteen) ratkaisemiseen deterministi-
sellä algoritmilla kuluu enintäänp(N) askelta, missäp on jokin (tehtävästä riippuva)N :n po-
lynomi. AikakompleksisuusluokkaNP (epädeterministisesti polynomiaikaiset tehtävät) taas
muodostuu niistä tehtävistä, joissaN-pituisen probleeman ratkaisemiseen epädeterministisel-
lä algoritmilla kuluu enintäänp(N) askelta, missäp on jokin (jälleen tehtävästä riippuva)N :n
polynomi.

Aikakompleksisuusluokkaco−NP (komplementäärisesti epädeterministisesti polynomiai-
kaiset tehtävät) taas muodostuu niistä tunnistustehtävistä, joiden komplementti onNP:ssä.
(Probleemankomplementtisaadaan, kun kyllä- ja ei-vastaukset vaihdetaan keskenään.)

IlmeisestiP ⊆ NP ja (tunnistustehtävien osalta)P ⊆ co−NP. Onko kumpikaan näistä
sisältymisistä aito, on avoin probleema (ja hyvin kuuluisasellainen!). Yleisesti uskotaan, ettei
kumpikaan ole yhtäläisyys. Myöskään ei tiedetä, onko (tunnistustehtävien osalta) kumpikaan
yhtälöistä

NP = co−NP tai P = NP ∩ co−NP

voimassa, yleisesti kuitenkin uskotaan, ettei ole.
TilakompleksisuusluokkaPSPACE (deterministisesti polynomitilaiset tehtävät) muodos-

tuu niistä tehtävistä, joissaN-pituisen probleeman (syötteen) ratkaisemiseen deterministisellä
algoritmilla tarvitaan enintäänp(N) muistiyksikköä, missäp on jokin (tehtävästä riippuva)N :n
polynomi. TilakompleksisuusluokkaNPSPACE (epädeterministisesti polynomitilaiset tehtä-
vät) taas muodostuu niistä tehtävistä, joissaN-pituisen probleeman ratkaisemiseen epädetermi-
nistisellä algoritmilla kuluu enintäänp(N) muistiyksikköä, missäp on jokin (jälleen tehtävästä
riippuva)N :n polynomi. Tiedetään, että

NP ⊆ PSPACE = NPSPACE ,

mutta ei sitä onko sisältyminen aito.
Algoritmissa saattaa olla mukana ideaalisen satunnaisluvun generointi, jolloin algoritmi on

probabilistineneli stokastinen.Vastaava polynomiaikainen kompleksisuusluokka onBPP (sa-
tunnaisesti polynomiaikaiset tehtävät). Stokastinen algoritmi saattaa satunnaisesti epäonnistua,
ts. se ei tuota lainkaan tulosta ja luopuu tehtävän ratkaisemisesta. Tällaisia algoritmeja kutsu-
taanLas Vegas -algoritmeiksi.Stokastinen algoritmi saattaa toisaalta toisinaan (ideaalisesti pie-
nellä todennäköisyydellä) tulostaa väärän ratkaisun, tällaisia algoritmeja kutsutaan puolestaan
Monte Carlo -algoritmeiksi.Vielä stokastinen algoritmi saattaa vain harvoin tuottaa tarkan rat-
kaisun, mutta kuitenkin suurella todennäköisyydellä lähellä tarkkaa olevan ratkaisun. Tällaiset
algoritmit ovat ns.approksimaatioalgoritmeja.

Algoritmin tehtävä saattaa olla yhden tehtävän probleemankonvertoiminen toisen tehtä-
vän probleemaksi, tällöin puhutaanreduktiosta.Jos tehtäväA saadaan redusoiduksi toisek-
si tehtäväksiB käyttäen (deterministisessä) polynomiajassa toimivaa reduktiota, saadaanB:n
polynomiaikaisesta algoritmistaA:lle polynomiaikainen algoritmi. Tehtävän sanotaan olevan
NP-kova,jos jokainenNP:n tehtävä voidaan redusoida siihen polynomiaikaisella algoritmilla.
NP-kova tehtävä onNP-täydellinen,jos se on itseNP:ssä.NP-täydellinen tehtävä on siinä
mielessä ”pahin mahdollinen”, että jos se voitaisiin näyttää deterministisesti polynomiaikaisek-
si, niin kaikkiNP:n tehtävät olisivatP:ssä jaP = NP. NP-täydellisiä tehtäviä tunnetaan
nykyään toistatuhatta (laskentatavasta riippuen enemmänkin).

Vanha tehtävien jako laskenta-ajan puolesta käytännössä mahdollisiin eli selviäviin (trac-
table) ja liian aikaaviepiin eliselviämättömiin(intractable) on se, ettäP:n tehtävät ovat selviä-
viä ja muut selviämättömiä. Koska yleisesti uskotaan, ettäP 6= NP, olisivatNP-täydelliset
tehtävät näin selviämättömiä.
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Jatkossa tarkasteltavat graafialgoritmit ovat jokoP:ssä tai sitten vaativampia tehtäviä ap-
proksimoivia algoritmeja. Syötteen (graafin) koko voi ollaesimerkiksi sen insidenssimatriisin
esittämiseen tarvittavien merkkien lukumäärä tai sitten vain pisteiden lukumäärän tai viivojen
lukumääräm tai n +m, tms.

5.2 Saavutettavuus: Warshallin algoritmi

Tässä pykälässä tarkastellaan vain suunnattuja graafeja.Tulokset pätevät kuitenkin myös ”suun-
taamattomille” graafeille, kun viiva aina tulkitaan vastakkaissuuntaisten nuolten pariksi.

Tehtävä. Annetaan digraafiG = (V,E) vieruspistematriisin avulla. LaskettavaG:n saavutet-
tavuusmatriisiR = (rij), missä

rij =

{

1, josG:ssä on suunnattuvi–vj-polku

0 muuten.

(Tässä tietystiV = {v1, . . . , vn}.) Huomaa erityisesti, että josrii = 1, niin vi on suunnatussa
piirissä.

Warshallin algoritmikonstruoin× n-matriisien jononE1, . . . ,En, missä

1. Ei:n alkiot ovat nollia ja ykkösiä.

2. Ei ≤ Ei+1 (i = 0, . . . , n− 1) (vertailu alkioittain).

3. E0 saadaan vieruspistematriisistaD vaihtamalla sen positiiviset alkiot ykkösiksi.

4. En = R.

Algoritmi pseudokoodina esitettynä on seuraava:

procedure Warshall
begin

E := E0

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do

if (E)ji = 1 then for k := 1 to n do
(E)jk := max((E)jk, (E)ik)

fi
od

od
end

Tässä yhteydessä maksimointioperaatiota kutsutaan useinBoolen summaksi:

max 0 1
0 0 1
1 1 1

Näytetään, että Warshallin algoritmi tuottaa halutun tuloksen. MerkitäänEi:llä E:n arvoa,
kun arvoai vastaava osa on saatu valmiiksi.
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Väite. (i) Jos pisteestävs on pisteeseenvt sellainen suunnattu polku, että siinävs:n ja vt:n
lisäksi esiintyy vain pisteitäv1, . . . , vi, niin (Ei)st = 1.

(ii) Jos pistevs on suunnatussa piirissä, jonka muut pisteet ovat joukossa{v1, . . . , vi}, niin
(Ei)ss = 1.

Todistus.Käytetään induktiotai:n suhteen.
Induktion lähtökohta: i = 1. Nyt (E1)st = 1, jos joko(E0)st = 1 tai sitten(E0)s1 = 1 ja

(E0)1t = 1. Tilanne on jokin allaolevista:

s  t: vs vt vs v1

vt

s = t: vs vs v1

Induktio-oletus: Väite on oikea, kuni < ℓ. (ℓ ≥ 2)
Induktioväite: Väite on oikea, kuni = ℓ.
Induktioväitteen todistus: Käsitellään väitteen molemmat kohdat yhdessä. Kohtaa (ii) kos-

keva osa annetaan hakasuluissa. Saadaan kaksi tapausta:

• vℓ on mainitulla suunnatulla polulla [vast. mainitussa suunnatussa piirissä], muttaℓ 6= s, t
[vast.ℓ 6= s]. Silloin induktio-oletuksen nojalla

(Eℓ−1)sℓ = 1 ja (Eℓ−1)ℓt = 1 [vast. (Eℓ−1)sℓ = 1 ja (Eℓ−1)ℓs = 1],

joten(Eℓ)st = 1 [vast.(Eℓ)ss = 1].

• vℓ on jokovs tai vt [vast.vℓ on vs] tai sittenvℓ ei ole ollenkaan koko suunnatulla polulla
[vast. suunnatussa piirissä]. Silloin induktio-oletuksen nojalla

(Eℓ−1)st = 1 [vast. (Eℓ−1)ss = 1],

joten(Eℓ)st = 1 [vast.(Eℓ)ss = 1].

Warshallin algoritmin suorituksessa operaatiomax suoritetaan enintäänn3 kertaa.

5.3 Etsintä: Syvyysetsintä ja leveysetsintä

Tehtävä. Käytävä läpi annettu (di)graafi tietynlaisten pisteiden tai viivojen (nuolien) tms. löy-
tämiseksi (etsintä).

Jatkossa oletetaan (di)graafin olevan yhtenäisen ja silmukattoman. Tarvittaessa voidaan epäyh-
tenäisen (di)graafin komponentit käydä läpi erikseen ja poistaa tai jättää huomiotta silmukat.

Syvyysetsintä(depth–first-etsintä, DF-etsintä) on yleiskäyttöinen etsintämenetelmä. Menet-
tely on hieman erilainen graafeille ja digraafeille, jotenkatsotaan nämä erikseen.
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Suuntaamaton graafi

Valitaan graafistaG lähtöpister (juuri), josta etsintä aloitetaan. Sitten valitaan jokin viiva
e = (r, v) ja mennään pisteeseenv. Samalla viivae suunnataanr:stäv:hen. Viivane sanotaan
olevan nyttarkastettuja sitä sanotaanpuuviivaksi.Pistettär sanotaan pisteenv isäksi,merkitään
r = ISÄ(v).

Etsintää jatketaan. Yleisesti, kun ollaan menossa pisteessäx, on kaksi tapausta:

(1) Jos kaikki viivat, joiden päätepistex on, on jo tarkastettu, palataanx:n isäänISÄ(x).
Pisteenx sanotaan tällöin olevantäysin käsitelty.

(2) Jos joitain viivoja, joiden päätepistex on, ei ole vielä tarkastettu, niin valitaan jokin niistä,
sanotaane = (x, y), ja suunnataan sex:stäy:hyn. Viivane sanotaan nyt olevantarkastet-
tu. Saadaan kaksi alatapausta:

(2.1) Josy:ssä ei ole aikaisemmin käyty, niin jatketaan etsintääy:stä. Viivae on nytpuu-
viiva ja ISÄ(y) = x.

(2.2) Josy:ssä on jo käyty, niin viivaae sanotaanpaluuviivaksi.Etsintää jatketaanx:stä.

Joka kerran kun tullaan uuteen pisteeseen, jossa ei ole aikaisemmin käyty, annetaan sille juok-
seva numero. Juuren numero on1. Merkitään

DFN(x) = pisteenx juokseva numero.

Syvyysetsintä päättyy, kun palataan juureen ja on käyty läpi kaikki pisteet (tai kun haluttua
tyyppiä oleva piste/viiva tms. on löytynyt).

Loppuun asti vietynä syvyysetsintä jakaa viivat puuviivoihin ja paluuviivoihin. Selvästi puu-
viivat muodostavatG:n virittävän puun, ns.DFS-puun.Jos puuviivojen suunnat otetaan mu-
kaan, saadaansuunnattu DFS-puu.Syvyysetsintä suuntaa kaikki graafinG viivat. Kun nämä
suunnat otetaan mukaan, saadaan digraafi, jonka alusgraafi on G ja jonka virittävä suunnattu
puu saatu suunnattu DFS-puu on.

Esimerkki. Graafin

syvyysetsintä vasemmalla ylhäällä olevasta juuresta käsin etenee seuraavasti (paluuviivoja
merkitään kahdella poikkiviivalla):
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Seuraavassa

K(x) =

{

0, jos pisteessäx ei ole käyty

1, jos pisteessäx on käyty

ja PUU sekäPALUU ovat joukkomuuttujia, joihin kerätään puuviivat sekä paluuviivat suun-
nattuina.

Syvyysetsintä graafeille:

1. AsetetaanPUU ← ∅, PALUU ← ∅ ja i ← 1. JokaiselleG:n pisteellex asetetaan
ISÄ(x)← 0 jaK(x)← 0.

2. Valitaan pister, jolle K(r) = 0 (tämä ehto tarvitaan vain epäyhtenäisille graafeille, ks.
kohta 6.). AsetetaanDFN(r)← i, K(r)← 1 ja u← r.
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3. Jos kaikki viivat, joiden päätepiste onu, on jo tarkastettu, mennään kohtaan 5. Muutoin
valitaan viivae = (u, v), jota ei ole tarkastettu.

4. Suunnataan viivae u:stav:hen ja merkitään se tarkastetuksi.

4.1 JosK(v) = 0, niin asetetaani ← i + 1, DFN(v) ← i, PUU ← PUU ∪ {e},
K(v)← 1, ISÄ(v)← u ja u← v. Mennään kohtaan 3.

4.2 JosK(v) = 1, asetetaanPALUU← PALUU ∪ {e} ja mennään kohtaan 3.

5. JosISÄ(u) 6= 0, niin asetetaanu← ISÄ(u) ja mennään kohtaan 3.

6. (Vain epäyhtenäisille graafeille, jotta päästään vaihtamaan komponenttia.) Jos on sellai-
nen pister, ettäK(r) = 0, asetetaani← i+ 1 ja mennään kohtaan 2.

7. Lopetetaan.

Merkitään saatua suunnattua DFS-puutaT :llä ja G:stä saatua suunnattua graafia~G:llä. T
on silloin ~G:n virittävä suunnattu puu. Jos pisteestäu on T :ssä suunnattu polku pisteeseenv,
sanotaanu:ta v:n esi-isäksija v:tä sanotaanu:n jälkeläiseksi.Pisteetu ja v ovat sukulaiset,
jos toinen niistä on toisen esi-isä. Erityisesti, jos(u, v) on T :n nuoli, niinu on v:n isä jav on
u:n poika.G:n (mahdollisia) sellaisia viivoja(u, v), missäu ja v eivät ole sukulaiset, sanotaan
poikkiviivoiksi.Mutta itse asiassa

Väite. Poikkiviivoja ei ole.

Todistus.Olkootu ja v eri pisteitä, jotka eivät ole sukulaiset. Silloin (kvasivahva yhtenäisyys)
on sellaiset pisteetu′ ja v′, että

• ISÄ(u′) = ISÄ(v′),

• u′ = u tai u′ onu:n esi-isä ja

• v′ = v tai v′ onv:n esi-isä.

Tarkastellaan tapausta, missäDFN(u′) < DFN(v′) (toinen mahdollisuus on ilmeisesti symmet-
rinen). MerkitäänT1:llä sitäT :n suunnattua alipuuta, jonka juuri onu′, jaT2:lla T :n suunnattua
alipuuta, jonka juuri onv′. Ilmeisesti syvyysetsintä käy läpiT2:n pisteet vasta sitten, kunu′ on
täysin käsitelty. Toisaaltau′ on täysin käsitelty vasta sitten, kun kaikkiT1:n pisteet on täysin
käsitelty. Näin ollen viivaa(u, v) ei voi olla.

Suunnattu graafi

(Silmukattomalle yhtenäiselle) digraafilleG syvyysetsintä on samantapainen kuin suuntaa-
mattomille graafille. Etsintä jakaaG:n nuolet neljään eri luokkaan. Jos etsintä etenee tarkasta-
mattomaan nuoleene = (x, y), on luokittelu seuraava:

(1) Mikäli y:ssä ei ole käyty, one puunuoli.

(2) Mikäli y:ssä on käyty, saadaan kolme tapausta:

(2.1) y onx:n jälkeläinen jo konstruoitujen puunuolten indusoimassasuunnatussa aligraa-
fissa. Silloine on menonuolijaDFN(y) > DFN(x).
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(2.2) x ony:n jälkeläinen jo konstruoitujen puunuolten indusoimassasuunnatussa aligraa-
fissa. Silloine on paluunuolijaDFN(y) < DFN(x).

(2.3) x ja y eivät ole sukulaiset jo konstruoitujen puunuolten välityksellä. Silloine on
poikkinuoli ja DFN(y) < DFN(x). (Huom! Ei ole mahdollista, ettäDFN(y) >
DFN(x). Tämä todistetaan aivan samoin kuin eo. Väite.)

Puunuolten indusoima suunnattuG:n aligraafi on ns.DFS-metsä(suunnattu metsä).
Jos nuolelle(x, y) on DFN(y) > DFN(x), niin (x, y) on joko puunuoli tai menonuoli.

Etsinnän aikana nämä luonnollisesti erottuvat, sillä(x, y) on puunuoli, josy:ssä ei ole käyty,
muuten menonuoli. Jos taasDFN(y) < DFN(x), niin (x, y) on joko paluunuoli tai poikkinuoli.
Etsinnän aikana nämäkin erottuvat, sillä tällöin(x, y) on poikkinuoli, josy on täysin käsitelty,
muuten paluunuoli.

SeuraavassaK, ISÄ, PUU ja PALUU ovat kuten edellä. Uusia ovatMENO ja POIKKI
(ilmeisin merkityksin) sekä

L(x) =

{

1, josx on täysin käsitelty

0 muuten.

Syvyysetsintä digraafeille:

1. AsetetaanPUU ← ∅, MENO ← ∅, PALUU ← ∅, POIKKI ← ∅ ja i ← 1. Jokaiselle
G:n pisteellex asetetaanISÄ(x)← 0, K(x)← 0 jaL(x)← 0.

2. Valitaan pister, jolle K(r) = 0 ja asetetaanDFN(r)← i, K(r)← 1 ja u← r.

3. Jos kaikki nuolet, joiden alkupisteu on, on jo tarkastettu, asetetaanL(u)← 1 ja mennään
kohtaan 5. Muutoin valitaan nuolie = (u, v), jota ei ole tarkastettu.

4. Merkitään nuolie tarkastetuksi.

4.1 JosK(v) = 0, niin asetetaani ← i + 1, DFN(v) ← i, PUU ← PUU ∪ {e},
K(v)← 1, ISÄ(v)← u ja u← v. Mennään kohtaan 3.

4.2 JosK(v) = 1 ja DFN(v) > DFN(u), niin asetetaanMENO ← MENO ∪ {e} ja
mennään kohtaan 3.

4.3 JosK(v) = 1 ja DFN(v) < DFN(u) ja L(v) = 0, niin asetetaanPALUU ←
PALUU ∪ {e} ja mennään kohtaan 3.

4.4 JosK(v) = 1 ja DFN(v) < DFN(u) ja L(v) = 1, niin asetetaanPOIKKI ←
POIKKI ∪ {e} ja mennään kohtaan 3.

5. JosISÄ(u) 6= 0, niin asetetaanu← ISÄ(u) ja mennään kohtaan 3.

6. Jos on sellainen pister, ettäK(r) = 0, asetetaani← i+ 1 ja mennään kohtaan 2.

7. Lopetetaan.

Esimerkki. Alla olevan digraafin syvyysetsintä vasemmalla ylhäällä olevasta juuresta käsin
etenee seuraavasti (paluunuolia merkitään yhdellä poikkiviivalla, poikkinuolia kahdella ja me-
nonuolia kolmella poikkiviivalla):
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Lause 5.1.Jos kvasivahvasti yhtenäisen digraafin syvyysetsintä aloitetaan sen juuresta, syntyvä
DFS-metsä on suunnattu puu. Erityisesti vahvasti yhtenäisen digraafin DFS-metsä on suunnattu
puu, aloitetaanpa etsintä mistä pisteestä tahansa.

Todistus.Tehdään vastaoletus: Kvasivahvasti yhtenäisen digraafinG juurestar aloitetun sy-
vyysetsinnän DFS-metsäT ei ole suunnattu puu.

KoskaT on joka tapauksessa suunnattu metsä, ei sen se komponenttiT1, jossa on juuri
r, sisällä jotainG:n pistettäv. Toisaaltar:stä on suunnattu polkuv:hen. Valitaan tältä polulta
viimeinen pisteu, joka onT1:ssä, ja nuolie = (u, w). Koska pistew ei silloin oleT1:ssä, nuoli
e ei ole puu-, paluu- eikä menonuoli. Sen on siis oltava poikkinuoli. Koska etsintä aloitettiin
juurestar, pitääw:n kuitenkin ollaT1:ssä (

√

).
Vahvasti yhtenäinen digraafi on kvasivahvasti yhtenäinen ja sen mikä tahansa piste voidaan

valita juureksi.

Sukua syvyysetsinnälle onleveysetsintä(breadth–first-etsintä, BF-etsintä). Tarkastellaan
yhtenäistä graafiaG.

Leveysetsintä graafille:

1. Aluksi pisteet ovat merkitsemättömiä. Asetetaani← 0.

2. Valitaan (merkitsemätön) lähtöpister (juuri) ja merkitään sei:llä.

3. Etsitään niiden merkitsemättömien pisteiden joukkoJ , jotka ovat vierekkäisiä jonkini:llä
merkityn pisteen kanssa.

4. JosJ 6= ∅, niin asetetaani← i+ 1, merkitäänJ :n pisteeti:llä ja mennään kohtaan 3.

5. (Vain epäyhtenäisille graafeille, jotta päästään vaihtamaan komponenttia.) Jos kaikkia
pisteitä ei ole merkitty, asetetaani← 0 ja mennään kohtaan 2.

6. Lopetetaan.

Myös leveysetsintä tuottaa yhtenäisen graafin virittävän puun, ns.BFS-puun,kun oksiksi
otetaan joukkoaJ muodostettaessa tarkastettavat viivat

(i:llä merkitty piste,merkitsemätön piste)

(ns. puuviivat), yksi kutakinJ :n pistettä kohti.Suunnattu BFS-puusaadaan, kun viivat vielä
suunnataan merkitystä pisteestä merkitsemättömään. Leveysetsintä yllä esitetyssä muodossa ei
kuitenkaan suuntaa kaikkia graafin viivoja. Ilmeisesti pisteen merkki on lyhimmän polun pituus
juuresta pisteeseen eli pisteenetäisyysjuuresta.

Esimerkki. Edellä esimerkissä olleen graafin leveysetsintä vasemmalla ylhäällä olevasta juu-
resta käsin etenee seuraavasti (puuviivoja merkitään kahdella poikkiviivalla):
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=

=

=
=

=

=
==

=

=

Vastaava BFS-puu on

Suunnattu BFS-puu saataisiin suuntaamalla oksat juurestapoispäin.

Suunnatun graafinG leveysetsintä on paljolti samantapainen.

Leveysetsintä suunnatulle graafille:

1. Aluksi pisteet ovat merkitsemättömiä. Asetetaani← 0.

2. Valitaan merkitsemätön lähtöpister (juuri) ja merkitään sei:llä.

3. Etsitään niiden nuolten loppupisteiden joukkoJ , joiden alkupiste on merkittyi:llä ja
joiden loppupistettä ei ole merkitty.

4. JosJ 6= ∅, niin asetetaani← i+ 1, merkitäänJ :n pisteeti:llä ja mennään kohtaan 3.

5. Jos kaikkia pisteitä ei ole merkitty, asetetaani← 0 ja mennään kohtaan 2.

6. Lopetetaan.
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Digraafin leveysetsintä tuottaa BFS-metsän (suunnattu metsä), kun suunnatuiksi oksiksi ote-
taan joukkoaJ muodostettaessa tarkastettavat nuolet

(i:llä merkitty piste,merkitsemätön piste)

(ns.puunuolet), yksi kutakinJ :n pistettä kohti.

Huomautus. Myös leveysetsintä voidaan modifioida siten, että se lajittelee viivoja (nuolia)
kuten syvyysetsintä.

5.4 Kevyin polku: Dijkstran algoritmi

Tehtävä. Etsittävä kevyin (suunnattu) polku (di)graafin pisteestäu pisteeseenv (6= u) tai to-
dettava, ettei tällaista polkua ole, kun (di)graafin viivoille (nuolille) on annettu ei-negatiiviset
painot ja polun paino on sen viivojen (nuolten) painojen summa.

Ilmeisesti voidaan olettaa, ettei tarkasteltavassa (di)graafissa ole silmukoita eikä rinnakkaisia
viivoja (nuolia). Muussa tapauksessa silmukat poistetaanja rinnakkaisista viivoista (nuolista)
valitaan kevyin. Jatkossa tarkastellaan vain digraafeja.Suuntaamaton graafi voidaan korvata
digraafilla, kun sen viivojen tilalle otetaan vastakkaissuuntaisten samanpainoisten nuolten parit.

Merkitään nuolen(r, s) painoaα(r, s):llä. Dijkstran algoritmikäyttää pisteiden merkintää,
joka voi ollapysyvätai väliaikainen.Merkitään pisteenr merkkiäβ(r):llä ja määritellään

γ(r) =

{

1, jos merkintä on pysyvä

0, jos merkintä on väliaikainen.

Pysyvä merkkiβ(r) ilmaisee kevyimmän suunnatunu–r-polun painon. Väliaikainen merkki
β(r) antaa tälle painolle ylärajan (voi olla∞). Tarvittaessa otetaan käyttöön myös merkintä

π(r) =

{

pisteenr edeltäjä (kevyimmällä) suunnatullau–r-polulla, jos sellainen on

0 muuten,

jota käyttäen voidaan konstruoida ko. kevyin suunnattu polku.

Dijkstran algoritmi:

1. Asetetaanβ(u) ← 0 ja γ(u) ← 1. Muille pisteiller asetetaanβ(r) ← ∞ ja γ(r) ← 0.
Kaikille pisteiller asetetaanπ(r)← 0. Vielä asetetaanw ← u.

2. Jokaiselle nuolelle(w, r), missäγ(r) = 0, asetetaan

β(r)← β(w) + α(w, r) ja π(r)← w,

josβ(r) > β(w) + α(w, r).

3. Etsitään pister∗, jolle γ(r∗) = 0, β(r∗) <∞ ja

β(r∗) = min
γ(r)=0

{β(r)}.

Asetetaan
γ(r∗)← 1 ja w ← r∗.

Ellei mainitunlaista pistettär∗ ole, lopetetaan (suunnattujau–v-polkujakaan ei silloin
ole).
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4. Josw 6= v, palataan kohtaan 2.

5. Lopetetaan.

Algoritmi nähdään oikeaksi seuraavasti. Merkitään (kussakin suoritusvaiheessa)

V1 = {pysyvästi merkityt pisteet},

V2 = {väliaikaisesti merkityt pisteet}.

(〈V1, V2〉 on irrotus, jonka yhdellä puolella ovat jo loppuun käsitellyt pisteet ja toisella puolella
”keskeneräiset” pisteet.)

Väite. V1:n pisteenr merkkiβ(r) on kevyimmän suunnatunu–r-polun paino jaπ(r) on r:n
edeltäjä (eräällä) tällaisella polulla.

Todistus.Aina askeleen 2. jälkeen pisteidenr väliaikainen merkki on kevyimmän sellaisen
suunnatunu–r-polun paino, jonka pisteetr:ää lukuunottamatta ovatV1:ssä (= ∞, jos tällaisia
polkuja ei ole), jaπ(r) onr:n edeltäjä tällaisella polulla (tai= 0), sillä (kaksi tapausta):

• Ennen askelta 2. onβ(r) = ∞. Ainoa ”uusi” V1:n piste on nytw, joten mahdollisen
suunnatunu–r-polun on kuljettava sen kautta. Asia on selvä, jos tällaisia polkuja ei
ole (β(r) pysyy∞:nä jaπ(r) nollana). Oletetaan, että on sellainen (kevyin) suunnattu
u–r-polku, joka sisältäär:n lisäksi vainV1:n pisteitä ja erityisesti sisältää pisteenw. Osa-
polkuu:staw:hen on tietysti kevyin mahdollinen. Otetaan suunnatunu–r-polunr:ää edel-
tävä pistes (∈ V1). Joss = w, on asia selvä. Joss 6= w, on s kumminkin ollut jonkin
aikaisemman vaiheenw:nä, jolloinβ(r) ei voi olla=∞ (kohta 2.) (

√

).

• Ennen askelta 2. onβ(r) < ∞. Silloin β(r) on kevyimmän sellaisen suunnatun
u–r-polun paino, jonka pisteetr:ää lukuunottamatta ovat joukossaV1−{w}. Ainoa ”uusi”
V1:n piste on nytw, joten mahdollisen kevyemmän suunnatunu–r-polun on kuljettava sen
kautta. Asia on selvä, jos tällaista kevyempää polkua ei ole(β(r) ja π(r) pysyvät samoi-
na). Oletetaan, että on sellainen kevyempi suunnattuu–r-polku, joka sisältäär:n lisäksi
vainV1:n pisteitä ja erityisesti sisältää pisteenw. Osapolkuu:staw:hen on tietysti kevyin
mahdollinen. Otetaan suunnatussau–r-polussar:ää edeltävä pistes (∈ V1). Joss = w,
on asia selvä. Joss 6= w, on s joukossaV1 − {w}. Koskas on ollut jonkin aikaisem-
man vaiheenw:nä, on kevyin suunnattuu–s-polku, joka ei sisällä pistettäw (muussa ta-
pauksessa olisikin silloin kohdassa 3. pitänyt valitar∗:ksi s:n sijasta jokin sitä edeltävä
tällaisen suunnatunu–w–s-polun piste). Näin saadaan kumminkin kevyempi suunnattu
u–r-polku, joka sisältäär:n lisäksi vain joukonV1 − {w} pisteitä (

√

).

Pysyvä merkki on tällöin haluttu paino kohdan 3. minimoinnista johtuen jaπ(r) antaar:ää
edeltävän pisteen, kuten väitettiin.

Algoritmissa lopultav saa pysyvän merkin tai prosessi pysähtyy kohtaan 3. (jolloin suunnattua
u–v-polkua ei ole). Kysytty suunnattu polku saadaanv:stä lähtien takaperin etsimälläπ-mer-
kintöjä käyttäen jo saadun polun pisteeny edeltäjäπ(y).

Korvaamalla kohta 4. kohdalla

4.’ Mene kohtaan 2.

ja jatkamalla kunnes prosessi pysähtyy kohtaan 3., saadaanmerkinnät
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β(w) =











0, josw = u

kevyimmän suunnatunu–w-polun paino, jos sellainen on

∞ muuten

ja

π(w) =

{

w:n edeltäjä kevyimmällä suunnatullau–w-polulla, jos sellainen on jaw 6= u

0 muuten.

Huomautus. Dijkstran algoritmi ei toimi, jos mukana on negatiivisia painoja. Tällaista tapaus-
ta käsitellään seuraavassa pykälässä.

5.5 Kevyin polku: Floydin algoritmi

Tehtävä. Etsittävä kevyin suunnattu polku digraafin pisteestäu pisteeseenv (6= u) tai todetta-
va, ettei tällaista polkua ole, kun digraafin nuolille on annettu mielivaltaiset painot ja suunnatun
polun paino on sen nuolten painojen summa.

Ilmeisesti voidaan olettaa, ettei tarkasteltavassa digraafissa ole silmukoita eikä rinnakkaisia sa-
mansuuntaisia nuolia. Muussa tapauksessa silmukat poistetaan ja rinnakkaisista nuolista va-
litaan kevyin. Floydin algoritmi soveltuu vain digraafeille. Merkitään nuolen(x, y) painoa
α(x, y):llä ja muodostetaanpainomatriisiW = (wij), missä

wij =

{

α(vi, vj), jos on nuoli(vi.vj)

∞muuten.

(Tässä tavan mukaanV = {v1, . . . , vn} on digraafin pistejoukko.) Floydin algoritmi on saman-
tapainen kuin Warshallin algoritmi. Se toimii vain, jos digraafissa ei ole painoltaan negatiivisia
syklejä. Tällöin kevyin suunnattu polku on myös kevyin suunnattu kulku.

Floydin algoritmikonstruoi painomatriisien jononW0,W1, . . . ,Wn, missäW0 = W ja

(Wk)ij = kevyimmän sellaisen suunnatunvi–vj-polun paino,
jossavi:n javj :n lisäksi esiintyy vain pisteitäv1, . . . , vk

( =∞, jos ko. polkua ei ole).

Väite. KunWk lasketaanWk−1:stä kaavalla

(Wk)st = min{(Wk−1)st, (Wk−1)sk + (Wk−1)kt},

niin saadaan ym. painomatriisien jono. Jos digraafissa on painoltaan negatiivisia syklejä, jono
on oikea aina siihen asti, kun ensimmäisen kerran lävistäjälle tulee negatiivinen alkio.

Todistus.Käytetään induktiotak:n suhteen.
Induktion lähtökohta: k = 1. Koska digraafissa ei ole silmukoita,W0:n lävistäjällä on vain

∞:iä. Kyseinen kevyin suunnattu polku (jos olemassa) on jokin seuraavista:
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s  t: vs vt vs
v1

vt

s = t: vs v1

Väite on tällöin ilmeinen.
Induktio-oletus: Väite on oikea, kunk < ℓ. (ℓ ≥ 2)
Induktioväite: Väite on oikea, kunk = ℓ.
Induktioväitteen todistus: Jotta tähänk:n arvoon päästäisiin, onWℓ−1:n lävistäjällä oltava

vain ei-negatiivisia alkioita (∞mukaanlukien). Katsotaan tilannetta, missäs 6= t. (Tapauss = t
on aivan analoginen.) Saadaan viisi tapausta:

• Pistevℓ on välttämättä kyseisellä kevyimmällä suunnatulla polulla, mutta ei ole kumpi-
kaan pisteistävs tai vt, ts. ℓ 6= s, t. Tarkastellaan suunnattua osapolkuavs:stä vℓ:ään.
Jos tämä ei olisi kevyin sellainen suunnattuvs–vℓ-polku, että sen muut pisteet kuinvs
ja vℓ ovat joukossa{v1, . . . , vℓ−1}, niin kevyimmällä tällaisella suunnatullavs–vℓ-polulla
on muitakin yhteisiä pisteitä suunnatun osapolunvℓ:stävt:hen kanssa kuinvℓ, sanotaan
pistevp. Näin saatu suunnattuvs–vp–vℓ–vt-kulku olisi kevyempi kuin alunperin tarkastel-
tu suunnattuvs–vt-polku. Poistamalla siitä syklit saataisiin näin ollen edelleen sellainen
suunnattuvs–vt-polku, joka on kevyempi kuin alunperin tarkasteltu ja sisältäävs:n javt:n
lisäksi vain pisteitäv1, . . . , vℓ (

√

). (Muista, että tällaisten syklien painot ovat ei-negatii-
visia!) Siis suunnattu osapolkuvs:stävℓ:ään on kevyin suunnattuvs–vℓ-polku, jossavs:n
ja vℓ:n lisäksi esiintyy vain pisteitäv1, . . . , vℓ−1. Vastaavasti suunnattu osapolkuvℓ:stä
vt:hen on kevyin suunnattuvℓ–vt-polku, jossavℓ:n ja vt:n lisäksi esiintyy vain pisteitä
v1, . . . , vℓ−1. Induktio-oletuksen nojalla nyt

(Wℓ)st < (Wℓ−1)st

(huomaa erityisesti tapaus(Wℓ−1)st =∞) ja

(Wℓ)st = (Wℓ−1)sℓ + (Wℓ−1)ℓt.

• Kyseinen suunnattuvs–vt-polku on olemassa javℓ = vs. Induktio-oletuksen nojalla
(Wℓ)st = (Wℓ−1)st ja

(Wℓ−1)sℓ + (Wℓ−1)ℓt = (Wℓ−1)ℓℓ + (Wℓ−1)ℓt ≥ (Wℓ−1)ℓt = (Wℓ−1)st,

sillä (Wℓ−1)ℓℓ ≥ 0 (mahdollisesti=∞).

• Kyseinen suunnattuvs–vt-polku on olemassa javℓ = vt. Induktio-oletuksen nojalla
(Wℓ)st = (Wℓ−1)st ja

(Wℓ−1)sℓ + (Wℓ−1)ℓt = (Wℓ−1)sℓ + (Wℓ−1)ℓℓ ≥ (Wℓ−1)sℓ = (Wℓ−1)st,

sillä (Wℓ−1)ℓℓ ≥ 0 (mahdollisesti=∞).
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• Kyseinen suunnattuvs–vt-polku on olemassa, muttavℓ ei ole tällä suunnatulla polulla.
Muodostetaan nyt, mikäli mahdollista, kevyin suunnattuvs–vℓ-polku ja kevyin suunnattu
vℓ–vt-polku, joissa päätepisteiden lisäksi esiintyy vain pisteitä v1, . . . , vℓ−1. Yhdistämällä
nämä saadaan suunnattuvs–vt-kulku. Poistamalla tästä suunnatusta kulusta (mahdolli-
set) syklit saadaan yhtä kevyt tai kevyempi suunnattuvs–vt-polku, jossa päätepisteiden
lisäksi esiintyy vain pisteitäv1, . . . , vℓ. (Muista, että tällaisten syklien painot ovat ei-ne-
gatiivisia!) Siispä tässä tapauksessa

(Wℓ−1)sℓ + (Wℓ−1)ℓt ≥ (Wℓ−1)st

ja väitteessä mainittu laskukaava antaa oikean tuloksen. Jos taas mainitunlaista suunnattua
vs–vℓ-polkua taivℓ–vt-polkua ei ole, on asia ilmeinen.

• Kyseistä suunnattuavs–vt-polkua ei ole. Silloin(Wℓ)st =∞ ja (Wℓ−1)st =∞. Toisaal-
ta myös ainakin toinen alkioista(Wℓ−1)sℓ ja (Wℓ−1)ℓt on= ∞, sillä muutoin saataisiin
vastaavista suunnatuistavs–vℓ- ja vℓ–vt-poluista yhdistämällä ja (mahdolliset) syklit pois-
tamalla kumminkin halutunlainen suunnattuvs–vt-polku (

√

).

Floydin algoritmi konstruoi myös toisen matriisijononZ0, . . . ,Zn, mihin talletetaan kevyin-
tä suunnattua polkua muodossa

(Zk)ij =



















ℓ, missävℓ onvi:tä seuraava piste kevyimmällä sellaisella suunnatulla
vi–vj-polulla, jollavi:n javj :n lisäksi on vain pisteitäv1, . . . , vk,
mikäli tällaisia suunnattuja polkuja on

0 muutoin.

Ilmeisesti

(Z0)ij =

{

j, jos(W)ij 6=∞

0 muutoin.

Jonon matriisiZk (k ≥ 1) saadaan edellisestä matriisistaZk−1 kaavalla

(Zk)ij =

{

(Zk−1)ik, jos(Wk−1)ik + (Wk−1)kj < (Wk−1)ij

(Zk−1)ij muuten,

joten jono voidaan muodostaa samaa tahtia jononW0,W1, . . . ,Wn kanssa. Kaiken kaikkiaan
Floydin algoritmi on seuraava. Mukaan on myös liitetty lävistäjäalkioiden ei-negatiivisuuden
testaus sekä matriisijononZ0, . . . ,Zn muodostus.

procedure Floyd
begin

W := W0

k := 0
for i := 1 to n do

for j := 1 to n do
if (W)ij =∞ then

(Z)ij := 0
else

(Z)ij := j
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fi
od

od
while k < n and Testi(W) do

Iteraatio(W,Z, k)
od

end

subprocedureTesti(W)
begin

for i := 1 to n do
if (W)ii < 0 then

return FALSE
fi

od
return TRUE

end

subprocedureIteraatio(W,Z, k)
begin

k := k + 1
for i := 1 to n do

for j := 1 to n do
if (W)ik + (W)kj < (W)ij then

(W)ij := (W)ik + (W)kj
(Z)ij := (Z)ik

fi
od

od
end

5.6 Kevyin virittävä puu: Kruskalin algoritmit ja Primin al -
goritmi

Tehtävä. Etsittävä yhtenäisen graafin kevyin virittävä puu, kun graafin viivoille on annettu
mielivaltaiset painot ja puun paino on sen oksien painojen summa.

Ilmeisesti voidaan olettaa, että tarkasteltava graafiG = (V,E) on ei-triviaali ja yksinkertainen.
Muussa tapauksessa silmukat poistetaan ja rinnakkaisistaviivoista valitaan kevyin. Merkitään
viivan e painoaα(e):llä ja virittävän puunT painoaγ(T ):llä. Tavalliseen tapaan merkitäänG:n
pistelukuan:llä ja viivalukuam:llä sekäV = {v1, . . . , vn} jaE = {e1, . . . , em}.

KahdenG:n virittävän puunT1 ja T2 etäisyyson

n− 1−#(T1 ∩ T2) =merk. d(T1, T2),

missä#(T1 ∩ T2) on T1:n ja T2:n leikkauksen viivojen lukumäärä. Ilmeisestid(T1, T2) = 0
tarkalleen silloin, kunT1 = T2. Josd(T1, T2) = 1, niin T1 ja T2 ovatnaapuripuut.

G:n virittävä puuT on irrotusminimaalinen,jos jokaiselle oksalleb sen määrittämän perus-
irrotusjoukon viivojen painot ovat≥ α(b). Vastaavasti virittävä puuT on piiriminimaalinen,
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josT ∗:n jokaiselle siteellec sen määrittämän peruspiirin viivojen painot ovat≤ α(c). VieläG:n
virittävä puuT on lokaalisesti minimaalinen,jos γ(T ) ≤ γ(T ′) jokaiselleT :n naapuripuulle
T ′.

Apulause. Seuraavat kolme ehtoa ovat ekvivalentit virittävälle puulle T :

(i) T on irrotusminimaalinen.

(ii) T on piiriminimaalinen.

(iii) T on lokaalisesti minimaalinen.

Todistus.(i)⇒(ii): Oletetaan, ettäT on irrotusminimaalinen ja tarkastellaanT :n peruspiiriäC,
jonka määrittääT ∗:n sidec. Muut C:n viivat kuin c ovat T :n oksia. Kukin tällainen oksab
määrittääT :n perusirrotusjoukon, jossa on mukanac (Lause 2.7). Näin ollenα(b) ≤ α(c).

(ii)⇒(iii): Oletetaan, ettäT on piiriminimaalinen ja tarkastellaanT :n naapuripuutaT ′.
T ′:ssa on (tarkalleen yksi) oksae′, joka ei oleT :ssä, ts.e′ on T ∗:n side. Tarkastellaane′:n
määrittämääT :n peruspiiriäC. Kaikki C:n viivat eivät oleT ′:ssa. ValitaanC:stä tällainen viiva
e. e on silloin T :n oksa (itse asiassa ainoaT :n oksa, joka ei oleT ′:ssa). Poistetaan nytT :stä
oksae ja lisätään siihen sen jälkeen viivae′. Tuloksen täytyy ollaT ′. Piiriminimaalisuudesta
johtuenα(e′) ≥ α(e), ts.γ(T ′) ≥ γ(T ).

(iii)⇒(i): Tarkastellaan lokaalisesti minimaalista virittävääpuutaT . Otetaan mielivaltainen
T :n oksab, sen määrittämä perusirrotusjoukkoI ja mielivaltainenI:n sidec 6= b. Silloin b
kuuluu c:n määrittämäänT :n peruspiiriin (Lause 2.8). PoistamallaT :stä oksab ja lisäämällä
siihen sen jälkeen viivac saadaan näin ollenT :n naapuripuuT ′. Lokaalisesta minimaalisuudesta
johtuenγ(T ) ≤ γ(T ′), ts.α(c) ≥ α(b).

Virittävä puuT on minimaalinen,jos sen paino on pienin mahdollinen.

Lause 5.2.Seuraavat kolme ehtoa ovat ekvivalentit virittävälle puulle T:

(i) T on irrotusminimaalinen.

(ii) T on piiriminimaalinen.

(iii) T on minimaalinen.

Todistus.Apulauseen nojalla (i) ja (ii) ovat ekvivalentit. Minimaalinen virittävä puu on ilmei-
sesti lokaalisesti minimaalinen. Näin ollen riittää todistaa, että irrotusminimaalinen virittävä
puu on myös minimaalinen. Asetetaan vastaoletus: On olemassa irrotusminimaalinen virittävä
puuT , joka ei ole minimaalinen. Tarkastellaan minimaalista virittävää puutaT ′ ja valitaanT ja
T ′ siten, että etäisyysd(T, T ′) on pienin mahdollinen. Apulauseen nojallad(T, T ′) > 1.

T :ssä on oksae, joka ei oleT ′:ssa, ts. se on(T ′)∗:n side. Merkitääne:n määrittämääT :n
perusirrotusjoukkoaI:llä ja e:n määrittämääT ′:n peruspiiriäC:llä. LeikkauksessaI∩C on mui-
takin viivoja kuine (Lause 2.6). Valitaan tällainen viivae′. Silloin e′ onT ∗:n side jaT ′:n oksa.
T :n irrotusminimaalisuudesta johtuenα(e′) ≥ α(e). T ′:n (piiri)minimaalisuudesta johtuen puo-
lestaanα(e′) ≤ α(e). Näin ollenα(e′) = α(e). Poistamalla nytT ′:stä sen oksae′ ja lisäämällä
siihen sen jälkeen viivae saadaan samanpainoinen ja siis myös minimaalinen virittävä puuT ′′.
Muttad(T, T ′′) < d(T, T ′).

√

Kruskalin algoritmissagraafinG viivat (ja niiden painot) annetaan listanae1, . . . , em. Al-
goritmi konstruoi piiriminimaalisenG:n virittävän puun käymällä läpi listaa ja ottamalla siitä
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mukaan viivoja virittävän puun oksiksi. Erityisen tehokkaasti tämä sujuu, jos viivat on listattu
kasvavan painon mukaiseen järjestykseen.

Duaalisessa Kruskalin algoritmissapuolestaan konstruoidaan irrotusminimaalinenG:n vi-
rittävä puu käymällä läpi listaa ja ottamalla siitä viivojavirittävän vastapuun siteiksi. Erityisen
tehokas versio saadaan jälleen, jos viivat on listattu laskevan painon mukaiseen järjestykseen.

Kaiken kaikkiaan saadaan näin neljä eri versiota Kruskalinalgoritmeja. (Muista, että viiva-
joukonA indusoimaa aligraafia merkitään〈A〉:lla.)

Kruskalin 1. algoritmi

Tässä oletetaan, että viivat annetaankasvavan painonmukaisessa järjestyksessä.

1. Asetetaank ← 1 jaA← ∅.

2. Josek ei muodosta piiriäA:ssa olevien viivojen kanssa, niin asetetaanA ← A ∪ {ek}
sekäk ← k + 1 ja mennään kohtaan 4.

3. Jos taasek muodostaa piirinA:ssa olevien viivojen kanssa, niin asetetaank ← k+1 sekä
mennään kohtaan 4.

4. Jos(V,A) ei ole puu, mennään kohtaan 2. Muutoin lopetetaan ja tulostetaan virittävä puu
T = 〈A〉.

Aina, kun viiva jätetään poisA:sta (kohta 3.), sen päätepisteet ovat yhdistetytA:ssa jo ole-
vien viivojen välityksellä. Näin ollenG:n pisteet ovat yhdistetytT :ssä samalla tavoin kuin
G:ssäkin. KoskaT ilmeisesti (kohta 3.) on myös piiritön, se onG:n virittävä puu. Kussakin
vaiheessaT ∗:n siteeksi tulevan viivan (kohta 3.) määrittämän peruspiirin oksat ovat sitä listassa
edeltäviä viivoja. Näin ollenT on piiriminimaalinen ja siis minimaalinen.

Huomautus. Kussakin vaiheessa jo saadut oksat ja siteet ovat pysyviä. Viivoja ei välttämät-
tä tarvitse tässä tietää etukäteen, kunhan ne saadaan yksitellen kasvavan painon mukaisessa
järjestyksessä. Graafin rangi (eli sen virittävän puun oksien lukumäärä) pitää silloin kuitenkin
tietää etukäteen, jotta voidaan lopettaa.

Kruskalin 2. algoritmi

Tässä viivat annetaanmielivaltaisessajärjestyksessä.

1. Asetetaank ← 1 jaA← ∅.

2. Jos〈A∪{ek}〉:ssa ei ole piirejä, niin asetetaanA← A∪{ek} sekäk ← k+1 ja mennään
kohtaan 4.

3. Jos taas〈A∪{ek}〉:ssa on piiriC, niin valitaanC:n painoltaan suurin viivae (mikä tahansa
käy, jos on vaihtoehtoja), asetetaanA ← (A ∪ {ek})− {e} sekäk ← k + 1 ja mennään
kohtaan 4.

4. Josk ≤ m, mennään kohtaan 2. Muutoin lopetetaan ja tulostetaan virittävä puuT = 〈A〉.

Aina, kun viiva jätetään poisA:sta (kohta 3.), sen päätepisteet ovat yhdistetytA:ssa jo ole-
vien viivojen välityksellä. Näin ollenG:n pisteet ovat yhdistetytT :ssä samalla tavoin kuin
G:ssäkin. KoskaT ilmeisesti (kohta 3.) on myös piiritön, se onG:n virittävä puu.

T :n piiriminimaalisuus (ja minimaalisuus) nähdään seuraavasti. Koko algoritmin suorituk-
sen ajan〈A〉 on metsä, kun ollaan kohdassa 4. Edelleen todetaan, että jospisteetu ja w ovat
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yhdistetyt〈A〉:ssa jossakin vaiheessa, niin ne ovat sitä myös sen jälkeen.〈A〉:ssa olevau–w-pol-
ku on yksikäsitteinen, mutta saattaa muuttua toiseksi myöhemmin mentäessä kohdan 3. kautta.
Kuitenkin, aina kun tällainen muutos tapahtuu, polun viivojen painojen maksimiarvo ei voi kas-
vaa. JokainenT ∗:n sidec on poistettuA:sta kohdan 3. kautta kuljettaessa. Tällöinc:n paino on
vähintään yhtä suuri kuinC:n muiden viivojen painot. Mainitun kohdan 3. suorituksen jälkeen
(ainoa) yhteysc:n päätepisteiden välillä〈A〉:ssa kulkeeC:n jäljellä olevien viivojen kautta. Lo-
pullinen yhteysc:n päätepisteiden välilläT :ssä taas kulkeec:n määrittämän peruspiirin viivojen
kautta. Näin ollen ko. peruspiirin viivojen painot ovat≤ α(c).

Huomautus. Kussakin vaiheessa jo saadut siteet (kohdan 3. viivate) ovat pysyviä, oksat ei-
vät. Viivoja ei välttämättä tarvitse tietää etukäteen, riittää kun ne saadaan yksitellen. Etukäteen
pitää silloin kuitenkin tietää graafin nulliteetti (eli senvirittävän vastapuun siteiden lukumää-
rä), jotta voitaisiin lopettaa. Algoritmia voidaan käyttää myös minimaalisen virittävän puun
päivitykseen, jos graafiin lisätään viivoja tai niiden painoja lasketaan.

Kruskalin 3. algoritmi

Tässä oletetaan, että viivat annetaanvähenevän painonmukaisessa järjestyksessä.

1. AsetetaanA← E ja k ← 1.

2. Jos(V,A − {ek}) on yhtenäinen, asetetaanA ← A − {ek} sekäk ← k + 1 ja mennään
kohtaan 4.

3. Jos taas(V,A− {ek}) on epäyhtenäinen, asetetaank ← k + 1 ja mennään kohtaan 4.

4. Jos(V,A) ei ole puu, mennään kohtaan 2. Muutoin lopetetaan ja tulostetaan virittävä puu
T = (V,A).

T on ilmeisesti yhtenäinen, sillä aina kohtaan 4. tultaessa(V,A) on yhtenäinen. Toisaalta
T :ssä ei ole piirejä. Jos nimittäinG:n piiri C olisi T :ssä jac olisi sen viiva, niinc tulee poiste-
tuksiA:sta kohdan 2. kautta kuljettaessa siinä vaiheessa, kunek = c (

√

). Näin ollenT onG:n
virittävä puu. Kussakin vaiheessaT :n oksaksi tulevan viivan (kohta 3.) määrittämän perusirro-
tusjoukon siteet ovat sitä listassa edeltäviä viivoja. Näin ollenT on irrotusminimaalinen ja siis
minimaalinen.

Huomautus. Kussakin vaiheessa jo saadut oksat ja siteet ovat pysyviä. Viivat on tiedettävä etu-
käteen. Niiden painoja ei sen sijaan tarvitse tietää etukäteen, riittää kun ne saadaan yksitellen
laskevassa järjestyksessä.

Kruskalin 4. algoritmi

Tässä viivat annetaanmielivaltaisessajärjestyksessä.

1. AsetetaanA← E ja k ← 1.

2. Jos(V,A − {ek}) on yhtenäinen, asetetaanA ← A − {ek} sekäk ← k + 1 ja mennään
kohtaan 4.

3. Jos taas(V,A − {ek}) on epäyhtenäinen, niin siinä on kaksi komponenttia. Vastaavat
pistejoukot muodostavatG:n irrotuksen〈V1, V2〉. Valitaan〈V1, V2〉:sta (viivajoukoksi tul-
kittuna) painoltaan pienin viivae (mikä tahansa käy, jos on vaihtoehtoja). Asetetaan
A← (A− {ek}) ∪ {e} sekäk ← k + 1 ja mennään kohtaan 4.
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4. Josk ≤ m, mennään kohtaan 2. Muutoin lopetetaan ja tulostetaan virittävä puuT =
(V,A).

T on ilmeisesti yhtenäinen, sillä aina kohtaan 4. tultaessa(V,A) on yhtenäinen. (Huomaa
erityisesti, että kohdan 3. kautta kuljettaessa yhtenäisyys säilyy.) ToisaaltaT :ssä ei ole piirejä.
Jos nimittäinG:n piiri C olisi T :ssä jac olisi sen listassa ensimmäisenä esiintyvä viiva, niinc
tulee poistetuksiA:sta kohdan 2. kautta kuljettaessa siinä vaiheessa, kunek = c. (Huomaa, että
piiristä ensimmäisenä poistettua viivaa ei voida poistaa kohdan 3. kautta kuljettaessa.) Mikäli
c tulee takaisin myöhemmin (kohdan 3. kautta kuljettaessa),se muodostaa yksinään(V,A):n
irrotusjoukon, jolloin jokin toinenC:n viivoista on poistettu. Näin jatkaen todetaan, etteivät
kaikki C:n viivat voi olla lopuksiA:ssa (

√

). Näin ollenT onG:n virittävä puu.
T on myös irrotusminimaalinen ja siis minimaalinen, sillä jokainen sen oksistab tulee mu-

kaan kohdan 3. kautta.b:n määrittämän perusirrotusjoukon siteet ovat joko silloisen tarkas-
teltavan irrotuksen〈V1, V2〉 viivoja tai myöhemmin kohdan 3. kautta kuljettaessa tavattavien
vastaavien irrotusten viivoja. Mikäli tällaisen irrotuksen viiva ”poistuu” myöhemmin oltaessa
kohdassa 3., se ”korvautuu” ainab:tä painavammilla viivoilla, jotka ovat silloisen tarkasteltavan
irrotuksen〈V1, V2〉 viivojen joukossa. Näin ollenb:n määrittämän perusirrotusjoukon viivojen
painot ovat≥ α(b).

Huomautus. Kussakin vaiheessa jo saadut oksat (kohdan 3. viivate) ovat pysyviä, siteet eivät.
Viivat on tiedettävä etukäteen. Niiden painoja ei sen sijaan tarvitse tietää etukäteen, riittää kun
ne saadaan yksitellen. Algoritmia voidaan käyttää myös minimaalisen virittävän puun päivityk-
seen, jos graafin viivoja poistetaan tai niiden painoja nostetaan.

Primin algoritmi

Primin algoritmissa(tunnetaan myösJarnikin algoritmina) annetaan graafinG täysi insidenssi-
matriisi. Jos merkitäänΩ(v):llä niiden viivojen joukkoa, joiden päätepiste onv, niin vastaavasti
voidaan antaa listaΩ(v1), . . . ,Ω(vn), ts. pisteiden määräämät irrotukset (viivajoukoiksi tulkit-
tuina). Lisäksi annetaan tietysti viivojen painot.

Algoritmi toimii Dijkstran algoritmin tapaan konstruoiden virittävää puuta oksa oksalta.
Muuttujina ovatA (saatujen puun oksien joukko),B (saatujen puun pisteiden joukko) sekäI
(irrotus, viivajoukoksi tulkittuna, josta puun seuraava oksa otetaan).

Primin algoritmi (1. versio):

1. Valitaan lähtöpister ja asetetaanA← ∅, B ← {r} sekäI ← Ω(r).

2. ValitaanI:stä painoltaan kevyin viivae (mikä tahansa käy, jos on valinnan varaa). Ote-
taan see:n päätepistev, joka ei oleB:ssä. AsetetaanA ← A ∪ {e}, B ← B ∪ {v} ja
I ← I⊕Ω(v) sekä mennään kohtaan 3. (Muista, että⊕merkitsee joukkojen symmetristä
erotusta, ks. sivu 11.)

3. JosB 6= V , mennään kohtaan 2. Muutoin tulostetaan virittävä puuT = (B,A) = 〈A〉.

Koska uusi viivae valitaan irrotuksesta,T :ssä ei ole piirejä. Toisaalta, koskar:stä on polku
jokaiseen toiseen pisteeseen,T :hen tulee kaikkiG:n pisteet ja se on yhtenäinen.T on näin ollen
virittävä puu. Se on myös minimaalinen, sillä

Väite. Koko Primin algoritmin suorituksen ajan(B,A) on jonkinG:n minimaalisen virittävän
puun alipuu.
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Todistus.Käytetään induktiotaB:n pisteiden lukumääränℓ suhteen.
Induktion lähtökohta: ℓ = 1. Asia on ilmeinen, sillä(B,A) on triviaali.
Induktio-oletus: Tulos on oikea, kunℓ = k − 1. (k ≥ 2)
Induktioväite: Tulos on oikea, kunℓ = k.
Induktioväitteen todistus: Kohdassa 2. voidaan kirjoittaaA = A′ ∪ {e}, missäe ∈ I ′, ja

B = B′ ∪ {v}, missä induktio-oletuksen mukaan(B′, A′) on erään kevyimmän virittävän puun
Tmin alipuu. Jose on Tmin:ssä, on asia selvä. MuutoinTmin + e:ssä on (perus)piiriC ja C:ssä
on toinenkinI ′:n viiva e′ (Lause 2.6). Silloinα(e′) ≥ α(e) ja (Tmin + e) − e′ on myös kevyin
virittävä puu ja(B,A) on sen alipuu. (Tmin:n piiriminimaalisuudesta johtuenα(e′) ≤ α(e).)

Usein Primin algoritmissa käytetään apuna yhtä tai useampaa pisteiden merkintää. Seuraa-
vassa käytetään kahta pisteiden merkintääπ(v) ja β(v), joilla suoritetaan yo. version kohta 2.
tehokkaasti. Merkinnänπ arvot ovat painoja (mukaanlukien∞) ja β:n arvot ovat viivoja (tai
= 0). Muutoin algoritmi toimii kuten ylläolevakin.

Primin algoritmi (2. versio):

1. Valitaan lähtöpister ja asetetaanπ(r) ← 0. Kaikille muille pisteillev asetetaanπ(v) ←
∞. Vielä asetetaanβ(v)← 0 kaikille pisteillev sekäA← ∅ jaB ← ∅.

2. Valitaan jokin pisteu /∈ B, jolle

π(u) = min
v/∈B
{π(v)}.

AsetetaanB ← B ∪ {u}. Josβ(u) 6= 0, niin asetetaanA← A ∪ {β(u)}.

3. Käydään läpi järjestyksessä kaikki viivate = (u, v), missäv /∈ B. Josα(e) < π(v),
asetetaanπ(v)← α(e) ja β(v)← e.

4. JosB 6= V , mennään kohtaan 2. Muutoin tulostetaan virittävä puuT = (B,A) = 〈A〉.

5.7 Kevyin Hamiltonin piiri eli kaupparatsuprobleema: Heh-
kutusalgoritmi. Karp–Held-heuristiikka

Tehtävä. Etsittävä, mikäli mahdollista, graafista kevyinHamiltonin piiri, ts. piiri, joka sisältää
kaikki graafin pisteet. Graafin viivojen painot on annettu ja(suunnatun) piirin paino on sen
viivojen painojen summa.

Ilmeisesti voidaan olettaa, että graafi on ei-triviaali, yhtenäinen (muussa tapauksessa ei koko
Hamiltonin piiriä ole) ja yksinkertainen. Tarvittaessa poistetaan silmukat ja valitaan rinnakkai-
sista viivoista kevyin. Tavalliseen tapaan merkitään graafin G:n pistelukuan:llä ja viivalukua
m:llä sekäV = {v1, . . . , vn} ja E = {e1, . . . , em}. Merkitään viivane = (vi, vj) painoa mer-
kinnälläα(e) = α(vi, vj) ja Hamiltonin piirinH painoaγ(H):llä. Sovitaan vielä, että Hamilto-
nin piirin ”ensimmäinen” piste onv1.

Tehtävä voidaan myös esittää suunnatulle graafilleG, jolloin kyse on kevyimmästä suunna-
tusta Hamiltonin piiristä (ns.epäsymmetrinen kaupparatsuprobleema).



LUKU 5. GRAAFIEN ALGORITMIT 69

Kaupparatsuprobleema1 onNP-täydellinen tehtävä, ks. esim. MEHLHORN. Itse asiassa jo
Hamiltonin piirin olemassaolon selvittäminen onNP-täydellinen. Pienehkönkin kaupparatsu-
probleeman tarkka ratkaisu vie siis paljon aikaa ja suuret tehtävät vievät niin paljon aikaa, että
niiden ratkaiseminen tarkasti on käytännössä mahdotonta.Näin ollen monet stokastis-approk-
simatiiviset menetelmät ovat nousseet käytännön menetelmiksi. Tällöin on tyydyttävä tilantee-
seen, missä ratkaisua ei silloin tällöin löydy ollenkaan tai se ei ole tarkka.

Hehkutusalgoritmi

Hehkutusalgoritmeille(”annealing algorithm”) elitermodynaamisille algoritmeilleovat omi-
naisia seuraavat yhteiset piirteet:

(A) Tarkasteltava systeemi on aina jossain ns.tilassas. Kaikkien tilojen joukko on äärellinen
tunnettu joukkoS. Kaupparatsuprobleemassa tila on Hamiltonin piiri.

(B) Kutakin tilaas vastaa tietty ns.vastef(s), joka on voitava laskea suhteellisen nopeas-
ti käytetystä tilan esityksestä. Tavoitteena on etsiä tila, jossa vaste olisi lähellä minimi-
ään/maksimiaan. Kaupparatsuprobleemassa vaste on Hamiltonin piirin paino ja se on tar-
koitus minimoida.

(C) On menettelyAk, jota käyttäen voidaan siirtyä tilastas tilaanAk(s). k on menettelyn
parametri, jonka arvot muodostavat joukonK. K voi muuttua algoritmin suorituksen
aikana. Tarkoitus on, että siirrytään tällä tavoin tiettyihin tilaas ”lähellä oleviin” tiloihin,
jotka määräytyvät kulloisenkin parametrink valinnoin. Toistamalla menettelyä sopivin
k:n arvoin on voitava siirtyä mistä tahansa tilasta mihin tahansa toiseen tilaan. (Tästä
voidaan joissain tapauksissa tinkiä.)

(D) Kussakin tilansiirtotilanteessa parametrik on voitava valita nopeasti satunnaisesti joukos-
taK. Erityisesti joukonK itse on oltava helposti laskettavissa.

(E) MenettelynAk on annetullak:n arvolla oltava nopeasti suoritettavissa.

(F) Tietty lähtötilas0 on voitava löytää. Kaupparatsuprobleeman yhteydessä lähtötila on jokin
Hamiltonin piiri.

Itse algoritmi on seuraava:

Hehkutusalgoritmi:

1. Valitaan lähtötilas0 sekäalkulämpötilaT0 ja asetetaans← s0 sekäT ← T0.

2. Kun ollaan tilassas, valitaan satunnaisesti parametrik ∈ K ja lasketaans′ = Ak(s).

3. Josf(s′) ≤ f(s), asetetaans← s′ ja mennään kohtaan 5.

4. Jos taasf(s′) > f(s), generoidaan satunnaislukur väliltä [0, 1). Mikäli r ≤ e(f(s)−f(s′))/T ,
asetetaans ← s′. ”Huonompi” vaste siis hyväksytään mainitulla todennäköisyydellä
e(f(s)−f(s′))/T . Huomaa, että mitä suurempi lämpötilaT on, sitä suuremmalla todennä-
köisyydellä mennään tällä tavoin ”ylämäkeen”.

1Nimi (”travelling salesman problem”, TSP) tulee tulkinnasta, jossa graafin pisteet ovat kaupunkeja ja viivojen
painot kaupunkien väliset matkustusajat ja kaupparatsun on kuljettava minimiajassa läpi kaikkien kaupunkien.
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5. Jos kaikkiaan on jo tehty kyllin monta iteraatiota, tulostetaans ja lopetetaan. Ellei näin ole
ja käytetyssä lämpötilassa on jo tehty kyllin monta iteraatiota, pienennetään lämpötilaaT
jonkin säännön mukaan. Mennään kohtaan 2.

Huomautus. Kohdassa 4. esiintyvien todennäköisyyksienps′ = e
f(s)−f(s′)

T jakauma on (normee-
rausta vaille) ns.maksimientropiajakaumajollain (odotusarvo)ehdolla

∑

s′=Ak(s)
k∈K

f(s′)>f(s)

ps′f(s
′) = µ,

missäµ riippuu lämpötilastaT ja tilasta s. Jakauma on ns.Boltzmannin jakaumaja se on
analoginen vastaavan statistisen mekaniikan jakauman kanssa. Ks. kurssi Informaatioteoria.

Aluksi odotetaan kunnes tilanvaihtelut ovat asettuneet tiettyyn tasapainotilanteeseen (f(s):n
avulla mitaten). Sen jälkeen pienennetäänT :n arvoa hiukan ja odotetaan taas tasapainotilaan
muodostumista, pienennetään taasT :n arvoa jne. Tätä jatketaan kunnes muutoksetf(s):n ar-
voissa ovat kyllin pieniä tai kunnes ”aika loppuu”.

Tilansiirto-operaatioAk sekä ”naapuritilojen” joukotK riippuvat tietysti tehtävästä, samoin
tilastruktuuri sekä vastefunktio. Kaupparatsuprobleemaa ajatellen pitää siis vielä antaaAk jaK
kussakin tilanteessa. Tätä varten otetaan käyttöön vielä yksi parametrij, asetetaan aluksij ← 2
ja aina kohtaan 2. tultaessa päivitetäänj asetuksella

j ←

{

j + 1, josj < n

2 muuten.

(Toinen tapa olisi valitaj aina kohtaan 2. tultaessa satunnaisesti joukosta{2, . . . , n}.) Edelleen
valitaan kulloinkin

K = {2, . . . , n} − {j}.

Ak on seuraava menettely (ns.reversio):

• Josk > j, vaihdetaan Hamiltonin piirissä

s : v1, vi2 , . . . , vin, v1

osapolunvij , . . . , vik pisteiden järjestys päinvastaiseksi.

• Josk < j, vaihdetaan Hamiltonin piirissä

s : v1, vi2 , . . . , vin, v1

osapolunvik , . . . , vij pisteiden järjestys päinvastaiseksi.

Jotta ei tarvitse huolehtia Hamiltonin piirien olemassaolosta, lisätään graafiin siitä puuttuvat
viivat hyvin suuripainoisina. (Graafi on siis sen jälkeen täydellinen.) Jollei Hamiltonin piiriä
lopultakaan saada aikaan ilman näitä lisättyjä viivoja, eialkuperäisestä graafista löydy lainkaan
Hamiltonin piiriä.

AlkulämpötilanT0 pitäisi olla reippaasti suurempi kuin mikään arvoista|f(s′)−f(s)|, mikä
takaa, että alkuvaiheessa (”hehkutus”) voidaan periaatteessa siirtyä mihin tahansa tilaan. Sen
jälkeen lämpötilaa lasketaan jollakin säännöllä, esimerkiksi 10%:lla/kerta.

Hehkutusalgoritmi sopii myös epäsymmetrisen kaupparatsuprobleeman ratkaisuun ilmeisin
muutoksin.
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Karp–Held-heuristiikka

Karp–Held-heuristiikassaei pyritäkään etsimään suoraan Hamiltonin piiriä, vaan ”sen tapais-
ta” aligraafia, ns.virittävää 1-puuta2. Se ei näin ollen sellaisenaan käy epäsymmetrisen kaup-
paratsuprobleeman käsittelyyn. Pisteeseenv (ns.viitepiste) liittyvä virittävä 1-puuSv on G:n
aligraafi, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(a) Sv on yhtenäinen ja sisältää kaikkiG:n pisteet.

(b) Sv:ssä on tarkalleen yksi piiriC ja pistev onC:ssä.

(c) Sv:ssä on tarkalleen kaksi viivaa, joiden päätepiste onv.

Selvästi Hamiltonin piiri on (mihin tahansa pisteeseen liittyvä) virittävä 1-puu. Virittävän
1-puunSv painoγ(Sv) on sen viivojen painojen summa.Sv on minimaalinen,kun sen paino
on pienin mahdollinen.

Väite. Sv on minimaalinen tarkalleen silloin, kun

(i) Sv − v onG− v:n minimaalinen virittävä puu ja

(ii) ne kaksiSv:n viivaa, joiden päätepiste onv, ovat painoiltaan kaksi kevyintä tällaistaG:n
viivaa.

Todistus.Oletetaan, ettäSv on minimaalinen virittävä 1-puu. Otetaan ne kaksiSv:n viivaa e
ja e′, joiden päätepiste onv. Tällöin Sv − v onG − v:n virittävä puu, silläv:n poisto hävittää
ainoan piirin, mutta yhtenäisyys säilyy. Jos nytSv−v ei oleG−v:n minimaalinen virittävä puu,
niin on kevyempiG− v:n virittävä puuT . LisäämälläT :hen pistev sekä viivate ja e′ saadaan
pisteeseenv liittyvä virittävä 1-puu, joka on kevyempi kuinSv (

√

). Näin ollen (i) on voimassa.
Ilmeisesti myös (ii) on voimassa (muutoinhan saataisiin kevyempi virittävä 1-puu vaihtamalla
e:n jae′:n tilalle kaksi kevyintäG:n viivaa, joiden päätepiste onv).

Oletetaan sitten, että (i) ja (ii) ovat voimassa. Jos nytSv ei ole minimaalinen, on kevyempi
pisteeseenv liittyvä minimaalinen virittävä 1-puuS ′

v. Koska myösS ′

v toteuttaa (ii):n, ovat ne
kaksi viivaa, joiden päätepiste onv, samat (tai ainakin samanpainoiset)Sv:ssä jaS ′

v:ssa. Näin
ollenS ′

v − v on kevyempi kuinSv − v (
√

).

Väitteestä seuraa, että mikä tahansa algoritmi minimaalisen virittävän puun etsimiseksi käy
pienin muutoksin myös minimaalisen virittävän 1-puun etsimiseksi. Erityisesti eo. Kruskalin ja
Primin algoritmit sopivat tähän hyvin.

Karp–Held-heuristiikassa käytetään myös pisteiden painoja β(v). Näiden avulla saadaan
viivojen valepainot

α′(vi, vj) = α(vi, vj) + β(vi) + β(vj).

Valepainojen avulla saadaan edelleen virittävän 1-puunSv valepaino (merkitäänSv:n viivojen
joukkoaA:lla):

γ′(Sv) =
∑

(vi,vj)∈A

α′(vi, vj) =
∑

(vi,vj)∈A

α(vi, vj) +
∑

(vi,vj)∈A

(β(vi) + β(vj))

= γ(Sv) +
∑

(vi,vj)∈A

(β(vi) + β(vj)).

2Ei ole sama kuin aikaisemmin sivulla 22 oleva 1-puu!
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Merkitään nyt pisteenu astettaSv:ssädSv
(u):lla. Silloin

∑

(vi,vj)∈A

(β(vi) + β(vj)) =

n
∑

i=1

β(vi)dSv
(vi)

ja

γ′(Sv) = γ(Sv) +
n

∑

i=1

β(vi)dSv
(vi).

Erityisesti, jos kyseessä on Hamiltonin piiriH (eräs virittävä 1-puu), niin

dH(v1) = · · · = dH(vn) = 2

ja

γ′(H) = γ(H) + 2

n
∑

i=1

β(vi)

︸ ︷︷ ︸

Ei riipu H:sta!

.

Hamiltonin piirin minimointi valepainoja käyttäen antaa siis samat minimaaliset piirit kuin
”oikeitakin” painoja käyttäen! Yleisesti minimaalisen virittävän 1-puun etsiminen valepaino-
ja käyttäen johtaa toisaalta eri tulokseen kuin oikeita painoja käyttäen.

Jatkossa tarkastellaan vain pisteeseenv1 liittyviä virittäviä 1-puita ja jätetään pois pisteen
ilmoittava alaindeksi. Hamiltonin piirejä ajatellen tämäei ole mikään rajoitus, vaikkakin saattaa
olla hyvä idea vaihdella viitepistettä. Oletetaan nyt, ettäHmin on minimaalinen Hamiltonin piiri
ja S ′ on valepainoja käyttäen saatu minimaalinen virittävä 1-puu (liittyen siis pisteeseenv1).
Silloin

γ′(Hmin) ≥ γ′(S ′).

Edelleen

γ′(Hmin) = γ(Hmin) + 2

n
∑

i=1

β(vi)

ja

γ′(S ′) = γ(S ′) +

n
∑

i=1

β(vi)dS′(vi).

Siis

γ(Hmin) = γ′(Hmin)− 2
n

∑

i=1

β(vi) ≥ γ′(S ′)− 2
n

∑

i=1

β(vi)

= γ(S ′) +

n
∑

i=1

β(vi)(dS′(vi)− 2),

josta saadaanalaraja γ(Hmin):lle.
Karp–Held-heuristiikassa ideana on pisteiden painoja muutellen ohjata pisteiden asteet

S ′:ssa arvoon2. Jos tämä onnistuu, on samalla saatu minimaalinen Hamiltonin piiri. Joka ta-
pauksessa saadaan yo. arviota käyttäen alaraja (mahdollisen) minimaalisen Hamiltonin piirin
painolleγ(H). (Huomaa, ettädS′(v1) on aina= 2, koskaS ′ on pisteeseenv1 liittyvä virittävä
1-puu.)
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Karp–Held-heuristiikka:

1. Asetetaanβ(v)← 0 kaikille pisteillev.

2. Asetetaanα′(u, v)← α(u, v) + β(u) + β(v) kaikille viivoille (u, v).

3. Etsitään minimaalinen virittävä 1-puuS ′ valepainojaα′(u, v) käyttäen. Jos tällaista ei
löydy, ei myöskään Hamiltonin piiriä löydy ja voidaan lopettaa.

4. JosS ′ on piiri, niin tulostetaan minimaalinen Hamiltonin piiriH = S ′ ja lopetetaan.

5. JosS ′ ei ole piiri jaS ′:sta laskettu alaraja on kasvanutK iteraatiokierroksen aikana, niin
asetetaanβ(v) ← β(v) + dS′(v) − 2 jokaiselle pisteellev ja mennään kohtaan 2. (K on
etukäteen kiinnitetty iteraatiokierrosten maksimimäärä.)

6. JosS ′:sta laskettu alaraja ei ole kasvanutK:n iteraatiokierroksen aikana, lopetetaan ja
tulostetaan ko. alaraja.

Menettely ei loputtomiin jatkettunakaan aina tuota (minimaalista) Hamiltonin piiriä, vaikka
tällainen olisikin olemassa. Käytännössä se kumminkin tuottaa usein joko minimaalisen Hamil-
tonin piirin tai antaa hyvän alarajan sellaisen painolle. Alarajan saaminen ei tietystikään takaa,
että mitään Hamiltonin piirejä graafissa olisikaan!

Karp–Held-heuristiikassa on monia kohtia, joissa pitää valita useista vaihtoehdoista (viite-
piste, käytetty 1-puu). Kaikkia mahdollisuuksia ei voida käydä läpi, joten valinta voidaan tehdä
satunnaisesti. Tällöin kyseessä on Las Vegas -tyyppinen stokastinen algoritmi.

5.8 Kaksijakoisen graafin maksimisovitus: Unkarilainen al-
goritmi

GraafinG = (V,E) sovituson sellainen viivajoukkoS ⊆ E, että mikäänS:n viiva ei ole
toisenS:n viivan vierusviiva. Sovitus onmaksimisovitus,jos siinä on suurin mahdollinen määrä
viivoja. Piste, joka on jonkin sovituksen viivan päätepiste, onsovitettu.

Tehtävä. Etsi kaksijakoiselle graafille maksimisovitus.

SovituksenS vuorotteleva polkuon sellainen polku, jonka

(1) ensimmäinen piste on sovittamaton ja jonka

(2) viivoista joka toinen on sovituksessa ja joka toinen ei.

Huomaa, että vuorottelevan polun ensimmäinen viiva ei ole sovituksessa. Jos vuorottelevan
polun viimeinen piste on myös sovittamaton, on kyseessä sovituksenS lisäyspolku.Sovitus,
jolla ei ole lisäyspolkuja, on ns.maksimaalinen sovitus.

Esimerkki. Kaksijakoisen graafin

v1
v2

v3

v4

v5

w1

w2

w3

w4

w6

w5

G: S:

v1
v2

v3

v4

v5

w1

w2

w3

w4

w6

w5
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sovituksenS = {(v1, w3), (v3, w2), (v4, w6), (v5, w5)} eräs lisäyspolku on polku, jonka pisteet
ovat järjestyksessäv2, w2, v3, w6, v4, w1.

v1
v2

v3

v4

v5

w1

w2

w3

w4

w6

w5

SovituksenS lisäyspolunp avulla voidaan sovitustalisätäseuraavasti:

1. poistetaan sovituksestaS sen polullap olevat viivat ja

2. lisätään sovitukseen ne polunp viivat, jotka eivät olleet sovituksessa.

Saatu uusi viivajoukko on ilmeisesti jälleen sovitus. Huomaa, ettäS:n viivoja on lisäyspolulla
yhtä vähemmän kuin muita viivoja. Näin lisäyksessä sovituksen viivojen lukumäärä kasvaa
yhdellä. Maksimaalista sovitusta ei tällä tavoin voida enää lisätä.

Esimerkki. (Jatkoa) Käyttäen annettua lisäyspolkua sovituksestaS saadaan uusi sovitus
S1 = {(v1, w3), (v2, w2), (v3, w6), (v4, w1), (v5, w5)}, joka on maksimaalinen.

w1

w2

w3

w4

w6

w5

v1
v2

v3

v4

v5

Unkarilaisessa algoritmissaetsitään systemaattisesti lisäyspolkuja, kunnes saadaanmaksi-
maalinen sovitus. Sen jälkeen riittääkin todistaa, että maksimaalinen sovitus on maksimisovi-
tus. Jatkossa rajoitutaan kaksijakoisiin graafeihin, joille algoritmi on huomattavasti helpompi.
Lisäyspolkuja etsitään konstruoimalla sovituksenS vuorotteleva puu.Se onG:n alipuu, jonka

(1) eräs pister (puunjuuri) on sovittamaton, jonka

(2) r:stä lähtevien polkujen viivoista joka toinen onS:ssä ja joka toinen ei ja jossa

(3) joko onr:stä lähtevä lisäyspolku tai johon ei voida enää lisätä viivoja.

Vuorotteleva puu onlisäyspuu,jos siinä on lisäyspolku, muutoin se on ns.unkarilainen puu.
Jokainen lisäyspolku on ilmeisesti itsessään lisäyspuu. Huomaa, että ainoa unkarilaisen puun
piste, joka ei ole sovitettu, on sen juuri.

Esimerkki. (Jatkoa) Mainitun sovituksenS vuorottelevia puita ovat seuraavat (juuri on ympy-
röity):
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w1

w2

w4

w6

v2

v3

v4

v2

v3

v4

w2

w4

w6

Molemmat ovat lisäyspuita. Sen sijaan sovituksenS1 vuorotteleva puu (juurenaw4) on puu

v1

v4

w1

w3

w4

joka on unkarilainen.

Lisäyspuu tai unkarilainen puu ei ole yksikäsitteinen. Riippuen siitä missä järjestyksessä
puuta juuresta lähtien konstruoitaessa viivoja otetaan mukaan, voidaan saada lukuisia erilaisia
puita, vaikka juuri olisikin sama. Toisaalta pätee

Väite. Jos kaksijakoisen graafinG sovituksella on unkarilainen puu, niin sillä ei ole samanjuu-
rista lisäyspuuta.

Todistus.Asetetaan vastaoletus: SovituksellaS on unkarilainen puuU sekä samaan juureenr
liittyvä lisäyspuuT . Lisäyspuusta saadaan lisäyspolku

p : r = v0, e1, v1, e2, . . . , ek, vk.

Valitaan polultap viimeinen piste, sanotaanvi, joka onU :ssa (ainakinr = v0 onU :ssa). Koska
vk ei oleU :ssa, oni < k. Edelleen viivaei+1 ei ole sovituksessa eikäU :ssa (muuten myösvi+1

olisi U :ssa). Toisaalta, koskaei+1 ei oleU :ssa, onvi+1:n esiinnyttäväU :ssa jonkin muun viivan
päätepisteenä (

√

), sillä ainoa syy, miksi viivaei+1 ei tule mukaanU :hun sitä konstruoitaessa,
on että sen toinen päätepistevi+1 esiintyy jo konstruoidussaU :n osassa. Huomaa, miten kak-
sijakoisuus tulee tässä mukaan: JosG:n kaksijakoisuuden antava irrotus on〈V1, V2〉, niin sekä
U :ssa ettäp:ssä pisteet ovat vuorotellenV1:ssä jaV2:ssa. Näin ollenr–vi-polun pituus on sekä
p:ssä ettäU :ssa parillinen.

Vuorottelevan puun konstruointi tietystä juuresta lähtien johtaa joko aina unkarilaiseen puu-
hun tai aina lisäyspuuhun, mutta ei molempiin. Näin ollen konstruointijärjestyksellä ei ole väliä.
(Toisin muuten käy yleisen graafin tapauksessa!)

Kaksijakoiselle graafilleG = (V,E) unkarilainen algoritmi on seuraavanlainen. Kaksija-
koisuuden antava irrotus on〈V1, V2〉.

Unkarilainen algoritmi:

1. AsetetaanS ← ∅. (Muutakin alkusovitusta voi käyttää.)
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2. Jos kaikkiV1:n pisteet tai kaikkiV2:n pisteet on sovitettu sovituksessaS, niin S on mak-
simisovitus ja lopetetaan.

3. JosV1:ssä on sovittamattomia pisteitä sovituksessaS, niin käydään niitä läpi jossain jär-
jestyksessä muodostaen vastaavia vuorottelevia puita (puiden konstruktiotavalla ei ole
väliä, kuten todettiin). Jos löytyy lisäyspuu, lisätään sovitustaS puusta löytyvää lisäys-
polkua käyttäen, jolloin saadaan uusi sovitusS1. AsetetaanS ← S1 ja mennään kohtaan
2.

4. Jos taas kaikkiV1:n sovittamattomat pisteet juurina saadut vuorottelevat puut ovat unka-
rilaisia, niinS on maksimaalinen sovitus ja lopetetaan.

Lause 5.3.Kaksijakoisen graafin maksimaalinen sovitus on maksimisovitus.

Todistus.Asetetaan vastaoletus: Kaksijakoisen graafinG = (V,E) maksimaalinen sovitusS ei
ole maksimisovitus. SilloinG:n maksimisovituksessaSmax on enemmän viivoja kuinS:ssä ja
V1:ssä on enemmänSmax-sovitettuja pisteitä kuinS-sovitettuja pisteitä. Valitaan tarkasteltavaksi
mielivaltainen pistev ∈ V1, joka onSmax-sovitettu mutta eiS-sovitettu. Silloin on polku

p : v = v0, e1, v1, e2, . . . , ek, vk = w,

jonka viivat ovat vuorotellenSmax:ssa jaS:ssä:e1 onSmax:ssa,e2 onS:ssä jne. Valitaan pisin
tällainen polkup. Koskap on ilmeisesti vuorotteleva polku sovituksenS suhteen, sen pituus
on parillinen, ts.ek on S:n viiva. (Muussa tapauksessahanp olisi S:n lisäyspolku, jollaisia ei
maksimaalisuuden takia ole.) Näin ollenw onS-sovitettu, mutta eiSmax-sovitettu (sillä polkua
p ei voi jatkaa).

Näin jokaista sellaista pistettäv ∈ V1, joka onSmax-sovitettu mutta eiS-sovitettu, vastaa
pistew ∈ V1, joka onS-sovitettu mutta eiSmax-sovitettu. Nyt mistään muustaSmax-sovitetusta
mutta eiS-sovitetusta pisteestä kuin pisteestäv lähtevä polku ei voi päättyäw:hen. Tällaisen
polun viimeisen viivan on nimittäin oltavaek (ainoaS:n viiva, jonka päätepiste onw) ja toisek-
si viimeisen pisteen siisvk−1. Edelleen polun toiseksi viimeisen viivan on oltavaek−1 (ainoa
Smax:n viiva, jonka päätepiste onvk−1) ja kolmanneksi viimeisen pisteen siisvk−2. Jne.

Mutta silloin sellaisia pisteitäw, jotka ovatS-sovitettuja mutta eivätSmax-sovitettuja, on
V1:ssä ainakin yhtä monta kuin sellaisia pisteitäv, jotka ovatSmax-sovitettuja mutta eivät
S-sovitettuja (

√

).

Seuraus.Unkarilainen algoritmi tuottaa kaksijakoisen graafin maksimisovituksen.

Sovitus ontäydellinen,jos se sovittaa kaikki graafin pisteet. Graafilla, jolla on pariton määrä
pisteitä, ei näin ollen voi olla täydellistä sovitusta. Tarkastellaan graafiaG = (V,E) ja merki-
täänν(v) = {v:n vieruspisteet} sekä pistejoukolleA ⊆ V vieläν(A) =

⋃

v∈A ν(v). Merkitään
edelleen äärellisen joukonX alkioiden lukumäärää (eliX:n kardinaliteettia)#(X):llä. Näillä
merkinnöillä voidaan esittää seuraava kuuluisa karakterisaatio niille kaksijakoisille graafeille,
joilla on täydellinen sovitus:

Lause 5.4. (Hallin lause, ”Marriage Theorem”) Kaksijakoisella graafillaG, jonka kaksija-
koisuuden antaa irrotus〈V1, V2〉, on täydellinen sovitus tarkalleen silloin, kun kaikille pistejou-
koilleA ⊆ V1 ja B ⊆ V2 pätee#(A) ≤ #(ν(A)) ja #(B) ≤ #(ν(B)).

Todistus.Jos täydellinen sovitus on olemassa, niin ilmeisestikin pitää olla#(A) ≤ #(ν(A))
ja #(B) ≤ #(ν(B)) kaikille pistejoukoilleA ⊆ V1 ja B ⊆ V2. (Muuten kaikilleA:n taiB:n
pisteille ei löydy sovituksessa paria.)
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Oletetaan sitten, että kaikille pistejoukoilleA ⊆ V1 ja B ⊆ V2 on #(A) ≤ #(ν(A)) ja
#(B) ≤ #(ν(B)) ja tarkastellaanG:n maksimisovitustaS. Asetetaan vastaoletus: S ei ole täy-
dellinen. Valitaan pistev, joka ei ole sovitettu sovituksessaS. Katsotaan tapaus, missäv ∈ V1

(toinen tapausv ∈ V2 on tietysti aivan symmetrinen). Ristiriita on selvä, josv on irtopiste, jo-
ten voidaan siirtyä tapaukseen, jossav on jonkin viivan päätepiste.v-juurinen vuorotteleva puu
on näin ollen ei-triviaali ja, koska maksimisovitus on myösmaksimaalinen, kyseessä on un-
karilainen puu. Valitaan jokin tällainen unkarilainen puuU . MerkitäänU :ssa esiintyvienV1:n
(vast.V2:n) pisteiden joukkoaA:lla (vast.B:llä). U :n konstruktiosta johtuenB = ν(A). Toi-
saalta juurtav lukuunottamattaU :ssa esiintyvätA:n ja B:n pisteet on pareittain sovitettuS:n
viivoilla, joten#(A) = #(B) + 1 > #(B) (

√

).

5.9 Siirtoverkon maksimivirtaus: Ford–Fulkerson-algoritmi

Siirtoverkkoon sellainen nuolipainotettu suunnattu graafiG = (V,E), että

(1) G:ssä ei ole silmukoita ja se on yhtenäinen,

(2) G:ssä on vain yksi lähdes,

(3) G:ssä on vain yksi nielut ja

(4) kunkin nuolene painoc(e), ns. nuolene kapasiteetti,on ei-negatiivinen reaaliluku, ts.
nuolipainotus onc : E → R0.

(Vrt. pykälän 4.4 stationääriset lineaariset verkot.) Itse asiassa voitaisiin myös olettaaG:ssä ole-
van kaikki mahdolliset nuolet silmukoita lukuunottamatta, mahdollisesti useammankertaisina.
Jollei näin alunperin ole, niin lisätään ”puuttuvat” nuolet varustettuna kapasiteetilla0. Luonnol-
lisesti voidaan vielä olettaa, ettäG on ei-triviaali.

Siirtoverkonvirtauson sellainen nuolipainotusf : E → R0, että

(i) jokaiselle nuolellee pätee ns.kapasiteettiehtof(e) ≤ c(e) ja

(ii) jokaiselle pisteellev 6= s, t pätee ns.säilymisehto(eli Kirchhoffin virtauslaki, vrt. pykälä
4.4)

∑

e:n alku-
piste onv

f(e) =
∑

e:n loppu-
piste onv

f(e).

f(e) on ns. nuolene virta. Nuolen(u, v) virtaa merkitään myösf(u, v):llä. Virtauksenf arvo
on

|f | =
∑

e:n alku-
piste ons

f(e).

Virtauksenf ∗ sanotaan olevanmaksimivirtaus,jos se on arvoltaan suurin, ts.|f ∗| ≥ |f | kaikille
mahdollisille virtauksillef .

SiirtoverkonG ns.s–t-irrotus on sellainen (suunnattu) irrotusI = 〈V1, V2〉, ettäs onV1:ssä
ja t onV2:ssa. Tällaisen irrotuksenkapasiteettion

c(I) =
∑

u∈V1

v∈V2

c(u, v)



LUKU 5. GRAAFIEN ALGORITMIT 78

(Huomaa miten irrotuksen suunnan vastaiset nuolet eivät vaikuta kapasiteettiin.) Irrotuksen
〈V1, V2〉 kapasiteettia merkitään myösc(V1, V2):lla. Edelleen määritellään irrotuksenI = 〈V1,
V2〉 vuo

f+(I) =
∑

u∈V1

v∈V2

f(u, v)

ja vastavuo
f−(I) =

∑

u∈V2

v∈V1

f(u, v).

Virtauksen arvo saadaan nyt minkä tahansas–t-irrotuksen voiden avulla:

Lause 5.5.Josf on siirtoverkon virtaus jaI sens–t-irrotus, niin

|f | = f+(I)− f−(I).

Todistus.Ilmeisesti
∑

e:n alku-
piste onv

f(e)−
∑

e:n loppu-
piste onv

f(e) =

{

|f |, josv = s

0, josv 6= s, t.

MerkitäänI = 〈V1, V2〉. Käymällä läpi kaikkiV1:n pisteetv ja laskemalla puolittain yhteen
saadut yhtälöt saadaan

∑

v∈V1

∑

e:n alku-
piste onv

f(e)−
∑

v∈V1

∑

e:n loppu-
piste onv

f(e) = |f |.

Kullekin nuolellee, jonka molemmat päätepisteet ovatV1:ssä, esiintyvätf(e) ja−f(e) vasem-
malla puolella kumpikin tarkalleen kerran ja supistuvat näin pois. Siispä

∑

u∈V1

v∈V2

f(u, v)−
∑

u∈V2

v∈V1

f(u, v) = |f |.

Seuraus.Josf on siirtoverkon virtaus jaI sens–t-irrotus, niin |f | ≤ c(I).

Todistus.|f | = f+(I)− f−(I) ≤ f+(I) ≤ c(I).

Siirtoverkon nuolene sanotaan olevankyllästetty,jos f(e) = c(e), muutenei-kyllästetty.
Nyt voidaan todeta, että|f | = c(V1, V2) tarkalleen siinä tapauksessa, että

(i) nuoli (u, v) on kyllästetty aina kunu ∈ V1 ja v ∈ V2, ja

(ii) f(u, v) = 0 aina kunu ∈ V2 ja v ∈ V1.

Siirtoverkons–t-irrotustaI∗ sanotaanminimi-irrotukseksi,jos kaikille muille s–t-irrotuk-
sille I on c(I∗) ≤ c(I).

Seuraus.Josf on siirtoverkon virtaus jaI sens–t-irrotus ja |f | = c(I), niin f on maksimivir-
taus jaI on minimi-irrotus.

Todistus.Jos f ∗ on maksimivirtaus jaI∗ minimi-irrotus, niin edellisen Seurauksen nojalla
|f ∗| ≤ c(I∗). Niinpä tällöin

|f | ≤ |f ∗| ≤ c(I∗) ≤ c(I)

ja f on maksimivirtaus jaI minimi-irrotus.
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Itse asiassa maksimivirtauksen arvo on minimi-irrotuksenkapasiteetti. Tämän näyttämiseksi
tarkastellaan yleisesti lähteestäs pisteeseenv kulkevia polkuja (ei välttämättä suunnattuja!)

s = v0, e1, v1, e2, . . . , ek, vk = v (polkup).

Josei = (vi−1, vi), niin nuoli ei on etenevä,jos taasei = (vi, vi−1), niin nuoli ei on takeneva.
Polunp nuoli ei painotetaan nyt painolla

ǫ(ei) =

{

c(ei)− f(ei), josei on etenevä nuoli

f(ei), josei on takeneva nuoli

ja itse polkup painolla

ǫ(p) =
k

min
i=1
{ǫ(ei)}.

Polkuap sanotaanei-kyllästetyksi,jos ǫ(p) > 0, ts.p:n etenevät nuolet ovat ei-kyllästettyjä ja
f(ei) > 0 p:n takeneville nuolilleei.

Erityisestis–t-polut voivat olla ei-kyllästettyjä, jolloin niitä sanotaanlisäyspoluiksi3. Kaikki
nämä käsitteet liittyvät tietysti aina tiettyyn virtaukseenf . Lähtiens–t-polustap (ja virtauksesta
f ) voidaan määritellä uusi virtaus

f =











f(e) + ǫ(p), jose onp:n etenevä nuoli

f(e)− ǫ(p), jose onp:n takeneva nuoli

f(e) muuten.

f on todellakin virtaus. Muutokset virtaukseenf nähden tapahtuvat nimittäin vain polunp pis-
teissä ja nuolissa. Kapasiteettiehdon toteutuminenp:n nuolille seuraa suoraanǫ(p):n ja f(e):n
määritelmistä. Säilymisehdon toteutuminenp:n pisteillevi on myös suoraan tarkistettavissa,
erilaisia tilanteita on neljä:

ei
ei+1

vi

ei

ei+1
vi

ei
ei+1

vi

ei
ei+1

vi

Ilmeisesti (ajattele lähdettäs)
|f | = |f |+ ǫ(p),

joten virtausf ei ole maksimivirtaus, mikäli sillä on lisäyspolkuja. Mutta myös käänteinen tulos
pätee, joten

3Ei pidä sekoittaa edellisen pykälän lisäyspolkuihin!
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Lause 5.6.Virtaus on maksimivirtaus tarkalleen siinä tapauksessa, että sillä ei ole lisäyspol-
kuja.

Todistus.Kuten todettiin, maksimivirtauksella ei voi olla lisäyspolkuja. Oletetaan sitten, että
virtauksellaf ei ole lisäyspolkuja. MerkitäänV1:llä niiden pisteiden joukkoa, joihin päästään
lähteestäs pitkin ei-kyllästettyjä polkuja. Silloin triviaalistis ∈ V1 ja t /∈ V1 (koska lisäyspol-
kuja ei ole). Näin ollen irrotusI = 〈V1, V2〉 on s–t-irrotus. Osoitetaan, että|f | = c(I), josta
edellisen Seurauksen nojalla seuraa, ettäf on maksimivirtaus.

Otetaan tarkasteltavaksi nuoli(u, v), missäu ∈ V1 ja v ∈ V2. Silloin on olemassa ei-kylläs-
tetty s–u-polku p. Nuoli (u, v) on kyllästetty, sillä muutoin olisi ei-kyllästettys–v-polku. Sa-
malla tavoin päätellään, että sellaiselle nuolelle(u, v), missäu ∈ V2 ja v ∈ V1, onf(u, v) = 0.
Niinpä vuof+(I) on c(I) ja vastavuof−(I) on nolla. Lauseen 5.5 nojalla|f | = c(I).

Samalla on tullut todistetuksi kuuluisa

Lause 5.7. (Max-Flow Min-Cut -lause)Siirtoverkossa maksimivirtauksen arvo on sama kuin
minimi-irrotuksen kapasiteetti.

Jos nuolien kapasiteetit ovat rationaalilukuja, niin maksimivirtaus voidaan etsiä käyttäen
Lausetta 5.6. Algoritmi pyrkii etsimään virtauksellef lisäyspolkua. Ellei sellaista löydy, on
kyseessä maksimivirtaus. Jos lisäyspolku löytyy, muodostetaan sitä käyttäen suurempi virtaus
f . Algoritmissa käytetään apuna pisteiden merkintääα. Merkintä on muotoa

α(v) = (u, suunta,∆),

missäu on siirtoverkon piste (tai−, jos pistettä ei ole), ”suunta” on etenevä (→) tai takeneva
(←) (tai −, jos suuntaa ei ole) ja∆ on ei-negatiivinen reaaliluku (tai∞). Tarkoitus on, että
kun pistev saa merkinnän, niin on olemassas–v-polkup, jonka etenevä tai takeneva (”suunta”)
nuoli (u, v) on, ja∆ = ǫ(p). Pisteenv mahdollinen merkintä voidaan tehdä, kun pisteu on
merkitty ja joko(u, v) on nuoli tai(v, u) on nuoli. Saadaan kaksi vaihtoehtoa:

(1) (etenevä merkintä) Jose = (u, v) on nuoli jaα(u) = (·, ·,∆u) ja c(e) > f(e), niin
voidaan merkitäα(v) = (u,→,∆v), missä

∆v = min{∆u, c(e)− f(e)}.

(2) (takeneva merkintä) Jose = (v, u) on nuoli jaα(u) = (·, ·,∆u) ja f(e) > 0, niin voidaan
merkitäα(v) = (u,←,∆v), missä

∆v = min{∆u, f(e)}.

Algoritmin suorituksessa on kaksi vaihetta. Ensimmäisen vaiheen aikana merkitään pisteitä
yo. tavoin ja kukin piste tulee merkityksi enintään kerran.Vaihe loppuu, kun nielut saa mer-
kin α(t) = (·,→,∆t) tai yhtäkään pistettä ei voida enää merkitä. Jälkimmäisessä tapauksessa
lisäyspolkuja ei ole ja esillä oleva virtausf on maksimivirtaus ja algoritmi pysähtyy. Edellises-
sä tapauksessa taas esillä oleva virtausf ei ole maksimivirtaus ja on saatu lisäyspolkup, jolle
ǫ(p) = ∆t, ja algoritmi siirtyy toiseen vaiheeseen. Toisessa vaiheessa vain konstruoidaan en-
simmäisessä vaiheessa saadun lisäyspolun pisteiden merkkejä käyttäen uusi suurempi virtaus
f , jonka jälkeen siirrytään ensimmäiseen vaiheeseen käyttäen tätä suurempaa virtausta.
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Ford–Fulkerson-algoritmi::

1. Valitaan lähtövirtausf0. Ellei parempaa virtausta ole käytettävissä, voidaan valita nolla-
virtausf0(e) = 0. Merkitään sitten lähdes asettamallaα(s) ← (−,−,∞). Asetetaan
f ← f0.

2. Jos on merkitsemätön pistev, joka voidaan merkitä joko etenevällä merkinnällä(w,→,
∆v) tai takenevalla merkinnällä(w,←,∆v), niin valitaan yksi sellainen piste ja merkitään
se. (Tapoja voi olla useita. Mikä tahansa niistä voidaan valita.) Ellei tällaista pistettäv ole,
tulostetaan maksimivirtausf ja lopetetaan.

3. Jost ei ole merkitty, palataan kohtaan 2. Muutoin asetetaanu← t.

4. Josα(u) = (w,→,∆u), asetetaan

f(w, u)← f(w, u) + ∆t ja u← w.

Jos taasα(u) = (w,←,∆u), asetetaan

f(u, w)← f(u, w)−∆t ja u← w.

5. Josu = s, poistetaan kaikki merkinnätα lukuunottamatta lähteens merkintää ja mennään
kohtaan 2. Jos taasu 6= s, palataan kohtaan 4.

Mikäli alkuvirtauksen virratf0(e) ovat rationaalilukuja ja kapasiteetitc(e) ovat myös rationaali-
lukuja, niin algoritmi pysähtyy ja tuottaa maksimivirtauksen.4 Tällaisessa tapauksessa voidaan
nimittäin yhtä hyvin olettaa, että ko. painot ja kapasiteetit ovat ei-negatiivisia kokonaisluku-
ja, jolloin aina siirryttäessä toisesta vaiheesta uudelleen ensimmäiseen vaiheeseen virtauksen
arvo kasvaa positiivisella kokonaisluvulla päätyen lopulta maksimivirtausarvoon. Toisaalta täl-
laisia askeleita voi silloin olla juuri maksimivirtauksenarvon osoittama määrä, eikä algoritmin
suoritusaika riipukaan pelkästään verkon pisteiden määrästä (kuten voisi luulla), vaan kapasi-
teeteista.

Algoritmi voidaan modifioida5 siten, että sen suoritusaika ei riipu kapasiteeteista ja että
se toimii myös irrationaalisille kapasiteeteille. Tällöin pyritään siihen, että kun ensimmäisen
vaiheen aikanat merkitään, syntyy lyhin mahdollinen lisäyspolku. Tämä saadaan aikaan valit-
semalla kohdassa 2. merkittävä pistev aina siten ettäα(v):ssä eli(w, ·,∆v):ssäw on saanut
merkkinsä mahdollisimman aikaisin.

Ford-Fulkerson-algoritmi käy myös maksimisovituksen etsimiseen kaksijakoisille graafeil-
le. Katsotaan asiaa esimerkin valossa.

Esimerkki. Edellisessä pykälässä esimerkissä ollut kaksijakoinen graafi G ja sitä vastaava
siirtoverkkoG′:

v1
v2

v3

v4

v5

w1

w2

w3

w4

w6

w5

G: G′: s t

4Jos virroissaf0(e) tai nuolien kapasiteeteissa on irrationaalilukuja, ei algoritmi välttämättä pysähdy lain-
kaan eikä toisaalta äärettömiin jatkettunakaan tuota välttämättä raja-arvona maksimivirtausta! Irrationaalisia virto-
ja f0(e) ei tietenkään tarvitse käyttää eikä toisaalta käytännössäirrationaalisia kapasiteettejakaan juuri esiinny.

5Ns.Edmonds–Karp-modifikaatio(ks. esimerkiksi SWAMY & T HULASIRAMAN ).
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G′:n kaikki nuolet suunnataan vasemmalta oikealle ja painotetaan kapasiteetilla1. Lähtövir-
taus on nollavirtaus (tai sitten jostakin muusta alkusovituksesta saatava virtaus). Koko algorit-
min suorituksen ajan nuolien virrat ovat kokonaislukuja0 tai 1. Sovitukseen otetaan kulloinkin
mukaan neG:n viivat, joita vastaavatG′:n nuolete saavat virranf(e) = 1, ja maksimivir-
taus antaa maksimisovituksen. Huomaa, että lisäyspolku voi tässä olla pidempi kuin kolmen
pituinen. (Voit myös todeta, että unkarilaisen algoritminja Ford–Fulkerson-algoritmin lisäys-
poluilla on kuitenkin jotain yhteistä!)



Luku 6

GRAAFIEN PIIRTÄMINEN

6.1 Tasottuvuus ja tasograafit

Edellä graafeja ei ole ajateltu geometrisina objekteina. Käytännössä graafeja kuitenkinpiirre-
tään,ts. pisteet ajatellaan geometrisina pisteinä ja viivat jatkuvina käyrien kaarina. Jos graafiG
voidaan tällä tavoin piirtää tasolle (tai pallon pinnalle)niin, etteivät viivat leikkaa muualla kuin
pisteissä, sanotaanG:n olevantasottuvaeli planaari graafi. Tasottuvan graafin tasolla olevaa
geometrista esitystä, missä viivat eivät leikkaa, sanotaan tasograafiksi.

Tasograafin kierroksen rajaamaa yhtenäistä (avointa) tason osaa, jossa ei ole graafin pistei-
tä, kutsutaan tasograafinsilmäksi.Myös tasograafin ulkopuolelle jäävän osan ajatellaan olevan
silmä, ns.ulkosilmä.(Piirrettäessä pallon pinnalle se on silmä siinä kuin muutkin.) Silmääs
vastaavan kierroksen pisteet ovats:n ns.reunapisteetja viivat s:n ns.reunaviivat. Kahden sil-
män sanotaan olevanvierussilmät,jos niillä on yhteinen reunaviiva. Huomaa, että silmä voi olla
itsensä vierussilmä.

Esimerkki. Tasograafissa

v2
v3

v1

v4

v5

e1 e2

e3

e4 e5

v6

e10

e8

s1

s2

s4

s3

s5

e9

v7

v8

e6 e7

silmät ovats1, s2, s3, s4 ja s5 (ulkosilmä) ja niiden reunapisteet ja -viivat sekä vierussilmät ovat
alla olevassa taulussa.

silmä reunapisteet reunaviivat vierussilmät
s1 v1, v5, v2 e1, e10, e2 s2, s5
s2 v2, v5, v4, v3, v6, v7 e2, e4, e7, e9, e8, e6 s1, s2, s3, s5
s3 v4, v5 e4, e5 s2, s5
s4 v5 e3 s5
s5 v1, v5, v4, v3, v2, v8 e10, e3, e5, e7, e6, e1 s1, s2, s3, s4

83
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Seuraavassa on eräitä tasograafien perusominaisuuksia.

Lause 6.1. (Eulerin monitahokaskaava1) Jos yhtenäisessä tasograafissaG on n pistettä,m
viivaa jaf silmää, niin

f + n = m+ 2.

Todistus.Käytetään induktiotam:n suhteen.
Induktion lähtökohta: m = 0. TasograafissaG on nyt vain yksi piste ja yksi silmä (ulkosil-

mä), joten lause on tällöin oikea.
Induktio-oletus: Lause on oikea, kunm ≤ ℓ. (ℓ ≥ 0)
Induktioväite: Lause on oikea, kunm = ℓ+ 1.
Induktioväitteen todistus: Valitaan jokinG:n viiva e ja tarkastellaan tasograafiaG′ = G− e.

Jose on piiriviiva,G′ on yhtenäinen ja induktio-oletuksesta saadaan tulos

f ′ + n = (m− 1) + 2,

missäf ′ onG′:n silmien lukumäärä. Mutta piirin sulkeminene:llä lisää silmien lukua yhdellä,
joten tällöinf ′ = f−1 ja lause on tosi. Jos taasG−e on epäyhtenäinen, niin siinä on kaksi taso-
graafikomponenttiaG1 jaG2, joiden pisteiden, viivojen ja silmien luvut ovatn1, n2, m1, m2, f1
ja f2, vastaavasti. Induktio-oletuksen nojalla

f1 + n1 = m1 + 2 ja f2 + n2 = m2 + 2.

Lisättäessä viivae silmien luvuksi tuleef1 + f2 − 1 (G1:n ja G2:n ulkosilmä on yhteinen tai
sitten jompikumpi on piirretty toisen silmään), pisteidenluvuksi n1 + n2 ja viivojen luvuksi
m1 +m2 + 1, joten lause pitää taas paikkansa.

Esimerkki. (Jatkoa) Poistetaan pistev8, jotta saadaan yhtenäinen tasograafi. Pisteitä on nyt
7, viivoja 10, silmiä5 ja 5 + 7 = 10 + 2.

Lause 6.2. (Lineaarinen raja)Jos yksinkertaisessa yhtenäisessä tasograafissaG on n ≥ 3
pistettä jam viivaa, niin

m ≤ 3n− 6.

Todistus.JosG:n silmät ovats1, . . . , sf , niin merkitäänri:llä silmänsi reunaviivojen lukumää-
rää (i = 1, . . . , f ). Tapausf = 1 on selvä, silloinG on puu jam = n− 1 ≤ 3n− 6, joten olete-
taan, ettäf ≥ 2. KoskaG on yksinkertainen, on jokaisella silmällä nyt vähintään3 reunaviivaa
ja näin ollen

f
∑

i=1

ri ≥ 3f.

Jokainen viiva on yhden tai kahden silmän reunaviiva, joten

f
∑

i=1

ri ≤ 2m.

Tulos seuraa nyt Eulerin monitahokaskaavasta.

Lause 6.3. (Minimiasteraja)Yksinkertaisessa tasograafissaG on δ(G) ≤ 5.

Todistus.Tehdään vastaoletus: G on yksinkertainen tasograafi,G ja δ(G) ≥ 6. Silloin (Lause
1.1)m ≥ 3n, missän onG:n pisteluku jam viivaluku (

√

, Lineaarinen raja).

1Nimi tulee monitahokkaasta, jossa onn kärkeä,m särmää jaf tahkoa, eikä reikiä.
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Karakterisaatio ei-tasottuville graafeille saadaan käyttäen tiettyjä kiellettyjä aligraafeja.

Lause 6.4. (Kuratowskin lause)Graafi on tasottuva tarkalleen silloin, kun mikään sen ali-
graafeista ei ole toistuvin viivojen kutistuksin muutettavissaK5:ksi eikäK3,3:ksi.

Lauseen todistus on varsin hankala (mutta elegantti!), ks.esimerkiksi SWAMY & T HULASIRA-
MAN . K5:ttä eikäK3,3:a ei siis erityisesti voi piirtää tasograafeiksi, minkä voi kyllä helposti
todeta muutenkin.

Tasottuvuuden testaukseen ja tasottuvan graafin piirtämiseen tasograafiksi on nopeita, mutta
hankalasti käsiteltäviä algoritmeja, esimerkiksi ns.Hopcroft–Tarjan-algoritmi2. Esitetään seu-
raavassa klassinen hitaampi, mutta toki polynomiaikainenalgoritmi, ns.Demoucron–Malgran-
ge–Pertuiset-algoritmi3 (tunnetaan yleensä vainDemoucronin algoritmina). Algoritmin idea on
yrittää piirtää graafia tasoon pala palalta. Ellei tämä onnistu, graafi ei ole tasottuva.

JosG on graafi jaR onG:n tasottuvaa aligraafiaS vastaava tasograafi, niinG:n R-palaP
on

• jokoG− S:n viiva, jonka päätepisteet ovatS:ssä, tai

• muiden kuinS:n pisteiden indusoiman aligraafin komponentti, jossa ovatmukana sen
mahdollisetS:ään liittävät viivat, ns.liitosviivat,päätepisteineen.

G:n R-palanP pisteet, jotka ovat liitosviivojenS:n puoleisen pään pisteitä, ovat ns.P :n kon-
taktipisteitä.

G:n tasottuvaa aligraafiaS vastaavan tasograafinR sanotaan olevantasolaajennettavissa
G:ksi, jos se voidaan piirtämällä jatkaa kokoG:n tasoesitykseksi. EdelleenG:n R-palanP sa-
notaan olevanpiirrettävissäR:n silmääns, jos on sellainenR:n tasolaajennusG:ksi, jossaP on
piirretty silmääns. Ilmeisesti tällöin kaikkienP :n kontaktipisteiden pitää ollas:n reunapisteitä,
mutta tämä ei tietenkään itsessään takaa vielä, ettäR olisi tasolaajennettavissaG:ksi. Sellai-
senP :n, jonka kontaktipisteet ovats:n reunapisteitä, sanotaankin olevan vainpotentiaalisesti
piirrettävissä s:ään.Pala, jolla ei ole kontaktipisteitä lainkaan, on potentiaalisesti piirrettävissä
mihin tahansaR:n silmään.

Demoucronin algoritmi:

1. Testataan, onkoG metsä. Jos se on, se on ilmeisesti tasottuva ja voidaan piirtää. (Tähän
on varta vasten nopeita algoritmejakin.) Lopetetaan.

2. Ellei G ole metsä, niin siinä on piirejä. Valitaan jokin piiriC, piirretään se tasograafiksi
D ja asetetaanR← D. (Piiri on ilmeisesti tasottuva ja voidaan helposti piirtää tasograa-
fiksi.)

3. JosR onG:n tasoesitys, tulostetaan se ja lopetetaan.

4. Muodostetaan kaikkienR-palojen joukkoP. Kullekin palalleP ∈ P merkitäänS(P ):llä
niidenR:n silmien joukkoa, joihin seP potentiaalisesti piirrettävissä.

5. Jos jollekinR-palalleP ∈ P joukkoS(P ) on tyhjä, niinG ei ole tasottuva. Tulostetaan
silloin tämä tieto ja lopetetaan.

2Alkuperäisviite on HOPCROFT, J.E. & TARJAN, R.E.: Efficient Planarity Testing.Journal of the ACM21
(1974), 549–568.

3Alkuperäisviite on DEMOUCRON, G. & MALGRANGE, Y. & PERTUISET, R.: Graphes planaires: reconnais-
sance et construction des représentations planaires topologiques.Revue Française Recherche Opérationnelle8
(1964), 33–47.
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6. Valitaan jokinR-palaP , aloittaen niistä, jotka ovat potentiaalisesti piirrettävissä vain
yhteen silmään.

7. RiippuenP :n kontaktipisteiden luvusta, tasolaajennetaanR:ää:

7.1 JosP :llä ei ole kontaktipisteitä, kutsutaan Demoucronin algoritmia rekursiivisesti
P :lle. JosP ei ole tasottuva, ei sitä oleG:kään. Tulostetaan tämä tieto ja lopetetaan.
Muussa tapauksessa tasolaajennetaanR tasograafiksiU piirtämälläP johonkin sen
silmään, asetetaanR← U ja mennään kohtaan 3.

7.2 JosP :llä on yksi kontaktipistev ja vastaava liitosviivae, kutsutaan Demoucronin
algoritmia rekursiivisestiP :lle. JosP ei ole tasottuva, ei sitä oleG:kään. Tuloste-
taan tämä tieto ja lopetetaan. Muussa tapauksessa tasolaajennetaanR tasograafiksi
U piirtämälläP johonkin sellaiseenR:n silmään, jonka reunapistev on, asetetaan
R← U ja mennään kohtaan 3. (Ko.R:n silmä onP :n tasoesityksen ulkosilmä.)

7.3 JosP :llä on (ainakin) kaksi kontaktipistettäv1 ja v2, on niiden välilläP :ssä jokin
polku p. TasolaajennetaanR tasograafiksiU piirtämälläp johonkin sellaiseenR:n
silmään, jonka reunapisteitäv1 jav2 ovat ja johonP on potentiaalisesti piirrettävissä,
asetetaanR← U ja mennään kohtaan 3.

Ilmeisesti, josG ei ole tasottuva, Demoucronin algoritmi tulostaa tämän tiedon. Toisaalta
algoritmi ei voi jumiutua piirtämättä tasottuvaa graafia, sillä

Väite. JosG on tasottuva graafi, niin koko suorituksen ajanR on tasolaajennettavissaG:ksi.

Todistus.Käytetään induktiota niiden kertojen lukumääränℓ suhteen, jotka algoritmi on kulke-
nut kohdan 7. kautta.

Induktion lähtökohta: ℓ = 0. Tällöin jokoG on metsä (eikä kokoR:ää ole määritelty) taiR
onG:n piiri. Ilmeisesti ko. piiri piirrettynä voidaan tasolaajentaaG:ksi.

Induktio-oletus: Väite on oikea, kunℓ ≤ r. (r ≥ 0)
Induktioväite: Väite on oikea, kunℓ = r + 1.
Induktioväitteen todistus: Kohdassa 7.1 asia on selvä. Jos kohdassa 7.2P on potentiaalisesti

piirrettävissäR:n silmääns, niin se voidaan aina piirtää tähän silmään vaarantamatta jatkoa (ts.
mikä tahansa mahdollisista silmistä voidaan valita). Silmää nimittäin voidaan aina vaihtaa missä
tahansa vaiheessa ”peilaamalla” pisteenv suhteen (ja skaalaamalla sopivasti):

v
e P

s1

s2

s3
v
e

P s1

s2

s3

Samoin, jos kohdassa 7.3P on piirrettävissä johonkinR:n silmään, niinp voidaan aina piir-
tää tähän silmään vaarantamatta jatkoa. Jos nimittäinP on piirrettävissä sekä silmääns1 että
silmääns2, niin sen kontaktipisteet ovat näiden silmien yhteisellä reunalla. Missä tahansa vai-
heessa voidaan piirretytP :n osat vaihtaa silmästäs1 silmääns2 tai kääntäen yksinkertaisesti
”peilaamalla” tämän yhteisen reunan suhteen (ja skaalaamalla, jotta osat sopivat silmään).
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Huomautus. Graafeja, jotka eivät ole tasottuvia, voidaan piirtää suljetuille pinnoille, joissa
on reikiä. Esimerkiksi torus (”rinkiläpinta”) on suljettupinta, jossa on yksi reikä. Sille voidaan
piirtää esimerkiksiK5, K6 ja K7 sekäK3,3.K8 vaatiikin sitten jo kaksireikäisen pinnan. Pienin
määrä reikiä, joka suljetussa pinnassa pitää olla, jottaG voitaisiin piirtää sille viivojen leikkaa-
matta, on ns.G:n laji eli genus.Toisaalta pienin määrä viivojen leikkaamisia, joka pitää sallia,
kunG piirretään tasolle, on ns.G:n ylitysluku.Lajin ja ylitysluvun laskut ovatNP-täydellisiä
tehtäviä.

Graafinvärityson sen pisteiden merkintä, jossa vieruspisteillä ei ole samaa merkkiä. Merk-
kejä kutsutaan tässäväreiksi.Graafin sanotaan olevank-väritettävissä,jos se voidaan värittää
enintäänk värillä. Jos graafi on väritettävissä jollain värimäärällä, siinä ei ilmeisestikään saa ol-
la silmukoita. Selvästi rinnakkaisia viivojakaan ei tarvita, joten väritettävyyttä ajatellen voidaan
rajoittua yksinkertaisiin graafeihin. Pienintä sellaista lukuak, että graafiG on k-väritettävissä,
sanotaanG:n kromaattiseksi luvuksi,merkitäänχ(G).

K4 on esimerkki tasottuvasta graafista, jossa ei ole silmukoita ja joka ei ole3-väritettävissä.
Toisaalta pätee kuuluisa

Lause 6.5. (Nelivärilause)Jokainen yksinkertainen tasottuva graafi on4-väritettävissä.

Todistus.Ainoat tunnetut todistukset vaativat laajan tietokoneajon. Ensimmäisen sellaisen esit-
tivät v. 1976 Kenneth Appel ja Wolfgang Haken. Todistuksen esittäminenkin vie kokonaisen
kirjan: APPEL, K. & H AKEN , W.: Every Planar Map is Four Colorable.American Mathema-
tical Society (1989).

Jos tyydytään vähän vähempään eli5-väritettävyyteen, saadaan helposti todistettava lause
ja myös algoritmi.

Lause 6.6. (Heawoodin lause eli Viisivärilause)Jokainen yksinkertainen tasottuva graafiG
on5-väritettävissä.

Todistus.G voidaan tässä ajatella tasograafiksi. Käytetään induktiotaG:n pisteiden lukumäärän
n suhteen.

Induktion lähtökohta: n = 1. Graafi on nyt1-väritettävissä, koska viivoja ei ole.
Induktio-oletus: Lause on oikea, josn ≤ ℓ. (ℓ ≥ 1)
Induktioväite: Lause on oikea, josn = ℓ+ 1.
Induktioväitteen todistus: Minimiasterajan mukaisestiG:ssä on pistev, jonka aste on enin-

tään5. Induktio-oletuksen mukaisesti taas graafiG−v on5-väritettävissä. Jos tässä värityksessä
v:n vieruspisteet on väritetty enintään neljällä värillä, niin ilmeisestiG:kin voidaan5-värittää.
Näin jäljelle jää tapaus, missäv:n vieruspisteetv1, v2, v3, v4, v5 on väritetty eri väreillä. Sovi-
taan, että nämä pisteet on indeksoitu myötäpäivään ja merkitään niiden värejä (järjestyksessä)
numeroin1, 2, 3, 4, 5. Näytetään, ettäG− v:n väritystä voidaan muuntaa siten, ettäv:n vierus-
pisteiden väritykseen tarvitaan vain enintään neljä väriä.

MerkitäänHi,j:llä G−v:n aligraafia, jonka indusoivat väreini ja j väritetyt pisteet. Saadaan
kaksi tapausta:

• v1 ja v3 ovatH1,3:n eri komponenteissaH1 ja H3. VaihdetaanH3:n pisteissä värit1 ja 3
keskenään koskematta muihin pisteisiin. Tuloksena onG − v:n 5-väritys, jossa pisteillä
v1 ja v3 on sama väri1. v:lle voidaan nyt antaa väri3.

• v1 ja v3 ovat yhdistetytH1,3:ssa. SilloinH1,3:ssa onv1–v3-polku. Ottamalla mukaan piste
v saadaan tästäG:n piiri C. Koska pisteetv1, v2, v3, v4, v5 on indeksoitu myötäpäivään,
on pisteistäv2 ja v4 toinen piirinC sisällä ja toinen sen ulkopuolella. Näin ollenv2 ja v4
ovatH2,4:n eri komponenteissa ja tilanne palautuu edelliseen tapaukseen.

Todistuksesta saadaan (rekursiivinen) algoritmi5-väritykselle, ns.Heawoodin algoritmi.
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6.2 Davidson–Harel-algoritmi

Graafin piirtoa varten pitää määritellä piirtoalue (tässä ”ikkuna” eli suorakulmio, jonka sivut
ovat koordinaattiakselien suuntaiset), viivojen piirtotapa (viivat piirretään tässä janoina) sekä
tiettyjä ”kauneuskriteerejä”, jotka tekevät piirretystäesityksestä miellyttävän ja tasapainoisen
sekä mahdollisimman selkeän. Tällaiset kriteerit ovat tietysti tarkoituksesta riippuvia ja jopa
makuasioita. Piirrettävän graafin oletetaan olevan yksinkertainen ja se annetaan vaikkapa vie-
ruspistematriisina tai täytenä insidenssimatriisina.

Seuraavassa esitetään ns.Davidson–Harel-algoritmi4, joka hehkutusmenetelmää käyttäen
pyrkii parantamaan graafin piirrettyä esitystä minimoidentiettyä rumuusfunktiota, ks. pykälä
5.7. RumuusfunktioR antaa graafinG piirretystä esityksestäP saadun ns.rumuusarvonR(P ).
Se on eri tekijöistä saatujen osien summa. MerkitäänG:n pisteiden joukkoa{v1, . . . , vn}:llä se-
kä viivojen joukkoa{e1, . . . , em}:llä. Edelleen merkitään tasoesityksessäP pistettävi vastaavaa
vektoriavi:llä sekä viivaaej vastaavaa janaaej:llä. Merkitään edelleen

dij = ‖vi − vj‖,

ri = vi:n etäisyys ikkunan oikeasta reunasta,

li = vi:n etäisyys ikkunan vasemmasta reunasta,

ui = vi:n etäisyys ikkunan yläreunasta,

bi = vi:n etäisyys ikkunan alareunasta,

cj = jananej pituus,

fij =

{

1, jos janatei ja ej leikkaavat eivätkäei ja ej ole vierusviivoja

0 muuten,

gij =

{

pisteenvi etäisyys janastaej, jos se on> g eikävi oleej :n päätepiste

g muuten.

g on menettelyn parametri, joka määrää miten lähelle viivat saavat tulla pisteitä. Rumuusfunktio
on silloin

R(P ) = λ1

n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

1

d2ij
+ λ2

n
∑

i=1

(

1

r2i
+

1

l2i
+

1

u2
i

+
1

b2i

)

+ λ3

m
∑

j=1

c2j

+ λ4

m−1
∑

i=1

m
∑

j=i+1

fij + λ5

n
∑

i=1

m
∑

j=1

1

g2ij
,

missäλ1, . . . λ5 ovat ei-negatiivisia parametrejä, joilla rumuuden eri osatekijöiden painoa sää-
detään. (Myös negatiivisia arvoja voisi ajatella, mutta vaikutus on varsin outo.)

Suureetdij, . . . , gij ovat varsin helposti laskettavissa peruskursseilta tutuilla vektorigeomet-
rian menetelmillä. Erityistä huomiota on kuitenkin kiinnitettävä laskujen nopeuteen. Vektorien
sijasta pisteitä voidaan merkitä kompleksiluvuilla. Myöställöin mainitut suureet ovat helpos-
ti laskettavissa kompleksilukujen laskuoperaatioilla5. Toisinaan sovitetaan pisteet tiettyyn hi-
laan. Tämä voidaan toteuttaa esimerkiksi pyöristämällä koordinaatit (tai kompleksiluvut) tiet-
tyyn tarkkuuteen ja hylkäämällä sellaiset piirrokset (tilat), joissa rumuusfunktio saa äärettömän
arvon (eli pisteet osuvat yhteen tms.).

4Alkuperäisviite on DAVIDSON, R. & HAREL, D.: Drawing Graphs Nicely Using Simulated Annealing.ACM
Transactions on Graphics15 (1996), 301–331.

5Huomaa, että josz1 = x1 + jy1 ja z2 = x2 + jy2, missäj on imaginääriyksikkö, niinz1z2:n reaaliosa on

pistetulo(x1, y1) • (x2, y2) ja imaginääriosa determinantti

∣

∣

∣

∣

x1 x2

y1 y2

∣

∣

∣

∣

.
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Hehkutuksessa tila onP ja vasteR(P ). Alkutila P0 saadaan vaikkapa valitsemalla satun-
naisesti pisteetv1, . . . ,vn piirtoalueesta ja piirtämällä viivat vastaavasti. Tilasiirtomenettely
P ← Aρ(P ) on seuraava:

• Valitaan satunnaisesti jokin pisteistävi. Vaihtoehtoisesti voidaan pisteitä käydä läpi sykli-
sesti järjestyksessä.

• Piirretäänvi keskipisteenäρ-säteinen ympyrä. Sädeρ on parametri, joka on aluksi iso ja
jota pienennetään myöhemmin systemaattisesti.

• Valitaan ko. ympyrältä satunnaisesti jokin pisteu.

• Josu ei ole piirtoalueessa, tila ei vaihdu. Muutoin asetetaanvi ← u ja tehdään piirrettyi-
hin viivoihin vastaava muutos.

Muutoin menettely on hyvin samantapainen kuin pykälässä 5.7 oleva kaupparatsuprobleeman
hehkutusalgoritmi.

Huomautus. Menetelmällä on lukuisia variantteja, piirtoalue voisi olla vaikkapa ympyrä ja
viivat samankeskeisiä ympyränkaaria ja säteitä, tai pallonpinta ja viivat isoympyrän kaaria.
Piirtoalue voisi olla myös ääretön, esimerkiksi koko tasoR

2. Graafeja voidaan myös ”piirtää”
kolmiulotteiseen avaruuteen. Jne. Etäisyyksiä laskettaessa voisi taas käyttää muuta kuin taval-
lista Eukleideen normia (eli2-normia), esimerkiksi korttelinormia (eli1-normia eli Manhattan-
metriikkaa) tai maksiminormia (eli∞-normia), pallon pinnalla geodeettista etäisyyttä jne. Tu-
lokset näillä eri varianteilla ovat sangen erilaisia.

Huomattakoon, että melkeinpä millä tahansa vähänkään sitovilla kriteereillä yleisen (yksin-
kertaisen) graafin piirto optimaalisesti kauneimpaan muotoonsa onNP-kova tehtävä.



Luku 7

MATROIDIT

Monet edellä olevat käsitteet eivät niinkään koske graafeja kuin niiden rakennetta. Tällaisia ovat
mm. monet duaalisuudet (esimerkiksi irrotusjoukko vs. piiri), eräiden algoritmien toimintaperi-
aate (esimerkiksi Kruskalin algoritmit) ja ekstremaalisuudet (monet graafeihin liittyvät raken-
teet ovat ”pienimpiä” lajissaan, esimerkiksi irrotusjoukosta ei voi ottaa pois yhtäkään viivaa).

Aivan vastaavia rakenteita on löytynyt monilla muilla matematiikan alueilla, ja niitä on
alettu kutsua matroideiksi.1

7.1 Perinnölliset järjestelmät

Perinnöllinen joukkoperheon sellainen joukkoperheF , että jos joukkoF kuuluu perheeseen,
niin samoin kuuluu jokainenF :n osajoukko (ja erityisesti siis tyhjä joukko∅). JoukonE pe-
rinnöllinen järjestelmäM on puolestaanE:n osajoukkojen ei-tyhjä perinnöllinen perheIM .
Lisäksi mukana on tapa, jollaIM :n joukkojen valinta kaikistaE:n osajoukoista annetaan, täl-
laista kutsutaanaspektiksi.Jatkossa oletetaan, ettäE on äärellinen joukko. Asiaan liittyy koko
joukko jo perinteisiksi tulleita nimityksiä:

• PerheenIM joukkoja kutsutaanM :n riippumattomiksi joukoiksi.

• Muiden kuinIM :ssä olevienE:n osajoukkojen perhettä merkitäänDM :llä ja sitä kutsu-
taanM :n riippuvien joukkojenperheeksi.

• Riippumaton joukko onmaksimaalinen,jos se ei sisälly aidosti mihinkään toiseen riippu-
mattomaan joukkoon. Maksimaalista riippumatonta joukkoakutsutaankannaksi. Kaik-
kien kantojen perhettä merkitäänBM :llä. Huomaa, että jokainen riippumaton joukko si-
sältyy johonkin kantaan.

• Riippuva joukko onminimaalinen,jos se ei sisällä aidosti mitään toista riippuvaa jouk-
koa. Minimaalista riippuvaa joukkoa kutsutaanpiiriksi.2 (Muista, että tyhjä joukko on
aina mukanaIM :ssä.) Kaikkien piirien perhettä merkitäänCM :llä. Huomaa, että jokainen
riippuva joukko sisältää jonkin piirin.

1Merkillistä on, että suuri osa näistä löytyi toisistaan riippumatta vuoden 1935 paikkeilla: Hassler Whitney
tutki graafien tasottuvuutta, Saunders MacLane geometrisia pistehiloja ja Bartel van der Waerden puolestaan riip-
pumattomuutta vektoriavaruuksissa.

2Tätä, tai muitakaan esiintyviä käsitteitä, ei pidä suoraansekoittaa graafien vastaaviin, vaikka tietynlainen yh-
teys onkin!
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• Piiri, jossa on vain yksi alkio, on ns.silmukka.Kaksialkioisen piirin alkiot ovatrinnak-
kaiset.Perinnöllinen järjestelmä onyksinkertainen,jos siinä ei ole silmukoita eikä rin-
nakkaisia alkioita.

• E:n osajoukonF asteeli rangi on alkioluvultaan suurimman sen sisältämän riippumat-
toman joukon koko. (Tässä siis oletetaan, ettäE on äärellinen joukko.) Huomaa, et-
tä ainakin tyhjä joukko on riippumaton joukko, joka sisältyy F :ään. Astetta merkitään
ρM(F ):llä, ja ρM :ää sanotaanM :n astefunktioksieli rangifunktioksi.

Jatkossa käytetään samantapaista merkintää kuin graafeille liittyen yhden alkione lisäämi-
seen joukkoonF (merkitäänF + e) tai poistamiseen joukostaF (merkitäänF − e). Astefunk-
tiolle saadaan pari helppoa ominaisuutta:

Lause 7.1.JosM on joukonE perinnöllinen järjestelmä, niin

(i) ρM(∅) = 0 ja

(ii) E:n osajoukolleF ja alkiolle e on

ρM (F ) ≤ ρM(F + e) ≤ ρM(F ) + 1.

Todistus.Kohta (i) on ilmeinen, joten siirrytään kohtaan (ii).
KoskaF +e sisältää kaikki ne riippumattomat joukot mitkäF :kin, onρM(F +e) ≥ ρM(F ).

Toisaalta mahdollisetF + e:n riippumattomat osajoukot, jotka eivät oleF :n osajoukkoja, muo-
dostuvat jostakinF :n riippumattomasta osajoukosta jae:stä, jotenρM(F+e) ≤ ρM (F )+1.

Perinnöllinen järjestelmäM voidaan luonnollisesti määritellä antamalla sen riippumattomat
joukot, ts. antamallaIM . Mutta yhtä hyvin se voidaan määritellä antamalla kannat, ts. antamal-
la BM , sillä riippumattomat joukot ovat tarkalleen kaikki kantoihin sisältyvät joukot. Edelleen
M voidaan määritellä antamalla piirit, ts. antamallaCM , sillä riippumattomat joukot ovat nyt
tarkalleen ne joukot, jotka eivät sisällä piirejä. Ja vieläM voitaisiin määritellä antamalla as-
tefunktio ρM , sillä joukkoF on riippumaton tarkalleen silloin, kunρM (F ) = #(F ). (Kuten
edellä, tässä merkitään joukonF alkiolukua eli kardinaliteettia#(F ):llä.) Näin ollen aspekti
voi koskea mitä tahansa näistä suureistaIM , BM , CM tai ρM .

Todettakoon, että perinnöllinen järjestelmä on aivan liian yleinen ollakseen kovin käyttökel-
poinen käsite. Näin ollen sopivat aspektit ovat tarpeen, jotta saadaan käyttökelpoisempi käsite
(matroidi). Tarkastellaan eräitä sopivia aspekteja ensinedeltä tutun matroidin avulla.

7.2 Graafin piirimatroidi

GraafinG = (V,E) piirimatroidi M(G) on sen viivojen joukonE perinnöllinen järjestelmä,
jonka piirit ovat graafin piirit tulkittuina viivajoukoiksi. (Tässä luonnollisesti oletetaan, ettäG ei
ole tyhjä.)M(G):n kannat ovat sen maksimaaliset piirittömät viivajoukot,eli siisG:n virittävät
metsät, jaM(G):n riippumattomat joukot ovatG:n alimetsät tulkittuina viivajoukoiksi. Mer-
kitäänGF = (V, F ) viivajoukolleF ⊆ E. Tavalliseen tapaan merkitään vieläG:n pistelukua
n:llä.

Huomautus. Perinnöllistä järjestelmää, joka ei suoranaisesti ole minkään graafin piirimatroi-
di, mutta on rakenteeltaan identtinen jonkin graafin piirimatroidin kanssa, kutsutaangraafiseksi
matroidiksi.

Katsotaan nyt erilaisia aspekteja piirimatroideille.
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Kannanvaihto-ominaisuus

Otetaan nyt tarkasteltavaksi kaksi kantaa (eli siisG:n virittävää metsää)B1 ja B2. Jose
on B1:n viiva, niin sen poistaminen graafista jakaaG:n jonkin komponentinG′ kahtia. Nyt
tietytB1:n viivat muodostavatG′:n virittävän puunT1 ja samoinB2:n tietyt viivat muodostavat
G′:n virittävän puunT2. Poistettu viivae on jokoT2:n oksa tai sittenT ∗

2 :n side. Jälkimmäisessä
tapauksessa se on jonkinT2:n oksanf määrittämässä perusirrotusjoukossa (vrt. Lause 2.7).
Silloin T1− e+ f on myösG′:n virittävä puu jaB1:ssä voidaan vaihtaae viivaksi f ja edelleen
saadaanG:n virittävä metsä eli kanta.

Näin ollen saadaan

Kannanvaihto-ominaisuus:JosB1 ja B2 ovat eri kantoja jae ∈ B1 − B2, niin on olemassa
sellainen alkiof ∈ B2 − B1, ettäB1 − e+ f on kanta.

Yleisesti, perinnöllinen järjestelmä, jolla on kannanvaihto-ominaisuus, on matroidi. Ts. kannan-
vaihto-ominaisuus on sopiva aspekti. Käyttäen kannanvaihto-ominaisuutta voidaan matroidissa
aina siirtyä yhdestä kannasta toiseen säilyttäen kardinaliteetti samana. Kaikki kannat ovat näin
ollen samankokoiset.

Tasaisuus. Absorptiivisuus

JosF ⊆ E, merkitäännF :llä F :n viivojen indusoimanG:n aligraafin〈F 〉 pisteiden luku-
määrää jakF :llä sen komponenttien lukumäärää. Silloin〈F 〉:n virittävässä metsässä onnF −kF
viivaa. Merkitään vieläKF :llä G:n aligraafinGF komponenttien lukumäärää. Näin ollen ilmei-
sesti

ρM(G)(F ) = nF − kF = n−KF .

Kaikki tällaiset virittävät metsät ovat siis samankokoisia, joten

Tasaisuus:JosF ⊆ E, niin kaikki maksimaalisetF :n sisältämät riippumattomat joukot ovat
samankokoisia. (JoukonH maksimaalisuus tarkoittaa tässä, että ei ole sellaista riippumatonta
joukkoaJ , ettäH ⊂ J ⊆ F .)

Yleisesti, tasainen perinnöllinen järjestelmä on matroidi. Ts. tasaisuus on sopiva aspekti.
Alla olevassa kuvassa yhtenäiset viivat ovatF :n viivat ja näistä paksummat virittävän met-

sän viivat, katkoviivat ovatE:n muut viivat.

e

f

Jose onG:n viiva jaρM(G)(F + e) = ρM(G)(F ), niin e ei yhdistäGF :n kahta eri komponenttia.
Josf on toinen samanlainen viiva, ts.ρM(G)(F + f) = ρM(G)(F ), niin ilmeisestikin myös

ρM(G)(F + e+ f) = ρM(G)(F ).

Näin saadaan

Heikko absorptiivisuus: Jose, f ∈ E ja F ⊆ E sekä

ρM(F ) = ρM(F + e) = ρM(F + f),
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niin myös
ρM(F + e+ f) = ρM(F ).

Yleisesti, heikosti absorptiivinen perinnöllinen järjestelmä on matroidi. Ts. heikko absorptiivi-
suus on sekin sopiva aspekti.

Toistamalla tätä argumenttia voidaan todeta, että josF ja F ′ ovatG:n viivojen joukkoja ja
jokaiselleF ′:n viivalle e onρM(G)(F + e) = ρM(G)(F ), niin

ρM(G)(F ∪ F ′) = ρM(G)(F ).

Näin ollen

Vahva absorptiivisuus: JosF, F ′ ⊆ E sekäρM(F + e) = ρM(F ) jokaiselleF ′:n alkiolle e,
niin

ρM (F ∪ F ′) = ρM(F ).

Yleisesti, myös vahvasti absorptiivinen perinnöllinen järjestelmä on matroidi. Ts. vahvakin ab-
sorptiivisuus on sopiva aspekti.

Lisäysominaisuus

JosI1 ja I2 ovat piirimatroidinM(G) riippumattomia joukkoja (alimetsiä viivajoukkoina) ja
#(I1) < #(I2), niin aligraafissaGI1 onn−#(I1) komponenttia ja aligraafissaGI2 onn−#(I2)
komponenttia, eli siis vähemmän kuinGI1 :ssä. Viivan lisääminen ei vähennä komponenttien lu-
kumäärää tarkalleen silloin, kun viiva lisätään johonkin komponenttiin. Näin ollen, jos minkä
tahansaI2 − I1:n viivan lisääminenGI1 :een säilyttää komponenttien lukumäärän samana, niin
viiva lisätään johonkinGI1 :n komponenttiin, jaGI2:ssa olisi täten ainakin yhtä monta kompo-
nenttia kuinGI1:ssä. Kuten todettu, näin ei ole jos#(I1) < #(I2), joten

Lisäysominaisuus:JosI1 ja I2 ovat perinnöllisen järjestelmänM riippumattomia joukkoja ja
#(I1) < #(I2), niin on olemassa sellainen alkioe ∈ I2 − I1, ettäI1 + e onIM :ssä.

Yleisesti, perinnöllinen järjestelmä, jolla on lisäysominaisuus, on matroidi. Ts. lisäysominai-
suus on sopiva aspekti.

Eliminoituvuusominaisuus

PiirimatroidinM(G) piirit ovat nimenomaanG:n piirit tulkittuina viivajoukoiksi. Piirin jo-
kaisen pisteen aste on2. JosC1 jaC2 ovatM(G):n eri piirejä, niin rengassumman〈C1〉 ⊕ 〈C2〉
jokaisen pisteen aste on myös parillinen, ks. pykälä 1.3. Silloin 〈C1〉 ⊕ 〈C2〉:ssa on oltava ali-
graafina ainakin yksi piiri, sillä rengassummassa ei ole irtopisteitä ja ei-tyhjässä metsässä on
ainakin yksi loppupiste (Lause 2.3). Muistellen graafin rengassumman määritelmää pykälässä
1.3, todetaan että mainittu piiri ei sisällä leikkauksenC1 ∩ C2 viivoja, ei ainakaan yhtä monin-
kertaisena kuinC1 ∪ C2. Näin saadaan

Eliminoituvuus: JosC1 ja C2 ovat perinnöllisen järjestelmänM eri piirejä ja e ∈ C1 ∩ C2,
niin on sellainen piiriC ∈ CM , ettäC ⊆ C1 ∪ C2 − e.

Yleisesti, perinnöllinen järjestelmä, jolla on eliminoituvuusominaisuus, on matroidi. Ts. myös
eliminoituvuus on sopiva aspekti.
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Indusoitujen piirien ominaisuus

JosI on piirimatriisinM(G) riippumaton joukko (eli alimetsä viivajoukoksi tulkittuna), niin
yhden viivan lisääminen siihen joko aikaansaa jossainGI :n komponentissa yhden piirin (Lause
2.3) tai sitten se yhdistää kaksiGI :n eri komponenttia eikä aikaansaa piiriä. Siispä

Indusoitujen piirien ominaisuus: JosI on perinnöllisen järjestelmänM riippumaton joukko
ja e ∈ E, niin I + e sisältää enintään yhden piirin.

Yleisesti, perinnöllinen järjestelmä, jolla on indusoitujen piirien ominaisuus, on matroidi. Ts.
tämäkin ominaisuus on sopiva aspekti.

7.3 Muita perusmatroideja

Vektoraalimatroidi

JosE on äärellinen joukko jonkin vektoriavaruuden (esimerkiksi Rn:n) vektoreita ja perin-
nöllisen järjestelmänM riippumattomat joukot ovat tarkalleen kaikki lineaarisesti riippumat-
tomatE:n alijoukot (mukana myös tyhjä joukko), niinM on ns.vektoraalimatroidi.Yleisesti
tässä sallitaan se, ettäE on multijoukko, ts. se voi sisältää alkionsa monta kertaa—vrt. graa-
fin moninkertainen viiva. Tällöin sovitaan, ettäE:n osajoukko, jossa on jokin alkio mukana
useamman kerran, on lineaarisesti riippuva. Perinnöllistä järjestelmääM , joka ei suoranaisesti
ole vektoraalimatroidi, mutta on rakenteeltaan identtinen jonkin vektoraalimatroidinM ′ kanssa,
kutsutaanlineaariseksi matroidiksija matroidiaM ′ kutsutaanM :n esitykseksi.

Vektoraalimatroidin piiri on sellainen vektorijoukkoC, että se on lineaarisesti riippuva,
mutta muuttuu lineaarisesti riippumattomaksi, jos siitä poistetaan alkio—mikä tahansa, muista
mahdolliset monikertaiset alkiot. Vektoraalimatroidille tyypillinen aspekti on eliminoituvuus.
JosC1 = {r, r1, . . . , rk} ja C2 = {r, r′1, . . . , r

′

l} ovat eri piirejä, joilla on yhteisenä (ainakin)
vektori r, niin r voidaan esittää sekäC1:n ettäC2:n muiden vektoreiden lineaariyhdelmänä ja
vieläpä siten, että kaikki yhdelmien kertoimet ovat6= 0. Näin saadaan yhtälö

k
∑

i=1

ciri −
l

∑

j=1

c′jr
′

j = 0.

Yhdistämällä vasemmalla puolella (mahdolliset) samat vektorit ja huomaamalla, ettei vasen
puoli sittenkään supistu kokonaan nollavektoriksi, nähdään, ettäC1 ∪ C2 − r sisältää piirin.
(Huomaa erityisesti tapaus, jossa jokoC1 = {r, r} taiC2 = {r, r}.)

Erityisesti, josE muodostuu jonkin matriisinA sarakkeista (tai riveistä), kutsutaan vekto-
raalimatroidiamatriisimatroidiksija merkitäänM(A):lla. Esimerkiksi graafinG piirimatroidi
M(G) on lineaarinen matroidi, jonka esitys saadaan, kun valitaan vektorijoukoksiG:n piirimat-
riisin rivit binäärikunnassaGF(2) (ks. pykälä 4.5).3 Luonnollisesti jokainen vektoraalimatroidi
voidaan ajatella matriisimatroidina jos niin halutaan, muodostetaan vainE:n vektoreista mat-
riisi.4

3Perinnöllisiä järjestelmiä, joilla on esitys binäärikunnassaGF(2), kutsutaanbinäärisiksi matroideiksi.Graafin
piirimatroidi on aina binäärinen.

4Tämä on oikeastaan nimen ”matroidi” alkuperä. Matroidi on lineaarisen matroidin yleistys ja lineaarinen mat-
roidi taas on ajateltavissa matriisina. Kaikki matroidit eivät nimittäin ole lineaarisia. Nimeä ”matroidi” on aika-
naan ankarasti vastustettu eivätkä sitä vieläkään kaikki käytä vaan puhuvat ”geometriasta” tai ”kombinatorisesta
geometriasta”.



LUKU 7. MATROIDIT 95

Transversaalimatroidi

Äärellisten ei-tyhjien joukkojen perheenA = {A1, . . . , Ak} transversaalimatroidiM(A)
on joukonE = A1∪· · ·∪Ak perinnöllinen joukko, jonka riippumattomat joukot ovat tarkalleen
ne joukot, jotka sisältävät enintään yhden alkion kustakinjoukostaAi (mukana tyhjä joukko).
TässäA on jälleen multijoukko, ts. joukkoAi voi esiintyä siinä alkiona useammankin kerran,
sallien näin monenAi:n alkion esiintyä riippumattomassa joukossa.

Transversaalimatroidille luontainen aspekti on lisäysominaisuus, ja se liittyy kaksijakoisen
graafin sovituksen lisäyksiin! (Ks. pykälä 5.8.) Muodostetaan kaksijakoinen graafiG = (V,E ′)
seuraavasti: Pistejoukko onV = E ∪A ja pisteidene sekäAj välillä on viiva tarkalleen silloin,
kun e ∈ Aj . (Huomaa miten pistejoukkoV jakaantuu luonnostaan kahteen irrotuksen osaan,
E:hen jaA:han, joilla ei ole yhteisiä alkioita.) JokainenM(A):n riippumaton joukko on silloin
jonkinG:n sovituksenE:ssä olevien pisteiden joukko ja kääntäen.

Esimerkki. Alla on kuvattuna perheen{{1, 2}, {2, 3, 4}, {4, 5}} transversaalimatroidia vas-
taava kaksijakoinen graafi sekä sen riippumaton joukko{1, 2, 4} (paksu viiva).

1

2

3
4

5

{1,2}

{2,3,4}

{4,5}

Hyvin samaan tapaan kuin Lauseen 5.3 todistuksessa voidaantodeta, että josI1 ja I2 ovat riip-
pumattomia joukkoja (sovituksienS1 sekäS2 pistejoukkoja) ja#(I1) < #(I2), niin sovituksel-
le S1 on sellainen lisäyspolku, että saatu uusi sovitettu piste on I2:ssa. Näin ollenM(A):lla on
lisäysominaisuus.

Huomautus. Ajatellen kaksijakoisen graafin sovituksia eo. tilanne on täysin yleinen. Ts. kak-
sijakoisen graafin sovitukset ovat aina ajateltavissa erään transversaalimatroidin riippumatto-
miksi joukoiksi. Itse asiassa aivan yleisenkin graafin sovitukset ovat tällä tavoin ajateltavissa
matroidina (ns.sovitusmatroidina), ks.SWAMY & T HULASIRAMAN .

JosA:n joukot ovat erillisiä—ts. ne muodostavatE:n partition—niin transversaalimatroidia
kutsutaan myöspartitiomatroidiksi.Partitiomatroidille lisäysominaisuus on ilmeinen.

Tasamatroidi

Kaikille äärellisille joukoilleE voidaan määritellätasamatroidi.Astettak olevaE:n tasa-
matroidiUk(E) on perinnöllinen järjestelmä, jonka riippumattomat joukot ovat tarkalleen kaik-
ki E:n osajoukot, joissa on enintäänk alkiota.Uk(E):n kannat ovat neE:n osajoukot, joissa on
tarkalleenk alkiota, ja piirit ne osajoukot, joissa on tarkalleenk + 1 alkiota. ErityisestiE:n as-
tetta#(E) olevaa tasamatroidia kutsutaan useinE:n vapaaksi matroidiksi.IlmeisestiUk(E):lla
on kannanvaihto-ominaisuus sekä lisäysominaisuus.

Tasamatroidit eivät sinällään ole kovin kiinnostavia, niitä voidaan kuitenkin usein käyttää
”rakennuspalikoina” määriteltäessä mutkikkaampia matroideja. Helposti on todettavissa sekin,
että tasamatroidit ovat transversaalimatroideja (miten?).
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7.4 Ahne algoritmi

Monet kombinatoriset optimointitehtävät5 ovat puettavissa jonkin joukonE perinnöllisen jär-
jestelmänM painavimman tai kevyimmän riippumattoman joukon etsimiseksi, kunE:n alkioil-
le on annettu painot, joita merkitään funktiollaα : E → R, ja joukonF ⊆ E paino on

∑

e∈F

α(e).

Nämä kaksi optimointitehtävätyyppiä vaihtuvat keskenään, kun painojen merkki vaihdetaan.
Myös voidaan etsiäM :n painavimpia tai kevyimpiä kantoja. Jälleen vaihtamallapainojen

merkit maksimointi ja minimointi vaihtavat paikkaa. Mikäli M :n kaikki kannat ovat samanko-
koisia—kuten on laita matroideilla—ne voidaan edelleen rajoittaa tapaukseen, jossa painot ovat
positiiviset. Jos nimittäinA on pieninE:n alkion paino, niin vaihtamalla painofunktioksi

β : β(e) = 1 + α(e)−A

saadaan ekvivalentti tehtävä, jossa painot ovat positiiviset. Kannan maksimointi vaihtuu puo-
lestaan minimoinniksi ja kääntäen, kun otetaankin painofunktioksi

β : β(e) = 1 +B − α(e),

missäB suurinE:n alkion paino.

Esimerkki. Kruskalin algoritmi (ks. pykälä 5.6) etsii—vähän yleistettynä—viivapainotetun graa-
fin G kevyimmän virittävän metsän, ts.G:n piirimatroidin kevyimmän kannan. Kuten nähtiin,
kevyin virittävä metsä löytyy silloin nopeasti—ja vielä nopeammin, mikäli viivat ovat saatavilla
kasvavan painon järjestyksessä, jolloin valitaan vain aina tarkasteltavaksi ”paras” eli kevyin
jäljellä oleva viiva. Kruskalin 1. algoritmi onkin esimerkki ns. ahneesta algoritmista, joka ai-
na etenee ”parhaaseen” käsillä olevaan suuntaan. Tällainen ahne algoritmi on nopea, senhän
vain tarvitsee etsiä ”paras” alkio lisättäväksi jo saatuunjoukkoon.

Myös Kruskalin 3. algoritmi on ahne algoritmi, se etsii painavimman virittävän vastametsän
piirimatriisin duaalimatroidissa, ns. irrotusmatroidissa (ks. pykälä 7.6).

Vaikka ahne algoritmi tuottaa piirimatroidin kantojen tapauksessa oikean tuloksen, se ei aina
sitä tee.

Esimerkki. Viivapainotetun graafinG kevyimmän Hamiltonin piirin etsiminen voidaan myös
pukea erään perinnöllisen järjestelmän kevyimmän kannan etsimiseksi—olettaen että Hamilto-
nin piirejä on olemassa. Silloin valitaanE:ksi jälleenG viivojen joukko, mutta valitaan kan-
noiksiG:n Hamiltonin piirit (viivajoukkoina). Kevyin kanta on nytkevyin Hamiltonin piiri. Ku-
ten pykälässä 5.7 todettiin, kevyimmän Hamiltonin piirin etsiminen (kaupparatsuprobleema) on
toisaalta tunnettuNP-täydellinen tehtävä eikä mikään ahne algoritmi voi näin tuottaa aina oi-
keaa tulosta—ei ainakaan, josP 6= NP. Näin saatu perinnöllinen järjestelmä ei kuitenkaan
ole yleensä matroidi. (Sillä ei esimerkiksi yleensä ole kannanvaihto-ominaisuutta.)

Näyttäisi siis siltä, että ainakin matroideille ahne algoritmi on suotuisa menetelmä paina-
vimman/kevyimmän kannan (tai riippumattoman joukon) etsimiseksi. Itse asiassa matroidit
ovat nimenomaan ne perinnölliset järjestelmät, joille näin on. Jotta asiaa päästään käsittele-
mään tarkemmin, määritelläänahne algoritmiformaalisesti. Käsitellään ensin riippumattomien
joukkojen maksimointia, minimointia koskeva osa on hakasuluissa. Syötteenä on siis joukonE
perinnöllinen järjestelmäM ja painofunktioα.

5Enemmän tällaisia optimointitehtäviä käsitellään kurssilla Matemaattinen optimointiteoria 2.
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Ahne algoritmi riippumattomille joukoille:

1. Järjestetään joukonE alkiot e1, . . . , em vähenevän [kasvavan] painon järjestykseen:
e(1), . . . , e(m).

2. AsetetaanF ← ∅ ja k ← 1.

3. Josα(e(k)) ≤ 0 [α(e(k)) ≥ 0], lopetetaan ja tulostetaanF .

4. Josα(e(k)) > 0 [α(e(k)) < 0] ja F ∪ {e(k)} on riippumaton, asetetaanF ← F ∪ {e(k)}.

5. Josk = m, tulostetaanF ja lopetetaan. Muussa tapauksessa asetetaank ← k + 1 ja
mennään kohtaan 3.

Kantojen tapauksessa algoritmi on vielä yksinkertaisempi:

Ahne algoritmi kannoille:

1. Järjestetään joukonE alkiot e1, . . . , em vähenevän [kasvavan] painon järjestykseen:
e(1), . . . , e(m).

2. AsetetaanF ← ∅ ja k ← 1.

3. JosF ∪ {e(k)} on riippumaton, asetetaanF ← F ∪ {e(k)}.

4. Josk = m, tulostetaanF ja lopetetaan. Muussa tapauksessa asetetaank ← k + 1 ja
mennään kohtaan 3.

Päätulos, joka kytkee ahneen algoritmin toiminnan ja matroidisuuden toisiinsa, on

Lause 7.2. (Matroidien ahneuslause)Ahne algoritmi riippumattomille joukoille tuottaa perin-
nöllisen järjestelmän painavimman riippumattoman joukonkaikille painofunktioilletarkalleen
silloin, kun kyseessä on matroidi. (Tämä on ns.ahneusominaisuus.) Vastaava tulos pätee myös
kannoille, ja edelleen kevyimpien riippumattomien joukkojen sekä kantojen etsimiselle. Lisäksi
molemmissa tapauksissa voidaan rajoittua positiivisiin painoihin.

Todistus.Ekvivalenssi matroidisuuden kanssa esitetään Lauseen 7.3todistuksessa seuraavassa
pykälässä.

Kuten edellä todettiin, ahneusominaisuus on ekvivalenttimaksimoinnille ja minimoinnille,
niin riippumattomille joukoille kuin kannoillekin. Myös todettiin, että painavimman kannan et-
siminen voidaan rajoittaa positiiville painoille. Koska positiivisille painoille painavin riippuma-
ton joukko on automaattisesti kanta, seuraa ahneusominaisuus kannoille ahneusominaisuudesta
riippumattomille joukoille.

Toisaalta, jos ahneusominaisuus pätee kannoille, se päteemyös riippumattomille joukoil-
le. Riippumattoman joukon maksimointi painofunktiolleα vastaa silloin kannan maksimointia
positiiviselle painofunktiolle

β : β(e) = 1 + max(0, α(e)),

ahneet algoritmit toimivat täsmälleen samoin, sillä kohta3. ei nyt esiinny lainkaan riippumatto-
mille joukoille. Lopputuloksesta pitää vain poistaa1-painoiset alkiot.

Huomautus. Ahneusominaisuus on siis myös matroidin määrittelevä aspekti. Perinnöllisille
joukoille se on ekvivalentti ahneen algoritmin käyttökelpoisuuden kanssa. Tietyille samantapai-
sille yleisemmille joukkojärjestelmille on myös omat ”ahneuslauseensa”. Tällaisia ovat mm.
ns.greedoiditsekämatroidiupotukset.
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7.5 Yleinen matroidi

Mikä tahansa edellä esitetyistä aspekteista tekee perinnöllisestä järjestelmästä matroidin. Kun
vielä todetaan, että ne ovat kaikki keskenään ekvivalentit, voidaan määritellämatroidiperinnöl-
liseksi järjestelmäksi, jolla on jokin mainituista aspekteista.

Lisätään listaan vielä yksi aspekti, joka on hankalammin suoraan todettavissa piirimatroi-
dille:

Alimodulaarisuus: JosM on joukonE perinnöllinen järjestelmä jaF, F ′ ⊆ E, niin

ρM(F ∩ F ′) + ρM (F ∪ F ′) ≤ ρM(F ) + ρM(F ′).

Näytetään sitten mainittu ekvivalenssi, mukaanlukien vielä alimodulaarisuuskin.

Lause 7.3.Jos perinnöllisellä järjestelmällä on yksikin alla olevasta yhdeksästä aspektista, niin
sillä on ne kaikki (ja se on matroidi).

(i) Tasaisuusominaisuus (vi) Alimodulaarisuus
(ii) Kannanvaihto-ominaisuus (vii) Eliminoituvuusominaisuus

(iii) Lisäysominaisuus (viii) Indusoitujen piirien ominaisuus
(iv) Heikko absorptiivisuus (ix) Ahneusominaisuus
(v) Vahva absorptiivisuus

Todistus.Todistetaan implikaatiot seuraavan vahvasti yhtenäisen digraafin mukaisesti:

(i) (ii) (iii) (iv) (v)

(vi)

(vii) (viii) (ix)

Tällöin kaikki yhdeksän eri aspektia ovat yhdistetyt toisiinsa implikaatioketjuilla ja ne ovat näin
ekvivalentit. Tarkastellaan yleisesti joukonE perinnöllistä järjestelmääM .

(i)⇒(ii): Tasaisuusominaisuuden seurauksena kaikkiM :n kannat ovat samankokoisia. Jos
B1, B2 ∈ BM ja e ∈ B1−B2, niin sovelletaan tasaisuutta joukkoonF = (B1− e)∪B2. Kaikki
maksimaalisetF :ään sisältyvät riippumattomat joukot ovat siis samankokoisia kuinB2 (jaB1).
B1 − e ei ole tällainen maksimaalinen riippumaton joukko, siinä on yhtä liian vähän alkioita.
Toisaalta lisäämälläB1 − e:hen yksi alkiof saadaan mainitunlainen riippumaton joukkoH.
Alkion f on tultava erotuksestaB2 − B1, jotenH = B1 − e+ f . LisäksiH:ssa on yhtä monta
alkiota kuinB1:ssä, joten se on kanta.

(ii)⇒(iii): Jos I1, I2 ∈ IM ja #(I1) < #(I2), valitaan sellaiset kannatB1 ja B2, ettäI1 ⊆
B1 ja I2 ⊆ B2. Käytetään kannanvaihto-ominaisuutta (toistuvasti) ja vaihdetaan tarvittaessa
B2:n alkioiksi neB1 − I1:n alkiot, jotka eivät oleB2:ssa. Tämän jälkeen voidaan olettaa, että
B1 − I1 ⊆ B2. Kannanvaihto-ominaisuuden seurauksena kaikki kannat ovat samankokoisia.
Koska näin ollen

#(B1 − I1) = #(B1)−#(I1) > #(B2)−#(I2) = #(B2 − I2),
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B1 − I1 ei voi sisältyäB2 − I2:een. SiispäI2:ssa on jokinB1 − I1:n alkio e ja I1 + e on
riippumaton joukko.

(iii)⇒(iv): Tarkastellaan tilannetta, jossa

ρM(F ) = ρM(F + e) = ρM(F + f).

Mikäli nyt ρM(F + e + f) > ρM(F ), valitaan maksimaalinen riippumatonF :n osajoukkoI1
sekä maksimaalinen riippumatonF + e + f :n osajoukkoI2. Silloin #(I2) > #(I1) ja lisäys-
ominaisuuden nojallaI1:tä voidaan lisätä yhdelläI2:n alkiolla. Tämä alkio ei voi tullaF :stä
(miksi?), joten sen on oltava jokoe tai f . Tällöin kuitenkin jokoρM(F ) < ρM (F + e) tai
ρM(F ) < ρM(F + f) (

√
).

(iv)⇒(v): Tässä oletetaan heikko absorptiivisuus ja tarkastellaan sellaisiaE:n osajoukko-
ja F ja F ′, ettäρM(F + e) = ρM(F ) jokaiselleF ′:n alkiolle e. Käytetään induktiota luvun
k = #(F ′ − F ) suhteen ja näytetään, ettäρM (F ) = ρM (F ∪ F ′) (vahva absorptiivisuus).

Induktion lähtökohta: Nyt k = 0 tai k = 1 ja asia on selvä.
Induktio-oletus: Tulos on oikea, kunk ≤ ℓ. (ℓ ≥ 1)
Induktio-väite: Tulos on oikea, kunk = ℓ+ 1.
Induktioväitteen todistus: Valitaan eri alkiote, f ∈ F ′ − F ja merkitäänF ′′ = F ′ − e− f .

Induktio-oletuksen nojalla

ρM(F ) = ρM(F ∪ F ′′) = ρM(F ∪ F ′′ + e) = ρM(F ∪ F ′′ + f).

Soveltamalla tähän heikkoa absorptiivisuutta nähdään, että

ρM(F ) = ρM(F ∪ F ′′ + e+ f) = ρM(F ∪ F ′).

(v)⇒(i): JosI on maksimaalinen riippumatonF :n osajoukko, niinρM (I + e) = ρM (I)
(mahdollisille) erotuksenF −I:n alkioille e. Vahvan absorptiivisuuden vuoksi silloinρM(F ) =
ρM(I) = #(I), ts. kaikki tällaiset riippumattomat joukotI ovat samankokoisia ja tasaisuus-
ominaisuus on voimassa.

(i)⇒(vi): Tarkastellaan joukkojaF, F ′ ⊆ E ja merkitään maksimaalista riippumatonta leik-
kauksenF ∩ F ′ maksimaalista riippumatonta osajoukkoaI1:llä ja yhdisteen maksimaalista
F ∪ F ′ riippumatonta osajoukkoaI2:lla. Tasaisuudesta seuraa lisäysominaisuus, joten voidaan
olettaa, ettäI2 saadaanI1:stä lisäämällä alkioita, ts.I1 ⊆ I2. Nyt I2 ∩ F on F :n riippumaton
osajoukko jaI2 ∩ F ′ onF ′:n riippumaton osajoukko, ja kumpikin sisältääI1:n. Siispä

ρM (F ∩ F ′) + ρM(F ∪ F ′) = #(I1) + #(I2)
∗

= #(I2 ∩ F ) + #(I2 ∩ F ′) ≤ ρM(F ) + ρM(F ′).

Tähdellä merkitty yhtäsuuruus on joukko-opillinen, ks. alla oleva kuva.

I1I2 I2F F

(vi)⇒(vii):Otetaan tarkasteltavaksi eri piiritC1, C2 ∈ CM ja alkio e ∈ C1 ∩ C2. Silloin
ρM(C1) = #(C1)− 1 ja ρM (C2) = #(C2)− 1 ja vieläρM(C1 ∩ C2) = #(C1 ∩ C2). (Muista,
että jokainen piirin aito osajoukko on riippumaton.) Mikäli nyt C1∪C2− e ei sisällä piiriä, niin
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se on riippumaton jaρM (C1∪C2−e) = #(C1∪C2)−1, ja siisρM(C1∪C2) ≥ #(C1∪C2)−1.
Alimodulaarisuuden nojalla kuitenkin

ρM(C1 ∩ C2) + ρM (C1 ∪ C2) ≤ ρM(C1) + ρM(C2),

josta seuraa (totea!), että

#(C1 ∩ C2) + #(C1 ∪ C2) ≤ #(C1) + #(C2)− 1.

Tämä on joukko-opillisesti mahdotonta. Näin ollenC1 ∪ C2 − e sisältää piirin.
(vii)⇒(viii): Jos I on riippumaton joukko jaI + e sisältää kaksi eri piiriäC1 ja C2, niin

ilmeisesti sekäC1 ettäC2 sisältää silloin alkione. Eliminointiominaisuuden nojallaC1∪C2− e
sisältää piirin. Mutta koskaC1 ∪C2 − e sisältyyI:hin, se on kuitenkin riippumaton (

√
). Siispä

I + e sisältää enintään yhden piirin.
(viii)⇒(ix): MerkitäänI:llä ahneen algoritmin tulostetta painofunktiollaα. (Kyseessä on

painavimman riippumattoman joukon etsintä.) JosI on ko. painavin riippumaton joukko, asia
on selvä. Muussa tapauksessa valitaan painavimmista riippumattomista joukoista sellainen, jolla
on suurin leikkausI:n kanssa. Merkitään tätä painavinta riippumatonta joukkoa I ′:lla. I ei voi
olla I ′:n osajoukko, muuten ahne algoritmi tulostaisi painavamman riippumattoman joukon.
Merkitääne:llä ensimmäistä erotuksenI − I ′ alkiota, jonka ahne algoritmi valitsee mukaan.
I ′ + e on riippuva joukko ja se siis sisältää tarkalleen yhden piirin C (muista indusoitujen
piirien ominaisuus). Tämä piiri ei tietenkään sisällyI:hin, joten voidaan valita alkiof ∈ C− I.
KoskaI ′ + e sisälsi vain yhden piirin,I ′ + e− f on riippumaton joukko.I ′ on maksimaalinen,
jotenα(f) ≥ α(e). Toisaaltaf ja neI:n alkiot, jotka ahne algoritmi valitsi ennene:tä, ovat
kaikki I ′:ssa, jotenf :n lisääminen mainittuihin alkioihin ei muodosta piiriä. Näin ollenf oli
käytettävissä ahneen algoritmin valitessae:n, mikä tietää ettäα(f) ≤ α(e). Siisα(f) = α(e)
ja joukotI ′ + e − f sekäI ′ ovat yhtä painavat. Tämä on kuitenkin vastoinI ′:n valintaa, sillä
#((I ′ + e − f) ∩ I) > #(I ′ ∩ I). (Lukija huomannee tietyn yhtäläisyyden tämän ja Lauseen
5.2 todistuksen kanssa. Itse asiassa näin saadaan uusi todistus sille, että Kruskalin 1. algoritmi
toimii.)

(ix)⇒(iii): Tarkastellaan riippumattomia joukkojaI1 ja I2, joille #(I1) < #(I2). Merkitään
lyhyyden vuoksik = #(I1). Otetaan nyt käyttöön painofunktio

α : α(e) =











k + 2, jose ∈ I1

k + 1, jose ∈ I2 − I1

0 muuten.

Silloin I2:n paino on

∑

e∈I2

α(e) ≥ (k + 1)2 > k(k + 2) =
∑

e∈I1

α(e),

eli siis suurempi kuinI1:n paino, jotenI1 ei ole painavin riippumaton joukko. Toisaalta ahne
algoritmi valitsee painavinta riippumatonta joukkoa etsiessään ahneudessaan kaikkiI1:n alkiot
ennen ensimmäistäkäänI2−I1:n alkiota. Koska se nyt oletuksen mukaan tulostaa painavimman
riippumattoman joukon, sen on otettava mukaan vielä ainakin yksiI2− I1:n alkioe ja I1+ e on
täten riippumaton joukko. Lisäysominaisuus on siis voimassa.

Käytetyin matroidin määrittävä aspekti lienee lisäysominaisuus.
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7.6 Matroidien operaatioita

Edellä graafien virittävien puiden ja niihin liittyvien perusirrotusjoukkojen sekä peruspiirien yh-
teydessä mainittiin usein näiden duaalisuus. Duaalisuus on toisaalta ominaisuus, joka on hyvin
luonnollinen perinnöllisille järjestelmille sekä matroideille.

JoukonE perinnöllisen järjestelmänM duaali(järjestelmä)on joukonE perinnöllinen jär-
jestelmäM∗, jonka kannat ovatM :n kantojen komplementit (E:tä vastaan). Usein duaalijär-
jestelmänM∗ kantoja kutsutaanM :n vastakannoiksi,piirejäM :n vastapiireiksijne. Kyseessä
on todellakin perinnöllinen järjestelmä: JosB1 ja B2 ovatM∗:n eri kantoja, niinB1 jaB2 ovat
M :n eri kantoja. Näin ollen, josB1 ⊆ B2, niin B2 ⊆ B1 (

√
). Huomaa vielä, että(M∗)∗ = M .

Lause 7.4. (Whitneyn lause)MatroidinM duaaliM∗ on matroidi, ns.duaalimatroidi,ja

ρM∗(F ) = #(F )− ρM (E) + ρM(F ).

(Huomaa, ettäρM (E) onM :n kannan koko.)

Todistus.Näytetään, ettäM∗:lla on kannanvaihto-ominaisuus, jolloin se Lauseen 7.3 mukaan
on matroidi. JosB1 ja B2 ovatM∗:n kantoja jae ∈ B1 − B2, niin B1 ja B2 ovatM :n eri
kantoja jae ∈ B2 − B1. KoskaB1 onM :n kanta,B1 + e sisältää tarkalleen yhdenM :n piirin
C (indusoitujen piirien ominaisuus) ja tässä piirissä on oltava jokin alkiof ∈ B2 − B1. Mutta
silloin B1 + e− f ei sisälläM :n piiriä eli se onM :n riippumaton joukko ja sen koko on sama
kuinB1:n. Koska kaikki kannat ovat aina samankokoisia, onB1 + e− f näin ollenM :n kanta,
ja sen komplementtiB1 − e + f puolestaan onM∗:n kanta.

RanginρM∗(F ) laskemiseksi valitaan maksimaalinenM∗:n riippumaton joukkoH, joka
sisältyyF :ään. Tällöin

ρM∗(F ) = ρM∗(H) = #(H).

Silloin H on minimaalinen sellainen joukonF sisältävä joukko, että se sisältää jonkinM :n kan-
nan. (Sama asia vain toisin sanottuna. Huomaa, ettäH sisältyy johonkinM∗:n kantaan.) Mutta
tällainen joukkohan saadaan, kun lähdetäänF :stä, otetaan maksimaalinenF :ään sisältyväM :n
riippumaton joukko—jossa onρM(F ) alkiota—ja jatketaan se kannaksi—jossa taas onρM (E)
alkiota. Siispä

#(H )−#(F ) = ρM(E)− ρM(F ).

Joukko-opillisista syistä

#(H ) + #(H) = #(E) = #(F ) + #(F ).

Näistä yhdistämällä saadaan esitetty ranginρM∗(F ) laskukaava (totea!).

Dualiikka antaa yhteyden matroidinM kantojen ja sen duaalimatroidinM∗ piirien (eliM :n
vastapiirien) välille:

Lause 7.5.(i) MatroidinM duaalimatroidin piirit ovat minimaaliset sellaiset joukot, jotka leik-
kaavat jokaistaM :n kantaa.

(ii) MatroidinM kannat ovat minimaaliset sellaiset joukot, jotka leikkaavat jokaista duaali-
matroidinM∗ piiriä.

Todistus.(i) M∗:n piirit ovat minimaaliset joukot, jotka eivät sisälly minkäänM :n kannan
komplementtiin. Näin ollen niiden täytyy leikata jokaistaM :n kantaa.

(ii) M∗:n kannat ovat maksimaaliset joukot, jotka eivät sisällä mitäänM∗:n piiriä. Sama
asia toisin:M :n kannat ovat minimaaliset joukot, jotka leikkaavat jokaistaM∗:n piiriä.
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Esimerkki. Yhtenäisen graafinG piirimatroidin M(G) kannat ovatG:n virittävät puut. Sen
duaalimatroidinM∗(G) kannat ovat näiden komplementit eli virittävät vastapuut.Duaalimat-
roidin piirit puolestaan ovat lauseen nojallaG:n irrotusjoukot. (Vrt. Lauseet 2.4 ja 2.5.) Koska
M∗(G) on Whitneyn lauseen mukaisesti matroidi, sillä on ahneusominaisuus, ts. ahne algo-
ritmi löytää sille painavimman/kevyimmän kannan. Tähän perustuu Kruskalin 3. algoritmin
toimivuus. Se etsii graafille painavimman virittävän vastapuun.

Vastaavat käsitteet ovat luonnollisesti määriteltävissäyleiselle, mahdollisesti epäyhtenäi-
selle graafilleG. Silloin M∗(G):n kannat ovatG:n virittävät vastametsät. Duaalimatroidia
M∗(G) kutsutaanG:n irrotusmatroidiksitai vastapiirimatroidiksi.Entäs milloin irrotusmatroi-
di M∗(G) olisi graafinen, ts. jonkin (toisen) graafin piirimatroidi?Ns.Whitneyn tasottuvuus-
lausesanoo, että näin käy tarkalleen silloin, kunG on tasottuva! (Ks. esimerkiksiWEST.)

JosMi on joukonEi perinnöllinen järjestelmä (i = 1, . . . , k), niin järjestelmienM1, . . . ,Mk

suora summaM = M1⊕· · ·⊕Mk on joukonE = E1∪· · ·∪Ek perinnöllinen järjestelmä, jonka
riippumattomat joukot ovat tarkalleen kaikki joukotI1∪· · ·∪Ik, missäIi ∈ IMi

(i = 1, . . . , k).
Erityisesti josE1 = · · · = Ek = E, sanotaan suoraa summaaM järjestelmienM1, . . . ,Mk

yhdisteeksi,merkitäänM = M1 ∪ · · · ∪Mk. Huomaa, että yleensäkin voitaisiin ajatella kutakin
järjestelmääMi myös joukonE perinnöllisenä järjestelmänä lisäämällä vainE − Ei alkiot
piireiksi (tarkemmin sanoen silmukoiksi).

Ei ole kovin vaikeaa todeta, että josM1, . . . ,Mk ovat matroideja ja joukotE1, . . . , Ek ovat
pareittain erillisiä, niinM = M1 ⊕ · · · ⊕Mk on matroidi, näyttämällä vaikkapa, että sillä on
lisäysominaisuus (tee se!). Yleisempikin tulos pätee:

Lause 7.6. (Matroidien yhdistelause6) JosM1 . . . ,Mk ovat joukonE matroideja, niin yhdiste
M = M1 ∪ · · · ∪Mk on myös joukonE matroidi ja

ρM : ρM (F ) = min
F ′

⊆F

(

#(F − F ′) +

k
∑

i=1

ρMi
(F ′)

)

.

Todistus.Todistus on varsin pitkä ja sivuutetaan (ks. esimerkiksi WEST tai OXLEY.) Mainitta-
koon, että rangia koskeva kaava ei päde yleisesti perinnöllisille järjestelmille.

Tällä on monia perustavaa laatua olevia seurauksia, esimerkiksi

Seuraus. (Matroidien peittolause7) JosM on joukonE silmukaton matroidi, niin pienin mää-
rä riippumattomia joukkoja, joiden yhdiste onE, on

max
F⊆E

⌈

#(F )

ρM(F )

⌉

.

Todistus.Huomaa, että koskaM :ssä ei ole silmukoita, jokainenE:n alkio on itsessään riippu-
maton joukko. JoukkoE voidaan siis peittää mainitulla tavalla. Otetaan yhdistelauseessa mat-
roideiksiM1, . . . , Mk nyt k kopiotaM :stä. SilloinE on k:n M :n riippumattoman joukon yh-
diste tarkalleen silloin, kun se on yhdistematroidinM ′ = M1 ∪ · · · ∪Mk riippumaton joukko.
Tarkasteltu peitto-ominaisuus voidaan nyt ilmaista muodossaρM ′(E) = #(E) ja se on yhdis-
telauseen mukaan sama kuin että

#(E) = min
F⊆E

(

#(E − F ) +
k

∑

i=1

ρMi
(F )

)

6Tunnetaan myös nimelläEdmonds–Fulkerson-lausetai Matroidien summalause.
7Tunnetaan myös nimelläEdmondsin peittolause.
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eli
min
F⊆E

(kρM(F )−#(F )) = 0.

Koska minimoitava erotus on= 0, kunF on tyhjä joukko,k on siis pienin sellainen luku, että
k ≥ #(F )/ρM(F ) kaikille ei-tyhjille osajoukoilleF ⊆ E.

Esimerkki. Silmukattoman graafinG = (V,E) piirimatroidin M(G) tapauksessa riippumat-
tomat joukot ovatG:n alimetsät ja kysymys on siis siitä montako alimetsää vähintään tarvitaan,
jotta ne sisältäisivät kaikkiG:n viivat. Merkitään mainittua lukumäärääA(G):llä, sitä kutsu-
taanG:n arborisuudeksi.

Peittolauseessa esiintyvän maksimoinnin analysoimiseksi jaetaan viivojen indusoima ali-
graafi 〈F 〉 komponentteihinsa, joiden piste- ja viivaluvut ovat vastaavastin1, . . . , nkF sekä
m1, . . . , mkF . Valitaan lisäksi indeksointi siten, että

mkF

nkF − 1
≥

mkF−1

nkF−1 − 1
≥ · · · ≥

m1

n1 − 1
.

Yleisesti, jos
x2

y2
≥

x1

y1
, niin

x2

y2
≥

x1 + x2

y1 + y2
. Näin ollen

m2

n2 − 1
≥

m1 +m2

n1 + n2 − 2

ja, jatkamalla tästä induktiivisesti, edelleen

mi

ni − 1
≥

m1 + · · ·+mi

n1 + · · ·+ ni − i
(i = 1, . . . , kF ).

Erityisesti siis
mkF

nkF − 1
≥

m1 + · · ·+mkF

n1 + · · ·+ nkF − kF
=

#(F )

ρM(G)(F )
.

Maksimoitaessa voidaan näin rajoittua sellaisiin viivajoukkoihinF , että 〈F 〉 on yhtenäi-
nen, jolloinρM(G)(F ) = nF − 1, missänF onF :n pisteluku. (Lisäksi voitaisiin vielä rajoittua
sellaisiin viivajoukkoihinF , että〈F 〉 on myös pisteidensä generoima aligraafi, sillä kahden jo
yhdistetyn pisteen yhdistäminen viivalla kasvattaa maksimoitavan osamäärän osoittajaa yhdel-
lä nimittäjän pysyessä samana.) Näin saadaan arborisuudelle kuuluisaNash-Williamsin kaava

A(G) = max
F⊆E

⌈

#(F )

nF − 1

⌉

.

Huomattakoon, että koska yksinkertaiselle tasottuvalle graafille#(F ) ≤ 3nF − 6 (Lineaa-
rinen raja sovellettuna〈F 〉:ään), onA(G) tällöin enintään3.

JoukonE perinnöllisen järjestelmänM rajoittuma joukkoonF ⊆ E on perinnöllinen jär-
jestelmäM |F , jonka riippumattomat joukot ovat tarkalleen neF :n osajoukot, jotka ovatM :n
riippumattomia osajoukkoja.M :n kutistumajoukkoonF on puolestaan perinnöllinen järjestel-
mä(M∗|F )∗, merkitäänM.F . IlmeisestiM :n lisäysominaisuus siirtyy suoraanM |F :ään, joten
(ks. Whitneyn lause)

Lause 7.7.JosM on joukonE matroidi jaF ⊆ E, niinM |F sekäM.F ovat myös matroideja.

MatroidinM alimatroidejaovat ne matroidit, jotka saadaanM :stä peräkkäisillä rajoittumilla ja
kutistumilla.
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maksimaalinen sovitus 73
maksimiaste 3
maksimisovitus 73,81
maksimivirtaus 77
Marimontin algoritmi 31
Marriage Theorem 76
matriisimatroidi 94
Matroidien ahneuslause 97
Matroidien peittolause 102
Matroidien yhdistelause 102
matroidi 25,98
Matroidien yhdistelause 102
matroidiupotus 97
Max-Flow Min-Cut -lause 80
menonuoli 53
merkintä 17
merkitty graafi 17
metsä 19
minimaalinen virittävä puu 64
minimi-irrotus 78
minimiaste 3
Minimiasteraja 84
Monte Carlo -algoritmi 48
multiplisiteetti 1
naapuripuu 63
Nash-Williamsin kaava 103
Nelivärilause 87
nielu 30
nollagraafi 2
NP-kova 48
NP-täydellinen 48,69
nulliteetti 8
nuoli 26
oksa 20

paino 17
painomatriisi 60
painotus 17
paluunuoli 54
paluuviiva 51
partitiomatroidi 95
perinnöllinen järjestelmä 90
perusirrotusjoukko 23
perusirrotusjoukkojen oukko 23
perusirrotusmatriisi 37
peruspiiri 22
peruspiirijoukko 22
peruspiirimatriisi 39
perusyhtälöt 42
piiri 6,90
piiriavaruus 46
piirimatriisi 38
piirimatroidi 91,102,103
piiriminimaalinen virittävä puu 63
piiritön graafi 9
piirtäminen 83,88
piste 1
pisteen aste 2
pisteen poisto 12
pisteiden joukko 1
pisteiden yhdistäminen 13
pituus 6
planaarisuus 83
poikkilähde 41
poikkinuoli 54
poikkisuure 41
poikkivektori 41
polku 6
polynomiaikainen 48
potentiaali 41
potentiaalivektori 41
Primin algoritmi 67
probabilistinen algoritmi 48
puu 19
puunuoli 53
puuviiva 51
päätepiste 2
rajoittuma 103
rangi 8,34,91
rangifunktio 91
reduktio 48
reitti 6
rengassumma 11
reunapiste 83
reunaviiva 83
riippumaton joukko 90
riippuva joukko 90
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rinnakkaiset viivat 2
ristiriita 9
rumuusfunktio 88
saavutettavuusmatriisi 49
selviämätön 48
selviävä 48
separoitumaton 14
separoituva 14
side 20
siirtoverkko 77
silmukka 2,91
silmä 83
sopiva erotus 12
sovitus 73,95
stationäärinen lineaarinen verkko 41
stokastinen algoritmi 48
suljettu kulku 6
suora summa 102
suunnattu graafi 26
suunnattu kulku 26
suunnattu piiri 26
suunnattu polku 26
suunnattu puu 28
suunnattu reitti 26
suunnistettu irrotus 35
suunnistettu piiri 38
sykli 30
symmetrinen erotus 11
syvyysetsintä 50
takeneva nuoli 79
tasaisuusominaisuus 92,98
tasamatroidi 95
tasograafi 83
tasottuvuus 83,102,103
Tellegenin lause 46
tiivistys 27
topologinen lajittelu 31
transversaalimatroidi 95
triviaali graafi 2
tuleva nuoli 26
tuloaste 26
tyhjä graafi 2
täydellinen graafi 3
täydellinen kaksijakoinen graafi 17
täydellinen sovitus 76
täysi insidenssimatriisi 33
ulkosilmä 83
unkarilainen algoritmi 74
unkarilainen puu 74
vaativuus 47
vahva absorptiivisuus 93,98
vahva komponentti 27

vahvasti yhdistetyt pisteet 27
vahvasti yhtenäinen 27
vapaa matroidi 95
vastakanta 101
vastapiiri 101
vastapiirimatroidi 102
vektoraalimatroidi 94
vierekkäiset pisteet 2
vierekkäiset viivat 2
vieruspisteet 2
vieruspistematriisi 32
vierussilmä 83
vierusviivat 2
Viisivärilause 87
viitepiste 33
viiva 1
viivan kutistaminen 13
viivan poisto 13
viivojen joukko 1
virittävä 1-puu 71
virittävä metsä 22
virittävä puu 19
virittävä suunnattu puu 30
virittävä vastapuu 19
virtauksen arvo 77
virtaus 77
vuorotteleva polku 73
vuorotteleva puu 74
väri 87
väritettävyys 87
Warshallin algoritmi 49
Whitneyn lause 101
Whitneyn tasottuvuuslause 102
yhdiste 11,102
yhdistetyt pisteet 6
yhtenäinen graafi 6
ylitysluku 87
äärellinen graafi 3
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