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Esipuhe

Tama moniste on tarkoitettu TTY:n kurssin "MAT-62756 Grafieory” suomenkieliseksi pe-
rusmateriaaliksi. Monisteessa kaydaan lapi graafitetiseeperuskasitteet ja -tulokset painot-
taen erityisesti verkkoteoreettisia piiri-irrotus-dsatiin liittyvia asioita. Esikuvana on paljolti
ollutkirjan Swamy & T HULASIRAMAN —erityisesti sen vanhemman ja paremman laitoksen—
tyylikas ja tarkka esitystyyli. Sisalloltdéan vastaavasioppikirjoja (tosin laajempia) on nyky-
aan saatavissa useitakin, mm. SUOSIitROGS& Y ELLEN.

Eras graafiteorian kayttétarkoitus on antaa yhtenainendbsmi lukuisille hyvin erilaisilta
nayttaville probleemoille. Algoritmit riittd& nain antaain talle yhteiselle formalismille. TAaméa
on johtanut aivan omaan algoritmiluokkaansagmnaafialgoritmeihinPuolet monisteesta kasit-
teleekin graafien algoritmeja, jalleen painottaen ver&&ogettisia menetelmia. TAssa osuudessa
esitetddn vain kohtuullisen kokoisiin tehtaviin soveltuperusalgoritmeja. Erityisprobleemoi-
hin kuten suurten harvojen graafien kasittelyyn soveltmeaetelmia tai rinnakkaisalgoritmeja
ei kasitella, naissa kyse onkin jo paljolti sopivista tratkenteista (ks. esimerkiksk&NA).

Perustaltaan graafiteoria on kombinatoriikkaa, jossanéinga tarvita "grafiikkaa” muutoin
kuin havainnollistamiseen. Graafiteorian sovelluksiim@llintamiseen liittyy kuitenkin yleen-
sé tilanteeseen sopivan fysikaalis-geometrisen esityiatama kontakti "reaalimaailmaan” ja
toisaalta kombinatoris-lineaarialgebrallisen kongisaatama matemaattinen méaarittely- ja las-
kukyky.

Graafiteorian tulosten ja menetelmien todistuksia ja jeheoyleensa esiteta jaykéan kombi-
natorisessa muodossa, vaan kayttaen tehokkaasti hyv@egisgn esityksen antamaa havain-
nollistamismahdollisuutta. TAma voi johtaa tilanteisjoissa lukijasta ei ehka tunnu aivan var-
malta, etté esitetty todistus tai johto olisi tAysin sito@aaafiteorian kurssin yksi tavoite onkin
antaa oikeanlainen "tuntuma” graafiteorian esityksiimm&n tarpeen, silla taysin rigoristinen
matemaattinen esitys on usein my6s melkein taysin lukakehy |0ysé ja aukkoinen esitys taas
kayttokelvoton.

Varsinaista geometrista graafiteoriaa kasitellaén lytnzesussa VI, jossa esitetaan tasottu-
vuustestaukseen seka graafin piirtoon sopivat yksinlsettaigoritmit. Esitys on geometrisesti
varsin pinnallinen. Se tarvitsisi oikeastaan tueksee@dlfigia kayrateorian ja topologian tulok-



sia, joihin tassa ei kuitenkaan voida menna. Viimeisesgassa on sitten lyhyt katsaus mat-
roideihin, joista on muodostunut elegantti yleistys janaehto monillekin graafiteoreettisille
kasitteille.

Keijo Ruohonen



Luku 1
MAARITELMIA JA PERUSTULOKSIA

1.1 Maaritelmia

Havainnollisestgraafimuodostupisteistaseka niité yhdistavistéiivoista./

Esimerkki.

Formaalisestjraafi on par{V, E), missd/ on nspisteiden joukksek&F pisteparien muodos-
tama nsviivojen joukko.E' on ns.multijoukko,ts. sen alkiot esiintyvat joukossa mahdollisesti
monta kertaa eli kullakin alkiolla on onmaultiplisiteettinsalUsein pisteitd merkitaan kirjaimin
(esimerkiksia, b, ¢, . .. tai vy, vq, ...) tai numeroint, 2, . . . Jatkossa naitd merkkeja itse asiassa
kaytetddn/ :n alkioina.

Esimerkki. (Jatkoa) Merkitaan pisteita seuraavasti:

Vi
V2 .VS Vg
Silloin voidaan valital” = {Ul, ce ,U5} sekdFr = {(Ul, 1)2), (1)2, 1)5), (U5, U5), (U5, U4), (U5, 1)4)}.
Usein merkitddn myos viivoja kirjaimin (esimerkikgib, c,... tai e, es,...) tai numeroin

1,2, ... yksinkertaisuuden vuoksi.

Huomautus. Viivat (u, v) ja (v, u) ovat samat, ts. parit ovadirjestamattomia.

1
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Esimerkki. (Jatkoa) Merkitdén viela viivoja seuraavasti:

Silloin £ = {61, .. .,65}.

Nimityksi&:

1.

© © N o 0o &> W DN

H
o

11.
12.
13.

Pisteet, ja v ovat viivan(u, v) paatepisteet.

Viivat, joilla on samat paatepisteet, ovainakkaiset.

Muotoa(v, v) oleva viiva on nssilmukka.

Graafi onyksinkertainenjos siina ei ole rinnakkaisia viivoja eika silmukoita.

Graafi, jossa ei ole lainkaan viivoja (5.0n tyhja), ontyhja.

Graafi, jossa ei ole lainkaan pisteité ({Sja £ ovat tyhjid), on nsnollagraafi.

Graafi, jossa on vain yksi piste, tviaali.

Viivat ovatvierekkaisetli vierusviivat,jos niilla on yhteinen paatepiste.

Pisteet: ja v ovatvierekkaisetli vieruspisteetjos niité yhdistaa viiva, tu, v) on viiva.

Pisteerv aste, merkitdand(v), on niiden viivojen lukumaara, joiden paatepisten.
Silmukat lasketaan mukaan kahdesti ja rinnakkaiset vivaltiplisiteettinsé osoittaman
maaran kertoja.

Piste, jonka aste dn on ns.loppupiste.
Viiva, jonka paatepisteena on loppupiste, onapuviiva.

Piste, jonka aste dh on ns.irtopiste.

Esimerkki. (Jatkoa) Edella

vy Ja vs Ovates:n paatepisteet.
e4 ja e ovat rinnakkaiset.

e3 on silmukka.

graafi ei ole yksinkertainen.
e1 ja ep ovat vierekkaiset.

v1 Ja vy ovat vierekkaiset.
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e v;:Nn aste onl, ts. se on loppupiste.

e ¢; on loppuviiva.

e v5:N aste orb.

e 74.N aste or.

e v3:n aste on, ts. se on irtopiste.

Graafeja merkitdan jatkossa yleensa kirjaimin, esimeaikik
G=(V,E).

Merkitdans(G):lla graafinG pisteidenminimiastetta(= 0, jos G:ssa on irtopisteitd). Vastaa-
vasti merkitaam\ (G):11a G:n pisteidermaksimiastetta.

Esimerkki. (Jatkoa) Edell&(G) = 0ja A(G) = 5.
Huomautus. Jatkossa tarkastellaan va#érellisidgraafeja, ts.V ja F ovat aarellisia.
Koska jokaisella viivalla on kaksi paatepistettd, saadadittomasti

Lause 1.1.GraafilleG = (V, E), miss&dV = {vy,...,v,}jaE ={e1,...,en}, 0N

Z d(v;) = 2m.

Seuraus. Graafissa on paritonta astetta olevia pisteita aina pandéin maara.

Todistus.Jos pisteiden, . . ., v, asteet ovat parittomat ja pisteiden, 1, . . ., v, asteet parilli-
set, niin (Lause 1.1)

d(vy) + -+ d(vg) =2m — d(vgyr) — -+ — d(vy)
on parillinen, joten myd% on parillinen. O

Esimerkki. (Jatkoa) Nytl +2+0+2+5 = 10 = 2-5ja v;:n sekavs:n asteet ovat parittomat
(2 kpl).

Yksinkertainen graafi. jossa on kaikki mahdolliset viiva, ns.tédydellinen graafiTaydel-
listdn pisteen graafia merkitads,:l1a. Nelja ensimmaista taydellista graafia:

K K
K1 K2 A ! @
[ ) o——0

GraafiG; = (V1, F1) on graafinG, = (V,, E») aligraafi, jos
1. Vi CVija

2. jokainenG:n viiva on mydsGs:n viiva.
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Esimerkki. Jos graafi on

niin sen aligraafeja ovat esimerkiksi

Vo
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ja

V5

Gl:
€

GraafinG = (V, E) viivojen joukonFE; C F indusoima’:n aligraafion
Gl = (Vh El) —merk. <E1>7
missdl’; muodostuu kaikistds; :n viivojen paatepisteista.

Esimerkki. (Jatkoa)G:n viivojene,, e ja es; indusoima aligraafi on

GraafinG = (V, E) pisteiden joukor;, C V' indusoimaG:n aligraafi on
Gl - (VYh El) —merk. <‘/1>7
miss&F; muodostuu niista viivoista, joiden paatepisteet dvassa.

Esimerkki. (Jatkoa)G:n pisteidenvy, v3 ja v5 indusoima aligraafi on

El'l,v3,v55

G:n taydellinen aligraafi on ng7:n klikki.

1.2 Kulku. Reitti. Polku. Piiri. Yhtendisyys. Komponentti
GraafinG = (V, E) kulkuon &arellinen jono

vio,ejl,vil,ejg, .. .,ejk,vl-k,
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jossa on lomittainG':n pisteita ja viivoja ja ainay;, , sekav;, ovate;,:n paatepistee(t =
1,...,k). v;, on kulunalkupisteja v;, senloppupiste on kulunpituus.Aaritapauksena yksi
pistev;, katsotaam-pituiseksi kuluksi. Kulussa saavat pisteet ja viivateyid useitakin kertoja.
Kulku onavoin,josv;, # v;,, muutensuljettu.(Suljettua kulkua sanotaan mykigrrokseks).

Esimerkki. Graafissa

Vg, €7, Vs, €8, U1, €8, Us, €6, U4, €5, V4, €5, V4

on avoin kulku. Sen sijaan
Uy, €5, V4, €3, U3, €2, V2, €7, Us, €6, U4
on suljettu kulku.

Kulku on reitti, jos siin& ei mik&an viiva esiinny useita kertoja. Pistepari voi esiintya
talloin kulun perakkaisina pisteind enintdén niin montdada kuin on pisteité ja v yhdistavia
rinnakkaisia viivoja.

Esimerkki. (Jatkoa) Edella olevassa graafissa
V1, €8, Us, €9, U1, €1, U2, €7, Us, €g, U4, €5, U4, €4, U4
on reitti.

Reitti onpolku,jos siina ei esiinny mikaan piste useasti mahdollisestiggisgteita lukuunotta-
matta, kun ne ovat samat. Suljettu polkumimi. Yksinkertaisuuden vuoksi jatkossa oletetaan
vield, etta piiri ei ole tyhja, ts. sen pituus on 1. Polut ja piirit samaistetaan myds jatkossa
viivojensa generoimiin aligraafeihin.
Esimerkki. (Jatkoa) Edella olevassa graafissa
Vg, €7, Us, €6, U4, €3, U3

on polku ja

V2, €7, U5, €6, U4, €3, U3, €2, U2
on piiri.

Kulkua, jonka alkupiste om ja loppupistev, sanotaan—v-kuluksi.Graafin pisteet; ja v
ovatyhdistetytjos graafissa om—v-kulku (jolloin siina on mydsu—v-polku!). Josu ja v ovat
yhdistetyt ja toisaalta myds ja w ovat yhdistetyt, niin myods: ja w ovat yhdistetyt; ts. jos
graafissa oni—v-kulku ja v—w-kulku, niin siind on mydsu—w-kulku. Graafi onyhtenainen,

jos sen mitka tahansa kaksi eri pistettd ovat yhdistetyityiBesti triviaali graafi katsotaan
yhtendiseksi.)
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Esimerkki. Graafi

ei ole yhtenainen.
GraafinG aligraafiG; (ei nollagraafi) onz:n komponenttijos
1. GG, on yhtendinen ja

2. joko G, on triviaali (G:n irtopiste) tai sitten se on ei-triviaali ja niiden viie) indusoima
G':n aligraafi, joiden (jompikumpi) paatepiste 6iQ:n piste (lue toiseenkin kertaan!).

Graafin eri komponenteilla ei ole yhteisia pisteita, silla

Lause 1.2.Jos graafinGG pistev on yhdistetty sen komponentify johonkin pisteeseen, niin
on G :n piste.

Todistus.Josv on yhdistetty;:n pisteeseen’, niin G:ssé on kulku

- o
v = vio,ejl,vl-l,...,vikfl,ejk,vik =vU.

Koskav’ on G:n piste, niin (ehto 2. yllag;, on G;:nviiva jav;,_, onGy:n piste. N&in jatkaen
paatellaan lopulta, ett&don G;:ssa. O

Esimerkki. Graafin

G Va
° €
vq €
Vo
Gy G,

komponentit ovat?|, Go, G3 ja Gy.

Lause 1.3.Kukin graafinG piste kuuluu tarkalleen yhtegs:n komponenttiin. Samoin kukin
G:n viiva kuuluu tarkalleen yhtee@:n komponenttiin.

Todistus. ValitaanG:n pistev. Suoritetaan seuraava operaatio toistuvasti niin monta&&uin
mahdollista lahtien pistejoukosta = {v}:

(x) Josv’ on sellainenG:n piste, ett&’ ¢ V; ja v’ on yhdistetty johonkir/;:n pisteeseen,
niin vy « V; U {v'}.
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Koska G:ssa on &aarellinen maara pisteitd, prosessi pysahtyy epitigii. Viimeksi saadun
Vi:n indusoimaG:n aligraafiG; on seG:n komponentti, johorn kuuluu. G, on yhtenainen,
koska sen:sta eroavat pisteet ovat yhdistetythen ja siis myds toisiinsa. Ehto 2. toteutuu, silla
operaatiotd x) ei en&a voitu toistaa. Lauseen 1.2 nojalkei kuulu kahteen eri komponenttiin.
Graafin viiva kuuluu paatepisteidensa maaraamaan komgonen O

Lause 1.3 antaa graafin jaon komponentteihin. Lauseertiigdiataa erdén algoritmin, jolla
jako voidaan suorittaa: toistetaan todistuksen menéitalynes "pisteet loppuvat”. Irtopisteet
muodostavat kukin oman komponenttinsa. Yhtendisell&figeaan vain yksi komponentti, ts.
graafi itse.

GraafinGG, jossa om pistetta,n viivaa jak komponenttiaasteeli rangi on

p(G)=n—k

ja sennulliteettion
w(G) =m—n+k.

lImeisestip(G) > 0 ja p(G) + p(G) = m. My0ds u(G) > 0, silla
Lause 1.4.p(G) <m

Todistus. Kaytetaan taydellistd induktiota:n suhteen.

Induktion lahtékohtarn = 0. Nyt komponentit ovat triviaaleja ja = k.

Induktio-oletus Lause on oikea, kum < p. (p > 1)

Induktiovaite Lause on oikea, kum = p.

Induktiovaitteen todistus/alitaan jokinG:n komponentti, jossa on viiva. Merkitaan ko.
viivaae:lla ja sen paatepisteitédlla ja v:ll&. Merkitaan edelleerys:lla sitdG:n ja G, :n aligraa-
fia, joka saadaan poistamatlg:sta viivae (muttei pisteitéu ja v). Merkitaan viela":lla graa-
fia, joka saadaan poistamallasta viivae (muttei pisteitéu ja v), ja &’:lla G’:n komponenttien
lukumaaraa. Saadaan kaksi tapausta:

1. GG, on yhtendinen. Tall6id’ = k. Sovelletaan induktio-oletus@ :uun:

n—k=n—K=pG)<m—-1<m.

2. (G5 ei ole yhtendinen. Tall6in:ta jav:ta yhdistad~, :ssa jaGG:ssa vain polku
U, e,V

eikd mikaan muu polkui,:ssa on siis kaksi komponenttiaja = k£ + 1. Sovelletaan
induktio-oletustaz’:uun:

p(GY=n—K=n—-k—1<m-—1.

Siisn — k < m. O
Tamaéan tapaisilla kombinatorisilla tuloksilla on useitaisiksia. Yksi esimerkki:

Lause 1.5.JosG on yhtenainen graafi j& > 2 sen suurin mahdollinen polun pituus, niin
jokaisella kahdelld:n pituisellaG:n polulla on ainakin yksi yhteinen piste.
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Todistus.Katsotaan vain tilanne, jossa kumpikaan poluista ei ote(piiuut tilanteet kasitellaan
vastaavasti). Otetaan kakspituistaGG:n polkua

Vigy €15 Vigy €jay -+ -5 €y Uiy, (p0|kup1)

seka

Vit 5 €515 Vit €j s« v w5 €5t 5 Vit (pO|kUp2)
ja asetetaan vastaoletuRoluilla p; ja p, ei ole yhteisia pisteitd. Kosk& on yhtendinen, on
olemassa;,—v;, -polku. Etsitaan talta polulta viimeinen piste, joka onuial p; (ainakinv;, on
p1:lla), sanotaan,, ja sen jalkeen saadultg—v;; -polulta ensimmainen piste, joka on polulla
p2 (@inakinv; onpy:lla), sanotaam; . Nain saadaan;,—v;; -polku

Uigy €415 -+« ej(/z/, Vit
Tilanne on seuraavannakdinen:
UZ‘O, ejl, Uz‘l, e ,Uz‘t, 6jt+17 ey ejk,, Uik
6]'1/
6]'2/
Uié),eji,vi/l, ce ,Uig,ejgﬂ, .. .,6]-]/67’01-;C

Tasta saadaan kaksi uutta polkug:-vy -polku jav; —v;, -polku. Kaksi tapausta:
e ¢ > 5. Nyt v;,—v;; -polun pituus on> k + 1. /*

o t < s Nytvy—v;, -polun pituus> £ + 1. y/

Graafi onpiiritdn, jos siina ei ole yhtaan piiria.

Lause 1.6.Graafi on piiriton tasmalleen silloin, kun siiné ei ole siliuita ja mitaan kahta eri
pistetta ei yhdista kaksi eri polkua.

Todistus. Otetaan ensin piiriton graafi. Silloin G:ssa ei ole silmukoita. Asetetaan vastaoletus
G:n eri pisteitéu ja v yhdistaa kaksi eri polkua

U = Viy, €)1, Viy, €y - - -5 €, Uiy = U (POIKUpy)
ja
U= vy, €1, Vi, €4y, -+ -5 €51, Vi = U (POIKU p2)
(tassa siis, = i ja i, = i), missak > (. Valitaan pienin sellainen indeksietta
Vi, 7 Vi
Tallainen on toki olemassa, silla muutoin joko

1. k>tljav, =v=uvy, =v, (y/)ta

1T4ss4 ja jatkossa merkky tarkoittaa ristiriitaa. Jos oletuksista on paasty rigigin, niin ne eivat voi olla
yhtaikaa paikkansa pitavia.
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2.k =Cljavy, = vy,...,v;, = vy. Talloin joidenkin kahden perakkaisen polun pisteen
valilla on rinnakkaisia viivoja ja:ssé olisi piiri.y/

Valitaan sitten pienin sellainen indeksiettéds > ¢ ja v;, on polullap, (ainakinv;, onps:lla).
Valitaan viela sellainen indeksij ettéar > t jav;, = v;, (tallainen on, sillg, on polku). Mutta
silloin
Vig_ys Cjys e o3 € Vi (Z Vit ), €ey ooy €, vt (= 04,y
on piiri. 4/ (Tarkista erityisesti tapaus= s = r.)
Toiseksi, jos graafissa ei ole silmukoita ja sen kahta etefiései yhdista kaksi eri polkua,
siina ei voi olla piireja. Jos nimittain esimerkiksi
Vig s ejl,vil, €j2, Cey ejk,vik = Vs
on piiri, olisi joko k£ = 1 ja e;, silmukka (/) tai sittenk > 2 ja pisteitéwv;, ja v;, yhdistaisi
kaksi eri polkua
Vigs €415 Uiy ja Viys €hgy+ v vy Cjpy Vi = Vig (\/)

1.3 Graafien operaatioita

Yksinkertaisen graafit: = (V, E) komplementton yksinkertainen graafi = (V, E), missa
E:ssa ovat tarkalleen ne viivat, jotka eivat éfessa.

Esimerkki.

Vo V3
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Esimerkki.

G=Kj G: (tyhja graafi)

limeisestiG = G.

Jos graafitG; = (V, F) jaG' = (V', E’) ovat yksinkertaisia j&/ C V/, on graafierero-
tusG — G’ = (V, E"), missdE":ssa ovat ne viivat, jotka ovéf:ssa, mutta eivat ol&’:ssa
(yksinkertainen graafi).

Esimerkki.

Kahden yksinkertaisen graafiy, = (11, E1) jaGy = (Va, Es)
e yhdisteonG; U Gy = (V1 U V4, By U E5) (yksinkertainen graafi).

e leikkauson G, N Gy, = (Vi NV, By N Ey) (Yksinkertainen graafi).

e rengassummé:; @ G, on viivojen joukonE; & F, indusoimai; U Gq:n aligraafi (yk-
sinkertainen graafiluom!Joukoille operaati@ on ns.symmetrinen erotuss.
E,® FEy=(Ey — Ey) U (Ey — Ey).
Koska rengassumma on viivojen indusoima aligraafi, siirdeeirtopisteita. Kaikki kolme ope-
raatiota ovat vaihdannaisia ja liitAnnaisia.
Esimerkki. Jos graafit ovat

Vi Vo Vi
& oV
Gy €5 G,
€
v Vv V
3 e, 4 3
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niin

Vi

&
G:LD Gz: \ 65
N oV,
€ \

Ve

Vo
oV

Vv
1 vy

&
GinGy |8 G, 0 G,: e
& \

Ve

Vo
V3

Huomautus. OperaatiotU, N ja & voidaan maaritella myds yleisesti graafeille, ei pelkasta
yksinkertaisille graafeille. Talléin on luonnollisellavalla "pidettava kirjaa” viivojen mul-
tiplisiteeteista:
U : Viivan multiplisiteettiG; U Go:ssa on maksimi sen multiplisiteeteistd:ssa jaGGo:ssa.
N : Viivan multiplisiteettiG; N Gy:ssa on minimi sen multiplisiteeteists :ssé jaG,:ssa.
@ : Viivan multiplisiteettiG; & G5:ssa on|m; — my|, missén; on sen multiplisiteettir;:ssé
ja my multiplisiteettiG,:ssa.

(Olemattoman viivan multiplisiteetti sovitaan nollakg&tdelleen myods graafied ja G’ erotus
voidaan yleistaa kaikille graafeille ottamalla multiplisetit huomioon: Viivare multiplisiteetti
G — G":ssaon
. my — Mma, jJOSM; > M )
my — mo = ! 2] b= (ns.sopiva erotuk
0, JOSmM < Mo
missam, ja mo ovate:n multiplisiteetitGG,:ssé jaG,:ssa, vastaavasti.

Joswv on graafinG = (V, E) piste, niinG — v on pistejoukonV — {v} indusoimaG:n
aligraafi. Tama operaatio on n@steen poisto.

Esimerkki. (Jatkoa)

oVy
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Vastaavasti, jog on graafinG = (V, E) viiva, niin G — e on graafi(V, E’), missa~£’ saadaan
E:std poistamalla siita. Operaatio on nsviivan poisto.Huomaa, ettei kyseessa ole joukko-
opillinen viivan poisto, silla ko. viiva voi esiintyd morkertaisena ja se poistetaan vain kerran.

Esimerkki. (Jatkoa)

Vi Vo
& oV
G, —ex 3
1~ 65
V. A v
3 & 4

Josu jav ovat graafinG = (V, E) eri pisteita, niin graafi, joka saadagindistamalla pisteet
ujav,on(V’, E'), missa

V' = (V—{u,v})U{w} (w ¢V on"uusi’piste)
ja
E' = (E—{(¥,u), (@, v) v eV} U{( w)| (v u) € Etai(v,v) € E}
U{(w,w) | (u,u) € Etai(v,v) € E}

(muista, etta viivoja vastaavat pisteparit ovat jarjesttimia).Huom!Viivojen multiplisiteetit
tulee sailyttéa. Erityisesti viivasta, v) tulee silmukka.

Esimerkki. (Jatkoa) Yhdistetdamn; ja v, graafissai;:

Vi Vo
oV

GraafinG = (V, E) viivan (ei silmukan) = (u,v) kutistamisellaarkoitetaan operaatiota,
jossa ensin poistetaarja sitten yhdistetaan ja v. (Silmukan kutistus yksinkertaisesti poistaa
ko. silmukan.)

Esimerkki. (Jatkoa) Kutistetaa-,:n viiva es:

V1 V2
& oV
€5 (poistetaan g)
V3 Vy

€4
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V1
& oV
(yhdistetaan yja v,)

W Vg

Huomautus. Jos pisteiden yhdistaminen ja viivan kutistus rajoitetgé&sinkertaisille graa-
feille, niin tuloksesta poistetaan silmukat ja rinnakksia viivoista valitaan pisteparia kohden
yksi.

1.4 Irrotus

GraafinG pistev on G:nirrotuspiste jos G — v:ssa on enemman komponentteja kGiissa.

Esimerkki. Alla olevassa graafissaon irrotuspiste:

irrotuspiste

(Huom!Triviaalin graafin ainoa piste ei ole irrotuspiste, eikajiste yleensakaan.)
Graafi onseparoituvajos se on epayhtenainen tai sitten siind on ainakin yksiusgiste.
Muussa tapauksessa graafisaparoitumaton.

Esimerkki. Edellisen esimerkin graaf¥ on separoituva.

Esimerkki. Alla oleva graafi on separoitumaton.

GraafinGG lohkoon sellainenz:n aligraafiGG; (ei nollagraafi), etta

e (1 on separoitumaton ja
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e jos (G, on toinenG:n aligraafi, niin jokoG; U G, = G tai sittenG; U G5 on separoituva
(mietipa tatakin!).

Esimerkki. Alla oleva graafi on separoituva:

irrotuspiste

lohkot:

Lause 1.7.Pistev on yhtendisen graafit: irrotuspiste tdsmalleen silloin, kun on olemassa
kaksi sellaistaz:n pistettawu ja w, etté

() v # u,v # wjau# w, mutta

(i) v on jokaisellau—w-polulla.

Todistus.Katsotaan aluksi tilannetta, jossan G:n irrotuspiste. Siig7 — v ei ole yhtenainen
ja silla on ainakin kaksi komponentt@, = (V1, £1) ja Gy = (V4, E,). Valitaanu € V] ja
w € V,. G:ssa onu—w-polku, koska se on yhtendinen. Josi ole téalla polulla, on ko. polku
my6sG — v:ssa /). Sama koskee mita tahanSan u—w-polkua.

Jos taa® on jokaisellau—w-polulla, niin pisteet: ja w eivat ole yhdistetyt; — v:ssa. [

Lause 1.8.Ei-triviaalissa graafissa on ainakin kaksi pistetta, jog&at ole irrotuspisteita.

Todistus. Kaytetaan induktiota graafi¥ pisteiden lukumaaran suhteen.

Induktion 1aht6kohtaNyt n = 2 ja asia on ilmeinen.

Induktio-oletus Lause on oikea, kun < k. (k > 2)

Induktiovaite Lause on oikea, kun = k£ + 1.

Induktiovaitteen todistusJos G:ssa ei ole irrotuspisteitd, on asia selva. Muutoin otetaan
tarkasteltavaksi jokinz:n irrotuspistev. Olkoot G — v:n komponentitG,, ..., G, (jolloin
m > 2). Kullekin komponentille&; on kaksi vaihtoehtoa:

1. G, on triviaali, jolloin sen ainoa piste o&:n loppupiste tai irtopiste, mutta ei ol&:n
irrotuspiste.

2. G; ei ole triviaali. Induktio-oletuksen nojall@;:ssa on kaksi pistetté ja w, jotka eivat
ole irrotuspisteitds;:ssa. Jos nyt ja u (vast.v ja w) eivat ole vierekkaisetr:ssa, eiu
(vast.w) ole G:n irrotuspiste. Jos sekéja u ettdv ja w ovat vierekkaiset::ssé, eivat

jaw voi olla G:n irrotuspisteita.
O
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Yhtendisen graafitr = (V, F) irrotusjoukkoon sellainen viivojen joukkd' C F, etté
1. G — F (poistetaart:n viivat yksi kerrallaan) ei ole yhtenainen ja
2. G — H on yhtendinen aina, kuH C F.
Lause 1.9.JosF on yhtenaisen graafi@¥ irrotusjoukko, niinG — F:ssé on kaksi komponenttia.

Todistus.Olkoon F' = {ey,...,ex}. GraafiG — {ey,...,ex_1} On yhtendinen (ja samoif,
josk = 1) kohdan 2. nojalla. Viivan poisto yhtenéisesta graafistagasen (enintdan) kahteen
komponenttiin.

Esimerkki. Graafin

Vs

irrotUSjOUkkOja ovat mm'{elu 64}1 {667 67}1 {617 €2, 63}1 {68}1 {637 €4, €5, 66}! {627 €s, 67}!
{ea, €5, ¢e6} ja {ea, €3, €4 }. Onko niité viela muita?
GraafinG = (V, F) irrotus on V:n jako (eli partitio) kahteen erilliseen ei-tyhjaan osdfe
koonV; ja V!
V=ViuVy, VinVa=0, Vi#0, Vy#l,

merkitaan(V;, V5). Yleensa irrotuksetl;, V5) ja (15, Vi) samaistetaan.
Esimerkki. (Jatkoa)({vi, va, v3}, {vs, vs,v6}) ON irrotus.

Vaihtoehtoisesti voidaan irrotusta ajatella viivojenk&ana:
irrotus (1, V) = {ne viivat, joiden yksi paatepiste dn:ssa ja toiner,:ssg.

(Huom!Kao. viivojen joukko ei yleisesti maarita joukkojg ja V5 yksikasitteisesti, joten tata ei
voi kayttaa irrotuksen maaritelmana.)
Seuraavat helposti todettavat tulokset yhdistavat ed@ilariteltyja kasitteita:

1. YhtendisemgraafinG irrotus (V;, V) (viivajoukoksi ajateltuna) on irrotusjoukko tdsmal-
leen silloin, kunV;:n ja V;:n indusoimat aligraafit ovat yhtenaiset,@s— (17, 5):ssa on
kaksi komponenttia.

2. JosF' on yhtendisemgraafinG irrotusjoukko jal; sekal; ovatGG — F:n kahden kompo-
nentin pistejoukot, niifV;, V) on irrotus jal’ = (V7, V).

3. Josv on yhtenaiseffei-triviaalin) graafinG = (V, E) piste, niin{({v},V — {v}) onG:n
irrotus. Tallainen irrotus on irrotusjoukko, j65— {v}:n indusoima aligraafi (elir — v)
on yhtenainen, ts. josei ole irrotuspiste.
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Jos graafilleG = (V, E) on sellainen irrotugV;, V5), ettdE = (V}, V4), ts. irrotus (viiva-
joukoksi ajateltuna) siséaltaa kaikki viivat, niin graafiessanotaarkaksijakoiseksi.

Esimerkki. Graafi

Vg
Vi

Vg
Vo

Ve
V3@

V7

on kaksijakoineny; = {vy, ve, v3} ja Vo = {vy, vs, vg, v7 }.

Kaksijakoista yksinkertaista graafia sanot&ydelliseksi kaksijakoiseksi graafikgs kahtia-
jaon antavaan irrotukseé;, 15) ei voida lisaté yhtaan viivaa, ts. graafin viivat ovat taldeh
kaikki viivat, joiden yksi paéatepiste ol,:ssé ja toineriz:ssa. Mikalil;:ssa onn pistetta ja
Vy:ssam pistetta, merkitaan tallaista graafig, ,,,:I1a (vrt. taydellinen graafi).

Esimerkki.

(Yleensak,, ,, ja K,, ,, Samaistetaan.)

1.5 Merkityt graafit. Isomorfismi

GraafinG = (V, E) pisteiden merkinnéll&arkoitetaan kuvausta : V' — A, missdA on ns.
merkkienjoukko. Vastaavastriivojen merkintéon kuvauss : £ — B, missaB on merkkien
joukko. Usein merkit ovat lukuja, jolloin puhutaan mydstpiden tai viivojernpainotuksestg
painoista.Viivapainotetussa graafispalun painoon sen viivojen painojen summa.

Pisteiden (vast. viivojen) merkint& enjektiivinen,jos kahdella eri pisteella (vast. viivalla)
ei ole samaa merkkia. Injektiivinen merkité bijektiivinen jos A:ssa (vastB:ssa) on merkkeja
yht&a monta kuin on pisteité (vast. viivoja).
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Esimerkki. JosA = {0,1} ja B = R, niin graafin

1

viivojen merkinta (painotus) on injektiivinen, pisteidan

GraafitG; = (V4, E1) ja Gy = (V4, Ey) ovatisomorfisetjos G1:n pisteet voidaan mer-
kita bijektiivisestiVs:n alkioilla siten, ettéa saadadr,. (Huom! Viivojen multiplisiteetit tulee
sailyttaa.)

Esimerkki. Alla olevat graafitG; ja G'» ovat isomorfiset ja isomorfismin antaa merkinta—
v; ja viivojen vastaavuudesy — ¢’

Kahden eri tavalla annetun graafin isomorfisuuden selvittdmon tunnettu tehtava, jonka
tehokkaaksi ratkaisemiseksi on tehty paljon tyota. Se ksa@k kuitenkin melkoisesti muista
graafi- ja verkkoteoreettisista probleemoista ja liittyfjplti algebraan (ryhméateoriaan). Graa-
fi-isomorfismiprobleemalla on myds tarkeé asema laskesealaativuuden teoriassa. Ks. esi-
merkiksi KOBLER, J. & SCHONING, U. & TORAN, J.: The Graph Isomorphism Problem. Its
Structural ComplexityBirkhauser (1993).



Luku 2
PUUT

2.1 Puut. Metsat

Metsdon piiritén graafi.Puuon yhtendinen metsa. Metsafimetsaon sen aligraafi. Metsan
yhtenainen aligraafi on saldipuu. Yleisesti, minka tahansa graafin alimetsa (vast. alipuu) on
sen aligraafi, joka on metsa (vast. puu).

Esimerkki. Nelja puuta, jotka yhdessa muodostavat metsan:

T

Yhtendisergraafinvirittava puuon sen alipuu, joka sisaltaa kaikki graafin pisteet. Das
graafinG virittdva puu, niin
G-T —merk. T

on servirittava vastapuu.

G: D virittava puu >

19

Esimerkki.
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virittdva vastapuu o

Virittavan puun viivoja sanotaaoksiksija virittavan vastapuun viivojaiteiksi.

Lause 2.1.Jos graafissas on n pistetta jam viivaa, niin seuraavat ehdot ovat keskenééan
ekvivalentit:

(i) G on puu.

(i) Jokaisen kahden e€i:n pisteen valilla on tarkalleen yksi polku {a:sséa ei ole silmukoita.
(i) G onyhtendinen jan =n — 1.
(iv) G on piiritbnjam =n — 1.

(V) G on piiritdn ja lisddmallaG:hen mika tahansa uusi viiva syntyy graafi, jossa on tarkal-
leen yksi piiri.

Todistus. (i)=-(ii): JosG on puu, niin se on yhtendinen ja piiritd@:ssa ei siis ole silmukoita.
Jokaista kahta efi:n pistettd yhdistéaa polku. Lauseen 1.6 nojalla téllaisi&yga on vain yksi.

(ii)=-(iii): G on yhtenainen. Kaytetaan induktiotan suhteen.

Induktion lahtékohtaNyt m = 0, G on triviaali ja asia on selva.

Induktio-oletusm =n — 1, kunm < £. (¢ > 0)

Induktiovaite m =n — 1, kunm = ¢ + 1.

Induktiovaitteen todistus>:ssa on viivae. G — e:ssé orY viivaa. Josz — e on yhtendinen,
e:n paatepisteiden valilla on kaksi eri polkua eika (ii) ol@naassa. Nain ollelds — e:ssé& on
kaksi komponenttias; ja G,. Olkoot (G1:ssdn; pistettd jam, viivaa, vastaavastizs:ssan;
pistetta jam, viivaa. Silloin

n=ny+ny Jja m=mg+my+ 1.
Induktio-oletuksen nojalla
m;=n; — 1 ja Mo =Ny — 1,

jotenm =n;+n,—1=n-—1.

(iif) =(iv): Asetetaan vastaoletus:ssé on piiri. Olkoor jokin ko. piirin viiva. Silloin G —e
on yhtenainen ja siin& om pistetta sek& — 2 viivaa. /!

(iv)=-(v): JosG on piiritdn, siina ei ole kahta eri pistetta yhdistavia pgékkuin enintaan
yksi (Lause 1.6). Jos/:ssa olisi useampia komponentteja, niin asettamalla \Wataden eri
komponentin vélille ei syntyisi piiria. Lisaamalla vineypoidaan komponentit yhdistad aikaan-
saamatta piireja:

lyhtenaisessa-pisteisessa graafissa on vahintaén 1 viivaa (Lause 1.4).
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2. komponentti

Jos lisattiin viivojak(> 1) kpl, olisi (silla (i)=(iii))

1. komponentti

m+k=n—1 (y/,koskam =n —1).

Siis G on yhtendinen. Lisaamalla uusi viiva kahden ei-vierekddigisteen valille syntyy néin
ollen yksi piiri, mutta ei useampia (muussa tapauksesdaison yhdesta piirista poistaa viiva
toisen piirin jAddessa "ehjaksi” ja graafin yhtendisekskémon vastoin paattelya (ii3-(iv)).
Samoin rinnakkaisen viivan tai silmukan lisd&dminen ailsaantarkalleen yhden piirin.

(V)=(i): Asetetaan vastaoletu&; ei ole puu, ts. se ei ole yhtendinen. Lisddmalla viivoja
kuten edellisessa kohdassa (kuvio) ei synny piirgfa. O

Erityisesti Lause 2.1 péatee virittaville puille.
Lause 2.2.Yhtenaisella graafilla on virittava puu.

Todistus. Tarkastellaan yhtenaista graafiq jolla onn pistettd jam viivaa. Josm = n — 1,
on G itse puu. Koska: on yhtenédinen, om > n — 1 (Lause 1.4). Jaljelle jaa tapaus > n,
jolloin GG:ssé on piiri. Poistetaan ko. piirista yksi vivaGG — e on yhtendinen. Toistetaan tata
kunnes viivoja om — 1 kpl. Silloin jaljella on puu. O

Huomautus. Itse asiassa yhtenaisen graafin virittdva puu voidaan mataolahtien sen mie-
livaltaisesta alimetsasta/, aivan kuten edellisessa todistuksessa: Koska minkaén kaikki
viivat eivat ole)M :ssé, poistetaan piiristd juuri sellainen viiva, joka eeql/:ssa.

Lauseen 2.1 nojalla-pisteisen graafiid- aligraafiG; on G:n virittava puu (jolloin siisG
on yhtené&inen), jos silla on mitkd tahansa kolme seuraavestfasta ominaisuudesta:

1. GGy:ssa om pistetta.
2. (G, on yhtenainen.

3. GGy:ssaom — 1 viivaa.
4. (G, on piiritbn.

Itse asiassa 3. ja 4. riittavat yhdessakin takaamaand-gttin virittava puu. Jos nimittain 3. ja
4. ovat voimassa, muttd; olisi epayhtendinen, olisivédt,:n komponentit puita j&r:ssa olisi
viivoja yhteensé

pisteiden [km— komponenttien lkmx n — 1

kappaletta{/).

Lause 2.3.Jos puu ei ole triviaali, niin siina on ainakin kaksi loppspetta.
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Todistus.Jos puussa on(> 2) pistettd, on sen pisteiden asteiden sur@(ma- 1). Jos jokaisen
pisteen aste olisk 2, olisi ko. summa> 2n (/). Jos taas vain yhden pisteen aste on yksi
muiden pisteiden asteiden olless&, olisi ko. summa> 1+ 2(n — 1) = 2n — 1 (/). (Tulos
seuraa myos Lauseesta 1.8, silla puun irrotuspiste ei pfrujaiste!) O

Metsaa, jossa oh komponenttia, kutsutaan uséirpuuksi.(Siis 1-puu on puu.)

Esimerkki.

4-puu: ® ® °

k-komponenttisella graafilla on Lauseen 2.1 nojalla (set@in komponentteihiwjrittava k-
puueli virittavd metsdjossa onk komponenttia.

2.2 (Perus)piirit. (Perus)irrotusjoukot

Jos yhtenaisen graafi@ virittavan puunil’ oksat ovab, ..., b,_; ja vastaavan virittdvan vas-
tapuunT™ siteetcy, ..., ¢y_ni1, Niin graafissdl’ + ¢; (= T:n oksien jac;:n indusoimaG:n
aligraafi) on tarkalleen yksi piiri’; (Lause 2.1). Téllaisia piireja kutsutaperuspiireiksi.Ku-
kin virittdva puu maarittaa talla tavoim — n + 1 peruspiiriaCy, ..., C,,_,.1, jotka yhdessa
muodostavat ngeruspiirijoukon.Jokaisessa peruspiirissa on tarkalleen yksi side, jolkaabi
ta ei esiinny missddn muussa peruspiirijoukon perusgdridlain ollen ei mitddn peruspiiria
voida lausua peruspiirijoukon toisten peruspiirien ressgganmana, ts. peruspiirijoukko on ren-
gassumman suhteen (lineaarisesti) riippumaton.

Esimerkki.
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DYool

T — b;:ssd on kaksi komponenttig ja 7. Vastaavat pistejoukot ovat; ja V5. Silloin
(V4,V5) on G:n irrotus. Se on (viivajoukoksi tulkittuna) myd&:n irrotusjoukko, silla
G — (1, V4):sséa on kaksi komponenttia (ks. tulos 1. sivulla 16). Nakajsta7:n oksaab;
vastaa irrotusjoukkd,. Talla tavoin saadut irrotusjoukdt, . . ., I,,_; ovat ns.perusirrotusjou-
kot ja ne muodostavat nperusirrotusjoukkojen joukordokainen perusirrotusjoukko sisaltaa
tarkalleen yhde™:n oksista ja jokainefi’:n oksa on tarkalleen yhdessa perusirrotusjoukossa.
Kukin virittdva puu maarittaa nain yksikasitteis€m perusirrotusjoukkojen joukon.

Esimerkki. (Jatkoa) Edellisen esimerkin graafin

virittdvan puun

maarittamat perusirrotusjoukot ovat:

by : {61762} by : {62763764} b : {62764765766}
by:{ez, e, 65,67} bs: {es}

Katsotaan seuraavaksi paria piirien ja irrotusjoukkojemmaisuutta:

(&) Yhtenaisen graafity irrotusjoukko sisadltaa ainakin yhden oksan jokaisésta viritta-
vasta puusta._(VastaoletuS:n eras irrotusjoukka ei sisélla yhtaan eraan virittdvan
puun? oksaa. Silloirl’ on G — F:n aligraafi jaG — F’ onkin yhten&inen,/)

(b) Yhtenaisen graafin: piiri siséltdd ainakin yhden siteen jokaise&tan virittdvasta vas-
tapuusta. (Vastaoletus::n eras piiriC' ei sisélla yhtadéan eraan virittavan vastaputin
sidettd. Silloinl’ = G — T™ sisaltaa piirin eik&" nain ollen ole puuy/)
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Lause 2.4.Yhtendisen graafits viivajoukkoF' on G:n irrotusjoukko tasmalleen silloin, kun
() F sisaltdad ainakin yhden oksan jokaisestan virittdvasta puusta ja,
(i) jos H C F, niin jonkin virittavan puun mikaan oksa ei olé:ssa.

Todistus.Otetaan ensin tapaus, josBaon irrotusjoukko. Silloin (i) on voimassa (ominaisuus
(a) ylla). JosH C F, niin G— H on yhtenainen ja silla on virittava pdu Toisaaltdl” on silloin
my06sG:n virittdva puu. Siis myds (i) patee.

Otetaan sitten tapaus, jossa (i) ja (i) ovat voimassaoiBill: — F' on epayhtenainen. Jos
H C F, niin jonkin G:n virittavan puuri’ mikéén oksa ei olé/:ssa,l’ on G — H:n aligraafi ja
G — H on yhtenainen. Sii$" on irrotusjoukko. 0J

Vastaava tulos piireille:
Lause 2.5.Yhtenaisen graafit’ aligraafi C' on piiri tAsmalleen silloin, kun
(i) C sisaltaa siteen jokaisesta:n virittdvasta vastapuusta ja,

(i) jos D on C'n aligraafi ja D # C, niin jonkin virittdvan vastapuun mikaan side ei ole
D:ssa.

Todistus.Otetaan ensin tapaus, jogSan piiri. Silloin C' sisaltaa siteen jokaisesta virittavasta
vastapuusta (ominaisuus (b) yll&), joten (i) on voimasgaZJdon C':n aito aligraafi, niin ilmei-
sesti se ei sisalla piireja, ts. se on metsa. Silloimoidaan taydenta&':n virittavaksi puuksi’
(ks. huomautus s. 21) eika siis sisalla yhtd&m sidetta. Nain ollen my6s (ii) patee.

Otetaan sitten tapaus, jossa (i) ja (ii) ovat voimassaoi8ill':ssa taytyy olla piireja, muussa
tapauksessa se olisi metsa ja taydennettavisedvirittavaksi puuksi (ks. huomautus s. 21).
Otetaan jokinC':n piiri C’. Koska (ii) patee, ei voi oll&” # C, silla piirin& C’ sisaltaa siteen
jokaisesta virittavasta vastapuusta (ominaisuus (b).\#liis C = C’ on piiri. O

Lause 2.6.Yhtenaisen graafin piirilla ja irrotusjoukolla on aina pdirhen maara yhteisia vii-
voja.

Todistus.Otetaan yhtendisen graafin piiri C' ja irrotusjoukkoF'. G — F:ss& on kaksi kom-
ponenttiaGG; = (V4, E1) ja Gy = (Va, Ey). Jos nytC' on G1:n tai Go:n aligraafi, on asia selva
(yhteisia viivoja ei ole). Oletetaan sitten, et@la ja F:lla on yhteisia viivoja. Kuljetaan piiri
l&htien jostakinG,:n pisteesté. Koska lopulta palataamhen, onC':ssé oltava parillinen maara
irrotuksen(V, V,) viivoja. O

Seuraavaa lausetta pitdnee lukea useampia kertoja enneekavautuu:

Lause 2.7.Yhtenaisen graafiG’ virittavan vastapuuri™ sidettdc vastaava peruspiiri muo-
dostuu tarkalleen niistd’:n oksista, joita vastaava perusirrotusjoukko sisaltéé

Todistus.7*:n sidettac vastaa jokin peruspiir’. Muut C':n viivat by, . .., b, ovatT:n oksia.
Merkitd&n/;:lla oksaab; vastaavaa perusirrotusjoukkoa. Silléjron ainoaC':n ja I;:n yhteinen
T:n oksa. Toisaalta on ainoaZ™*:n sideC':ssd. Lauseen 2.6 nojalla @rin ja I;:n yhteisten
viivojen oltavab; ja c, ts.c on I;:n viiva. Naytetaan sitten, ettda muifan oksiab, 1, ...,b,_1

vastaavissa perusirrotusjoukoisga, ..., I,,_1 ei ole sidett&. Jos esimerkiksi};:5sé olisi
sidec, olisi perusirrotusjoukolld;, ; ja piirilla C tarkalleen yksi yhteinen viiva\{ ). Siis side
¢ on vain perusirrotusjoukoisda, . . ., I;. O
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Vastaava perusirrotusjoukkoja koskeva lause on patesejill

Lause 2.8.Yhtenéisen graafin virittdvan pudnoksaab vastaava perusirrotusjoukko muodos-
tuu tarkalleen niistd/™:n siteista, joita vastaava peruspiiri sisaltéén.

Todistus.T:n oksaab vastaa jokin perusirrotusjoukkb Muut 7:n viivat ovatcy, ..., ¢, ovat
T*:n siteita. Merkitdan;:lla sidettéc; vastaavaa peruspiirid. Silloip on ainoal:n ja C;:n
yhteinen7™:n side. Toisaalt& on ainoa7:n oksal:ssa. Lauseen 2.6 nojalla dm ja C;:n
yhteisten viivojen oltava ja ¢;, ts. b on C;:n viiva. Naytetddn sitten, ettd muiiid:n siteita

Ckil,-- -, Cm_ni1 Vastaavissa peruspiireisé@,q, ..., C,,_,+1 €l ole oksaa. Jos esimerkiksi
C}.+1:5sa olisi oksa, olisi peruspiirillaC}, . ja irrotusjoukollal tarkalleen yksi yhteinen viiva
(+/)- Siis oksa on vain peruspiireiséy, . . . , Ck. O

Naista tuloksista on jo havaittavissa graafin irrotusjajkk ja piirien valinen duaalisuus:
Irrotusjoukkoja koskevista tuloksista saadaan yleenstaasa piireja koskeva duaalinen tulos,
ja k&antaen. Siirtyminen tuloksesta vastaavaan duaalisgéekseen on usein suoritettavissa
melkein mekaanisesti, ja sama koskee myo6s todistuksiaBTdumalisuus tulee erityisella ta-
valla esille ja kayttoon ns. matroidien yhteydessa (ks.Utk



Luku 3
SUUNNATUT GRAAFIT

3.1 Maaritelmia
Intuitiivisestisuunnattu graafeli digraafimuodostuu pisteista ja niita yhdistavist@unnatuista
viivoistaeli nuolista.

Esimerkki.

Formaalisestdigraafi on pariV, £'), missdl’ on pisteiden joukko j& on pisteparien joukko
kuten "tavallisillekin” graafeille. Erona on, ettd nytn alkiot katsotaan jarjestetyikpareiksi:
Nuolta pisteesta pisteeseen merkitdan parillau, v), kun taas par{v, v) merkitsee nuolta
v:stau:hun. My6s nuolien multiplisiteetti otetaan mukaan. (Sikan suunnalla ei ole valia.)
Luvun 1 k&sitteet siirtyvat paljolti samanlaisina digreiié. Huomattakoon seuraavat:

1. Nuolen(u, v) alkupisteon « ja loppupistev. Myds sanotaan, etta nuddihteepisteesté:
jatuleepisteeseen.

2. Pisteernv lahtdasteon siité lahtevien nuolten lukumaara (merkitériov)) ja sentuloaste
on siihen tulevien nuolten lukuméaara (merkitaériv)).

3. Suunnatussa kulusgeeitissa, polussa, piirisga
Vigy €1y Vigs €jay -+ -5 €y Uiy,
one,,:n alkupisteen oltava;, , ja loppupisteen;, .

4. DigraafinG = (V, E) alusgraafion (V, E) tulkittuna "tavalliseksi” suuntaamattomaksi
graafiksi, merkitaau-,,.

5. DigraafiG onyhtenainenjos GG,, on yhtendinen:n komponentibvatG,:n komponent-
teja vastaavat suunnatGtn aligraafit.G:n pisteet ovayhdistetytjos ne ovat yhdistetyt
G:ssa. Myds muut suuntaamattomien graafien kasitteet jadetsiirtyvat digraafeille
alusgraafien kautta.

26
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6. Digraafin kahden pisteerja v sanotaan olevavahvasti yhdistetyjos G:ssa on suunnattu
u—v-polku ja my6s suunnattu—u-polku.

7. DigraafiG onvahvasti yhtendinenos sen mitka tahansa kaksi eri pistettd ovat vahvasti
yhdistetyt. Erityisesti triviaali digraafi on vahvasti @méinen.

8. DigraafinG vahva komponenttin sellainen’z:n suunnattu aligraafi/ (ei nollagraafi),
ettd H on vahvasti yhtendinen, mutta kadottaa taman ominaissaigos siihen lisataén
uusiaG:n pisteita tai/ja nuolia.

Jokainen digraafidz piste on jossakirtz:n vahvassa komponentissa (vrt. Lause 1.3). Sen
sijaanG:n nuolen ei valttamatta tarvitse kuulua yhteenkéaéan vainkaanponenttiin.

Esimerkki. DigraafinG

vahvat komponentit ové{v, }, 0), ({va, vs, v4}, {es, es, e5}), ({vs}, 0) ja ({ve}, 0).

Digraafin G tiivistys on digraafi, joka saadaan kutistamadfan kunkin vahvan komponentin
nuolet, merkitaan..

Esimerkki. (Jatkoa) Tiivistetaan:

€y
Vi Vs
€3

W
Ve

3.2 Suunnatut puut

Suunnattu graafi okvasivahvasti yhtendinejgs sen jokaiselle pisteparilteja v jokin seuraa-
vista vaihtoehdoista on voimassa:

() u=wvtai
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(ii) digraafissa on suunnattu-v-polku tai
(iii) digraafissa on suunnattu-polku tai

(iv) on sellainen pistew, etta digraafissa on seka suunnattu-polku ettd suunnattu
w—v-polku.

Esimerkki. (Jatkoa) DigraafiG' on kvasivahvasti yhtenéinen.
Kvasivahvasti yhtenadinen digraafi on yhtendinen, muttakiamatta vahvasti yhtenainen.

DigraafinG pistev on G:n juuri, jos siitd on suunnattu polku jokaiseen toiséen pistee-
seen.

Esimerkki. (Jatkoa) Digraafin ainoa juuri onv; .
Lause 3.1.Digraafissa on juuri(a) tarkalleen silloin, kun se on kvasdivasti yhtenéinen.

Todistus.Jos digraafissa on juuri, se ilmiselvasti on kvasivahvdggryainen maaritelman mu-
kaan.

Otetaankin sitten kvasivahvasti yhtendinen digréajia naytetaén, etta siina on juuri. Asia
on selva, josG on triviaali. Muussa tapauksessa otetaan tarkasteltavaks pistejoukko
V ={v,...,v,}, jossasiir > 2. Seuraava menettely tuottaa idytle juuren:

1. Asetetaar® + V.

2. JosP:n kahden eri pisteen ja v valilla on suunnattu—v-polku, poistetaarP:stav eli
asetetaa® «+ P — {v}. Toistetaan t&ata niin monta kertaa kuin mahdollista.

3. JosP:ssa on yksi piste, on tdma juuri. Muussa tapauksesda: ssa (ainakin) kaksi eri
pistettau ja v eika ndiden valilla ole suunnattua polkua kumpaankaantaannKoska
G on kvasivahvasti yhtenainen, on kohdan (iv) mukaan pisia sek&w—u-polku etta
w—v-polku. Koskau on P:ssa, ew voi olla siind. PoistetaaR:stéu ja v ja lisdtdan sinne
w, ts. asetetaan ensih < P — {u, v} ja sittenP «+ P U {w}. Menn&aén kohtaan 2.

4. Toistetaan niin monta kertaa kuin mahdollista.

Joka kierroksellaP:n pisteiden lukumaara vahenee. Menettely tuottaa lopuligen, silla jo-
kaiseenP:sta poistettuun pisteeseen on aina suunnattu polku fosiidien jddneesta pistees-

ta. |

DigraafiG onpuu,jos G, on puu, jasuunnattu puujos se on liséksi kvasivahvasti yhtenéi-
nen eli silla on juuri. Pisteitd, joiden l&htbaste on nad@anotaan suunnatun pulelmdiksi.

Esimerkki.

B9lUys| 9

unn|
/|
\./
b4
¥
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Lause 3.2.Digraafille G, jossa om > 1 pistetta, seuraavat ehdot ovat keskenaan ekvivalentit:
() G on suunnattu puu.

(i) G on puu ja siina on piste, josta on (tarkalleen yksi) suunnatblku jokaiseen toiseen
G:n pisteeseen.

(i) G on kvasivahvasti yhtenainen, mutta— e ei ole kvasivahvasti yhtenainen millekaan
G:n nuolellee.

(iv) G on kvasivahvasti yhtenainen ja silla on piste, jonka tuteas nolla kaikkien muiden
pisteiden tuloasteiden ollessa yksi.

(v) G:ssa (eli siisG,:ssa) ei ole piireja ja siind on piste, jonka tuloaste on adkaikkien
muiden pisteiden tuloasteiden ollessa yksi.

(vi) G on kvasivahvasti yhtendinen eika siina (eli giis:ssa) ole piireja.

Todistus. (i)=-(ii): Jos G on suunnattu puu, niin siind on juuri. Juuresta on suunradtiu
jokaiseen toiseefy:n pisteeseen (mutta tallaisia ei voi olla useita, kaSkan puu).

(i) =-(iii): Jos (ii) patee, orG selvasti kvasivahvasti yhtenainen. Asetetaan vastaoiéiu
sellainenG:n nuolie, ettAG — e on kvasivahvasti yhtenainea ei voi olla silmukka, koskar
on puu.c:lla on paatepisteet jav. G — e:ssa ei voi olla suunnattuaw-polkua tai suunnattua
v—u-polkua (muussa tapauksessgssa olisi piiri). Siispa on piste, josta on seka suunnattu
w—u-polku ettd suunnattu—ov-polku. Mutta talldinG:ssa olise:n suunnasta riippuen joko kaksi
suunnattua—u-polkua tai kaksi suunnattua—v-polkua ja puussé’, olisi piiri (4/, Lause 1.6).

(i) =(iv): Jos G on kvasivahvasti yhtenainen, niin silla on juwrilLause 3.1). Muiden
pisteiden tuloasteet ovat nain ollenl. Asetetaan vastaoletuSn pistev # r, jolle d—(v) > 1.
Silloin v on kahden eri nuolefu, v) ja (w, v) loppupiste. Jo&::ssa olisi silmukka, olisi G — e
kvasivahvasti yhtenéainer (). Nain ollenu # v jaw # v. Nyt v:hen onr:sta kaksi suunnattua
reittid, yksi(u, v):n kautta ja toinenqw, v):n kautta. Mahdollisuuksia on kaksi:

u u
\'
r Vv r
Y w

Edellisess&—u-polku jar—w-polku eivat sisalla nuoligu, v) ja (w,v) ja sekéG — (u,v) etta
G — (w,v) ovat kvasivahvasti yhtendisia. Jalkimmaisessépolku siséltda nuolefw, v) tai
(kuten kuvassa)y—w-polku sisaltaa nuolefu, v) ja vain toinen graafeistad — (u, v) ja G—(w, v)
on kvasivahvasti yhtenainen. Joka tapauksessa siisjeka:, v) tai G—(w, v) on kvasivahvasti
yhtendinen, koska talldinkin juuri on(Lause 3.1).{/ ) Viela on naytettava, ettéd (r) = 0.
Asetetaan taas vastaoletds (r) > 1. Silloin r on jonkin nuolere loppupiste. Mutta talldin
G — e on kvasivahvasti yhtenainen, koskan edelleen sen juuri (Lause 3.1y/()

(iv)=(v): Jos (iv) patee, riittdd nayttaa, etid:ssa ei ole piirejai:n pisteiden tuloasteiden
summa om — 1 ja néain ollen myoés sen pisteiden lahtdasteiden summa-er, ts. G:ssa on
n — 1 nuolta. Koskaz on kvasivahvasti yhtenainen, se on yhtenéinen ja niin gilan(Lause
2.1).G:ssa ei nain ollen ole piireja.
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(V)=-(vi): Oletetaan, ettd (v) voimassa. Sillaifissa o — 1 nuolta (vrt. edellinen kohta).
Lauseen 2.1 nojallé& on puu. Merkitaan-:ll& kohdassa (v) mainittua pistettd. Lauseen 2.1
nojallar:sta on tarkalleen yksi polku mihin tahansa toisééen pisteeseen. Mainitut polut ovat
my6s suunnattuja. Muussa tapauksessgr) > 1 tai jonkin polun pisteen tuloaste on 1
tai polun jonkin muun pisteen kuirtn tuloaste on nolla. Siig on juuri jaG on kvasivahvasti
yhtendinen (Lause 3.1).

(vi)=(i): Jos G on kvasivahvasti yhtendinen, silla on juuri (Lause 3.1)sk&G on nyt
yhtendainen eika siiné ole piirej&, se on puu. O

DigraafinG suunnattu aligraafi’ on G:n virittdva suunnattu puyos 7' on suunnattu puu
ja sisaltda kaikkG':n pisteet.

Esimerkki.

Lause 3.3.Digraafilla on virittava suunnattu puu tarkalleen silloikun se on kvasivahvasti
yhtendinen.

Todistus.Jos digraafillaG on virittava suunnattu puil, niin 7°:n juuri on my6sG:n juuri jaG
on kvasivahvasti yhtenainen (Lause 3.1).

Oletetaan sitten, ett@ on kvasivahvasti yhtenainen ja naytetaan, etta silla ottéaé suun-
nattu puu. Asia on selva, jo§ itse on suunnattu puu. Ell€F ole suunnattu puu, o6r:ssa
Lauseen 3.2 nojalla nuodi, jonka poisto ei havité::n kvasivahvaa yhtenaisyytta. Poistetaan
jarjestyksessa tallaisia nuolia, kunnes saadaan suurpait (Vrt. Lauseen 2.2 todistus.) [

3.3 Asykliset suunnatut graafit

Suunnatun graafin suunnattua piiria sanotsgkliksi. Suunnattu graafi oasyklinenjos siiné
ei ole sykleja. limeisesti suunnatut puut ovat asyklisiaftanei kaantaen.

Esimerkki. Digraafi
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on asyklinen, muttei suunnattu puu.

Lause 3.4.Asyklisella digraafilla on piste, jonka tuloaste on nolla(l&ahdg, ja piste, jonka
l[&htdaste on nolla (nielu).

Todistus.Otetaan asyklinen digraafi. Asia on selva, elle:ssé ole nuolia. Muussa tapauk-
sessa tarkastella&tn suunnattua polkua

Uio,ejl,vl-l,eh, .. .,ejk,vl-k,

jolla on maksimipituug:. KoskaG on asyklinen, ony;, # v;,. Jos nyt olisi nuoli(v, v;,), niin
jompikumpi seuraavista vaihtoehdoista olisi voimassa:

e v # v;, kaikille indeksin arvoillet = 0, . . ., k. Silloin
v, (Ua Uio)a Vigy €51y Uiy €joy - - -5 €y Uiy
olisi suunnattu polku, jonka pituus ér- 1. 4/

e v = v, jollekin indeksint arvolle. Valitaan pienin tallainetin arvo. Silloint > 0, koska
(G:ssé ei ole silmukoita, ja

Vigs €41 Vigs €jas - - -5 €4y Uiy (U, Vig ), Vi
on suunnattu piiria/

Siisd~(v;,) = 0. Vastaavalla tavalla todetaan, eft&(v;, ) = 0. O

JosG = (V) E) on digraafi, jossa on pistettd, niinG:n pisteiden injektiivistd merkintaa
a:V —={1,...,n}, joka toteuttaa ehdon(u) < «(v) aina, kun(u, v) on G:n nuoli, sanotaan
G:n pisteiderntopologiseksi lajitteluksftai kanoniseksi merkinnaksi

Lause 3.5. Suunnatun graafin pisteet voidaan lajitella topologiséstkalleen silloin, kun se
on asyklinen.

Todistus.Jos digraafissa on sykli, ei sen pisteitéa ilmeisestikaadavtgjitella topologisesti.
Jos taas digraafi- on asyklinen, saadaan sen pisteiden topologinen lajigeluraavalla
menettelylla

1. Valitaan pistev, jonka lahtbaste on nolla. Tallainen on olemassa Lauseemdalla.
Asetetaanx(v) «n,G <+ G —vjan < n— 1.

2. JosG:sséa on vain yksi piste, asetetaan(v) < 1. Muutoin palataan kohtaan 1.

1Joka tunnetaan myddarimontin algoritminnimell&. Itse algoritmiin kuuluu muitakin osia. Alkupeséii-
te on MARIMONT, R.B.: A New Method of Checking the Consistency of Preceddviatrices.Journal of the
Association for Computing Machine(1959), 164—-171.



Luku 4

GRAAFIEN MATRIISIT JA
LINEAARIAVARUUDET

4.1 Graafien matriisiesityksia

GraafinG = (V, E) vieruspistematriisonn x n-matriisiD = (d;;), missén on G:n pisteiden
lukumaéardV = {vy,...,v,}ja

d;; = pisteitav; ja v; yhdistavien viivojen lukumaara

Erityisestid;; = 0, jos (v;, v;) ei oleG:n viiva. MatriisiD on symmetrinen, tD” = D.

Esimerkki.
02100
21 010
D=]103200
01 00O
0 00O0O O

limeisesti graafin vieruspistematriisi maarittaa graadysin isomorfiaa vaille.
Suunnatulle graafillé; vieruspistematriisi ol = (d,;), misséa

d;; = pisteesta; lahtevien ja pisteeseen tulevien nuolten lukuméaara

Esimerkki.

_ o O =
OO OO
_ o O O

N O = O

32
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Ei-tyhjan silmukattoman graafi¥ = (V, E) ns.taysi insidenssimatriignn x m-matriisi
A = (a;j), missén on G:n pisteiden lukuméaaréy on G:n viivojen lukumaara ja

{ 1, josv; one;:n paatepiste
am'::

0 muuten.
Esimerkki.
el €1 €2 €3 €4
1 1 10 U1
V1 V2 1101 |w
) A=10010 |uwvs
3 €4 L VA 000 1 [uv
00 0 0/ vy
V3 Vg

Ei-tyhjan silmukattoman suunnatun graafirtaysi insidenssimatriigin A = (a;;), missé

1, josw; one;:n alkupiste
a;; = ¢ —1, josv; one;:n loppupiste
0 muuten.

Esimerkki.

€1 €9 €3 €4 €5
1 -1 -1 -1 0\ wun
-1 1 0 0 -1 |wv
0O 0 0 0 0 |uws
0O 0 1 1 1/

Va

Koska graafin tayden insidenssimatriisin jokainen sar&d@taa kaksi ykkosta muiden al-
kioiden ollessa nollia, voidaan ko. matriisista poistaagiykvi ja silti se maaraa koko graafin.
Graafininsidenssimatriisonkin matriisi, joka saadaan poistamalla taydesta insisiematrii-
sista yksi rivi. Insidenssimatriiseja on siiskappaletta. Poistettua rivid vastaava piste on ns.
viitepiste.

Vastaavasti suunnatun graafin tdyden insidenssimatijo&iainen sarake sisaltad yhden
+1:njayhden—1:n loppujen alkioiden ollessa nollitnsidenssimatriissaadaan jalleen poista-
malla viitepistetta vastaava rivi. Huomaa, etta tayderdersssimatriisin rivit ovat lineaarisesti
riippuvat, silla nilden summa on nollavektori.

Lause 4.1.Ei-triviaalin puun insidenssimatriisin determinantti anl, myos jos puu on suun-
nattu graafi.

Todistus. Kaytetaan induktiota puun pisteiden lukumaandsuhteen.
Induktion Iaht6kohtaNyt n = 2 ja asia on selva.
Induktio-oletus Lause on oikea, kun < k. (k > 2)

Induktiovaite Lause on oikea, kun = k + 1.
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Induktiovaitteen todistu$tetaan puld’, jossa on pisteita + 1 kappaletta ja sen (mielival-
tainen) insidenssimatriish. 7:1l& on ainakin kaksi loppupistetta (Lause 2.3). Valitaapdu-
pistev;, joka ei oleA:n viitepiste, ja viiva (nuolik;, jonka paatepiste; on. Silloin

At = (j:)]_ ja Qjj = 0, kunj 7é t.
KehitetdanA :n determinanttj A | seni:nnen rivin mukaan:
Al = (£)(=1)™A,

missdA’ on a;:ta vastaava alimatriisi. Merkitaalf = 7' — v;, jolloin my®&s7T” on puu ¢; oli
loppupiste). Induktio-oletuksen nojallA’| = +1, silla A’ on selvastil”:n insidenssimatriisi.
0]

Seuraus. Jos suunnatussa graafiséaei ole silmukoita, sen tayden insidenssimatriisin rangi
onp(G).

Todistus.G:n tayden insidenssimatriisin sarakkeiden ja rivien gtgeninen ei muuta sen ran-
gia. Jarjestetaankin pisteet ja nuolet siten, etta kompitiea pisteet ovat perakkain ja samoin
komponenttien nuolet. Silloin taysi insidenssimatriisiedostuu komponenttien taysistéa insi-
denssimatriiseista:

1. kompo-
nentti
2. kompo- o
nentti
0]
k:s kompo-
nentti

Merkitadn::nnen komponentin pisteiden lukumaargdla. Jokaisella komponentilla on virit-
tava puu, jota vastaavan insidenssimatriisin determinantLauseen 4.1 nojalla erisuuri kuin
nolla, ts. ko. matriisi on téaysiranginennnen komponentin taysi insidenssimatriisi saadaan vas-
taavasta virittdvan puun insidenssimatriisista lisafrgirakkeita seka lopuksi yksi aikaisem-
mista lineaarisesti riippuva rivi, joten sen rangi on samia ko. virittdvan puun insidenssimat-
riisin rangi & n; —1). Huomaa erityisesti triviaalin komponentin tapaus: iargnolla=1—1.
Siis
A:nrangi= komponenttien rangien summa
=ny+---+ng—k = p(G).
N e’
=n

O

Huomautus. Todistuksesta saadaan myds kannat tayden insidensssimasarakeavaruudel-
le ja riviavaruudelle:G:n virittdvdn metsan oksia vastaavat sarakkeet muodosisaakea-
varuuden kannan. Riviavaruuden kanta puolestaan saadaanjokaista komponenttia kohti
poistetaan yksi ko. komponenttia vastaavista matriisigigta.
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4.2 Irrotusmatriisi

Jos ei-triviaalin ja silmukattoman graafinh= (V, F) kaikki mahdolliset irrotukset ovdt, . . .,
I, niin G:niirrotusmatriisiont x m-matriisiQ = (g;;), misséan on G:n viivojen lukumaara ja

_ ) 1,jose; € I; (irrotus tulkitaan viivajoukoksi)
%=\ 0 muuten.

Esimerkki. Graafin

V3

irrotukset ovatl; = {ey, e4}, Iy = {ea, €3, €4} ja I3 = {e1, €2, e3}. Irrotusmatriisi on

€1 €2 €3 €4

100 1\
Q=(0111|L

11101

Huomautus. Jos graafissa om pistetta, on silla irrotuksi%(Q" —2) =27~ — 1 kappaletta.
Vastaavia erilaisia viivajoukkoja ei yleensa ole nain palj Irrotusmatriisiin otetaan mukaan
vain yksi kappale kutakin viivajoukkoa vastaavista irkatista, jottei turhaan tulisi samoja ri-
veja. Irrotusmatriisissa on tallginkin yleensa (liian) lpan riveja.

Jos G on suunnattu graafi (ei-triviaali ja silmukaton), kiinridén jokaiselle irrotukselle
(V1, V) (mielivaltaisesti valittusuunta: (V;, V5) on irrotusV;:stéaVs:een. Ts. tarkastellaan ns.
suunnistettuja irrotuksianutta valitaan vastakkaissuuntaisista irrotuksistadkakin vain toi-

nen. TalldinirrotusmatriisissaQ = (g;;) on

1,]jose; € I; jae; sekal; ovat samansuuntaisia
q; = { —1,jose; € I; jae; sekdl; ovat erisuuntaisia
0 muutoin.

Esimerkki. Suunnatun graafin
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eri irrotukset (nuolijoukoiksi tulkittuina) ovatl; = {ej,eq,e3,e4} (SUUNtae;:n suunta),
I, = {es, e4, €5} (Suuntaez:n suunta),/s = {ey, €2, €5} (Suuntae;:n suunta) jal, = () (muut
ovat samoja). Irrotusmatriisi on nyt

€1 €9 €3 €4 €5
1 -1 -1 -1 0\L
o o 1 11 ]L
Q=1 1 0o 01 |5
0O 0 0 00/

Koska ({v},V — {v}) on irrotus jokaiselle pisteelle, on Q:ssa rivina jokainen tayden
insidenssimatriisin rivi, suunnatun graafin tapauksessiadollisesti—1:11a kerrottuna.

Lause 4.2.Jokainen suunnatun graafin irrotusmatriisin rivi voidaaubua kahdella eri tavalla
tayden insidenssimatriisin rivien lineaariyhdelmanalldsta eroavat yhdelméan kertoimet ovat
joko kaikki= 1 tai kaikki= —1.

Todistus.Otetaan suunnatun graafih= (V, E') irrotusmatriisiQ ja sen taysi insidenssimatriisi
A. Olkoon(Vy, V,) (huomaa suunta:n i:tta rivia vastaava irrotus. Mahdollisesti indeksointia
vaihtamalla voidaan olettaa, etta

Vi={vi,..oo0,} ja Vo= {010 00}
Merkitaan viela

q = Q:nasrivi ja a; = A:nt:srivi.
Naytetaan, etta

T n
q; = E Qa4 = — E ag,
t=1

t=r+1
jolloin lause tulee todistetuksi. Otetaahn k:s nuoli(v,, v,) = ex. Silloin
ayr = a,:nk:salkio= 1,
a,nk:s alkio= —1

Agk
ja

CijIO, jos J?épaq
Saadaan nelja tapausta:

o v, € Vijay, € VorNytp <rjag>r+1,joteng; =1ja

T n
Gik = E Qg = — E Q-
t=1

t=r+1

o v, cVojav, € ViiNytp>r+1jag<r,joteng;, = —1ja

T n
Gik = E Qg = — E Q-
t=1

t=r+1

o v, € Vijav, € ViiNytp <rjag <r,joteng; =0ja

Gik. = E Qg = — Qpg1k — 00— Qpk -
—— ~~~
t=1 ~ ~0
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o v, cVojav, € Vo Nytp >r+1ljaqg>r+1,joteng; =0ja

n

Qik = Qg+t Qrp = — E .-
~~ ~~
=0 =0 t=r+1
Ylla oleva patee jokaisellg:n arvolle. 0J

Esimerkki. (Jatkoa)l;:t& vastaa rivi
(1,-1,—1,-1,0) = (1,-1,—-1,-1,0) = —(—1,1,0,0,—1) — (0,0,0,0,0) — (0,0,1,1,1).
Seuraus. Suunnatun graafigs irrotusmatriisin rangi onp(G).

Todistus.G:n taysi insidenssimatriish on sen irrotusmatriisif) alimatriisi, joten (Lauseen
4.1 Seuraus)
rank(Q) > rank(A) = p(G).

Toisaalta Lauseen 4.2 mukaan jokair€@m rivi on lausuttavissa :n rivien lineaariyhdelmana,
joten
rank(Q) = rank(A) = p(G).

Toinen seuraus on, etta irrotusmatriigion kirjoitettavissa muotoon
Q = AlAa

missaA ;:n alkiot ovat0:ia ja+1:ia. Liséaksi matriisiA; on suoraan kirjoitettavissa Lauseen 4.2
todistuksesta.

Jos graafiG¢ on yhtendinen, silla on virittava puli ja siihen liittyvat perusirrotusjoukot.
Perusirrotusjoukot ovat myds irrotuksia (kun jalkimmaisekitaan viivajoukoiksi). Nain ollen
G:n irrotusmatriisillaQ on perusirrotusjoukkoja vastaava alimatri@i, ns. perusirrotusmat-
riisi. Samoin suunnatulla yhtenaisella graafiffaon perusirrotusmatriisi: perusirrotusjoukon
suunta irrotuksena valitaan vastaavem oksan (nuolen) suuntaiseksi. Kun jarjestet&an
viivat (nuolet) siten, ettd:n oksat ovat ensin jossain jarjestyksessa ja perusijoatkist asete-
taan sitteri:n oksien antamaan jarjestykseen, saadaan perusirratiisnmauotoon

Q= (L1 |Qr ),
missal,,_; onn — 1-rivinen identiteettimatriisiQ;:n rangi on siiss — 1 = p(G).
Esimerkki. (Jatkoa) Jatetddm; pois, jotta saadaan yhtenainen suunnattu graafi. Valitaan v

rittdvaksi puuksi

€ -

V4

Perusirrotusjoukot oval, = {e3, e4, e5} (Suuntaes:n suunta) jals = {ey, es, e5} (Suuntae;:n
suunta). Silloin
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€1 €3 €2 €4 €5
. 1 0]—-1 0 1\I3
Qf‘(o 1‘ 011)12
ja

€1 €2 €3 €4 €5

1 -1 -1 -1 0
Q=0 0 1 11 |«
1 -1 0 01)«

4.3 Piirimatriisi

Tarkastellaan graafi&@ = (V, E'), jossa on piireja. Numeroidaa®s:n piirit: C1,...,Cy. G:n
piirimatriisi on¢ x m-matriisiB = (b;;), missa

b 1, jos viivae; on piirissacC;
Y1 0 muuten

(kuten tavallistall = {e1,..., e }).

Suunnatun graafi& piirit suunnistetaarts. kullekin piirille annetaan (mielivaltainekijer-
tosuuntgpiirimatriisin maarittelya varten. Suunnistuksen jalkéen piirimatriisionB = (b;;),
missa

1, jos nuolie; on piirissaC; ja sen suunta yhtyy kiertosuuntaan
bi;; = { —1, jos nuolie; on piirissaC; ja sen suunta on kiertosuunnalle vastakkainen
0 muuten.

Esimerkki. Suunnatun graafin

piirit ovat
e e
1 1
vq Vs vy Vs v,
e €3 e € € & \&
4 4
V3 V3 V3

ja piirimatriisi on
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€1 €9 €3 €4
1 0 -1 1\¢
1 1 0 -1 |0,
0 -1 1 0/ Cs

B

Jos graafiG on yhtenainen (ja siina on piireja), silla on virittava \asiu 7™ ja siihen
liittyvéat peruspiirit. Poimimalla néita vastaavat piirtmiisin B rivit saadaar{m — n + 1) x m-
matriisi B¢, ns.peruspiirimatriisi.Samoin suunnatulla yhtenaisella graafiidjolla on piirejd)
on peruspiirimatriisi: peruspiirin suunta valitaan vastan7*:n siteen (nuolen) suuntaiseksi.

Kun jarjestetaartz:n viivat (nuolet) siten, ettd™:n siteet ovat viimeksi jossain jarjestyk-
sessé ja peruspiirit asetetaan sitten siteiden antamgeastykseen, saadaan peruspiirimatriisi
muotoon

B = ( By ‘ Im—n+1 ) )
missal,, ,,1 onm — n + 1-rivinen identiteettimatriisiB;:n rangi on siisn — n + 1 = u(G)
jaB:nrangion>m —n + 1.

Esimerkki. (Jatkoa) Jatetddms pois, jotta saadaan yhtenainen graafi (ks. sivu 33) ja kaytet
virittavaa puuta

€ -
V1 >0 Vo

Va

Peruspiirit ovat silloin

ja

€1 €3 €2 €4 €5
1 01 0 0\Cy
B; = 0 —1/0 1 0 |Cy
-1 —=1/0 0 1 /(5
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Lause 4.3.Suunnatun graafin suunnistetulla irrotuksella ja suuretisita piirilla on parillinen
maara2k yhteisia nuolia. Naist&:lla nuolella on irrotuksen ja piirin suunta sama ja lopuall
k:lla nuolella eri.

Todistus.Vrt. Lauseen 2.6 todistus. O
Lause 4.4.Digraafille BQ" = O (nollamatriisi).

Todistus. Edellisen lauseen nojalla matriisitul®Q" alkioita vastaavissa pistetuloissa nollasta
eroavista yhteenlaskettavista on puojdtsia ja toinen puoli-1:si&, joten ne ovat 0. 0J

Lause 4.5.Jos digraafissaz on piireja, niin sen piirimatriisinB rangi on x(G). Edelleen,
jos GG on yhtenainen, niilB voidaan kirjoittaa muotoo = BB, missa matriisissd, on
alkioina O:ia ja +1:sia, ja irrotusmatriisiQ voidaan kirjoittaa muotoorQ = Q;Q;, misséa
matriisissaQ; on alkioina0:ia ja +1:sia.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapausta, migs&n yhtendinen. Valitaary:n virittdva puuT
ja kirjoitetaanG:n nuolet (n kappaletta) sellaiseen jarjestykseen, missa ensiksraulen
oksat ja viimeksiT™:n siteet. Kirjoitetaan sitten perusirrotusjoukbin oksien jarjestykseen
ja peruspiirit™:n siteiden jarjestykseen. Silloin
Qf == ( In—l ‘ ch ) ja Bf = ( Bft ‘ Im—n+1 )
My6s B voidaan lohkoa vastaavasti:
B= (B \ B ).

KoskaQ; on Q:n alimatriisi jaB; on B:n alimatriisi, seuraa Lauseesta 4.4, etta

I,
0= BfoT = ( Bft ‘ ImfnJrl ) ( Infl ‘ ch )T = ( Bft ‘ ImfnJrl ) ( QTl )
fc
=BaLo 1 + L1 Qg = Br + Q-
Nain ollen
Bft = —Q;E
Edelleen, koska sii€; on Q:n alimatriisi, on samaisen lauseen nojalla

0=BQf = (Bi[By) (11 ]Qe ) = (B[ Br) ()
fc
=BiI,_; + B,Q;, = B; — ByBy.
Nain ollen
B=(B;By|B; ) =By( By | L, ni1 ) =BsBy,

kuten vaitettiin. Samalla tavoin voidaan nayttaad, €t&oidaan kirjoittaa vaitettyyn muotoon
Q = Q;Q¢, mikd on selvad myos muuten, kodRan rangi onn — 1 ja alkiot0:ia ja +-1:i&.

JokainerB:n rivi on siis peruspiireja vastaavien rivien lineaarighdé& jaB:n rangi on enin-
taan B;:n rangi = m — n + 1. Toisaalta, kuten aikaisemmin todettiil3:n rangi on
>m —n + 1. Siisrank(B) = m — n + 1 (= pu(G)) yhtenaiselle digraafille.

Epayhtenaisen digraafi@ (jossa on piirejd) tapauksessa jaetag@rkomponentteihinsa
(k > 2 kappaletta) ja piirimatriisB lohkoihin komponentteja vastaavasti (vrt. Lauseen 4.1
Seurauksen todistus), jolloin

rank(B) :Z(mi—ni—l—l) =m—n+k=u(G). O

i=1

Huomaa "sivutuloksena” tullut kaavB;;, = —Q¢, joka liittda perusirrotusmatriisin ja pe-
ruspiirimatriisin toisiinsa.
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4.4 Sovellus: Stationaariset lineaariset verkot

Stationdarinen lineaarinen verklan suunnattu graafr, joka toteuttaa seuraavat ehdot:
1. G on yhtenainen.
2. G:n jokainen nuoli on jossain piirissé {a:ssa ei ole silmukoita.

3. G:njokaiseen nuoleesy littyy numeerinen suure, nkipisuurei;. JosG:ssé onn nuolta,
merkitaan

(lapivektori).
4. (G:n jokaiseen pisteeseen liittyy numeerinen suure;, ns. potentiaali.Edelleen jokai-
seenG:n nuoleere; = (v;,, vy, ) liittyy ns. poikkisuure
Uj = Piy — Piy-
Jos(G:ssd om pistetta jam nuolta, merkitaan
yai U1
p=| : ja u=

Pn U
(potentiaalivektorja poikkivektor). (Potentiaaleja ei useinkaan tarvita.)
5. G:n jokainen nuolie; on vaihtoehtoisesti

(@) ns.komponentti, jolloin siihen liittyy luku ;. r; on vakio ¢ 0) (stationadrisyys) ja
em. suureet liittyvat toisiinsa yhtalolla

uj =14;r; (lineaarisuus).

(b) ns.lapilahde,jolloin siihen liittyva lapisuure; on ennalta kiinnitetty.
(c) ns.poikkilahdejolloin siihen liittyva poikkisuure:; on ennalta kiinnitetty.

6. (Kirchhoffin laki lapisuureill® Jokaisenz:n suunnistetun irrotuksen l&pisuureiden sum-
ma on= 0, kunirrotus tulkitaan nuolijoukoksi ja suure otetaan stamammukaan sellaise-
naan, mikali vastaavan nuolen ja irrotuksen suunnat ovaatga vastakkaismerkkisena
muuten.

7. (Kirchhoffin laki poikkisuureillg Jokaisenz:n suunnistetun piirin poikkisuureiden sum-
ma on= 0, kun suure otetaan summaan mukaan sellaisenaan, mikélavas nuolen ja
piirin suunnat ovat samat, ja vastakkaismerkkisena muuten

Esimerkki. Tyypillinen esimerkki stationaarisesta lineaarisestekesta on lineaarinen resis-
tiivinen virtapiiri, jossa on vakiovirta- ja jannitelahiti. Komponentti on silloin resistori ja;
on resistanssi. Ehto 5.(a) on Ohmin laki.

LEi pida sekoittaa graafin komponenttiin!
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Muodostetaan stationaariselle lineaariselle verk6ll@kin virittava puu? ja sitd kautta
perusirrotusmatriisQ; seka peruspiirimatriisB;. Jarjestetddn naissa seka vektoreisgau
nuolet kuten tehtiin edella eli siten, etta ensin tulévat oksat ja sitter™:n siteet. Kirchhoffin
lait voidaan silloin kirjoittaa muotoon

Qi=0 ja Bu=0.

Toisaalta perusirrotusmatriisiQ; rivit generoivat lineaarisesti kaikkR:n rivit ja vastaavasti
peruspiirimatriisinB; rivit generoivat kaikkiB:n rivit. Niinpa Kirchhoffin lait voidaan kirjoittaa
ekvivalenttiin muotoon

Qi=0,1 ja Bru=0, n1.

Muodostetaan vield lavistajamatriidt = [ky, ..., k] jaL = [4q, ..., 4, ], missa
—rj, JoSe; on komponentti 1, jose; on komponentti
k; = < 1, jose; on lapilahde ja ¢; = 140,]jose; on lapilahde
0, jose; on poikkilahde 1, jose; on poikkilahde,
sekém-vektoris = (sy,...,s,,)", missa

0, jose; on komponentti
sj = { 1;, J0Se; on lapilahde
uj, jose; on poikkilahde.

Silloin kaikki tieto voidaan kirjoittaa lineaariseksi ybryhmaksi

K L ; S
Qf O(nfl)xm <—) = 0, 1 )
O(mfnJrl) xXm Bf

0m—n+1

ns.perusyhtalotjosta (ideaalisesti) lapi- ja poikkisuureet voidaan rates kun luvut-; ja lapi-
seké poikkildhteet on annettu.

Huomautus. Vastaavanlaista menettelya voidaan soveltaa tilayhtt#ii (differentiaaliyhta-
I6iden) muodostamiseksi, kun verkossalgnaamisidkomponentteja ja lahteita.

Yhtaléryhméan matriisin ei tarvitse olla ei-singulaarineiRd ryhmalla tarvitse olla yksikasit-

teista ratkaisua lainkaan! Yhtaloryhm&n matriisista ma&simerkiksi melko suoraan, etta se

on singulaarinen, jos jokin piiri muodostuu vain poikkitéista tai jos jokin irrotus muodostuu

vain lapilahteista. Itse asiassa tama on kuitenkin aifaarte, jossa lapi- ja poikkisuureet eivat

maaraydy yksikasitteisesti, jos vakigtovat samanmerkkisia reaalilukuja (ja usein muutenkin).
Asian tarkemmaksi tutkimiseksi valitaan ensin kaytettyttéva puul’ sopivasti:

Apulause. Jos mikaarG:n irrotus ei muodostu pelkista lapilahteisté eikd mikaan giiri muo-
dostu pelkista poikkilahteista, niid:lla on sellainen virittdva pudl’, etta kaikki poikkilahteet
ovat7:n oksia ja kaikki lapilahteet ovét™:n siteita.

Todistus.Jos G toteuttaa mainitun oletuksen, valitaan ensin lahtokobddigraafi M, jossa
ovat kaikki G:n pisteet ja poikkilahteet (nuolet). Tassa digraafissdeeporeja. Lisataan sit-
ten M:aan yksitellen komponentteja pyrkien virittava&n puuhlos tdmé ei jossain vaiheessa
onnistuisikaan, oi-:1la irrotus, jossa on vain lapilahteitd, mika ei ole mahidtd. 0J
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Oletetaankin nyt, etta mikadr:n irrotus ei muodostu pelkista lapiléhteista eika mik&ém s
piiri muodostu pelkista poikkilahteistd, ja otetaan kégitt Apulauseessa mainittu virittdva puu
T. Jarjestetddnd-:n nuolet vield siten, etta (edella olevaan tapdBm) oksat tulevat ensin ja
naista oksista poikkilahteet tulevat ennen komponentiégataavasti jarjestetaan siteet siten,
ettd komponentit tulevat ensin ja lapilahteet viimeksi.

Yo. 2m yhtalon ryhma voidaan silloin kirjoittaa lohkottuna muoto

O O O O 1 O OO iy
O -R O O O I OO is
O O -R, O O O 1260 i3
O O O I O O OO iy
I O Qi Qi O O OO u;
O I Qxa Qe O O OO Us
O O O O B; B, I O us
O O O O By By O 1 uy

s1 \ < poikkilahteet (oksissa)

0 < komponentit (oksissa)

0 <— komponentit (siteissd)

Sy | < lapilahteet (siteissa)

0 < perusirrotusjoukot (poikkil&hteet)
0 < perusirrotusjoukot (komponentit)
0 <— peruspiirit (komponentit)

0 <— peruspiirit (Iapilahteet)

missal:t ovat sopivankokoisia identiteettimatriise{@;t sopivankokoisia nollamatriiseja fat
sopivanpituisia nollavektoreita.

Huomautus. Tassé oletetaan, etid@:ssé on kaikkia neljaa esiintyvaa nuolityyppia (poikkdéah
de- ja komponenttioksat, lapilahde- ja komponenttisjtédtussa tapauksessa (esimerkiksi jos
ei ole lapilahteitd) jatetaan vastaavat lohkorivit ja -sdikeet seka vektorien alkiot pois. Nama
tapaukset kasitellddn vastaavasti.

Suoraan ratkaisemalla saadaan
u =s , w=~Rij , uz=Rpoiz , i =sy,

joten voidaankin siirtyd yhtaldryhmaan

I O Qu O iy Q1282
o I Qa O iy _ Q2282
(@) B12R1 R2 (@) i3 B11S1
O B22R1 O I Uy Bglsl

Siispa
il = _Q11i3 — Q1252 s i2 = —Q21i3 - QQQSQ 5 Uy = _B22R1i2 - B21sl-

Edellisen pykalan tuloksista saadaan vield yhtalo

B — By | Bio - _Qf=— Qu | Qoo T: _ ?1‘_ 2
" By | Bao fe Q21 | Qa2 — ?2‘— )
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jotenB;; = —Q7, jaB; = —QJ; jajaljelle jaa lopulta vain yhtaloryhmig:lle:
(Q2:R1Qa1 + Ro)is = Qfjs1 — Q3 R1Quoso.
Taman yhtaloryhman matrifsvoidaan kirjoittaa muotoon
R,| O Q
Q31R1Q21+R2:(QFQI‘1‘I )( 01}R2 ) ( 121 )7
josta valittémasti nakyy, etté se on ei-singulaarinenBes jaR,:n lavistajaalkiot ovat kaikki

negatiivilukuja tai kaikki positiivilukuja.
Nain saadaan

Lause 4.6.Jos vakiotr; ovat samanmerkkisia reaalilukuja, niin stationaarisevelarisen ver-
kon perusyhtal6illa on yksikasitteinen ratkaisu tarkahesiind tapauksessa, etta mikaan verkon
irrotus ei muodostu pelkista lapilahteista eika mikaan pem muodostu pelkista poikkilahteis-
ta.

Edella olevasta havaitaan my6s yleisestikin, etta niideélpiden maara, jotka pitaa ratkaista
(numeerisesti), on huomattavasti pienempi Kain

Esimerkki. Vakiotaajuiset virtapiirit (vaihtovirtapiirit), joissan resistansseja, kapasitansseja
jainduktansseja, voivat myos olla stationdarisia lineaa verkkoja. (Lause 4.6 ei niita koske.)
Alla olevassa virtapiirissd? = 10 2, C = 100 uF, L = 10 mH ja virtaldhde on

I =10cos(1000¢) A.

|4g3 =R =C

Vastaava kompleksivirta oh0e/1%%%  missa; on imaginaariyksikko. (Kulma)taajuus on siis
w = 1000 rad/s. Jannitelahteita ei ole. Vastaava digraafi on

Vo

Vi

2Matriisia kutsutaaimpedanssimatriisiksastaava matriisi voitaisiin koota myos kdyttaen peruspatriisin
lohkoja, silloin sité kutsutaaadmittanssimatriisiksi.
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Virrat ja jannitteet kirjoitetaan kompleksimuotoonga= 1,e/1%% ja u;, = U,e/1%%%, jolloin
virtalahde onis = s5 = 10e71%%% Luvutr, saadaan tutuista impedanssilaeista

1
ri=r,=R=10 , rs=——x==-107 , 1o =jwL =10y.
jwC
Valitaan virittavan puunl’ oksiksie; ja e,. Lineaarisuudesta johtuen yhtéléryhmista supistuu
pois eksponenttitekijé 1" ja saadaan ryhma

~10 0 0O 0 ]ol1 olo o]o I 0
0 =105/ 0 0 |0] 0O 1|0 0|0 I 0
0 0 [105j O [0o] 0 oOf1 0]0 I, 0
0 0 0 —10/0] 0 00 1]0 I 0
0 0 0o o 1o 0J00]0 I | | 10
1 0 1 1 [1]0 ofloofo v | | o
0 1 0 —=11]0[0 0[0 0]0 Us 0
0 0 0 0 [0]=1 0]1 0]0 Us 0
0 0 0 0 |0|=1 1|0 1]0 U, 0
0 0 0 0 |0]-1 0l0 0]1 Us 0

Huomaa, etta pois on jatetty oksissa olevien poikkilaleidsuus, silla sellaisia ei ole. Tama
ryhma on niin pieni, etta se on helposti ratkaistavissa eskiksi Matlabilla:

»H=[ - 10 0 0 0o 0 1 0 0 0 O0;
0 -10+j 0 0O 0 01 0 0 O0;
0 0 10%j 0 O 0 0 1 0 O0;
0 0 0O -10 0 0 0 O 1 O0;
0 0 0 0 1 0 0 0 0 O0;
1 0 1 11 0 0 0 0 0;
0 1 0 1 0 0 0 0 0 O0;
0 0 0 0o 0 -1 01 0 O0;
0 0 0 0 0 -1 12 0 1 0;
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1];
»s=[0 0 0010 00 00 0]";
»UV=i nv(H) *s;
»[ WV angl e(WV) abs(WV)]
ans =
-6. 0000 + 2.0000i 2.8198 6. 3246
-2.0000 + 4.0000i 2.0344 4.4721
-2.0000 - 6.0000i -1.8925 6. 3246
-2.0000 + 4.0000i 2.0344 4.4721
10. 0000 0 10. 0000
-60. 0000 +20. 0000i 2.8198 63. 2456
-40.0000 -20.0000i -2.6779 44,7214
-60. 0000 +20. 0000i 2.8198 63. 2456
-20. 0000 +40. 0000i 2.0344 44,7214
-60. 0000 +20. 0000i 2.8198 63. 2456

Nain esimerkiksi virtaldhteen yli vaikuttava kompleksijde on
us = U5ej1000t — 63.95¢4(1000t+2.82)
ja reaalinen jannite53.25 cos(1000¢ + 2.82) V.
Kirchhoffin lapilaki voidaan myds kirjoittaa muotoon
Ai=0,,
mMissaA on G:n taysi insidenssimatriisi. Edelleen voidaan kirjoittaa

ATp = —u.
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Né&in ollen
uei=uli=—prAi=0.

Tama tulos riippudr:sta vain sen digraafirakenteen (eli tayden insidenssisiajikautta. Nain
saadaan kuuluisa

Lause 4.7. (Tellegenin lause)os kahdella stationaarisella lineaarisella verkolla cemsa di-
graafi, vastaavat lapivektorit ovat sekéi, ja vastaavat poikkivektorit ovat; sekéus,, niin

u10i2:O j(l u20i1:0.

Sovellettuna tilanteeseen, jossa Tellegenin lauseessatm&aksi verkkoa ovat samat( G
edelld), saadaan yhtalo
uei=>0,

ns. verkorenergian sailymislaki.

Huomautus. Huomattavasti laajemmin asiaa kasittelee esimerkiv@My & T HULASIRA-
MAN tai VAGO, ks. myODOLAN & ALDOUS.

4.5 Matriisityli GF(2):n ja graafien lineaariavaruudet

Joukko{0, 1} on ns.kunta(ts. tottelee samoja laskusaantéja kuin reaaliluvut) yjugen- ja
kertolasku maaritelladn seuraavasti:

+[0 1 x [0 1
00 1 0]0 0
1|10 10 1

Talldin siis—1 = 1jal1~! = 1. Kyseessa on kuntaF(2).

Jos ajatellaan ("suuntaamattoman”) graafin (tdyden) @msdimatriisin, irrotusmatriisin,
perusirrotusmatriisin, piirimatriisin seké peruspiigtrisin alkioiksi GF(2):n 0 ja 1, patevat
Lause 4.1 ja sen Seuraus, Lause 4.2 ja sen Seuraus, Lauskd Masise 4.5 my6s "suuntaa-
mattomille” graafeille. (Muista--1 = 1 kunnassd&:F(2).) Todistukset ovat samat.

Graafin tapauksessa lineaariavaruudet ovat yli kurisia(®), digraafin tapauksessa ne ovat
reaalisia (eli yli kunnarR). (Di)graafin irrotusmatriisin riviavaruus on (di)graafimotusava-
ruus. Vastaavasti sen piirimatriisin riviavaruus @iiriavaruus. Irrotusavaruuden dimensio on
(di)graafin rangi ja piiriavaruuden dimensio on sen nudlite Liséksi digraafin irrotusavaruus
ja piiriavaruus ovat toistensa ortogonaaliset kompleimgntaikki tama seuraa suoraan eo. tu-
loksista.)

Usein ajatellaan yo. avaruuksia aligraafien kautta, tsassietaan vektori vastaavien vii-
vojen (nuolien) generoimaan aligraafiin. "Suuntaamaterhigraafien tapauksessa vektorien
GF(2):n yhteenlaskua vastaa talléin rengassumma.



Luku 5
GRAAFIEN ALGORITMIT

5.1 Algoritmien vaativuusteoriaa

Laskennallinen vaativuwei kompleksisuukittyy tehtavien laskennalliseen ratkaisemiseen tar-
vittaviin resursseihin verrattuna tehtavan kokoon. Tefmékokoa mitataan syotteen pituudella
N, resurssit taas ovat yleensa aika (laskenta-askeltemiaérd) tai tila (laskennan kayttama
maksimaalinen muistitila sopivasti mitattuna). Useintdstt ovat nstunnistustehtavigpissa
ratkaisu on kylla-vastaus. Hyva viite klassisen komplglkssteorian osalta ond#CROFT &
MOTWANI & ULLMAN .

Jotta vaativuus saadaan yhteismitalliseksi, pitda saogity tlgoritmin matemaattinen mal-
li, esimerkiksi Turingin koneilla laskeminen, ks. kurssiéoretical Computer Science tai Mat-
hematical Logic Algoritmimalleista on kaytettavisséterministinerversio, missa algoritmilla
ei ole valinnanmahdollisuuksia, gpadeterministinemersio, misséa algoritmin seuraava askel
saattaa olla valittavissa useista mahdollisista askelisttta epadeterministisen algoritmin voi-
taisiin sanoa ratkaisevan tehtavan, pitaa tehda seuralatakset:

1. Algoritmi pyséahtyy, valitaanpa askelet miten tahansa.
2. Algoritmi voi pysahtya tilaan, jossa se ei ole ratkaigettavaa.

3. Kun algoritmi pysahtyy tilaan, jossa se antaa ratkaisuin, ratkaisun pitda olla oikea
(ratkaisuja voi talloin olla useitakin).

4. Tunnistustehtévissa tapaus, missa algoritmi ei anré@éyhktylla-vastausta, tulkitaan ei-
vastaukseksi.

5. Jos tehtdvana on laskea jonkin syotteen funktion arvo gp&deterministisen algoritmin
on jokaisella syotteelld annettava ratkaisu (funktiorogirv

Epadeterministinen algoritmi onkin useimmiten parhaagateltavissa ratkaisuodennusme-
netelméksiei sen tuottamismenetelmaksi.

Vaativuutta tarkastellaan padosisymptoottisends. suurten tehtavien osalta, eika vakio-
kertoimella eroavia aika-/tilakompleksisuuksia eroteiagistaan, lineaarinen kiihdytys ja tilan
pakkaus kun ovat helppoja saada aikaan missa tahansamalgueailissa. Vaikka algoritmimal-
lin valinnalla on selva merkitys vaativuuteen, silla ei oleellista merkitysta, ts. se ei muuta
vaativuusluokkia, joihin tehtavét vaativuutensa pereitdgaetaan. Usein vaativuus annetaan
kertalukuarviomuodosseli ns. O-notaatiolla. Silloin O(f(/N)) tarkoittaa kollektiivisesti sel-
laista funktiotag(/V), etté jostain rajast&/ > N, lahtien|g(V)| < C'f(N), missaC' on jokin
vakio.

a7
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Meneméttd sen tarkemmin algoritmimalleihin maaritell&duutama keskeinen komplek-
sisuusluokka. AikakompleksisuusluokRa(deterministisesti polynomiaikaiset tehtévétuo-
dostuu niista tehtavista, joisé-pituisen probleeman (syétteen) ratkaisemiseen detestnin
sella algoritmilla kuluu enintaén(N) askelta, miss@ on jokin (tehtéavasta riippuvay:n po-
lynomi. Aikakompleksisuusluokkd/P (epadeterministisesti polynomiaikaiset tehtdvags
muodostuu niista tehtavista, joisdapituisen probleeman ratkaisemiseen epadeterministisel
|& algoritmilla kuluu enintéamp(N) askelta, missa on jokin (jalleen tehtavasta riippuvaj:n
polynomi.

Aikakompleksisuusluokkeo— NP (komplementaarisesti epadeterministisesti polynomiai-
kaiset tehtavgttaas muodostuu niista tunnistustehtavigpégden komplementti on\VP:ssa.
(Probleemarkomplementtsaadaan, kun kylla- ja ei-vastaukset vaihdetaan keskenééan

limeisestiP? C NP ja (tunnistustehtavien osalt® C co—ANP. Onko kumpikaan naista
siséltymisisté aito, on avoin probleema (ja hyvin kuuligsainen!). Yleisesti uskotaan, ettei
kumpikaan ole yhtélaisyys. Myoskaan ei tiedetd, onko (&tnstehtdvien osalta) kumpikaan
yhtaldista

NP =co—-NP tai P=NPnNnco—NP

voimassa, yleisesti kuitenkin uskotaan, ettei ole.

Tilakompleksisuusluokk®@SP.ACE (deterministisesti polynomitilaiset tehtay&@uodos-
tuu niista tehtavista, joissa-pituisen probleeman (syotteen) ratkaisemiseen detestisiella
algoritmilla tarvitaan enintaém N ) muistiyksikk6a, missa on jokin (tehtavasta riippuvay:n
polynomi. Tilakompleksisuusluokk& PSPACE (epadeterministisesti polynomitilaiset tehta-
vat) taas muodostuu niista tehtavista, joiséaituisen probleeman ratkaisemiseen epadetermi-
nistisella algoritmilla kuluu enintagm N') muistiyksikkdd, misséa on jokin (jalleen tehtavasta
riippuva) V:n polynomi. Tiedetdan, etta

NP CPSPACE = NPSPACE,

mutta ei sitd onko sisaltyminen aito.

Algoritmissa saattaa olla mukana ideaalisen satunnaislgenerointi, jolloin algoritmi on
probabilistinereli stokastinenVastaava polynomiaikainen kompleksisuusluokka@P (sa-
tunnaisesti polynomiaikaiset tehtaydbtokastinen algoritmi saattaa satunnaisesti epaamayist
ts. se ei tuota lainkaan tulosta ja luopuu tehtavan ratkagesta. Téllaisia algoritmeja kutsu-
taanLas Vegas -algoritmeiksttokastinen algoritmi saattaa toisaalta toisinaan (ks pie-
nella todennékoisyydelld) tulostaa vaaran ratkaisutgisé algoritmeja kutsutaan puolestaan
Monte Carlo -algoritmeiksiViela stokastinen algoritmi saattaa vain harvoin tuotsakén rat-
kaisun, mutta kuitenkin suurella todennakoisyydella li@arkkaa olevan ratkaisun. Tallaiset
algoritmit ovat nsapproksimaatioalgoritmeja.

Algoritmin tehtava saattaa olla yhden tehtavan probleekmvertoiminen toisen tehta-
van probleemaksi, talléin puhutaaeduktiosta.Jos tehtdvé4d saadaan redusoiduksi toisek-
si tehtavaksiB kayttden (deterministisessd) polynomiajassa toimivedakiota, saadaam:n
polynomiaikaisesta algoritmistd:lle polynomiaikainen algoritmi. Tehtavan sanotaan oteva
N'P-kova,jos jokainen\/P:n tehtava voidaan redusoida siihen polynomiaikaisedjardmilla.
NP-kova tehtava ooVP-taydellinen jos se on itséVP:ssa N P-taydellinen tehtava on siina
mielessa "pahin mahdollinen”, etta jos se voitaisiin né@ttleterministisesti polynomiaikaisek-
si, niin kaikki N'P:n tehtavat olisivaiP:ssa jaP = N'P. N'P-taydellisia tehtavia tunnetaan
nykyaan toistatuhatta (laskentatavasta riippuen enerkimgn

Vanha tehtavien jako laskenta-ajan puolesta kaytannosséatlisiin eli selviaviin (trac-
table) ja lilan aikaaviepiin elselviaméattomiir(intractable) on se, ettR:n tehtavat ovat selvia-
via ja muut selviamattémia. Koska yleisesti uskotaan, Btt& NP, olisivat N/ P-taydelliset
tehtavat nain selvidmattomia.
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Jatkossa tarkasteltavat graafialgoritmit ovat jgk@sa tai sitten vaativampia tehtévia ap-
proksimoivia algoritmeja. Sy6tteen (graafin) koko voi adsimerkiksi sen insidenssimatriisin
esittamiseen tarvittavien merkkien lukumaara tai sittaim pisteiden lukumééaré tai viivojen
lukumaaram tain + m, tms.

5.2 Saavutettavuus: Warshallin algoritmi

Tassa pykalassa tarkastellaan vain suunnattuja gra@itégkset patevat kuitenkin myés "suun-
taamattomille” graafeille, kun viiva aina tulkitaan vadtaissuuntaisten nuolten pariksi.

Tehtava. Annetaan digraafiZ = (V, E) vieruspistematriisin avulla. Laskettavan saavutet-
tavuusmatriisR = (r;;), missa

{1, jos G:ssa on suunnattu,—v;-polku
rij =

0 muuten.
(Tassa tietystl” = {vy,...,v,}.) Huomaa erityisesti, etté jog; = 1, niin v; on suunnatussa
piirissa.
Warshallin algoritmikonstruoin x n-matriisien jonorEy, . .., E,, missa

1. E;:n alkiot ovat nollia ja ykkoésia.

2.E, <E;;; (:=0,...,n—1) (vertailu alkioittain).

3. Eq saadaan vieruspistematriisi¥fdavaihtamalla sen positiiviset alkiot ykkosiksi.
4. E, = R.

Algoritmi pseudokoodina esitettyn&a on seuraava:

procedure Warshall
begin
E = EO

fori:=1tondo
for j:=1ton do
if (E);; =1thenfork:=1tondo
(E)ji == max((E) . (E);)
fi
od
od
end

Tassa yhteydessa maksimointioperaatiota kutsutaan Beelen summaksi
max [0 1
0 (0 1

1 (1 1

Naytetaédn, ettd Warshallin algoritmi tuottaa halutun ketm. Merkitaark;:1l& E:n arvoa,
kun arvoai vastaava osa on saatu valmiiksi.
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Vaite. (i) Jos pisteestd, on pisteeseen; sellainen suunnattu polku, etta siingn ja v;:n
liséksi esiintyy vain pisteitd, . . ., v;, niin (E;)y = 1.

(i) Jos pistev, on suunnatussa piirissa, jonka muut pisteet ovat joukdssa . ., v; }, niin
(E;)ss = 1.

Todistus. Kaytetaan induktiotan suhteen.
Induktion l&htokohtai = 1. Nyt (E;)s = 1, jos joko (Ey). = 1 tai sitten(Eg)s; = 1 ja
(Eo)1; = 1. Tilanne on jokin allaolevista:

’JVI
szt vg@—>eV; Vg
STt Vd vS®V1

Induktio-oletus Vaite on oikea, kuni < ¢. (¢ > 2)

Induktiovaite Vaite on oikea, kun = /.

Induktiovaitteen todistuKasitellaan vaitteen molemmat kohdat yhdesséa. Kohta&ds-
keva osa annetaan hakasuluissa. Saadaan kaksi tapausta:

¢ v, on mainitulla suunnatulla polulla [vast. mainitussa sltatngsa piirissa], mutta# s, t
[vast./ # s]. Silloin induktio-oletuksen nojalla

(Eec1)se=1 ja (Ep1)w=1 [vast. (Eiq)g=1 ja (Ei1)es=1],
joten(E,)y = 1 [vast.(E,)ss = 1].

e v, on jokow, tai v, [vast.v, onw,] tai sittenv, ei ole ollenkaan koko suunnatulla polulla
[vast. suunnatussa piirissd]. Silloin induktio-oletuks®jalla

(Eﬁ—l)st =1 [VaSt- (Eé—l)ss = ]-]7

joten(Ey) = 1 [vast.(E,)ss = 1].

Warshallin algoritmin suorituksessa operaatiax suoritetaan enintaar® kertaa.

5.3 Etsintd: Syvyysetsinta ja leveysetsinta

Tehtava. Kaytava lapi annettu (di)graafi tietynlaisten pisteidenvavojen (nuolien) tms. 16y-
tamiseksi (etsinta).

Jatkossa oletetaan (di)graafin olevan yhtendisen ja sdttarkan. Tarvittaessa voidaan epayh-
tenaisen (di)graafin komponentit kdyda lapi erikseen jatpaitai jattdad huomiotta silmukat.

Syvyysetsintédepth—first-etsinta, DF-etsint®n yleiskayttdinen etsintimenetelma. Menet-
tely on hieman erilainen graafeille ja digraafeille, joteisotaan nama erikseen.
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Suuntaamaton graafi

Valitaan graafista- lahtopister (juuri), josta etsinta aloitetaan. Sitten valitaan jokin viiva
e = (r,v) ja mennaan pisteeseenSamalla viivae suunnataan-:stdv:hen. Viivane sanotaan
olevan nytarkastettya sitd sanotaapuuviivaksiPistett& sanotaan pisteanisaksi,merkitaddn
r = ISA(v).

Etsintaa jatketaan. Yleisesti, kun ollaan menossa piséee®n kaksi tapausta:

(1) Jos kaikki viivat, joiden paatepiste on, on jo tarkastettu, palataann isaanISA(x).
Pisteen: sanotaan talldin olevaiysin kasitelty.

(2) Jos joitain viivoja, joiden paatepisteon, ei ole viela tarkastettu, niin valitaan jokin niista,
sanotaamr = (r,y), ja suunnataan sestay:hyn. Viivane sanotaan nyt olevaarkastet-
tu. Saadaan kaksi alatapausta:

viiva jaISA(y) = .
(2.2) Josgy:ssé on jo kayty, niin vilvaa sanotaampaluuviivaksi Etsintaa jatketaam:sta.

Joka kerran kun tullaan uuteen pisteeseen, jossa ei olsaikmin kayty, annetaan sille juok-
seva numero. Juuren numero hrMerkitaan

DFN(x) = pisteenr juokseva numero

Syvyysetsinta paattyy, kun palataan juureen ja on kaytyKapkki pisteet (tai kun haluttua
tyyppia oleva piste/viiva tms. on 18ytynyt).

Loppuun asti vietyna syvyysetsinta jakaa viivat puuvihmija paluuviivoihin. Selvasti puu-
viivat muodostavatz:n virittavan puun, nsDFS-puun.Jos puuviivojen suunnat otetaan mu-
kaan, saadaasuunnattu DFS-puuSyvyysetsintd suuntaa kaikki graafin viivat. Kun nama
suunnat otetaan mukaan, saadaan digraafi, jonka alusgna@fija jonka virittava suunnattu
puu saatu suunnattu DFS-puu on.

Esimerkki. Graafin

syvyysetsinta vasemmalla ylh&alla olevasta juurestankasenee seuraavasti (paluuviivoja
merkitaan kahdella poikkiviivalla):
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Vastaava suunnattu DFS-puu on

Seuraavassa

K(z) 0, jos pisteessa ei ole kayty
€Tr) =
1, jos pisteessa on kayty

ja PUU sekaPALUU ovat joukkomuuttujia, joihin keratdan puuviivat seka pafiivat suun-
nattuina.

Syvyysetsinta graafeille:

1. AsetetaarPUU <« (), PALUU <« § jai « 1. JokaiselleG:n pisteeller asetetaan
ISA(z) + 0ja K(x) < 0.

2. Valitaan pister, jolle K(r) = 0 (tama ehto tarvitaan vain epayhtenaisille graafeille, ks.
kohta 6.). AsetetaaDFN(r) < i, K(r) < ljau < r.
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3. Jos kaikki viivat, joiden paatepiste anon jo tarkastettu, menndan kohtaan 5. Muutoin
valitaan viivae = (u, v), jota ei ole tarkastettu.
4. Suunnataan viivau:stav:hen ja merkitaan se tarkastetuksi.

4.1 JosK(v) = 0, niin asetetaan < i + 1, DFN(v) <« i, PUU <« PUU U {e},
K(v) < 1,ISA(v) < u jau < v. Menn&an kohtaan 3.

4.2 JosK (v) = 1, asetetaafPALUU <+ PALUU U {e} ja mennaén kohtaan 3.
5. JosISA(u) # 0, niin asetetaan «+ ISA(u) ja mennaan kohtaan 3.

6. (Vain epayhtenaisille graafeille, jotta padstaan \eaitdan komponenttia.) Jos on sellai-
nen pister, etta K (r) = 0, asetetaan < i + 1 ja mennaan kohtaan 2.

7. Lopetetaan.

Merkitd&n saatua suunnattua DFS-puiitda ja G:sta saatua suunnattua graa(ﬁala. T
on silloin G:n virittdva suunnattu puu. Jos pisteestan 7:ssé& suunnattu polku pisteesegen
sanotaanu:ta v:n esi-isaksija v:td sanotaan:n jalkeldiseksi.Pisteetu ja v ovat sukulaiset,
jos toinen niista on toisen esi-isa. Erityisesti, jasv) on 7":n nuoli, niinu on v:n isé jav on

w:n poika.G:n (mahdollisia) sellaisia viivojéu, v), misséu ja v eivéat ole sukulaiset, sanotaan
poikkiviivoiksi.Mutta itse asiassa

Vaite. Poikkiviivoja ei ole.

Todistus.Olkoot u ja v eri pisteitd, jotka eivat ole sukulaiset. Silloin (kvadiva yhtenaisyys)
on sellaiset pisteet’ ja v/, etta

o ISA(u') = ISA(v'),
e v/ =y taiv onu:n esi-isa ja
e v/ =wvtaiv’ onv:n esi-isa.

Tarkastellaan tapausta, mid3BN(u’) < DFN(v") (toinen mahdollisuus on ilmeisesti symmet-
rinen). Merkitaarl;:la sitd7":n suunnattua alipuuta, jonka juuri @ ja75:lla 7:n suunnattua
alipuuta, jonka juuri on’. limeisesti syvyysetsinta kay laph:n pisteet vasta sitten, kuri on
taysin kasitelty. Toisaalta’ on taysin kasitelty vasta sitten, kun kaikKi:n pisteet on taysin
kasitelty. Nain ollen viivadu, v) ei voi olla. O

Suunnattu graafi

(Silmukattomalle yhtendiselle) digraafile syvyysetsintd on samantapainen kuin suuntaa-
mattomille graafille. Etsinta jaka@:n nuolet neljaan eri luokkaan. Jos etsinta etenee tarkasta
mattomaan nuoleen= (zx, y), on luokittelu seuraava:

(1) Mikali y:ssa ei ole kayty, oa puunuoli.
(2) Mikali y:ssa on kayty, saadaan kolme tapausta:

(2.1) y onz:n jalkeléinen jo konstruoitujen puunuolten indusoimaagsmnatussa aligraa-
fissa. Silloine onmenonuolja DEN(y) > DFN(x).
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(2.2) x ony:njalkelainen jo konstruoitujen puunuolten indusoimassanatussa aligraa-
fissa. Silloine on paluunuolija DFN(y) < DFN(z).

(2.3) x ja y eivat ole sukulaiset jo konstruoitujen puunuolten vakgha. Silloine on
poikkinuolija DFN(y) < DFN(z). (Huom! Ei ole mahdollista, ettdFN(y) >
DFN(x). TAma todistetaan aivan samoin kuin eo. Véite.)

Puunuolten indusoima suunnatttn aligraafi on nsDFS-metsgsuunnattu metsa).

Jos nuolelle(x,y) on DFN(y) > DFN(z), niin (z,y) on joko puunuoli tai menonuoli.
Etsinnan aikana nama luonnollisesti erottuvat, Sildy) on puunuoli, josy:ssé ei ole kayty,
muuten menonuoli. Jos taBd'N(y) < DEN(z), niin (z, y) on joko paluunuoli tai poikkinuoli.
Etsinnén aikana namékin erottuvat, silla téllginy) on poikkinuoli, josy on taysin kasitelty,

muuten paluunuoli.
Seuraavass&’, ISA, PUU ja PALUU ovat kuten edell&d. Uusia ovAlENO ja POIKKI

(ilmeisin merkityksin) seka

1, josx on taysin kasitelty
L(z) =
0 muuten.

Syvyysetsinté digraafeille:

1. AsetetaarPUU <« ), MENO <« (), PALUU « (), POIKKI < ) jai < 1. Jokaiselle
G:n pisteeller asetetaafiSA(z) < 0, K(z) < 0ja L(z) < 0.

2. Valitaan pister, jolle K (r) = 0 ja asetetaaDFN(r) < i, K(r) < ljau < r.

3. Jos kaikki nuolet, joiden alkupisteon, on jo tarkastettu, asetetahfu) < 1 ja menn&an
kohtaan 5. Muutoin valitaan nuali= (u, v), jota ei ole tarkastettu.

4. Merkitaan nuole tarkastetuksi.
4.1 JosK(v) = 0, niin asetetaan < i + 1, DFN(v) < i, PUU < PUU U {e},
K (v) < 1,ISA(v) + ujau < v. Mennaan kohtaan 3.

4.2 JosK (v) = 1jaDFN(v) > DFN(u), niin asetetaadlENO <~ MENO U {e} ja
mennaan kohtaan 3.

4.3 JosK(v) = 1jaDFN(v) < DFN(u) ja L(v) = 0, niin asetetaaiPALUU <«
PALUU U {e} ja menn&an kohtaan 3.

4.4 JosK(v) = 1jaDFN(v) < DFN(u) ja L(v) = 1, niin asetetaa®OIKKI <«
POIKKI U {e} ja menn&an kohtaan 3.

5. JosISA (u) # 0, niin asetetaan «+ ISA(u) ja mennaan kohtaan 3.
6. Jos on sellainen piste ettd K (r) = 0, asetetaan < i + 1 ja mennaan kohtaan 2.
7. Lopetetaan.
Esimerkki. Alla olevan digraafin syvyysetsinta vasemmalla ylh&aéalkvakta juuresta kasin

etenee seuraavasti (paluunuolia merkitdan yhdella pwikidlla, poikkinuolia kahdella ja me-
nonuolia kolmella poikkiviivalla):
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Lause 5.1.Jos kvasivahvasti yhtenaisen digraafin syvyysetsintéedié@@n sen juuresta, syntyva
DFS-metsa on suunnattu puu. Erityisesti vahvasti yhtemgdsgraafin DFS-metsa on suunnattu
puu, aloitetaanpa etsinta mista pisteesta tahansa.

Todistus. Tehdaan vastaoletukvasivahvasti yhtenaisen digraafin juurestar aloitetun sy-
vyysetsinndn DFS-metsaei ole suunnattu puu.

KoskaT on joka tapauksessa suunnattu metsa, ei sen se kompdfigrtssa on juuri
r, Sisélld jotainG:n pistettdv. Toisaaltar:std on suunnattu polkurhen. Valitaan talta polulta
viimeinen pisteu, joka on7;:ss4, ja nuole = (u, w). Koska pistew ei silloin ole 7} :ss&, nuoli
e ei ole puu-, paluu- eikd menonuoli. Sen on siis oltava paikkii. Koska etsinta aloitettiin
juurestar, pitdéw:n kuitenkin ollaZi:ssé ¢/ ).

Vahvasti yhtenainen digraafi on kvasivahvasti yhtendiaesen mika tahansa piste voidaan
valita juureksi. O

Sukua syvyysetsinnélle oeveysetsintgdbreadth—first-etsintd, BF-etsintdTarkastellaan
yhtendista graafi&.

Leveysetsinta graafille:
1. Aluksi pisteet ovat merkitseméattomia. Asetetaan 0.
2. Valitaan (merkitsematon) I&ahtopistéjuuri) ja merkitdan se:lla.

3. Etsitaan niiden merkitsemattomien pisteiden joukkmtka ovat vierekkaisia jonkifilla
merkityn pisteen kanssa.

4. JosJ # (), niin asetetaan < 7 + 1, merkitaanJ/:n pisteet:lla ja mennaan kohtaan 3.

5. (Vain epayhtenéisille graafeille, jotta paastdan \aartdan komponenttia.) Jos kaikkia
pisteita ei ole merkitty, asetetaar— 0 ja mennaan kohtaan 2.

6. Lopetetaan.

Myos leveysetsinta tuottaa yhtendisen graafin virittdvéimnp ns.BFS-puunkun oksiksi
otetaan joukko@ muodostettaessa tarkastettavat viivat

(2:11& merkitty piste merkitsematon piste

(ns. puuviiva), yksi kutakin J:n pistettd kohtiSuunnattu BFS-pusaadaan, kun viivat viela
suunnataan merkitysta pisteesta merkitsemattomaanysetgnta ylla esitetyssa muodossa ei
kuitenkaan suuntaa kaikkia graafin viivoja. Ilmeisestiges merkki on lyhnimman polun pituus
juuresta pisteeseen eli pistegtéisyyguuresta.

Esimerkki. Edella esimerkissa olleen graafin leveysetsinta vaseranghdbélla olevasta juu-
resta kdsin etenee seuraavasti (puuviivoja merkitaan &bagoikkiviivalla):
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Vastaava BFS-puu on

Suunnattu BFS-puu saataisiin suuntaamalla oksat juurgsispain.

Suunnatun graafitr leveysetsintd on paljolti samantapainen.

Leveysetsintd suunnatulle graafille:
1. Aluksi pisteet ovat merkitseméattomia. Asetetaan 0.
2. Valitaan merkitsematon lahtopist€juuri) ja merkitaan se:lla.

3. Etsitaan niiden nuolten loppupisteiden joukKkpjoiden alkupiste on merkitty:lla ja
joiden loppupistetta ei ole merkitty.

IN

. JosJ # (), niin asetetaan < ¢ + 1, merkitaanJ:n pisteet:lla ja mennaan kohtaan 3.

a1

. Jos kaikkia pisteita ei ole merkitty, asetetaan 0 ja menndan kohtaan 2.

o

. Lopetetaan.
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Digraafin leveysetsinta tuottaa BFS-metsan (suunnattsajetun suunnatuiksi oksiksi ote-
taan joukkoa/ muodostettaessa tarkastettavat nuolet

(2:11& merkitty piste,merkitsematon pigte
(ns.puunuole}, yksi kutakinJ:n pistetta kohti.

Huomautus. Myos leveysetsinta voidaan modifioida siten, etta se dégiét viivoja (nuolia)
kuten syvyysetsinta.

5.4 Kevyin polku: Dijkstran algoritmi

Tehtava. Etsittdva kevyin (suunnattu) polku (di)graafin pisteestaisteeseem (# u) tai to-
dettava, ettei tallaista polkua ole, kun (di)graafin viiN@i(nuolille) on annettu ei-negatiiviset
painot ja polun paino on sen viivojen (nuolten) painojen swam

lImeisesti voidaan olettaa, ettei tarkasteltavassa r@afissa ole silmukoita eika rinnakkaisia
viivoja (nuolia). Muussa tapauksessa silmukat poistefaamnakkaisista viivoista (nuolista)
valitaan kevyin. Jatkossa tarkastellaan vain digraaféjaintaamaton graafi voidaan korvata
digraafilla, kun sen viivojen tilalle otetaan vastakkaigsiaisten samanpainoisten nuolten parit.
Merkitdan nuolerir, s) painoax(r, s):1&. Dijkstran algoritmikayttaa pisteiden merkintaa,

joka voi ollapysyvétai valiaikainen.Merkitaan pisteem merkkiag(r):11a ja maaritellaan

(r) 1, jos merkintd on pysyva

)=

7 0, jos merkinté on valiaikainen.

Pysyva merkkig(r) ilmaisee kevyimman suunnatus-r-polun painon. Valiaikainen merkki
B(r) antaa talle painolle ylarajan (voi olte). Tarvittaessa otetaan kayttéon myds merkinta

(r) pisteen- edeltgja (kevyimmalla) suunnatulles-polulla, jos sellainen on
W) =
0 muuten,

jota kayttaen voidaan konstruoida ko. kevyin suunnattiyool

Dijkstran algoritmi:

1. Asetetaarf(u) < 0ja~y(u) < 1. Muille pisteille r asetetaam(r) < oo ja~y(r) < 0.
Kaikille pisteille r asetetaam(r) < 0. Viela asetetaan < u.

2. Jokaiselle nuolelléw, ), missé&y(r) = 0, asetetaan
pBr) < Bw) + a(w,r) ja n(r) < w,
jos3(r) > f(w) + a(w,r).
3. Etsitdan piste*, jolle v(r*) = 0, 5(r*) < oo ja
B(r*) = min {B(r)}.

v(r)=0

Asetetaan
()1 ja w<r".

Ellei mainitunlaista pistetta* ole, lopetetaan (suunnattuje-v-polkujakaan ei silloin
ole).
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4. Josw # v, palataan kohtaan 2.

5. Lopetetaan.

Algoritmi nadhdaan oikeaksi seuraavasti. Merkitaan (kkisssuoritusvaiheessa)

Vi = {pysyvasti merkityt pisteét
V, = {véliaikaisesti merkityt pisteét

((V1, V4) on irrotus, jonka yhdella puolella ovat jo loppuun kasitepisteet ja toisella puolella
"keskeneréiset” pisteet.)

Vaite. Vi:n pisteenr merkki5(r) on kevyimman suunnatun--polun paino jar(r) onr:n
edeltaja (erdalld) tallaisella polulla.

Todistus.Aina askeleen 2. jalkeen pisteidenvaliaikainen merkki on kevyimman sellaisen
suunnatun,—r-polun paino, jonka pisteetaa lukuunottamatta ovaf :ssa & oo, jos tallaisia
polkuja ei ole), jar(r) onr:n edeltgja tallaisella polulla (tat 0), silla (kaksi tapausta):

e Ennen askelta 2. ofi(r) = oo. Ainoa "uusi” Vi:n piste on nytw, joten mahdollisen
suunnatunu—r-polun on kuljettava sen kautta. Asia on selva, jos tabajsolkuja ei
ole (B(r) pysyy co:né jaw(r) nollana). Oletetaan, ettd on sellainen (kevyin) suunnattu
u—r-polku, joka sisaltaé:n lisdksi vainV/;:n pisteita ja erityisesti sisaltaa pisteenOsa-
polkuwu:staw:hen on tietysti kevyin mahdollinen. Otetaan suunnatdrpolunr:8a edel-
tava pistes (¢ 14). Joss = w, on asia selva. Jos # w, on s kumminkin ollut jonkin
aikaisemman vaiheen:na, jolloin 5(r) ei voi olla= oo (kohta 2.) /).

e Ennen askelta 2. o(r) < oo. Silloin 5(r) on kevyimmén sellaisen suunnatun
u—r-polun paino, jonka pisteetaa lukuunottamatta ovat joukosga—{w}. Ainoa "uusi”
V1:n piste on nytv, joten mahdollisen kevyemman suunnait#n-polun on kuljettava sen
kautta. Asia on selva, jos tallaista kevyempéaé polkua ef@le) ja = (r) pysyvat samoi-
na). Oletetaan, ettd on sellainen kevyempi suunnatidpolku, joka sisaltaa:n lisaksi
vain V;:n pisteita ja erityisesti siséltaa pisteenOsapolku::staw:hen on tietysti kevyin
mahdollinen. Otetaan suunnatussa-polussar:da edeltava piste (¢ ;). Joss = w,
on asia selva. Jos # w, on s joukossal’; — {w}. Koskas on ollut jonkin aikaisem-
man vaiheenv:na, on kevyin suunnattu—s-polku, joka ei sisélla pistetté (muussa ta-
pauksessa olisikin silloin kohdassa 3. pitanyt valitksi s:n sijasta jokin sita edeltava
tallaisen suunnatun—w—s-polun piste). Nain saadaan kumminkin kevyempi suunnattu
u—r-polku, joka siséltaé:n lisaksi vain joukor/; — {w} pisteita /).

Pysyva merkki on talldin haluttu paino kohdan 3. minimostaijohtuen jar(r) antaar:aa
edeltavan pisteen, kuten vaitettiin. O

Algoritmissa lopultav saa pysyvan merkin tai prosessi pysahtyy kohtaan 3. (folounnattua
u—v-polkua ei ole). Kysytty suunnattu polku saadaasta lahtien takaperin etsimahl&mer-
kint6ja kayttden jo saadun polun pisteeadeltajér (y).

Korvaamalla kohta 4. kohdalla

4’ Mene kohtaan 2.

ja jatkamalla kunnes prosessi pyséahtyy kohtaan 3., saadaddnnat
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0, josw = u
B(w) = < kevyimman suunnatum—w-polun paino, jos sellainen on
oo muuten

(w) w:n edeltgja kevyimmalla suunnatullaw-polulla, jos sellainen on jar # u
W) =
0 muuten.

Huomautus. Dijkstran algoritmi ei toimi, jos mukana on negatiivisiaipaja. Tallaista tapaus-
ta kasitellaén seuraavassa pykalassa.

5.5 Kevyin polku: Floydin algoritmi

Tehtava. Etsittava kevyin suunnattu polku digraafin pisteesfiisteeseen (# u) tai todetta-
va, ettei tallaista polkua ole, kun digraafin nuolille on attu mielivaltaiset painot ja suunnatun
polun paino on sen nuolten painojen summa.

lImeisesti voidaan olettaa, ettei tarkasteltavassa ditgsa ole silmukoita eika rinnakkaisia sa-
mansuuntaisia nuolia. Muussa tapauksessa silmukat fa@st¢a rinnakkaisista nuolista va-
litaan kevyin. Floydin algoritmi soveltuu vain digraafeil Merkitdan nuolenz,y) painoa
a(z,y):lla ja muodostetaapainomatriisiw = (w;;), missa
a(v;, vj), jos on nuoli(v;.v;)
Wi =
’ oo muuten.

(Tassa tavan mukadn = {vy, ..., v,} on digraafin pistejoukko.) Floydin algoritmi on saman-
tapainen kuin Warshallin algoritmi. Se toimii vain, jos digfissa ei ole painoltaan negatiivisia

sykleja. Talloin kevyin suunnattu polku on myés kevyin soattu kulku.
Floydin algoritmikonstruoi painomatriisien jonow,, W, ..., W,,, miss&dW, = W ja

(Wy)ij = Ifevyimme:m sella.is_(.en ;uupnatumlj-pqlun' Qaino,
jossaw;:n jav;:n liséksi esiintyy vain pisteité, , . . . , vy,

(= o0, jos ko. polkua ei ole).
Vaite. Kun W, lasketaanW_;:sta kaavalla

(Wi)se = min{(Wg_1)st, Wi—1) sk + (Wi—1)re },

niin saadaan ym. painomatriisien jono. Jos digraafissa om@iégaan negatiivisia sykleja, jono
on oikea aina siihen asti, kun ensimmaisen kerran laviigijélee negatiivinen alkio.

Todistus.Kaytetaan induktioté:n suhteen.
Induktion lahtkohtak = 1. Koska digraafissa ei ole silmukoif&/:n lavistajalla on vain
oo:id. Kyseinen kevyin suunnattu polku (jos olemassa) omjakiuraavista:
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Vi
szt Ve@——>eV; vso—)/
V1
s=t: VS®V1

Vaite on tallgin ilmeinen.

Induktio-oletus Vaite on oikea, kurk < ¢. (¢ > 2)

Induktiovaite Vaite on oikea, kurk = /.

Induktiovaitteen todistuslotta tdhark:n arvoon paastaisiin, ow,_;:n lavistgjalla oltava
vain ei-negatiivisia alkioitado mukaanlukien). Katsotaan tilannetta, missa ¢. (Tapaus; = ¢
on aivan analoginen.) Saadaan viisi tapausta:

e Pistev, on valttamatta kyseisella kevyimmalla suunnatulla paluthutta ei ole kumpi-
kaan pisteista, tai v;, ts. ¢ # s,t. Tarkastellaan suunnattua osapolkyasta v,:aan.
Jos tdma ei olisi kevyin sellainen suunnattwv,-polku, ettd sen muut pisteet kuin
jav, ovat joukossd vy, . . ., ve_1}, niin kevyimmalla tallaisella suunnatulla—v,-polulla
on muitakin yhteisid pisteita suunnatun osapalustéav;:hen kanssa kuim,, sanotaan
pistev,. Nain saatu suunnatty—v,—v,~v:-kulku olisi kevyempi kuin alunperin tarkastel-
tu suunnattw,—v;-polku. Poistamalla siita syklit saataisiin ndin ollen kelen sellainen
liséksi vain pisteité, ..., v, (/). (Muista, etta tallaisten syklien painot ovat ei-negatii
visial) Siis suunnattu osapolky:stav,:&an on kevyin suunnatte,—uv,-polku, jossav,:n
ja ve:n liséksi esiintyy vain pisteita, ..., v,_;. Vastaavasti suunnattu osapolkusta
vs:hen on kevyin suunnattu—uv;-polku, jossaw,:n ja v;:n lisdksi esiintyy vain pisteita
vy, ..., v_1. INduktio-oletuksen nojalla nyt

(Wé)st < (Wéfl)st
(huomaa erityisesti tapal¥,_ ;) = o) ja

(We)ee = (We1)se + (Wisi)ae

e Kyseinen suunnattw,—v;-polku on olemassa ja, = wv,. Induktio-oletuksen nojalla
(Wi)st = (Wy_1)a ja

(Wo1)se + (We—1)ee = (Wo)oe + (Wo—1)ee = (Wo1) e = (Wi1) s,
silla (W,_1)s > 0 (mahdollisesti= o).

e Kyseinen suunnattw,—v;-polku on olemassa ja, = v;. Induktio-oletuksen nojalla
(Wy)se = (Wi_1)s ja

(Wei)se + Wes)a = (West)se + (Wi1)ee > (Wii)se = (Wos1) s,

silla (W,_1)s > 0 (mahdollisesti= o).
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¢ Kyseinen suunnattu,—v,-polku on olemassa, mutta ei ole talla suunnatulla polulla.
Muodostetaan nyt, mikali mahdollista, kevyin suunnattw,-polku ja kevyin suunnattu
v—v-polku, joissa paatepisteiden lisaksi esiintyy vain piéte,, . . ., v,_;. Yhdistamalla
nama saadaan suunnatti+v,-kulku. Poistamalla tastéa suunnatusta kulusta (mahdolli-
set) syklit saadaan yhta kevyt tai kevyempi suunnajtw;-polku, jossa paatepisteiden
lisdksi esiintyy vain pisteité;, ..., v,. (Muista, etta tallaisten syklien painot ovat ei-ne-
gatiivisial) Siispa tassa tapauksessa

(Wei1)se + (West)ee > (Wesq) s

ja vaitteessa mainittu laskukaava antaa oikean tuloksertads mainitunlaista suunnattua
vs—e-polkua taiv,—v;-polkua ei ole, on asia ilmeinen.

e Kyseista suunnattua—v;-polkua ei ole. Silloin W), = oo ja (Wy_1)s = oo. Toisaal-
ta my6s ainakin toinen alkioistéW, )y ja (Wy_1), On = oo, Sillda muutoin saataisiin
vastaavista suunnatuista-v,- ja v,—v;-poluista yhdistamalla ja (mahdolliset) syklit pois-
tamalla kumminkin halutunlainen suunnattsv,-polku (/).

O
Floydin algoritmi konstruoi myds toisen matriisijons, . . . , Z,,, mihin talletetaan kevyin-
ta suunnattua polkua muodossa
¢, misséaw, onv;:ta seuraava piste kevyimmalla sellaisella suunnatulla
v;—v;-polulla, jollav;:n jav;:n lisédksi on vain pisteita, , . . ., v,
(Zi)ij = mikali tallaisia suunnattuja polkuja on
0 muutoin.
lImeisesti
PRV FL jos(W);; # oo
(Zo)ij = 0 :
muutoin.
Jonon matriisiZ,, (k > 1) saadaan edellisestd matriisiga ; kaavalla
(Zi)is = (Zr—1)ik, JOS (Wi—1)ie + (Wi_1)ry < (Wi_1)4j
h (Zy,_1);; muuten,
joten jono voidaan muodostaa samaa tahtia joway) W1, ..., W,, kanssa. Kaiken kaikkiaan
Floydin algoritmi on seuraava. Mukaan on myds liitetty E#&jaalkioiden ei-negatiivisuuden

testaus seka matriisijonéty, . . ., Z,, muodostus.

procedure Floyd
begin
W = WQ
k:=0
fori:=1tondo
for j :=1tondo
if (W)Zj = oo then
(Z)i; =0
else
(Z)ij ==
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fi
od
od
while £ < n and TestiW) do
lteraatid W, Z, k)
od
end

subprocedureTesti W)
begin
fori:=1tondo
if (W);; < 0then
return FALSE
fi
od
return TRUE
end

subprocedurelteraatiqW, Z, k)
begin
k=k+1
fori:=1tondo
for j :=1tondo
if (W>zk + (W)kj < (W>1J then
(W)ij := (W)ix + (W),
(Z)ij == (Z)ix
fi
od
od
end

5.6 Kevyin virittava puu: Kruskalin algoritmit ja Primin al -
goritmi

Tehtava. Etsittdva yhtendisen graafin kevyin virittava puu, kun dwaaiivoille on annettu
mielivaltaiset painot ja puun paino on sen oksien painojgma.

limeisesti voidaan olettaa, etté tarkasteltava gri@afi (1, E') on ei-triviaali ja yksinkertainen.
Muussa tapauksessa silmukat poistetaan ja rinnakkaisigtasta valitaan kevyin. Merkitaan
viivan e painoaa(e):lla ja virittdvan puuril’ painoay(7):Ila. Tavalliseen tapaan merkita&hn
pistelukuan:lla ja viivalukuam:lla sek&dV = {vy,...,v,} ja E = {e1,...,en}.

KahdenG:n virittavan puurl; ja T, etaisyyon

n—1-— #(Tl N TQ) —merk. d(T17T2>7

missé# (11 N Ty) on Ti:n ja Ty:n leikkauksen viivojen lukumaéara. limeisedtil;, 7») = 0
tarkalleen silloin, kurf; = T». Josd(11, T,) = 1, niin 17 ja T, ovatnaapuripuut.

G:n virittdva puul’ onirrotusminimaalinenjos jokaiselle oksallé sen maarittaman perus-
irrotusjoukon viivojen painot ovat «(b). Vastaavasti virittdva puid’ on piiriminimaalinen,
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josT™*:n jokaiselle siteelle sen maarittdman peruspiirin viivojen painot ovaty(c). Viela G:n
virittdva puu7’ on lokaalisesti minimaalinerjps v(7') < ~(7") jokaiselleT:n naapuripuulle
T

Apulause. Seuraavat kolme ehtoa ovat ekvivalentit virittavalle peiil:
(i) T onirrotusminimaalinen.
(i) T on piiriminimaalinen.
(i) T on lokaalisesti minimaalinen.

Todistus. (i)=(ii): Oletetaan, ettd" on irrotusminimaalinen ja tarkastelladhn peruspiiridC,
jonka maarittdd/™*:n sidec. Muut C::n viivat kuin ¢ ovat T:n oksia. Kukin tallainen oksa
maarittadl:n perusirrotusjoukon, jossa on mukan@.ause 2.7). Nain ollen(b) < a(c).

(iiy=-(iii): Oletetaan, ettdl" on piiriminimaalinen ja tarkastellaaii:n naapuripuutal”.
T':ssa on (tarkalleen yksi) oksd, joka ei oleT:ssa, tse’ on T*:n side. Tarkastellaan’:n
maarittdmad :n peruspiiriaC'. Kaikki C':n viivat eivat ole7”:ssa. Valitaar':sta téllainen viiva
e. e on silloinT:n oksa (itse asiassa ain@an oksa, joka ei ol€”:ssa). Poistetaan n{i:sta
oksae ja lisataan siihen sen jalkeen viiva Tuloksen taytyy ollal”. Piiriminimaalisuudesta
johtuena(e’) > a(e), ts.y(T") > ~(T).

(i) =(i): Tarkastellaan lokaalisesti minimaalista virittay@idutaZ'. Otetaan mielivaltainen
T:n oksab, sen maarittama perusirrotusjoukkga mielivaltainen/:n sidec # b. Silloin b
kuuluu c:n maarittdmaan™:n peruspiiriin (Lause 2.8). Poistamallasta oksab ja lisdamalla
siihen sen jalkeen vilvasaadaan nain oll€fi:n naapuripud”. Lokaalisesta minimaalisuudesta
johtueny(7T) < v(T"), ts.a(c) > a(b). O

Virittdva puu7’ on minimaalinenjos sen paino on pienin mahdollinen.
Lause 5.2.Seuraavat kolme ehtoa ovat ekvivalentit virittavalle peidt
() 7 onirrotusminimaalinen.
(i) T on piiriminimaalinen.
(i) T on minimaalinen.

Todistus. Apulauseen nojalla (i) ja (ii) ovat ekvivalentit. Minimaa&n virittdva puu on ilmei-
sesti lokaalisesti minimaalinen. Nain ollen riittda tddes etta irrotusminimaalinen virittdva
puu on myds minimaalinen. Asetetaan vastaolersolemassa irrotusminimaalinen virittava
puuT, joka ei ole minimaalinen. Tarkastellaan minimaalist&tdvaa puutd” ja valitaani” ja

T siten, etta etdisyyd(7", T7") on pienin mahdollinen. Apulauseen nojadlgl’, 7") > 1.

T:ssé on oksa, joka ei ole7":ssa, ts. se ofil’)*:n side. Merkitaare:n maarittdmag:n
perusirrotusjoukkoa:lld ja e:n maarittdmad”:n peruspiiridC:lla. LeikkauksessanC on mui-
takin viivoja kuine (Lause 2.6). Valitaan tallainen viiva. Silloin ¢’ onT*:n side jal”:n oksa.
T:nirrotusminimaalisuudesta johtueife’) > a(e). T":n (piiri)minimaalisuudesta johtuen puo-
lestaam(e’) < a(e). Nain ollena(e’) = a(e). Poistamalla nyf”:sté sen oksé’ ja lisdamalla

Muttad(T, T") < d(T, T"). v/ 0

Kruskalin algoritmissagraafinG viivat (ja niiden painot) annetaan listana . .., e,,. Al-
goritmi konstruoi piiriminimaaliserd-:n virittavan puun kaymalla 1api listaa ja ottamalla siita
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mukaan viivoja virittavan puun oksiksi. Erityisen tehokk# tama sujuu, jos viivat on listattu
kasvavan painon mukaiseen jarjestykseen.

Duaalisessa Kruskalin algoritmisgauolestaan konstruoidaan irrotusminimaalidén vi-
rittdva puu kaymalla Iapi listaa ja ottamalla siita viivejaittdvan vastapuun siteiksi. Erityisen
tehokas versio saadaan jalleen, jos viivat on listattugesi painon mukaiseen jarjestykseen.

Kaiken kaikkiaan saadaan néin nelja eri versiota Kruskatjoritmeja. (Muista, etta viiva-
joukon A indusoimaa aligraafia merkitadn):lla.)

Kruskalin 1. algoritmi

Tassé oletetaan, ettd viivat annetiasvavan painomukaisessa jarjestyksessa.
1. Asetetaart + 1ja A « 0.

2. Jose;, ei muodosta piiridA:ssa olevien viivojen kanssa, niin asetetabr— A U {e;}
sekdk « k + 1 ja menné&én kohtaan 4.

3. Jos taas, muodostaa piiriml:ssa olevien viivojen kanssa, niin asetetaan k + 1 seka
mennaan kohtaan 4.

4. Jos(V, A) ei ole puu, menndan kohtaan 2. Muutoin lopetetaan ja tubmstevirittava puu
T =(A).

Aina, kun viiva jatetdan poigl:sta (kohta 3.), sen paatepisteet ovat yhdistdtgsa jo ole-
vien viivojen valityksella. Nain olleni:n pisteet ovat yhdistetyf:ssa samalla tavoin kuin
G:ssakin. Koskdl" ilmeisesti (kohta 3.) on my@s piiritdn, se @n virittava puu. Kussakin
vaiheessd™:n siteeksi tulevan viivan (kohta 3.) maarittdman peruspoksat ovat sité listassa
edeltavia viivoja. Nain olled” on piiriminimaalinen ja siis minimaalinen.

Huomautus. Kussakin vaiheessa jo saadut oksat ja siteet ovat pysywiéjd/ei valttdmat-

ta tarvitse tassa tietaa etukateen, kunhan ne saadaarellksitkasvavan painon mukaisessa
jarjestyksessa. Graafin rangi (eli sen virittavan puun ekdukumé&ara) pitaa silloin kuitenkin
tietda etukateen, jotta voidaan lopettaa.

Kruskalin 2. algoritmi

Tassa viivat annetaanielivaltaisessgérjestyksessa.
1. Asetetaart + 1ja A < 0.

2. Jos(AU{e.}):ssa eiole piireja, niin asetetadn«— AU {e; } sekdk < k+1jamennaéan
kohtaan 4.

3. JostaasAuU{e }):ssaon piiriC, niin valitaanC':n painoltaan suurin viiva(mika tahansa
kay, jos on vaihtoehtoja), asetetadn— (A U {ex}) — {e} sekék < k + 1 ja menn&aan
kohtaan 4.

4. Josk < m, mennaan kohtaan 2. Muutoin lopetetaan ja tulostetaaitéwié puul’ = (A).

Aina, kun viiva jatetaan poigl:sta (kohta 3.), sen paatepisteet ovat yhdistétgsa jo ole-
vien viivojen valityksella. Nain olleni:n pisteet ovat yhdistetyf:ssa samalla tavoin kuin
G:ssékin. Koskd' ilmeisesti (kohta 3.) on myos piiritén, se 6an virittava puu.

T':n piiriminimaalisuus (ja minimaalisuus) ndhdaan seusativKoko algoritmin suorituk-
sen ajan(A) on metsd, kun ollaan kohdassa 4. Edelleen todetaan, etpisfeetu ja w ovat
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yhdistetyt(A):ssa jossakin vaiheessa, niin ne ovat sitd myos sen jalkdgssa oleva—w-pol-

ku on yksikasitteinen, mutta saattaa muuttua toiseksi mgihin mentaessé kohdan 3. kautta.
Kuitenkin, aina kun téllainen muutos tapahtuu, polun \jevopainojen maksimiarvo ei voi kas-
vaa. Jokainefi™:n sidec on poistettud:sta kohdan 3. kautta kuljettaessa. Talléim paino on
vahintaan yhta suuri kui6':n muiden viivojen painot. Mainitun kohdan 3. suorituksétkgen
(ainoa) yhteys:n paatepisteiden valilléA):ssa kulkee”:n jéljella olevien viivojen kautta. Lo-
pullinen yhteys::n paatepisteiden valilld:ssé taas kulkeen maarittAman peruspiirin viivojen
kautta. N&in ollen ko. peruspiirin viivojen painot ovata(c).

Huomautus. Kussakin vaiheessa jo saadut siteet (kohdan 3. viyatvat pysyvia, oksat ei-
vat. Viivoja ei valttamatta tarvitse tietda etukateenttéié kun ne saadaan yksitellen. Etukateen
pitaa silloin kuitenkin tietda graafin nulliteetti (eli sedrittdvan vastapuun siteiden lukumaa-
ra), jotta voitaisiin lopettaa. Algoritmia voidaan kaygnyos minimaalisen virittdvan puun
paivitykseen, jos graafiin lisataan viivoja tai niiden paja lasketaan.

Kruskalin 3. algoritmi

Tassa oletetaan, etta viivat annetaahenevan painomukaisessa jarjestyksessa.
1. Asetetaaml < Fjak « 1.

2. Jos(V, A — {e}) on yhtendinen, asetetaan«— A — {e;} sekdk < k + 1 ja mennaan
kohtaan 4.

3. Jos taasV, A — {e;}) on epayhtenédinen, asetetdan- k + 1 ja mennaén kohtaan 4.

4. Jos(V, A) ei ole puu, menndan kohtaan 2. Muutoin lopetetaan ja tubmstevirittava puu
T=(V,A).

T on ilmeisesti yhtenéinen, silla aina kohtaan 4. tultag$sal) on yhtendinen. Toisaalta
T":ssa ei ole piireja. Jos nimittatd:n piiri C' olisi T:ssé jac olisi sen viiva, niinc tulee poiste-
tuksi A:sta kohdan 2. kautta kuljettaessa siina vaiheessagkenc (/). Néin ollen7 onG:n
virittava puu. Kussakin vaihees$an oksaksi tulevan viivan (kohta 3.) maarittdman perusirro
tusjoukon siteet ovat sita listassa edeltavia viivoja.iNdienT” on irrotusminimaalinen ja siis
minimaalinen.

Huomautus. Kussakin vaiheessa jo saadut oksat ja siteet ovat pysywat \@gn tiedettava etu-
kateen. Niiden painoja ei sen sijaan tarvitse tietaa etakat riittda kun ne saadaan yksitellen
laskevassa jarjestyksessa.

Kruskalin 4. algoritmi

Tassa viivat annetaanielivaltaisessgérjestyksessa.
1. Asetetaal «+ Fjak « 1.

2. Jos(V, A — {e}) on yhtendinen, asetetaan« A — {e;} sekdk < k + 1 ja mennaan
kohtaan 4.

3. Jos taagV, A — {ex}) on epayhtenainen, niin siind on kaksi komponenttia. Vastaa
pistejoukot muodostavat:n irrotuksen(Vy, V5). Valitaan(V;, V5):sta (viivajoukoksi tul-
kittuna) painoltaan pienin viiva (mik& tahansa kay, jos on vaihtoehtoja). Asetetaan
A (A —{ex}) U {e} sekdk + k + 1 ja mennaan kohtaan 4.
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4. Josk < m, mennaan kohtaan 2. Muutoin lopetetaan ja tulostetaattévié puu?’ =
(V. A).

T on ilmeisesti yhtendinen, silla aina kohtaan 4. tulta¢$sal) on yhtenéinen. (Huomaa
erityisesti, ettéd kohdan 3. kautta kuljettaessa yhtegé&isyilyy.) Toisaaltd:ssé ei ole piireja.
Jos nimittainG:n piiri C olisi T":ssa jac olisi sen listassa ensimmaisena esiintyva viiva, niin
tulee poistetuksi:sta kohdan 2. kautta kuljettaessa siina vaiheessagkenc. (Huomaa, etta
piiristd ensimmaisena poistettua viivaa ei voida poistatadian 3. kautta kuljettaessa.) Mikali
¢ tulee takaisin myéhemmin (kohdan 3. kautta kuljettaessa)nuodostaa yksinadmw, A):n
irrotusjoukon, jolloin jokin toinenC':n viivoista on poistettu. Nain jatkaen todetaan, etteivat
kaikki C:n viivat voi olla lopuksiA:ssa §/ ). N&in ollenT" on G:n virittédva puu.

T on myo6s irrotusminimaalinen ja siis minimaalinen, sillkgmen sen oksistatulee mu-
kaan kohdan 3. kautté:n maarittdman perusirrotusjoukon siteet ovat joko sbkoi tarkas-
teltavan irrotuksenVy, V4) viivoja tai myéhemmin kohdan 3. kautta kuljettaessa tawéetn
vastaavien irrotusten viivoja. Mikali tallaisen irrotudes viiva "poistuu” mydhemmin oltaessa
kohdassa 3., se "korvautuu” aihaéd painavammilla viivoilla, jotka ovat silloisen tarkaiivan
irrotuksen(V;, V) viivojen joukossa. Nain olleh:n madrittdman perusirrotusjoukon viivojen
painot ovat> «a(b).

Huomautus. Kussakin vaiheessa jo saadut oksat (kohdan 3. viiyatat pysyvia, siteet eivat.
Viivat on tiedettava etukateen. Niiden painoja ei sen sijeavitse tietaa etukateen, riittda kun
ne saadaan yksitellen. Algoritmia voidaan kayttaa myosnmaalisen virittdvan puun paivityk-
seen, jos graafin viivoja poistetaan tai niiden painoja etsan.

Primin algoritmi

Primin algoritmissgtunnetaan myd3arnikin algoritming annetaan graafiy taysi insidenssi-
matriisi. Jos merkitaafd(v):l1a niiden viivojen joukkoa, joiden paatepiste omiin vastaavasti
voidaan antaa list&(v), . .., Q2(v,), ts. pisteiden maaraamat irrotukset (viivajoukoiksi 41k
tuina). Lisdksi annetaan tietysti viivojen painot.

Algoritmi toimii Dijkstran algoritmin tapaan konstruoidevirittdvdd puuta oksa oksalta.
Muuttujina ovatA (saatujen puun oksien joukkap (saatujen puun pisteiden joukko) sek&a
(irrotus, viivajoukoksi tulkittuna, josta puun seuraakasa otetaan).

Primin algoritmi (1. versio):
1. Valitaan lahtopiste ja asetetaarl < ), B < {r} sek&l < Q(r).

2. Valitaan!:sta painoltaan kevyin viiva (mikd tahansa kay, jos on valinnan varaa). Ote-
taan se::n paatepiste, joka ei ole B:ssa. Asetetaad < AU {e}, B <+ BU{v}ja
I + I ®Q(v) sekd mennaan kohtaan 3. (Muista, efténerkitsee joukkojen symmetrista
erotusta, ks. sivu 11.)

3. JosB # V, mennaan kohtaan 2. Muutoin tulostetaan virittava pusd (B, A) = (A).

Koska uusi viivee valitaan irrotuksestd:ssa ei ole piireja. Toisaalta, koskata on polku
jokaiseen toiseen pisteese&nhen tulee kaikkiz:n pisteet ja se on yhtendinéfion néin ollen
virittdva puu. Se on myds minimaalinen, silla

Vaite. Koko Primin algoritmin suorituksen ajafB3, A) on jonkinG:n minimaalisen virittdvan
puun alipuu.
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Todistus.Kaytetaan induktiota:n pisteiden lukumaarahsuhteen.

Induktion l&htdkohtal = 1. Asia on ilmeinen, sill{ B, A) on triviaali.

Induktio-oletus Tulos on oikea, kud = k& — 1. (k > 2)

Induktiovaite Tulos on oikea, kurd = k.

Induktiovaitteen todistuKohdassa 2. voidaan kirjoittad = A’ U {e}, missée € I, ja
B = B’ U {v}, missa induktio-oletuksen mukaén’, A’) on erdan kevyimman virittavan puun
Tin alipuu. Jos on T,,;,:SS4, on asia selva. Muutoif,;, + e:ssé on (perus)piir’ ja C:ssé
on toinenkinI’:n viiva ¢’ (Lause 2.6). Silloinx(¢’) > «a(e) ja (T + €) — ¢’ on myds kevyin
virittava puu ja(B, A) on sen alipuu.T,i,:n piiriminimaalisuudesta johtuen(e’) < af(e).)

0]

Usein Primin algoritmissa kaytetddn apuna yhta tai usearpséeiden merkintaa. Seuraa-
vassa kaytetéaan kahta pisteiden merkintééd ja 5(v), joilla suoritetaan yo. version kohta 2.
tehokkaasti. Merkinnéam arvot ovat painoja (mukaanlukier) ja 5:n arvot ovat viivoja (tai
= 0). Muutoin algoritmi toimii kuten yllaolevakin.

Primin algoritmi (2. versio):

1. Valitaan lahtopiste ja asetetaan(r) < 0. Kaikille muille pisteillev asetetaam(v) <
oo. Vield asetetaani(v) < 0 kaikille pisteillev sekdA + () ja B «+ (.

2. Valitaan jokin piste: ¢ B, jolle

7(u) = min{w(v)}.

v¢B
AsetetaarB <— B U {u}. Josf(u) # 0, niin asetetaadl <— AU {5(u)}.

3. Kéaydaan lapi jarjestyksessa kaikki viivat= (u,v), missav ¢ B. Josa(e) < 7(v),
asetetaam(v) < a(e) ja f(v) < e.

4. JosB # V, mennaan kohtaan 2. Muutoin tulostetaan virittava pusd (B, A) = (A).

5.7 Kevyin Hamiltonin piiri eli kaupparatsuprobleema: Heh -
kutusalgoritmi. Karp—Held-heuristiikka

Tehtava. Etsittava, mikali mahdollista, graafista kevyifamiltonin piiri, ts. piiri, joka siséltaa
kaikki graafin pisteet. Graafin viivojen painot on annettu/gaunnatun) piirin paino on sen
viivojen painojen summa.

lImeisesti voidaan olettaa, etta graafi on ei-triviaalitgrféinen (muussa tapauksessa ei koko
Hamiltonin piiria ole) ja yksinkertainen. Tarvittaessdgietaan silmukat ja valitaan rinnakkai-
sista viivoista kevyin. Tavalliseen tapaan merkitaan fyma@:n pistelukuan:lla ja viivalukua
m:lla sekadV = {vy,...,v,} ja £ = {ey,...,ey,}. Merkitaan viivane = (v;, v;) painoa mer-
kinnallaa(e) = a(v;, v;) ja Hamiltonin piirin H painoay(H ):11a. Sovitaan viela, ettéd Hamilto-
nin piirin "ensimmainen” piste om;.

Tehtéva voidaan myos esittda suunnatulle gradiillplloin kyse on kevyimmasta suunna-
tusta Hamiltonin piiristd (nsepasymmetrinen kaupparatsuproblegma
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Kaupparatsuprobleerhan N"P-taydellinen tehtava, ks. esim.BMILHORN. Itse asiassa jo
Hamiltonin piirin olemassaolon selvittaminen afP-tdydellinen. Pienehkénkin kaupparatsu-
probleeman tarkka ratkaisu vie siis paljon aikaa ja suet@ttvat vievat niin paljon aikaa, etta
niiden ratkaiseminen tarkasti on kaytannéssa mahdotbldtia. ollen monet stokastis-approk-
simatiiviset menetelméat ovat nousseet kaytannén menigglrialloin on tyydyttava tilantee-
seen, missa ratkaisua ei silloin tall6in 16ydy ollenkadrséaei ole tarkka.

Hehkutusalgoritmi

Hehkutusalgoritmeill¢”annealing algorithm”) eltermodynaamisille algoritmeillevat omi-
naisia seuraavat yhteiset piirteet:

(A) Tarkasteltava systeemi on aina jossaintitassas. Kaikkien tilojen joukko on aarellinen
tunnettu joukkoS. Kaupparatsuprobleemassa tila on Hamiltonin piiri.

(B) Kutakin tilaa s vastaa tietty nsvastef(s), joka on voitava laskea suhteellisen nopeas-
ti kaytetysta tilan esityksesta. Tavoitteena on etsié jiasa vaste olisi lahella minimi-
aan/maksimiaan. Kaupparatsuprobleemassa vaste on damittiirin paino ja se on tar-
koitus minimoida.

(C) On menettely4,, jota kayttden voidaan siirtya tilastatilaan A(s). £ on menettelyn
parametri, jonka arvot muodostavat joukéh K voi muuttua algoritmin suorituksen
aikana. Tarkoitus on, etta siirrytaan talla tavoin tidttgitilaa s "lahell& oleviin” tiloihin,
jotka maaraytyvat kulloisenkin parametrinvalinnoin. Toistamalla menettelya sopivin
k:n arvoin on voitava siirtya mista tahansa tilasta mihinateda toiseen tilaan. (Tasta
voidaan joissain tapauksissa tinkid.)

(D) Kussakin tilansiirtotilanteessa parameton voitava valita nopeasti satunnaisesti joukos-
ta K. Erityisesti joukonK itse on oltava helposti laskettavissa.

(E) MenettelynA, on annetulld:n arvolla oltava nopeasti suoritettavissa.

(F) Tietty lahtotilas, on voitava loytaa. Kaupparatsuprobleeman yhteydesgiti@han jokin
Hamiltonin piiri.

Itse algoritmi on seuraava:

Hehkutusalgoritmi:

1. Valitaan lahtdtilas, sekdalkulampdotilaly ja asetetaan < sy sekal’ « Ty.

2. Kun ollaan tilassa, valitaan satunnaisesti paramétre K ja lasketaan’ = Ag(s).
3. Josf(s') < f(s), asetetaan « s’ ja mennaan kohtaan 5.
4

. Jostaag(s') > f(s), generoidaan satunnaislukualilta [0, 1). Mikali r < e/ ()=F/T
asetetaars <+ 5. "Huonompi” vaste siis hyvaksytddn mainitulla todenndkgdella
el )=1D/T Huomaa, ettd mita suurempi lampétiiaon, sitd suuremmalla todenna-
koisyydelld menné&én talla tavoin "ylamakeen”.

INimi ("travelling salesman problem”, TSP) tulee tulkinteagossa graafin pisteet ovat kaupunkeja ja viivojen
painot kaupunkien véliset matkustusajat ja kaupparatadubettava minimiajassa lapi kaikkien kaupunkien.
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5. Jos kaikkiaan on jo tehty kyllin monta iteraatiota, tiddaars ja lopetetaan. Ellei néin ole
ja kaytetyssa lampatilassa on jo tehty kyllin monta iteicdat pienennetaan lampatilda
jonkin sddnndn mukaan. Mennaan kohtaan 2.

F(8)=1(s")
T

Huomautus. Kohdassa 4. esiintyvien todennékdisyykgign= e jakauma on (normee-

rausta vaille) nsmaksimientropiajakaumallain (odotusarvo)ehdolla

Y pefsh=un
s'=A(s)
keK
f(s")>1(s)
misséayu riippuu lAmpdotilastal” ja tilasta s. Jakauma on nsBoltzmannin jakaumaa se on
analoginen vastaavan statistisen mekaniikan jakaumasgarKs. kurssi Informaatioteoria.

Aluksi odotetaan kunnes tilanvaihtelut ovat asettunegtyn tasapainotilanteeseef{ £):n
avulla mitaten). Sen jalkeen pienennet&an arvoa hiukan ja odotetaan taas tasapainotilaan
muodostumista, pienennetddn tdas arvoa jne. Tata jatketaan kunnes muutok&ed:n ar-
voissa ovat kyllin pienié tai kunnes "aika loppuu”.

Tilansiirto-operaatiod, seka "naapuritilojen” joukols riippuvat tietysti tehtavasta, samoin
tilastruktuuri seké vastefunktio. Kaupparatsuproblezajatellen pitaa siis viela antal, ja K
kussakin tilanteessa. Tata varten otetaan kayttoon visigoarametrij, asetetaan alukgi«— 2
ja aina kohtaan 2. tultaessa paivitetddasetuksella

7
2 muuten.

‘ {j+1,josj<n
(Toinen tapa olisi valitg aina kohtaan 2. tultaessa satunnaisesti joukigsta ., n}.) Edelleen
valitaan kulloinkin

K={2,....,n} —{j}.
Ay on seuraava menettely (meversio:

e Josk > j, vaihdetaan Hamiltonin piirissa
S U1, Vigy v -5 Vi, U1
osapolury; , ..., v;, pisteiden jarjestys painvastaiseksi.
e Josk < j, vaihdetaan Hamiltonin piirissa
S 1V, Vigy ooy Vi, U1

osapolurv ., v;; pisteiden jarjestys painvastaiseksi.

s

Jotta ei tarvitse huolehtia Hamiltonin piirien olemassatd, lisitdan graafiin siitd puuttuvat
viivat hyvin suuripainoisina. (Graafi on siis sen jalkeeydilinen.) Jollei Hamiltonin piiria
lopultakaan saada aikaan ilman naita lisattyja viivojalkeuperaisesta graafista |0ydy lainkaan
Hamiltonin piiri&.

AlkulampétilanTy pitéisi olla reippaasti suurempi kuin mikaan arvoigtés’) — f(s)|, mika
takaa, etta alkuvaiheessa ("hehkutus”) voidaan peresgtesiirtyd mihin tahansa tilaan. Sen
jalkeen lampdotilaa lasketaan jollakin saannolla, esimkerk 0%:lla/kerta.

Hehkutusalgoritmi sopii myods epasymmetrisen kauppapatdlleeman ratkaisuun ilmeisin
muutoksin.
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Karp—Held-heuristiikka

Karp—Held-heuristiikassai pyritdkdan etsimaan suoraan Hamiltonin piiria, vaam sgais-

ta” aligraafia, nsvirittavaa 1-puutd. Se ei nain ollen sellaisenaan kay epasymmetrisen kaup-
paratsuprobleeman kasittelyyn. Pisteeseéns. viitepistg liittyva virittava 1-puusS, on G:n
aligraafi, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(@) S, on yhtenainen ja sisaltaa kaikdkin pisteet.
(b) S,:ssa on tarkalleen yksi piiti’ ja pistev on C':ssa.
(c) S,:ssa on tarkalleen kaksi viivaa, joiden paatepiste.on

Selvasti Hamiltonin piiri on (mihin tahansa pisteeseettyld) virittava 1-puu. Virittavan
1-puunsS, paino~(S,) on sen viivojen painojen summa&, on minimaalinenkun sen paino
on pienin mahdollinen.

Vaite. S, on minimaalinen tarkalleen silloin, kun
(i) S, —vonG — v:n minimaalinen virittva puu ja

(i) ne kaksiS,:n viivaa, joiden paatepiste on ovat painoiltaan kaksi kevyinta tallais@n
viivaa.

Todistus.Oletetaan, ettd, on minimaalinen virittdva 1-puu. Otetaan ne kaksin viivaae
ja e, joiden paatepiste on. Talléin S, — v on G — v:n virittava puu, silléw:n poisto havittaa
ainoan piirin, mutta yhtenaisyys sailyy. Jos Syt v ei oleG —v:n minimaalinen virittava puu,
niin on kevyempiGG — v:n virittdva puuT’. Lisddmallal:hen pistev seka viivate ja ¢’ saadaan
pisteeseen liittyva virittava 1-puu, joka on kevyempi kuifi, (/). Nain ollen (i) on voimassa.
lImeisesti myds (ii) on voimassa (muutoinhan saataisivykenpi virittava 1-puu vaihtamalla
e:njae’:n tilalle kaksi kevyint&-:n viivaa, joiden paatepiste ar).

Oletetaan sitten, etta (i) ja (ii) ovat voimassa. Jos$)yei ole minimaalinen, on kevyempi
pisteeseen liittyva minimaalinen virittava 1-puib,. Koska myo6sS! toteuttaa (ii):n, ovat ne
kaksi viivaa, joiden paatepiste on samat (tai ainakin samanpainoisgt)ssa jas;:ssa. Nain
ollen S! — v on kevyempi kuinS, — v (/). O

Vditteesta seuraa, ettda mika tahansa algoritmi minima@ahsrittavan puun etsimiseksi kay
pienin muutoksin myds minimaalisen virittdvan 1-puunraiseksi. Erityisesti eo. Kruskalin ja
Primin algoritmit sopivat tdh&n hyvin.

Karp—Held-heuristiikassa kaytetddn myos pisteiden paifov). Naiden avulla saadaan
viivojen valepainot

o (vi, v5) = a(vi,v;) + Blvi) + B(v;).

Valepainojen avulla saadaan edelleen virittavan 1-pgiumalepaino (merkitdan,:n viivojen
joukkoaA:lla):

Y(S) = a(vv) = Y alviv) + Y (B + B(vy)

(vi,vj)EA (vi,vj)EA (viﬂ)j)eA

=7(S) + > (B(vi) + B(vy)).

(vi,vj)€A

2Ei ole sama kuin aikaisemmin sivulla 22 oleva 1-puu!
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Merkitaén nyt pisteen astettaS,:ssédgs, (v):lla. Silloin

> (Bv) + B(vy)) ZB vi)ds, (v;)
(vivj)€A
ja i
Y (Su) = 7(Su) + > Blui)ds, (v:).
=1
Erityisesti, jos kyseessa on Hamiltonin piii (eras virittdva 1-puu), niin
dH(Ul) == dH(Un) =2
ja i
Y (H) =~(H)+2)_ Bv).
=1

Ei riipu H:sta!

Hamiltonin piirin minimointi valepainoja kayttaen antagsssamat minimaaliset piirit kuin
"oikeitakin” painoja kayttaen! Yleisesti minimaalisenritidavan 1-puun etsiminen valepaino-
ja kayttden johtaa toisaalta eri tulokseen kuin oikeitanpgi kayttaen.

Jatkossa tarkastellaan vain pisteeseelittyvia virittdvia 1-puita ja jatetdan pois pisteen
ilmoittava alaindeksi. Hamiltonin piireja ajatellen tamidle mikaan rajoitus, vaikkakin saattaa
olla hyva idea vaihdella viitepistetta. Oletetaan ny# éff,;, on minimaalinen Hamiltonin piiri
ja S’ on valepainoja kayttden saatu minimaalinen virittava @-fiittyen siis pisteeseen).
Silloin

Edelleen .
Y (Huin) min) + 2 Z B(vi
ja . )
(8") = 7(5) + 3 Blu)ds (v,)
=1
Siis

=v(S5") + Z B(vi)(ds (vi) — 2),

=1

josta saadaaalaraja y(H,,):lle.

Karp—Held-heuristiikassa ideana on pisteiden painojateli@m ohjata pisteiden asteet
S’:ssa arvoor2. Jos tdma onnistuu, on samalla saatu minimaalinen Harmlii. Joka ta-
pauksessa saadaan yo. arviota kayttaen alaraja (malkeddltignimaalisen Hamiltonin piirin
painolley(H). (Huomaa, ettés (v;) on aina= 2, koskasS’ on pisteeseen, liittyva virittédva
1-puu.)
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Karp—Held-heuristiikka:

1. Asetetaart(v) < 0 kaikille pisteillev.

2. Asetetaam’(u, v) < a(u,v) + B(u) + S(v) kaikille viivoille (u, v).

3. Etsitd&dn minimaalinen virittdva 1-putl valepainojac’(u,v) kayttéen. Jos tallaista ei
I6ydy, ei mydsk&an Hamiltonin piiria |06ydy ja voidaan lofzet.

4. JosS’ on piiri, niin tulostetaan minimaalinen Hamiltonin piil = S’ ja lopetetaan.

5. JosS’ ei ole piiri ja S":sta laskettu alaraja on kasvarkititeraatiokierroksen aikana, niin
asetetaa(v) < B(v) + dg(v) — 2 jokaiselle pisteelle ja menn&an kohtaan 2k(on
etukateen kiinnitetty iteraatiokierrosten maksimimaara

6. JosS’:sta laskettu alaraja ei ole kasvarkitn iteraatiokierroksen aikana, lopetetaan ja
tulostetaan ko. alaraja.

Menettely ei loputtomiin jatkettunakaan aina tuota (miaaiista) Hamiltonin piirid, vaikka
tallainen olisikin olemassa. Kaytannoéssa se kumminkittéaaisein joko minimaalisen Hamil-
tonin piirin tai antaa hyvan alarajan sellaisen painoll@rajan saaminen ei tietystikdan takaa,
etta mitaan Hamiltonin piireja graafissa olisikaan!

Karp—Held-heuristiikassa on monia kohtia, joissa pitdédavaseista vaihtoehdoista (viite-
piste, kaytetty 1-puu). Kaikkia mahdollisuuksia ei voidigyRa 1api, joten valinta voidaan tehda
satunnaisesti. Talloin kyseessa on Las Vegas -tyyppimdastinen algoritmi.

5.8 Kaksijakoisen graafin maksimisovitus: Unkarilainen al
goritmi

GraafinG = (V, E) sovituson sellainen viivajoukkas C F, ettd mikaansS:n viiva ei ole
toisensS:n viivan vierusviiva. Sovitus omaksimisovitugps siind on suurin mahdollinen maara
viivoja. Piste, joka on jonkin sovituksen viivan paategjsinsovitettu.

Tehtava. Etsi kaksijakoiselle graafille maksimisovitus.
SovituksenS vuorotteleva polkwn sellainen polku, jonka
(1) ensimmaéinen piste on sovittamaton ja jonka

(2) viivoista joka toinen on sovituksessa ja joka toinen ei.

Huomaa, ettd vuorottelevan polun ensimmainen viiva ei olgteksessa. Jos vuorottelevan
polun viimeinen piste on my6s sovittamaton, on kyseesséus®enS lisayspolku.Sovitus,
jolla ei ole lisdyspolkuja, on nsnaksimaalinen sovitus.

Esimerkki. Kaksijakoisen graafin

W ow
1 1
Vl W Vl W
2 2
v, v, ®
W3 W3
G V3 S V3
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sovituksenS = {(vy, ws), (vs, ws), (v4, we), (vs, ws)} eras lisdyspolku on polku, jonka pisteet
ovat jarjestyksessé, ws, v3, we, Vg, W1.

Vl.

SovituksensS lisdyspolurp avulla voidaan sovitustigsata seuraavasti:
1. poistetaan sovituksestasen polullgp olevat viivat ja
2. lisataan sovitukseen ne polpwiivat, jotka eivét olleet sovituksessa.

Saatu uusi viivajoukko on ilmeisesti jéalleen sovitus. Ha@nettas:n viivoja on lisdyspolulla
yhta vdhemman kuin muita viivoja. N&ain lisdyksessa sowéukviivojen lukumaéara kasvaa
yhdella. Maksimaalista sovitusta ei talla tavoin voida&hgata.

Esimerkki. (Jatkoa) Kayttaen annettua lisdyspolkua sovituksestaaadaan uusi sovitus
Sl = {(Ul, U)3), (’UQ, ’wz), (Ug, w6), (’U4, wl), (U5, U)5)}, jOka on maksimaalinen.

W.
Vl 1
Wo
Vo
W3
V3
ow,
V
4
Wg
Vs
We

Unkarilaisessa algoritmissatsitdan systemaattisesti lisayspolkuja, kunnes saadaksi-
maalinen sovitus. Sen jalkeen riittdékin todistaa, ettésimaaalinen sovitus on maksimisovi-
tus. Jatkossa rajoitutaan kaksijakoisiin graafeifille algoritmi on huomattavasti helpompi.
Lisayspolkuja etsitdan konstruoimalla sovituksénuorotteleva puuSe onG:n alipuu, jonka

(1) eras piste (puunjuuri) on sovittamaton, jonka
(2) r:stélahtevien polkujen viivoista joka toinen 61ssé ja joka toinen ei ja jossa
(3) joko onr:sté lahteva lisayspolku tai johon ei voida enéa lisatéoyéy

Vuorotteleva puu orisdyspuu,jos siind on lisayspolku, muutoin se on nskarilainen puu.
Jokainen lisayspolku on ilmeisesti itsessaan lisayspuwoniha, ettd ainoa unkarilaisen puun
piste, joka ei ole sovitettu, on sen juuri.

Esimerkki. (Jatkoa) Mainitun sovituksefi vuorottelevia puita ovat seuraavat (juuri on ympy-
roity):
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W
Vo "2 Vo "2
33 w, V3 w,
4 Vg
Wg W

Molemmat ovat lisayspuita. Sen sijaan sovitukSemuorotteleva puu (juurenay) on puu

W.
1
Vi
W3
w
4
Va

joka on unkarilainen.

Lisayspuu tai unkarilainen puu ei ole yksikasitteinenpRiien siitd missa jarjestyksessa
puuta juuresta lahtien konstruoitaessa viivoja otetaakaawn, voidaan saada lukuisia erilaisia
puita, vaikka juuri olisikin sama. Toisaalta patee

Vaite. Jos kaksijakoisen graafifi sovituksella on unkarilainen puu, niin silla ei ole samanju
rista lisdyspuuta.

Todistus.Asetetaan vastaoletuSovituksellaS on unkarilainen pud/ sek& samaan juureen
liittyva lisdyspuul'. Lisdyspuusta saadaan lisdyspolku

p:r="7vg,€1,01,€2,...,€EL, Vk.

Valitaan polultap viimeinen piste, sanotaan, joka onU:ssa (ainakin = v, on U:ssa). Koska
v, el oleU:ssa, on < k. Edelleen viivae;, ; ei ole sovituksessa eiké:ssa (muuten myds
olisi U:ssa). Toisaalta, koska, ; ei oleU:ssa, onv;,;:n esiinnyttavd/:ssa jonkin muun viivan
paatepisteena/( ), silla ainoa syy, miksi viiva;, ; ei tule mukaarU:hun sité konstruoitaessa,
on etté sen toinen paatepiste esiintyy jo konstruoiduss&':n osassa. Huomaa, miten kak-
sijakoisuus tulee tdssa mukaan: Jas kaksijakoisuuden antava irrotus Ovi, 1), niin seka
U:ssa ett&d:ssa pisteet ovat vuorotellén:ssa jal,:ssa. Nain ollen—ov;-polun pituus on seka
p:ssa ettd/:ssa parillinen. O

Vuorottelevan puun konstruointi tietysta juuresta lamj@htaa joko aina unkarilaiseen puu-
hun tai aina lisdyspuuhun, mutta ei molempiin. Nain ollendtocuointijarjestyksella ei ole valia.
(Toisin muuten kay yleisen graafin tapauksessa!)

Kaksijakoiselle graafilleéy = (V| E) unkarilainen algoritmi on seuraavanlainen. Kaksija-
koisuuden antava irrotus dftv;, V5).

Unkarilainen algoritmi:

1. Asetetaard < (). (Muutakin alkusovitusta voi kayttaa.)
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2. Jos kaikkiV;:n pisteet tai kaikkil’;:n pisteet on sovitettu sovituksesSaniin S on mak-
simisovitus ja lopetetaan.

3. JosV;:ssa on sovittamattomia pisteitd sovitukseSsaiin kaydaan niita Iapi jossain jar-
jestyksessad muodostaen vastaavia vuorottelevia puiidgipikonstruktiotavalla ei ole
valia, kuten todettiin). Jos 10ytyy lisdyspuu, lisataanigesta.S puusta 10ytyvaa lisays-
polkua kayttaen, jolloin saadaan uusi sovitijsAsetetaart < S; ja mennaan kohtaan
2.

4. Jos taas kaikky;:n sovittamattomat pisteet juurina saadut vuorotteleuat pvat unka-
rilaisia, niin S on maksimaalinen sovitus ja lopetetaan.

Lause 5.3.Kaksijakoisen graafin maksimaalinen sovitus on maksintisav

Todistus. Asetetaan vastaoletusaksijakoisen graafit’ = (V, E') maksimaalinen sovitus ei
ole maksimisovitus. Silloitz:n maksimisovituksessé,,,, on enemman viivoja kuity:ssa ja
V1:5s8 on enemmas),,.-Sovitettuja pisteita kuis-sovitettuja pisteita. Valitaan tarkasteltavaksi
mielivaltainen piste € Vi, joka onS,,..-sovitettu mutta eb-sovitettu. Silloin on polku

b v ="1,€1,V1,€,...,€Ek, U = W,

jonka viivat ovat vuorotellerd,,,.:Ssa jaS:ssd:e; 0N S,,.«:SSa,e2 0N S:ssd jne. Valitaan pisin
tallainen polkup. Koskap on ilmeisesti vuorotteleva polku sovituksénsuhteen, sen pituus
on parillinen, tse;, on S:n viiva. (Muussa tapauksessahaolisi .S:n lisdyspolku, jollaisia ei

maksimaalisuuden takia ole.) Nain ollenon S-sovitettu, mutta eb,,,..-sovitettu (silla polkua

p ei voi jatkaa).

Nain jokaista sellaista pistettac V7, joka onS,,..-sovitettu mutta eiS-sovitettu, vastaa
pistew € V7, joka onS-sovitettu mutta eb,,,..-sovitettu. Nyt mistddn muusta,..-sovitetusta
mutta eiS-sovitetusta pisteesta kuin pisteestiihteva polku ei voi paattya:hen. Tallaisen
polun viimeisen viivan on nimittéain oltaug, (ainoas:n viiva, jonka paatepiste an) ja toisek-
si viimeisen pisteen siis;_;. Edelleen polun toiseksi viimeisen viivan on oltaya; (ainoa
Smax:N Viiva, jonka paatepiste on,_;) ja kolmanneksi viimeisen pisteen siig ,. Jne.

Mutta silloin sellaisia pisteitéw, jotka ovatS-sovitettuja mutta eivab,,..-sovitettuja, on
Vi:ssé ainakin yhtd monta kuin sellaisia pisteitdjotka ovat.S,,..-sovitettuja mutta eivat
S-sovitettuja ¢/ ). O

Seuraus. Unkarilainen algoritmi tuottaa kaksijakoisen graafin makssovituksen.

Sovitus ontdydellinenjos se sovittaa kaikki graafin pisteet. Graafilla, jolla onfoa maara
pisteitd, ei nain ollen voi olla taydellista sovitusta. Kastellaan graafi& = (V, E) ja merki-
taénv(v) = {v:n vieruspistegtseka pistejoukollel C V vielav(A) = J,. 4 v(v). Merkitaéan
edelleen &aarellisen joukak alkioiden lukumaaraé (elk:n kardinaliteettia)#(X):11&. Nailla
merkinnoilla voidaan esittaa seuraava kuuluisa karaddatio niille kaksijakoisille graafeille,
joilla on taydellinen sovitus:

Lause 5.4. (Hallin lause, "Marriage Theorem”) Kaksijakoisella graafillaz, jonka kaksija-
koisuuden antaa irrotu§l;, V5), on taydellinen sovitus tarkalleen silloin, kun kaikillstiejou-
koille A C V; ja B C V; patee#(A) < #(v(A)) ja #(B) < #(v(B)).

Todistus.Jos taydellinen sovitus on olemassa, niin iimeisestikiagolla#(A) < #(v(A))
ja#(B) < #(v(B)) kaikille pistejoukoilleA C V; ja B C V,. (Muuten kaikille A:n tai B:n
pisteille ei I6ydy sovituksessa paria.)
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Oletetaan sitten, etta kaikille pistejoukoille C Vi ja B C Vi, on #(A) < #(v(A)) ja
#(B) < #(v(B)) ja tarkastellaad::n maksimisovitust&. Asetetaan vastaoletus ei ole tay-
dellinen. Valitaan piste, joka ei ole sovitettu sovituksessa Katsotaan tapaus, missé V;
(toinen tapaus € V; on tietysti aivan symmetrinen). Ristiriita on selva, josn irtopiste, jo-
ten voidaan siirtyd tapaukseen, jossan jonkin viivan paatepiste:-juurinen vuorotteleva puu
on ndin ollen ei-triviaali ja, koska maksimisovitus on mydsksimaalinen, kyseessa on un-
karilainen puu. Valitaan jokin tallainen unkarilainen piu MerkitaanU:ssa esiintyvieri/;:n
(vast.V5:n) pisteiden joukkoa&d:lla (vast. B:1la). U:n konstruktiosta johtue®® = v(A). Toi-
saalta juurtav lukuunottamattd/:ssa esiintyvat:n ja B:n pisteet on pareittain sovitetttrn

viivoilla, joten #(A) = #(B) + 1 > #(B) (/). O

5.9 Siirtoverkon maksimivirtaus: Ford—Fulkerson-algoritmi

Siirtoverkkoon sellainen nuolipainotettu suunnattu gra@af= (V, F), etta
(1) G:ssé eiole silmukoita ja se on yhtenainen,
(2) G:ssaon vain yksilahde,
(3) G:ssa on vain yksi nielaja

(4) kunkin nuolene painoc(e), ns. nuolere kapasiteettion ei-negatiivinen reaaliluku, ts.
nuolipainotus on: : £ — R,.

(Vrt. pykalan 4.4 stationaariset lineaariset verkot 8 lisiassa voitaisiin myos olettéassé ole-
van kaikki mahdolliset nuolet silmukoita lukuunottamatteehdollisesti useammankertaisina.
Jollei nain alunperin ole, niin lisdtd&n "puuttuvat” nuplarustettuna kapasiteetilla Luonnol-
lisesti voidaan viela olettaa, etaon ei-triviaali.

Siirtoverkonvirtauson sellainen nuolipainotus: E — Ry, etté

(i) jokaiselle nuolelle: patee nskapasiteettiehtd (e) < c(e) ja

(i) jokaiselle pisteelle) # s,t patee nssailymisehtdeli Kirchhoffin virtauslakj vrt. pykala

4.4)
d )= fle)
e:n alku- e:n loppu-
piste onv piste onw

f(e) on ns. nuolere virta. Nuolen(u, v) virtaa merkitdan myog (u, v):la. Virtauksenf arvo

on
f1=> fe).

e:n alku-
piste ons

Virtauksenf* sanotaan olevamaksimivirtausjos se on arvoltaan suurin, tg*| > | f| kaikille
mahdollisille virtauksillef .

SiirtoverkonG ns. s—t-irrotus on sellainen (suunnattu) irrotds= (V7, V5), ettds on V;:ssé
jat onVs:ssa. Tallaisen irrotuksekapasiteetton
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(Huomaa miten irrotuksen suunnan vastaiset nuolet eivéiutiza kapasiteettiin.) Irrotuksen
(V1, V) kapasiteettia merkitaédn myasV;, V5 ):lla. Edelleen maaritellaéan irrotuksén= (17,
V4) vuo

javastavuo

Virtauksen arvo saadaan nyt minka tahassairrotuksen voiden avulla:

Lause 5.5.Jos f on siirtoverkon virtaus jd sens—t-irrotus, niin
[fl=f7(1) =)
Todistus. lImeisesti
|fl.josv =s
e) — e) =

Zf( ) Zf( ) {O,jOSv =+ s, 1.

e:n alku- e:n loppu-

piste onw piste o

Merkitdan/ = (13, V,). Kaymalla lapi kaikkiV;:n pisteetv ja laskemalla puolittain yhteen

saadut yhtal6t saadaan
o> fe=> > fle=1fl.

veV; e:n alku- veVy e:n loppu-
piste orw piste onv

Kullekin nuolellee, jonka molemmat paéatepisteet ovatssa, esiintyvaf (e) ja — f(e) vasem-
malla puolella kumpikin tarkalleen kerran ja supistuvanmnibis. Siispé

vt vevi
U
Seuraus. Jos f on siirtoverkon virtaus ja sens—t-irrotus, niin | f| < ¢(I).
Todistus.|f| = fH(I) — f~(I) < fT(I) < c(I). O

Siirtoverkon nuolere sanotaan olevahyllastetty,jos f(e) = c(e), muutenei-kyllastetty.
Nyt voidaan todeta, ettgf| = (14, ;) tarkalleen siina tapauksessa, etta

(i) nuoli (u,v) on kyllastetty aina kum € V; jav € Vs, ja
(i) f(u,v) =0ainakunu € Vyjav € V.

Siirtoverkons—t-irrotusta/* sanotaamrminimi-irrotukseksijos kaikille muille s—¢-irrotuk-
sille I on¢(I*) < ¢(1).

Seuraus.Josf on siirtoverkon virtaus jad sens—t-irrotus ja | f| = ¢(I), niin f on maksimivir-
taus jal/ on minimi-irrotus.

Todistus.Jos f* on maksimivirtaus jal* minimi-irrotus, niin edellisen Seurauksen nojalla
|f*] < e(I*). Niinpa talldin
< 1f ] <e(l?) < e(])

ja f on maksimivirtaus jd minimi-irrotus. O
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ltse asiassa maksimivirtauksen arvo on minimi-irrotuksgrasiteetti. Taman nayttamiseksi
tarkastellaan yleisesti lahteestisteeseen kulkevia polkuja (ei valttamatta suunnattuja!)

S = v, €1,V1,€2,...,6, 0 =0 (polkup).

Jose; = (v;_1,v;), Niin nuoli e; on etenevajos taase; = (v;, v;_1), Niin nuoli e; on takeneva.
Polunp nuoli ¢; painotetaan nyt painolla

() c(e;) — f(e;), jose; on eteneva nuoli
e\e;) = . .
f(ei), jose; on takeneva nuoli

ja itse polkup painolla
k

€(p) = min{e(e;)}.

1=

Polkuap sanotaarei-kyllastetyksijos (p) > 0, ts.p:n etenevat nuolet ovat ei-kyllastettyja ja
f(e;) > 0 p:n takeneville nuolille:;.

Erityisestis—t-polut voivat olla ei-kyllastettyja, jolloin niita sanatalisayspoluiksi. Kaikki
nama kasitteet liittyvat tietysti aina tiettyyn virtaulesef. Lahtiens—¢-polustap (ja virtauksesta
f) voidaan maaritelld uusi virtaus

f(e) + €(p), jose on p:n eteneva nuoli
f =21 f(e) — e(p), jose onp:n takeneva nuoli
f(e) muuten.

£ on todellakin virtaus. Muutokset virtaukse¢gméhden tapahtuvat nimittain vain polppis-
teissa ja nuolissa. Kapasiteettiehdon toteutumjnemuolille seuraa suoraatip):n ja f(e):n
maaritelmista. Sailymisehdon toteutumingmn pisteille v; on my6s suoraan tarkistettavissa,
erilaisia tilanteita on nelja:

liImeisesti (ajattele lahdett§

[l =111+ e,

joten virtausf ei ole maksimivirtaus, mikali silla on lisayspolkuja. Maitny6s kdanteinen tulos
patee, joten

SEi pida sekoittaa edellisen pykalan lisayspolkuihin!
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Lause 5.6.Virtaus on maksimivirtaus tarkalleen siina tapauksess@, €14 ei ole lisdyspol-
kuja.

Todistus.Kuten todettiin, maksimivirtauksella ei voi olla lisdydkoja. Oletetaan sitten, etta
virtauksellaf ei ole lisayspolkuja. Merkitaam;:lla niiden pisteiden joukkoa, joihin paastaan
l&hteest& pitkin ei-kyllastettyja polkuja. Silloin triviaalisti € V; jat ¢ V; (koska liséayspol-
kuja ei ole). Nain ollen irrotug = (V;, V5) on s—t-irrotus. Osoitetaan, ettgf| = ¢(/), josta
edellisen Seurauksen nojalla seuraa, gtté maksimivirtaus.

Otetaan tarkasteltavaksi nugli, v), missau € V; jav € V5. Silloin on olemassa ei-kyllas-
tetty s—u-polku p. Nuoli (u, v) on kyllastetty, silla muutoin olisi ei-kyllastetty—v-polku. Sa-
malla tavoin paatellaan, etta sellaiselle nuoléllev), misséu € V; jav € Vi, on f(u,v) = 0.
Niinpa vuo f*(I) on¢(I) ja vastavuof ~ () on nolla. Lauseen 5.5 nojallg| = ¢(I). O

Samalla on tullut todistetuksi kuuluisa

Lause 5.7. (Max-Flow Min-Cut -lause)Siirtoverkossa maksimivirtauksen arvo on sama kuin
minimi-irrotuksen kapasiteetti.

Jos nuolien kapasiteetit ovat rationaalilukuja, niin matgirtaus voidaan etsid kayttaen
Lausetta 5.6. Algoritmi pyrkii etsimaan virtaukselfelisdyspolkua. Ellei sellaista I6ydy, on
kyseessa maksimivirtaus. Jos lisayspolku |6ytyy, muctaan sita kayttaen suurempi virtaus
f. Algoritmissa kaytetaan apuna pisteiden merkintaklerkinta on muotoa

a(v) = (u,suuntaA),

misséu on siirtoverkon piste (tai-, jos pistettd ei ole), "suunta” on etenevé) tai takeneva
(+) (tai —, jos suuntaa ei ole) j& on ei-negatiivinen reaaliluku (taio). Tarkoitus on, etta
kun pistev saa merkinnan, niin on olemassa-polku p, jonka eteneva tai takeneva ("suunta”)
nuoli (u,v) on, jaA = €(p). Pisteenw mahdollinen merkinta voidaan tehd&, kun pisten
merkitty ja joko(u, v) on nuoli tai(v, u) on nuoli. Saadaan kaksi vaihtoehtoa:

(1) (eteneva merkinjgJose = (u,v) on nuoli jaa(u) = (-,-,A,) jacle) > f(e), niin
voidaan merkitéy(v) = (u, —, A,), missa

A, = min{A,, c(e) — f(e)}.

(2) (takeneva merkinj@ose = (v, u) on nuolijaa(u) = (-, -, A,) ja f(e) > 0, niin voidaan
merkitda(v) = (u, <, A,), missa

A, = min{A,, f(e)}.

Algoritmin suorituksessa on kaksi vaihetta. Ensimmaissheen aikana merkitaan pisteita
yo. tavoin ja kukin piste tulee merkityksi enintaan kerrsaihe loppuu, kun nield saa mer-
kin a(t) = (-,—, A;) tai yhtakaan pistetta ei voida enda merkita. Jalkimméaistgsmuksessa
lisdyspolkuja ei ole ja esilla oleva virtayfson maksimivirtaus ja algoritmi pysahtyy. Edellises-
sa tapauksessa taas esilla oleva virtAes ole maksimivirtaus ja on saatu lisayspolkyolle
e(p) = Ay, ja algoritmi siirtyy toiseen vaiheeseen. Toisessa vabaeain konstruoidaan en-
simmaisessa vaiheessa saadun lisayspolun pisteiden ejiekéyttaden uusi suurempi virtaus
£, jonka jalkeen siirrytaan ensimmaiseen vaiheeseen lgiyttia suurempaa virtausta.
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Ford—Fulkerson-algoritmi::

1. Valitaan lahtovirtaug,. Ellei parempaa virtausta ole kaytettavissa, voidaanavablla-
virtaus fy(e) = 0. Merkitdan sitten lahde asettamallay(s) <+ (—, —, 00). Asetetaan

J < Jo-

2. Jos on merkitseméton pistejoka voidaan merkita joko etenevalla merkinngié — .
A,) tai takenevalla merkinnall@w, <—, A,), niin valitaan yksi sellainen piste ja merkitaéan
se. (Tapoja voi olla useita. Mika tahansa niisté voidaaa/Ellei téllaista pistetta ole,
tulostetaan maksimivirtausja lopetetaan.

3. Jost ei ole merkitty, palataan kohtaan 2. Muutoin asetetaan ¢.
4. Josa(u) = (w, —, A,), asetetaan
flw,u) «+ flw,u)+ A, ja u<— w.
Jos taasy(u) = (w, +, A, ), asetetaan

flu,w) < fu,w) — Ay ja u<+ w.

5. Josu = s, poistetaan kaikki merkinnatlukuunottamatta lahteenmerkintaa ja mennééan
kohtaan 2. Jos taas+# s, palataan kohtaan 4.

Mikali alkuvirtauksen virratf, (e) ovat rationaalilukuja ja kapasiteetit) ovat myos rationaali-
lukuja, niin algoritmi pysahtyy ja tuottaa maksimivirtaagn? Tallaisessa tapauksessa voidaan
nimittain yhta hyvin olettaa, etté ko. painot ja kapasite@iat ei-negatiivisia kokonaisluku-
ja, jolloin aina siirryttdessa toisesta vaiheesta uudallensimmaiseen vaiheeseen virtauksen
arvo kasvaa positiivisella kokonaisluvulla paatyen lepwhaksimivirtausarvoon. Toisaalta tal-
laisia askeleita voi silloin olla juuri maksimivirtauksanvon osoittama maara, eika algoritmin
teeteista.

Algoritmi voidaan modifioida siten, etta sen suoritusaika ei riipu kapasiteeteistatfa et
se toimii myos irrationaalisille kapasiteeteille. Tallgoyritdan siihen, ettd kun ensimmaisen
vaiheen aikana merkitaan, syntyy lyhin mahdollinen lisayspolku. Tamadsem aikaan valit-
semalla kohdassa 2. merkittéava pistaina siten ettéy(v):ssa eli(w, -, A,):ss&w on saanut
merkkinsa mahdollisimman aikaisin.

Ford-Fulkerson-algoritmi kdy myds maksimisovituksenmiseen kaksijakoisille graafeil-
le. Katsotaan asiaa esimerkin valossa.

Esimerkki. Edellisessa pykalassa esimerkissa ollut kaksijakoineafy(s ja sitéd vastaava
siirtoverkkoG":

W1
v
1 W,
vV
2 W, -
CHEAA W S t
vy 4
W,
5
V5 W6

4Jos virroissaf,(e) tai nuolien kapasiteeteissa on irrationaalilukuja, eogtgni valttamatta pysahdy lain-
kaan eika toisaalta darettdmiin jatkettunakaan tuotaéréhttd raja-arvona maksimivirtausta! Irrationaalisitov
ja fo(e) ei tietenkaan tarvitse kayttaa eika toisaalta kaytannidsgionaalisia kapasiteettejakaan juuri esiinny.
5Ns. Edmonds—Karp-modifikaati@s. esimerkiksi $/AMY & THULASIRAMAN).
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G":n kaikki nuolet suunnataan vasemmalta oikealle ja paitaate kapasiteetillal. Lahtovir-
taus on nollavirtaus (tai sitten jostakin muusta alkusoksesta saatava virtaus). Koko algorit-
min suorituksen ajan nuolien virrat ovat kokonaislukQj&i 1. Sovitukseen otetaan kulloinkin
mukaan ne&:n viivat, joita vastaavati’:n nuolete saavat virranf(e) = 1, ja maksimivir-
taus antaa maksimisovituksen. Huomaa, etta lisayspolkt&gsa olla pidempi kuin kolmen
pituinen. (Moit myds todeta, ettd unkarilaisen algoritrjarFord—Fulkerson-algoritmin liséys-
poluilla on kuitenkin jotain yhteista!)



Luku 6
GRAAFIEN PIIRTAMINEN

6.1 Tasottuvuus ja tasograafit

Edella graafeja ei ole ajateltu geometrisina objektein@ytEnndssa graafeja kuitenkiirre-
taan,ts. pisteet ajatellaan geometrisina pisteina ja viiv&iyaina kayrien kaarina. Jos gra&fi
voidaan talla tavoin piirtaa tasolle (tai pallon pinnalhé, etteivat viivat leikkaa muualla kuin
pisteissa, sanotadi:n olevantasottuvaeli planaari graafi. Tasottuvan graafin tasolla olevaa
geometrista esitystd, missa viivat eivat leikkaa, samti@sograafiksi.

Tasograafin kierroksen rajaamaa yhtenaista (avointa tasaea, jossa ei ole graafin pistei-
ta, kutsutaan tasograafiimaksi.Myds tasograafin ulkopuolelle jaavan osan ajatellaan aleva
silm&, ns.ulkosilma.(Piirrettdessa pallon pinnalle se on silma siina kuin muukSilmaas
vastaavan kierroksen pisteet ogat ns.reunapisteeja viivat s:n ns.reunaviivat Kahden sil-
man sanotaan olevaserussilmaétjos niilla on yhteinen reunaviiva. Huomaa, etta silma véa ol
itsensé vierussilma.

Esimerkki. Tasograafissa

silmat ovatsy, s», s3, 4 ja s5 (Ulkosilma) ja niiden reunapisteet ja -viivat seka viellmét ovat
alla olevassa taulussa.

silma reunapisteet reunaviivat vierussilmat
S1 U1, Us, U2 €1, €10, €2 $2, 55
S2 Vg, Us, U4, U3, Vs, U7 €2, €4, €7,€9,€8,€66  S1, 52,83, S5
83 V4, Us €4, €5 S2, S5
S4 Us €3 S5

S5 V1, Us, V4, U3, U2, Vg €10, €3, €5, €7,€6,€1  S1, 52,53, 54

83
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Seuraavassa on erdita tasograafien perusominaisuuksia.

Lause 6.1. (Eulerin monitahokaskaavd) Jos yhtenadisessa tasograafissaon n pistetta,m
viivaa ja f silmaa, niin
fHn=m+2.

Todistus. Kaytetaan induktiotan:n suhteen.

Induktion lahtékohtam = 0. Tasograafiss& on nyt vain yksi piste ja yksi silméa (ulkosil-
ma), joten lause on talldin oikea.

Induktio-oletus Lause on oikea, kum < 7. (¢ > 0)

Induktiovaite Lause on oikea, kum = ¢ + 1.

Induktiovaitteen todistud/alitaan jokinG:n viiva e ja tarkastellaan tasograafid = G — e.
Jose on piiriviiva, G’ on yhtenainen ja induktio-oletuksesta saadaan tulos

ff+n=(m-1)+2,

missaf’ on G':n silmien lukumaara. Mutta piirin sulkeminerlla lisda silmien lukua yhdella,
joten talloinf’ = f—1 jalause on tosi. Jos taés— e on epayhtendinen, niin siina on kaksi taso-
graafikomponenttié’, ja GG», joiden pisteiden, viivojen ja silmien luvut ovat, ny, my, ms, fi

ja fo, vastaavasti. Induktio-oletuksen nojalla

fitni=mi+2 ja fotng=my+2.

Lisattaessa viiva silmien luvuksi tuleef; + f, — 1 (G1:n ja Gy:n ulkosilma on yhteinen tai
sitten jompikumpi on piirretty toisen silmaan), pisteidenuksin; + n, ja viivojen luvuksi
my + ms + 1, joten lause pitdé taas paikkansa. O

Esimerkki. (Jatkoa) Poistetaan pistes, jotta saadaan yhtenéinen tasograafi. Pisteitd on nyt
7, vilvoja 10, silmid5ja s+ 7 = 10 + 2.

Lause 6.2. (Lineaarinen raja)Jos yksinkertaisessa yhtenéaisessa tasograafisea n > 3
pistetta jam viivaa, niin

m < 3n — 6.
Todistus.JosG:n silmét ovats, . . ., s, niin merkitaan-;:lla silméans; reunaviivojen lukumaa-
raa ¢ =1,..., f). Tapausf = 1 on selva, silloinz on puu jan = n—1 < 3n — 6, joten olete-

taan, ettgf > 2. KoskaG on yksinkertainen, on jokaisella silméalla nyt vahint&ameeunaviivaa

ja néin ollen
f

Z?”Z‘ Z 3f

=1
Jokainen viiva on yhden tai kahden silman reunaviiva, joten

Tulos seuraa nyt Eulerin monitahokaskaavasta. O
Lause 6.3. (Minimiasteraja) Yksinkertaisessa tasograafissaon o(G) < 5.

Todistus. Tehd&én vastaoletu&' on yksinkertainen tasograafi, ja 6(G) > 6. Silloin (Lause
1.1)m > 3n, missén on G:n pisteluku jam viivaluku (y/ , Lineaarinen raja). O

INimi tulee monitahokkaasta, jossa orkérkea,m sarmaé jgf tahkoa, eika reikia.
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Karakterisaatio ei-tasottuville graafeille saadaan té&gyt tiettyja kiellettyja aligraafeja.

Lause 6.4. (Kuratowskin lause)Graafi on tasottuva tarkalleen silloin, kun mikdan sen ali-
graafeista ei ole toistuvin viivojen kutistuksin muuteisaa;:ksi eika K; 5:ksi.

Lauseen todistus on varsin hankala (mutta eleganttilgdisaerkiksi SYAMY & T HULASIRA-
MAN. K;:tta eikd K5 3:a ei siis erityisesti voi piirtaé tasograafeiksi, mink& kglla helposti
todeta muutenkin.

Tasottuvuuden testaukseen ja tasottuvan graafin piiremisasograafiksi on nopeita, mutta
hankalasti kasiteltavia algoritmeja, esimerkiksi Hepcroft—Tarjan-algoritmi. Esitetaan seu-
raavassa klassinen hitaampi, mutta toki polynomiaikaaigaritmi, ns.Demoucron—Malgran-
ge—Pertuiset-algoritnii(tunnetaan yleensa vaidemoucronin algoritminja Algoritmin idea on
yrittaa piirtd& graafia tasoon pala palalta. Ellei tama stonigraafi ei ole tasottuva.

JosG on graafi jak on GG:n tasottuvaa aligraafifl vastaava tasograafi, ni#:n R-pala P
on

e joko G — S:nviiva, jonka paatepisteet ovatssa, tai

e muiden kuinS:n pisteiden indusoiman aligraafin komponentti, jossa ovakana sen
mahdollisetS:aan liittavat viivat, nsliitosviivat, paatepisteineen.

G:n R-palanP pisteet, jotka ovat liitosviivojery:n puoleisen paan pisteita, ovat f&n kon-
taktipisteita.

G:n tasottuvaa aligraafid vastaavan tasograafil sanotaan olevatasolaajennettavissa
G'ksi, jos se voidaan piirtamalla jatkaa kokan tasoesitykseksi. Edelle€rin R-palanP sa-
notaan olevapiirrettavissarR:n silmaans, jos on sellainerR:n tasolaajennu§’:ksi, jossaP on
piirretty silméaans. limeisesti talloin kaikkienP:n kontaktipisteiden pitaa oll&n reunapisteita,
mutta tama ei tietenkaan itsessaan takaa vield,/ewdisi tasolaajennettavissa:ksi. Sellai-
senP:n, jonka kontaktipisteet ovatn reunapisteitd, sanotaankin olevan vpotentiaalisesti
piirrettavissa s:aanPala, jolla ei ole kontaktipisteita lainkaan, on potenisssti piirrettavissa
mihin tahansaz:n silmaan.

Demoucronin algoritmi:

1. Testataan, onk& metsa. Jos se on, se on ilmeisesti tasottuva ja voidaaédiTahan
on varta vasten nopeita algoritmejakin.) Lopetetaan.

2. Ellei G ole mets4, niin siina on piireja. Valitaan jokin pittl, piirretdan se tasograafiksi
D ja asetetaat® < D. (Piiri on ilmeisesti tasottuva ja voidaan helposti piétasograa-
fiksi.)

3. Josk on G:n tasoesitys, tulostetaan se ja lopetetaan.

4. Muodostetaan kaikkieR-palojen joukkoP. Kullekin palalleP € P merkitaanS(P):lla
niiden R:n silmien joukkoa, joihin sé” potentiaalisesti piirrettavissa.

5. Jos jollekinR-palalle P € P joukko S(P) on tyhj, niinG ei ole tasottuva. Tulostetaan
silloin tama tieto ja lopetetaan.

2Alkuperaisviite on HOPCROFT J.E. & TARJAN, R.E.: Efficient Planarity Testinglournal of the ACM21
(1974), 549-568.

SAlkuperaisviite on IEMOUCRON, G. & MALGRANGE, Y. & PERTUISET, R.: Graphes planaires: reconnais-
sance et construction des représentations planairesofginakes.Revue Francaise Recherche Opérationné&lle
(1964), 33-47.
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6. Valitaan jokin R-pala P, aloittaen niista, jotka ovat potentiaalisesti piirrgit$a vain
yhteen silm&an.

7. RiippuenP:n kontaktipisteiden luvusta, tasolaajennet&afia:

7.1 JosP:lla ei ole kontaktipisteitd, kutsutaan Demoucronin aigoia rekursiivisesti
P:lle. JosP ei ole tasottuva, ei sité olg:kaan. Tulostetaan tama tieto ja lopetetaan.
Muussa tapauksessa tasolaajennefasasograafiksU piirtamalla P johonkin sen
silmaéan, asetetaal <+ U ja menn&aan kohtaan 3.

7.2 JosP:lla on yksi kontaktipistey ja vastaava liitosviiva, kutsutaan Demoucronin
algoritmia rekursiivisestP:lle. JosP ei ole tasottuva, ei sita ol@:k&aéan. Tuloste-
taan tama tieto ja lopetetaan. Muussa tapauksessa t&swlatgan tasograafiksi
U piirtdmalla P johonkin sellaiseerz:n silm&én, jonka reunapisteon, asetetaan
R + U ja menn&an kohtaan 3. (K&:n silmé& onP:n tasoesityksen ulkosilma.)

7.3 JosP:lla on (ainakin) kaksi kontaktipistettd ja v, on niiden valillaP:ssa jokin
polku p. TasolaajennetaaR tasograafikstU piirtamallap johonkin sellaiseerk:n
silmaan, jonka reunapisteitd ja v, ovat ja johonP on potentiaalisesti piirrettavissa,
asetetaat® < U ja menndan kohtaan 3.

lImeisesti, josG ei ole tasottuva, Demoucronin algoritmi tulostaa tAmaddre Toisaalta
algoritmi ei voi jJumiutua piirtdmatta tasottuvaa graafidas

Vaite. JosG on tasottuva graafi, niin koko suorituksen aj&mon tasolaajennettavissa:ksi.

Todistus. Kaytetaan induktiota niiden kertojen lukuméaardsuhteen, jotka algoritmi on kulke-
nut kohdan 7. kautta.

Induktion lahtékohta? = 0. Talldin joko G on metsa (eika kok®:8a ole maaritelty) tak
on G:n piiri. lImeisesti ko. piiri piirrettyna voidaan tasojeataaG:ksi.

Induktio-oletus Vaite on oikea, kurf < r. (r > 0)

Induktiovaite Vaite on oikea, kurf = r + 1.

Induktiovaitteen todistukohdassa 7.1 asia on selva. Jos kohdass& 012 potentiaalisesti
piirrettavissar:n silmaans, niin se voidaan aina piirtaa tdahan silmaan vaarantanatitag (ts.
mika tahansa mahdollisista silmisté voidaan valita). &dmimittéain voidaan aina vaihtaa missa
tahansa vaiheessa "peilaamalla” pisteeuhteen (ja skaalaamalla sopivasti):

Samoin, jos kohdassa 713 on piirrettavissa johonkirR:n silmaan, niinp voidaan aina piir-
tad tahan silmaan vaarantamatta jatkoa. Jos nimiftéim piirrettavissa seka silmaan etta
silmééns,, niin sen kontaktipisteet ovat naiden silmien yhteisedidralla. Missé tahansa vai-
heessa voidaan piirrety?:n osat vaihtaa silmast§ silmaans, tai kdantaen yksinkertaisesti
"peilaamalla” taman yhteisen reunan suhteen (ja skaaldanaita osat sopivat silmaan). [
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Huomautus. Graafeja, jotka eivét ole tasottuvia, voidaan piirtaa iijille pinnoille, joissa
on reikid. Esimerkiksi torus ("rinkilapinta”) on suljettpinta, jossa on yksi reika. Sille voidaan
piirtad esimerkiksiKs, K¢ ja K7 sekak; 5. K vaatiikin sitten jo kaksireikaisen pinnan. Pienin
maara reikid, joka suljetussa pinnassa pitaa olla, jaitaoitaisiin piirtaa sille viivojen leikkaa-
matta, on nsG:n laji eli genusToisaalta pienin maaréa viivojen leikkaamisia, joka pitédls,
kunG piirretaan tasolle, on nsG:n ylitysluku. Lajin ja ylitysluvun laskut ovat/ P-taydellisia
tehtavia.

Graafinvarityson sen pisteiden merkintd, jossa vieruspisteilla ei oleesamerkkia. Merk-
keja kutsutaan tasséireiksi.Graafin sanotaan olevanvaritettavisséjos se voidaan varittaa
enintdant varilla. Jos graafi on varitettavissa jollain varimaardiéa ei ilmeisestikaan saa ol-
la silmukoita. Selvasti rinnakkaisia viivojakaan ei taayijoten varitettavyytta ajatellen voidaan
rajoittua yksinkertaisiin graafeihin. Pieninté sellaitikuak, ettd graafiz on k-varitettavissa,
sanotaart:n kromaattiseksi luvuksmerkitaany (G).

K4 on esimerkki tasottuvasta graafista, jossa ei ole silmakaifoka ei ole3-varitettavissa.
Toisaalta patee kuuluisa

Lause 6.5. (Nelivarilause)okainen yksinkertainen tasottuva graafitmaritettavissa.

Todistus. Ainoat tunnetut todistukset vaativat laajan tietokoneafgnsimmaisen sellaisen esit-
tivat v. 1976 Kenneth Appel ja Wolfgang Haken. Todistukssitt&minenkin vie kokonaisen
kirjan: APPEL, K. & HAKEN, W.: Every Planar Map is Four ColorabléAmerican Mathema-
tical Society (1989). O

Jos tyydytdan vahan vahempéaanielidritettvyyteen, saadaan helposti todistettava lause
ja myos algoritmi.

Lause 6.6. (Heawoodin lause eli ViisivarilauseJokainen yksinkertainen tasottuva gra&fi
on 5-varitettavissa.

Todistus. G voidaan tassa ajatella tasograafiksi. Kaytetaan indaldiot pisteiden lukumaaran
n suhteen.

Induktion lahtékohtan = 1. Graafi on nytl-varitettavissa, koska viivoja ei ole.

Induktio-oletus Lause on oikea, jos < /. (¢ > 1)

Induktiovaite Lause on oikea, jos = ¢ + 1.

Induktiovaitteen todistusMlinimiasterajan mukaisesf¥:ssé on piste, jonka aste on enin-
taans. Induktio-oletuksen mukaisesti taas graaft v on5-varitettavissa. Jos tassa varityksessa
v:Nn vieruspisteet on varitetty enintdén neljalla varillannimeisestiG:kin voidaan5-varittaa.
Nain jaljelle jaa tapaus, missén vieruspisteet,, vy, v3, v4, v5 ON Varitetty eri vareilla. Sovi-
taan, etta ndma pisteet on indeksoitu myo6tapaivaan ja taarkniiden vareja (jarjestyksessa)
numeroinl, 2, 3, 4, 5. Naytetaan, ett& — v:n varitysta voidaan muuntaa siten, etté vierus-
pisteiden varitykseen tarvitaan vain enintaan nelja varia

MerkitaanH, ;:1la G'—v:n aligraafia, jonka indusoivat vareifa j varitetyt pisteet. Saadaan
kaksi tapausta:

e vy javs ovatH; 5:n eri kKomponenteissa,; ja Hs. Vaihdetaants:n pisteissa varit ja 3
keskendan koskematta muihin pisteisiin. Tuloksen&:on v:n 5-varitys, jossa pisteilla
vy Javs on sama vari. v:lle voidaan nyt antaa vas.

e v; javs ovat yhdistetyt/; 5:ssa. Silloinf, 3:ssa orv;—vs-polku. Ottamalla mukaan piste
v saadaan tast@:n piiri C'. Koska pisteet, vy, v3, vy, v5 0N indeksoitu myotapaivaan,
on pisteist&, ja vy toinen piirin C' sisélla ja toinen sen ulkopuolella. Nain ollenja v,
ovat H, 4:n eri komponenteissa ja tilanne palautuu edelliseen tegzsan. [

Todistuksesta saadaan (rekursiivinen) algoriiraaritykselle, nsHeawoodin algoritmi.
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6.2 Davidson—Harel-algoritmi

Graafin piirtoa varten pitdd maaritella piirtoalue (tass&tina” eli suorakulmio, jonka sivut
ovat koordinaattiakselien suuntaiset), viivojen piigjod (viivat piirretdaan tassa janoina) seka
tiettyja "kauneuskriteereja”, jotka tekevat piirretygtsityksesta miellyttavan ja tasapainoisen
seka mahdollisimman selkean. Tallaiset kriteerit ovays tarkoituksesta riippuvia ja jopa
makuasioita. Piirrettavan graafin oletetaan olevan ykstaknen ja se annetaan vaikkapa vie-
ruspistematriisina tai tdytena insidenssimatriisina.

Seuraavassa esitetaan Pavidson—Harel-algoritnfi joka hehkutusmenetelmaa kayttaen
pyrkii parantamaan graafin piirrettyd esitysta minimoidiettya rumuusfunktiotaks. pykala
5.7. Rumuusfunktid? antaa graafid: piirretysta esityksest® saadun nqumuusarvonk(P).

Se on eri tekijoista saatujen osien summa. Merkit@&npisteiden joukkoduv, . .., v, }:lla se-
ka viivojen joukkoa{ey, . . ., e, }:IIa. Edelleen merkitdan tasoesityksessgistettéy; vastaavaa
vektoriav;:lla seka viivaee; vastaavaa janag:lla. Merkitaan edelleen

dij = [[vi = v;ll,
r; = v,;:n etaisyys ikkunan oikeasta reunasta,
; = v;:n etdisyys ikkunan vasemmasta reunasta,
u; = v;:n etaisyys ikkunan ylareunasta,
b; = v;:n etaisyys ikkunan alareunasta,
c; = janane; pituus,

o~

£ = 1, jos janate; ja e; leikkaavat eivatk&; ja e; ole vierusviivoja
“ 1 0 muuten,
| pisteenv; etaisyys janasta;, jos se on> g eikav; ole e;:n paatepiste
% =9 4 muuten.

g on menettelyn parametri, joka maaraa miten lahelle vi@avat tulla pisteitd. Rumuusfunktio
on silloin

—Alz Z—+/\QZ( +l12+1 blz)+)\32

zl]z—i—l” j=1

5% 35 SRS 3 9F- o

=1 j=1+1 21_]1

missél\y, . . . \; ovat ei-negatiivisia parametreja, joilla rumuuden eritekgoiden painoa saa-
detddn. (MyoOs negatiivisia arvoja voisi ajatella, muttkwtus on varsin outo.)

Suureetd,;, . . ., g;; ovat varsin helposti laskettavissa peruskursseiltaltatuektorigeomet-
rian menetelmilla. Erityistda huomiota on kuitenkin kiitettava laskujen nopeuteen. Vektorien
sijasta pisteita voidaan merkitd kompleksiluvuilla. Myt@Hd6in mainitut suureet ovat helpos-
ti laskettavissa kompleksilukujen laskuoperaatidillfoisinaan sovitetaan pisteet tiettyyn hi-
laan. TAma voidaan toteuttaa esimerkiksi pyoristamaltidioaatit (tai kompleksiluvut) tiet-
tyyn tarkkuuteen ja hylkaamalla sellaiset piirroksea)i) joissa rumuusfunktio saa aarettéman
arvon (eli pisteet osuvat yhteen tms.).

4Alkuperaisviite on DIDSON, R. & HAREL, D.: Drawing Graphs Nicely Using Simulated AnnealidgM
Transactions on Graphics5 (1996), 301-331.

SHuomaa, ettd jos; = x1 + jy1 ja zo = x2 + jy2, Missdj on imagin&ariyksikko, niire zo:n reaaliosa on
)

pistetulo(x1,y1) e (x2,y2) ja imagindériosa determinan*tiz1 Y
1 2




LUKU 6. GRAAFIEN PIIRTAMINEN 89

Hehkutuksessa tila of ja vasteR(P). Alkutila P, saadaan vaikkapa valitsemalla satun-
naisesti pisteet, ..., v, piirtoalueesta ja piirtamalla viivat vastaavasti. Tildemenettely
P+ A,(P) on seuraava:

¢ \alitaan satunnaisesti jokin pisteista Vaihtoehtoisesti voidaan pisteita kayda lapi sykli-
sesti jarjestyksessa.

e Piirretdanv; keskipisteena-sateinen ympyrd. Sageon parametri, joka on aluksi iso ja
jota pienennetaan mydhemmin systemaattisesti.

¢ Valitaan ko. ympyrélta satunnaisesti jokin pisie

e Josu ei ole piirtoalueessa, tila ei vaihdu. Muutoin asetetaas- u ja tehdaan piirrettyi-
hin viivoihin vastaava muutos.

Muutoin menettely on hyvin samantapainen kuin pykalasgéova kaupparatsuprobleeman
hehkutusalgoritmi.

Huomautus. Menetelmalla on lukuisia variantteja, piirtoalue voisilaivaikkapa ympyra ja
viivat samankeskeisid ympyrankaaria ja sateita, tai pgbimta ja viivat isoympyran kaaria.
Piirtoalue voisi olla myos aareton, esimerkiksi koko t&0 Graafeja voidaan myos "piirtad”
kolmiulotteiseen avaruuteen. Jne. Etaisyyksia laskes@goisi taas kayttdd muuta kuin taval-
lista Eukleideen normia (eli-normia), esimerkiksi korttelinormia (el-normia eli Manhattan-
metriikkaa) tai maksiminormia (etio-normia), pallon pinnalla geodeettista etaisyytta jne: Tu
lokset nailla eri varianteilla ovat sangen erilaisia.

Huomattakoon, ettéd melkeinpa milla tahansa vahankaanifiakriteereilla yleisen (yksin-
kertaisen) graafin piirto optimaalisesti kauneimpaan nmaotsa on\/ P-kova tehtava.
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MATROIDIT

Monet edelld olevat kasitteet eivat niinkaan koske graddajn niiden rakennetta. Tallaisia ovat
mm. monet duaalisuudet (esimerkiksi irrotusjoukko vaipieraiden algoritmien toimintaperi-
aate (esimerkiksi Kruskalin algoritmit) ja ekstremaalidat (monet graafeihin liittyvat raken-
teet ovat "pienimpid” lajissaan, esimerkiksi irrotusjoska ei voi ottaa pois yhtakaan viivaa).

Aivan vastaavia rakenteita on l16ytynyt monilla muilla nratgiikan alueilla, ja niita on
alettu kutsua matroideiksi.

7.1 Perinndlliset jarjestelmat

Perinndllinen joukkoperhen sellainen joukkoperhé&, etta jos joukkoF' kuuluu perheeseen,
niin samoin kuuluu jokainer':n osajoukko (ja erityisesti siis tyhja joukk. JoukonE pe-
rinndllinen jarjestelma)M on puolestaart’:n osajoukkojen ei-tyhja perinndllinen periig;.
Liséaksi mukana on tapa, jol&,,:n joukkojen valinta kaikistdZ:n osajoukoista annetaan, tal-
laista kutsutaamaspektiksiJatkossa oletetaan, etk&on aarellinen joukko. Asiaan liittyy koko
joukko jo perinteisiksi tulleita nimityksia:

e Perheerf,, joukkoja kutsutaar/:n rippumattomiksi joukoiksi.

e Muiden kuinZ,,:ssa olevienZ':n osajoukkojen perhetta merkita@n,:lla ja sitd kutsu-
taanM :n riippuvien joukkojerperheeksi.

¢ Riippumaton joukko omaksimaalinenjps se ei sisally aidosti mihinkaan toiseen riippu-
mattomaan joukkoon. Maksimaalista riippumatonta joukkotsutaarkannaksi Kaik-
kien kantojen perhettd merkita#h,:1la. Huomaa, ettd jokainen riippumaton joukko si-
saltyy johonkin kantaan.

¢ Riippuva joukko orminimaalinenjos se ei sisélla aidosti mitédén toista riippuvaa jouk-
koa. Minimaalista riippuvaa joukkoa kutsutapiiriksi.? (Muista, etta tyhja joukko on
aina mukan&,,:ssé.) Kaikkien piirien perhetta merkitadgy:l1a. Huomaa, etta jokainen
rippuva joukko siséltaa jonkin piirin.

IMerkillista on, etta suuri osa naista 16ytyi toisistaappiimatta vuoden 1935 paikkeilla: Hassler Whitney
tutki graafien tasottuvuutta, Saunders MacLane geoneepistehiloja ja Bartel van der Waerden puolestaan riip-
pumattomuutta vektoriavaruuksissa.

2Tata, tai muitakaan esiintyvia kasitteita, ei pida suorsekoittaa graafien vastaaviin, vaikka tietynlainen yh-

teys onkin!

90
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e Piiri, jossa on vain yksi alkio, on nsilmukka.Kaksialkioisen piirin alkiot ovatinnak-
kaiset.Perinndllinen jarjestelma oyksinkertainenjos siina ei ole silmukoita eiké rin-
nakkaisia alkioita.

e F:n osajoukont’ asteeli rangi on alkioluvultaan suurimman sen sisaltdman riippumat-
toman joukon koko. (Tassa siis oletetaan, €itén aarellinen joukko.) Huomaa, et-
ta ainakin tyhja joukko on riippumaton joukko, joka sis§lti:aan. Astetta merkitaan
pu (F):N1&, ja pyr:88 sanotaan/ :n astefunktiokseli rangifunktioksi.

Jatkossa kaytetaan samantapaista merkintaa kuin gradiieiyen yhden alkiore lisd&mi-
seen joukkoorF’ (merkitd&nF' + e) tai poistamiseen joukosta (merkitaanf’ — e). Astefunk-
tiolle saadaan pari helppoa ominaisuutta:

Lause 7.1.JosM on joukonFE perinnéllinen jarjestelma, niin

() pu(0) =0ja

(i) E:n osajoukolleF ja alkiolle e on
pu(F) < pu(F +e) < pu(F) + 1.

Todistus.Kohta (i) on ilmeinen, joten siirrytd&an kohtaan (ii).

KoskaF + e sisaltaa kaikki ne riippumattomat joukot mitk&kin, onp,, (F'+e€) > pa(F).
Toisaalta mahdolliset’ + e:n rippumattomat osajoukot, jotka eivat aten osajoukkoja, muo-
dostuvat jostakirf:n riippumattomasta osajoukostajatd, joterpy, (F+e) < py(F)+1. O

Perinndllinen jarjestelmd/ voidaan luonnollisesti maaritella antamalla sen riipptioraat
joukot, ts. antamalld,,;. Mutta yhta hyvin se voidaan maaritella antamalla kansagrtamal-
la B,,, silla rippumattomat joukot ovat tarkalleen kaikki kaiftion sisaltyvét joukot. Edelleen
M voidaan méaaritella antamalla piirit, ts. antamallg, silla riippumattomat joukot ovat nyt
tarkalleen ne joukot, jotka eivat sisalla piireja. Ja vigfavoitaisiin maaritella antamalla as-
tefunktio py,, silla joukko F' on riippumaton tarkalleen silloin, kupy,(F') = #(F). (Kuten
edelld, tassa merkitdan joukdnalkiolukua eli kardinaliteettigi#(F'):l1d.) Nain ollen aspekti
voi koskea mita tahansa naista suureista By, Cy, tai pyy.

Todettakoon, etté perinndllinen jarjestelméa on aivamhjikeinen ollakseen kovin kayttokel-
poinen kasite. Nain ollen sopivat aspektit ovat tarpeetta jgaadaan kayttokelpoisempi kasite
(matroidi). Tarkastellaan eraita sopivia aspekteja eedaita tutun matroidin avulla.

7.2 Graafin piirimatroidi

GraafinG = (V, F) piirimatroidi M (G) on sen viivojen joukor®' perinndllinen jarjestelma,
jonka piirit ovat graafin piirit tulkittuina viivajoukoikis(Tassa luonnollisesti oletetaan, ettéi
ole tyhja.)M (G):n kannat ovat sen maksimaaliset piirittdmat viivajouleditsiis G:n virittavat
metsat, jaM (G):n rippumattomat joukot ovafi:n alimetsét tulkittuina viivajoukoiksi. Mer-
kitddn G = (V, F') viivajoukolle I C FE. Tavalliseen tapaan merkitédén viekan pistelukua
n:lla.

Huomautus. Perinndllista jarjestelmaa, joka ei suoranaisesti ole Rdan graafin piirimatroi-
di, mutta on rakenteeltaan identtinen jonkin graafin piiatmidin kanssa, kutsutaagraafiseksi
matroidiksi.

Katsotaan nyt erilaisia aspekteja piirimatroideille.
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Kannanvaihto-ominaisuus

Otetaan nyt tarkasteltavaksi kaksi kantaa (eli 6lis virittdvaa metsdép, ja B,. Jose
on Bj:n viiva, niin sen poistaminen graafista jak&an jonkin komponentinG’ kahtia. Nyt
tietyt B;:n viivat muodostavat:’:n virittdvan puurl; ja samoinBs:n tietyt vilvat muodostavat
G':n virittdvan puuril;,. Poistettu viivee on jokoT»:n oksa tai sitterT; :n side. Jalkimmaisessa
tapauksessa se on jonKii:n oksanf maarittamassa perusirrotusjoukossa (vrt. Lause 2.7).
Silloin T} — e+ f on mydsG’:n virittdva puu jaB;:ssa voidaan vaihtaaviivaksi f ja edelleen
saadaar-:n virittava metsa eli kanta.

Nain ollen saadaan

Kannanvaihto-ominaisuus: Jos B; ja B, ovat eri kantoja jac € B; — B,, niin on olemassa
sellainen alkiof € By — By, ettaB; — e + f on kanta.

Yleisesti, perinndllinen jarjestelma, jolla on kannamtatominaisuus, on matroidi. Ts. kannan-
vaihto-ominaisuus on sopiva aspekti. Kayttaen kannatwaiminaisuutta voidaan matroidissa
aina siirtyd yhdesta kannasta toiseen sailyttaen kartBe#ti samana. Kaikki kannat ovat néin
ollen samankokoiset.

Tasaisuus. Absorptiivisuus

JosF C E, merkitdédnny:Il& F':n viivojen indusoimarG:n aligraafin(F') pisteiden luku-
maaraa j&:11a sen komponenttien lukumaaraa. Sillgifi):n virittdvassé metsassa op — kr
viivaa. Merkitdan vield »:lla G:n aligraafinG  komponenttien lukumaaraa. Nain ollen ilmei-
sesti

pM(G)(F) =Np — /{ZF =n — KF.
Kaikki tallaiset virittavat metsét ovat siis samankokajgoten

Tasaisuus:Jos F' C F, niin kaikki maksimaalisef’:n sisaltamat riijppumattomat joukot ovat
samankokoisia. (JoukaH maksimaalisuus tarkoittaa tassa, etta ei ole sellaisggiimatonta
joukkoaJ, ettaH C J C F.)

Yleisesti, tasainen perinnéllinen jarjestelma on mairdid. tasaisuus on sopiva aspekti.
Alla olevassa kuvassa yhtendiset viivat okah viivat ja ndista paksummat virittdvan met-
san viivat, katkoviivat ovat’:n muut viivat.

Jose onG:nviiva jap ) (F +e) = pae) (F), niin e ei yhdistaG'r:n kahta eri komponenttia.
Josf on toinen samanlainen viiva, t& ) (F + f) = puc) (F), niin ilmeisestikin myds

puc)(F+e+ f) = pu(F).
N&in saadaan

Heikko absorptiivisuus: Jose, f € Eja F' C E seka

pu(F) = pu(F +e) = pu(F + f),
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niin myos
pu(F +e+ f) = pu(F).

Yleisesti, heikosti absorptiivinen perinndllinen jatglsna on matroidi. Ts. heikko absorptiivi-
suus on sekin sopiva aspekii.

Toistamalla tatd argumenttia voidaan todeta, etté&]jga [’ ovatG:n viivojen joukkoja ja
jokaiselleF":n viivalle e on py; ey (F + €) = pua)(F), niin

pue)(FUF') = pare) (F).
Nain ollen

Vahva absorptiivisuus: Jos F, F' C FE sekapy (F + ¢) = puy(F) jokaiselle F”:n alkiolle e,
niin
pu(FUF") = py(F).

Yleisesti, myds vahvasti absorptiivinen perinndllinengételma on matroidi. Ts. vahvakin ab-
sorptiivisuus on sopiva aspekti.

Lisdysominaisuus

JoslI, ja I, ovat piirimatroidin}M (G) riippumattomia joukkoja (alimetsia viivajoukkoina) ja
#(1,) < #(1>), niin aligraafiss&:;, onn—+#(/;) komponenttia ja aligraafis€a;, onn—#(1,)
komponenttia, eli siis vAhemman kuify, :ssa. Viivan lisddminen ei vahennd komponenttien lu-
kumaaraa tarkalleen silloin, kun viiva lisatdan johonkamiponenttiin. N&ain ollen, jos minka
tahansa, — /;:n viivan lisdaminerG , :een sailyttdad komponenttien lukumaaran samana, niin
viiva lisatdén johonkirG,:n komponenttiin, ja&;,:ssa olisi taten ainakin yhtd monta kompo-
nenttia kuinG, :ssé. Kuten todettu, nain ei ole j@g1;) < #(1,), joten

Lisdysominaisuus:Jos/; ja I, ovat perinnéllisen jarjestelman/ rippumattomia joukkoja ja
#(I,) < #(I2), niin on olemassa sellainen alkioc I, — I, ettd/; + e onZ,,:Ss&.

Yleisesti, perinndllinen jarjestelma, jolla on lisdysomisuus, on matroidi. Ts. lisdysominai-
suus on sopiva aspekiti.

Eliminoituvuusominaisuus

Piirimatroidin M (G) piirit ovat nimenomaai:n piirit tulkittuina viivajoukoiksi. Piirin jo-
kaisen pisteen aste @nJosC ja C, ovatM (G):n eri piirejd, niin rengassumman’;) & (Cs)
jokaisen pisteen aste on myds parillinen, ks. pykala 11Bisi(C;) @ (Cy):ssa on oltava ali-
graafina ainakin yksi piiri, silld rengassummassa ei olgpidteita ja ei-tyhjdssa metséssa on
ainakin yksi loppupiste (Lause 2.3). Muistellen graafing&ssumman maaritelmaa pykalassa
1.3, todetaan etta mainittu piiri ei sisalla leikkaukg&am C, viivoja, ei ainakaan yhta monin-
kertaisena kuirt; U C5. Nain saadaan

Eliminoituvuus: JosC| ja C5 ovat perinndllisen jarjestelmans/ eri piireja ja e € C; N Cs,
niin on sellainen piiriC' € Cy,, ettdC C C; U Cy — e.

Yleisesti, perinnollinen jarjestelma, jolla on eliminmiuusominaisuus, on matroidi. Ts. myds
eliminoituvuus on sopiva aspekti.
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Indusoitujen piirien ominaisuus

Jos! on piirimatriisin M (G) riippumaton joukko (eli alimetsa viivajoukoksi tulkitta, niin
yhden viivan lisd&minen siihen joko aikaansaa jos&gim komponentissa yhden piirin (Lause
2.3) tai sitten se yhdistaa kakSi;:n eri komponenttia eik& aikaansaa piiria. Siispa

Indusoitujen piirien ominaisuus: JosI on perinndllisen jarjestelman/ rippumaton joukko
jae € E, niin [ + e sisdltaa enintdan yhden piirin.

Yleisesti, perinndllinen jarjestelma, jolla on indusgéu piirien ominaisuus, on matroidi. Ts.
tamakin ominaisuus on sopiva aspekti.

7.3 Muita perusmatroideja
Vektoraalimatroidi

JosFE on &éarellinen joukko jonkin vektoriavaruuden (esimerkiR8:n) vektoreita ja perin-
nollisen jarjestelméan/ riippumattomat joukot ovat tarkalleen kaikki lineaarisesppumat-
tomat £:n alijoukot (mukana myds tyhja joukko), niil/ on ns.vektoraalimatroidi.Yleisesti
tassa sallitaan se, etfd on multijoukko, ts. se voi sisdltaa alkionsa monta kertag—graa-
fin moninkertainen viiva. Talldin sovitaan, etf&n osajoukko, jossa on jokin alkio mukana
useamman kerran, on lineaarisesti riippuva. Perinnéljéjestelm&&d/, joka ei suoranaisesti
ole vektoraalimatroidi, mutta on rakenteeltaan identtijp@kin vektoraalimatroidid/’ kanssa,
kutsutaarineaariseksi matroidikga matroidia)/” kutsutaan\/:n esitykseksi.

Vektoraalimatroidin piiri on sellainen vektorijoukk@, ettd se on lineaarisesti riippuva,
mutta muuttuu lineaarisesti riippumattomaksi, jos sibéspetaan alkio—mikéa tahansa, muista
mahdolliset monikertaiset alkiot. Vektoraalimatroidillyypillinen aspekti on eliminoituvuus.
JosCy = {r,ry,...,r;} jaCy = {r,r},...,r;} ovat eri piireja, joilla on yhteisena (ainakin)
vektorir, niin r voidaan esittéaa sekd; :n ettdCs:n muiden vektoreiden lineaariyhdelméana ja
vielapa siten, etta kaikki yhdelmien kertoimet oyab. Nain saadaan yhtalo

k

)

i=1 j=1

Yhdistamalla vasemmalla puolella (mahdolliset) samatargtkja huomaamalla, ettei vasen
puoli sittenkdan supistu kokonaan nollavektoriksi, n@mj&ttaC; U C5 — r siséltaa piirin.
(Huomaa erityisesti tapaus, jossa jakp= {r,r} tai Cy = {r,r}.)

Erityisesti, josE' muodostuu jonkin matriisic\ sarakkeista (tai riveistd), kutsutaan vekto-
raalimatroidiamatriisimatroidiksija merkitaani/ (A ):lla. Esimerkiksi graafinG piirimatroidi
M (G) on lineaarinen matroidi, jonka esitys saadaan, kun valiv@ktorijoukoksiG:n piirimat-
riisin rivit bindarikunnass&F(2) (ks. pykala 4.5¥. Luonnollisesti jokainen vektoraalimatroidi
voidaan ajatella matriisimatroidina jos niin halutaan,adostetaan vairk’:n vektoreista mat-
riisi.*

SPerinnollisia jarjestelmi, joilla on esitys bindérikasseGF (2), kutsutaarbin&arisiksi matroideiksiGraafin
piirimatroidi on aina bindarinen.

4Tama on oikeastaan nimen "matroidi” alkupera. Matroidiioe4arisen matroidin yleistys ja lineaarinen mat-
roidi taas on ajateltavissa matriisina. Kaikki matroidit& nimittdin ole lineaarisia. Nime& "matroidi” on aika-
naan ankarasti vastustettu eivatka sita vieldkaan kaiiyicgkvaan puhuvat "geometriasta” tai "’kombinatorisesta
geometriasta”.
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Transversaalimatroidi

Aarellisten ei-tyhjien joukkojen perheeA = {Ay,..., A} transversaalimatroidil/ (A)
onjoukonFE = A;U- - -U A perinnodllinen joukko, jonka riippumattomat joukot ovatikalleen
ne joukot, jotka siséaltavat enintdé&n yhden alkion kust@hirkostaA; (mukana tyhja joukko).
TassaA on jalleen multijoukko, ts. joukko!; voi esiintya siind alkiona useammankin kerran,
sallien nain moneni;:n alkion esiintya rippumattomassa joukossa.

Transversaalimatroidille luontainen aspekti on lisdys@isuus, ja se liittyy kaksijakoisen
graafin sovituksen lisayksiin! (Ks. pykala 5.8.) Muodoatet kaksijakoinen graafi = (V, E')
seuraavasti: Pistejoukko dn= E U A ja pisteidere sekaA; valilla on viiva tarkalleen silloin,
kune € A;. (Huomaa miten pistejoukkd’ jakaantuu luonnostaan kahteen irrotuksen osaan,
E:hen jaA:han, joilla ei ole yhteisia alkioita.) Jokainéi (.A):n riippumaton joukko on silloin
jonkin G::n sovituksen®':ssa olevien pisteiden joukko ja kdantaen.

Esimerkki. Alla on kuvattuna perheef{1,2},{2, 3,4}, {4,5}} transversaalimatroidia vas-
taava kaksijakoinen graafi seké sen riippumaton joukk®, 4} (paksu viiva).

1
2 {1,2}
3 {2,3,4)
4 {4,5)
5

Hyvin samaan tapaan kuin Lauseen 5.3 todistuksessa voiddata, etta jog; ja I, ovat riip-
pumattomia joukkoja (sovituksie$y sekas, pistejoukkoja) ja#(1;) < #(I), niin sovituksel-
le S; on sellainen lisdyspolku, etté saatu uusi sovitettu pistg ssa. Nain ollen\/(.A4):lla on
lisdysominaisuus.

Huomautus. Ajatellen kaksijakoisen graafin sovituksia eo. tilanne &ystn yleinen. Ts. kak-
sijakoisen graafin sovitukset ovat aina ajateltavissa artdnsversaalimatroidin riippumatto-
miksi joukoiksi. Itse asiassa aivan yleisenkin graafin tetxget ovat télla tavoin ajateltavissa
matroidina (nssovitusmatroiding ks.SWAMY & THULASIRAMAN .

JosA:n joukot ovat erillisi&—ts. ne muodostav@atn partition—niin transversaalimatroidia
kutsutaan myopartitiomatroidiksi.Partitiomatroidille lisdysominaisuus on ilmeinen.

Tasamatroidi

Kaikille aarellisille joukoille £ voidaan maaritellasamatroidi.Astettak oleva £:n tasa-
matroidiUy(E) on perinnéllinen jarjestelma, jonka riippumattomat jou&eat tarkalleen kaik-
ki £:n osajoukot, joissa on eninté&ralkiota.U,(F):n kannat ovat né’:n osajoukot, joissa on
tarkalleenk alkiota, ja piirit ne osajoukot, joissa on tarkalleler- 1 alkiota. Erityisesti&':n as-
tetta# () olevaa tasamatroidia kutsutaan uskin vapaaksi matroidiksilmeisestiU; (£):lla
on kannanvaihto-ominaisuus seka lisdysominaisuus.

Tasamatroidit eivat sinallaan ole kovin kiinnostaviatawoidaan kuitenkin usein kayttaa
"rakennuspalikoina” maariteltdessa mutkikkaampia mdéja. Helposti on todettavissa sekin,
ettd tasamatroidit ovat transversaalimatroideja (mjten?
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7.4 Ahne algoritmi

Monet kombinatoriset optimointitehtavatvat puettavissa jonkin joukof perinnéllisen jar-
jestelmanV/ painavimman tai kevyimman rippumattoman joukon etsitkésekun £:n alkioil-
le on annettu painot, joita merkitaan funktiotla £ — R, ja joukonF C E paino on

Za(e).

ecF

Nama kaksi optimointitehtavatyyppia vaihtuvat kesken&én painojen merkki vaihdetaan.
My6s voidaan etsid/:n painavimpia tai kevyimpia kantoja. Jalleen vaihtamabénojen
merkit maksimointi ja minimointi vaihtavat paikkaa. Mik&l/:n kaikki kannat ovat samanko-
koisia—kuten on laita matroideilla—ne voidaan edellegoitiaa tapaukseen, jossa painot ovat
positiiviset. Jos nimittaind on pieninE:n alkion paino, niin vaihtamalla painofunktioksi

81 8(e) = 1+ a(e) - A

saadaan ekvivalentti tehtdva, jossa painot ovat poséitvKannan maksimointi vaihtuu puo-
lestaan minimoinniksi ja kdantaen, kun otetaankin painktioksi

B:Ble)=1+B—ale),
missaBb suurin E':n alkion paino.

Esimerkki. Kruskalin algoritmi (ks. pykala 5.6) etsi—véahan yleisgai—yviivapainotetun graa-
fin G kevyimman virittavan metsan, s:n piirimatroidin kevyimman kannan. Kuten nahtiin,
kevyin virittava metsa I0ytyy silloin nopeasti—ja vielppammin, mikali viivat ovat saatavilla
kasvavan painon jarjestyksessa, jolloin valitaan vainaaiarkasteltavaksi "paras” eli kevyin
jaljella oleva viiva. Kruskalin 1. algoritmi onkin esimekikns. ahneesta algoritmista, joka ai-
na etenee "parhaaseen” k&silla olevaan suuntaan. Téallaiane algoritmi on nopea, senhan
vain tarvitsee etsia "paras” alkio lisattavaksi jo saatujoukkoon.

My6s Kruskalin 3. algoritmi on ahne algoritmi, se etsii pauimman virittdvan vastametsan
piirimatriisin duaalimatroidissa, ns. irrotusmatroida (ks. pykala 7.6).

Vaikka ahne algoritmi tuottaa piirimatroidin kantojen gafxsessa oikean tuloksen, se ei aina
sita tee.

Esimerkki. Viivapainotetun graafir kevyimman Hamiltonin piirin etsiminen voidaan myo6s
pukea eraan perinndllisen jarjestelman kevyimman kanmsimeseksi—olettaen etta Hamilto-
nin piireja on olemassa. Silloin valitaaf’ksi jalleenG viivojen joukko, mutta valitaan kan-
noiksiG:n Hamiltonin piirit (viivajoukkoina). Kevyin kanta on nigevyin Hamiltonin piiri. Ku-
ten pykalassa 5.7 todettiin, kevyimman Hamiltonin piitsiminen (kaupparatsuprobleema) on
toisaalta tunnettuV P-taydellinen tehtava eika mikaan ahne algoritmi voi ndiottaa aina oi-
keaa tulosta—ei ainakaan, j§3 # NP. Nain saatu perinnéllinen jarjestelma ei kuitenkaan
ole yleensa matroidi. (Silla ei esimerkiksi yleensa olerleaivaihto-ominaisuutta.)

Nayttaisi siis siltd, ettd ainakin matroideille ahne alfyor on suotuisa menetelma paina-
vimman/kevyimman kannan (tai riippumattoman joukon) ratseksi. Itse asiassa matroidit
ovat nimenomaan ne perinndlliset jarjestelmat, joillennén. Jotta asiaa paastaan kasittele-
maan tarkemmin, maaritella@mne algoritmiformaalisesti. Kasitelladn ensin rippumattomien
joukkojen maksimointia, minimointia koskeva osa on hakaissa. Sy6tteena on siis jouka@n
perinndllinen jarjestelma/ ja painofunktioc.

SEnemman tallaisia optimointitehtavia késitellaan kulssilatemaattinen optimointiteoria 2.
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Ahne algoritmi riippumattomille joukoille:

1. Jéarjestetddn joukod’ alkiot eq,..., e, vdhenevan [kasvavan] painon jarjestykseen:

€M)y -y €E(m)-
Asetetaart” < () jak + 1.
Josa(eqpy) < 0[alewr)) > 0], lopetetaan ja tulostetadn.

Josa(eqy) > 0 [a(ew)) < 0]ja F'U {ew } on riippumaton, asetetadn < F U {e() }.

a > w DN

Josk = m, tulostetaanF' ja lopetetaan. Muussa tapauksessa asetdtaan k + 1 ja
mennaan kohtaan 3.

Kantojen tapauksessa algoritmi on viela yksinkertaisempi

Ahne algoritmi kannoille:

1. Jarjestetddn joukod’ alkiot eq,...,e, va@henevan [kasvavan] painon jarjestykseen:

2. Asetetaarf’ < () jak « 1.
3. JosF' U {e) } on riippumaton, asetetadn < F U {e) }.

4. Josk = m, tulostetaant’ ja lopetetaan. Muussa tapauksessa asetdtaan k + 1 ja
mennaan kohtaan 3.

Paatulos, joka kytkee ahneen algoritmin toiminnan ja nidisauden toisiinsa, on

Lause 7.2. (Matroidien ahneuslauseAhne algoritmi rippumattomille joukoille tuottaa perin-
nollisen jarjestelmén painavimman riippumattoman joukaikille painofunktioilletarkalleen
silloin, kun kyseessa on matroidi. (TAméa on asneusominaisuysvastaava tulos patee myos
kannoille, ja edelleen kevyimpien riippumattomien joy&kseka kantojen etsimiselle. Liséksi
molemmissa tapauksissa voidaan rajoittua positiivisampihin.

Todistus. Ekvivalenssi matroidisuuden kanssa esitetddn Lausedndistuksessa seuraavassa
pykalassa.

Kuten edella todettiin, ahneusominaisuus on ekvivalendtksimoinnille ja minimoinnille,
niin rippumattomille joukoille kuin kannoillekin. Mydsodettiin, ettéa painavimman kannan et-
siminen voidaan rajoittaa positiiville painoille. Koskagtiivisille painoille painavin riippuma-
ton joukko on automaattisesti kanta, seuraa ahneusomursk&nnoille ahneusominaisuudesta
rippumattomille joukoille.

Toisaalta, jos ahneusominaisuus patee kannoille, se p@tés riippumattomille joukoil-
le. Riippumattoman joukon maksimointi painofunktiotlevastaa silloin kannan maksimointia
positiiviselle painofunktiolle

B Ble) =1+ max(0, a(e)),

ahneet algoritmit toimivat tisméalleen samoin, silla kdhtai nyt esiinny lainkaan riippumatto-
mille joukoille. Lopputuloksesta pitda vain poista@ainoiset alkiot. O

Huomautus. Ahneusominaisuus on siis my6s matroidin maaritteleva kaspeerinnollisille
joukoille se on ekvivalentti ahneen algoritmin kayttokédpiuden kanssa. Tietyille samantapai-
sille yleisemmille joukkojarjestelmille on myds omat "a&lslauseensa”. Tallaisia ovat mm.
ns.greedoiditsekdmatroidiupotukset.



LUKU 7. MATROIDIT 98

7.5 Yleinen matroidi

Mika tahansa edella esitetyista aspekteista tekee pdlisesia jarjestelmasta matroidin. Kun
viela todetaan, ettd ne ovat kaikki keskenaan ekvivalerittaan maaritellénatroidiperinnol-
liseksi jarjestelmé&ksi, jolla on jokin mainituista aspsikta.

Lisataan listaan vield yksi aspekti, joka on hankalammuraan todettavissa piirimatroi-
dille:

Alimodulaarisuus: Jos M on joukonF perinndllinen jarjestelma j&’, I’ C E, niin

pu(F N E) + pu(FUF') < pa(F) + par (F).

Naytetaan sitten mainittu ekvivalenssi, mukaanlukiefévaimodulaarisuuskin.

Lause 7.3.Jos perinndllisella jarjestelmalla on yksikin alla olevayhdeksastéa aspektista, niin
silla on ne kaikki (ja se on matroidi).

(i) Tasaisuusominaisuus (vi) Alimodulaarisuus

(i) Kannanvaihto-ominaisuus (vii) Eliminoituvuusominaisuus

(i) Lisaysominaisuus (viil) Indusoitujen piirien ominaisuus
(iv) Heikko absorptiivisuus (ix) Ahneusominaisuus

(v) Vahva absorptiivisuus

Todistus. Todistetaan implikaatiot seuraavan vahvasti yhtenaigmaafin mukaisesti:

v |
(i) —> (i) —> (i) —>(iv) —>)

(vi)

(Vi) — (Vi) —(ix)

Talloin kaikki yhdeksan eri aspektia ovat yhdistetyt timisa implikaatioketjuilla ja ne ovat nain
ekvivalentit. Tarkastellaan yleisesti jouk@nperinnollista jarjestelmasd.

(i)=(ii): Tasaisuusominaisuuden seurauksena kailkn kannat ovat samankokoisia. Jos
By, By € By jae € By — Bs, niin sovelletaan tasaisuutta joukkobhn= (B; — e) U B,. Kaikki
maksimaalisef’:aan sisaltyvat rippumattomat joukot ovat siis samanksikkuin B, (ja By).

B; — e ei ole téllainen maksimaalinen riippumaton joukko, siimaytita liian vahan alkioita.
Toisaalta lisaamalld; — e:hen yksi alkio f saadaan mainitunlainen riippumaton joukko
Alkion f on tultava erotuksest@, — B, joten H = B; — e + f. LisaksiH:ssa on yhta monta
alkiota kuin B;:ssa, joten se on kanta.

(i)=(iii): Jos I, I, € Ty ja#(11) < #(I,), valitaan sellaiset kannd, ja Bs, ettdl; C
B ja I, C B,. Kaytetaan kannanvaihto-ominaisuutta (toistuvasti)géndetaan tarvittaessa
Bs:n alkioiksi neB; — I;:n alkiot, jotka eivat oleB;y:ssa. Taméan jalkeen voidaan olettaa, etta
B; — I; € B,. Kannanvaihto-ominaisuuden seurauksena kaikki kanngt ssmankokoisia.
Koska néin ollen

#(By — 1) = #(B1) — #(11) > #(Bs) — #([2) = #(By — 1),
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By — I, ei voi sisaltyaB, — I:een. Siispél;:ssa on jokinB; — I;:n alkio e ja I; + e on
riippumaton joukko.
(i) =(iv): Tarkastellaan tilannetta, jossa

pu(F) = py(F +¢€) = pu(F + [).

Mikali nyt pp (F + e + f) > py(F), valitaan maksimaalinen riippumatdiin osajoukkol;
sekd maksimaalinen riippumatdn+ e + f:n osajoukkols. Silloin #(15) > #(I;) ja lisays-
ominaisuuden nojalld;:t& voidaan lisata yhdell&:n alkiolla. Tama alkio ei voi tullaF:sta
(miksi?), joten sen on oltava joketai f. Talloin kuitenkin jokop (F) < py(F + e) tai
pu(F) < pu(F + ) (V).

(iv)=(v): Tassa oletetaan heikko absorptiivisuus ja tarkasallsellaisiaZ:n osajoukko-
ja Fja F', ettapy (F + e) = py(F) jokaiselle F':n alkiolle e. Kaytetdan induktiota luvun
k = #(F' — F) suhteen ja naytetaan, efig (F') = py (F U F') (vahva absorptiivisuus).

Induktion lahtékohtaNyt £ = 0 tai k£ = 1 ja asia on selva.

Induktio-oletus Tulos on oikea, kuk < ¢. (¢ > 1)

Induktio-vaite Tulos on oikea, kum: = ¢ + 1.

Induktiovaitteen todistusvalitaan eri alkiote, f € F' — F' ja merkitdédnt” = F' — e — f.
Induktio-oletuksen nojalla

pu(F) = pu(FUE") = py(FUF" +¢€) = pu(FUF" + f).
Soveltamalla tdh&n heikkoa absorptiivisuutta nahda#, et
pu(F) = pu(FUF" +e+ f) = pu(FUF).

(V)=-(i): Jos I on maksimaalinen riippumatof:n osajoukko, niinpy, (I + ¢) = pu(1)
(mahdollisille) erotukseti’ — I:n alkioille e. Vahvan absorptiivisuuden vuoksi silloin, (F') =
pm (1) = #(I), ts. kaikki tallaiset riippumattomat joukdt ovat samankokoisia ja tasaisuus-
ominaisuus on voimassa.

()=-(vi): Tarkastellaan joukkoj&’, I’ C E ja merkitddn maksimaalista rippumatonta leik-
kauksenF' N F’ maksimaalista riippumatonta osajoukkdalld ja yhdisteen maksimaalista
F U F' riippumatonta osajoukkog:lla. Tasaisuudesta seuraa lisdysominaisuus, joten aoida
olettaa, ettdl, saadaarn;:sta lisaamalla alkioita, td; C I,. Nyt I, N F on F:n rippumaton
osajoukko jal, N F’ on F’:n riippumaton osajoukko, ja kumpikin sisaltdan. Siispa

pr(FOVE) + pu(F U F') = #4(11) + #(12)
= #(LNF)+#(LNF) < pu(F) + pu(F).

Tahdella merkitty yhtasuuruus on joukko-opillinen, k$aalleva kuva.

<>

N

(vi)=-(vii):Otetaan tarkasteltavaksi eri piirtt;, C; € Cy; ja alkioe € C; N Cy. Silloin
pM(Cl) = #(Cl) -1 ja pM(Cg) = #(CQ) -1 ja V|e|apM(Cl N CQ) = #(Cl N CQ) (MUiSta,
ettd jokainen piirin aito osajoukko on riippumaton.) Mikéyt C; U C, — e ei sisalla piiria, niin
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se on riippumaton jaM(Cl UCQ — 6) = #(Cl UCQ) -1, ja SiiSpM(Cl UCQ) > #(Cl UC2) —1.
Alimodulaarisuuden nojalla kuitenkin

pr(C1 N Co) + par(CLU Co) < par(Ch) + par(Ca),
josta seuraa (totea!), etta
#(C1NCy) + #(CLUCy) < #(Ch) + #(Cy) — 1.

Tama on joukko-opillisesti mahdotonta. Nain oliepuU C5 — e sisaltaa piirin.

(vit)=-(viii): Jos I on riippumaton joukko ja + e siséltaa kaksi eri piirid; ja Cs, niin
iimeisesti sek&’; ettdC; siséaltaa silloin alkiore. Eliminointiominaisuuden nojall&’; UCs — e
siséltéa piirin. Mutta kosk&'; U C;, — e sisaltyy/:hin, se on kuitenkin riippumaton/). Siispa
I + e sisaltdé enintaan yhden piirin.

(viii) =(ix): Merkitédén I:1la ahneen algoritmin tulostetta painofunktiotia (Kyseessa on
painavimman riippumattoman joukon etsinta.) Jam ko. painavin rippumaton joukko, asia
on selvd. Muussa tapauksessa valitaan painavimmistaimpgiomista joukoista sellainen, jolla
on suurin leikkaud:n kanssa. Merkitaan taté painavinta riippumatonta joakiKdla. / ei voi
olla I":n osajoukko, muuten ahne algoritmi tulostaisi painavammi@pumattoman joukon.
Merkitaane:lla ensimmaisté erotukseh— [’ alkiota, jonka ahne algoritmi valitsee mukaan.
I' + e on riippuva joukko ja se siis siséltaa tarkalleen yhdenirpir (muista indusoitujen
piirien ominaisuus). Tama piiri ei tietenkaan sisallin, joten voidaan valita alkig € C' — 1.
Koskal’ + e sisdlsi vain yhden piirin]’ + e — f on riippumaton joukko/’ on maksimaalinen,
jotena(f) > a(e). Toisaaltaf ja neI:n alkiot, jotka ahne algoritmi valitsi ennenta, ovat
kaikki I":ssa, jotenf:n lisaéaminen mainittuihin alkioihin ei muodosta piirid&id ollen f ol
kaytettavissa ahneen algoritmin valitessa, mika tietaa etta(f) < a(e). Siisa(f) = a(e)
ja joukotI” + e — f sekdal’ ovat yhta painavat. Taméa on kuitenkin vastéim valintaa, silla
#((I"+e— f)ynI) > #(I' " I). (Lukija huomannee tietyn yhtélaisyyden tdmén ja Lauseen
5.2 todistuksen kanssa. Itse asiassa nain saadaan ussisosiile, ettd Kruskalin 1. algoritmi
toimii.)

(ix)=>(iii): Tarkastellaan riippumattomia joukkoja ja I, joille #(1;) < #(I3). Merkitéan
lyhyyden vuoksik = #(1;). Otetaan nyt kayttdon painofunktio

k+2,jose € I
a:ale)=<Kk+1,josecl,—I;
0 muuten.

Silloin I5:n paino on

D ale) > (k+ 1) >k(k+2)=> ale),

e€ls ecly

eli siis suurempi kuin/;:n paino, joten/; ei ole painavin rippumaton joukko. Toisaalta ahne
algoritmi valitsee painavinta riippumatonta joukkoa etsiéén ahneudessaan kaikkn alkiot
ennen ensimmaistakaan— 7,:n alkiota. Koska se nyt oletuksen mukaan tulostaa painaam
riippumattoman joukon, sen on otettava mukaan viela amygksi I, — I,:n alkioe ja I; + e on
taten riippumaton joukko. Lisdysominaisuus on siis voisaas O

Kaytetyin matroidin maarittava aspekti lienee lisdysoasous.
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7.6 Matroidien operaatioita

Edella graafien virittavien puiden ja niihin liittyvien pesirrotusjoukkojen seka peruspiirien yh-
teydessa mainittiin usein naiden duaalisuus. Duaalisodsisaalta ominaisuus, joka on hyvin
luonnollinen perinndllisille jarjestelmille sek& matdeille.

JoukonFE perinndllisen jarjestelméan/ duaali(jarjestelmapn joukonFE perinnollinen jar-
jestelmaM/*, jonka kannat ovafl/:n kantojen komplementitA:t& vastaan). Usein duaalijar-
jestelman)/* kantoja kutsutaari/:n vastakannoiksipiireja M :n vastapiireiksijne. Kyseessa
on todellakin perinnéllinen jarjestelméa: JBs ja B, ovatM*:n eri kantoja, niinB; ja B, ovat
M:n eri kantoja. Nain ollen, jo8; C B,, niin B, C B; (/). Huomaa viela, etté\/*)* = M.

Lause 7.4. (Whitneyn lauseMatroidin M duaali M* on matroidi, nsduaalimatroidija
pur-(F) = #(F) = pu(E) + pur(F).
(Huomaa, etté,,(E) on M:n kannan koko.)

Todistus.Naytetdan, ettd/*:lla on kannanvaihto-ominaisuus, jolloin se Lauseen 7.8aman
on matroidi. JosB, ja B, ovat M*:n kantoja jac € B; — B,, niin B; ja B, ovat M:n eri
kantoja jac € B, — B;. KoskaB; on M:n kanta,B; + e siséltda tarkalleen yhdel :n piirin
C (indusoitujen piirien ominaisuus) ja tassa piirissa oawtjokin alkiof € By — B;. Mutta
silloin B; + e — f ei sisalla):n piiria eli se onM :n riippumaton joukko ja sen koko on sama
kuin By:n. Koska kaikki kannat ovat aina samankokoisia/gn+ e — f nain ollen)M :n kanta,
ja sen komplementi?; — e + f puolestaan od/*:n kanta.

Ranginp,- (F') laskemiseksi valitaan maksimaalinéri*:n riippumaton joukkoH, joka
sisdltyy F:aan. Talloin

pu+(F) = pa-(H) = #(H).
Silloin H on minimaalinen sellainen joukdn sisaltava joukko, etta se sisaltaa jonkihn kan-
nan. (Sama asia vain toisin sanottuna. Huomaa feg#saltyy johonkin}/*:n kantaan.) Mutta
tallainen joukkohan saadaan, kun lahdet&#sta, otetaan maksimaalinéhaan sisaltyva/:n
riippumaton joukko—jossa omy; ( F' ) alkiota—ija jatketaan se kannaksi—jossa taag QOF)
alkiota. Siispa
#(H) — #(F) = pu(E) — pur(F).

Joukko-opillisista syista
#(H )+ #(H) = #(E) = #(F ) + #(F).
Naistéa yhdistamalla saadaan esitetty rangin(F') laskukaava (totea!). O

Dualiikka antaa yhteyden matroidivi kantojen ja sen duaalimatroidivi* piirien (eli M:n
vastapiirien) valille:

Lause 7.5.(i) Matroidin M duaalimatroidin piirit ovat minimaaliset sellaiset joutkgotka leik-
kaavat jokaistal/:n kantaa.

(i) Matroidin M kannat ovat minimaaliset sellaiset joukot, jotka leikkaigokaista duaali-
matroidin M * piiria.
komplementtiin. N&ain ollen niiden taytyy leikata jokaistan kantaa.

(i) M*:n kannat ovat maksimaaliset joukot, jotka eivat sisallg&ém M *:n piiria. Sama
asia toisin:M:n kannat ovat minimaaliset joukot, jotka leikkaavat jakail/*:n piiria. O
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Esimerkki. Yhtendisen graafid piirimatroidin M/ (G) kannat ovatG:n virittdvat puut. Sen
duaalimatroidin}/*(G) kannat ovat ndiden komplementit eli virittavat vastapduaalimat-
roidin piirit puolestaan ovat lauseen nojalld:n irrotusjoukot. (Vrt. Lauseet 2.4 ja 2.5.) Koska
M*(G) on Whitneyn lauseen mukaisesti matroidi, silla on ahneursaisuus, ts. ahne algo-
ritmi 16ytaa sille painavimman/kevyimman kannan. Taharugeiu Kruskalin 3. algoritmin
toimivuus. Se etsii graafille painavimman virittdvan vastan.

Vastaavat kasitteet ovat luonnollisesti maariteltavigigiselle, mahdollisesti epayhtenéi-
selle graafilleG. Silloin M*(G):n kannat ovatG:n virittavat vastametséat. Duaalimatroidia
M*(G) kutsutaani':n irrotusmatroidikstai vastapiirimatroidiksiEntas milloin irrotusmatroi-
di M*(G) olisi graafinen, ts. jonkin (toisen) graafin piirimatroidiKes. Whitneyn tasottuvuus-
lausesanoo, etta nain kay tarkalleen silloin, kahon tasottuva! (Ks. esimerkikgVeEsT.)

JosM; on joukonE; perinndllinen jarjestelma = 1, . . ., k), niin jarjestelmien\/y, . . ., M,
suorasumma/ = M;&®- - -& M, on joukonE = E,U- - -UE}, perinnollinen jarjestelma, jonka
riippumattomat joukot ovat tarkalleen kaikki joukQtU - - - U Iy, missal; € Zy,, (: = 1,..., k).
Erityisesti josF;, = --- = E, = E, sanotaan suoraa summaa jarjestelmiend, ..., My
yhdisteeksimerkitdan) = M; U - - - U M. Huomaa, ettd yleensakin voitaisiin ajatella kutakin
jarjestelméa)M; myos joukonE perinnollisend jarjestelmana lisddmalla vdin— E; alkiot
piireiksi (tarkemmin sanoen silmukoiksi).

Ei ole kovin vaikeaa todeta, etta jag,, . .., M, ovat matroideja ja joukok, . . ., E} ovat
pareittain erillisia, niin\/ = M; & --- & M, on matroidi, nayttamalla vaikkapa, etta silla on
lisdysominaisuus (tee se!). Yleisempikin tulos patee:

Lause 7.6. (Matroidien yhdistelaus&) Jos)\/, . . ., M, ovat joukonE matroideja, niin yhdiste
M = M; U ---U M, on myds joukortZ matroidi ja

k
par + par(F) = min (#(F — F') + Z o (F)).
Todistus. Todistus on varsin pitka ja sivuutetaan (ks. esimerkikgs#tai OXLEY.) Mainitta-
koon, ettd rangia koskeva kaava ei pade yleisesti perisili@ljarjestelmille. O

Talla on monia perustavaa laatua olevia seurauksia, dsikser

Seuraus. (Matroidien peittolausé€) JosM on joukonE silmukaton matroidi, niin pienin maa-
ra rippumattomia joukkoja, joiden yhdiste dr, on

Li((FF))W '

Todistus.Huomaa, ettéd kosk&/:ssa ei ole silmukoita, jokainef:n alkio on itsessaan riippu-
maton joukko. Joukkd’ voidaan siis peittdd mainitulla tavalla. Otetaan yhdeiskessa mat-
roideiksi My, ..., M, nyt k kopiotaM:sta. SilloinE on k:n M:n riippumattoman joukon yh-
diste tarkalleen silloin, kun se on yhdistematroidifi = M; U - - - U M, riippumaton joukko.
Tarkasteltu peitto-ominaisuus voidaan nyt ilmaista mwsdp,, (E£) = #(F) ja se on yhdis-
telauseen mukaan sama kuin etta

max
FCE

FCE

#(E) = min (#(B — F) + Z par (F))

5Tunnetaan myos nimellBdmonds—Fulkerson-lausa Matroidien summalause.
"Tunnetaan my6s nimellBdmondsin peittolause.
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eli
min(kpy (F) — #(F)) = 0.

FCE

Koska minimoitava erotus oa 0, kun £’ on tyhja joukko,k on siis pienin sellainen luku, etta
k > #(F)/pn (F) kaikille ei-tyhjille osajoukoilleF’ C E. O

Esimerkki. Silmukattoman graafit: = (V, E) piirimatroidin M (G) tapauksessa riippumat-
tomat joukot ovatz:n alimetséat ja kysymys on siis siitd montako alimetsaaniddin tarvitaan,
jotta ne sisaltaisivat kaikki=:n viivat. Merkitaan mainittua lukumaaraa (G):lla, sita kutsu-
taanG:n arborisuudeksi.

Peittolauseessa esiintyvan maksimoinnin analysoimiga&tan viivojen indusoima ali-

graafi (F') komponentteihinsa, joiden piste- ja viivaluvut ovat vaststing, ..., n;, seka
my, ..., mg,. Valitaan lisaksi indeksointi siten, ettéa
Mkp > Mgp—1 >..> my .
Ngp — 1 Nkp—1 — 1 ny — 1
T1 + 29

. I ) I .. X9
Yleisesti, jos— > —, niin — > . N&in ollen

Yo Y1 Yo Y1+ Yo

ma my =+ Mo
ng—l_n1+n2—2

ja, jatkamalla tasta induktiivisesti, edelleen

n—1"ng+---+n;—1
Erityisesti siis
Mg, > my+ -+ My, _ #(F)
Ngp— 1~ ny+ - +ng, —kp ,OM(G)(F).

Maksimoitaessa voidaan néin rajoittua sellaisiin viivaidoihin £, etté (F) on yhtenai-
nen, jolloinpy e (F) = np — 1, missény on F:n pisteluku. (Liséksi voitaisiin viela rajoittua
sellaisiin viivajoukkoihinZ’, ettd (F') on myos pisteidensé generoima aligraafi, silla kahden jo
yhdistetyn pisteen yhdistdminen viivalla kasvattaa nma&gavan osamaaran osoittajaa yhdel-
[& nimittdjan pysyessa samana.) Nain saadaan arborisuadéeluluisaNash-Williamsin kaava

Huomattakoon, etté koska yksinkertaiselle tasottuvabefijle #(F') < 3nr — 6 (Lineaa-
rinen raja sovellettund F'):&én), onA(G) talléin enintaans3.

JoukonFE perinndllisen jarjestelman/ rajoittumajoukkoon F' C E on perinndllinen jar-
jestelmaM | F, jonka riippumattomat joukot ovat tarkalleen Aen osajoukot, jotka ovat/:n
riippumattomia osajoukkojal/:n kutistumgoukkoon F' on puolestaan perinndllinen jarjestel-
ma(M*|F)*, merkitddnM.F'. limeisestil/:n lisdysominaisuus siirtyy suoradd| F":4an, joten
(ks. Whitneyn lause)

Lause 7.7.JosM on joukonE matroidija F' C FE, niin M |F sekaM.F ovat myds matroideja.

Matroidin M alimatroidejaovat ne matroidit, jotka saadaaih:sta perakkaisilla rajoittumilla ja
kutistumilla.
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