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•Προσομοιωμένη εξέλιξη
•Εξελικτικοί αλγόριθμοι
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•Επίλυση προβλημάτων βελτιστοποίησης
με ΓΑ

•Εφαρμογές των ΓΑ
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Το κλασικό μαθηματικό πρόβλημα της 
βελτιστοποίησης



Τι είναι βελτιστοποίηση;

Η διαδικασία εύρεσης της καλύτερης ή μιας ικανοποιητικά καλής
λύσης σε ένα συγκεκριμένο πρόβλημα με το καλύτερο δυνατό
τρόπο.
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Βασικά στοιχεία διαμόρφωσης ενός 
προβλήματος βελτιστοποίησης

Στη διαμόρφωση ενός προβλήματος βελτιστοποίησης περιλαμβάνεται ο καθορισμός
τεσσάρων βασικών στοιχείων:

1. Χώρος εφικτών λύσεων ή χώρος αναζήτησης
2. Παράμετροι ή μεταβλητές ελέγχου του συστήματος.
3. Περιορισμοί (constraints). Οι παράμετροι του συστήματος υφίστανται

περιορισμούς όσον αφορά τις επιτρεπτές τιμές τους.
4. Αντικειμενική συνάρτηση (objective function). Η αντικειμενική συνάρτηση

καθορίζει το μέτρο της αποτελεσματικότητας του συστήματος και είναι μια
μαθηματική έκφραση των παραμέτρων του συστήματος. Η βέλτιστη λύση
επιτυγχάνεται όταν οι τιμές των παραμέτρων οδηγούν στη βέλτιστη τιμή της
αντικειμενικής συνάρτησης ικανοποιώντας ταυτόχρονα και τους περιορισμούς.
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Ένα εύκολο πρόβλημα υπολογισμού του ελαχίστου μιας
συνάρτησης

0≤x≤31

Το ελάχιστο της συνάρτησης είναι 0.5 στο σημείο με τετμημένη 10
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)2sin()sin()( xxxf 

Oπως μπορούμε να δούμε από την γραφική παράσταση, η
συνάρτηση f(x) παρουσιάζει δύο τοπικά ελάχιστα και ένα ολικό
ελάχιστο στο σημείο 5.36 με τιμή –1.7602.

Ένα πιο δύσκολο πρόβλημα υπολογισμού του ελαχίστου 
μιας συνάρτησης
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Ελάχιστη τιμή της συνάρτησης: -18.5547
στο σημείο  (9.039, 8.668)

Το διάγραμμα των ισοϋψών

Ένα δύσκολο πρόβλημα υπολογισμού του ελαχίστου μιας 
συνάρτησης
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Το διάγραμμα των ισοϋψών
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Η συνάρτηση έχει ένα καθολικό
ελάχιστο ίσο με 0, στο σημείο
(x1,x2)=(0,0)



Φυσική εξέλιξη (Natural evolution) είναι μια διαδικασία
βελτιστοποίησης βασιζόμενη σε έναν πληθυσμό.
Αποτελεί μια εύρωστη και αποτελεσματική τεχνική για την
επίλυση δύσκολων προβλημάτων.

Η φυσική εξέλιξη βασίζεται στη:

Δαρβίνια αρχή της φυσικής επιλογής

δηλαδή στην επικράτηση του ισχυρότερου (Survival of the fittest).

Εξελικτική θεωρία του Δαρβίνου
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Προσομοιωμένη εξέλιξη 
(Simulated evolution)
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Τι είναι η εξέλιξη;

Εξέλιξη δεν είναι μια δύναμη αλλά μια διαδικασία. Το πιο
ξεκάθαρο χαρακτηριστικό αυτής της διαδικασίας είναι η
συσσώρευση όλο και περισσότερο κατάλληλων συμπεριφορών
μέσα σε μια εξελισσόμενη γενεαλογία δοκιμών.

Η Δαρβίνια εξέλιξη είναι ένας αλγόριθμος βελτιστοποίησης
(optimization algorithm). Η εξέλιξη δεν είναι μια θεωρία
πρόβλεψης ούτε μια ταυτολογία. Στις περισσότερες διαδικασίες
βελτιστοποίησης το σημείο ή τα σημεία λύσης ανακαλύπτονται με
τη μέθοδο αναζήτησης «trial and error».

Εξέλιξη είναι μια διαδικασία βελτιστοποίησης που μπορεί να
προσομοιωθεί σ’ έναν υπολογιστή και να χρησιμοποιηθεί για
τεχνολογικούς σκοπούς.
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 Η προσομοιωμένη εξέλιξη είναι ένας αλγόριθμος
βελτιστοποίησης.

 Ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης ονομάζεται και
βελτιστοποιητής (optimizer).

 Ένας εξελικτικός αλγόριθμος (Evolutionary Algorithm) (ΕΑ)
είναι ένας αλγόριθμος βελτιστοποίησης.

Τι είναι η προσομοιωμένη εξέλιξη;
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Εξελικτικοί Αλγόριθμοι
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Ο Εξελικτικός Υπολογισμός (Evolutionary Computation) είναι ένας
τομέας της Υπολογιστικής Νοημοσύνης (Computational
Intelligence).

Ο τομέας του εξελικτικού υπολογισμού εμπεριέχει μια κατηγορία
στοχαστικών αλγορίθμων βελτιστοποίησης που ονομάζονται
Εξελικτικοί Αλγόριθμοι (ΕΑ).

Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 15

Οι ΕΑ είναι τομέας της Υπολογιστικής Νοημοσύνης
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Στην οικογένεια των ΕΑ περιλαμβάνονται οι στοχαστικοί 
αλγόριθμοι:

 Γενετικοί Αλγόριθμοι – ΓΑ (Genetic Algorithms)
 Εξελικτικές Στρατηγικές 

(Παραμετρική βελτιστοποίηση)
 Γενετικός Προγραμματισμός 

(Εξέλιξη προγράμματος υπολογιστή, αλγόριθμοι και    
λογικές εκφράσεις)

 Εξελικτικός Προγραμματισμός
(Εξέλιξη μηχανών πεπερασμένων καταστάσεων)

Ποιοι αλγόριθμοι ανήκουν στους ΕΑ;



1. Είναι γενικός και αξιοποιείται σε πολλά προβλήματα. 
2. Εξελίσσει ένα πληθυσμό υποψήφιων λύσεων.
3. Είναι στοχαστικός επειδή χρησιμοποιεί πιθανοτικούς (όχι 

αιτιοκρατικούς) κανόνες και τελεστές. 
4. Χρησιμοποιεί αρχές εμπνευσμένες από τη βιολογική εξέλιξη.
5. Αξιοποιείται για τη λύση στατικών και δυναμικών

προβλημάτων.
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Ο εξελικτικός αλγόριθμος:

Εξελικτικός 
Αλγόριθμος

Πρόβλημα 
προς επίλυση

Ένα σύνολο
λύσεων

Είσοδος και έξοδος ενός ΕΑ



Τι είδους προβλήματα αντιμετωπίζουν οι ΕΑ 
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 Στατικά προβλήματα
 Δυναμικά προβλήματα



Στατικά προβλήματα 
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Οι ΕΑ εστιάζονται παραδοσιακά σε στατικά προβλήματα,
δηλαδή σε προβλήματα των οποίων η βέλτιστη λύση δεν
αλλάζει με το χρόνο.

Βέλτιστη λύση
Υποψήφιες λύσεις στον 

πληθυσμό

Χώρος 
αναζήτησης

Χώρος αναζήτησης 
(αρχικός πληθυσμός)

Χώρος αναζήτησης (ο 
πληθυσμός συγκλίνει 
τη χρονική στιγμή t)



Δυναμικά προβλήματα

Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 20

Πολλά πραγματικά προβλήματα απαιτούν δυναμική
βελτιστοποίηση μια και η βέλτιστη λύση τους αλλάζει με το
χρόνο. Ενισχυμένοι ΕΑ είναι καλές επιλογές σε τέτοιες
περιπτώσεις.

• Logistics, οι απαιτήσεις καταναλωτών μπορούν να αλλάξουν
• Δίκτυα μεταφορών, ο χρόνος ταξιδιού μεταξύ των κόμβων

μπορεί να αλλάξει
• …
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Χώρος αναζήτησης (ο 
πληθυσμός συγκλίνει 
τη χρονική στιγμή t)

Χώρος αναζήτησης 
(η βέλτιστη λύση 
μετακινήθηκε τη 

χρονική στιγμή t+1)

Η χρονική εξέλιξη ενός δυναμικού προβλήματος. Η βέλτιστη
λύση αλλάζει χρονικά

Δυναμικά προβλήματα



Εξελικτική βελτιστοποίηση σε επιστημονικά και 
τεχνολογικά προβλήματα 
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Κύκλος-διάγραμμα βελτιστοποίησης παραμέτρων συστήματος 

Προσομοιωτής 
συστήματος

Εξελικτικός 
αλγόριθμος

Είσοδος νέων τιμών 
παραμέτρων

Αρχικές τιμές παραμέτρωνΒελτιστοποιημένες 
τιμές παραμέτρων

Αντικειμενική 
συνάρτηση
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Εξελικτική Βελτιστοποίηση

Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 24

• Τι δυσκολεύει τη βελτιστοποίηση των προβλημάτων;
• Βιολογικό πρότυπο και εξελικτικός αλγόριθμος.
• Πλεονεκτήματα-Μειονεκτήματα των ΕΑ.



Τι δυσκολεύει τη βελτιστοποίηση των προβλημάτων;

• Ο αριθμός των λύσεων να είναι πολύ μεγάλος
• Η αξιολόγηση των λύσεων μπορεί να είναι χρονοβόρα, 

ακριβή, επικίνδυνη ή και υποκειμενική
• Οι εφικτές λύσεις να είναι ελάχιστες
• Το πρόβλημα μπορεί να είναι μη-γραμμικό, διακριτό, 

ασυνεχές, με πολλαπλά ακρότατα κ.α.
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• Το πρόβλημα μπορεί να είναι ιεραρχικό (πολύ-επίπεδη 
βελτιστοποίηση)

• Απαίτηση πολλαπλών λύσεων
• Η δομή του προβλήματος να είναι άγνωστη
• Αντικρουόμενοι στόχοι (multiobjective optimization)
• Το πρόβλημα μπορεί να είναι χρονικά μεταβαλλόμενο

(δυναμική βελτιστοποίηση)
• Το πρόβλημα μπορεί να είναι NP-complete, δηλαδή δεν μπορεί 

να επιλυθεί από κάποιο αιτιοκρατικό αλγόριθμο σε 
πολυωνυμικό χρόνο αλλά να μπορεί να επιλυθεί από μη-
αιτιοκρατικό αλγόριθμο σε πολυωνυμικό χρόνο.
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Βιολογική εξέλιξη

Προσομοιωμένη 
εξέλιξη για την 

επίλυση του 
προβλήματος

Άτομα Υποψήφιες λύσεις

Περιβάλλον Πρόβλημα

Καταλληλότητα Ποιότητα λύσης

Βιολογικό πρότυπο και εξελικτικός αλγόριθμος 



Πλεονεκτήματα των ΕΑ

• Απλότητα
• Μεθοδολογίες βελτιστοποίησης γενικού σκοπού
• Απαιτείται μόνο η αξιολόγηση των λύσεων
• Παράγουν εναλλακτικές λύσεις
• Ικανότητα συνταιριάσματος με άλλες μεθόδους

(υβριδισμός)
• Παραλληλισμός
• Επιτυχής εφαρμογή στην πράξη
• Υψηλή απόδοση
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Μειονεκτήματα των ΕΑ

• Υπο-βέλτιστες μεθοδολογίες: δεν εγγυώνται για 
ποιοτική λύση. 

• Υπολογιστικό φορτίο.
• Ανάγκη ρύθμισης των παραμέτρων του αλγορίθμου.
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Γενετικοί Αλγόριθμοι
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Οι ΓΑ προέκυψαν από τις μελέτες των κυψελιδωτών αυτομάτων
που πραγματοποιήθηκαν από τον J. Holland το 1975, στο
Πανεπιστήμιο του Michigan.

Με το βιβλίο του “Adaptation in Natural and Artificial Systems”
έθεσε τις βάσεις για την νέα τεχνική του Εξελικτικού
Υπολογισμού.

Η αρχή των ΓΑ (βασική ιδέα)
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Διδακτικά βιβλία
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Genetic Algorithms + Data Structures = Evolution Programs
Springer‐Verlag, 1999.

2. David E. Goldberg
Genetic Algorithms in search, optimization & machine learning
Addison-Wesley, 1989.
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Τι είναι οι ΓΑ;

Οι ΓΑ είναι στοχαστικοί αλγόριθμοι αναζήτησης γενικού
σκοπού οι οποίες καταφέρνουν μια αξιοσημείωτη
ισορροπία μεταξύ της εξερεύνησης στη γειτονιά της
βέλτιστης λύσης (exploration) και της αξιοποίησης μιας
στοχευμένης αναζήτησης/διερεύνησης στον ευρύτερο
χώρο (exploitation) των εφικτών λύσεων του
προβλήματος.

Πού βασίζονται οι ΓΑ; 

Οι ΓΑ βασίζονται στη θεμελιώδη αρχή της εξέλιξης:

“Η επικράτηση του δυνατότερου”



Τι είδους προβλήματα βελτιστοποίησης αντιμετωπίζουν οι ΓΑ; 
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Προβλήματα βελτιστοποίησης απουσία περιορισμών

Τέτοιου είδους προβλήματα εμφανίζονται συχνά σε θέματα
αναγνώρισης συστημάτων, όπου ο αντικειμενικός στόχος είναι ο
προσδιορισμός του μοντέλου του συστήματος από μετρήσεις
εισόδου-εξόδου.

Προβλήματα βελτιστοποίησης με περιορισμούς

Οι περιορισμοί στους οποίους υπόκεινται το πρόβλημα
αποτελούν τις προδιαγραφές ή και τις συνθήκες που πρέπει να
ικανοποιούν οι λύσεις.



Ορολογία-1 
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• Χρωμοσώματα (chromosomes) ή άτομα (individuals) ή γονότυποι (genotypes) ή
εκπρόσωποι (agents) ή αλυσίδες (strings) ή σημεία (points): Αναφέρονται σε
υποψήφιες λύσεις του προβλήματος, οι οποίες κωδικοποιούνται συνήθως με
ακολουθίες από bits.

• Γονίδια (genes): Είναι είτε απλά bits ή μικρές αλυσίδες γειτονικών ψηφίων που
συνδέονται για να διαμορφώσουν ένα χρωμόσωμα, παράμετρος.

• Κωδικοποίηση (encoding) χρωμοσώματος.
• Πληθυσμός (population): το σύνολο των χρωμοσωμάτων/υποψήφιων λύσεων.
• Διασταύρωση (crossover) ή ανασυνδιασμός (recombination): Συνίσταται τυπικά στην

ανταλλαγή γενετικού υλικού μεταξύ δυο χρωμοσωμάτων (γονέων)/σύνθεση λύσεων.
Τελεστής διασταύρωσης: Διασταύρωση σε ένα ή περισσότερα σημεία.
Ρυθμός διασταύρωσης: Η πιθανότητα διασταύρωσης.



Ορολογία-2
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• Μετάλλαξη (mutation): Ο τελεστής της μετάλλαξης συνίσταται στην αλλαγή του
δυαδικού ψηφίου μιας τυχαίας επιλεγείσας θέσης στο χρωμόσωμα του απογόνου.

• Φαινότυπος (phenotype): Ορίζεται εξωτερικά από το χρήστη, είναι ουσιαστικά η
αποκωδικοποιημένη πληροφορία του χρωμοσώματος.

• Συνάρτηση προσαρμογής ή καταλληλότηταs (fitness function): Αντανακλά το πόσο
¨καλό¨ είναι το χρωμόσωμα για το πρόβλημα/πιθανότητα επιβίωσης. Συνήθως το
ζητούμενο είναι η μεγιστοποίησή της.

• Επιλογή/Διαλογή (selection): Διαδικασία δημιουργίας του νέου πληθυσμού (γονείς)
σύμφωνα με την πυκνότητα πιθανότητας που δίνει η συνάρτηση καταλληλότητας.

• Αναπαράσταση (representation): Η κωδικοποίηση της τιμής μιας μεταβλητής
/μεταβλητών σε ένα χρωμόσωμα διάνυσμα.



Ορολογία-3

Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 37

• Αναπαραγωγή (reproduction): Η διαδικασία κατά την οποία επιλέγεται το ζευγάρωμα για την
επόμενη γενιά. Τα άτομα αντιγράφονται στη δεξαμενή ζευγαρώματος σύμφωνα με τις τιμές
της συνάρτησης καταλληλότητας.

• Γενιά (generation): Ο κύκλος της εξελικτικής διαδικασίας, ανακύκλωση.
• Γονείς (parents): Τα άτομα που υφίστανται ανασυνδυασμό και μετάλλαξη.
• Απόγονοι (offspring): Οι νέες λύσεις.
• Αντικειμενική συνάρτηση ή συνάρτηση κόστους (objective function or cost function): Η

συνάρτηση της οποίας η τιμή της θέλουμε να είναι η βέλτιστη δυνατή. Στα Οικονομικά η
συνάρτηση κόστους μπορεί να αντιστοιχεί σε χρήματα, φυσικούς πόρους, ανθρωποώρες κλπ.
οπότε συνήθως θέλουμε την ελαχιστοποίησή της. Στη Φυσική η συνάρτηση κόστους μπορεί
να αντιστοιχεί σε δυναμική ή κινητική ενέργεια οπότε ονομάζεται και συνάρτηση ενέργειας.
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Βιολογικό πρότυπο Γενετικοί αλγόριθμοι

Γονίδιο Παράμετρος (μεταβλητή)

Χρωμόσωμα
Υποψήφια λύση 
(συμβολοσειρά)

Πληθυσμός
Σύνολο υποψήφιων 

λύσεων

Πιθανότητα επιβίωσης
Συνάρτηση 

βελτιστοποίησης

Μετάλλαξη Τυχαία αναζήτηση λύσης

Διασταύρωση Σύνθεση λύσεων

Γενιά Ανακύκλωση

Αναλογία βιολογικού προτύπου με το γενετικό αλγόριθμο



Κύρια στοιχεία των ΓΑ
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1. Μια γενική παράσταση των δυναμικών λύσεων του προβλήματος.
2. Δημιουργία ενός αρχικού πληθυσμού λύσεων.
3. Μια συνάρτηση αξιολόγησης, που παίζει το ρόλο του περιβάλλοντος, αξιολογεί

τις πιθανές λύσεις σύμφωνα με την καταλληλότητά τους.
4. Γενετικοί τελεστές (διαλογή / αναπαραγωγή, διασταύρωση, μετάλλαξη) που

δημιουργούν νέες υποψήφιες λύσεις.
5. Η διασταύρωση και η μετάλλαξη παρέχουν exploration ενώ η διαλογή παρέχει

exploitation.
6. Τιμές των παραμέτρων που οι ΓΑ χρησιμοποιούν (μέγεθος πληθυσμού,

πιθανότητες εφαρμογής γενετικών τελεστών).



Τα βασικά βήματα των ΓΑ

I. Διατηρούν ένα σταθερό μέγεθος πληθυσμού P(t), των υποψήφιων λύσεων,
που καλούνται χρωμοσώματα, ή άτομα ή γονότυποι. Ο κάθε πληθυσμός που
προκύπτει καλείται γενιά.

II. Εφαρμόζουν στον πληθυσμό τους παρακάτω τελεστές
• Διαλογή/Αναπαραγωγή
• Διασταύρωση
• Μετάλλαξη

III. Προκύπτει έτσι ένας νέος πληθυσμός P(t+1) και επαναλαμβάνεται η
εφαρμογή των παραπάνω τελεστών στον νέο πληθυσμό.
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Δημιουργία τυχαίου 
αρχικού πληθυσμού ή 

αρχικής λύσης

Αξιολόγηση της 
συνάρτησης 

καταλληλότητας για τις 
υποψήφιες λύσεις ή λύση

Δημιουργία νέου πληθυσμού  
ή νέας λύσης

Ολοκληρώθηκε;

Ναι

Όχι

Γενικό διάγραμμα ροής για ένα εξελικτικό αλγόριθμο
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Η δομή του βασικού ΓΑ με διάγραμμα ροής
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Πρόβλημα

Μετασχηματισμένο
Πρόβλημα

(Κωδικοποίηση Υποψήφιων Λύσεων)
Γενετικός

Αλγόριθμος

Έναρξη

Αρχικός
Πληθυσμός

P(0)

Αποτίμηση
συνάρτησης καταλληλότητας

Διαλογή

Διασταύρωση

Μετάλλαξη

Ικανοποίηση 
κριτηρίου 

τερματισμού

Τέλος-
Αποτελέσματα

ΝΑΙ

ΌΧΙ

P(t)΄

P(t)΄΄

P(t+1)



Η δομή του βασικού ΓΑ με ψευδοκώδικα
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begin
t ← 0 Αρχικοποίηση μετρητή (χρόνου ή γενιάς)
initialize P(t) Αρχικοποίηση τυχαίου πληθυσμού (πιθανές λύσεις)
evaluate P(t) Αξιολόγηση της καταλληλότητας του πληθυσμού

while (not determination-condition) do Επανάληψη μέχρι να ικανοποιηθεί το           
κριτήριο τερματισμού

begin
t ← t+1                                                   Αύξηση του μετρητή
select P(t) from P(t-1)                            Διαλογή γονέων για τη δημιουργία απογόνων
crossover P(t) = P'(t)                              Διασταύρωση των επιλεγμένων γονέων
mutation P(t) = P'(t) Μετάλλαξε τον πληθυσμό στοχαστικά
evaluate P'(t) Αξιολόγηση της καταλληλότητας του νέου     

πληθυσμού
end
Replace                                                 Χρησιμοποίησε το νέο πληθυσμό για περισσότερα 

τρεξίματα
end



Η λειτουργία του ΓΑ
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Αντικειμενική συνάρτηση ή συνάρτηση κόστους
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Σε ένα πρόβλημα αριστοποίησης μιας αντικειμενικής
συνάρτησης, μέσω της καταλληλότητας, απεικονίζεται η
ποιοτική διαφοροποίηση των λύσεων, όπως αυτή προκύπτει από
την αποτίμηση της συνάρτησης κόστους.

Η απεικόνιση αυτή επιτυγχάνεται με τον μετασχηματισμό της
συνάρτησης κόστους y(x) σε μια συνάρτηση καταλληλότητας
f(x) η οποία πρέπει να εξασφαλίζει πάντα

θετικές τιμές καταλληλότητας. 

Αυτό είναι απαραίτητο διότι στη διαδικασία της αναπαραγωγής
υπολογίζεται η πιθανότητα P επιλογής ενός χρωμοσώματος, η
οποία είναι συνάρτηση της f(x), και πρέπει να είναι θετική.



Μετασχηματισμός
αντικειμενικής συνάρτησης σε συνάρτηση 

καταλληλότητας σε πρόβλημα μεγιστοποίησης-1
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Παράδειγμα



Μετασχηματισμός
αντικειμενικής συνάρτησης σε συνάρτηση 

καταλληλότητας σε πρόβλημα μεγιστοποίησης-2
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Παράδειγμα

f(x)

y(x)



Μετασχηματισμός
αντικειμενικής συνάρτησης σε συνάρτηση 

καταλληλότητας σε πρόβλημα ελαχιστοποίησης-3
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Παράδειγμα

f(x)

y(x)



Μετασχηματισμός
αντικειμενικής συνάρτησης σε συνάρτηση 

καταλληλότητας σε πρόβλημα ελαχιστοποίησης-4
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Παράδειγμα

y(x)

f(x)



Αναπαράσταση - Κωδικοποίηση
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Τρόποι αναπαράστασης χρωμοσώματος:

 Δυαδική αλυσίδα (1101 ... 0110)

(Binary code, Gray code)

 Πραγματικοί αριθμοί (53.1 -25.2 ... 0.1 9.2) 

 Permutations of element    (E11 E3 E7 ... E1 E15)

 Λίστα κανόνων (R1 R2 R3 ... R22 R23)

 Ρουτίνες προγράμματος (Γενετικός προγραμματισμός)

 Ασαφής κωδικοποίηση

 Οποιαδήποτε άλλη δομή δεδομένων ...
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     n 1 2 1 0

n 1 1 0 B n 1 2 1 0(d ...d d ) d B ... d B dB d B

Μπορούμε να γράψουμε έναν αριθμό από οποιοδήποτε
αριθμητικό σύστημα όπως παρακάτω:

όπου Β είναι η βάση του αριθμητικού συστήματος, d το ψηφίο
και n είναι το πλήθος των ψηφίων του αριθμού.
Παράδειγμα ο αριθμός 3251010.

Παράδειγμα ο αριθμός 1110102.

Μετατροπή ενός αριθμού σε οποιοδήποτε αριθμητικό σύστημα 
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Δυαδική αναπαράσταση 

Διαίρεση Πηλίκο Υπόλοιπο
111:2 → 55 & 1
55:2 → 27 & 1
27:2 → 13 & 1
13:2 → 6 & 1
6:2 → 3 & 0
3:2 → 1 & 1
1:2 → 0 & 1

1 1 0 1 1 1 1

Παράδειγμα: Μετατροπή του αριθμού 11110 στο δυαδικό σύστημα.

Παράδειγμα: Μετατροπή του αριθμού 11011112 στο δεκαδικό σύστημα. 
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Λογικές συναρτήσεις 
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Gray αναπαράσταση 

Μετατροπή ενός δυαδικού αριθμού από δυαδικό κώδικα σε Gray 
κώδικα
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Μετατροπή ενός δυαδικού αριθμού από Gray κώδικα σε δυαδικό 
κώδικα
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Το πρόβλημα της δυαδικής αναπαράστασης 
και η αντιμετώπισή του

• Μικρές αλλαγές στα ψηφία προκαλούν μεγάλες αλλαγές στην
καταλληλότητα.

• Λύση στο πρόβλημα αυτό αποτελεί η Gray αναπαράσταση.
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G



Δυαδική αλυσίδα με δυαδικό κώδικα

Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 63



Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 64

Όλες οι μεταβλητές ενώνονται σε ένα string, το χρωμόσωμα,
συνολικού μήκους: L = l1+l2+…+ln

Χρωμόσωμα (u)

1 0 … 0 1 1 0 … 0 1 0 0 1…

x1 x2

…

xn

l1 l2 ln

(3)
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Παράδειγμα: μια μεταβλητή x λαμβάνει τιμές στο διάστημα [-2,5]
και κωδικοποιείται με 6 bits. Να γίνει η απεικόνιση των δεκαδικών
αριθμών 0,7,18, 21, 36,63 της ψηφιοσειράς στο διάστημα [-2,5].

Χρωμόσωμα
Δεκαδικός αριθμός 

ψηφιοσειράς

Πραγματικός 
αριθμός στο 

διάστημα [-2,5]

(000000) 0 -2

(000111) 7 -1.22

010010) 18 0

(010101) 21 0.33

(100100) 36 2

(111111) 63 5



Παραδείγματα κωδικοποίησης δεκαδικού αριθμού
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3. Πόσα bits απαιτούνται με ακρίβεια τριών δεκαδικών αριθμών
για την παράσταση ενός πραγματικού αριθμού που ανήκει στο
διάστημα [0,30].

Απάντηση: 15 bits

4. Να χρησιμοποιηθούν ΤΝΔ που προσομοιώνουν τη συνάρτηση
XOR για να υλοποιηθεί η διαδικασία μετατροπής ενός δυαδικού
αριθμού σε Gray αριθμό και το αντίστροφο (χρησιμοποιήστε
δυαδικούς αριθμούς με 4 bit).

5. Να γραφούν οι δεκαδικοί αριθμοί από 0-15 σε δυαδικό και
Gray κώδικα.

6. Έστω ένα χρωμόσωμα αποτελούμενο από 3 μεταβλητές, κάθε
μία από τις οποίες αναπαρίσταται με 4 δυαδικά ψηφία.
Θεωρώντας ότι και οι 3 μεταβλητές έχουν το ίδιο πεδίο τιμών
[0,10] να βρεθούν οι πραγματικές τιμές των μεταβλητών, όταν
το χρωμόσωμα έχει τη μορφή 010100110010.



Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 68

Απάντηση στο 
5ο παράδειγμα
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Διασταύρωση 

Διασταύρωση σε ένα σημείο ή σε πολλαπλά σημεία (multi-point
crossover). Αρχικά επιλέγεται ένας αριθμός σημείων διασταύρωσης
Ν και στη συνέχεια ο κάθε γονέας τεμαχίζεται σε Ν σημεία.
Ανταλλάσσονται αμοιβαία τμήματα των χρωμοσωμάτων των γονέων,
τα οποία προέκυψαν από τη διαίρεση των χρωμοσωμάτων τους στα
σημεία διασταύρωσης.

Διασταύρωση ενός  
σημείου

Διασταύρωση δύο 
σημείων

Γονέας 1 1 1 0 0 | 1 0 1 0 1 1 0 | 0 1 0 | 1 0

Γονέας 2 0 0 1 0 | 0 1 1 1 0 0 1 | 0 0 1 | 1 1

Απόγονος 1 1 1 0 0 | 0 1 1 1 1 1 0 | 0 0 1 | 1 0 

Απόγονος 2 0 0 1 0 | 1 0 1 0 0 0 1 | 0 1 0 | 1 1 
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Το σημείο διασταύρωσης μιας ψηφιοσειράς ορίζεται ως εξής: Μια
ακέραια θέση k επιλέγεται ομοιόμορφα τυχαία μεταξύ του 1 και
του μήκους l της ψηφιοσειράς μείον ένα [1, l–1]. Οι δύο νέες
ψηφιοσειρές δημιουργούνται ανταλλάσσοντας όλους τους
χαρακτήρες μεταξύ των θέσεων k+1 και l αντίστοιχα.

Παράδειγμα: Εάν δώσουμε δυο τυχαίους αριθμούς k=3 και k=1,
ποια θα είναι τα σημεία διασταύρωσης και ποιο θα είναι το
αποτέλεσμα της διασταύρωσης των παρακάτω ψηφιοσειρών;

α) Γονέας 1: 0 1 1 0 1 β) Γονέας 1: 1 1 0 0 0
Γονέας 2: 1 1 0 0 0 Γονέας 2: 1 0 0 1 1

Απάντηση
α) 0 1 1 | 0 1 → 0 1 1 0 0 β) 1 | 1 0 0 0 → 1 0 0 1 1

1 1 0 | 0 0 → 1 1 0 0 1 1 | 0 0 1 1 → 1 1 0 0 0

Επιλογή του σημείου διασταύρωσης
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Τι είναι η πιθανότητα διασταύρωσης Pc;

Το πλήθος των χρωμοσωμάτων, που μπορούν να διασταυρωθούν σε 
κάθε γενιά, είναι ο αριθμός των χρωμοσωμάτων k του πληθυσμού 
επί την πιθανότητα διασταύρωσης Pc.

Παράδειγμα: k = 20, Pc = 0.6. Τα χρωμοσώματα που θα επιλεγούν 
τυχαία για διασταύρωση είναι 12 = 20x0.6 
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Μετάλλαξη

Ο τελεστής της μετάλλαξης διασφαλίζει την ποικιλομορφία του
πληθυσμού, αφού είναι ο μόνος μηχανισμός που επιτρέπει τον
τυχαίο σχηματισμό χρωμοσωμάτων και επομένως συμβάλλει στη
διεύρυνση του χώρου των λύσεων.

Δυαδική κωδικοποίηση

Αρχικό χρωμόσωμα 1 1  0  0 1 0 1 0

Μεταλλαγμένο χρωμόσωμα 1 1  1 0 1 0 1 0
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Τι μπορεί να συμβεί με τη μετάλλαξη;
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Όταν η καλύτερη καταλληλότητα είναι εγκλωβισμένη σε μια τιμή για
αρκετό χρόνο τότε το σύστημα είναι σε τοπικό βέλτιστο. Για να
ξεφύγει πρέπει να γίνει αύξηση του ρυθμού της μετάλλαξης Pm και
μείωση του ρυθμού διασταύρωσης Pc
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Η εφαρμογή του τελεστή της μετάλλαξης γίνεται με μία τυχαιότητα
όσον αφορά τόσο το χρωμόσωμα, όσο και το γονίδιο (bit) στο οποίο
θα εφαρμοστεί. Συγκεκριμένα, με βάση την πιθανότητα μετάλλαξης
Pm, επιλέγεται τυχαία το χρωμόσωμα και το γονίδιο το οποίο θα
μεταλλαχτεί.
Έστω ότι έχουμε έναν πληθυσμό k χρωμοσωμάτων με μήκος l το
καθένα. Συνολικά διαθέτουμε δ = kxl bits. Παράγονται δ τυχαίοι
αριθμοί στο διάστημα [0,1]. Αν κάποιος από αυτούς είναι μικρότερος
από την πιθανότητα μετάλλαξης Pm, τότε και μόνο τότε εφαρμόζεται
μετάλλαξη σε αυτό το συγκεκριμένο ψηφίο του συγκεκριμένου
χρωμοσώματος.

Τι είναι η πιθανότητα μετάλλαξης Pm;

Οι δυνατές μεταλλάξεις σε κάθε κύκλο είναι: δxPm

Παράδειγμα: δ = 500 bits, Pm = 0.01. Οι δυνατές μεταλλάξεις σε 
κάθε γενιά είναι 5 = 500x0.01.
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Pm η πιθανότητα μετάλλαξης, k χρωμοσώματα, l τα ψηφία του
χρωμοσώματος και δ = kxl τυχαίους αριθμούς.

1 γραμμή, l bits

2 γραμμή, l bits

k γραμμή, l bits

a γραμμή, l bits

b γραμμή, l bits

···

···

···

0 11 0… 1 0

Ο τυχαίος αριθμός αντιστοιχεί 
στο συγκεκριμένο ψηφίο,
το οποίο μεταλλάσσεται.

0 01 0… 1 0

Σε μία τυχαία θέση της γραμμής a του πίνακα 
έχει καταχωρηθεί ένας αριθμός ≤ PmΠίνακας 
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Άσκηση 1
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Οι δεκαδικοί αριθμοί της ψηφιοσειράς:

0.65
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στ. Δίνονται δύο χρωμοσώματα A και Β:

(x, y, z)A = (100110010011)

(x, y, z)Β = (011011111001)

Να γίνει διασταύρωση των δύο χρωμοσωμάτων στην τέταρτη θέση
και να γράψετε τα νέα χρωμοσώματα Α΄ και Β΄.

ζ. Να γίνει μετάλλαξη στο 9ο δυαδικό ψηφίο στο χρωμόσωμα Α
του στ) ερωτήματος.
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Άσκηση 2
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δ. Να γράψετε τις τρείς πρώτες τιμές των παραμέτρων με τις
αντίστοιχες κωδικοποιήσεις. Πώς ονομάζονται οι τιμές των
παραμέτρων και πώς οι κωδικοποιήσεις τους;

ε. Να γίνει η αποκωδικοποίηση (σχέση 2) του χρωμοσώματος 
(000100000011111).

στ. Δίνονται δύο χρωμοσώματα A και Β:

(x, y, z)A = (1100 01001111100)

(x, y, z)Β = (0010 11000101100)

1. Ποιες είναι οι τιμές των παραμέτρων;

2. Να γίνει διασταύρωση των δύο χρωμοσωμάτων στην τέταρτη
θέση και να γράψετε τα νέα χρωμοσώματα Α΄ και Β΄.

3. Ποιες είναι οι νέες τιμές των παραμέτρων;

ζ. Να γίνει μετάλλαξη στο 2ο δυαδικό ψηφίο στο χρωμόσωμα Β του
στ) ερωτήματος.



Μηχανισμοί διαλογής γονέων
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• Επιλογή με τον περιστρεφόμενο δίσκο ή ρουλέτα ή τροχός της τύχης (roulette-wheel
selection)

Μια απλή περιστροφή της ρουλέτας παράγει την υποψήφια λύση για αναπαραγωγή
(Δυναμική διαδικασία επειδή οι πιθανότητες επιλογής δεν παραμένουν σταθερές κατά τη
διάρκεια της εξέλιξης).

• Μέθοδος διαλογής με βαθμολογία (ranking method)
Η μέθοδος ταξινομεί τον πληθυσμό σύμφωνα με την τιμή καταλληλότητας και τα
βαθμολογεί. Σε κάθε χρωμόσωμα εκχωρείται μια πιθανότητα επιλογής ανάλογα με την
βαθμολογία του. Το χρωμόσωμα αναπαράγεται σύμφωνα με την πιθανότητα επιλογής του.

• Tournament selection (επιλογή με διαγωνισμό ή ανταγωνιστική επιλογή)
Η μέθοδος αυτή επιλέγει n άτομα και από αυτά το καλύτερο το προωθεί στο νέο πληθυσμό.
Αυτό επαναλαμβάνεται τόσες φορές όσες είναι το μέγεθος του πληθυσμού (Στατική
διαδικασία επειδή οι πιθανότητες επιλογής παραμένουν σταθερές κατά τη διάρκεια της
εξέλιξης).
• …



Αναλογική διαλογή  με περιστρεφόμενο δίσκο (ρουλέτα)

• Τα άτομα που έχουν μεγαλύτερη καταλληλότητα, έχουν μεγαλύτερη πιθανότητα να
επιλεγούν για τον επόμενο πληθυσμό

• Ένα άτομο μπορεί να επιλεγεί περισσότερες από μία φορές

• Η πιθανότητα p να επιλεγεί ένα χρωμόσωμα i είναι

όπου fi(x) η καταλληλότητα του i ατόμου και k το πλήθος των ατόμων.
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Υπολογισμός της αθροιστικής πιθανότητας q:

Πως επιλέγουμε ένα χρωμόσωμα για το νέο πληθυσμό:

•Δημιουργούμε έναν τυχαίο αριθμό r στο διάστημα [0,1]. 

•Εάν τότε επιλέγεις το πρώτο χρωμόσωμα διαφορετικά επιλέγεις το i χρωμόσωμα   
(          ) τέτοιο ώστε 

1r q
2 i k 

1i iq r q  



Σημαντικές επιλογές για την υλοποίηση ενός ΓΑ
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1. Το μέγεθος του πληθυσμού των υποψήφιων λύσεων-ατόμων είναι στο διάστημα
[60, 100].

• Για μεγάλους πληθυσμούς:
Ρυθμός ή πιθανότητα διασταύρωσης:
Πιθανότητα μετάλλαξης:

• Για μικρούς πληθυσμούς:
Ρυθμός ή πιθανότητα διασταύρωσης:
Πιθανότητα μετάλλαξης:

Η πιθανότητα διασταύρωσης αναφέρεται στον πληθυσμό ενώ η πιθανότητα
μετάλλαξης σε όλα τα ψηφία του πληθυσμού.
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• Το μέγεθος του πληθυσμού είναι μια πολύ σημαντική επιλογή για την σύγκλιση του 
ΓΑ.

 Μικρό μέγεθος πληθυσμού σημαίνει γρήγορη σύγκλιση συνήθως σε τοπικό 
ακρότατο.

 Μεγάλο μέγεθος πληθυσμού σημαίνει αργή σύγκλιση.

• Το μέγεθος του πληθυσμού επηρεάζει  την ποικιλομορφία του πληθυσμού 
(population diversity) (PD) και την selective pressure (SP). 

 SP                    PD Exploitation: Αξιοποίηση στη γειτονιά της λύσης 
 SP                    PD Exploration: Εξερεύνηση στο χώρο των λύσεων
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Exploitation: Αξιοποίηση των υποψήφιων λύσεων στη γειτονιά της λύσης. Οι καλές
λύσεις εμφανίζονται περισσότερο συχνά στην επόμενη γενιά παρά οι φτωχές λύσεις.

Exploration: Εξερεύνηση στο χώρο των λύσεων. Οι φτωχές λύσεις πρέπει να αλλάξουν
για να εμφανιστούν στην επόμενη γενιά.

Διασταύρωση και Μετάλλαξη: Εξερευνούν το χώρο των πιθανών λύσεων.

Μηχανισμός διαλογής: Εξερευνά το χώρο των πιθανών λύσεων. Καθορίζει ποιες
υποψήφιες λύσεις θα επιλεγούν για αναπαραγωγή και πόσους απογόνους θα δημιουργεί
κάθε επιλεγόμενη λύση.

Selection Pressure είναι ένας μη τυπικός όρος που δεικνύει την ισχύ του μηχανισμού
διαλογής. Το SP μετρά το πηλίκο της μέγιστης καταλληλότητας προς το μέσο όρο της
καταλληλότητας του πληθυσμού.
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• Δυνατή SP υποστηρίζει πρόωρη σύγκλιση του ΓΑ.

• Αδύνατη SP κάνει την αναζήτηση του ΓΑ μη αποτελεσματική.

• Ο μηχανισμός επιλογής προσπαθεί να ισορροπήσει το exploitation και το
exploration.

2. Αριθμός γεννήσεων (ανακυκλώσεων): Εξαρτάται από το πρόβλημα συνήθως από
20 και πάνω.

3. Μήκος χρωμοσώματος: Εξαρτάται από το πρόβλημα.

Αύξηση του μήκους του χρωμοσώματος αυξάνει και η διάσταση του χώρου
αναζήτησης.

4. Τελεστής αναπαραγωγής / επιλογής γονέων: Περιστρεφόμενος δίσκος. 
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Ασκήσεις Αυτοαξιολόγησης
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1. Ποιο στοιχείο είναι εκείνο που επιτρέπει στους ΓA να κάνουν παράλληλη επεξεργασία
δεδομένων; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

Απάντηση: Το στοιχείο της κωδικοποίησης των μεταβλητών με δυαδικές συμβολοσειρές.
Κωδικοποιώντας τις τιμές ενός συνόλου μεταβλητών, δημιουργείται ένας αρχικός
πληθυσμός, ο οποίος πρέπει να αξιολογηθεί. Η αξιολόγηση κάθε συμβολοσειράς, μπορεί
να γίνει ανεξάρτητα, άρα παράλληλα με τις άλλες. Μετά την αξιολόγηση εφαρμόζοντας
τους γενετικούς τελεστές προκύπτει ο νέος πληθυσμός, ο οποίος αξιολογείται με
παράλληλη επεξεργασία.

2. Έστω ότι θέλουμε να υλοποιήσουμε ένα ΓΑ, ο οποίος θα υπολογίζει από ένα πληθυσμό
k χρωμοσώματα εκείνο το χρωμόσωμα, το οποίο έχει τους περισσότερους άσσους ‘1’.
Ποια αντικειμενική συνάρτηση θα χρησιμοποιήσουμε;

Απάντηση: Αν x είναι το κωδικοποιημένο χρωμόσωμα, τότε η συνάρτηση
f(x) = “ο αριθμός των άσσων στο x”,

είναι μια κατάλληλη αντικειμενική συνάρτηση για το πρόβλημα αυτό.
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3. Να αναφέρετε τις τέσσερις βασικές διαφορές που ξεχωρίζουν τους ΓΑ από άλλες
(κλασικές) μεθόδους αναζήτησης και βελτιστοποίησης.

Απάντηση: Οι τέσσερις διαφορές που διαχωρίζουν τους Γενετικούς Αλγορίθμους από τις
περισσότερο συμβατικές τεχνικές βελτιστοποίησης είναι οι εξής:

1. Απευθείας χειρισμός μιας κωδικοποίησης.

2. Αναζήτηση από έναν πληθυσμό και όχι ένα απλό σημείο.

3. Αναζήτηση μέσω δειγματοληψίας (τυφλή αναζήτηση).

4. Αναζήτηση χρησιμοποιώντας στοχαστικούς τελεστές και όχι ντετερμινιστικούς 
κανόνες.
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4. Για έναν πληθυσμό με μέγεθος k=50 και μήκος χρωμοσώματος l=33, ποιος είναι ο
αναμενόμενος αριθμός των ψηφίων που θα μεταλλαγούν, αν η πιθανότητα μετάλλαξης
παίρνει τις τιμές 0.001, 0.01 και 0.1;

Απάντηση: Ο αναμενόμενος αριθμός ψηφίων που θα υποστούν μετάλλαξη υπολογίζεται
από τη σχέση k x l x pm. Άρα ο αναμενόμενος αριθμός μεταλλάξεων θα είναι αντίστοιχα:

1. 50 x 33 x 0.001 = 1.65
2. 50 x 33 x 0.01 = 16.5
3. 50 x 33 x 0.1 = 165

5. Το πρόβλημα της οικονομικής κατανομής φορτίου.
Οικονομική κατανομή φορτίου σημαίνει ελαχιστοποίηση του κόστους λειτουργίας των
μονάδων παραγωγής, με τον περιορισμό των τεχνικών ορίων των γεννητριών. Οι ΓΑ δεν
επιδρούν πάνω στις τιμές των εξόδων των γεννητριών, αλλά στην κωδικοποιημένη
συμβολοσειρά των εξόδων των μονάδων παραγωγής. Τα χαρακτηριστικά των γεννητριών
φαίνονται στον επόμενο πίνακα.
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Τύπος σταθμού
Pi,max

[MW]
Pi,min

[MW]
αi

[m³/h]
bi

[m³/MW∙h]
ci

[m³/MW²∙h] 
Costi

[€/m³]

Ατμοηλεκτρικός 6.25 4.0 0 0.368 0 134.9963

Φυσικό αέριο
14.75 
(max)

3.0
(min)

2.0938 0.24837 0.002270 360.9685

Ντιζεηλεκτρικός 12.28 3.0 0.3667 0.109 0.00425 134.9963

Δεδομένα των γεννητριών

Κόστος 
καυσίμου

a, b, c: συντελεστές κατανάλωσης 
καυσίμου

Μέγιστη και 
ελάχιστη παραγωγή 

ισχύος 
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Έστω ότι εφαρμόζουμε ΓΑ στην παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας. Η έξοδος κάθε
γεννήτριας αποτελεί μια μεταβλητή, δηλαδή ένα γονίδιο.

α. Πόσα δυαδικά ψηφία χρειάζονται για να περιγραφεί η έξοδος της κάθε γεννήτριας με
ακέραια ακρίβεια; Να γίνει η αντιστοίχιση δεκαδικών και πραγματικών αριθμών για
κάθε γεννήτρια.

β. Πόσα δυαδικά ψηφία και πόσα γονίδια θα περιέχει ένα χρωμόσωμα το οποίο θα
περιγράφει τις εξόδους των γεννητριών;

γ. Έστω το χρωμόσωμα (101000010101). Υπολογίστε τις εξόδους Pi (i=1,2,3) των
γεννητριών.

δ. Να γίνει ο υπολογισμός του κόστους Fi (Pi) (€/h) του χρωμοσώματος.

ε. Να υπολογιστεί το συνολικό κόστος παραγωγής.

στ. Ποια είναι η τιμή της συνάρτησης καταλληλότητας;

 2( )i i i i i i i iF P c P b P a Cost     
3

total
1

( )i i
i

F F P




,min ,maxi i iP P P 

total

1fitness F



Οι τρείς γεννήτριες έχουν μέγιστη έξοδο 14.75 MW και ελάχιστη 3 MW.
Συμβολοσειρά 4 δυαδικών ψηφίων για κάθε έξοδο γεννήτριας.
Το χρωμόσωμα αποτελείται από 12 δυαδικά ψηφία (3 γεννήτριες επί 4 δυαδικά
ψηφία ανά γεννήτρια).
Βήματα διακριτικοποίησης: R1 = 0.15, R2 = 0.783, R3 = 0.6187.
Pi = rmin + Pi΄∙ Ri.

i Γονίδιο
Δεκαδικός 
αριθμός Pi΄

Pi (MW) Fi(Pi) (€/h)

1 (1010) 10 5.5 273.2305

2 (0001) 1 3.783 1106.7

3 (0101) 5 6.0935 160.4697

Άθροισμα Ftotal 1540.4002

Fitness = 1/Ftotal = 0.00064918 h/€



Δυαδική 
αναπαράσταση 

για την 1η

γεννήτρια

Δεκαδικός 
αριθμός 

Πραγματικός 
αριθμός

(0000) 0 4

(0001) 1 4.15

(0010) 2 4.3

(0011) 3 4.45

.

.

.

(1111) 15 6.25



Παραδείγματα εφαρμογής ΓΑ
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1ο Παράδειγμα
Βελτιστοποίηση απλής συνάρτησης 
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Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα της βελτιστοποίησης συνάρτησης μιας
μεταβλητής. Να εντοπίσουμε δηλαδή την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης

χρησιμοποιώντας τη διαδικασία του ΓΑ. Η μεταβλητή x παίρνει τιμές από
0 έως 31.



Γραφική παράσταση της συνάρτησης

Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 100



Παράσταση των υποψήφιων λύσεων με δυαδικό κώδικα
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Η μεταβλητή x λαμβάνει τιμές στο διάστημα [0,31] με μήκος 31. Αν η ακρίβεια της
παράστασης είναι ακέραιου αριθμού τότε διαιρούμε την περιοχή αυτή σε 31 ίσα
διαστήματα.

Επομένως ισχύει

άρα επιλέγουμε ένα διάνυσμα 5 bits για την παράσταση του χρωμοσώματος.

Βήμα διακριτικοποίησης R = 1.

Ο δεκαδικός αριθμός της ψηφιοσειράς xi΄ ταυτίζεται με τον πραγματικό αριθμό xi.

4 52 31 2 1  



Αντικειμενική συνάρτηση και συνάρτηση καταλληλότητας

Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 102

Στο παράδειγμα αυτό θέλουμε να υπολογίσουμε το ελάχιστο της αντικειμενικής
συνάρτησης y(x). Στην περίπτωση αυτή η βέλτιστη τιμή είναι η ελάχιστη και
η διαδικασία του ΓΑ δίνει τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης καταλληλότητας.

Επομένως φαίνεται λογικό να θεωρήσουμε ως συνάρτηση καταλληλότητας την
αντίστροφη της y(x):

f(x) = 1/y(x)



Πως καθορίζεται ο αρχικός πληθυσμός;

0.8147    0.0975    0.5576    0.7419    0.6557 → 10111
0.1058    0.5785    0.9706    0.4218    0.0357 →  01100
0.9270    0.0469    0.9572    0.2157    0.0491 →  10100
0.1134    0.4575    0.8854    0.7922    0.1340 →  00110
0.2324    0.9649    0.0003    0.3595    0.6787 →  01001

 Υποθέτουμε ο αρχικός πληθυσμός να αποτελείται από 5 υποψήφιες λύσεις –
χρωμοσώματα.

 Για τη δημιουργία του πληθυσμού δίνεται ένα πίνακας (5x5) τυχαίων αριθμών.

 Όποιος αριθμός είναι μεγαλύτερος του 0.5 αντιστοιχεί στο «1» και οι μικρότεροι του
0.5 στο «0». Επομένως η κάθε σειρά του πίνακα δημιουργεί και μια ψηφιοσειρά, ένα
χρωμόσωμα.



Αξιολόγηση του αρχικού πληθυσμού 
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Α/Α
Χρωμόσ

ωμα 

Φαινότυπος
(δεκαδικός 

αριθμός 
ψηφιοσειράς)

yi(x)
i=1…5

fi(x)
Πιθανότητα 

επιλογής
Pi(x)=fi(x)/Σfi(x)

Αθροιστική 
Πιθανότητα

qi=ΣPj
j=1,..,i

v1 10111 23 1.345 0.743 0.101 0.101

v2 01100 12 0.520 1.923 0.261 0.362

v3 10100 20 1.000 1.000 0.136 0.498

v4 00110 6 0.580 1.732 0.235 0.733

v5 01001 9 0.505 1.980 0.267 1.000

Άθροισμα 7.378 1.000

Μέσος όρος 1.476 0.250
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Ο δίσκος με τις αθροιστικές πιθανότητες επιλογής  

Από τις τιμές της 6ης στήλης, στην οποία εμφανίζεται η πιθανότητα επιλογής του κάθε
χρωμοσώματος, μπορεί να σχεδιαστεί η ρουλέτα. Το τόξο του κάθε τομέα είναι ίσο με την
πιθανότητα επιλογής. Η αθροιστική πιθανότητα δεν είναι τίποτε άλλο από την τελική τιμή του
τόξου έχοντας ως αρχή της μέτρησης το 0.

0

p1=q1=0.101
q2=0.362

q3=0.498

q4=0.733

v1

v2
v3

v4
v5

Ξεκίνημα της μπίλιας

p2=0.261

p3=0.136

p4=0.235

p5=0.267

q5=1

Η μπίλια κάθε φορά όταν ρίχνεται ξεκινά από την αρχή στο 0.



Διαλογή γονέων για αναπαραγωγή
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Διαλογή γονέων με ρουλέτα και 
νέος πληθυσμός
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Τυχαίοι αριθμοί στο 
διάστημα [0,1] 

r1 0.513870

r2 0.175000

r3 0.308652

r4 0.534534

r5 0.947628

Συνθήκες επιλογής 
χρωμοσώματος

Ποιο χρωμόσωμα  από τον 
αρχικό πληθυσμό περνά στο νέο 

Νέος πληθυσμός

q3<r1<=q4 v4 v1* = (00110)

q1<r2<=q2 v2 v2* = (01100)

q1<r3<=q2 v2 v3* = (01100)

q3<r4<=q4 v4 v4* = (00110)

q4<r5<=q5 v5 v5* = (01001)

Αθροιστική
πιθανότητα qi

q1 0.101

q2 0.362

q3 0.498

q4 0.733

q5 1.000

0

q1=0.101
q2=0.362

q3=0.498

q4=0.733

v1

v2
v3

v4
v5

q5=1



Δημιουργία των απογόνων 
με διασταύρωση και μετάλλαξη
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Διασταύρωση 
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Τυχαίοι αριθμοί στο 
διάστημα [0,1] 

r1' 0.822951

r2' 0.151932

r3' 0.625447

r4' 0.314685

r5' 0.346901

Pc=0.8, άρα διασταυρώνονται 5x0.8=4 χρωμοσώματα.
Εάν ri' <0.8 τότε επιλέγονται για διασταύρωση τα χρωμοσώματα:
v2*, v3*, v4*, v5*.
Τυχαίο ζευγάρωμα: (v2*, v3*) και (v4*, v5*).
Ψάχνουμε έναν αριθμό στο διάστημα [1,4], αφού έχουμε
χρωμόσωμα των 5 bits. Επιλέγουμε έναν τυχαίο αριθμό 0.82 και τον
πολ/ζουμε επί 4 και δίνει 3.28 στη συνέχεια λαμβάνουμε το ακέραιο
μέρος του αποτελέσματος, δηλαδή το 3. Θα μπορούσε να επιλεγεί
τυχαία ένας ακέραιος αριθμός στο διάστημα [1,3].

Για το πρώτο ζευγάρι έτυχε να γίνει διασταύρωση στο 3ο bit. Επειδή το 2ο και 3ο χρωμόσωμα
είναι ίδια και από τη διασταύρωση δεν θα προκύψει κάποιο νέο.

Με όμοια διαδικασία για το δεύτερο ζευγάρι έτυχε να γίνει διασταύρωση στο 2ο bit και
προκύπτουν δύο νέα χρωμοσώματα: v4** = (00001), v5** = (01110)



Τρέχον πληθυσμός μετά τη διασταύρωση
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Τρέχον πληθυσμός

v1* = (00110)

v2* = (01100)

v3* = (01100)

v4** = (00001)

v5** = (01110)



Μετάλλαξη 
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Αριθμός
γονιδίου

1 2 3 4 5

Α
ριθμός 

χρω
μοσώ

ματος

1 0.12 0.23 0.05 0.97 0.87

2 0.02 0.45 0.35 0.07 0.13

3 0.97 0.15 0.025 0.67 0.002

4 0.33 0.57 0.045 0.88 0.91

5 0.26 0.39 0.46 0.78 0.063

Pm = 0.01, διαθέτουμε συνολικά 5x5 = 25 bits, επομένως οι δυνατές μεταλλάξεις σε
κάθε κύκλο είναι: 0.01x25 = 0.25. Δημιουργούμε 25 τυχαίους αριθμούς όπως φαίνονται
στον παρακάτω πίνακα. Ο τυχαίος αριθμός 0.002 είναι μικρότερος από το Pm=0.01,
επομένως στο 3ο χρωμόσωμα, το 5ο bit μεταλλάσσεται.
v3* = (01100) → (01101)



Τελικός πληθυσμός μετά τη μετάλλαξη
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Τελικός  πληθυσμός

v1 = (00110)

v2 = (01100)

v3 = (01101)

v4 = (00001)

v5 = (01111)



Αποτελέσματα
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Τελικός
πληθυσμός

Φαινότυποι
(τιμές του x)

Αντικειμενική 
συνάρτηση

Συνάρτηση
Καταλληλότητας

v1 = (00110) 6 0.58 1.724

v2 = (01100) 12 0.52 1.923

v3 = (01101) 13 0.545 1.835

v4 = (00001) 1 0.905 1.105

v5 = (01111) 15 0.625 1.600

Άθροισμα 8.187



Αξιολόγηση
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• Το παράδειγμα του ΓΑ έδωσε καλά αποτελέσματα με μόνο ένα κύκλο.

• Το συνολικό άθροισμα της συνάρτησης καταλληλότητας αυξήθηκε από 7.378
στον αρχικό πληθυσμό στο 8.187 μετά το πέρας του πρώτου κύκλου, μια
αύξηση της τάξης του 10.96%.

• Το μικρό μήκος του χρωμοσώματος και το μικρό μέγεθος του πληθυσμού
τόνισαν την αποτελεσματικότητα της διαδικασίας του ΓΑ.



Η έννοια των σχημάτων μέσα 
από το 1ο παράδειγμα - 1
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Στο παραπάνω παράδειγμα παρατηρούμε ότι ο συνδυασμός δυο άνω του μέσου
όρου bit προτύπων των υποσειρών (011**) παράγουν καλά αποτελέσματα, όπου *
σημαίνει αδιάφορο. Έτσι εισάγεται η έννοια του σχήματος (schemata) στους ΓΑ.

Ένα σχήμα είναι μια ομοιόμορφη φόρμα που περιγράφει ένα υποσύνολο από σειρές
με ίδιες συγκεκριμένες θέσεις της σειράς.

Το σχήμα 011** περιγράφει ένα υποσύνολο με τέσσερα μέλη:
01101, 01111, 01110, 01100.



Η έννοια των σχημάτων μέσα 
από το 1ο παράδειγμα - 2
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Δυο μεγέθη χαρακτηρίζουν κάθε σχήμα (H):

• Η τάξη του σχήματος (schema order), σύμβολο o(H), είναι απλά ο αριθμός των
κατειλημμένων θέσεων που δεν περιέχουν το *. Η τάξη προσδιορίζει την
ειδικότητα, δηλαδή το πόσο συγκεκριμένο είναι το σχήμα.

Στο παράδειγμά μας έχουμε o(011**) = 3. Το σχήμα 011** αναπαριστά 2^2=4
συμβολοσειρές (διαφάνεια 74). Η έννοια της τάξης σχήματος είναι χρήσιμη στον
υπολογισμό της πιθανότητας επιβίωσης του σχήματος κατά τη διαδικασία της
μετάλλαξης.



Η έννοια των σχημάτων μέσα 
από το 1ο παράδειγμα - 3
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• Το μήκος του σχήματος (schema length), σύμβολο δ(Η), είναι η απόσταση μεταξύ της
πρώτης και της τελευταίας θέσης της σειράς. Προσδιορίζει την πυκνότητα της
πληροφορίας που έχει το σχήμα.
Στο παράδειγμά μας έχουμε δ(011**) = 3-1=2.
Η έννοια του μήκους του σχήματος είναι χρήσιμη στον υπολογισμό της πιθανότητας
επιβίωσης του σχήματος κατά τη διαδικασία της διασταύρωσης.

Το σχήμα 011 ένα θεμελιώδες ή δομικό τμήμα που διαδίδεται από γενιά σε γενιά
δίνοντας δείγματα με εκθετική αύξηση. Η δράση αυτής της διαδικασίας ονομάζεται
συνεπαγόμενος παραλληλισμός (implicit parallelism).



Θεώρημα των Σχημάτων
(θεμελιώδες θεώρημα των ΓΑ)
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Σχήματα μικρού μήκους, μικρής τάξης και άνω του μέσου όρου σχήματα δημιουργούν
εκθετικά αυξανόμενες σειρές σε διαδοχικές γενιές.

Η υπόθεση των θεμελιωδών τμημάτων

Μικρού μήκους, υψηλής καταλληλότητας σχήματα (θεμελιώδη τμήματα)
δειγματοληπτούνται, ανασυνδιάζονται και επανα-δειγμαληπτούνται για να
σχηματίσουν σειρές με μεγαλύτερη καταλληλότητα.



Συνάρτηση Schaffer 

2 2 2

1 2

1 2 2 2 2

1 2

sin 0.5
( , ) 0.5

[1.0 0.001( )]

x x
y x x

x x

 
 

 
10 10

i
x  
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Η συνάρτηση έχει ένα καθολικό ελάχιστο ίσο με 0, στο σημείο (x1,x2)=(0,0)



Παράμετροι
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Μέγεθος πληθυσμού: 100
Αριθμός γενεών: 100
Πιθανότητα διασταύρωσης Pc: 0.7
Πιθανότητα μετάλλαξης Pm: 0.03
Μήκος χρωμοσώματος: 30 (15 bits για x1 και 15 bits για x2)
Συνάρτηση καταλληλότητας f=1/(y(x1,x2)+1)
Με μήκος 15 για κάθε μεταβλητή, έχουμε ακρίβεια
[10-(-10)]/215 -1 = 0.0006 για κάθε λύση, δηλαδή μεγαλύτερη από ένα χιλιοστό της 
μονάδας
Το χρωμόσωμα
u=(000000000000000000000000000000) αντιστοιχεί σε (x1,x2)=(-10,-10)
ενώ το χρωμόσωμα
u=(111111111111111111111111111111) αντιστοιχεί σε (x1,x2)=(10,10)



Αποτελέσματα
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x1 = - 0.000305, x2 = - 0.000305, y(x1,x2)=0

Διάγραμμα ισοϋψών και πορεία αναζήτησης



Ασκήσεις
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1. Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης y(x) στο διάστημα (0,16].

α) Με τον κλασσικό μαθηματικό τρόπο.
β) Να βρεθεί το μέγιστο εφαρμόζοντας το ΓΑ και για μία γενιά.
γ) Να βρεθεί το ελάχιστο εφαρμόζοντας το ΓΑ και για μία γενιά.

Παράμετροι ΓΑ: Ακρίβεια ακέραιου αριθμού, πιθανότητα διασταύρωσης 0.7,
πιθανότητα μετάλλαξης 0.001, μέγεθος πληθυσμού 6.
Ακρότατα: Στο x=4 υπάρχει ένα μέγιστο y(4)=256. Στο x=16 υπάρχει ένα ελάχιστο
y(16)=0.

 4

( ) 4y x x x 



2. Δημιουργήστε ένα δυαδικό διάνυσμα για να αναπαραστήσετε την πραγματική τιμή
της μεταβλητής .
Η ακρίβεια της παράστασης να γίνει με έξι δεκαδικά ψηφία.

3. Δημιουργήστε ένα δυαδικό διάνυσμα που να αναπαριστά τις τιμές δυο πραγματικών
μεταβλητών:

Η ακρίβεια της παράστασης να έχει 4 δεκαδικά στοιχεία.

[ 1,2]x 

1 2 1 2 και  όπου [ 3,12.1] και [4.1,5.8]x x x x  
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4. Να δειχθεί πώς εφαρμόζεται ο ΓΑ για μια γενιά στο εξής πρόβλημα: Μήκος
αλυσίδας:8, Συνάρτηση καταλληλότητας: y(x)=πλήθος «1» στην αλυσίδα, Μέγεθος
πληθυσμού:4, Ρυθμός διασταύρωσης:0.7 και Ρυθμός μετάλλαξης:0.001

5. Το 1ο λυμένο παράδειγμα να επιλυθεί με:

Τι παρατηρείτε ως προς την απόδοση του ΓΑ.

: 0,0.5,0.9

: 0,0.01,0.1
c

m

P

P

6. Το 1ο λυμένο παράδειγμα να επιλυθεί χρησιμοποιώντας gray code για την
αναπαράσταση.

7. Το 1ο λυμένο παράδειγμα να επιλυθεί κάνοντας αλλαγή στον αρχικό πληθυσμό.

8. Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης με μαθηματικό λογισμό και ΓΑ.

3 21
( ) 2 5  όπου [ 10,10]

3
y x x x x x    
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9. Δίνεται η συνάρτηση: integer(8x)/8 όπου x παίρνει τιμές στο διάστημα [0,1]. Να
βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης με ΓΑ. Μπορεί να βελτιστοποιηθεί με
κλασικές τεχνικές;

10. Στο 1ο λυμένο παράδειγμα να γίνει και ο δεύτερος κύκλος της εξέλιξης
χρησιμοποιώντας τα δεδομένα που προέκυψαν από τον 1ο κύκλο. Υπάρχει
σημαντική βελτίωση ή χειροτέρευση της καταλληλότητας των χρωμοσωμάτων;
Εάν είναι ναι εξηγείστε, εάν είναι όχι πάλι εξηγείστε;

11. Μια εναλλακτική συνάρτηση καταλληλότητας για το 1ο λυμένο παράδειγμα είναι:

Το 2.71 είναι η τιμή της y(x) όταν x=31, η μεγαλύτερη του x για ένα δυαδικό αριθμό
με 5 bits. Εφαρμόστε τον ΓΑ για ένα κύκλο και αξιολογείστε τα νέα αποτελέσματα
σχετικά με το 1ο παράδειγμα.

( )
( ) 1

2.71

y x
f x  
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12. Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις:

Με βάση τα αποτελέσματα από την άσκηση 11, ποια από τις δυο είναι η
καταλληλότερη για να χρησιμοποιηθεί ως συνάρτηση καταλληλότητας στο 1ο λυμένο
παράδειγμα.

( )
( ) 1 ,

2.71

y x
f x  

1
( )

( )
f x

y x


13. Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης y(x) στο διάστημα (0,20].

α) Με τον κλασσικό μαθηματικό τρόπο.
β) Να βρεθεί το μέγιστο εφαρμόζοντας το ΓΑ και για μία γενιά.
γ) Να βρεθεί το ελάχιστο εφαρμόζοντας το ΓΑ και για μία γενιά.

Παράμετροι ΓΑ: Ακρίβεια ακέραιου αριθμού, πιθανότητα διασταύρωσης 0.7,
πιθανότητα μετάλλαξης 0.001, μέγεθος πληθυσμού 6.
Ακρότατα: Στο x=4 υπάρχει ένα μέγιστο y(4)=256. Στο x=16 υπάρχει ένα ελάχιστο
y(16)=0.

 2

( ) 4y x x x 
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Βελτιστοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης

Να βρεθεί η λύση για την οποία η συνάρτηση z να μεγιστοποιηθεί.
Οι μεταβλητές είναι ακέραιοι αριθμοί με

Λύση
Μήκος ψηφιοσειράς για κάθε μεταβλητή: 3 bits
Η ψηφιοσειρά (000 000) απεικονίζει τη λύση (0,0)
Η ψηφιοσειρά (111 111) απεικονίζει τη λύση (7,7)
Ο δυαδικός αριθμός 110 στο διάστημα [0,7] αντιστοιχεί στον αριθμό 6.

 2 2( , ) 1z x y x y  

0 , 7x y 

'
2 3

7 0
0 δεκαδικός (110) 6

2 1ix L x R x


       


( , )x y

2ο Παράδειγμα 
βελτιστοποίησης συνάρτησης με ΓΑ
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y
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Επειδή η αντικειμενική συνάρτηση λαμβάνει και αρνητικές τιμές η συνάρτηση
καταλληλότητας ορίζεται ως

f(x,y) = z(x,y) - min[z(x,y)]

f(x,y) = z(x,y) - (-97)

f(x,y) = 1 - (x^2+y^2) + 97

Επιλογή της συνάρτηση καταλληλότητας
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Α/Α
Χρωμόσωμα 
(Γονότυπος)

Φαινότυπος
x1,x2

Τιμή 
καταλληλότητας

fi(x,y)
i=1,…,4

Πιθανότητα 
επιλογής

Pi=fi(x,y)/Σfi(x,y)

Αθροιστική 
Πιθανότητα

qi=ΣPj
j=1,..,i

v1 010110 (2,6) 58 0.2086 0.2086

v2 100010 (4,2) 78 0.2806 0.4892

v3 110100 (6,4) 46 0.1654 0.6546

v4 001001 (1,1) 96 0.3454 1

Άθροισμα
Μέσος όρος

278 1.0000

69.5 0.25

Από τις τιμές της 5ης στήλης, στην οποία εμφανίζεται η πιθανότητα επιλογής του κάθε
χρωμοσώματος, μπορεί να σχεδιαστεί η ρουλέτα.
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0,2086

0,2806

0,1654

0,3454

v1

v4

v2

v3



Διαλογή γονέων με ρουλέτα και νέος πληθυσμός
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Τυχαίοι αριθμοί στο διάστημα 
[0,1] 

r1 0.513870

r2 0.175000

r3 0.308652

r4 0.836534

Συνθήκες επιλογής 
χρωμοσώματος

Ποιο χρωμόσωμα  από τον 
αρχικό πληθυσμό περνά στο 

νέο 

Νέος
πληθυσμός

q1<r1<=q3 v3 v1* = (110100)

r2<=q1 v1 v2* = (010110)

q1<r3<=q2 v2 v3* = (100010)

q3<r4<=q4 v4 v4* = (001001)

Αθροιστική πιθανότητα qi

q1 0.2086

q2 0.4892

q3 0.6546

q4 1



Διασταύρωση 
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Τυχαίοι αριθμοί στο 
διάστημα [0,1] 

r1' 0.822951

r2' 0.151932

r3' 0.625447

r4' 0.314685

Pc=0.5, άρα διασταυρώνονται 4x0.5=2 χρωμοσώματα.
Εάν ri' < 0.5 τότε επιλέγονται για διασταύρωση τα
χρωμοσώματα: v2*, v4*.
Επιλέγουμε έναν τυχαίο αριθμό τον 0,75 και τον
πολλαπλασιάζουμε επί 3 και προκύπτει ο 2,25, το ακέραιο
μέρος του οποίου είναι το 2.

Για το επιλεγέν ζευγάρι έτυχε να γίνει διασταύρωση στο 2ο bit οπότε προκύπτουν δύο
νέα χρωμοσώματα:
v2** = (011001), v4** = (000110)
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Τρέχον πληθυσμός μετά τη 
διασταύρωση

v1* = (110100)

v2** = (011001)

v3* = (100010)

v4** = (000110)



Μετάλλαξη 
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Αριθμός
γονιδίου

1 2 3 4 5

Α
ριθμός 

χρω
μοσώ

ματος

1 0.23 0.05 0.97 0.87 0.35

2 0.45 0.35 0.07 0.13 0.12

3 0.003 0.025 0.67 0.03 0.90

4 0.57 0.045 0.88 0.91 0.07

Pm = 0.01, διαθέτουμε συνολικά 6x4 = 24 bits, επομένως οι δυνατές μεταλλάξεις σε
κάθε κύκλο είναι: 0.01x24 = 0.24.
Δημιουργούμε 16 τυχαίους αριθμούς όπως φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. Ο τυχαίος
αριθμός 0.003 είναι μικρότερος από το Pm=0.01, επομένως στο 3ο χρωμόσωμα, το 1ο

bit μεταλλάσσεται.
v3* = (100010) → (000010)
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Τελικός πληθυσμός

v1* = (100010)

v2** = (011001)

v3* = (000010)

v4** = (000110)
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Τελικός
πληθυσμός

Φαινότυποι
Αντικειμενικ
ή συνάρτηση

Συνάρτηση
καταλληλότητας

v1 = (100010) (4,2) -19 78

v2 = (011001) (3,1) -9 88

v3 = (000010) (0,2) -3 94

v4 = (000110) (0,6) -35 62

Άθροισμα 322

Αποτελέσματα

Το 3ο χρωμόσωμα δίνει την πλησιέστερη τιμή (-3) στην μέγιστη (1) της z(x,y). Στην
πρώτη γενιά η συνολική καταλληλότητα αυξήθηκε από 278 σε 322 κατά 15.8%.



Βελτιστοποίηση με περιορισμούς
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1 2

1

2

m in ( )    ( ,x ,... ,x ) F :   Τ ο  α ν τ ικ ε ίμ ε ν ο  ελ α χ ισ το π ο ίη σ η ς
υ π ό κ ε ιν τα ι σ τ ο υ ς  π ε ρ ιο ρ ισ μ ο ύ ς

( ) 0, 1, ... , :   Α ν ισ ο τ ικ ο ί π ερ ιο ρ ισ μ ο ί

( ) 0 , 1, ... , :   Ισ ο τ ικ ο ί π ερ ιο ρ ισ μ ο ί 

T n
n

j

k

y x x x S R

g x j m

h x k m

   

 
 

Το πρόβλημα:

F είναι η περιοχή των εφικτών λύσεων και S είναι ο συνολικός χώρος αναζήτησης. H
συνάρτηση y είναι η αντικειμενική συνάρτηση. Η συνάρτηση y και οι περιορισμοί
μπορεί να είναι γραμμικοί ή μη γραμμικοί. Το πρόβλημα του μη γραμμικού
προγραμματισμού είναι να βρεθεί ένα σημείο

* * τέτοιο ώστε ( ) ( ),  x F y x y x x F   



Μετασχηματισμός του προβλήματος με περιορισμούς σε 
πρόβλημα χωρίς περιορισμούς
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Η πλέον γνωστή μέθοδος στους ΓΑ για να αντιμετωπίσει τους περιορισμούς είναι η
χρησιμοποίηση συναρτήσεων πέναλτι.

Η μέθοδος των πέναλτι μετασχηματίζει το πρόβλημα με περιορισμούς σε πρόβλημα
χωρίς περιορισμούς με δύο τρόπους, στον έναν ο όρος της ποινής είναι προσθετικός
ενώ στον άλλον τρόπο η ποινή είναι πολλαπλασιαστική.

Στο μέθοδο του προσθετικού πέναλτι έχει δοθεί μεγαλύτερη προσοχή από την
επιστημονική κοινότητα και αυτό θα περιγράψουμε εδώ.



Προσθετική συνάρτηση ποινής
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1 2

2 2

1 1

( , ) ( ) ( )

( ) max[ ( ),0] ( )
m m

k
j k

x y x Pen x

Pen x g x h x

  

 

  

  

όπου φ είναι η νέα αντικειμενική συνάρτηση προς βελτιστοποίηση, ρ η παράμετρος του
πέναλτι, που καθορίζει το μέγεθος της ποινής και Pen η συνάρτηση ποινής. Εάν όλοι οι
περιορισμοί ικανοποιούνται τότε η συνάρτηση Pen είναι μηδενική.
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Ο απλούστερος ορισμός της συνάρτησης
Heaviside είναι η παράγωγος της
συνάρτησης αναρρίχησης ramp function:

Η συνάρτηση ramp function
ορίζεται ως

Η συνάρτηση ramp function
επίσης ορίζεται με τη συνάρτηση max:



Παράδειγμα 1
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2 10min ( )    
περιορισμός

( ) 3 0

xy x x

g x x



  

 22( , ) 10 max[0,( 3)]x x x x      

Στο μετασχηματισμένο πρόβλημα βελτιστοποίησης η νέα συνάρτηση καταλληλότητας είναι:



Παράδειγμα 2
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2min ( )
περιορισμός
( ) 1 0

y x x

h x x



  

2 2( , ) ( 1)x x x    

Στο μετασχηματισμένο πρόβλημα βελτιστοποίησης η νέα συνάρτηση καταλληλότητας
είναι:
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NP (Non-deterministic Polynomial) - πρόβλημα

Τα NP-προβλήματα είναι προβλήματα για τα οποία δεν υπάρχουν γνωστοί αλγόριθμοι
που θα μπορούσαν να εγγυηθούν τη λύση του προβλήματος σε πολυωνυμικό χρόνο.
Όμως είναι δυνατόν να «εικάσουμε/μαντεύσουμε» μια λύση και να την
επιβεβαιώσουμε σε πολυωνυμικό χρόνο.

Μερικά από τα πολύ γνωστά NP προβλήματα είναι:

0/1 knapsack,
του περιοδεύοντος πωλητή,
...
The 0/1 KP πρόβλημα είναι παράδειγμα συνδυαστικού προβλήματος
βελτιστοποίησης, το οποίο επιδιώκει να μεγιστοποιήσει την αξία των αντικειμένων
χωρίς να ξεπερνιέται η χωρητικότητά του σάκου.
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Διατύπωση του 0/1 KP προβλήματος

Έχουμε ένα σάκο χωρητικότητας C μονάδων βάρους/όγκων και n αντικείμενα με
διαφορετικά βάρη/όγκους W/V και αξίες P.
Η διαδικασία είναι για ένα σύνολο βαρών W(i), αξιών P(i) και χωρητικότητας C, να
βρούμε ένα δυαδικό διάνυσμα x=[x(1),x(2),…,x(n)] τέτοιο ώστε να ικανοποιείται

ο περιορισμός

Για τον οποίον 

Το 0/1 σημαίνει ότι δεν μπορούμε να έχουμε περισσότερα από ένα ίδια αντικείμενα 
στο σάκο.
Εάν δεν ικανοποιείται ο περιορισμός τότε η συνάρτηση καταλληλότητας P(x)
υπόκειται σε ποινή.

1

( , ) ( ) ( ) 0
n

i

g x W x i W i C


   

1

( ) ( ) ( ) max
n

i

P x i P i


  x
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Πως διαμορφώνεται η συνάρτηση καταλληλότητας με ποινή;

Η συνάρτηση ποινής είναι:

Διαφορετικά η φ:

όπου  

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i

x i P i Pen


  x x

1

1

0,     αν g = ( ) ( )  0

( )

( ) ( )  αλλιώς

n

i

n

i

x i W i C

Pen

x i W i C





 
      

        




x

 
1

( ) ( ) ( ) max 0,
n

i

x i P i g 


   x

1,...,

( )
max

( )i n

P i

W i
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Ένα 0/1 KP πρόβλημα που λύνεται με το χέρι

Αντικείμενο 1 2 3

Βάρος W(i) 6 7 8

Αξία P(i) 4 3 5

Ψάχνουμε να μεγιστοποιήσουμε τη συνολική αξία των αντικειμένων στο σάκο:

P(1) ∙x(1)+ P(2) ∙x(2)+ P(3) ∙x(3) → max

Με τον περιορισμό: W(1) ∙x(1)+ W(2) ∙x(2)+ W(3) ∙x(3) ≤ C

 ( ) 0,1 ,   για 1, 2,...,x i i n 
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Για αυτό το πρόβλημα υπάρχουν 8 = 2^3 πιθανές λύσεις:

1 2 3 Συνολικό βάρος Συνολική αξία ≤ 13

0 0 0 0 0

0 0 1 8 5

0 1 0 7 3

0 1 1 15 -

1 0 0 6 4

1 0 1 14 -

1 1 0 13 7

1 1 1 21 -



Το πρόβλημα του σάκου 0/1 Knapsack (σακίδιο)
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Έστω ότι διαθέτουμε ένα σάκο χωρητικότητας C=20 μονάδων βάρους και οκτώ
αντικείμενα με βάρη και αξίες όπως δείχνονται στον επόμενο πίνακα.

Σχεδιάστε ένα ΓΑ για να επιλέξετε τα αντικείμενα που θα βάλετε στο σάκο με τους
περιορισμούς:
1. Το συνολικό βάρος των αντικειμένων να μην υπερβαίνει τη μέγιστη χωρητικότητα

του σάκου και
2. Η αξία των αντικειμένων να είναι η μέγιστη.

Αντικείμενο 1 2 3 4 5 6 7 8

Βάρος W(i) 5 4 7 6 3 7 9 3

Αξία P(i) 7 11 14 6 9 10 8 4
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0,845906 0,699906 0,804964 0,24837 0,953562 0,182875 0,718099 0,500637 0,260707 0,51551 

0,053112 0,176151 0,201165 0,051985 0,911086 0,848564 0,797826 0,02498 0,982153 0,773314 

0,111153 0,425937 0,799184 0,003772 0,511986 0,039528 0,0949 0,753538 0,383606 0,282382 

0,533785 0,26562 0,625642 0,168813 0,32458 0,802747 0,228018 0,430107 0,805005 0,792106 

0,322577 0,833281 0,047505 0,402989 0,095117 0,208419 0,880189 0,63158 0,212821 0,695394 

0,666313 0,036825 0,491645 0,759548 0,015177 0,745192 0,370872 0,694574 0,949447 0,410079 

0,157394 0,683835 0,021218 0,809754 0,430536 0,986256 0,661978 0,748426 0,04401 0,52991 

0,257874 0,879656 0,452001 0,850174 0,587847 0,544318 0,951598 0,269536 0,692583 0,168351 

0,487436 0,828461 0,191923 0,68631 0,561896 0,090307 0,024886 0,011928 0,355429 0,78068 

0,376034 0,857876 0,898942 0,465213 0,001193 0,816935 0,114765 0,135921 0,443778 0,915991 

Προσομοιώστε την εκτέλεση του ΓΑ για μια γενιά, χρησιμοποιώντας τους παρακάτω τυχαίους 
αριθμούς.

Δημιουργία 
αρχικών 
χρωμοσωμ
άτων

4 τυχαίοι 
αριθμοί για τη 
διαδικασία της 
αναπαραγωγής

4 τυχαίοι 
αριθμοί για τη 
διαδικασία του 
ζευγαρώματος

32 τυχαίοι 
αριθμοί για τη 
διαδικασία της 
μετάλαξης

1 τυχαίος αριθμός 
για την επιλογή του 
σημείου της 
διασταύρωσης
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Λύση
Χρησιμοποιούμε δυαδικά χρωμοσώματα οκτώ θέσεων, αφού διαθέτουμε οκτώ αντικείμενα.
Το ‘1’ δηλώνει την επιλογή του αντίστοιχου αντικειμένου ενώ το ‘0’ τη μη επιλογή του.

Τι εννοούμε με την παραπάνω κωδικοποίηση του προβλήματος;
Ένα παράδειγμα
Χρωμόσωμα x=(11001101):
Σημαίνει ότι ρίχνουμε στο σακίδιο πέντε αντικείμενα x(1), x(2), x(5),x(6) και x(8).
Το συνολικό βάρος τους είναι το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων x και W: 

Wολ=x∙W=W(1)+ W(2)+ W(5)+ W(6)+ W(8)=5+4+3+7+3=22.
Η συνολική αξία των αντικειμένων είναι το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων x και P: 

Pολ=x∙P=P(1)+P(2)+P(5)+P(6)+P(8)=7+11+9+10+4=41.
Ο περιορισμός δεν ικανοποιείται διότι Wολ=22>C=20.
Όσον αφορά τη συνολική αξία των αντικειμένων Pολ=41 δεν γνωρίζουμε εάν είναι η 
μέγιστη.
Επομένως το συγκεκριμένο χρωμόσωμα δεν είναι μια εφικτή λύση του προβλήματος. Η 
λύση αυτή λοιπόν τιμωρείται με αρνητική βαθμολογία όσον αφορά την αξία της. 
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Το προηγούμενο χρωμόσωμα που εξέφραζε μια μη εφικτή λύση τιμωρείται με  αρνητική 
βαθμολογία και η αξιολόγησή του τώρα είναι:

Τελικά στο δοθέν χρωμόσωμα τα αντικείμενα έχουν συνολικό βάρος 22 μονάδες και 
συνολική τους αξία με τιμωρία είναι 35. 

1

( ) ( ) ( ) ( ) 41 3 (22 20) 35
n

i

x i P i Pen


       x x
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Συνέχεια της λύσης του προβλήματος του σάκου

Α/Α
Χρωμόσωμα Βάρος

Αξία 
χωρίς 

τιμωρία

Αξία με 
τιμωρία

Πιθανότητα 
επιλογής

Pi=Αξία_i/ΣΑξία_i

Αθροιστική 
Πιθανότητα

qi=ΣPj
j=1,..,i

v1 11101011 31 53 20 0.257 0.257

v2 01000011 16 23 23 0.296 0.553

v3 10110010 27 35 14 0.179 0.732

v4 10010010 20 21 21 0.268 1

Άθροισμα 78 1.000

Μέσος όρος 19. 0.25
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0

q1=0.257

q2=0.553

q3=0.732

v1v2

v3 v4 q4=1

0.625642 0.168813 0.32458 0.802747 

Μπίλια
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Νέος πληθυσμός

v1* = 11101011

v2* = 01000011

v3* = 10110010

v4* = 10010010



Διασταύρωση 
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Pc=0.8. Εάν ri' < 0.8 τότε επιλέγονται για διασταύρωση τα χρωμοσώματα: v1*, v2*,
v4*.
Επειδή ο αριθμός των χρωμοσωμάτων είναι περιττός τότε η μετακινούμε ένα
χρωμόσωμα ή προσθέτουμε ένα τυχαία. Στο παράδειγμά μας αφαιρούμε το πρώτο
χρωμόσωμα.
Το ζευγάρωμα: (v2*, v4*).
Πολλαπλασιάζουμε τον επόμενο τυχαίο αριθμό επί 7 και παίρνουμε το ακέραιο μέρος
ως θέση διασταύρωσης. 0,322577 x 7 = 2,258039, που σημαίνει ότι η διασταύρωση θα
γίνει στο 2ο bit.
Οπότε προκύπτουν δύο νέα χρωμοσώματα:
v2** = (01010010), v4** = (10000011)

0.228018 0.430107 0.805005 0.792106 
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Ο τρέχον πληθυσμός μετά τη 
διασταύρωση

v1* = 11101011

v2** = 01010010

v3* = 10110010

v4** = 10000011



Μετάλλαξη 
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Pm = 0.02, διαθέτουμε συνολικά 8x4 = 32 bits, επομένως οι δυνατές μεταλλάξεις σε
κάθε κύκλο είναι: 0.02x32 = 0.64.

Από τους 32 τυχαίους αριθμούς του πίνακα. Ο τυχαίος αριθμός 0,015177 είναι
μικρότερος από το Pm=0.02, είναι ο 15ος και αντιστοιχεί στο 2ο χρωμόσωμα στο 7ο bit.
Άρα το 7ο bit μεταλλάσσεται.

v2** = 01010010 → 01010000

0,833281 0,047505 0,402989 0,095117 0,208419 0,880189 0,63158 0,212821 0,695394 

0,666313 0,036825 0,491645 0,759548 0,745192 0,015177 0,370872 0,694574 0,949447 0,410079 

0,157394 0,683835 0,021218 0,809754 0,430536 0,986256 0,661978 0,748426 0,04401 0,52991 

0,257874 0,879656 0,452001 
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Ο τελικός πληθυσμός μετά την 
πρώτη γενιά

v1 = 11101011

v2 = 01010000

v3 = 10110010

v4 = 10000011
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Α/Α Χρωμόσωμα Βάρος
Αξία χωρίς 

τιμωρία
Αξία με 
τιμωρία

v1 11101011 31 53 20

v2 01010000 10 17 17

v3 10110010 27 35 14

v4 10000011 17 19 19

Άθροισμα 70

Μέσος όρος 17,5

Αξιολόγηση

Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται μέχρι ο πληθυσμός να συγκλίνει ή να συμπληρωθεί 
ένας προκαθορισμένος αριθμός επαναλήψεων.



Βελτιστοποίηση ΤΝΔ με ΓΑ (Εξελισσόμενα ΤΝΔ)
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 Το πρόβλημα εύρεσης της κατάλληλης αρχιτεκτονικής/δομής ενός ΤΝΔ μπορεί να
θεωρηθεί ως ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης που αφορά την επιλογή της
τοπολογίας, την επιλογή των συναπτικών βαρών και του κανόνα μάθησης. Οι ΓΑ
μπορούν να εφαρμοστούν και στις τρείς περιπτώσεις.

• Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις το πρώτο βασικό βήμα είναι ο τρόπος
παράστασης για τη δημιουργία του γονότυπου και η αποκωδικοποίηση για τη λήψη
του φαινότυπου.

• Ως μέτρο καταλληλότητας χρησιμοποιείται το άθροισμα των τετραγώνων των
σφαλμάτων για όλους τους κύκλους εκπαίδευσης.



Κωδικοποίηση της τοπολογίας ενός ΤΝΔ 
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Άμεση κωδικοποίηση

Η τεχνική της άμεσης κωδικοποίησης παρουσιάζεται σε ένα ΤΝΔ προσοτροφοδότησης
με σταθερό αριθμό κόμβων. Ο ΓΑ θα επιλέξει την τοπολογία των συνδέσεων.

Το δυαδικό χρωμόσωμα αναπαριστά τις συνδέσεις μεταξύ των στρωμάτων με έναν
πίνακα Σ (ΝxΝ),

Εάν ένα στοιχείο του Σ είναι μηδέν τότε δεν υπάρχει σύνδεση μεταξύ των αντίστοιχων
κόμβων στην αντίθετη περίπτωση, ύπαρξη μονάδας, υπάρχει σύνδεση. Όταν μια
σύνδεση είναι ενεργή «1» σημαίνει ότι το αντίστοιχο βάρος μπορεί να εκπαιδευτεί.

ij    



Πίνακας κωδικοποίησης συνδέσεων
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Σ(6x6) Προς τον κόμβο

Α
πό τον κόμβο

1 2 3 4 5 6

1 0 0 0 1 1 0

2 0 0 0 1 0 1

3 0 0 0 1 1 0

4 0 0 0 0 0 1

5 0 0 0 0 0 1

6 0 0 0 0 0 0

1 2 3

54

6

Χρωμόσωμα του πίνακα Σ: (000110 00101 000110 000001 000000)



Κωδικοποίηση της συναπτικών βαρών ΤΝΔ
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Τα βάρη διαβάζονται από πάνω προς τα κάτω και αριστερά προς τα δεξιά και
τοποθετούνται στο διάνυσμα.
Χρωμόσωμα των βαρών: (-0.8 0.6 -0.3 0.9 0.5 0.1 0.2 -0.4)

1 2 3

54

6

-0.3
0.50.9 0.2

-0.4

-0.8 0.6

0.1



Παράδειγμα διασταύρωσης 
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(0.7 0.5 -0.1 0.4 0.8 0.2 0.3 -0.6)

1 2 3

54

6

-0.3
0.50.9 0.2

-0.4

-0.8 0.6

0.1

(-0.8 0.6 -0.3 0.9 0.5 0.1 0.2 -0.4)

1 2 3

54

6

-0.1
0.4 0.8 0.3

-0.6

0.7 0.5

0.2

A Γονέας Β Γονέας
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Για τη δημιουργία του απογόνου επιλέγεται τυχαία ένας γονέας εκ των δύο (Β
Γονέας) και σε αυτόν ένα τυχαίος κόκκινος κόμβος π.χ ο 4 (όχι είσοδος) και δίνουμε
σε αυτόν τα βάρη του αντίστοιχου πράσινου κόμβου του μη επιλεγμένου γονέα (Α
Γονέας).

1 2 3

54

6

-0.3
0.4 0.5 0.2

-0.6

0.7 0.5

0.2

(0.7 0.5 -0.3 0.4 0.5 0.2 0.2 -0.6)

Απόγονος



Παράδειγμα μετάλλαξης 
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1 2 3

54

6

-0.1
0.4 0.8 0.3

-0.6

0.7 0.5

0.2
1 2 3

54

6

-0.1
0.9 0.8 0.3

-0.2

0.7 0.5

-0.4

Πριν τη μετάλλαξη Μετά τη μετάλλαξη

(0.7 0.5 -0.1 0.4 0.8 0.2 0.3 -0.6) (0.7 0.5 -0.1 0.9 0.8 -0.4 0.3 -0.2)

Επιλέγεται τυχαία ένας κόμβος και αλλάζουν τα βάρη που εισέρχονται σε αυτόν με
τυχαίες τιμές στο διάστημα [-1.0,+1.0]



Επίλυση προβλημάτων βελτιστοποίησης 
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Βελτιστοποίηση PID ελεγκτών με ΓΑ στο GUI-MATLAB
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Το μοντέλο του ελεγχόμενου συστήματος στο Simulink 
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Μέθοδος ρύθμισης PID: Ziegler Nichols 
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Αποτελέσματα με ZN
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Επιλογή της συνάρτησης καταλληλότητας
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Δυνατότητα επιλογής μιας διαφορετικής συνάρτησης καταλληλότητας
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Εναλλακτικοί τύποι συνάρτησης καταλληλότητας
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Απαιτούμενες ρυθμίσεις
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Αποτελέσματα ΓΑ
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Σύγκριση αποτελεσμάτων με ZN και ΓΑ
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Επίλυση προβλήματος με ΓΑ (κώδικας: εντολές του Matlab)
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Πρόβλημα
Να βρεθούν οι παράμετροι c1 και c2 στο διάστημα [-2 5] της συνάρτησης

ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω δεδομένα-περιορισμοί
(constraints):

x y
1 1
2 2
3 3



Μετασχηματισμός του προβλήματος σε πρόβλημα βελτιστοποίησης
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Βάσει των δεδομένων (x,y) δημιουργούνται οι σχέσεις:

Το πρόβλημα της βελτιστοποίησης να ελαχιστοποιηθεί η συνάρτηση

με τους γραμμικούς περιορισμούς (Α) και θεωρώντας x=2.
.

1 2

1 2

1 2

1

2 2 ( )

3 3

c c

c c A

c c

  
  
  

1 20.5 1y c c  
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1 1 2

2 1 2

3 1 2

( ) 1 0

( ) 2 2 0

( ) 3 3 0

h c c c

h c c c

h c c c

    
    
    

1 2 1 2min ( ) 0.5 1,   ( )Ty c c c c c c    

Σύνολο εφικτών λύσεων

S

-2 5
-2

5
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Λύση:

Δημιουργούμε την fitness function στο matlab:
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Έχουμε:

Θέλουμε οι περιορισμοί μας να είναι ίσοι με 0, για αυτό τους γράφουμε
μέσα στην μεταβλητή ceq όπως φαίνεται παρακάτω:

Αν θέλαμε οι περιορισμοί μας να ήταν <=0 τότε θα τους γράφαμε στην
μεταβλητή c.

1 2 1 2 1 21 0,  2 2 0,  3 3 0c c c c c c        
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Στη συνέχεια πληκτρολογούμε τον παρακάτω κώδικα:
ObjectiveFunction = @simple_fitness;

nvars = 2;

LB = [-2 -2];

UB = [5 5];

ConstraintFunction = @simple_constraint;

[x,fval] = ga(ObjectiveFunction,nvars,[],[],[],[],LB,UB,ConstraintFunction)



Αποτελέσματα
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Δηλαδή c1=1και c2=0



Επίλυση προβλήματος με ΓΑ (Global Optimization Toolbox – Matlab
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Στο πεδίο fitness function γράφουμε το όνομα της fitness function που θέλουμε να
ελαχιστοποιήσουμε: @onoma.

Στο πεδίο number of variables γράφουμε των αριθμό των μεταβλητών.

Στο πεδίο Nonlinear constraint function γράφουμε το όνομα της function με τους
περιορισμούς: @onoma.

Στο πεδίο bounds βάζουμε τα όρια των μεταβλητών.

Στα options μας δίνει την δυνατότητα να επηρεάσουμε διάφορες παραμέτρους των
γενετικών αλγορίθμων όπως population size, selection function, crossover fraction,
migration fraction, generations, fitness limit, time limit κτλ.



Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 189



Αναστάσιος Ντούνης, Καθηγητής 190

Στο παράδειγμά μας έχουμε την function simple_fitness η οποία έχει 2 μεταβλητές

c1=x(1), c2=x(2).

Population size=20
Generations=100
Migration fraction=0.2
Crossover fraction=0.8
Selection function=roulette
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Άρα c1=1 και  c2=0



Αρχιτεκτονική βελτιστοποίησης PID/FLC εκτός γραμμής
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r

Κωδικοποιημένο
Χρωμόσωμα

Αρχικός 
πληθυσμός

Γενετικός 
Αλγόριθμος

FLC ή
PID

Μοντέλο
Συστήματος

Εκτίμηση 
Καταλληλότητας

Θόρυβος



Δομή του χρωμοσώματος που επεξεργάζεται ο γενετικός αλγόριθμος 
για τον PID
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Μεταβλητές 

Πληθυσμός 

Γενιές 

Gen.2 Gen.1 Gen.3 Gen.4 … 

Pop.1 Pop.2 Pop.3 Pop.4 … 

KD KI Kp 

0 1 1 1 0 0 1 

Δυαδική 
Αναπαράσταση 

... 



Εφαρμογές των ΓΑ

• Βελτιστοποίηση συστημάτων: Μικροηλεκτρονική, φυσικός
σχεδιασμός κυκλωμάτων VLSI, χρονοπρογραμματισμός
εργασιών, οργάνωση λειτουργίας αποθηκών κ.α.

• Μηχανική μάθηση: Ταξινόμηση, σύντηξη σημάτων, εκτίμηση,
πρόβλεψη, βέλτιστη επιλογή παραμέτρων βιομηχανικών
ελεγκτών, ρομποτικών συστημάτων, ασαφών συστημάτων,
νευρωνικών δικτύων κ.α.
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• Οικονομικά συστήματα: Μοντελοποίηση οικονομικών και
τιμολογιακών διεργασιών, διεργασιών αγοράς κ.α.

• Βιολογικά συστήματα: Μελέτη προβλημάτων γενετικής των
πληθυσμών, εξέλιξης των ειδών κ.α.

• Οικολογικά συστήματα: Μοντελοποίηση φυσικών πηγών, ανάπτυξη
παρασίτων κ.α.

• Τεχνολογικά συστήματα: Σχεδιασμός τροχιών για ρομπότ,
παρακολούθηση δρόμου, συστήματα παραγωγής και διανομής
ενέργειας, ιατρική διάγνωση, ανακάλυψη νέων φαρμάκων, συστήματα
μεταφορών και επικοινωνιών, κ.α.
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