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MELANGES.

MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA.

PRIX BOLYAI ().
Procés-verbal des séances de la Commission internationale de 1910.

A loecasion du eentiéme anniversaire de la natssanee de Jean
Bolyai, I'Académie hongroise des Sciences, voulant perpétuer le
souvenir de eet illustre savant, ainsi que celui du profond penseur
que ful Farkas Bolya1, son pére et son maitre, avait déeidé de
fonder un prix international qui devait porter le nom de Prix
Bolyai. Ce prix devait étre déeerné pourla premiiére fois en 19ob,
puis de eing en eing ans a Pautear du meillear Onvrage de Mathé-
maltiques paru au cours des ciuq aunées précédentes, en prenant
en eonsidération toute son ceuvre antérreure.

D’apres le réglement du prix, 'Aeadémie avait eontié le soin
de le déeerner pour les années 1god-19og a une Commission eom-
poscée de deux membres résidants : M. Jules Konig, secrétaire de
la elasse des Sciences; M. Guslave Rados, membre de la Classe, et
deux membres éirangers : M. Gista Mittag-Lefller; membre de
I'Académie des Seciences suédoise; M. Heuri Poincaré, membre
de I'lnstitnt de Frauce.

La Commission s’est réunie a Budapest les 1= et 18 octobre 1910
et elle a désigné ecomme président M. Jules Kouig et eomme rap-
porteur M. Henri Poiucaré.

(") Your Bualleting vgob, p. 103, pour la prenuére attvibution da prix interna-
tional,
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Parmi les travaux les plus dignes d’attention publiés dans
les cinq dernieres années, la Commissiona particuliéerement remar-
qué ceux de M. David [lithert, qui, par la proflondeur de la pensée,
Poriginahité des méthodes, la rigueur logique des démonstrations,
ont déja exercé une inlluence considérable sur les progres des
sciences mathématiques.

Apres avolr examingé les titres divers de cet autenr, et prenant
en considération non senlement ses travaux des cing derniéres
années, mais ses recherches antérieures et 'ensemble de sa car-
riere screntifique, la Commission a unantmement décidé de dé-
cerner le priv Bolvar de "Académie des Sciences hongroise, pour

les années 1G0d-190g, a

M. Davio Hivsert.

l.es motifs de cette décision seront exposés dans le Rapport de
M. Poincaré.

Ce proccs-verbal a été accepté a 'unanimité.
Budapest, 18 octobre 1910.

Signé :
KONIG, Président. POINCARE, Rapporteur.
MITTAG-LEFFLER.

RADOS.

~

Rapport de M. Henri POINCARE.

Les problemes traités par M. Hilbert sont tellement variés et
leur importance est ~i évidente qu'un long préambale ne nous
semble pas nécessaire. Je crois préférable d'entrer immédiatcment
dans Vexposé détaillé de ses principaux Mémoires. Le lectear,
en présence de résultats si constdérables; tivera la conclusion de

lul-mémec.

Les ixvantavts. — l.es Pl‘CII)itfl‘w travaux de M. Hilhert sont
relatifs @ la théorie des imvartants. On sait avec quelle passion

cette pul'lie des )lulh«'-matiqucs a eté cultivée vers le mihien du
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siecle dernier et combien elle a été délaissée depuis. Il semblan
en effet que les Clebseh, les Govdan, les Cayley, les Sylvester
eussent épuisé tout ce (u'on pouvait tirer des méthodes anciennes
et quil 0’y edt plus apreés eux que peu de chose a glaner, Mais les
progres de I'Algebre et de PArithmétique, et en particalier la
théorie des nombres entiers algébriques, l'extenston quion en fit
bientdt aux polynomes entiers, la théorie des modules de Kro-
necker, allaient permettre d’aborder la qquestion par un ¢oté encore
mexploré. Clest ce qu’a fait M. Hilbert en s'attaquant tout d’abord
au célébre théoréme de Gordan, d’aprés lequel tous les invariants
d'un systeme de formes peuvent s’exprimer d’une facon ration-
nelle et enticre en fonctions d'un nombre fimi d’entre cux. On ne
saurait mieux mesurer le progrés accompli qu'en comparant le
volume que Gordan avait dd consacrer & sa démonstration aux
quelques lignes dont Hilbert a pu se contenter. La méthode ga-
gnait en généralité autant qu’en simplicité et 'on pouvail entre-
voir toute une série de généralisations possibles. Un lemme trés
simple inspiré par les 1lées de Kroneeker avait rendu ce résnltat
possible :

Considérons une séric tndéfinte de formes It dépendant de n
variables; on peut trouver parmi elles un nombre fint de formes
Fy, ..., I, telles qu'une forme quelconque ¥ de la série puisse

etre égalée a
(1) F=AF +...A,F,

les A étant des formes dépendant des mémes variables. Clest la
nne conséquence de la notion fondamentale de module 1ntroduite
par Kronecker dans la Science. Cela veut dire, dans le langage de
Kronecker, que les diviseurs communs 4 plusieurs modules,
ceux-el fussent-ils en nombre infini, sont les sous-multiples de
Pun d’entre enx, qui est lenr plus grand eommun diviseur, et dans
le langage géométrique (en snpposant 4 variables et les regardant
comme les coordonnées homogenes d'un point dans espace), que
ensemble des points communs & un nombre infint de surfaces
algébriques se compose d'un nombre lini de points isolés et d’un
nombre fint de courbes gauches algébriques.

Mais ce n'est pas tout : supposons que les Fsoient les invariants
d’'un systéme de formes et les A des fonclions des coefficients de
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ces formes. On peut Lonjours supposer que les A sont aussi des
invariants, sans quot on pourrait elfectuer sur les formes une
transformation linéaire arbitraire. Alors, dans la relation (1) ainsi
transformée, tigureraient les eoefficients de cette transformation.
En appliqnant, a la relation (1) transformée, un certain processus
de différentiations suceessives (les différentiations s’effectuant par
rapport aux coeflicients de la transformation linéaire), onarrive a
upe relation de méme forme que (1) mais o les A sont des inva-
riants. La démonstration du théoréme de Gordan s’en déduit
immeédiatement.

Mais ce n'est pas tout : entre ces invariants fondamentaux, il y a
un certain nombre de relations appelées sy'5y gies. Toutesles syzy-
gies peuvent se déduire d'un nombre fini d’entre elles par addition
et multiplication. Entre ces syzygies fondamentales du premier
ordre il y a des syzygies du second ordre, qui peuvent aussi se
déduire d'un nombre {ini d’entre elles par addition et multiplica-
tion, et ainsi de suite,

M. Hilbert déduit ce résultat d’un théoréme général d’algébre.
Considérons un systéme d’équations linéaires de la forme :

NF, X, =
‘/dFMXl o

ot les F sont des formes données et les X des formes inconnues
homogeénes par rapport a certaines variables; I"étude des solu-
tions de ce systéme et des relations qut les lient conduil & consi-
dérer une série de svstémes dérivés jusqua ece qu'on arrive a un
systéme dérivé qui n'admet plus aucune solution. Clest ainsi
d'ailleurs que M. Hilbert (ut amené a déterminer et a étudier le
nombre /(R des couditions distinctes auxquelles doit salistaire
une forme de degré R pour étre congrue a zéro par rapport & un
module donné.

Mais, pour compléter la théorie, 1l ne suthsait pas d'étabhir
I'existence d'un systéme d'invarants fondamentanx, il fallait donner
les movens de le former effectivement, et ce probléme a été ramené
par 'auteur a uune question qui se rattachea la théorie des nombres
entiers algébriques étendue aux polynomes entiers.

Le probléme est ainsi décomposé en trois autres :

1° Trouver des invariants J,, en fonctions desquels tous les
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autres puissent s’exprimer sous une forme entiére et algébrique,
¢’est-a-dire tels qu’un wvariant queleonque J satisfasse a une

équation algéhrique
Jo - GpIA-V - Godr—2 - ..+ Gy J +- G = o,

les G étant des polynomes entiers par rapport aux J,,;

2" Trouver des 1uvariants en fonctions desquels tous les autres
puissent s’exprimer rationnellement;

3° Trouver des invariants en founctions desquels tous les autres
puissent s'exprimer sous forme enti¢re et rationnelle.

De ces tro1s problémes le premier est le plus difficile. Sion le
suppose résolu; 'ensemble des invariants se présente comme un
corps algébrique, et le premier pas a faire ¢’est de déterminer le
degré de ce corps; ¢’est a quor parvient M. Hilbert, au moins pour
les formes binaires, en évaluant de deux mameres différentes le
nombre ©(7) des invariants hnéairement indépendants de degré =,
ou plutdt la valeur asymplotique de cette tonction numérique ()
pour ¢ lrés grand.

Une fois le premier probleme résolu, la solution des deux autres
se raméne aune question elassique de larithméuque des polynomes
et de la théorie des corps algébriques. It s’agit done de trouver les
wvariants fondamentanx a 'aide desquels touos les autres s’expri-
ment sous forme enticre et algébrigque.

A cet effet M. 1htbert remnarque que ce sont eeux qui ne peuvent
s'annuler sans que tous les autres s'annulent. Ou eongoit ainsi que
la recherche de ces mnvariants fondamentaux sera singuliérement
facilitée par I'étude des formes nulles, ¢’est-a-dire de celles dont
les coefficients numériques sont choisis de telle sorte que les
valeurs numériques de tous les invariants solent nulles.

Dans le cas des formes binaires, les formes nulles sont celles
qui sont divisibles par une puissance suffisamment élevée d'un
factenr linéaire; mais dans les autres cas le probleme est plus
délicat. L’auteur met d’abord en évidence un ecertain nombre de
théorémes.

Considérons une forme a coefficients numériques et sa transfor-
mée par une substitution hnéaire quelconque; les coeffierents de
celte transformée seront des polynomes entiers par rapport aux

coefficients de la substitution. Si le déterminant de la substitution
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est une fonetion a/gébrique et entiére de ces polynomes entiers,
la forme proposée n'est pas une forme nulle. Dans le cas contraire,
¢'est une forme nulle.

Counsidérons d’autre pavt les transformées d'une forme par une
substitntion linéave dépendant d'un paramétre arbitraive ¢ el de
telle facon (ue les coefficients de cette substitution soient des
séries développables suivant les puissances entiéres, positives ou
négatives mais croissantes, de ce paramétre. 8'il sagit d'une forme
nulle, on peut choisiv une substitution de eette nature de telle
sorte que son déterminant devienne infinl pour ¢ = o, tandis que
les coefficients de la forme transformée restent fims. M. Hilbert
montre que celle eondilion est nécessaire pour que Ja [orme pro-
posée soit nulle, et il est d'ailleurs évident gu’elle est saffisante.
A chaque forme nulle covrespond done nne et peut-étre plusienrs
substitutions linéaires jouissant de la propriété énoneée. Cela
posé, l"autcar démoutre que, partant d’une forme nnlle quel-
conque, on peuat, par unc transformation hnéaire, 1o transformer
en une forme nulle canonique. Une forme est dite canonique
quaud la substitution linéaire qui lui correspond et (ui jouit par
rapport a elle de la propriété que nous venons d’énoncer est de la
forme simple :

La recherche des formes nulles est ainst ramenée a celle des
formes nulles eanoniques, qui est beaucoup plus simple. Oun trouve
que les formes nulles canoniques sont eelles anxquelles il manque
certains termes; el la détermination des termes qui doivent man-
quer peut se faire atsément, grace a un sehéma géométrique simple.
On voit sous quel aspect nonveau et élégant se présentent aujour-
d’hui, grace a M. Hillert, des probléemes qui avaient tenté tant de
géometres 1l y a einquante ans,

Le ~xowsre ¢. — M. Hermite a le premier démontré que le
nombre e est transcendant et peu de temps aprés M. Lindemann
étendait ec résultat an nombre = Gétait la une conquéte impor-
tante pour la Seicnee, mais les méthodes d'Hermite étatent en-

core suseeptibles de perfectionuements; quelque ingénieuses et
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quelque originales qu’elles fusseut, on sentait qu’elles ne econdui-
saient pas an but par le plus court. Ce chemin le plus court,
M. Hilbert I'a trouvé et il semble qu'on ne puisse plos apporter
désormais a la démonstration de simplification nouvelle.

C’était la seconde fois que M. Hilbert donnait d'un théoréme
connu, mais qu'on ne ponvait établiv que pac des considérations
ardues, une démonstration d'une étonnante simplicité. Cette faculté
de simplifier ce qui avait d’abord semblé complexe se présentait

ainst comme un des earactéres de son talent.

Arrramirtoue. — bLes travaux arithmétiques de M. Hhilbert ont
principalement porté sur les corps algéhriques. L'ensemble des
nombres qui peuvent s’exprimer rationnellement en fonctions d’un
ou de plusienrs nombres algéhriques constitue un domaine de
rationalité, et Pensemble des nombres de ee domaine qui sont des
entiers algébriques constitue un corps. St Pon envisage ensuite
tous tes nombres algébriques d’un corps qui peuvent étre mis sous
la forme :

BT ATyt .+ ApyTp

ot les o sont des nombres donnés du corps, et les x des nombres
indéterminés de ce ménie corps, 'ensemble de ces nombres est ce
quwon appelle un idéal. Ce qui fait 'intérét de cette considération
¢'est que les 1déanx obéissent, en ee ui coneerne leur divisibilité,
aux lois habituelles de FArithmétique et qu’en particulier tout 1déal
est décomposable d’une maniére et d’une seale enidéaux premiers.
C'est la le théoréme fondamental de Dedekind.,

D’autve part, nous pouvons econsidérer des nombres qui satisfont
dune équation algébrique dont les coeflicients appartiennent i un
domatne D de rvationalité. Ces nombres et ceux qui peuvent
s'exprimer rationnellement par leur moyen définiront un nouveau
domaine de rationalité D) plus étendu que D, et un corps algé-
brique K/, plus étendu que le corps K qui correspond 4 D. On
peut alors rapporter te corps K'; non pas aux nowbres rationnels
vulgaires et au corps des entiers de l';\rilhmélique ordinaire, mais
au domame D et au corps algébrique K. On pourra alors parler
du degeé relatif de K' par rapport a K de la norme relative d'um
nombre algébrique de K’ par rapport & K, ete. 1l y aura des corps
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relativement quadratiques obtenus par Vadjonction au domaine D
d'un radical \/:_J:, v étant un nombre du domaine D, et des corps
relativement abéliens, obtenus par ladjonction a D des racines
d’une équation abélienne. Il y a 13 une sorte de généralisation des
idées de Dedekind, que Hilbert n’est sans doute pas le premier 4
avoir entrevue, mais dont il a tiré un parti iattendu,

Nous devons aussi parler des corps galoisiens, dont I'équation
génératrice est une équation de Galois. Un corps quelconque est
contenu dans un corps galoisien, de la méme fagon que le corps K
dout nous parlions tout & 'heure est contenu dans le corps K'; et
ce corps galoisien s’oblient sans peine en adjoignant, au domaine
de rationalité, non seulement 'une des racines de I'équation algé-
brique génératrice de K, mais toutes ses vacines. Les questions
relatives a un corps quelconque sont ainsi ramences aux problémes
analogues pour les corps galoisiens.

Apreésavoir nontré comment on pouvait, par la discussion d'une
congruence, former tous les idéaux de norme donnée, M. Hilbert
a cherché une démonstration nounvelle du théoréme fondamental
de Dedekind; il Va établi d’abord pour les corps galoisiens et l'a
étendu ensuite sans peine a un corps quelconque.

M. Hilbert fut ainsi conduit & étudier la théorie générale des
corps galoisiens, et il introduisit une foule de notions nouvelles,
en définissant une série de sous-corps, correspondant i divers
sous-groupes du groupe de Galois de 'équation génératrice; ces
sous-groupes sount définis par certaines relations qu’ils out avec un
idéal premier quelconque du corps, et I'étude de ces sous-corps
nous ouvre des apergus nouveaux el intéressants sur la structure
du corps.

L'auteur douna en 18g6 une- démonstration nouvelle du
théoréme de Kronecker d’apreés lequel les racines des équations
abéliennes peuvent s'exprimer par les racines de Uunité. Cette
démonstration purement arithmétique met en évidence la fagon
de construire tous les corps abéliens d’un groupe et d’un discri-
minant donné.

Mais les travaux de M. Hilbert ont eu pour objet principal
I'étude des corps relativement quadratiques et relativement abé-
liens. Un des points essentiels de la théorie des nombres est la loi
de réciprocité de Gauss au sujet des résidus quadratiques; on sait
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avec quelle prédilection le grand géométre est revenu sur cetle
question et combien il a multiphié les dénmoustrations.

Cette loi de réciprocité est susceplible de généralisations 1nté-
ressautes lorsqu’on passe du domaine des nombres rationnels
ordruaires a un domaine de rvationalité quelconque. M. Hilbert a
pu réaliser cette généralisation dans le cas ou le corps A est ima-
ginaire et a un nombre de classes impair. Il a introduit un symbole
analogue & celui de Legendre, etla loi de réciprocité a laquelle il
est parvenu se présente sous une forme simple; le produit d'un
certain nombre de pareils symboles doit étre égal a 1. Cetle géne-
ralisation présente d’autant plus d'intérét que 'autenr a pu mon-
trer qu'il y a des genres correspondant a la moitié de tous les
systémes imaginables de caractéres, résultat qui doit étre rappro-
ché de celui de Gauss et qui permet 'exiension & un domaine de
rationalité quelconque de cette notion du genve des formes quadra-
tiques qui fait P'objet d'un des chapitres les plus attrayants des
Disquisitiones Arithmeticee.

Pour aller plus loin, M. Hilbert est obligé dntroduire une
notion nouvelle et de modilier la défimtion de la classe. Deux
idéaux appartiennent a la méme classe au sens large ou ancien sl
leur rapport est un nombre algébrique existant quelconque; ils
appartiennent @ la méme classe au sens étroit on nouveau si leur
rapport est un nombre algébrique existant qui est positif ainsi
que tous ses conjugués. l.es nombres de classes, entendus soit
ausens large, soit au sens étroit, sont évidemment en relation 1ntime
et l'autenr cxplique quelle est la nature de cette rvelation. Mais
cette définition nouvelle permet & M. Hilbert d’exprimer dans un
langage plus simple les théorémes quiil avaiten vue. Ces théoremes,
énoncés sous leur forme la plus générale, sont, comme le dit M. Hil-
bert, d'une remarquable simnplicité et d’'une beauté cristaliine ; leur
démonstration compléte apparaissaita Pauteur comme le but final
de ses études snr les corps algébriques. C'est sous celte forme
générale que nous les énoncerons.

Si /& est un corps quelconque, il existe un groupe K4 qu'on peut
appeler ~an Klassenkorper. Son degré relatif est égal au nombre
des classes an sens étroit. 1l est non ramifié, c'est-a-dire qu’ancun
tdéal prentier e & w'est divisible par le carvé d’un idéal premier
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de KA et il contient tous les corps non ramifiés relativement abé-
liens pav rapport a A,

Son groupe relatil est isomorphe au groupe abélien qui définit
la composition des elasses d’idéaux de A.

Les 1déaux premiers de A, quoique premiers par rapporta Ak, ne
le sont pas en général par rapport a KA ils peuvent doonc étre
décomposés en facteurs idéaux premiers par rapport a Kij le
nombre de ces facteurs et la puissance & laquelle 1ls sant élevés, en
an mot le mode de décomposition, dépendent uniquement de la
classe a laquelle appartient dans le corps & I'idéal envisagé.

Appelons ambige un nombre de K & qui est positif, ainsi que tous
ses conjugnés et qui ne differe de ees conjugués que par un lacteur,
qui est une umté complexe.

Chaque ambige de K A correspoud a un idéal de & et réerproque-
ment. Cette propriété est earactéristique du corps KA parmi tous
les corps relativement abéliens par rapport a 4.

Ou voit quelle est la portée de ces théorémes et quelle lumiére
elle jette sur la notion de classe, puisque les relations mutuelles des
classes d’idéanx sont reproduites comme par une image fidéle par
celles des entiers algébriques d'un corps.

A la vénté, M. Iilbert n’a démontré complétement ces
théorémes que dauns des cas particuliers, mais ces cas particuliers
sont trés nombreux, trés variés et trés étendus. I est d’ailleurs,
dit-il; persuadé que ses méthodes sont applicables au cas général.
Toul en partageant sa conviction, nous sommes ohligés de faire
des réserves, tant que cet espoir, si l[égitime qu'il soit, n’a pas été
effectivement réalisé.

Nous avons parlé plus haut de la loi de réeiprocité relative aux
restes quadratiques; nous aurions di ajouter que M. Hilbert a
donné nne lo1 analogue pour ses restes de puissances quelconques,
au moins pour eertains eorps particuliers.

En résumé, 'introduction des 1déanx par Knmmer et Dedekind
a é1é un progres eonsulérable, elle a générahisé et éclairé en méme
temps les résultals classiques de Gauss sur les formes quadratiques
et lenr composition. Les travaux de M. Hithert que nous venons
d’analyser constituent un nouveau pas en avanl el qui n'est pas
moins nmportant que le premier.
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TueoreMe pE Warive. — Pavlons maintenant d'un autre travail
arithmétique entierement diflérent. 1l s'agit de démontrer le
théoréme de Waring d'apres lequel tout entier peut étre décom-
posé en une somme de N puissances 2™, N ne dépendant que
de n, de méme qu'il peut par exemple éire toujours décomposé en
une somme de quatre carrés. Inutile de rappeler que ce théoréme
avail jusqu’ici été simplement énoncé.

Ce qui mérite surtont d’attiver l'attention dans la démonstration
de M. Ililbert, e’est qu’elle repose sur nne facon nouvelle d'intro-
duire les variables continues duns la théorie des nombres.

On part d'une identité ot une intégrale 25"P est ézalée a la
puissauce m'™° de Ja somme de cing carrés. Décomposant le
domaine d'intégration en domaines plus petits de facon ad avoir une
série de valeurs approchées de l'intégrale. comme s'il s’agissail
de I'évaluer par quadratures mécaniques, et par les méthodes de
passage a la limite fumiliéres & 'auteur, on arrive a une aulre
identité ;

9

4 9 r
(]~ ...+x3)™ =? rp Y,
P

ou les rs sont des nombres positifs rationuels et les Y des fonctions
linéaires des x a coefficients entiers. Les coefticients r et ceux
des Y, ainsi quele nombre de ces fonctions hnéaires, ne dépendent
que de m.

Jusqu'ict nous ne sommes pas sortis de PAlgebre, si ce n'est
pour montrer que les coetlicients 7 et ceux de Y sont rationnels.
Pour aller plus Join Pauteur étabhit une série de lemmes dont
Pénoncé est trop compliqué pour pouvorr étre reproduit ici et qui
Pamenent finalement a a démonstration compléte du théoreme.
Nous ne devons pas douter que ces considérations, qui permettent
ainsi d'obtenir des relations arithmétiques en les faisant sortir
didentités on higurent des intégrales délinies, ne puissent un jonr,
quaud on en aara bien compris le sens, étre appliquées a des pro-
blémes bien plus étendus que celur de Waring.

Geosirrie. — J'arrive aux travaux si originanx de M. Hiller!
sur les fondements de la Géometrie. 1l v a, dans 'hnstoire de cette
philosophie géométrique, (rois époques principales @ la premiére

est celle ou des penseurs, i la téte desquels nous devons citer
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Bolyai, ont fondé la Géométrie non enchdienne:; la deuxicme est
celle on Helmholtz et Lie ont montré le réle en Géoméltrie de la
notion de mouvement et de groupe; la troisitme a été ouverte
par Hilbert. L’auteur allemand se place au point de vue logique :
quels sont les axiomes que I'on énonce et ceux que Pon sous-
entend; quel en est le véritable contenu logique el qu’en pour-
rait-on tirer par la simple application des régles logiques et sans
nouvel appel a 'intuition; sont-ils enfin indépendants, ou pour-
rait-on au contraire les déduire les uns des autres? Voila quelles
sont les questions & traiter.

M. Hilbert commence donc par établir la liste compléte des
axtomes, en s'ellor¢ant de n’en pas oublier un; cela n'est pasaussi
facile qu'on pourrait croire et Euclide lui-méme en applique qu’il
n’énonce pas. L'intuition géométrique nous est tellement [ami-
liére que nous faisons usage des vérités intuitives pour ainsi dire
sans nous en apercevoir. De la, pouratteindre le but que se propo-
sail Hilbert, la nécessité de ne pas accorder a l'tntuition la plus
petite place.

l.e savant professeur 1‘é|)al‘lil les axiomes en cinq groupes :

I. Adxiome der Verkniipfung (je traduirai par axiomes pro-
gL
jectifs au lieu de chercher une traduction hittérale, comnie par
exemple ariomes de la connexion, qui ne saurait élre satisfai-
sante).
. Awxiome der Anordnung (axiomes de l'ordre).
HI. Axiomes de la Congruence, on axiomes métriques.

IV. Axiome d'Euchde.

V. Axiome d’Archimede.

Parmi les axiomes projectifs, nous distinguerons cenx du plan
et cenx de I'espace; les premiers sont ceux qui dérivent de la pro-
position bien connue : par deuxr points passe une droite et une
seule.

Passons au second gronpe, celul des axiomes de Pordre. Voic
I'énonce des deux premiers :

« Silrois points sonl sur une méme droite,1l y a entre eux une
certaine relation que nousexprimons en disant que l'un des points,
et un seulement, est eutre les deux autres. St C est entre A et B,
si D est entre A et C, 1) sera aussi entre A et B, etc. »
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lci encare on vemarquera que nous ne faisons pas intervenir
Pintuition; nous ne cherchons pas a approlondur le sens du mot
entre, loute relation satislaisant aux axiomes pounrrait étre désignée
par le méme mot.

Le troisieme groupe comprend les axiomes métriques, ol nous
distingunerons trois sous-groupes, relatifs respectivement aux lon-
gueurs, anx angles, et aux triangles.

Un pomnt importantici n’est pas traité; il aurait falla eompléter
ta liste des axiames en disant gque le segment AB est congruent au
segment inverse BA. Cet axiome implique la symétrie de Pespace
et I'égalité des angles ala base dans un triangleisoseéle. M. Hilbert
ne traite pas icit cette question, mais then a fait 'objet d’un Mé-
moire sur lequel nous reviendrons plus loin.

Le quatrieme groupe ne comprend que le postulatnm d'Eu-
chide.

Le einquieme groupe compread deux axiomes; le premier et le
plus 1mportant est celur d’Archimede :

Soient deux poiuts quelconques A et Bsur une droite D soit «
un segment queleonque; construisons sur Dy a partie du poiat A,
et dans la direction AB, une série de segments tous égaux entre
eux et égaux a a: AN A AL o0 A, A on pourra tonjours
prendre 7 assez grand pour que le point B se trouve sar 'un de
ces segments.

(Pest-a-dire que, si 'on se donne deux longueurs queleonques 1
et L., on peat toujours trouver un nombre entier 71 assez grand
pour que, en ajoutant n fois a elle-méwe fatongueur /, on obtienne
une longuenr totale plus grande que L.

Le second est ULeiom der Vollstindigheit, dont J'expliquerai

plns loin le sens.

Indépendance des axrtomes. — La hste des axiomes nne (ois
dressée, 1l fant voir si elle est exempte de contradietions. Nous
savons bien que oui, puisque la Géométre existe; et M. Hilbert
avait d’abord vépondu oui en construisant une Géométrie. Mais,
chose ¢étrange, cette Géométrie n’est pas tout a fait la ndtre, son
espace n'est pas le notre, ou da moms ce v'en est gqu’une partie.
Dans Pespace de M. Hilbert, il 0’y a pas toas les points qui sont

A = b
dans le notre, mais cenx sealement gn'on peut, en partant de
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deux points donnés, construire par le moyen de la regle et du
compas. Dans cet espace, par exemple, il n’existerait pas d’angle
de 10°.

Dans sa seconde édition, M. Hilbert a voulu compléter sa liste
de facon a retrouver notre Géométrie et a n’en pas retrouver
dautre, ¢’est pour cela quihwteoduisit U Adriom der Vollstindi g-
keit qu'il énonce comme 1l suit :

Au systéme des points, droites et plans, il est impossible d’ad-
joindre nuo autre systéme d’abjets tel que le systéme complet satis-
fasse & tous les autres axiomes.

Il cst clair alors que cet espace dont je parlais, qui ne contient
pas tous les points de notre espace, ne satisfait pas 4 ce nouvel
axiome, car on  pent lur adjomdre ceux des points de notre
espace (u'il ne contenail pas, sans cesser de satisfaire a tous les
axiomes.

Il'y a donc une mfinité de Géométries qui satisfont a tous les
axtomes, moins 'Adxiom der Vollstindigheit, mais il 0’y en a
qu'une, la ndtre, qui satisfasse en outre a ce dernier axiome.

On doit se demander ensmte si les axiomes sont indépendants,
c’est-d-dire si I'on peut sacrifier l'un des einq groupes en conser-
vant les quatre autres et obtenir néanmoins une Géométrie cohé-
rente. (est amsi qu’en supprimant le groupe IV (postalatum
d’Euchlide) on obtient la Géométrie non euchdienne de Bolyai.

On pent également supprimer le groupe H1 M. Hilbert a réussi
a eonserver les groupes 1, I, IV et 'V ainst que les denx sons-
groupes des axiomes métriques des segments et des angles, tout
en rejetant 'axtome métrique des triangles, ¢’est-a-dire la propo-
sition 11, 6.

La (icométrie non archimédienne. — Mais la couception la
plus originale de M. Hilbert, ¢’est celle de la Géométrie non archi-
médienne, ol touslesaxiomes restent vrais, sanfeclni d’ Archiméde.
Pour cela 1l fallait d’abord construire un systéme de nombres non
archimédiens, ¢'est-a-dire un systeme d’¢léments entre lesquels
on piit concevoir des relations d’égalité et d'inégalité et auxquels
on pat appliquer des opérations correspondant 4 Iaddition et a la
multiphication artthmétignes, et cela de facon & satisfuire aux

conditions suivantes :
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1° Les regles avithmétiques de addition et de la multiplication
(commutativité, associativité, distributivité, ete.; Arithmetische
Axiome der Verkniipfung) subsistent sans changement;

2° Les régles du calcul et de la (ransformation des inégalités
(Arithmetische Axiome der Anordnung) subsistent égale-
ment.

3° L'axiome d’Archimeéde w'est pas vrai.

On peut arriver a ce résultat en choisissant pour éléments, des
séries de la forme suivante :

Aot = Ayt Aggm=2

olt m est un entier positif ou négatif et ou les coefficients A sont
réels, et en convenant d'appliquer i ces sériesles régles ordinaires
de l'addition et de la multiplication Il faut ensuite définir les con-
ditions d'inégalité de ces séries, de facon a ranger nos éléments
dans un ordre déterminé. Nons yarriverons par la convention sui-
vante : nous attribuerons a notre série le signe de Ay et nous dirons
qu'une série est plus petite qu’une autre (quand, retranchée de
celle-ci, elle donne une diftérence positive.

Il est clair qulavec cette conventiou les régles du caleul des
inégalités subsistent; mais Paxiome d’Archimeéde n'est plus
vrail.

Nos nombres vulgaires rentrent comme cas particuliers parmi
ces nombres non archimédiens. Y.es nouveanx nombres viennent
s'iitercaler pour amnsi dirve daus la sérvie de nos nombres valgaires,
de telle facon quiil v ait. par exemple, une infinité de nombres

oerands

nouveaux plus l)elils qu\m nombre vulgaire donné A et plus g

que tous les nombres vulgaires inférieurs & A,

Cela posé, imaginons uu espace 3 trois dimensions ou les coor-
données d'un point seratent miesurvées, non pas par des nombres
vulgaires, mais par des nombres non archimédicns, mais ou les
équations habituclles de la droite et du plan subsisteraient, de
méme que les expressions analytiques des angles et des longueurs.
It est clair que dans cet espace tous les axiomes resteraient vrais,
sauf celur d’Archiméde.

Sur une drvoite quelconque, entre nos poiuts vulgaires, vien-
draient s'intercaler des points nouveanx. Il v aura également sur
cette droite une infinité de points nouveaux qui seront a droite de
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tous les points vulgaires. En résumé, notre espace vulgaire n’est
qu'une partie de 'espace non archimédien.

On voit quelle est la portée de celle invention et en (uoi clle
constitue dans la marche de nos idées un pas presque aussy hardi
que celui que Bolvai nous a fail faire; la Géométrie non eucli-
dienne respectait pour ainsi dire notre conception qualitative du
continu géométrique toul en bouleversant nos 1dées sur la mesure
de ce continu. La Géométrie non archimédienne détruil cette con-
ception; elle disséque le continu pour y mtroduire des éléments
nouveaux.

Daus cette conception si audacteuse Hilbert avail en un précur-
seur. Dans ses Fondements de la Géométrie, Veronése avail eu
une idée wnalogue. Le Chapitre VI de son Introduction est le
développement d'une véritable Avithmeétique et d'une véritable
Géométrie non archiumédiennes ot les nombres transfinis de Cantor
jouent un rvole prépondérant. Toutefois par 'élégance et la simpli-
cité de son exposition, par la profondeur de ses vues plitlosophi-
ques, par le parti quil a tiré de dée fondamentale, Hilbert a
bien fait sa chose de la nouvelle Géométrie.

La Géométrie non arguésienne. — lLe théoréme fondamental
de Ta Géométrie projective est le théoreme de Desargues. Deux
triangles sont dits homologues lorsque les droites qui joignent
chacun & chacun les sommets correspondants se coupenl en un
méme poinl. Desargues a démontré que les points d'intersection
des ¢otés correspondants de deux triangles homologues sont sur
une méme ligne drotte; la réciproque est également vraie.

Le théoréme de Desargues peut s'établir de deux waniéres :

1" o se servant des axiomes projectifs du plan et des axiomes
métriques du plan;

2 o se servant des axiomes projectifs du plan et de ceux de
Fespace.

Le théoréme pourrait done étre découvert par un animal a denx
dimensions, @ qui une troisi¢tme dimension paraitrail aussi tncon-
cevable qu'a nous une quatriéme, qui par conséquent ignorerait les
axiomes projectifs de 'espace,mais qui anrait vu se déplacer, dans
le plan quiil habite, des figures invariables analogues @ nos corps
solides, el qui, par conséquent, connaitrait les axiomes métriques.
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Le théoréme pourrait étre découvert également par un ammal a
trois dimensions qui connaitrait les axiomes projectifs de I'espace,
mais qui, n’ayant jamais va se déplacer de corps solides, ignore-
rait les axiomes métriques.

Mais pourrait-on établir le théoréme de Desargues sans se
servir o1 des axiomes projectifs de Fespace, nmi des axiomes métri-
ques, mais seulement des axiomes projectifs du plan? On pensait
que non, mais on n'en élait pas sir. M. Hilbert a tranché la ques-
lion en construisanl une Géoniétrie non arguésienne, qu est,
bren entendu, une Géoméirie plane.

La Géométrie non pascaliennne. — M. Hibert ne s'arréte pas
[a et 1l mtroduit encore une nouvelle conception. Pour bien la
comprendre. il nons faut d’abord retourner un instant dans le
domaine de I'Arithmétique. Nous avons vu plus haat s’élargir la
notion de nombre. par Fintroduction des nombres non archime-
diens. H nous faut une classification de ces nombres nonveaux, el
pour 'obtenir nous allons classer d’abord les axiomes de I'Arithmé-
Lque en quatre groupes qui seront :

1° Les lois d’associativité et de commutativité de I'addition, la
lol d'associativité de la muluplication, les denx lois de distribu-
tivité de la multiplication: ou en résumé toutes les régles de Faddi-
tion et de la multiplication, sauf la lor de commutativité de la
multiplication;;

2¢ Les axiomes de I'ordre, c¢’est-a-dire les régles du calcul des
inégalités;

3 Laloi de commutativité de la multiplication, d'apres laquelle
on peut intervertir I'ordre des facteurs sans changer le produit;

4 Llaxiome d"Archimeéde.

Les nombres qui admettront les deux premiers gronpes seront
dits arguésiens; ils pourront étre pascaliens on non pascaliens.
selon qu'ils satisferont on ne satisferont pas a I'axiome du troisieme
groupe: ils serout archimédiens ou non archimédiens. snivant
qu'ils satisferont ou non a l'axiome du quatriéme groupe. Nous
ne tarderons pas a voir la raison de ces dénominations.

Les nombres ordinaires sont 4 la fois arguésiens, pascahens et
archimédiens. On peut démontrer fa loi de commutativité en par-
tant des axiomes des deux premiers groupes ct de Faxiome d"Archi-
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mede; il 0’y a douc pas de nombres arguésiens, archimédiens et
non pascaliens.

1l est aisé de former, enrevanche,un systéme de nombres argué-
stens, non pascalicns et non archimédiens. Les éléments de ce

systeme seronl des séries de la forme :
S:TUSH+T[5"'I+...,

ot s est un symbole analogue & ¢, n un entier positif ou négant,

et Ty, Ty, ... des nombres du systeme '1'; si done on remplacait
les coefticients Ty, Ty, ... par les séries en ¢ correspondantes, on

aurail une série dépendant & la fois de £ et de s. On additionnera
les séries S dlapres les régles ordinaires, et de méme pour la multi-
pheation de ces ~éries; on admettra les vegles de distributivité et
d’associativité, mais on admettra que la lor de commutativité n'est
pas vraie el qu'au contraire s{ = — (s,

Il reste & ranger les séries dans un ovdre déterminé pour satis-
faire aux axiomes de Pordre. Pour eela, on attrtbuera a la série S
le signe du premier coefficient Ty on dira qu’une série est plas
petite gu'une aulre quand, retranchée de celle-ci, elle donnera
une différence positive. Clest done toujoars la méme regle @ ¢ est
regardé comme trés grand par rapport & nn nombre réel ordinaire
quelcouque, et s est regardé comme rés grand par rapporl & un
nombre quelconque du systeme T

La loi de commutativité n'élant pas viaie, ce sout bien desnom-
bres non pascaliens.

Avant d"aller plus foin, je rappelle que Hamilton a depuis
longtemps introduit un systéme de nombres complexes ol la
multiplication n’est pas commutative; ce sont les quaternions,
dont les Anglais font nu <1 fréquent usage en Pliysique mathéma-
tique. Mais, pour les quaternions, les axiomes de Pordre ne sont
pas vrais; ce quil vy a done doriginal dans la conception de
M. Hilbert, ¢’est que ses nouveaux nombres satisfoul aux axiomes
de ordre, sans satisfaire a la régle de commutatvité.

Revenons a la Géométrie. Admettons les axtomes des lrois pre-
miers groupes, ¢'est-a-dire les axiomes projectifs du plan ct de
Pespace, les axiomes de lordre et le postulat d'Luclide; le
théoréme de Desargues s’en déduira, puisquiil est une consé-
quence des axtomes projecufs de 'espace.
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Nous voulons constituer notre Géomérie sans nous servir des
axrtomes métriques; le mot de longuewr n'a done encore ponr
nous aucnn sens; nous n‘avons pas le droit de nous servir du
compas; en revanche,nous pouvons nons servivde larégle, puisque
nous admettons que par deux points on peut fudre passer nne
dvorte, en vertu de nn des axiomes projectifs; nous savons égale-
ment mencr par un point une paralléle & une droite donnde,
puisque nous admettons le postudatam d'Eoelide. Voyons ce que
nous pouvons faire avece ces ressonrces,

Nous pouvons défimr 'homothétie de denx fignres et, par elle,
les proportions. Nous pouvons aussi détinmir 'égalité dans une cer-
taine mesurc.

Les denx ¢olés opposés dun parallélogramme seront égaus par
définition, nous savons ainsi reconnailve si deux segments sont
égaux entre eux, ponrvu qu'ils sorent paralléles.

Grice & ces convenlions, nous sommes mainlenanl en mesure
de comparer les longueurs de denx segments, mais pourcu que
ces segments sotent paralléles.La comparasonde deus longuenrs
dont la divection est dillérente n'a aucon sens, et il faudrait pour
ainst dire une unité de longueur dillérente pour chague divection.
lnatile d’ajouter que le mot angle n’a aucun sens.

Les longucurs seront ainsi exprimées par des uombres; mais
ce ne seront pas forcément des nombres erdinaires. Tout ce que
nous pouvons dirve, c'est que, si e théoréme de Desargues est
veai, comme nons admettons, ces nombres appartiendront & an
systeme argudésien. Inversenment, élanl donné un systéme quel-
congue S de nombres arguésiens, on peul construire une Géomé-
trie telle que les longucurs des segments d'une droite soient juste-
menl exprimées par ces nombres.

L'équation du plan sera une équation lindaire comme dans la
Géométrie analytique ovdinaive; mais, comme dans le svstéme S,
la muluphication ne sera pas commutative, en général ; 1l tmporte
de faire une disuinction et de dire que dans chacun des termes de
celle équation hindaire, ce sera lacoordonnée qui jonera le role de
muoltiphcande et le coefficient constaut qui joucra le role de
muluplicatear.

\insi, a chaque systéme de nombres arguésiens, correspondra

une Géomdétrie nouvelle satisfaisant aux axiomes projectifs, i ceun
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de l'ordre, au théoreme de Desargues et au postulatum d’Euchde.
Quelle est maintenant la signification géométrique de l'axiome
arithmétique du troisicme groupe, c’est-a-dire de la réegle de com-
mutativité de la multiplication? La traduction géométrique de
cette régle, c’est le théoréme de Pascal; je veux parler du
théoréme sur I'hexagone inscrit dans une conique, en supposant
que cette conique se réduit a deux droites.

Atnsi le théoreme de Pascal sera vrai ou faux, sclon que le
systéme S sera pascalicn ou non pascalien; et, comme 1l y a des
systémes non pascaliens, il y aura également des Géométries
non pascaliennes.

Le théoréme de Pascal peut se démontrer en partant des axiomes
métriques; il sera donc vrai, si Pon admet que les figures penvent
se transformer nonseulement par homothétie et translation,comme
nous venons de le faire, mais encore par rotation.

Le théoreme de Pascal pent également se déduire de I'axiome
d’Archiméde, puisque nous venons de voir que tout systéme de
nombres arguésiens et archimédiens est en méme temps pascalien;
toute Geométrie non pascalienne est donc en méme temps non
archimédienne.

Le Streckeniibertrager. — Citons encore une autre conception
de Hilbert. 1l étndie les constructions qu’on pourrait faire, non
pas a l'aide de la regle et du compas, mais par le moyen de la régle
et d’un instrument particuher, qu'il appelle Streckeniibertrager,
et qui permettrait de porter sur une droite un segment égal a
un autre segment pl'is sur une autre droite. Le Streckeniiber-
trager n'est pas I'équivalent du compas; ce dernier 1nstrument
permettrait de construire l'intersection de deux cercles, ou d'un
cercle et d'une droite quelconque; le Streckeniibertrager nous
donnerait seulement 'intersection d’un cercle et d’une droite pas-
sant par le centre de ce cercle. M. Hilbert cherche donc quelles
sont les constructions qui seront possibles avec ces deux instru-
ments, et il arrive & une conclusion bien remarquable.

Les constructions qui peuvent se faire par la régle et le compas
peuvent se faire également par la régle et le Streckeniibertrager,
s ces constructions sont telles que le résultat en sott toujours
reel. Il est clawr, en ellet, que cette condition est nécessaire, car
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un cerele est toujours eonpé en dewr points reels par une droite
menée par son centre. Mais il étaiv difficile de prévoir que eette
condition serait également suflisante.

Mais ce n'est pas tout; dans toutes ces eonstruetions, comme
I'a remarqué le premier M. Kiiesehal il sevait possible de rem-
placer le Streclkeniibertrager pav U'Lichniass, instrament qui
permet de porter, sur une droite quelconque a partiv d'un point
queleconque, non plus une longueur quelconque, mais une longneur
égale a 'unité.

Une question analogue est traitée dans un autre article de
M. Hilbert : Uber die Gleichhedr des Basiscvinkel im gleich-
schenkligen Dreieck.

Dans la Géométrie plzme ordinaire, le plan est symétrique, ce
qui se tradut par Pégalité des angles & la base du triangle isos-
etle.

On dout fare figurer cette symétrie du plan dans la histe des
axiomes métriques. Dans toutes les Géométries plas ou moins
étranges dont nous avons parlé jusquiict. dans celles du moms ol
Pon admet les axtomes métriques, dans la Géométrie métrique
non arehimdédienne, dans les Géométries nouvelles de M. Dehn,
dans eelles qui ont fant Pobjet du Mémoire Uber eine neue
Begriindung..., cette symétrie du plan est tonjours supposée.
ist-elle une conséquence des autres axiomes métriques? Oul,
comme le montre M. Hilhert, si 'on admet Vaxiome d'Arehi-
made. Non, dans le cas contraive. Iy a des Géométries non arehi-
médienues ol tous les axiomes métriques sont vrais, a 'exeeption
de eelui de la symétrie du plan,

Dans cette Géométrie, il n'est pas vrat que les angles a la base
d’un triangle isosecle soient égaux: il west pas vrat que dans un
triangle un coté soit plus petrt que Ta somme des deux autres; Je
théoreme de Pythagore sur te carvé de hypoténuse n'est pas
vrar. Glest pour eetle raison que ectte Geéomdétrie sappelle non
pythagoricienne.

Farrtve i un mportant Mémoree de M. Hitbert, quiest intitulé
Grandlagen der Geometrie, qui porte par conséquent le méme
titre que sa Lestsclorift, miais ot il se place cependant & un point
de vue tout dilférent. Dans sa Festsehrift, cu ellet, couune on

Pa vu par Panalyse quipeéeede, les rapports de Ta notion d'espace
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et de la notion du groupe, tels qu'ils résultent des travaux de Lie,
sont laissés de ¢6té on relégués au seeond plan. Les propriétés
générales des groupes n'apparaissent pas dans la liste des axiomes
fondamentaux. Il n'en est pas de méme dans le Mémoire dont
nous allons parler.

Par rapport aux idées de Lie, le progres réalisé est eonsidé-
rable. Lie supposail que ses gronpes ¢larent définis par des éqna-
tions analytiques. Les hypotheses de M. Hilbert sont beancoup
plus générales. Sans doute cela n’est pas enecore entiérement
satislaisant, puisque si la forme du groupe est supposée quel-
conque, sa matiere, ¢’ est-a-dire le plan qui subit les transforma-
tions, reste assujetti a étre une Zahlenmannigfaliigheit an sens
de Lie Cen’est pas moins un pas en avant, et d’aillenrs M. Hilbert
analyse mieax qu’on ne lavait fait avant lui 'idée de Zahlen-
mannigfaltigheit et donne des apercus qui pourront devenir le
germe d'nne théore axiomatique de A nalyses situs.

Il est impossible de n’étre pas frappé du conirvaste entre le
point de vue oi se plaee ict M. Hilbert er celui quhl avail adopté
dans sa Festschrift. Dans cette Festschrift les axiones de eonti-
nuité oceupaient le dernier rang et la grande aflaire était de savoir
ee que devenait la Géométrie quand on les mettait de e61é. lei an
eontraire, ¢'est la continnité qui est fe pointde départ et M. Hilbert
s'est surtout préoccupé de voir ce quon tive de la continuité
seule, jointe a la noton du gronpe.

Il nous rveste a parler d'un Mémoire mtitalé © Fldchen von
konstanter Krinunung. On sait que Beltrami a montré qu'tl y a
dans I'espace ordinaire des surfaces qui sont 'image du plan non
euclidien, ce sont les sarfaces & courbure constante négative; on
sail quelle 1mpulsion cette découverte a donuée a la Géométrie
non euclidienne. Mais est-1l possible de représenter le plan non
euclidien tout entier sur une surface de Beltrami sans pointsingu-
her? M. Ililbert démontre que non.

En ce qui coneerne les surfaces & courbure constante positives
auxquelles se vapporte la Géométrie de Riemann, M. Hilbert dé-
montre que, a part la sphére, 1l n’ya pas d'autee surface fermée de
cetle sorte.

EquatioNs intEanraLes. — Dans ces derniéres années, M. Hilbert
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s'est surtout occupé de perfectionner la théorie des équations
intégreales. On sait que les fondements de cette théorie ont é1é
jetés il v a queiques années par M Fredholm g depms, la fécondué
de sa méthode et la facihité avec laquelle elle sapplique a tous
les problemes de la Physique mathématique se sont affirmées
chaque jour avec plus d’éclat. Clest i certainement une des décon-
vertes les plus remarquables qui aient éié faites en Mathéman
ques, ety & elle senle, clle mériterant les plus hautes récompenses;
siaujourd’hnmi, cependant, ce w'est pas au premier inventeur, mais
a auteur de perfectionnements nmportants que nons avons décidé
de décerner le prix Bolyai, ¢’est que nous avons di prendre en
considération, non seulement les travaux de M. Hilbert snr les
équations iiégrales, mais Pensemble de son wavre qquiintéresse les
branches les plus diverses de la Science mathématique et dont les
aulres parties de ce Rapport permettent d'apprécier Pintérét, Mais
nous ne pouvions aborder ee sujet sans rendre hommage au serviee
immense que M. Fredholm a rendu d la Science.

La théorie de M. IFredhiobm est nue générahisaton des propriétes
¢lémentaires des équations linédaires et des déterminants. Cette
générahisatton pouvait étre poursmivie de denx facons différentes :
soit en envisageant une mhinité discrete de varables lides parune
miinité d’équations linéatres, ce qui conduit aux déterminants
d’ordre infini; soit en considérant une fonethion connue o(r)
(c’est-a-dire en dernicre analyse une inlinité continue d'inconnues)

el cherchant a la déterminer a Varde d’c"(]u:ltiuns ou cette fonction
ficure dans des mtégrales sous le signe / Cest cette seconde

vole ou s'est engagé M. Fredholm.
Soit K(.r,y) une founction qu'on appelle le noyeu; 'inté-
grale

Y= [ Kz, pe(ndr,

prise entre des limites fixes, peuat étre regardée comme une
transformdée de TO(J) par une sorte de transformation linéaive et
étre 1‘c1_)r<'-svnlét‘ par S 'a(r)
)
les équations intégrales peuvent alors se metire sons la

forme

(1) ay(r)+hSy(r)=f(xr)
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ot f{x) est une tonction donnée; Uéquation est duie de la pre-
miére sorte si le eoefficient @ est nul, et e la seconde sorte sy ce
coeftieient est égal a 1.

La relation (1) doit étre satistaite ponr woutes les valeurs de y’
comprises dans le champ d'intégration : elle équivaut done a une
infimité continue d'équations linéaires.

Fredholm a traité le cas des équations de la seconde sories la
~olution peut se mettre alors sous la forme da quotient de deux
expressions analognes aux déterminants et qui sont des fonctions
ecatieres de A, Pour eertaines valeurs de 2. le dénominateur
~‘annule. On peut alors trouver des fonctions o(x) (appelées
Sonctions propres (ui satisfont & I'équalion (1) quand on v rem-
place f(.r) par o.

Le résultat suppose que le novau K(r, 1) est hmié; sil n'en
flall pas alnsk on serall amene a envisager les novaus réitéres; Y
Fon répéte e fois fa substitation linéaire S. on ohtient une substi-
tution de méme forme avee un novan dilférent K, (z. )1l suflit
quun de ces noyaux réitérés K, sott limité pour que la méthode
reste applicable movennant un artilice trés simple. Or ccla arrive
dans un grand nombre de eas, comme I'a montré Fredholm. La
cénéralisatton. pour le cas ou la fonetion inconnue dépend de
plusteurs variables et pour celui oi il y a plosteurs fonctions
inconnues, se fait sans dilticalté.

Fredhiolm a appliqué ensuite s méthode @ la résolation du
probleme de Dinehlet eva celle d'nn probléeme d élastieité, mon-
trant ainsi par quelle voie on peut aborder toutes les questions de
Physique mathématique.

Telle est la part dn premier inventeur: quelle est matntenant
celle de M. Hilbert 7 Considérons d’abord un nombre fim d'équa-
tons linéaires: si le déterminant de ces équations est symétrique,
leurs premiers membres peavent étre regardés comme les déri-
vées dune forme quadratique. et il en résulte pour les équa-
tions de cette forme une série de propriciés bien dignes d'intérét
et bien connues des géométres. Le cas correspondant pour les
équations intégrales est celut ot le novau est symétrique, c'est-
a-chire on

Kir. =Ky, o).

Clesi celut auquel Sattache M. Hilbert. Les propric¢tés des
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formes quadratiques d'un nombre fim de variables peuvent étre
sénéralisées de facon a sTappliquer anx équations intégrales de
cette forme symétrique. La géudralisation se fait par uu simple
passage a la Himite; mais ce passage présentait des diffienltés dont
M. Hilbert s’est tiré par nne méthode dont on doit adimirer la
simplieité, la sivelé el la générahité. Les développements anxquels
on parvient sont untformément convergents; mais cette nmfor-
mité se présente sous une forme nouvelle qui mérite d’athiver
I"attention. Dans les développements figure une fonetion arln-
tratre 1 (2) (ou plusieurs), et le reste de la séne quand on y a
pris 2 tevies est inférienr a ane hmite qui ne dépend que de 7 et
ne dépend pas de la fonction arbitraive pourva que eette fonction

ot asmjel.lie a I’im"ga“lt,"
/ Wxryde <,

Fintégrale étant prise entre des hmites convenables. (Uest la une
considération enticrement nouvelle, utilisable dans des problémes
bhren dtérents.

Hilbert retrouve ainsi quelques-uns des théorémes de Fredholin
par une voie nouvelle; mais 'insisterai surtout sur les résultats les
plus originanx.

Tout d'abord le dénominatenr des expressions de Fredholm est
une fouetion de 2 qui n’admel que des zéros réels et ¢'est 1a une

généra]isution du théoréme clémentaive relanf a « l'équatinn

gne /‘dcu\

</

fonctions arbitraives «(s) et 3 (s) et que Pon doit eonsidérer

en S ». Vient cosaite une formule ot figureat sous le si

comme la géuéralisation des formules élémentatres qui permetient
la décomposition dune forme gquadratique en une somme de
carres,

Mais jai hite d'arriver d la question du développement dane
lonetion arbitraive procédant smvant les fonctious propres. Ce
développement, analogue a la série de Fourier, ou d tant d"autres
séries qui jouent un réle capital en Physique mathématique, est-l
possible dans le cas général? La condition sulfisante pour qu'une
louetion soit susceptible d’un tel développement, c'est quon
puisse la mettre sous la forme Sg(ar), g(a) étant coutinue. C'est

I 1a forme définitive du résultat, tel uln’Hill)erl I'énonce dans sa
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cinqui¢me Communication. Dans la premiére il avait da lm
imposer cerlaines restrictions; nous devons 1ci citer le nom de
M. Schmidt qui, dans Pintervalle, avait [ait paraitre un travail qun
a aidé M. Hilbert a s’affranchir de ces restrictions. La seule condi-
tion imposée a notre fonction est de pouvoir se metire sous la
forme Sgi(x), et au premier abord elle parait assez complexe,
mais dans un grand nombre de cas et par exemple s1 le novau est
une fonction de Green, elle exige seulement que la fonction pos-
sede un certain nombre de dérn ées.

M. Hilhert fut conduit ensuite & développer ses vues de la
maniére smivante : 1l considére ceite fois ure forme quadratique &
un nombre mfini de variables et 1l en étudie les transformations
orthogonales: ¢'est comme s’ voulait étudier les diverses formes
de I'équation d'une sorface du second degré dans 'espace a nn
nombre infini de dimensious lorsqu’on lu rapporte a divers sys-
temes daxes rectangulaires. I forme & cet effet ce qu’il appelle la
forme résolvante dela forme donnée. Soit K(x) la forme donnée.,
K/7.2,3) la forme résolvante cherchéer elle sera définie par
identité

1. dK (7)) dK (7. . v)
B N :
9

Rk 2, 7)— ) dr, dr

:‘\_: Tr Yy

Lorsque la forme K(z) ne dépend que d'un nombre fini de
variables, la forme résolvante se présente comme le quotient de
deux déterminants qui sont des polynomes entiers en A. Lauteur
applique a ce quotient les procédés de passage a la limite qui T
sont famihiers; la limite du quotient existe méme quand celles du
numératenr et du dénominatenr n’existent pas.

Dans le cas d'un nombre tini de variables. K (%, x, y) est une
fonction rationnelle de A et cette fonction rationnelle peut étre
décomposée en fractions simples. Qu’advient-1l de celte décompo-
sition quand le nombre des variables devientinfini? Les poles de la
fonction rationnelle en 2 peuvent. dans ce cas, ou bien tendre vers
certains points limites en nombre ivfini, mais discrets. L'en-
semble de ces points constitue ce que 'auteur appelle le spectre
discontinu de sa forme. lls peuvent auss1 admettre comme points
limites tous les points d'un oun de plusieurs segments de [axe
réel. lensemble de ces segments constitue le spectre continu
de la forme.
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Les fractions simples correspondant au spectre discontinu for-
merounl par leur ensemble nne série convergente; celles qui eor-
respondent au spectre continu se c¢hangeront i la limite en une
intégrale de la forme

J h—u

on I'on fait varier la variable d'intégration u tout fe long des
segments dn spectre continu, et on 5 esl une fonclion convenable
de w. La foncrion rationuelle K (2, ., 1) nw’a done pas alors pour
limtte une fonction méromorphe, mais une fonction unforme avec
des coupures. La décomposition en élémeunts simples ains transfor-
mée reste valable. Si la forme donnée est limitée, c’est-a-dive s
elle ne peunt dépasser une certaine valeur quand la somme des
carrés des variables est inférieure & 1, on peat déduire de 1a une
manicre de simplilier cette forme par une transformation orthogo-
nale analogne & la simplification qu'éprouve 'équation d’un
ellipsoide quand on rapporte cette surface & ses axes.

Parmi les formes quadratiques nous distinguerons celles i sont
proprement continues (vollstetig) e'est-a-dire celles dont acerons-
sement tend vers zéro, quand les accroissements des variables
lendent simultanément vers zéro d'une manmiéve queleonque. Une
pareille forme ne posscde pas de speetre continu et il en résulte
des simplhifications consudérables dans les formules.

D’autres théorémes sur les sysiemes de formes quadratiques
simultanées, snr les formes hilinéaives; sar la forme d’'Hermite,
s'élendent également an cas d'un nombre infimi de vanables,

Il y avait dans cette théorie le germe d’une extension de la
méthode de Fredholm i des noyaux auxquels Manalyse da géometre
suédois n'édraiv pas applicable, et des éleves de M. Hilbert devaient
melire ce fait en évidence. Quot quil en soit, M. Hilbert s’occupa
d’abord d’étendre sa facon d'envisager les équations intégrales anx
cas o le novau est dissymétrique. A cet ellet 1l mtroduit an sys-
teme quelconque de fouctions orthogonales, suivant lesquelles 1l
est possible de développer une fonetion arbitraire par des formules
analogues a celle de Fourter. Au lien d'une fonenon ieonnue, 1l
prend eomme inconuunes les coeflicients da développement de
eette fonction; une équation intégrale peut ainsi éire remplacée

par un systéme d’une inlinié discréte d’équ:lli(ms linéaires entre
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uoe nfinité discréte de variables. La théorie des équations inté-
grales se trouve ainsi rattachée d'une part aux idées de M. von
Koeh sur les déterminants infinis, et d’autre part anx reeherehes
de M. Ililbert que nous venons d'analyser et ol le role essentiel
est joué par des fonctions dépendant d'une infimité discréte de
variables.

A chaque noyau correspondra ainsi une forme bilinéaire dépen-
dant d’une infinité de variables. St le noyan est symétrique, cette
forme bilinéaire est syméirique et peut étre regardée comme déri-
vant d’une forme quadratique. Sile noyau satisfait aux eonditions
énoncées par Fredholm, on voit que cette forme quadratique est
proprement continue et par conséquent ne possede pas de spectre
coutinu. C'est la une manmére de retrouver les résultats de Fredholm,
et, s1 indireete qu’elle soit, elle ouvre des vues entiérement neuves
sur les raisons profondes de ees résultats et par la sur la possibi-
l1té de nouvelles généralisations.

les équations intégrales se prétent a la résolution de ecrtaines
équations différentielles dont les intégrales sont assujetties a cer-
taines eonditions aux limites et ¢’est la un probléme fort important
pour la Physique mathématique. Fredholm Pavait résola dans
quelques cas particaliers et M. Picard avait généralisé ses Mmé-
thodes. M. Hilbert devait faive de la question une étude systéma-
tique. Considérons nne équation diltérentielle

Au=f

ou w est une fonction incovnue d’'une on de plusieurs variables,
/f une fouction connue et & une expression différentielle hnéaire
quelconque. Cette équation pent étre considérée au méme titre
qn'une ¢quation intégrale comme un systéme infini d’équations
hnéaires llant une infinité continue de vamables, comme une sorte
de teansfarmation lin¢aire d'ordre infini permettant de passer de f

a «. 51 'on résout cette équation, on trouve
w=3Sf

S(f) se présentant eette fois sous la forme d’une expression 1nté-
grale. Alors A et S sont les symboles de deux transformations
linéaires d'ordre 1nfint 1nverses 'une de I'autre. Le novau de cette
expression intégrale S(f) est ce qu'on appelle une fonction de
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(ireen. Cette fonetion avait é1é rencontrée pour la premiére lois
dans le probléme de Divichlet, ¢'était alors la fonction de Green
proprement dite, trop eonnne pour que {insiste; on en avait dé)a
obtenu des généralisations diverses. Il appartenait a Ililbert de
danner une théorie compléte. A chague expression différennelle A,
supposée du second ovdre er de type elhiptique, i chaque systeme
de conditions anx limites, correspond une fonetion de Green.
Citons la formation des fonetions de Green dans le eas ot ’'on n’a
qu'une variable indépendante et on elles se présentent sous nue
forme particuliérement simple, et la discussion des diverses formes
que peuvent alfecter les conditions aux limites, Cela posé, ima-
ginans qu'on ait vésoln le probleme dans le eas d’une ¢quation
difféventielle auxihaire pen diflérente de celle qui est proposée,
n’en diflérant pas en tout cas par les termes du second ordre; on
pourra alors, par une transformation simple, vamener le probléme
a la résolution d'nue équation de Fredholm, on le réle du voyau
est Joué par la fonetion de Green relative al’équation ditérentielle
anxiliaire,

Toutefois la considération de cette éqnation auxiliaive, la néees-
sité de la ehoisiv et de la résondre pouvail encore constiluer un
embarras. M. Hilbert s’en est aflranehi dans sa sixtéme Communi-
cation. [équation différentielle est encorve transformée en nne
é(]uzllion de Fredholm, ot le vole du noyau est joué par une fone-
tion que Nauteur appelle Paramétrie. Elle est assujettie a toutes
les eonditions qoi définissent la fonction de Green, une seule
exceptée, la plus génante il est vrai @ elle n’est pas astreinte a
satisfaire 4 une équation dillérentielle; elle veste done arhitraive
dans une trés large mesure. La transformation subie par 'équation
diflérennielle est comparvable @ celle qu'éprouverait un systeme
d’équations linéaires si 'on remplacait les vartables priminives par
des combinaisons hinéaires eonvenahlement choisies de ees va-
viables, La méthode n’est nultement restreinte au cas ot P'équation
différentielle envisagée est adjointe a elle-inéme.

M. Hilbert a examiné en passant une foule de questions rela-
Lives aux équations intégrales el montré la possibihté de leur
apphication dans les domaines les plas variés. I a, par exemple,
¢tendu la méthade an eas d'un systéme de deux équations anx

dérivées particlles de premier ovdre da type elliptique, anx éqna-
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tions intégrales polaires, c’est-a-dire ou le eocflicient a dans
"équation mtégrale (1), au licu d’étre constamment égal a 1, est
une fouction de & el en particulier est égal tantélt a -1, tanldl
a—u.

I I’a appliquée au probleme de Riemann pour la formation des
fonctions d'une variable complexe assujetties a certaines conditions
aux limites, au théoréme des oscillations de Klein, a la formation

des fonetions fuehsiennes, et en particulicr au probléme suivant :

Déterminer w de fucon que Uéquation

d , dy|
[(.r—a)(.r-—b)(.r~ ‘)WJ H(r+hyy=o0

dr
solt une équation fuchsienne.

Une des applications les plos inattendues est celle que fait
M. Hilbert ala théorie des volumes et des surfaces de Minkowski,
et par laquelle il rattache & la méthode de Fredholim nne question
importante pour ceux i Sttéressent d Fanalyse philosophique

des notions tondamentales de la Géomdétrie.

Princier pe Dinicurer. — On sait que Riemann avait démontré
d'un trait de plume les théorémes fondamentaux sur le probléme
de Dirichlet et la représentation conforme en s’appuvant sur ce
qu’il appelait le principe de Dirielifet; envisageant une certaine
mtégrate dépendant dune fonction avbitrave U, et que nous
appellerons Vintégrale de Dirichlet, il montrait que cette intégrale
ne peut s’annuler et il en councluait qu’elle devait avoir un mini-
mum, et que ce minimum ne pouvait ¢tre atteint que quand la
fonction U était harmonique. Ce raisonnement était fautif, comme
on I'a monuré depuis, car il n’est pas eertain que le minimum puisse
étre eftectivement atteint, et, s’il I'est, qu'il puisse I'étre pour une
fonction countinue.

Les résultats étaient exaets cependant; on a beaucoup travaillé
sur cette question, on a montré que le probléme de Dirichlet peut
toujours étre résolu; et on I'a méme ellectivement résolu; il en
est de méme pour un grand nombre d’autres problémes de Physique
mathématique qui anrvaient pn antrefois paraitre abordables par In
méthode de Riemann. Ce n’est pas iei le lieu de faire le long listo-
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rique de ces travanx; je me bornerai a mentionner le point final
d’abontissement (ui est la méthode de Fredholm.

Il semblait que ce succés edt rejeté pour jamais dans 'onbli
Papercu de Riemann et le principe de Dirichlet lui-méme. Beau-
coup le regrettaient cependant; ils sentaient qu’on était privé ainsi
d’un mstrament puissant et ils ne pouvaient croire que la force de
persuasion que conservait malgré tout Fargument de Riemann, et
qui semblait reposer sur je ne sais quelle adaptation de la pensée
mathématique a la réalité physique, ne it en réalité qu'une pure
Uluston due a de maovaises habitudes d’esprit. M. Tlilbert voulut
rechercher sl ne serail pas possible, avec les nouvelles ressources
de PAnalyse mathématique, de transformer 'aper¢u de Riemann
en une démonstration rigoureuse.

Voici comment 1l y est parvenu @ considérons 'ensemble des
fonctions U sansfaisant aux conditions proposées; choisissons
dans cet ensemble une suite indéfinie S de fonctions telles (ue
les intégrales de Divichlet correspondantes tendent en décroissant
vers leur hmite inférieure. 1 n'est pas certain qu'en chaque point
du domaine envisagé cette suite S converge; elle pourrait osciller
entre certaines limites. Mais on peut détacher daus S une suite
partielle S, qui converge en v pomt M da domame; dans Sy,
détachons une autre suite partielle S, qui convergera toujours
en M, mais qui de plus convergera encore en M, Eu continnant
de la sorte nous obtiendrons une suite ui convergera en autanl
de points que nous voudrons; et, par un artifice simple, nous en
déduirons une autre suite qui convergera en tous les points d'un
ensemhle dénombrable, par exemple en tous les points dout les
coordonnées sont rationvelles. St on pouvait alors démontrer que
les dévivées de toutes les tonctions de la suite sont mférieures en
valeur absolue & une limite donnée, on pourrait conclure immédia-
tement que la suite converge uniformément dans tout le domaine,
et I'application des vegles du calcul des variations ne présenterail
plus de difficulié spécrale.

Pour établiv le point quirestea démontrer, M. Hilbert a employé
deux artifices diflérents, 1] n'a |as développé le premier autant
qu'tl serait désirable, et 1l s’est surtout attaché an second. Celui-ci
consiste a remplacer la fonction « proposée par la fonction ¢ qui
s'en déduit par unc double quadrature et dout elle est la dérivée
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seconde parrapport aux deux variables indépendantes. Les dérivées
de ¢ étant les intégrales premicres de «, on peut leur assigner une
limite supérieure, a 'aide de quelques inégalités faciles i démon-
trer. Seulement 1l faut se vésigner & un détour nouveau et & un
artifice d'aillenrs simple pour appliquer a cette nouvelle fonection
inconnue ¢ les régles du caleul des variations qui s’appliquaient
tout naturellement i la fonetion w«.

Il est inutile d'insister sur la portée de ces découvertes, qui
dépasse de beaucoup le probleme spécial de Dirichlet. Nous ne
devons pas nous étonner que de nombreux cherchenrs se soient
engagés sur la vole ouverte par M. Hilbert. Nouns devons eiter
MM. Levi, Zaremba et Fubini: mais je crois avant tout devoir
signaler M. Ritz qui, s’écartant un peu de la route commune, a ima-
giné¢ unc méthode de calcul numérique applieable a tous les pro-
blémes de Physique mathématique, mais qqui v a utilisé plusieurs
des procédés ingénieux eréés par son maitre M. Hilbert.

M. Ihilbert a récemment appliqué sa méthode a la question de
la représentation conforme. Je n’analyserai pas ce Mémoire daus le
détail. Je me bornerai a dire qu'il fournit le moyen de faire cette
représentation pour un domaine limité par un nombre infim de
courbes ou pourune surface de Riemann simplement eonnexe d'une
infinité de feuillets. Cest done une solution nouvelle du probléme
de I'uniformisation des tonctions analytiques.

Divers. — Nons avons passé en revue les principanux sujets
d’études oin M. Hilbert a marqué sa trace, cenx pour lesquels il
moutrait une sorte de prédilection et ou il est revenu a diverses
reprises; nous devons signaler encore d'autres problémes dont il
s'est ocenpé occasionnellement et sans y insister. Je erois devoir
me borner a énoucer dans nn ordre chronologique les résuliats les
plus saillants qu'il a obtenus de la sorte.

St I'on excepte les formes binaires, les formes quadratiques, et
les formes ternaires biquadratiques, la forme définie la plus géné-
rale de son degré n'est pas décomposable en une somme de carrés
d'autres formes en nombre fini.

Oun peut trouver par des procédes élémentaires les solutions en
nombres entiers dune équation diophantine de genre nul.

Si un polynome entier dépendant de plusieurs variables et de
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plusiears paramétres est ieréductible quand ces paramétres restent
arbitraires, on peul toujours attribuer a ces parametres des valenrs
enticres telles que le polynome reste rrédactible.

Par conséquent il existe toujonrs des équations d'ordre n i
coeflicients entiers et admettant un groupe donné.

Le théoréme fondamental de Dedekind sur les nombres com-
plexes & multiplication commutative peut s’établiv aisément en
Sappuyant sur Pnn des lemmes fondamentaux de la théorie des
invariants de M. Thilbert.

I’équation diophantine, obtenue en égatant & == le discrimi-
nant d'une équation algébrnqgue de degré n, posséde toujours des
solutions rationnelles, mais sauf pourle second et le troisieme degré
ne posséde pas de solutions entieres.

Parin les surfaces réclles du quatricme ordre, certaines formes,
logiquement concevables, ne sont pas possibles; par exemple 1l
ne peul pas y en avoir qui soient composées de douze surfaces
fermées simplement connexes ou d’une surface unmque avec onze

trous.

Concrustons. — Aprés cet exposé, un long commentaire serait
mutile. On voit quelle a é1é fa variété des recherches de M. Hil-
bert, Mmportance des problémes auxquels il s’est attaqué. Nous
signalerons I'élégance et la simplieité des méthodes, la clarté de
Pexposition, le soner de I'absolue riguenr. In eherehant a éuwe
parfaitement rigoureux, on risque parfois d’étre long, et ce n'est
pas la acheter trop cher une correction sans laquelle les Mathé-
matiques ne serarent rien. Mais M. Hilhert a su éviter ee que ces
longueurs auratent pu avoir d’un peu pénmble pour ses lecleurs, en
ne leur laissant jamais perdre de vae le fil conductenr qui lui a
servt & s'orienter. On voil toujours misé¢ment par quel enchaine-
ment d'idées 1} a été amend a se poser un prohléme et a en trouver
lasolutien. On sent que, plus analyste que géomeétre au sens ordi-
naire du mot il a néanmoins aper¢u ensemble de son travail d'un
coup d’eil, avant d’en distinguer les détails, et 1l sait faire profiter
le lecteur de cette vue d'ensemble.

M. Hilbert a exereé une influence considérable sur les progres
récents des Seiences mathématiues, non seulement par ses tra-

vaux personncls, mais par son enseignement, par les conseils qu'il
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donnait a ses éléves et qui lenr permetlalent de eontribuer & leur
tour a ce développement de nos connaissances en se servant des
méthodes evéées par leur maitre.

Il n’est pas besoin, ce semble, d'en dire davantage pour justilier
te choix de Ja Commission, qni a é1é unanime a attribuera M. Hil-
bert le prix Bolyai pour la période 19o3-1g909.
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LEHMER (beprick-NorMAN). — Faeror TABLE FOR THE VIRST TEN MILLIONS
CONTAINING THE SMALLEST FACTOR OF EVERY NUMBER NOT DIVISIBLE BY 2, 3, 5
OR 7 BETWEEN THE LINITS O AND 10017 o000. Format 3197 5 > 43" 5,
IX- 376 pages. Washington, D. €., Carnegie Institution of Washington,
Publication n" 1035, 190q.

M. Lehmer a pris une dispositton qui avait été proposée
en 1864 par un mathématicien francais, V.-\. Lebesgue, Corres-
poudant de 'lnsutat, dans un Opuseule watitalé @ Tables dicerses
pour la  décomposition des nombres en leurs facteurs
premiers (Paris, Gauthier-Villars, 18364, gr. n-8). On sait que,
pour faciliter la eonstruction des Tables de facteurs premers
des nombres, Euler a proposé d’employer la progression arithmé-
tique dont les termes ont pour forme générale Joq -1 [(De
Tabula numerorum usque. .. (Novi Commentarii. .., NI\,
1774, =4, p. 152)]. La méthode sutvie par Lebesgue est fondée
sur la méme 1dée; en effet, il emplore la progression anthmétique
dont les termes ont pour forme générale 210 ¢ - 1.

M. Lehmer n'a pas adopté la représentation, faite par Lebesgue,
des dizaines des faclteurs premicrs par des lettres, pour véduirve
'espace oecupé par sa Table, ni l'écriture expheite des nombres
dont on nscrit fe moindre faeteur premer. 1l a remplacé ces
dernters nombres par les quotients obtenus en les divisant par 210,
mais sans faire remarvquer que l'idée de a construetion dune Table
de facteurs premiers ol sont inscrits le quotient el le reste obtenus
en divisanl un nombre par 210 avait é1é émise plusicors années
avant 'apparition de sa Fuctor Table.

M. Leliner a éervit les deux membres de phrase suivants, i la
page vi de son Introduction @ « In the new form of arrange-
ment. .. » et « Thissimple plan, which seems not 10 have been nsed

hefore, .. ». qm fon! penser au lecteur gque M. L.elimer a imagine

Bull. des Sciences mathém., 2 sérvie, 1 NXXAV, (Avril 1g11.) -

4
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Parcangement qn'il a adopté. Cependant M. Lehmer connail
Opusenle de Lebesgue, puiiqu’il éerit a la page vinr de son
Introduction : « Ina tract published in 1867, enttled Tables
diverses, ete., Lebesgue has given a small table in wlieh the arran-
gement is practically the same as that adopted in the tables heve-
with published ».

La Factor Table de M. Lehmer a une hauteur de 3,15, Lors-
qu'elle estfermée, sa largeur est de 4,35 Torsqu’elle est ouverte,

sa largeur est de 4™

: elle est done d'un emplot peu commode. l.es
chiffres de eette Table, petits et gras, ont été obtenus par la photo-
graphie et n'ont pas la netteté des caracileres d'tmprimerie des
aneiennes Tables publiées par Burckhavdt, Dase, Rosenberg et
M. J. Glaisher. Ou sait que ces Tables forment un ensemble de
1008 Tableaux in-{ qui sont imprimés sur papier fort, et ot 'on
tronve immédiatement le moindre facteur premicr d'un nombre
non divisible par 2. 3 ou d et nfériear a4 g millions. La Fuctor
Table de M. Lehmer contient {56 Tableanx dont ehacun oceupe
une page. Le papier emplové est minee et il fléehit gquand on
tourne les pages. Llle conite 104" @ ee prix pavait ¢levé quand on
pense quelle a été publice grice a la libéralité d'un des Mécénes
amériealus, M. Cen'lw:_:i('.

M. Lehmer a fatt consciencieusement Pimporvtant travatl quiil
présente aox mathématictens: i1 a releve des fautes dans les
anciennes Tables de facteurs premiers et il a véritic les résaltats
de ses caleuls avee fe Manuscrtt de Kulik qui contient la décompo-
sition en facteurs premiers des nombres non divisibles pav 2, 3
et 5, jusqu'a 1oo 330 201, (Ce Manuscrit est, depuis 1865, dans fa
Bibliotheque de PAcadémie voyale de Vienne. ) Nussiy M. Lehmer
mérite-t-il d'étre Touange 4 ee sujets Mars il v oa des réserves 4 Laire
en ee qui concerne la publication relatve aux nombres des g pre-
miers mmlhons.

M. Lehmer vésume Fhistorique de la constraction des Tables
de facteurs premiers des nombres dapres exposttion magistrale
que M. J. Glatsher en a faite dans sa Factor Table. Mais il a oubhié
de parler des travaux les plos récents relatifs & cette constraciton
et dus notamment a MM L. Sannt-Lonp, -\ Lasant, 10 Lebon,
G. Tarey et J. Desehamps. s ont eependant ¢té publiés dans des

Recuneils ])érindi‘lum bhien connus.
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M. Saint-Loup a publié en 18g0, dans les Ann. se. de ’Ec. Norm. sup.
(5% série, t. VII, p. 89), nn Mémoire intitulé Sur la représentation sra=-
plique des diviseurs des nombres.

M. Laisant a exposé, le 19 septembre 1891, a a Session de Marseille de
I'"Association francaise pour I'\vancement de< Seiences, un Mémoire inti-
tulé : Sur une méthode pour la construetion d'une Table de nombres
premuers (Compte rendu de la 20° Session. »* Partie, 1391, p. 165).

M. Lebon a d'abord envoyve, pour prendre date, une Note a 1'\cadémie
des Sciences (Comptes rendus, Paris, t. CXL], 3 juillet 1905, p. 78): il a
publi¢ un Mémoire dans e Jornal de Seieneias mathematicas, physicas
el naturaes de I'\cadémie R. des Sciences de Lishonne (3™ série, t. VII,
27 Abril 1906, p. 209, Mémoire daté du 1 aout 1god 1, et un Opus=cule inti-
tulé : Tables de Caractéristiques relatives a la base 2310 des facteurs
premiers dun nombre inférieur a 30030, non divisible par 2, 3, 5,7
ow 1t (Paris, Delalain fréves, 19 mars 1906, in-8). qui a été honoré d'une
Subvention de I'Association francaise pour I'\vancement des Sciences; il
a fait, surles Tables de Caractéristiques, des Communications aux Congrés
des Sociétés savantes réunies a Paris en 1gob et en 1go8 par le Ministére
de I'ln<truction publique, et aux Congrés de I'\<sociation francaise pour
I'Avancement des Sciences tenus & Reims en 1q07 et a Clermont-Ferrand
en 1go8 ( Comptes rendus): il a pablié des Mémoires dans le Bulletin de
la Soeicté philomathique de Puaris (23 ave. 1906, p. 168 24 nov. 1906,
p. 2701 11 janv. 1908, p. {5 25 avr.1qo8, p. 60 dans les Rendiconti della
R. Aceademiu det Lincet, Ncienze fistche, mutematiche e naturali,
(Roma. 22 Apr. 1906, p. 1343 dans le Bulletin of the American mathe-
tieal Soeiety ( Lancaster and New York, Nov. 1go6, p. ={). qui, en outre,
coutient une analysze de la Table de Curactéristiques (déc. 1908, p. 13913
le Bulletin de la Nocidte des Gens de Seiences (1'aris, aout 1906, p- 10
dans Il Pitagora (Palermo, Marzo-Apr., 1go=, p. 8112 dans I'Enseigne-
ment mathématique (Genéve et Paris. 15 mai 1go7 1. La plupart de ces
Lcrits ont été cités ou analyvsés par le Jahrbucl iher die Fortseliritte
der Mathematik (Berlin) et par la Recue semestrielle des Publieations
mathématiques { A\msterdam ).

Les Mémoires de M. Tagry sur les facteurs premiers des nombres ont
<té publiés dans le Bulletin de la Société plidlomathique de Paris (26
mat 1gob, p. 1741 9% <érie, t IN 0" 20 1gon, .o 560, et dans les Comptes
rendus du Congrés de I'Association trancaise pour PAvancement des
Seciences tenu a Reims en 1907, On doit aussi a M. Tarry nn Opuseule
intitalé 1 Tablettes des eotes relatices « la buase 20550 des facteurs
premiers d'un nombre inférieur & o0 (%g et non divisible par >, 3.5
ow 7 (Ganthier-Villars, 1906, 1n=8 jésu~. Lo article sur cet Opuscule a
eté publié par te Journal Mathesis « Gand et Pacis, 1907, p. 1781,

M. Deschamps a publi¢ ses recherches dans e Bulletin de la Sociétd
plidlomathique de Pards (gf série, 1IN, n" & 19070 X, 0% 1, 1gu8), et
il les a communiquées au Congreés des Sociétés savantes réunies a Paris
en 1908 par le Ministere de Flostruction publique.
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Les Autenrs de tontes les publications préeédentes ont eua ponr
but de proposer des modes de eonstruction de Tables de factears
premiers d'une étendue moindre que les Tables imprimées exis-
tantes. Supposons que des Tables analogues a ces derniéres sotent
construttes jusqua 100 millions, et admettons quil 'y ait pas
d’aecrorssement de surface en rapport avee Faecroissement de la
valeur du nombre, coe (lui est douteunx, car, dans ce genre de Tables,
les nombres sont explicitement inserits : Pensemble des Tables déja
construites de v a 8999 gog et desTables que Fon construirait dans
fe méme genre de ¢ millions 4 100 millions formerart 100 Volumes
in-4 denviron 112 Tableaux chacan. L'expérienee farte  par
M. Lehmer montre que les 4g Tableaux contenant les moindres
facteurs premiervs des nombres du 1o® million font gaguer par
million 19 Tableaux des Tables anciennes, ce quivédaita 83, an lien
de 100, e nombre des volumesin-{ contenant les facteurs premiers
des nowbres de 1 i 100 millons 11 me semble que cette réduetion
du nombre de Volumes paraitra teop faible pour qu’on pense a
conhinuer dans la vore on M. Lehmer s’est engagé.

En résumé,al est néeessaire d'étudier fes diverses propositions
quiont été faites, méme d'en imaginer d'autres, avant de com-
menecer la publication d'une nouvelle Table donnant les facteurs
premiers des nombres jusqo’a une limite tres élevée.

Sans faive allusion aun Eerits citds plus haut, sans méme les
evitiquer. M. Lehmer a pabhé une Feactor Table dont 5 Tableanx
sealement sur (=0 contiennent des renseignements inédits. Afin
quil puisse juger de Vopportamté de son 1mmense publication,
n'y aurait-il pas hen quil la divisat en deux Volumes se vendant
séparément? Le premier Volume comprendrait les j2- Tableanx
relatifs aux factenrs premiers des nombres de v a g millions; le
secoud . les o Tableaux velatifs aux factenrs prenners des nombres
du 1o million. Ce petit Volume, qui renfermerait la partie origi-
nale du travail de M. Lehmer. serait; je pense, favorablement
accucilly par tes mathématiciens.

Er. ..
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LANGE (Max ). — Das SCBACHSPIEL UND =EINI! SIRATEGISCHEN DPRINZIPIEN,
mil den Bilduissen E. Laskers und P. Morphvs, 1 schachbreti-Tafel und
43 Diagrammen. 1 volume in-8. 1v-t1o7 pages. Leipzig, Teubner, 1g10.

Ce petit Volume, quiest le 281° de la Collection A us Nutur und
(zeisteswelt, est une mntroduction fort intéressante & la théorie du
noble jeu des échees. Un premier Chapitre fait connaitre les régles
dn jeu, la disposition du damier, le mouvement des différentes
pieces. Le second traite des applications et de quelques parties
destinées a servir d'illustration aux régles posées. Clest dans le
troisicime que sont développées la stratégie et les finesses du jeu.
Un dernier article contient enfin ce qu'on peut appeler les parties
finales : tour et roi contre roi. le roi et deux fous contre le roi, le
roty un fou et un cavalier contre le roi, enfin le roi et nun plon
contre le roi. Ce petit Opuscule, qui seva bien accueilli des jouenrs
d'échecs, se termine par des indications bibliographiques relatives
aux Ouvrages etanx Journaux qui traitent des échecs. Nous vavons
appris quib i’y a pasanoins de six périodiques. hebdomadaives on
mensuels, destinés aux jovenrs d'échecs @ deax allemands, un

auteichien, un anglais; un rtalien et un francats.

J. G

STCRM (R.). — Maximy vyp MINIMA IN DER ELEMENTAREN GEOMETRIE.
1 volume in-8, vi-138 pages, avec 32 figures dans le teste. Leipzig et Berlin,
Teubner, 1g10.

Ce petit Volume doit évidemment son origine et son inspiration
aux profondes études qu'a faites Fauteur sur ceux des travaux de
Stemer qui se rapporient a la Géométrie élémentaire et, en parti-
calier, sur le célebre Mémoire relatif aux problémes de maximum
ct de minimum dans le plan. sur la sphére et dans espace. Ces
¢tudes ont donné naissauce 4 quelques lecons, que M. Storm a
faites a I'Université de Breslan et qu'il a réuntes icl pour le plus
grand profit des maitres et des éléves des Ecales supérieures.
I nous suffira évidemment de donner une analvse des dilférents
Chapitres de I'Ouvrage.
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Apres une lntvoduction qui eontient les deux théorémes fonda-
mentaux d Arithmétique sur le maximum d'un produit de plusieurs
facteurs dont la somme est constante et sur le minimum d'une
somme de facteurs dont le produit est eonstant, M. Sturm traite
successivement des maxima et minima dans le triangle, dans le
quadrilatere, dans le cercle, dans les polygones, dans le segment
de cercle, ete.

La scconde Partie, cousaerde a la Géométrie de Uespace, traite
plus particuliérement des prismes, des pyramides, des pyramdes
doubles, des angles polycdres.

Nos collegues des Iyedes de France, si désireux de perfectionuer
et de renouveler feur enseignement, tirevont grand profit du nouvel
Ouvrage du savant géometve de Breslan. (. J.

MELANGES.

SUR LES TRAJECTOIRES DE LIOUVILLE;

Par M. HADAMARD,

L. Ousait (1), depuis Liouville, que le mouvement d'un systéme
a s parametres . ...y o, pour lequel la force vive a expression
(1) 2T = (/i o= fu) (s g g )
et la fonction de forces
Yy e !

. . ]
(l" l f— r

_/.I . -"“_I.u

%y vi Clant, pour chaque valeur de ¢ depiis o jusquia n, des

fonetions du seul paramétre ;) se détermme a larde de quadra-

(') Voir, par exemple, AvrerLy, Traite de Mecantgue rationnelle, t. 1T,
Chap. XAV, o 170
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tures. Pour nous borner au cas le plus simple (1)) les géodésigues
d’une sarface rapportée aux parametres ¢y, o et ayant pour ¢lé-
ment lincaire

2}

(2) (fy-+So)(2hdqy — 3 dyl)

(/i wi étant toujours des fonetions de ¢, seul), sont délimes par
I'équation générale

() R

J NS — . \f:““”

a, b étant des constantes arhitraires et Pare s de la courbe étant

donné par la relation

— s,

() ,‘if_l'.«“'_f"/_' /'-L‘f 2200
SNy V-

les formules pour le cas géucral avant une forme toute semblable,
quon trouvera a Uendroit eité de L Micanigue de Mo Appell.

Formmellewent, le probléme estrésolu par tes formules (3, (37,
M. Stande (2) a monteé Pintdrét quil vy avant a exanner de plas
prés les expressions de ¢ g en fonction de s auxquelles on est
ainsi eonduit, et cela surtout daus le cas le plus usoel, celui o les
wtervalles de variation de ¢, . Cdétims respectivement par les
iégalités Sfi— Zou fo -=a o) sont limrés dans les deux sens,
de sorte quion it 7y =gy 3y pour le prewier, 2,7 gy 5. pour
le seeond. Géndralisant une marclie suivie pac W ererstrass pour
le eas d'une ~cule varable, il pose

i, i, 1 ",

¢y — neye 2 FEREIN : 2 e Hoain? =2
(1) (/l._xl(n_-af: +- lJ:~||1--T, (o= 2 CO~ N Jasin ; )

ec quimet les équations (31, (371 soas la forme

s /‘it“(uﬂdu, - / Tepwi s ddis — Hytuy) + W (usy = b,
() ¢ " '

( / ]il_)l(llllljlll - / ]12_)‘ ia (’l(-_{ b ll'}l‘”l" — l]gg'llf] — S,

(') Voir Dannovs, Lecons sur Lo théorie des surfaces, 11U, Chap. T, p. 1o,
(%) Math, o, 1o NNIN, p. (687 Jbid.. © \XLL p. 210 Jowrnal de Crelle,
L. CN) p.o2gN,
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ou. celle tois, les variables wy, «, prennent chacune toutes les
valeurs depurs — = jusyu’a — = et on, dantre pact, byl
liyay higy sont des fonetions périodiques (toujours fintes), les dens
premicres de «y, les deux dernicves de rey, Hy étant la primitive
de /l,',z,.

Le résultat est tout analogue pour le probleme. géndral dont

nous avons parlé en commenecant: on aboutit i des relations de la
forme

(e ) = ) = 0y,
Hoyiwy) — .+ aiuy,) = b,,
(6) S T
U, y gy =~ N, tw,) = b, 4,
H, (e, . . 1, (wu,) = {.

Doy oot by désignant des constantes arbitraives et ¢ le temps,
pendant que Hy est une fonetion de wy dont la dévivée W, == hy
est pértodique, et que les ¢, sont exprimés en fonctions des w« par
des formules analogaes a ( ).

Supposons que les équations (5) puissent étre résolues par
rapport vux w, ct donneut pour ees quantités des valears bien
détermindes et eontinues en fonction des denx seconds membres.
En reportant ees valeurs dans les formules ({), on constate que
¢y et g, peuvent étre constdérés comme des fonctions de deux
vartables de la forme

Ky s =y by haS == 0l (hy. y. L, Mo CONSTANLS)

periodiques séparément par rapport i clacune de ces variebles.
Considérés comme fonctions de s senl (4 ¢tant larssé constant)
(15 2 appartiennent des lors & un type d'ave importance capitale
en Méeanique céleste, que M. Staude uppelle bedingt periodische
Functionen et auquel nous donuerons, avee M. Esclangon (1), le
nom de fonetions quasi-périodiques.
M. Stieket (%), 4 qui 'on doit une nmportante généralisation de

la méthode de Lionville, a repris également Uanalyse de M. Staude

(1Y These, Paris, !5,0,’].
(*) Habilitationsschrift, Walle, 181 (Math. Ann., t. XLII, p. 537} Journal de
Crelle, v CAXVIH, p. 2225 Ibid., t. CX\X\, p. 8q.
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el montré que 1 I'on pent vésoudre les dquations (6), on obtient
encore pour les ¢ des expressions quasi-périodiques par vapport
au temps.

Mais tout cecd est subordonne a l'inversion des équations ()
ou (6), e’est=a-dire a lenr résolution par rapport aux « en fonetion
de s, b (oude ¢ et des b).

Or, Pinversion d’un systéme de rvelations a plusicurs variables
offre des difticultés particulieres. Pour affivmer que eette inversion
esl ln)ssib]e, il ne suffit pas, contrairement a ce clu’nn a pul'fﬂis
supposé un pen hiativement, de sassuver, sans autre précaution,
que le détermmnant fonctionnel des premiers membres des équa-
tions en question (icl le déterminant des /) est toujours diffévent
de zéro.

‘n raison de cette erreonstance, la résolution dont 1l <agit occa-
sionna aux auteurs des Mémoires précédemment cités de séricuses
complications ct exigea de leur part des discussions des plas déhi-
cates auxquelles certains de ces Mémoires sonl consacrés & peu
pres antégralement. En méme temps, ils darent introduire des
hypothéses snpplémentaires assez restrictives.

Or, il est aise de voir que les difticultés dontal sTagit disparais-
sent toutes, ainsi que les hypotheses accessoires, des qu’on fait
usage d'un théoréme que Jm établi précédemment (V) velative-
menl aux correspondances ponctuelles en géndéral. Diapres ce
théoreme, élant doundé un systéne d'éguations qui expriment n
arlables ¢ en fonctions continues de n autves variables w0l saffit,
pour que 'nversion soit possible et univoque, que :

(A) Cette propriété ait lieu an voisinage d'un point déterminé
queleonque de Pespace (1) cautrement dit, quiantour de ce polnt
on puisse déerire nne sphéve s, et autour du pomt correspon-
dant (¢) une sphere S, telles qu'a tout poml ntéricur & S corres-

p(md(i un pninl (2) et un seal mtériear § s

(") Bull. Soc. math. Fr..t. N\\XIV, p. 1.

(*) Tl faut noter que cette hypothése (A) peut ére, a soun tour, sipliice, <1
P'on veut utiliser le théorcme de M. Schontlies, qui permet de réduire la premiere
partie de ecette hypothese 4 la seconde. On pourra doue, cn d’autres termes, se
coutenter d'admettre que tout point (@) est le centre d'une sphere s telle que
deun points distincts pris 4 Uintérieur de celte sphere ne puissent avone la méme
image (¢). Jointe & (B) cette hypothése est suffisante pour aflirmer [a eonclusion

cherclhiee,
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(B) Une ligne continue de Uespace («) s’en allant a 'infini ne
puisse donner comme correspondante, dans Pespace (v), une higne
de fongueur fime.

La condition (A) est toujours vérifiée si, les dérivées partielles duo
premier ordre étant continues, le déterminant foncuionnel est
constamment diflérent de zéro,

Il en est de méme pour la condition (B), dans le cas actuelle-
ment étudié (les vaviables ¢ étant ici le temps et les b con-
slantes ).

Cela vésulte de ce que les dérivées partielles (fonctions 4 de
Staude) sont ici n fois périodiques, 4 savoir pérodiques el de
période o5 par rapport a chacune des n variables «. Le minimum
de la quantiné appelée . dans mon Mémoire cié (V) (autrement
dit, le minimune minimorum du rapport de deax éléments
linéaires correspondants dans les deux espaces) est done, dans
tout 'espace, le méme que dans le prismatoide des périodes
obltenn en ne donnant aux « que des valeurs comprises enlre o
et om H oest, des lors, différent de zévo, puisque w est continug
el ne peat sannuler quavee le déterminant foncuionnel D des
équations considérées.

Donc, la condition V) =" o est enticrement suffisante pour
Uinversion considérée.

2. Mais M. Stickel a vemavqué (2) que, dans le probléeme de
Liouville, cette condition n'est pas réahisée. Le déterminant fone-
tionnel s"annule lorsque les fonctions inconnues atteignent simul-
tanément les valeurs extrémes (masyma on minima) que chacune
d’elles est susceptible de prendre @ autrenment dit, forsque le point
qui a ces (quantités pour coordonndées vienl en un des sommets du
rectangle dans lequel it et assujettr a rester.

Il va nous étre teeés aisé de compléter fe raisonnement de manicve
a leniv comple de cette circonslance.

Tout d'abord, la conditton () ne peul cesser d'éire vénilide
quen un pout ot 1) s'annale. Nous continuons & supposer que
cela a lieu sans changement de signe.

Admeltons. en ontre, que ["une au moins des (qualre dérivies

(") Bull. Soc. math. I'r.. loc. ctt.. p. 52,
() Journal de Crelle, t. CX\X, p. 4.
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partielles, si le nombre n des variables est égal a 2, ou Vun au
moins des mineurs de D, pour n>> 2, ne s’annule pas au point
en question.

Alors une démonstration classique du théoréme fondamental
sur les fonetions implicites (') continuera a s'appliquer. En eflet,
le fait qu’un mineor de D est différent de zéro moutre qu’on peul
exprinier n — 1 des variables w, les n — 1 premiéres par exemple,
en fonction de la vartahle w«, restante el de n — 1 vartables ¢ (que

nous supposerons élre les n— 1 premieres). D'aulre part, le

. ¢ ’ ’ - ’ ("
changement de variables une fois effeetué; la dévivée —=, tout en

Uy

étant nulle au pomt eonsidévé, o'v changera pas de sigue (en vertu

de hypathése faite sur D),
Doune. dans ces eonditions nouvelles, (A) continuera 4 avomr
heu.

. . . . ., e . .
Un seul cas fait exceplion : celur ou la dénmvée —u—"- dont 1l vient
Ty

d’étre question serait constamment nulle. Dans ce cas, al exis-
terail une ligne de Pespace (1) le longde laquelle toue les ¢ reste-
raient conslants,

Supposons que eelle elreonstance ne se ])l‘ésenh- pas el que,
par conséquent, (A) soit bien vérifice. En un pomt ot D = o, il
existera nne direction de I'espace () suvant laquelle tous les de
seront nuls. Cette divection ne sera pas, en général, tangente a la
multiplicité détinie par Méquation D = o. 37l en éuait autrement,
en ellet, eette dernicre contiendrait une ligne satisfaisant aux
équations  différentielles do =0 et, par conséquent, lelle que
les ¢ soient constants, contrairement a ce qui vienl d'étre sup-
pose.

On en déduirait facilement que la condition (B) est encore
remplie (grice & ce fait que le rapport de deax axes correspon-
dants dans les deux espaces ne peul pas étee nul en général, soil
que la ligne d Jaquelle le premier d’entre eux est empruntée sorte
de la muluplicité D =0, en dehors de laquelle on a u— o
soit qu’elle y reste el, par eonséquent, ne soit pas, en géneral,

tangente a la direction qui correspond a un rapport nul).

() Voir, par exemple, la premiére édition du Cours d' Analyse de M. Gonrsat

(t. ).
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Mais nous nentrerons pas dans le détail de cette démonstration,
parce que, pour les trajectoires de Liousille proprement dites
(Stickel. loc.cit.) les choses se passent beauconp plus simplement.

Le déterminant D ne sTannule, en effet. dans ee cas, qu'en des
points solés du plan (ceux qui eorrespoudent aux sommets du
rectangle mentioundé tout 4 I'heure). Si nous i1solons ees points
par de petits eercles (tous de méme raven), la (]uanlile" u. aura,
en dehors de ces eereles, un minimum positif uy. Si, dantre part,
nous imaginons que, de toute ligne tracée dans le plan des w el
s'en allant a 'infin1, on supprime, parla pensée, tontes les portions
itérteures aux cercles en question, la partie restante aura encore
une longuear infinie, ot il en sera de méme de son image dans le

second espace, en vertu de inégalité w = u,.

3. Je terminerai par une remarque relative a la forme des équa-
tions différentielles qui s'intégrent par Ja méthode de Liouville,
telle que étudie M. Stickel dans U'Habilitationsschrifi eitée en
commencant,

L'auteur détermine le tvpe le plus général de problemes possé-
dant la propriété eherchée pour le eas ol le premier membre de
Péquation aux dévivées pavtielles de Hamilton-Jacobi est une
somme de carrés sans termes rectangles, et opére, a cet etlet, par
différentiation. Le ealeul est notablement plus simple si, an con-
traire, on laisse aux équations leur forme finie.

Donnons, en effet, aux constantes (') oy, ... %, qui ligurent
dans Tutégrale compléte, n— 1 systémes de valeuars, et écrivons

-

ainst =1 fois I'équation (4) de Stickel (*). Nous aurons
r =1 équations hinéaires pour détermmer les n -1 (quantités Ay,
E R Y |

Ces équations seronl distincies. an moins pour un choix
convenable des différents svstémes de valeurs données aux z :
sans quoi. quelles que soient ees valeurs, elles admettraient au
moins deux solations communes et 'intégrale o considérée vér-
fierait deux équations aux dérivées partielles : ce ne serail pas une

intt'-gl‘aiu (‘nmpl('lo ().

(7% Notations de Stackel ( Habidlitationsschrift).
(°) STACKEL, loc. cit.. p. 12,
() Gouvrsat. Fguations aux derivées partielles du premier ordre, Ciap. 1V,
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De 1elles relations déterminent done les A et 11 par la vegle de
od ., JoW 2
Cramer. Si Pon remarque que les quantités (—'— )} sont chacune
Lup

fonction d'une seule variable, on retombe aisé¢ment sur I'expres-
sion finale de M. Stickel.

Une marche toute semblable fournit de méme la conclusion
finale du n° 3 (page t2) du méme travail, relative au cas on l"é([ua—-

Lion aux dérivées partielles renferme des termes l'eclang]es.

NOUVELLE DEMONSTRATION DU THEOREME DE M. HADAMARD
SUR LES DETERMINANTS;

Par M. Toyyaso BOGGILO,

On counail le théovéme de M. Hadamard V) relatif au maxinmium
du module d'un déterminant & éléments véels ou complexes.,

Ce théoreme a été démontré par M. Hadamard en 1803 néan-
moins il a été mapphqué pendant une dizaine dlannées (de sorte
qu'on pouvait y voir une curiosilé scientifique, plator qu'un
résultal utile), et cela nsquien 1gos, ot il a é1é mdispensable a
M. Fredholm pour démontrer la convergence de ses céléhres
séries, qui donnent la solution des équations mtégrales,

Apres Pappheavion fatte par M. Fredholm, le théoréme de
M. Hadamavd a acquis, toul a coup. une frves grande impor-
tance (2): ausst en a-t=1l ¢té brentot pubhié, par de nombreux au-

tenrs, ditlérentes démonstrations (7).

(") Hapasarp, Resolution d'une question relative aur determinants { Bul-
letin des NSciences mathematiques, >° ~eérie, 1NN 18g30 po 2jo-276),

(%) S1les éléments du déterminant sont véels, ce théoréme, comme on le sait
bien, est susceptible de Tinterprétation géométrique suaivante : parmt les paral-
[élepipedes (dans un hyperespace) dont les ardéles ont des lonzueurs données,
c'est le parallélépipéde rectangle qui a le plas grand volume.

) WIRTINGER, Sur le theoréme de M. Hadamard, I'(‘lfl/l:f aur determinants
(Bulletin des Sciences mathematiques. = série, UNNNL 1go=0 poash-179) s LZum
Hadumardschen Determinantensats ( Monatshefte fiir Mathematil und Phy-
siky LAV, Jahegang 1gus, poos-ato. — Fiscuer, Leber den Hadamardschen
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A cette suile, déja longue, de démonsirations, je ne crois pas
mutite d'en ajouter une autre, qut est Ltreés courte et élémen-
taire.

Elle consiste a transtormer le déterminant donné en un autre,
dont les ligznes horizontales vérifient fa condition dorthego-
nalité.

De cette manicre, le carré du module du nouvean déterminant
se caleule immédiatement, et de la suit aisément le théoréme de

M. Hadamard.

3 ’

Envisageons les déterminants, a éléments complexes.

C 0
yy, (o ce. dyp !1?1 (71‘2 cee Qyp I
\ 227 (lan .o s, L0 (lgl (’[32 e (lg“
e - w o o 0 o s - ‘ -, PECEY a o * a s
- 0 1] )]
| day Qus oo Quy Lol dh, oL dlyy,

ot le svmbole 20 désigne. d'une facon géndérale, le nombre com-
plexe conjugué de r.

Transtormons ces déterninants en deox autres, avant la méme

valeur, '
| 7,0 0 |
! by by ool byn | /'1'1 [’1-3 b';'u i
) ,)21 [123 [P [)-_)‘.: : /’3‘ ,)g 2 “ee [)g"
(N i . |
| | 0
| by Do bon } } [/:11 [)Yng s ["z'm |

¢t qui. en outre, solent orthogonaux, c'est-a-dire tels que les
cléments des hiznes Lorizontales vérifient les conditions d ortho-
conalité

n

-
) \ ."'//,.llln. — 0 Vs STy Y =12 I 24
s
1

Pour détermimer fes éléments b, 1l suftit d'employer les rela-

Determinantensatz ( Arclay der Mathematih wnd Phyvsil, Baod, NI 1408,
p. d2-4o). — Scenve, Ueber die charakteristischen 1Wurzeln einer linearer Substi-
tution, ctc. ( Mathematische Annalen, Band. LXVI 1qoS, p. [N8-310, § 5). —
ToNevLt, Sul teorema di Hadamard, relativo al valor maggiorante di un deter-
minante (Giornale di Matematiche, »* série, L. XLVIL, 1q0q. p. 2r2-218 1. —
Hayasul, Demonstration elementaire du theoréme de M. Hadamard sur la
valeur maxinmum du determinant (fbid., 3¢ série. 1. XLVI, 110, p. 233-238),
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tions réeurrentes
by = ay, bor = tty;— sy by,
et en général
r—1

o -
(3) 1),.,:((,.,-—\ kg by (roe—1,2,..., 1),

1
on les coeffictents i, doivent ¢tre détermnés de manicre a
vérifier les égalités (o)1 pour celal sufhit de maltplier (3) par 7,

et de sommer : on a, ayant égard a (2),

n n
N )l
(1) ]]l,-_q\ i b, b2 .-_—\,, it DY (s <71,
1 1

de cette mameére les coefficients ni, sont déterminés.
Les valenrs de 4% m" découlent immdédiatement des formuales

1o re
(3), (1), sot:

1 —1
(3" b — 0 — N m, b
J2) re— LA T e
1

n "
/ 7‘ )
i) “IPA.\-S i b, b =\ rap, by (a2

—— ool

1 1

Remarquons maimntenant quune lhigne hovizontale queleongue
des détermmmants (1) diflere, a canse des (3), (57, de Ta COITespon-
dante horizontate des déterminanvts A, A9, piar une combinason
linéaire des horzontales |)l‘4"¢"¢3t|¢'lllt'>: il sTensuit done Gque les
denx déterminants (1) ont pour valeur respective A A0,

Ceer posé, en multupliant entre cux les déterminants (1), et

ayant égard a (2), on trouve
[y C /

n ’

~
\11)“/)':, O 0 0 ]
- |
l 1
n !
N |

0 N\ I 2 2 TR 0
AN —  — - -
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ou bien

) A-.__” N

calculons le second membre; des (3), (%) on tire dabord

-1 1 r—1r—I1
b b}, = u,,a,,—\ sm, (zr,b?,-—\ $ m,ga,,b\,q—\ \ tmem? b by,

1 1 1 l

done st 'on somme, et st 'on a égard aux (3), (37), (2), 1l en

résulte
n n r—1
O O
(6) N vhp D), :\ ’“l.“’m_v‘ Ny g \ ‘bstb?i;
P i Anemd ’
1 1 1 1

par (rnns‘équent

n

\ il b <\ :a,.,a}’,;
H i

1 l
done, en vertu de (5),
I44 n
i Q!
(=) LA I l!\ TS
/ P

Clest Te théoréme de ML Hadamard.

De (6) on tive que (7) se transforme dans ane ¢galité seulenient
S1nips==o (V) et dans ce cas, comme 1l résulee des (3), (4), 1l
esl néeessaire et suffisant que le déterminant donné \ soit, lui-

méme, orthogonal.

temargue. — ba méthode que 1e viens d’exposer s‘applique
n / | thode que Pexy pplique,

sans modifications, anx matrices,

(") On exclut évidemment le cas on b, — o pour { =1, 2, ..., n, car alors on
aurart \ =



