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บทที่   3    
ไอเกนแวลลวิ และ ไอเกนเวกเตอร์  (Eigenvalue and Eigenvector) 
_____________________________________________________________________________________ 

 
 ในกรณี การแปลงเชิงเสน้ :T V V   มี   A   เป็นเมทริกซก์ารแปลงของ   T ท่ีท าให ้ ( )T v Av    

ส าหรับทุก   v V  ถา้มีสเกลาร์    ท่ีท าให ้ มีเวกเตอร์  v   ท่ีไม่เป็นเวกเตอร์ศนูยท่ี์ท าให ้ Av v     
แลว้จะท าใหก้ารค านวณง่ายข้ึน  ซ่ึงมีการประยกุตใ์ชใ้นหลายสาขา 
 
 

3.1 ไอเกนแวลลิว  และไอเกนเวกเตอร์ ( Eigenvalue  and Eigenvector) 
  
บทนิยาม 3.1.1     ให ้  A   เป็นเมทริกซข์นาด n n    เรียกสเกลาร์    ท่ีท าใหส้มการ 
     Av v       (1) 
มีค  าตอบท่ีไม่เป็นศนูย ์  (Nontrivial solution)  ว่า  ไอเกนแวลลิว (Eigenvalue)  ของ  A   และเรียกเวกเตอร์ v   
ซ่ึงเป็นค าตอบท่ีไม่ใช่เวกเตอร์ศนูยน์ั้น  ว่า  ไอเกนเวกเตอร์ (Eigenvector) ส าหรับ ค่า   
 

ตวัอย่าง  3.1.1 จงแสดงว่า   1

2
v

 
  
 

   เป็นไอเกนเวกเตอร์  ส าหรับ ไอเกนแวลลิว    3     ของเมทริกซ ์ 

                           3 0

8 1
A

 
  

 
 หรือไม่    

 

วธิีท า จะเห็นว่า 3 0 1 3

8 1 2 6
Av

     
      

     
 

 และ         1 3
3

2 6
v

   
    

   
 

 แสดงว่า             Av v  

 ดังนั้น  1

2
v

 
  
 

   เป็นไอเกนเวกเตอร์  ส าหรับ ไอเกนแวลลิว    3    ■ 
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การหาไอเกนแวลลวิ  ของเมทริกซ์  A  
 
พิจารณาจากการหาไอเกนเวลลิว  จากตวัอยา่งง่าย ๆ ก่อน ดงัน้ี 
 
ตวัอย่าง 3.1.2 จงหาไอเกนแวลลิวของ  A   เมื่อก  าหนด 

  3 0

8 1
A

 
  

 
 

วธิีท า ให ้     เป็น  eigenvalue  ของ  A  
 แสดงว่า                         Av v  

ดงันั้น                1 1

2 2

3 0

8 1

v v

v v


    
    

     
  

         1 1

2 2

3 0 0

8 1 0

v v

v v

      

       
      

 

       1 1

2 2

1 0 3 0 0

0 1 8 1 0

v v

v v


        
         

        
 

  1

2

0 3 0 0

0 8 1 0

v

v





        
         

       
 

            
1

2

3 0 0

8 1 0

v

v





     
    

     
 

   
ผลเฉลยไม่เป็นศนูย ์ เมื่อ 

   3 0
0

8 1








 
 

  
( 3)( 1) ( 8)0 0

( 3)( 1) 0

3, 1

 

 



    

  

 

  

 ดงันั้น ไอเกนแวลลิว  ของเมทริกซ ์ A  มี 2 ค่า คือ  1 3   และ 2 1      ■ 
 

สรุปหลักการหาไอเกนแวลลิว 
 
โดยทัว่ไป  ถา้ A  เป็นเมทริกซข์นาด   n n   และจากสมการเง่ือนไขตามบนนิยาม   

Av v   
สามารถจดัสมการใหอ้ยูใ่นรูป ระบบสมการเอกพนัธ ์(Homogeneous System) ในรูป       
   ( ) 0I A v    
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ซ่ึงระบบสมการดงักล่าวจะมีผลเฉลยท่ีไม่เป็นศนูยเ์มื่อดีเทอร์มินนัตข์องเมทริกซส์มัประสิทธไ์ม่เป็น 0 
นัน่คือ 
                     0I A    
แลว้แกส้มการ  เพี่อหาไอเกนแวลลิว      ตามตอ้งการ 
  
หมายเหตุ     
 สมการ    0I A    เพื่อใชใ้นการหาไอเกนแวลลิว  เรียกว่า  สมการแคแรกเตอร์ริสติก  
(Characteristic  Equation)  ของ A  และ I A    จะอยูใ่นรูปพหุนามของ     ท่ีมีดีกรี  n   ดงัน้ี 
  1 2

1 2 ...n n n

nI A c c c           
เรียกพหุนามน้ีว่า    พนุนามแคแรกเตอร์ริสติก  (Characteristic  Polynomial) 
 
ตวัอยา่ง 3.1.3 จงหาไอเกนแวลลิวของ  A     เมื่อก  าหนด 

   3 2

1 0
A

 
  

 
 

วธิีท า สมการแคแรกเทอร์ริสติก  คือ  
   0I A    

         3 0 2
0

0 ( 1) 0





 


  
 

      3 2
0

1





 
  

             3 1 2 0      

       2 3 2 0     
      1 2 0     

           1,2   
 ดงันั้น ไอเกนแวลลิว  ของเมทริกซ ์ A  มี 2 ค่า คือ  1 1   และ 2 2     ■ 
 
ตวัอย่าง  3.1.4 จงหาไอเกนแวลลิวของ  A  เมื่อก  าหนด 

   2 1

5 2
A

  
  
 

 

วธิีท า สมการแคแรกเทอร์ริสติก  คือ  
              0I A    

             2 1
0

5 2








 
 



◙ 321211 Linear Algebra I 

 

3.  Eigenvalue and Eigenvector                 3.1  Eigenvalue and Eigenvector                         ◙ W.T.Math.KKU       4                                      

 

             2 2 ( 5)(1) 0       

          2 4 6 0     
    2 2 0    

แสดงว่า  ไม่มี  Eigenvalue  ท่ีเป็นจ านวนจริง          ■     
 
ตวัอยา่ง  3.1.5 จงหาไอเกนแวลลิวของ  A     เมื่อก  าหนด 

   
0 1 0

0 0 1

4 17 8

A

 
 


 
  

 

วธิีท า สมการแคแรกเทอร์ริสติก  คือ  
             0I A    

          
1 0

0 1 0

4 17 8









 

 

 

        3 28 17 4 0       
 โดยการแยกตวัประกอบโดยใชท้ฤษฎีบทเศษเหลือ (Remainder Theorem)  จะไดว้่า 
  

แทนค่า  4    ในพหุนามดา้นซา้ยจะเห็นว่า  แลว้ไดค่้าเป็น  0 
เช่น  3 24 8(4) 17(4) 4 64 128 68 4 0         
แสดงว่า  ( 4)     เป็นตวัประกอบแลว้น าไปตั้งหาร 

 
  จะไดว้่า             2( 4)( 4 1) 0       
 ดงันั้น ไอเกนแวลลิว  ของเมทริกซ ์ A  มี 3 ค่า คือ  1 4  , 2 2 3     และ 2 2 3    ■ 
 
ทฤษฎีบท 3.1.1 ถา้ A  เป็นเมทริกซข์นาด   n n   และ    เป็นจ านวนจริง  แลว้ 
ขอ้ความต่อไปน้ีสมมลูกนั 

(1)    เป็นไอเกนแวลลิวของ  A  
(2) ระบบสมการ ( ) 0I A v    มีค  าตอบท่ีไม่เป็นเวกเตอร์ศนูย ์
(3) 0I A    
(4) มีเวกเตอร์  0v    ใน   ท่ีท าให ้  Av v  

 
จากทฤษฎีบทดงักล่าวเราสามารถสรุปการหาไอเกนสเปซได ้ ดงัน้ี 
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การหาไอเกนสเปซ ของเมทริกซ์   A   
 
ส าหรับแต่ละ     ท่ีเป็นไอเกนแวลลิว  ท่ีมีเวกเตอร์  0v    เป็น ไอเกนเวกเตอร์ 
จะไดว้่า Av v   หรือ 0I A v    
เราเรียกสเปซค าตอบของสมการน้ีว่า  ไอเกนสเปซ  (Eigenspace) ส าหรับค่า   นั้น 
ดงัตวัอยา่งในการหาต่อไปน้ี 
 
ตวัอย่าง 3.1. 6 จงหาฐานไอเกนแวลลิวของ  A     เมื่อก  าหนด 

   
3 2 0

2 3 0

0 0 5

A

 
 

 
 
  

 

วธิีท า หา     จากสมการแคแรกเทอร์ริสติก    
    0I A    

                  
3 2 0

2 3 0 0

0 0 5









 



 

                                        2( 1)( 5) 0x     
แสดงว่า ไอเกนแวลลิว  ของเมทริกซ ์ A  มี 2 ค่า คือ  1 1   และ 2 5   
ดงันั้นจะมีไอเกนสเปซของ  A   อยู ่ 2  ไอเกนสเปซ 

 
กรณี 1   ถา้  5    จะไดร้ะบบสมการ  คือ 
 

  
1

2

3

2 2 0 0

2 2 0 0

0 0 0 0

x

I A v x

x



     
     

  
     
          

 

 
 จะได ้ค  าตอบ คือ    3 2 1, ,x t x s x s     

 ดงันั้น   
1 0

1 0

0 1

s

v s s t

t

      
     

   
     
          

 

 แสดงว่า   
1 0

1 , 0

0 1

     
    
    
        

   เป็นฐานของไอเกนสเปซ  ส าหรับ  5   
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กรณี 2    ถา้  1    จะไดร้ะบบสมการ  คือ 

              
1

2

3

2 2 0 0

2 2 0 0

0 0 4 0

x

I A v x

x



     
     

   
     
          

 

          แกส้มการในท านองเดียวกนั  จะได้  

   
1

1

0 0

t

v t t

   
   

 
   
      

 

  

 แสดงว่า  
1

1

0

  
  
  
    

   เป็นฐานของไอเกนสเปซ  ส าหรับ  1    ■ 

 
การหาไอเกนแวลลวิของเมทริกซ์เชิงสามเหลีย่ม 
 

เน่ืองจากการหาดีเทอร์มินนัท ์ ของเมทริกซเ์ชิงสามเหล่ียม  เท่ากบัผลคูณของสมาชิกในแนวทแยงมุม
หลกั  ท าใหก้ารหาเกนแวลลิว  หาไดอ้ยา่งง่าย ดงัน้ี 

 
พิจารณา 

  

11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

0

0 0

0 0 0

a a a a

a a a
A

a a

a

 
 
 
 
 
 

 

 
เน่ืองจากสมการแคเรกเทอริสติก  คือ 
 

  

11 12 13 14

22 23 24

33 34

44

0
0

0 0

0 0 0

a a a a

a a a
I A

a a

a










   

  
  

 



 

 
จะได ้       11 22 33 44 0a a a a         
ดงันั้น  ไอเกนแวลลิว มี 4 ค่า คือ 
  1 11 2 22 3 33 4 44, , ,a a a a        
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ทฤษฎีบท 3.1.2  ถา้   A   เป็นเมทริกซเ์ชิงสามเหล่ียมดา้นบน  หรือดา้นล่าง  ท่ีมีขนาด  n n   แลว้   ไอเกน
แวลลิวของ  A  จะเป็นสมาชิกในแนวทแยงมุมหลกั ของ  A  
 
ตวัอย่าง  3.1.7 จงหาไอเกนแวลลิวของ  A    ก  าหนด 

   
3 2 0

0 3 0

0 0 5

A

 
 


 
  

 

วธิีท า เน่ืองจาก  A    เป็นเมทริกซส์ามเหล่ียมดา้นบน   
จะไดว้่าไอเกนแวลลิว มี 3 ค่า คือ 

  1 23, 3      และ   3 5        ■ 
         
ตวัอย่าง  3.1.8 จงหาไอเกนแวลลิวของ  A    ก  าหนด 

   
3 0 0

1 2 0

5 1 4

A

 
 

 
 
  

 

วธิีท า เน่ืองจาก  A    เป็นเมทริกซส์ามเหล่ียมดา้นล่าง 
 จะไดว้่าไอเกนแวลลิว  คือ 

  1 23, 2      และ   3 4         ■ 
 
การหาไอเกนแวลลวิของเมทริก์ที่อยู่ในรูป kA  
 
ถา้       เป็นไอเกนแวลลิวของ  A   และ  v   เป็นไอเกนเวกเตอร์ของ  A    ท่ีสอดคลอ้งกบั    
จะไดว้่า 

         Av v  

   
2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

( )

..............*

A Av A v

AA v Av

A v v

A v v





 











 

 

โดยหลกัการของการอุปนยัเชิงคณิตศาสตร์ จะไดว้่า ส าหรับ  จ  านวนเต็มบวก k  ใดๆ 
                   ...............**k kA v v          
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ทฤษฎีบท 3.1.3  ถา้    เป็นไอเกนแวลลิวของ  A  โดยมี  v   เป็นไอเกนเวกเตอร์ของ  A   ท่ีสอดคลอ้งกบั    
และ  k    เป็นจ านวนเต็มบวกใด ๆ แลว้  k   เป็นไอเกนแวลลิวของ  kA    โดยมี v  เป็นไอเกนเวกเตอร์ของ  

kA   ท่ีสอดคลอ้งกบั k  
  
ตวัอย่าง 3.1. 9 จงหาไอเกนแวลลิวของ  5A    ก  าหนด 

   
3 2 0

2 3 0

0 0 5

A

 
 

 
 
  

 

วธิีท า จาก  ตวัอยา่ง 3.1.5   เราทราบว่า  
  1     และ   5   
ดงันั้น  ไอเกนแวลลิว ของ  5A    คือ 
   

5
1     และ    

5
5   

นัน่คือ  1     และ   55   

โดยมีเวกเตอร์       
1

1

0

 
 
 
  

     เป็นไอเกนเวกเตอร์  ท่ีสอดคลอ้งกบั  1      

และมีเวกเตอร์     
1

1

0

 
 
 
  

  และ  
1

1

0

 
 
 
  

   เป็นไอเกนเวกเตอรืท่ีสอดคลอ้งกบั  5    ■ 

 
บทนิยาม 3.1.2      สเกลาร์      จะเรียกว่าเป็นไอเกนแวลลิว  ของการด าเนินการเชิงเสน้ :T V V  
 ถา้มีเวกเตอร์ท่ีไม่เป็นเวกเตอร์ศนูยใ์น  V   ท่ีท าให ้  ( )T v v  และเรียก v   ว่าเป็น  ไอเกนเวกเตอร์   ของ  T    
ท่ีสอดคลอ้งกบั    
 
  
 
หมายเหตุ    ให ้ V  เป็นปริภูมิเวกเตอร์ท่ีมีมิติจ  ากดั  โดยมี  B  เป็นฐานใด ๆ  และ :T V V  
เป็นการแปลงเชิงเสน้  จะไดว้่า 
 1)    ไอเกนแวลลิวของ   T   ยอ่มเป็นไอเกนแวลลิวของเมทริกซก์ารแปลง    

B
T  

 2) เวกเตอร์  v   จะเป็นไอเกนเวกเตอร์ของ   T   ท่ีสอดคลอ้งกบั      
  ก็ต่อเมื่อ   

B
v   จะเป็นไอเกนเวกเตอร์ของ   

B
T  ท่ีสอดคลอ้งกบั      
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ตวัอย่าง  3.1.10 จงหาไอเกนแวลลิว  และฐานของไอเกนสเปซของการแปลงเชิงเสน้  

2 2:T P P    ท่ีก  าหนดโดย     
  2 2( ) (3 2 ) ( 2 3 ) (5 )T a bx cx a b a b x c x         
 
 วธิีท า  2 2(1) (3(1) 2(0)) ( 2(1) 3(0) 5(0) 3 2 0T x x x x          
  2 2( ) (3(0) 2(1)) ( 2(0) 3(1) 5(0) 2 3 0T x x x x x           

2 2 2( ) (3(0) 2(0)) ( 2(0) 3(0) 5(1) 0 0 5T x x x x x          
   
จะไดเ้มทริกซก์ารแปลงของ  T   คือ   
 

   

3 2 0

2 3 0

0 0 5
B

T

 
 

 
 
  

  

 

จาก  ตวัอยา่ง 3.1.5  จะได ้ 1    และ  5    เป็นไอเกนแวลลิว 
1) ถา้   5    จะไดฐ้านของไอเกนสเปซ  คือ    

  
1 0

1 , 0

0 1

     
    
    
        

 

2) ถา้   1    จะไดฐ้านของไอเกนสเปซ  คือ    

  
1

1

0

  
  
  
    

         ■ 

 

   
 


