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1. Введение 

В последнее время достигнут значительный прогресс 
в систематике меоонов с помощью потенциальных мо­
делей, благодаря теоретико-полевой формулировке по­
тенциальной модели на основании оффективного гамиль­
тониана КХД [1-3]. В такой КХД - инспирированной 
потенциальной модели мезон описывается по аналогии 
с атомом в КЭД, где связанное состояние обусловлено 
статическим (кулоновским) воаимодействием. Для за­
дачи спектроскопии меоонов в таком подходе был ис­
пользован эффективный гамильтониан КХД в кулоно-
вской калибровке, интегрированный по глюонным сте­
пеням свободы, который содержит четырехкварковое 
взаимодействие с феноменологическим потенциалом. 
КХД - инспирированная потенциальная модель в об­
ласти тяжелых кварков переходит в нерелятивистскую 
потенциальную модель с уравнением Шредингера для 
кваркониев (меоонов). В области же легких кварков мо­
дель приводит к системе уравнений Швингера - Дай-
сона (ШД) для собственной энергии кварка и Бете -
Салпитера (БС) для спектра связанных состояний квар­
ков. Центральной проблемой в этом подходе является 
определение вида потенциала, позволяющего единым об­
разом описать спектры всех меоонов как связанные со­
стояния кварка и антикварка. 

В работах [1-3] было показано, что КХД - инспири­
рованная потенциальная модель для беомассовых квар­
ков с кирально инвариантным феноменологическим по­
тенциалом, определенным из спектроскопии тяжелых 
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кваркониев в пределе больших расстояний, приводит к 
спонтанному нарушению киральной симметрии. В рам­
ках этой модели в приближении гармонического осцил­
лятора для потенциала (как более простое, чем при­
ближение "реалистичного" линейно растущего потен­
циала) был воспроиоведен широкий спектр легких ме-
оонов, в том числе (к-р) - расщепление без добавления 
в потенциал члена спин-спинового воаимодействия [2]. 
В то же время, для константы лептонного распада i / т ) 
эта модель дает результат значительно ниже, чем экс­
периментальное значение. Попытки поднять значение 
/ т до экспериментального оа счет взаимодействия на 
малых расстояниях с помощью кулоновссого потенци­
ала и конечной массы токовых кварков [3,4] не имели 
успеха. 

Для воспроизведения экспериментального значения 
/ т в работах [5,6] предложена модификация уравнения 
ШД. Она заключается во введении в уравнение 1ПД 
некоторой функции, удовлетворяющей физическим гра­
ничным условиям задачи. Главной целю такой модифи­
кации является создание теоретического инструмента 
для единого качественного описания спектра и констант 
лептониых распадов всех мезонов, в том числе пиона. 
На примере потенциала Гаусса и гармонического осцил­
лятора авторами этих работ было показано, что путем 
введения в уравнение ШД функций вычитания можно 
добиться одновременного воспроизведения эксперимен­
тальных значений массы и константы лептонного рас­
пада пиона. Такое единое описание спектра и констант 

2 



распада других псевдоскалярных меоонов и их ради­
альных возбуждений было получено в случае осцилля-
торного потенциала[6]. 

Целью настоящей работы является описание спек­
тра и констант лептонных распадов меоонов и их ра­
диальных возбуждений с использованием модификации 
уравнения ШД* предложенный в [6], и добавлением к 
осцилляторному потенциалу кулоновского взаимодей­
ствия. 

Работа положена следующим обраоом. В раоделе 2 
сформулирована краевая задача для уравнения ШД и 
описана схема модификаций этого уравнения с потен­
циалом гармонического осциллятора и кулоновского вза­
имодействия. В раоделе 3 изложена краевая задача для 
уравнения БС для псевдоскалярных, векторных, акси­
ально - векторных и скалярных мезонов и условие нор­
мировки собственных функций уравнения, а также дано 
определение константы лептонного распада меоонов. В 
разделе 4 анализируется полученные численные резуль­
таты. Громоздкие формулы приведены в приложении 
А. 

2. Уравнение Швингера - Дайсона 

Основные положения и уравнения КХД - инспири­
рованной потенциальной модели подробно изложены в 
[1-3,7]. Поэтому в настоящей работе приводим только 
те формулы, которые будут использованы для решения 
рассматриваемой проблемы. Уравнение ШД для произ­
вольного потенциала можно представить в следующем 
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виде [7]: 

E(p)sm<p(p) = ran + \ / f%V4jp - q l b i M g ) 
E{p) cos ф) = j» + i / 0 V'(|p - q|)£ cos yfo), 

где интегрирование ведется в трехмерном простран­
стве координат импульса q, £ = pg, р — р/|р|; т 0 - токо­
вая масса кварка, оависимостью от импульса которой 
пренебрегается. Система уравнений решается относи­
тельно функции <р(р) и энергии кварка Е(р) как фун­
кций, зависящих только от р = \р\. 

После интегрирования по углам dftq уравнение (1) 
принимает вид 

где 

E{p)smip{p) = m0 + iA(p), 
E(p)cosv?(p) = p+^/ 2 (p) , 

hip) = J dqVx(p, q)sin <p{q), 
hip) = ! dqV2ip, q) cos <p{q), 

(2) 

(3) 

^i(p,9)=dF/^/(lP-ql)) () 

Для решения системы уравнений (2) удобно ее при­
вести к следующему виду: 

2m0 cos tp(p). - 2р sin <р(р) + I^p) cos tp(p) - /2(р) sin <p(p) = 0, (5) 

Е(р) = (т0 + ^А(Р)) sinv?(p) + (р + i/2(p)) cos <р(р). (6) 



Решения этих уравнений зависят от явного вида по­
тенциала и граничных условий. В настоящей работе ис­
пользуется следующий вид потенциала [2,3]: 

V'(|P - q|) = 5 ((2*)П'оДч*'(р " Ч) + j ^ p ) * (7) 

где V'o и а» - постоянные осцилляторного и кулоно-
всжого воаимодействия, соответственно. Предполагается, 
что они не зависят от полного импульса (р + q), цвета 
и аромата кварка. 

С учетом (7) уравнение (5) перепишем в следующем 
виде: 

F = F\+F? = О, (8> 

где 

Ъ = Ч>Ъ) + |v4l») + S i n ^ ( p ) + Ъщ cos <p(p) - 2р sin v(p), (9) 

•= Fi — fi(p)cos4>iv) - hsinY?(P)I (10) 

где 

A<p) = /<tyJVi(p,4f)siiiv>(g), 
Ыр) = Jdq!LV2{p,q)cos<p{q), * И ) 

Явный вид функций V\(p,q) и 1Л
2(Р,<?) Приведен в прило­

жении А. Искомая функция <р(р) удовлетворяет следу­
ющим граничным условиям: 

# 0 ) = J , й р) -^5Г / о
Ш ° . (12) 

-Jp2 + m,^ 
5 



Как известно, уравнения с осцилляторным потенци­
алам не имеют расходимостей, тогда как кулоновский 
потенциал приводит к УФ - расходимостям. Для устра­
нения этих расходимостей обычно испояьоуется пер-
турбативный метод регуляризации, согласно которому 
в уравнение вводятся величины, сокращающие расхо­
димости в пределе бесконечно больших значений им­
пульса кварка (р -»оо). 

В данной работе уравнения ШД модифицируем сле­
дующим образом: 

1\{р) - 1\{р) - ЫР), ЦЗ) 
h{p) -* h(p) - Ы » > 

где 

/ц(р) = %fWiP,q) , ™\ , , (14) 

ЫР) = Щ- IdqV2{p,q)-rl = + рехр(-<гр); (15) 

где а - свободный параметр. Функция /ц(р) и первое 
слагаемое функции 1п{р) введены для устранения УФ -
расходимостей. 

Решения краевой задачи для уравнения ШД зависят 
от параметров m0,Vo,a и <7. Эти параметры фиксиру­
ются путем фитирования собственных значении ура­
внения БС к экспериментальным значениям масс осно­
вных состояний мезонов. Все остальные физические 
величины (константы лептонных распадов псевдоска­
лярных мезонов, массы радиально возбужденных со­
стояний мезонов и т.п.) являются вычисляемыми, т.е. 
предсказаниями модели. 
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3. Уравнение Бете - Салпитера 
Уравнение БС с потенциалом (7) для псевдоскаляр­

ных, векторных, скалярных и аксиально - векторных 
меоонов можно записать в следующем виде: 

Х"(р) + Щр)х{р) + Mxip) + /n°° dqW2{p,q)x{q) = <Ц16) 

где \{р) вектор, а М, W\{p) и Щ{р,4) ~ матрицы, яв­
ный вид которых приведен в Приложении А. Величины 
Х(р) и М соответствуют волновым функциям и массам 
меоонов. 

Матричное уравнение (16) удовлетворяет следующим 
граничным условиям и условию нормировки: 

Х(0) = х Ы = 0, (17) 

/0°ЧХГ(Р)Х(Р) = I- (18) 

Описание меоонов как связанных состоянии пары 
кварк - антикварк сводится к решению краевой задачи 
для систем интегро-дифференциальных уравнений (16) 
с граничными условиями (17) и условием нормировки 
(18). 

Используя решения этой задачи, можно вычислить 
константы лептонных распадов псевдоскалярных меоо­
нов согласно следующей формуле [7]: 

где V-i'iv) ~ компонента волновой функции псевдоска­
лярного мезона (см. Приложение А). 
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4. Численные результаты и (заключение 

Решения модифицированного уравнения ШД с вы­
читанием (13) и уравнения БС получены с помощью 
численного метода НАМИ [8], 

Точность полученного решения с помощью разност­
ной схемы исследована путем расчетов на последова­
тельности сгущающихся сеток. Проводя численные экс­
перименты на трех сгущающихся сетках, убедились в 
сходимости разностных решений. 

Значения параметров (m^,V0,aa и <г) были опреде­
лены путем фитирования собственных значений ура­
внения БС к экспериментальным значениям масс мезо­
нов. Наилучшее фитирование достигнуто при следую­
щих значениях параметров: 

V0 = 505 МэВ; а3 = 0.2; а = 220 МэВ"1; 

то,,, = 2.6 МэВ; т„ , = 73 МэВ; 
т% = 1237 МэВ; т0ь = 4681МэВ. 

ЭТИ значения параметров незначительно отличаются 
от значении,полученных в случае чисто осциллятор-
ного потенциала [6]. 

На рисунках 1-2 представлены решения уравнения 
БС на собственные функции Ui°{p) и С/о0(р)» соответ­
ствующие волновым функциям 7г, K,D и В мезонов. 

Уравнение БС имеет также узловые решения, кото­
рые отождествляются радиапьно возбужденными со­
стояниями мезонов. Следует отметить, что решения 
для этих состояний определяются теми же параметрами, 
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которые входят в решения для основных состоянии ме-
оонов. Кривые собственных функций для первых ради-
ально возбужденных состояний ir~,K~,D~ и В~ мезо­
нов изображены на рисунках 3 - 4 . 

Собственные значения уравнения БС и константы 
лептонных распадов мезонов и их радиально возбужден­
ных состояний приведены в таблицах 1-5. 

Из таблиц видно, что теоретические оценки масс ра­
диально возбужденных состояний так же, как в слу­
чае чисто осцилляторного потенциала, примерно в 1,5 
раза превышают известные окспериментальные значе­
ния [9]. Однако, следует отметить,что оценка для массы 
радиального возбуждения пиона близка к недавнему экс­
периментальному результату, полученному в [10]. Воз­
можно, более точное описание спектра мезонов полу­
чится с использованием вместо осцилляторного линейно 
растущего потенциала и бегущей константы связи ку-
лоновского потенциала с соответствующим выбором 
схемы регуляризации. На такую возможность, в ча­
стности, указывает работа [llj, где с помощью ура­
внения Салпитера описан спектр всех мезонов, за ис­
ключением пиона и каона. Именно для «тих мезонов 
существен эффект спонтанного нарушения киральной 
симметрии, для учета которой вместе с уравнением 
Салпитера надо решать уравнения ЩД. Эти проблемы 
являются предметом наших дальнейших исследований. 

Авторы благодарят A.M. Зайцева, И.В. Пузынина, 
Э.А. Кураева, Т.П. Пузынину, Е.В. Земляную и 
Т.А. Стриж за полезные обсуждения. 
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Рис. 1. Решения уравнения БС на собственные функции Ui(p): 
а)для тг-мезона; Ь)для А-мезона; с)для D-мезона и d) для В~ 
мезона. 

т~^ г 1 
р 

Рис. 2. Решения уравнения ВС на собственные функции Ui(p): 
а)для я-мезона; Ь)для А—мезона; с)для D-мезона и d) для В-
мезона. 
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Рис. 3. Одноузловые решения уравнения БС Ui(p): а)для 7Г-
мезона; Ь)для Л-мезона; с)для D-мезона и d) для В-мезона. 

-16-1 

Рис. 4. Одноузловые решения уравнения БС Uz{p): а)для тг-
мезона; Ь)для Л-мезона; с)для D-мезона и d) для В-мезона. 
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Таблица I. Значении масс псевдоскалярных мезонов и пх 
радиальио возбужденных сослоииии (в МэВ) 

Связанное 
состояние 

7Г 
Л' 
D 
D, 
В 
в3 
ве 

Основное 
состояние 

теория 
138 
493 
1869 
1900 
5270 
5295 
6207 

эксн. 
138 
493 
1869 
1968 
5270 

1-ое радиальное 
• возбуждение 
теория 
2093 
2158 
3054 
3086 
6295 
6321 
7015 

эксн. 
1300 
1460 

2-ое радиальное 
возбуждение 

теория 
3375 
3418 
4144 
4170 
7216 
7238 
7847 

эксп. 
1770 
1830 

Таблица 2. Массы скалярных (0+)-мезонов и их радиаль­

ных возбуждений (в МэВ) 

Связанное 
состояние 

а0 
щ 
щ 
Д*о 
щ 
в;0 
Bio 

Основное 
состояние 

теория 
1029 
1119 
2231 
2301 
5589 
5651 
6606 

эксп. 
980 
1350 
2440 

1-ое радиальное 
возбуждение 

теория 
2516 
2577 
3420 
3480 
6601 
6654 
7430 

эксп. 

1430 

2-ое радиальное 
возбуждение 

теория 
3748 
3796 
4498 
4550 
7511 
7557 
8223 

эксп. 

1950 
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Таблица 3. Массы аксиально-векторных (1+)-мезонов и их 

радиальных возбуждений (в МэВ) 

Связанное 
состояние 

ai 
К\ 
М 
DA 

Вх 

Bsi 

всХ 
Хы 

Основное 
состояние 

теория 
1317 
13G9 
2398 
2432 
5744 
5772 
6624 
9843 

эксп. 
1260 
1270 
2420 
2536 

9S90 

1-ое радиальное 
возбуждение 

теория 
2696 
2739 
3544 
3578 
6712 
6743 
7448 
10480 

эксп. 

1400 

10255 

2-ое радиальное 
возбуждение 

теория 
3887 
3922 
4599 
4630 
7603 
7630 
8240 
11110 

эксп. 

1650 

Таблица 4. Массы векторных (1 )-мезонов и их радиальных 
возбуждений (в МэВ) 

Связанное 
состояние 

Р 
К* 
D* 

D* 
J/Ф 
В* 

в: 
в* 
т 

Основное 
состояние 

теория 
770 
822 
1911 
1942 
2933 
5310 
5336 
6260 
9550 

эксп. 
770 
892 
2010 
2110 
3097 
5325 

9460 

1-ое радиальное 
возбуждение 

теория 
1665 
1722 
2694 
2729 
3543 
5978 
6005 
6873 

эксп. 
1450 
1410 

3685 

10023 

2-ое радиальное 
возбуждение 

теория 
2229 
2259 
3060 
3090 
3861 
6292 
6317 
7024 

эксп. 
1700 
1680 
• 

3770 

10355 
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Таблица 5. Константы лептонных распадов псевдоскалярных 
(О-)-мезонов и их радиальных возбуждений (в МэВ) 

Копстаыта 
распада 

Л 
h 
ID 

fv. 
!в 
ID. 
fa. 

Для опюпнот 
состоянии 

теория 
131 
109 
330 
360 
26S 
287 
•132 

эксн. 
132 
lfifi 

<310 

Для 1-ю радиального 
возбуждения 

теория 
1.Г) 

22 
225 
237 
277 
299 
• 1 6 7 

эксн. 

Для 2-го радиального 
возбуждения 

теория 
1 
13 

177 
187 
309 
316 
405 

ЭКСП. 

Приложение Л 

Матрицы Wi(p), W2(p,q), M, и вектор х(р) имеют следующий 
вид: 
1) для псевдоскалярных мезонов 

wl{p)Jw^ ° V 
V 0 Wn(p) ) 

w2{p,q)=(W^q) ° Y, 

14 



м = _ (° м V 
~\м о / ' 

х{р) = I ад ]' 
где 17° (р), £/£ (р) и -^ ~ волновые функции и масса псевдоскаляр­
ного мезона, соответственно; 

\¥{11)(Р) = - { а д + К(Р) т ЧР)? + у2 (*J)2}; 
W(H) = y i(P' <?)CJC* + V2(p, g ) s j ^ . 

2) для скалярных мезонов 

, , /w„(p,«) 0 \ 
W-

м 
_ /о м\ 
~[м о ; ; 

где <Ti(p),cr§(p) иМ - волновые функции и масса скалярных ме­
зонов, соответственно; 

w(®to) = - {^(р) + №(Р) ± ̂ 2(Р)]2 + £ (<£)2}; 
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W(«) = V2(p,q)c±ct + V,(|>l9)eJef, 

3) для аксиально-векторных мезонов 

' И'-„(р) 0 \ 
W(p) = 

О П'12(р) 

V о иъ(р,д)/ 

м \м о ) ' 

«1(р) \ 
4 ( р ) ; ' 

х(р) = 

ще а{(р), а2(р) и М — волновые функции и масса аксиально - век­
торного мезона, соответственно; 

4) для векторных мезонов 

r W n ( p ) 0 Wl6{p) 0 \ 

W15(p) 0 W„(p) О 
^ 0 Wlh{p) 0 Ж,4(р)У 
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W2(p,g) = 

W2l{p,q) 0 W2b(p,q) 0 ^ 
0 №22(p,g) 0 W26(P,g) 

И'2б(р,5) О 1Газ(р,д) О 
0 Wnfaq) 0 ^ 2 4 ( p , g ) / 

/ О М О О N 
М О О О 
О О О М 
О О М О 

м = 
\ / 

/ «{(р) N 

Х(Р) = 
v{

2(p) 

V СТ20') ) 
где v|(p), v^p) И М — волновые функции и масса векторных мезо­
нов, соответственно; 

W(;.)(p) = - {Я(р) + №(j>) T tfi(p)f + ^ } I 

W(S)(P) = - { а д + [ЭД ± <ЗД]2 + j , + £ (с?)}; 

Wxbip) = -^2-с+с-; 

^ (и ) = v*(P'4)cpcl + уг(р,д)в^^; 

W ( 5 ) = - V e ( p , g ) ^ ; 
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Явный вид функций ViQj, у) 

7Г 

Va(p,g) = - H Q o ( / > , 9 ) - l ] , 
7Г 

V3(P,9) = ^ [ ( l + A a ) Q o b , 9 ) - ^ b 

V„( J M) = ЛУ2(7Му), 

П(Р, 9) = -S-[(l - ^2)Q0(p, 9) + Л], 
V27T 

где 

QoO>,9) = ' " 7'+ 9 
Р - 9 

, _ Р2 + 92 

£f = Ej + £2 — полная энергия, <рь f'i и -^ь £2 — решения уравнения 
Ш Д для кварка и антикварка,М - масса связанного состояния. 
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зонов и их радиально возбужденных состояний, а также констант лептон-
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