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Wie erscheint nach der Relativititstheorie
ein bewegter Stab einem ruhenden Beobachter?

Von Anton Lampa in Hadersdorf-Weidlingau bei Wien.
(Ringegangen am 12. Juli 1924.)

Es wird untersucht, wie ein bewegter Stab einem ruhenden Beobachter erscheint,

und zwar unter welchem Gesichtswinkel dieser Beobachter den Stab in dem

Punkte, sieht, wo er mit einem mit dem Stabe mithewegten Beobachter zusammen-

trifft. Der Zusammenhang zwischen dem Gesichtswinkel des ruhenden und dem

Gesichtswinkel des mitbewegten Beobachters wird abgeleitet und schliefilich ge-

zeigt, wie der ruhende Beobachter aus den Daten der Erscheinung des bewegten
Stabes die Linge desselben erschliefien kann.

Einstein beantwortet in seiner grundlegenden Abhandlung ,Zur
Elektrodynamik bewegter Korper¢ in dem § 2, welcher von der Rela-
tivitat von Liéngen und Zeiten handelt, die Frage nach der Linge eines
bewegten Stabes damit, daB er zu deren Ermittlung zwei Verfahren an-
gibt: a) Der Beobachter bewegt sich samt dem Mafstab mit dem aus-
zumessenden Stabe und mift durch Anlegen des MaBstabes die Liénge des
_Stabes; b) der Beobachter ermittelt mittels im ruhenden System aui-
gestellter synchroner, ruhender Uhren, in welchen Punkten des ruhenden
Systems sich Anfang und Ende des auszumessenden Stabes zu einer be-
 stimmten Zeit ¢ befinden. ,Die Entfernung dieser beiden Punkte, ge-
messen mit dem schon benutzten, in diesem Falle ruhenden MaBstabe, ist
ebenfalls eine Liinge, welche man als ,Linge des Stabes‘ bezeichnen kann.“

Die beim Verfahren a) sich ergebende Linge, welche Einstein
,die Linge des Stabes im bewegten System“ nennt, muf nach dem
Relativititsprinzip gleich der Linge des ruhenden Stabes sein. Die beim
Verfahren b) sich ergebende Linge bezeichnet Einstein als ,die Léange
des (bewegten) Stabes im ruhenden System. Bezeichnen wir die beim
Verfahren a) sich ergebende Linge mit I, die beim Verfahren b) sich er-
gebende mit I, so ist bekanntlich-

=T 1——, (1)

wenn ¢ die relative Geschwindigkeit des geradlinig und gleichformig fort-
schreitenden Stahes gegen den Beobachter, ¢ die Lichtgeschwindigkeit
bedeutet und der Stab mit seiner Bewegungsrichtung den Winkel Null
einschlieft.

Die Linge des (bewegten) Stabes im ruhenden System ist also von
Einstein als das Ergebnis eines bestimmten Messungsverfahrens, jenem
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des Verfahrens b) definiert. Damit ist jedoch tiber die Erscheinung des
bewegten Stabes, welche der nicht mithewegte Beobachter wahrnimmt,
nichts ausgesagt. Im nachfolgenden soll dieses Problem untersucht werden.

Zuni#ichst sei eine andere Lisung der Aufgabe, die L#nge eines be-
wegten Stabes zu bestimmen, durchgefiihrt.

Wir betrachten vorerst den Stab in dem mitihm bewegten Koordinaten-
system K'. Der Stab liege in der X '-Achse, seine Linge sei I, das eine
Ende 4 des Stabes liege im Koordinatenanfangspunkt, das andere, B,
hat dann die Koordinaten zp = ', 93 = 0, 25 =— 0. Das Koordi-
natensystem des nicht mithewegten Beobachters (das ruhende System) K
sel dauernd achsenparallel mit K', seine X-Achse falle mit der X'-Achse
davernd zusammen, und es bewege sich das System K' mit der un-
verinderlichen Geschwindigkeit » in der Richtung der wachsenden
X-Achse. Die Uhren des Systems K sollen gleich denen von K’ die
Zeit Null zeigen in dem Awugenblicke, wo die Anfangspunkte der beiden
Koordinatensysteme zusammenfallen. Sendet man von B aus zur Zeit

’

tp == - ein Lichtzeichen gegen den Koordinatenanfangspunkt des

Systems K', so trifft dieses dort zur Zeit &' =— O ein, in dem gleichen
Augenblicke also, wo der Koordinatenanfangspunkt des ruhenden Systems K
dort ist. Als das ILichtzeichen von B ausging, hatte B im System K
eine X-Koordinate zz und die bei zp gelegene Uhr des Systems K zeigte
eine Zeit . Die Lorentztransformation gibt die Beziehungen

-
i + — )
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yp = yp = 0, zgp = 2 = 0.

Hieraus findet man mit Riicksicht auf die Werte von zp, das gleich ', und

’

von ty, das gleich — — ist:
¢
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% g ist der unmittelbaren Messung diirch den Beobachter im System K
" zuganglich; mit dem Werte von zp und jenem von tp, den er an einer
Uhr seines Systems abgelesen hat, wird er nun ,eine Linge I des be-
wegten Stabes“ folgendermafien berechnen: er wird iiberlegen, daf der
Stabanfang im Augenblicke ¢, als das Stabende in zp war, noch nicht
im Anfangspunkte seines Koordineitensystems K war, sondern vor dem-
selben auf der negativen X-Achse in einer Entfernung, die gleich ist dem
Produkte aus der Geschwindigkeit des Stabes v und der Zeitdauer, die
seit jenem Lichtzeichen bis zum Zeitpunkte Null verflossen ist, das ist
= v (0 —tp); oder auch: wenn der Stabanfang im Zeitpunkt Null im
Koordinatenanfangspunkt eintrifft, so ist das Stabende seit Aussendung
des Lichtzeichens um den Betrag » (0 — ¢p) in der Richtung der wachsenden
X-Achse vorgeriickt. Die Linge I des Stabes ist demnach gegeben durch
die Gleichung 1= oy 0(0 — ty) = 05— vty :
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (2)
2 2 2
o T A T L
1 = - +v-c'- . :1’<1+—>~—~:1’V
1+ ” 1+ - 14+ —

in voller Ubereinstimmung mit der Einsteinschen Definition und der

aus ihr sich ergebenden Gleichung (1).

Wir betrachten nun, zu unserer Aufgabe iibergehend, einen Stab von
der Linge !’ in einem mit ihm fest verbundenen Koordinatensystem K'.
Der Stab liege parallel zur X'-Achse, mit einem Ende A4 in der Y'-Achse
in der Entfernung y' vom Koordinatenanfangspunkt; der Stabanfang A
hat daher die Koordinaten zy =— 0, ¥4 =— ¢, £4 = O und das Stab-
ende B die Koordinaten zf = 1, 95 = ¢, #5 = 0. Wird der Stab
vom Koordinatenanfangspunkt O’ -aus betrachtet, so wird er unter einem
Gesichtswinkel ¢’ gesehen, welcher bestimmt ist durch die Gleichuug

¥ (4 . . ., [ .

tggp’ = y oder auch durch die Gleichung sin @' == Vm Nun ist
zu bemerken, daB die Lichtstrahlen, welche das Auge des Beobachters
in O' in einem bestimmten Augenblicke erreichen, von 4 und B zu ver-
schiedenen Zeitpunkten ausgegangen sind. Wir betrachten die Strahlen,
die im Zeitpunkt ¢ — 0 in O’ eintreffen: der von A ausgehende Strahl
hat 4 zur Zeit oA y

)
tyy— —— = — —,

¢ e
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der von B ausgehende B zur Zeit
: 0'B |
=

¢ e
verlassen; der Zeitpunkt ¢ liegt vor dem Zeitpunkt t,. Wir konnen
also auch sagen: vom Punkt 4 mit den Koordinaten #, %), 24 geht zur
Zeit t4 ein Lichtzeichen aus, ein zweites Lichtzeichen vom Punkte B mit
den Koordinaten xp, yp, #5 zur Zeif tp, beide treffen im Koordinaten-
anfangspunkt O’ zur Zeit Null ein. Das Koordinatensystem K’ bewege
sich nun mit der unveriinderlichen Geschwindigkeit v gegen ein achsen-
paralleles Koordinatensystem K, dessen X-Achse mit der X'-Achse
zusammenfallen soll, in der Richtung der wachsenden X-Achse. Der
Nullpunkt der Zeitzahlung in beiden Systemen sei so gewihlt, daf die
Uhren beider Systeme Null zeigen in dem Augenblicke, in welchem ihre
Anfangspunkte zusammenfallen. Befindet sich also im Anfangspunkt des
Koordinatensystems K ein Beobachter, so erhalt er in dem Augenblicke, wo
der Anfangspunkt des Koordinatensystems K’ bei thm eintrifft, gleichzeitig
auch die beiden von den Stabenden ausgegangenen Lichtzeichen in sein
Auge. Die Richtungen, in welchen die beiden Lichtstrahlen im Koordinaten-
anfangspunkt des Systems K eintretfen, bestimmen den Gesichtswinkel g,
unter welchem der (bewegte) Stab im ,ruhenden® System K gesehen wird.

Das von B ausgehende Lichtzeichen ist fiir den rubenden Beobachter
charakterisiert durch die Koordinaten des Punktes B im rubenden
System K g, g, 2p und die Systemzeit tp, zu welcher es von B aus-
ging; und gleicherweise das von A ausgehende Lichtzeichen durch die
Koordinaten des Punktes A im System K x4, y,, £, und die System-
zeit {4, zu welcher es von A ausging.

Gemdf der Lorentztransformation ist unter Beriicksichtigung der
Werte von &3, ¥, &5, t5 und oy, 4y, 24, ty:

Y e e
, R A I
&g + ’Ut_g - [d W/ +

Ts = /1 2 e
—a b=

Y =—

L)

o 3)
zp — zp == 0, (
! i U r QIQ—}—’,Q ‘l; 13 * ’ 1; i
tB+cg B —-—V C‘m—{—?ﬂl V1/2+72—"*‘(77
ﬁB: 7 == i —
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und
?)v ’
xy + vty ¢?
4 == 3 L 3’
v / v
AT
Ya = ya =1,
2 2y =0 )
4 == &4 = U,
' v, y'
t —Z _—
A+02 A P 1 ?/r
KA: 2: - 2:—-—6———————2.
v v v
Ji-is Vl*zé Vi

Man iiberzeugt sich leicht, daf die Gleichungen (8) und (4) dem
Postulat der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit geniigen, d. h. daf die
Lichtzeichen auch im ruhenden System mit der Geschwindigkeit ¢ zum
Koordinatenanfangspunkt eilen. Es ist nimlich der Weg Sy, den das
vom Punkte B ausgehende Lichtzeichen im Koordinatensystem K zuriick-
zulegen hat, bestimmt durch den Ausdruck Sz — Va3 + 43. '

Nun ist mit Beriicksichtigung von (3):

/ L e AN ’
V=2 VY T S 1Y)

o} +yb = po +9°
S
—— 2 -— 2
O R P - LAl A CAE S
== 02 = 3 ,
1—7 _r
c? Vl e
also
v Vot 12 ——1
Sp=Vot4+yp=—oo— . (8)

Zur Zuriicklegung dieser Strecke braucht das Licht gemif (3) die

VTl
Zeitdaver (0 —itp) = — ¢

Vl—‘ci

, es bewegt sieh also mit der

Geschwindigkeit ¢.
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Analog ist der Weg §,, welchen das von A ausgehende Licht-
zeichen zuriickzulegen hat, gegeben durch den Ausdruck S, — Vad + 43,

Man erhilt unter Beriicksichtigung von (4):

ATyi= " 5
1 e
c ¢

 +yi =

also

Sy = 2L . ®)

Zur Zurticklegung dieser Strecke braucht das Licht gemad (4) die

1
Zeitdauer (0 — ¢ ) _—:?A-L—s, es bewegt sich also mit der Ge-
' v
=
schwindigkeit c.
Aus (3) und (4) ergibt sich die Entfernung A der beiden Punkte,
von welchen die Lichtzeichen ausgehen; es ist

A= V@p— 20"+ p— 94 + (e — 24)
l“—%ﬂ@”+fﬂ—y9

— ¥p— Ly == ———-——-____—T;
-5
p
. . . ' ;. - v
Diese Entfernung ist bel gegebenen ! und y' eine Funktion von - -.
B
Ist v = 0, also auch — == 0, so ist 3 = ' und x, = 0, also 4 ==1T,
e

wie es Ja auch sein mull, weil fir v == 0 die beiden Koordinaten-
- . ¢ r
systeme K und K' dauernd zusammenfallen. Lift man — vom Werte
-

Null an wachsen, so nimmt zz ab und wird schlieflich negativ. wihrend
x4 seinem absoluten Werte nach stindig zunimmt: 25 — #, = 1 nimmt
erst ab, erreicht ein Minimum und nimmt dann dauvernd zu. Wenn

' r . ; ) .
B S wird, so wird 5 = 0 und z4 =— — 1 und i wiederum

¢ Yy
gleich 7. Fir f;— =1 ist 4 = oo. Man sieht, die Entfernung der
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Punkte, von welchen die Lichtzeichen ausgehen, ist in dem System K des
ruhenden Beobachters durchaus nicht immer kleiner als die Lénge des
Stabes in dem mit ihm fest verbundenen Koordinatensysten, sie wird
sogar, wenn der Stab sich relativ zum Beobachter mit Lichtgeschwindigkeit
bewegt, unendlich grof. Dagegen ist der Gesichtswinkel, unter welchem
der ruhende Beobachter die Punkte 4 und B, also den Stab sieht, immer
endlich.

Bezeichnet man den Winkel, unter welchem das von B ausgehende
Lichtzeichen gegen die Y-Achse liuft, mit f und den analogen Winkel
beim von A4 ausgehenden Lichtzeichen mit e, so ist der Gesichtswinkel ¢,
unter welchem der Abstand A gesehen wird, immer gegeben durch § — e,
vorausgesetzt, dal B und « mit denjemigen Vorzeichen in den Aus-
druck B — o eingefiihrt werden, welche den Vorzeichen von zp und z,

entsprechen.
Man findet
sin @ == sin (f — o) == sin f§ cos o — cos fsin o = Y (g — x4)
S48z
oder mit Riicksicht auf (5) bis (7):
/ e ’
V—— (V?/ + 12— y) 2 .
. e .
sin @ == Vl -5 )

Ry

Bezeichnet man den Gesichtswinkel, unter welchem der Stab I' von
dem mitbewegten Beobachter im Anfangspunkt des mitbewegten Ko-
ordinatensystems K' gesehen wird, mit @', so daB

r sing’ und v cos @’
Rl .} § { | 1 e
fovr 0 g
ist, s0 erhilt man aus (8), indem man Zihler und Nenner durch Vo't + 12
dividiert: '

. 2 v ’
sing' — — (I — cos @) 3
. ¢ ¥
sin g = —- - Vl —_— (9)
] — —sing’
—sing
Diese Gleichung zeigt den Zusammenhang von ¢ und ¢’ sin g ist

bei gegebenem (p' ebenfalls eine Funktion von % Wenn % = 0 ist, so0
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ist singp = sing'. Wemn - wiichst, so wichst auch sin @, es erreicht

. . . . v
ein Maximum und nimmt dann ab, um bei dem gleichen Werte von —,
¢

bei welchem #p — 0 und x4 = — 1 wird, wieder gleich sing’ zu
. . . . . v
werden; von diesem Werte an nimmt sin ¢ bel weiter wachsendem -

weiter ab, bis es bel 2 — 1 den Wert Null erreicht.
4

Um eine anschauliche Vorstellung von der Abhsingigkeit der GrofSen 4
und @ von L m geben, sel nachstehend eine Tabelle mitgeteilt, welche
¢

fiir die speziellen Werte I' — 8 Lingeneinheiten, y’ = 4 Lingeneinheiten,

somit Vy'? + ' — 5 Lingeneinheiten berechnet wurde.

v . !

" *p Ty b= Tp—x, i g
0,0 3 0 3 369 52" 11,87
0,1 2,512 6 — 0,4020 2,914 6 37 52 326
0,2 2,041 2 -— 08165 2,857 7 38 34 2
0,3 1,572 43 — 1,2579%4 2,830 4 38 35 “
0,4 1, 091 09 — 1,745 74 2.836 8 38 A0 8.5
0,5 0,577 35 — 2,30939 2.886 74 38 12 479
0,8 0 — 3 3 36 52 116
0.7 | — 0,700 14 — 392079 3,220 85 34 29 557
0,8 — 1.666 67 — 533333 3,666 67 30 30 3869
0,9 — 344124 — 825895 481771 23 27 3.5
0.999 — 44,620 7 — 89,3756 44,754 9 2 33 36
1.0 — x — ® I w 0

I i

Aus den Groben xp, x4 und ¢ allein kann aber der ruhende Beob-
achter ,die Lénge ! des bewegten Stabes* noch nicht errechnen. Um
diese zu finden, mub er folgendes iiberlegen. Angenommen, es sei
|£p|>|®4|. Dann muf die Absendung des Lichtzeichens von B zu
einem Zeitpunkt fp erfolgen, der vor dem Zeitpunkt ¢, liegt, in welichem
das Lichtzeichen von A ausgesendet wird. Im Zeitpunkt ¢ befindet sich
also der Stabanfang noch nicht in dem Punkte, von wo aus er sein
Lichtzeichen abgibt, sondern noch vor demselben in einer Entfernung,
welche gleich ist dem Produkt ams der Geschwindigkeit ¢ des Stabes
und der Zeitdauer {4, — fp, welche von der Abgabe des Lichtzeichens von
B im Zeitpunkt tz bis zur Abgabe des Lichtzeichens von A im Zeit-
punkt £, verstreicht; oder auch: im Zeitpunkt ¢,, wo das Lichtzeichen
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vom Stabanfang A ausgeht, ist das Stabende B nicht mebr in demjenigen
Purkte, von wo sein Lichtzeichen im Zeitpunkt ¢ty ausgesendet worden
ist, sondern es ist um eine Strecke weiter vorgeriickt; welche gleich ist
dem Produkt aus der Geschwindigkeit » des Stabes und der Zeit-
dauer ¢, — tp, welche seit der Abgabe des Lichtzeichens von B bis zur
Abgabe des Lichtzeichens von A verstrichen ist. Es ist also die Liinge [
des bewegten Stabes gegeben durch den Ausdruck

l = (xg—x) +v{E4—1tp) = A+ v({s—1p)- (10)

Diese Formel gilt auch fiir den Fall, daB |zg|<{]x,!; dann wird
(t4 — tp) negativ und es muB der Abstand der beiden Punkte, von denen
die Lichtzeichen ansgehen, um den absoluten Betrag von v (f, — fg) ver-
ringert werden, um die Lénge I des bewegten Stabes zu erhalten. Dies
kann man natiirlich auch unmittelbar durch eine Uberlegung von der-
selben Art finden, wie wir sie fiir den Fall | 25| >> |24 | angestellt haben.

Setzt man in die Gleichung (10) fiir xg, 24, {4 und tp die in den
Gleichungen (3) und (4) gegebenen Werte ein, so erhilt man

= R IR At VAR At

wieder in voller Ubereinstimmung mit der Einsteinschen Definition und
der Gleichung (1).

Wir lassen nun eine weitere Tabelle folgen, welche die Abhingigkeit
der Werte der {4 und ¢z von -% erkennen 148t vnd schlieBlich die Gleich-

heit der Summe von A -+ v (t4 —t5) mit dem nach Gleichung (1) be-
rechneten Werte von [ zeigt.
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= ; ty ty vt —tp) | A rolt,—tp
i !'_— syt e — ewvolonsnstid— g
| 1
0 — l 4 — 1 5 0 : 3
¢ ¢ :
01 —Y a0z —1 47937 0,070 35 ; 2,985 0
c 14
1
02 —1 10825 =1 14907 008164 29393
9 C i ;
1 i
03 —1 419314 —1 qo0796] 003144 | aseie
4 1 c : ;
{ .
04 —1 436436 ’—% 414614, — 0,0873 | 27495
e | f
05 —L 461880 -% 404144 — 028868 23981
¢ :
06 —1 5 iy l—o06 | 24
¢ C : .
07 —X se0112]—1 408081' — 107822 21424
c 14 H
08 —1L seese7 —1 433333 — 180667| 18
¢ 4 |
09 —L o17663 ‘ —1 5o76561 — ssw08| 13077
¢ 4 '
| ,
0,999 — - 89.465 08 | ~§ 44,799 65 —44.62077 013413
¢ { | i
1.0 —~£3c z—~loo .—— ol l Q
C 4 |

' / v?

1,307 7
0,134 13

O

Um 7 zu erhalten, braucht der ruhende Beobachter keine Zeit-

ablesungen zu machen.

Aus dem Vergleich von (3) und (5) folgt

fH:

aus jenem vou (4) und (8)

so dal

ty =

(ty —tp) =

S

e’

S
— =
P

Dies kann weiter geschrieben werden:

Weiter ist

(q—1p) =

Y

y

j/, <S” SA) . ;7/( 1
e \y' ¥/ eNeosf cosg ’

Ty

A= (rp—ux,y) = y'( 7

(L‘ ’
i‘) — o (18 B — tg o),
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womit endlich Gleichung (10) iibergeht in

N v/ 1 1

L=y [ep—teo) + 7 a,s—ﬁ»—m_“)]- (11)

Die Berechnung der Linge des bewegten Stabes erfordert somit

auBer der Kenntnis der Stabgeschwindigkeit blo§ die Messung der Linge y'

und der Winkel & und f§, also nur Messungen solcher Art, die bei der

Losung der Aufgabe benotigt werden, die Liinge eines ruhenden Stabes

zu ermitteln, wenn die unmittelbare Anlegung eines Mafistabes an den
Stab nicht moglich ist.

Hadersdorf-Weidlingau, Nieder-Osterreich, am 8. Juli 1924.



