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1 Motivatie si introducere

) ’

Logica de ordinul I, pe care o vom studia in continuare, este o extensie a logicii
propozitionale, extensie care aduce un plus de expresivitate. Expresivitatea
aditionala este necesara pentru a putea modela anumite afirmatii care nu pot fi
exprimate 1n logica propozitionala, dar care apar in practica.

In logica propozitionald, nu putem exprima intr-un mod natural urmatoare
afirmatie: Orice om este muritor.

Pentru a modela o afirmatie in logica propozitionala, identificam propozitiile
atomice. Apoi asociem fiecarei propozitii atomice o variabila propozitionala.
Propozitiile atomice sunt propozitiile care nu pot fi impartite in una sau mai
multe propozitii mai mici, care sa fie conectate intre ele prin conectorii logici
din logica propozitionala: si, sau, non, implica si respectiv dacd si numai dacd.

Observam ca afirmatia Orice om este muritor nu poate fi descompusa in
afirmatii mai mici legate Intre ele prin conectorii logicii propozitionale, dupa cum
este descris mai sus. Asadar, in logica propozitionald, afirmatia este atomica.
Asociem intregii afirmatii o variabila propozitionala p € A.

Acum sa modelam afirmatia Socrate este om. Evident, acestei a doua
afirmatii trebuie sa 1i asociem o altd variabila propozitionala q € A. Sa pre-
supunem ca stim ca p si q sunt adevarate. Formal, stim ca lucram cu o inter-
pretare S : A — B astfel incat S(p) =1 si S(q) = 1. Putem trage concluzia ca
afirmatia Socrate este muritor este adevarata in interpretarea S7

Nu, deoarece afirmatiei Socrate este muritor ar trebui sa 1i asociem o a treia
variabild propozitionald r si nu putem trage nicio concluzie asupra lui S(r) din
faptul ca S(p) = 1 si S(q) = 1. Deci, din semantica logicii propozitionale, nu
putem trage concluzia ca r este adevarata in orice interpretare in care p si q
sunt adevarate, in ciuda faptului ca, in orice lume in care orice om este muritor
si Socrate este om putem trage concluzia cd Socrate este muritor. Aceastd
diferenta intre realitate si modelarea noastra ne indica faptul ca modelarea nu
este suficient de buna.

Logica de ordinul I aduce, in plus fata de LP, notiunea de cuantificator
(existential sau universal) si notiunea de predicat. Cuantificatorul universal
este notat cu V, iar cuantificatorul existential este notat cu 3.



Un predicat este o afirmatie a carei valoare de adevar depinde de zero sau
mai multi parametri. De exemplu, pentru afirmatie de mai sus, vom folosi doua
predicate: Om si Muritor. Predicatul Om va fi predicatul care denota umani-
tatea: Om(z) va fi adevarat cand x este om. Predicatul Muritor este adevarat
cand argumentul sau este muritor. Deoarece predicatele de mai sus au fiecare
céte un singur argument/parametru, ele se numesc predicate unare. Predicatele
generalizeaza variabilele propozitionale prin faptul ca pot primi argumente.

Astfel, afirmatia orice om este muritor va fi modelata prin formula

Vz.(Om(x) — Muritor(z)),

care este citita astfel: pentru orice x, daca Om de x, atunci Muritor de x.
Afirmatia Socrate este om va fi modelata prin formula Om(s), unde s este o
constantd prin care intelegem Socrate, la fel cum prin constanta 0 ne referim la
numarul natural zero. De exemplu, Om(s) este adevirat (deoarece s denotd un
om), dar Om(l) este fals dacd [ este o constantd care tine locul catelului Labus.

Afirmatia Socrate este muritor va fi reprezentatd prin Muritor(s) (tineti
minte ca constanta s se refers la Socrate). Afirmatia Muritor(s) este adevarata
deoarece Socrate este muritor; la fel si afirmatia Muritor(l) este adevarata.

Vom vedea ca in logica de ordinul I, formula Muritor(s) este consecinta a
formulelor Va.(Om(z) — Muritor(x)) si respectiv. Om(s). In acest sens, logica
de ordinul I este suficient de expresiva pentru a explica din punct de vedere
teoretic rationamentul prin care putem deduce ca Socrate este muritor din faptul
ca Orice om este muritor si din faptul ca Socrate este om.

2 Structuri si signaturi

Cu siguranta ati intalnit deja mai multe formule din logica de ordinul I, fara sa
stiti neaparat ca aveti de a face cu logica de ordinul I. Fie urmatoare formula:

@sz.Vy.(:r:<y—>3z.(m<z/\z<y)).

Formula foloseste un predicat binar, <, care este definit astfel: < (z,y)
este adevarat daca x este mai mic strict decat y. Pentru multe predicate binare
(inclusiv pentru <), pentru a simplifica scrierea, folosim notatia infixata (x < y)
in loc de notatia prefixata (< (x,y)).

Este formula ¢ de mai sus adevarata? Formula afirma ca intre orice doua
valori ale variabilelor x,y exista o a treia valoare, a variabilei z. Formula este
adevarata daca domeniul variabilelor z, y, z este R, dar este falsa dacid domeniul
este N (intre orice doud numere reale existd un al treilea, dar intre doud numere
naturale consecutive nu existd niciun alt numar natural).

In general, formulele de ordinul I se refer la o anumiti structurd matematicd.

Definition 2.1. O structurd matematica este un tuplu

(D7R1""’Rn7f17"'7fm)’

unde:



e D este o multime nevidd numitd domeniu;
e R, (1 <i<mn)sunt predicate (de o aritate oarecare) peste multimea D;

o fi (1 <i<m)sunt functii (de o aritate oarecare) peste multimea D.

Functii si predicate peste o multime D
Definition 2.2. O functie de aritate n peste multimea D este orice functie
f:D" = D.

Definition 2.3. Un predicat de aritate n peste multimea D este orice
functie
p: D" — B,

unde B = {0, 1} este multimea valorilor de adevar.

Tata cateva exemple de structuri matematice:

1. (N,<,=,+,0,1);

Domeniul structurii este multimea numerelor naturale. Structura contine
doua predicate: < si =, ambele de aritate 2. Predicatul < este predicatul
mat mic pe numere naturale, iar predicatul = este predicatul de egalitate
a numerelor naturale.

De asemenea, structura contine trei functii. Functia binara + : N> — N
este functia de adunare a numerelor naturale, iar functiile 0 : N® — N si
respectiv 1 : N® — N sunt functiile de aritate 0 (numite functii constante
sau pur si simplu constante) 0 si 1.

Functiile de aritate 0
O functie de aritate 0 se mai numeste si constantd. Conform definitiei
noastre, o astfel de functie este de forma

¢: D= D.

In general, multimea D" este produsul cartezian al multimii D cu ea
insasi de n ori. Formal, avem ca

D" ={(dy,...,dn) | dr € D,...,d, € D}.

In cazul particular in care n = 0, multimea D° are un singur element,
si anume tuplul vid. Din acest motiv, functiile de aritate 0 nu primesc
niciun argument si intorc tot timpul acelasi rezultat. Practic, pentru
orice constantd ¢ € D, exista o unica functie : D° — D care sa




intoarca ¢. Nu vom face nicio diferenta intre ¢ si aceasta functie si
din acest motiv vom nota functia tot cu c.

2. (R7 <a =, +7 ) 07 1)7
Aceasta structurd contine doud predicate binare, < si =, precum si trei
functii peste R: functia binara +, functia unara — si constantele 0,1 € R.

3. (Za <a ) +7 D 07 1)7
Aceasta structura este similara cu cea de mai sus, dar domeniul este
multimea numerelor intregi.

4. (B, +,-);
Aceasta structurd este o algebra booleana, unde domeniul este multimea
valorilor de adevar, iar functiile sunt cele cunoscute din prima juméatate a
semestrului. Astfel de structuri, fara niciun predicat, se numesc structuri
algebrice.

5. (R, <).
Aceastd structurd contine doar un predicat de aritate 2 (relatia mai mic
peste R) si nicio functie. Structurile care nu contin functii se numesc struc-
turi relationale. Structurile relationale cu domeniul finit se mai numesc
baze de date relationale si se studiaza in anul 2.

Revenind la formula de mai devreme:

cp:Vx.Vy.(x<y%32.(z<z/\z<y)),

avem ca aceastd formula este adevarata in structura (R, <,=,+,—,0,1) (intre
orice doud numere reale distincte exista cel putin un numar real) dar este falsa in
structura (Z, <,=,+, —,0, 1) (deoarece nu intre orice doud numere intregi putem
gasi un alt numar intreg — de exemplu intre doua numere intregi consecutive nu
exista niciun intreg).

Céand avem o formula de ordinul I si dorim s& i evaluam valoarea de adevar,
trebuie sa fixam structura in care lucram.

Este posibil ca doua structuri diferite sa aibd un set de predicate si de
functii cu acelasi nume. De exemplu, chiar structurile de mai devreme, (R, <
,=,+,—,0,1) si respectiv (Z, <,=,+,—,0,1). Desi predicatul <: R? — R este
diferit de predicatul <: Z? — Z, ele au acelasi nume: <.

In general, in Matematicii si in Informaticd, nu facem diferenta intre un
predicat si numele lui, respectiv intre o functie si numele functiei, dar in Logica
diferenta este extrem de importanta. In particular, daca ne referim la numele
unei functii vom folosi sintagma “simbol functional”, iar dacad ne referim la
numele unui predicat vom folosi sintagma “simbol predictiv’. De ce este im-
portanta diferenta intre un simbol predicativ si un predicat? Deoarece vom
avea (ne)voie sa asociem simbolului predicativ diverse predicate, analog modu-
lui in care unei variabile intr-un limbaj de programare imperativ 1i putem asocia
diverse valori.



Cand ne intereseaza doar numele functiilor si predicatelor (nu si functiile si
respectiv predicatele in sine), vom lucra cu signaturi:

Definition 2.4. O signaturd ¥ este un tuplu ¥ = (Ry,..., Rn, f1,--., fm) unde
Ry, ..., R, sunt simboluri predicative si f1,..., fm sunt simboluri functionale,
cu proprietatea cd fiecare simbol predicativ R; (1 < i < n) si fiecare simbol
functional f; (1 < i < m) are asociat un numdr natural numit aritatea sim-
bolului. Vom nota cu ar(f;) aritatea simbolului functional f; (1 <i<m) si cu
ar(R;) aritatea simbolului predicativ R; (1 <1i<n).
Unei signaturi ii putem asocia mai multe structuri:

Definition 2.5. Dacd ¥ = (Ry,...,Rn, f1,--., fm) este o signaturd, o -
structura este orice structurd S = (D, Ry, ..., RS, 2, ..., f3) astfel incit RY

este un predicat peste D de aritate ar(R;), iar f° este o functie peste D de
aritate ar(f;).

De retinut!
Structura = domeniu + predicate + functii
Signatura = simboluri predicative + simboluri functionale
Unei signaturi ¥ 1i putem asocia mai multe structuri, numite X-structuri.

Example 2.1. Fie ¥ = (P,Q, f,i,a,b) unde P,Q sunt simboluri predicative de
aritate ar(P) = ar(Q) = 2 si f,i,a,b sunt simboluri functionale cu aritatile:
ar(f) =2, ar(i) =1 si ar(a) = ar(b) = 0.

Avem ca (R, <,=,4+,—,0,1) si respectiv (Z, <,=,+, —,0,1) sunt X-structuri.

Dacd am fixat o signatura ¥ = (Ry,...,Rp, f1,-.., fm), notdm cu P =

{Ry,..., Ry} multimea simbolurilor predicative din signatura, iar cu F = {fy, ...

multimea simbolurilor functionale din signatura. Multimea simbolurilor pred-
icative de aritate n este notatd cu P, = {P | ar(P) = n}, iar multimea sim-
bolurilor functionale de aritate n este notatd cu F,, = {f | ar(f) = n}.

3 Sintaxa logicii de ordinul I

In continuare, vom studia sintaxa (definitia matematicd a modului in care se
scriu) formulelor din logica cu predicate de ordinul T si semantica acesteia (cum
calculdm valoarea de adevar a unei formule).

Spre deosebire de logica propozitionald, unde limbajul (multimea de siruri
de caractere) LP este unic determinat, existd mai multe limbaje de ordinul I,
cate un limbaj pentru fiecare signatura X.

In continuare, vom presupune fixatd o signatura Y cu simboluri predicative
‘P si simboluri functionale F.

Reamintim ca elementele lui F, simbolurile functionale, au atasat un numar
natural numit aritate. Cu F,, notam multimea simbolurilor functionale de ar-
itate n. Elementele lui F vor fi notate de obicei cu f,g,h, f',q’, f1,92,h"”, etc.
Elementele lui F{ se mai numesc simboluri constante si se noteaza de obicei cu
a,b,c,d,ag, co, b, ete.

7fm}



3.1 Alfabetul

Ca si formulele din logica propozitionala, formulele din logica de ordinul I
sunt siruri de caractere peste un anumit alfabet. Spre deosebire de logica
propozitionald, alfabetul este mai bogat. Alfabetul logicii de ordinul I contine
urmatoarele “caractere”:

1. conectori logici deja cunoscuti: A,V,—, —, <>, L, precum si doi cuantifica-
tori noi: V, 3;

2. variabile: vom presupune ca avem la dispozitie o multime infinit numarabila
de variabile notatd X = {z,y,z,2',y',21,2",...} (a nu se confunda cu
variabilele propozitionale din logica propozitionale — sunt doua notiuni
fundamental diferite);

W,

3. simboluri auxiliare: “(”, “)”, “.” si respectiv “,”;

4. simboluri nelogice, care sunt specifice fiecirei signaturi in parte: sim-
bolurile functionale din multimea F si respectiv simbolurile predicate din
multimea P.

3.2 Termen

Definition 3.1. Multimea termenilor, T, este cea mai micd mulfime care sat-
isface urmatoarele proprietdti:

1. Fo C T (orice simbol constant este termen);

2. X C T (orice variabild este termen);

3. daca f € Fy, (cun >0) sity,...,t, €T, atunci f(t1,...,t,) € T (un
simbol functional de aritate n aplicat unui numar de exact n termeni este
termen,).

Termenii (sau, in mod echivalent, termii), sunt notati cu ¢, s, t1, t2, s1,t’, etc.
Desi termenii sunt scrigi in mod uzual ca un sir de caractere, ei au asociat un
arbore abstract de sintaxa definit dupa cum urmeaza:

1. dacid t = ¢, c € Fp, atunci arb(t) = @
2. dacd t =z, x € X, atunci arb(t) = @

3. dacd t = f(t1,...,tn), [ € Fn (n > 0), t1,...,t, € T, atunci arb(t) =

arb(ty) arb(t,,)



Example 3.1. De exemplu, pentru szgnatum ¥ =(PQ,f ia,b) definitd mai
devreme (ar(P) = ar(Q) = 2, ar(f) = 2, ar(i (i) =1, ( ) = ar(b) = 0), iata
cdteva exemple de termeni: a, b, x, y, x1, y', i(a), i(x ) i(i(a)), i(i(x)), f(a,b),
i(f(a,b)), f(f(z,a), f(y,y)), etc.

Practic, termenii se construiesc “aplicand” simboluri functionale peste sim-
boluri constante si variabile.

Example 3.2. Desi formal termenii sunt definiti ca fiind siruri de caractere
peste alfabetul descris mai sus, acestia trebuie intelesi ca fiind arbori. De altfel,
in orice software care lucreazda cu termeni, aceastia sunt memorati sub forma de
arbori cu raddcindg. latd arborele atasat termenului f(f(a,i(b)),x):

arb(F(f(a i), ) = (4] 2
ONNO
®

3.3 Formule atomice

Definition 3.2 (Formuld atomicd). O formuld atomica este orice sir de car-
actere de forma P(ty,...,t,), unde P € P, este un simbol predicativ de aritate
n, sar t1,...,t, € T sunt termeni.

Example 3.3. Continudnd exemplul anterior, folosim signatura ¥ = (P, Q, f,i,a,b),
unde ar(P) = ar(Q) =2, ar(f) =2, ar(i) =1, ar(a) = ar(b) = 0.
Iatd cdteva exemple de formule atomice: P(a,b), P(x,y), P(f (f(a, i(z)), b) , z(x)) ,

Q(a,b), Q(i(i(a:)),f(x,x)), ete.

3.4 Formule de ordinul I

Definition 3.3 (Formule de ordinul I). Multimea formulelor de ordinul I, notatd
LP1 este cea mai micd multime astfel incat:

1. (cazul de bazd) orice formuld atomica este formuld (adicd P(t1,...,t,) €
LP1 pentru orice simbol predicativ P € P, si orice termenity,...,t,; daca

n =0, scriem P in loc de P());

2. (cazurile inductive) pentru orice formule p1,ps € LP1, pentru orice vari-
abila x € X, avem ca:

(a’) —p1 € LP-Z;
(b) (1 V p2) € LP1;



(¢) (g1 A p2) € LPI1;
(d) (91 > 2) € LPL;
(e) (p1 <> p2) € LP1;
(f) Yx.p € LP1;

(9) Jx.p € LP1.

Remark 3.1. Simbolurile predicate de aritate O tin locul variabilelor propozitionale
(deocamta, la nivel sintactic). Constructiile V.o si 3x.@ sunt noi.

Formulele au asociat un arbore abstract de sintaxa definit in cele ce urmeaza:

1. daca p = P(ty,...,t,), atunci arb(p) = /?\ ;

arb(ty) arb(ty,)
2. daci ¢ = -y, atunci arb(p) = ;
arb(p1)
3. dacd ¢ = (p1 A p2), atunci arb(p) = ﬁ\ :
arb(pr) arb(p2)
4. dacd ¢ = (p1 V ¢2), atunci arb(p) = ﬁ\ :
arb(i1) arb(p2)
5. dacd ¢ = (p1 — ¢2), atunci arb(p) = ﬂ :
arb(e1) arb(p2)
6. daca ¢ = (p1 > ¢2), atunci arb(p) = ﬂ ;
arb(p1) arb(p2)



7. daca ¢ = (Va.¢1), atunci arb(¢) = ;

arb(py)

8. daca ¢ = (Fx.¢1), atunci arb(p) =

arb(¢1)

3.5 Paranteze

Parantezele sunt folosite pentru a marca ordinea efectuarii operatiilor logice (si,
sau, not, etc.) In continuare, vom renunta la parantezele de prisos, la fel ca in
cazul logicii propozitionale: daca o formula poate fi interpretata ca un arbore
abstract de sintaxa in doua sau mai multe moduri, se vor folosi paranteze pentru
a stabili arborele dorit.

De exemplu, formula ¢1 V @2 A @3 ar putea fi inteleasa ca ((p1 V ¢2) A @3)
sau ca (¢1 V (2 A ¢3)). Pentru a nu polua formulele cu prea multe paranteze,
se stabilesc prioritati. In logica, ordinea prioritatii este: =, A, V, —, +, <, V, 3.
In cazul in care nu suntem 100% siguri, este de preferat sa folosim paranteze
suplimentare.

Din cauza prioritatii conectorilor logici, formula ¢ = ¢1 V @2 A @3 va fi
intotdeauna inteleasa ca (1 V (p2 A ¢3)) (deoarece A este prioritar fatd de V).
Ca analogie, la fel se Intampla si in cazul aritmeticii: 1+ 2 % 3 va fi inteles ca
1+ (2 x 3), deoarece x are prioritate in fata lui + (x este similar cu A gi + cu
V).

3.6 Exemplul 1

In continuare, vom explica care este signatura folositd pe a modela in logica
de ordinul intai afirmatiile orice om este muritor, Socrate este om si respectiv
Socrate este muritor.

In primul rand, identificim predicatele din text. Avem doud predicate unare
“este om” si respectiv “este muritor”. Alegem simbolul predicativ Om pentru
primul predicat si simbolul predicativ Muritor pentru al doilea predicat. De
asemenea, in text avem si o constanta: Socrate. Alegem simbolul functional s
de aritate 0 pentru aceasta constanta. Asadar, pentru a modela afirmatiile de
mai sus, vom lucra cu signatura

¥ = (Om, Muritor, s),

unde Om si Muritor sunt simboluri predicative de aritate ar(Om) = ar(Muritor) =
1, iar s este un simbol constant de aritate ar(s) = 0.



Afirmatia orice om este muritor va fi modelata prin formula de ordinul I

Vx.(Om(x) — Muritor(x)),

) = .
@ (o

Afirmatia Socrate este om o vom modela prin formula atomicd Om(s), iar
afirmatia Socrate este muritor o vom modela prin formula atomicd Muritor(s).

Pentru signatura ¥ = (Om, Muritor, s) stabilitd mai sus, existd mai multe -
structuri posibile. Un exemplu de X-structurd ar fi S = (D, Om®, Muritor®, s° )
definita astfel:

al carei arbore abstract de sintaxa este:

arb(Ve.(Om(z) — Muritor(x

1. D este multimea tuturor fiintelor de pe Pamant;
2. Om®(z) este adevirat pentru orice fiintii z care este si om;

3. Muritor® (z) este adevirat pentru orice fiinti z (toate elementele domeni-
ului sunt muritoare);

4. s este Socrate (Socrate, fiind o fiinta, apartine multimii D).

Anticipand putin (vom discuta despre semantica formulelor de ordinul I in
cursul urmator), toate cele trei formule discutate in aceasta sectiune, Va.(Om(x) —
Muritor(x)), Om(s) sirespectiv Muritor(s), sunt adevarate in structura S definita
mai sus. De fapt, calitatea rationamentului orice om este muritor; Socrate
este om; deci: Socrate este muritor este datd de faptul cd formula Muritor(s)
este iIn mod necesar adevirata In orice structurd in care formulele Muritor(s)
Va.(Om(x) — Muritor(x)) si respectiv Om(s) sunt adevarate, nu doar in struc-
tura S de mai sus.
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3.7 Exemplul 2

Fie signatura ¥ = (<,=,+,—,0,1), unde < si = sunt simboluri predicative de
aritate 2, + este simbol functional de aritate 2, — este simbol functional de
aritate 1, iar 0 si 1 sunt simboluri constante.

Tata cateva formule care fac parte din limbajul de ordinul I asociat signaturii
>

—_

. Vac.Vy.( < (z,y) = Fz.(< (x,2)A < (z,y))),

2. Vx.Vy.EIz.( = (Jr(x,y),z));
. Ve (< (0,2)V = (0,z));
4. Vx.3y.(= (z, —(v)));

5. = (+(z,9), 2).

w

De multe ori, In cazul simbolurilor predicative si simbolurilor functionale
binare, se foloseste notatia infixatd (e.g., 2 < y in loc de < (x,y)). In acest caz,
putem scrie formulele de mai sus in felul urmétor:

1. Vx.Vy.(w <y—Jz(z<zAz< y))7

[\

. Vx.Vy.EIz.(x +y= z);

w

Ve (0 <z V0 =u2z);
4. Yz.3y.(z = —(y));
5. T4y ==z

Doua dintre X-structurile posibile sunt S; = (R, <,=,+,—,0,1) si Sy =
(Z,<,=,+,—,0,1), unde predicatele si functiile sunt cele cunoscute de la matem-
atica (cu precizarea ci e vorba de functia — unar).

Anticipand cursul urméator referitor la semantica formulelor de ordinul I,
prima formula este falsa in Sy si adevarata in S7. A doua formula si a patra
formula sunt adevarate atat in S7 cat siin Sy. A treia formula este falsa atat in
Sp cat siin Sy. Valoarea de adevar a celei de-a cincea formule nu depinde doar de
structura in care evaluam formula, ci si de valorile variabilelor x,y, z. Deoarece
variabilele x,y, z nu apar protejate de un cuantificator in formula numarul 5,
acestea se numesc libere. Formula 5 este satisfiabila atat in structura S cat si
in structura Ss, deoarece in ambele cazuri exista valori pentru variabilele z, y, z
care sa faca formula adevaratd (e.g. valorile 1,2,3 pentru z, y si respectiv z).
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