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1 �cie»ka i cykl Eulera
De�nicja 1. �cie»k¡ Eulera w gra�e G nazywamy ±cie»k¦ v0e1v1e2 . . . envn tak¡ »e ka»da kraw¦d¹ wyst¦puje na niej tylko
raz

De�nicja 2 (Obwód Eulera).
Je»eli w danej v0 = vn to ±cie»k¦ nazywamy ±cie»k¡ zamkni¦t¡ lub obwodem Eulera

De�nicja 3 (Cykl Eulera).
Je»eli wierzchoªki w obwodem Eulera si¦ nie powtarzaj¡ to taki obwód nazywamy cyklem Eulera.

Lemat 1. Je»eli G jest grafem takim »e δ(G) > 2 to G posiada cykl

Dowód. Rozwa»my najdªu»sz¡ drog¦ (wierzchoªki si¦ nie powtarzaj¡) v0e1v1 . . . ekvk oraz niech deg v0 > δ(G) > 2. Niech
s¡siad v0 6= v1 nazywa si¦ a. a 6∈ {v2, . . . , vk} bo gdyby nale»aª do ±cie»ki to av0v1 . . . vk byªaby dªu»sza ni» v0 . . . vk wbrew
zaªo»eniu. Czyli a ∈ {v2, . . . , vk} czyli a = vi.
Mamy cykl!

Twierdzenie 1 (Eulera).
Graf spójny ma obwód Eulera ⇔ wszystkie wierzchoªki maj¡ parzyste stopnie

Dowód. ⇒
Przemierzaj¡c obwód Eulera wchodzimy i wychodzimy do ka»dego wierzchoªka tyle samo razy za ka»dym razem inn¡
kraw¦dzi¡. Poniewa» ka»da kraw¦d¹ le»y w obwodzie Eulera to ka»dy wierzchoªek jest parzystego stopnia

Dowód. ⇐ nie wprost
Przypu±¢my »e twierdzenie nie jest prawdziwe. Ze wszystkich kontrprzykªadów we¹my ten który ma najmniej kraw¦dzi,
nazwijmy go G. To znaczy G jest spójny, wszystkie wierzchoªki ma parzystego stopnia a nie ma obwodu Eulera. To znaczy
»e |G| > 11 oraz »aden wierzchoªek nie jest stopnia 0 lub 1, ka»dy jest co stopnia co najmniej 2. Czyli z lematu 1 G ma
cykl, a cykl ⊂ obwód. We¹my najdªu»szy obwód w G i nazwijmy C. E(C) 6= E(G) bo w przeciwnym przypadku C byªby
obwodem Eulera w G.
Rozwa»my G − E(C) zawiera jakie± kraw¦dzie. Zastanówmy si¦ nad parzysto±ci¡ stopni G − E(C). W G − E(C) ka»dy
wierzchoªek jest parzystego stopnia. czyli ka»da skªadowa o nieparzystym zbiorze kraw¦dzi2 G − E(C) nie jest kontr-
przykªadem (G byª najmniejszy) zatem ma obwód Eulera C′.
Istnieje wierzchoªek x ∈ V (C) ∩ V (C′) bo w przeciwnym przypadku G nie byªby spójny.
Obwód xCxC′x jest dªu»szy ni» C, a G maiª by¢ najdªu»szy (o wi¦kszej liczbie kraw¦dzi). Sprzeczno±¢ z de�nicj¡ C.

1.1 Algorytm znajdowania obwodu Eulera w gra�e
Lemat 2. Je»eli graf G jest spójny i ma wszystkie wierzchoªki parzystego stopnia, to nie ma mostu

Dowód. Przypu±¢my przeciwnie.
Niech e = xy b¦dzie mostem w G. G − e ma dokªadnie dwie skªadowe Gx, Gy . W Gx wszystkie wierzchoªki oprócz X s¡
parzystego stopnia. Sprzeczno±¢ z zasad¡, »e suma stopni w gra�e jest parzysta (suma stopni jest dwa razy wi¦ksza od
liczby kraw¦dzi)

Algorytm 1 (Algorytm Fleury'ego). 1. Wybieram wierzchoªek startowy v0, w = v0

2. Zaªó»my, »e skonstruowali±my ju» ±cie»k¦ w = v0e1v1 . . . eivi wybieram kraw¦d¹ ei+1 tak¡ »e

(a) ei+1 ∈ E(G) r {e1, . . . , ei}

(b) ei+1 jest incydentna z vi

(c) o ile to mo»liwe ei+1 nie jest mostem w Gi = G− {e1, . . . , ei}

3. STOP kiedy krok 2 nie mo»e si¦ wykona¢

Twierdzenie 2. Je»eli G ma obwód Eulera to algorytm Fleury'ego znajdzie taki obwód

1graf o jednym wierzchoªku ma obwód Eulera
2G− E(C) nie musi by¢ grafem spójnym
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Dowód. wn = v0e1v1 . . . envn ±cie»ka skonstruowana przez algorytm Fleury'ego. wn nie zawiera »adnej kraw¦dzi wi¦cej
ni» raz. W momencie zatrzymania si¦ algorytmu stopnie« vn w gra�e G− {e1, . . . , en} jest równy 0.
Je»eli vn = v0 to ma nieparzysty stopie«, a ma mie¢ 0. Czyli vn = v03 Czyli degG−{e1,...,en} vn jest nieparzysty.
Sprzeczno±¢ bo zero jest parzyste.
Wystarczy pokaza¢, »e E(wn) = E(G).
Przypu±¢my, »e nie jest. Gn = G− E(wn) ma niepusty zbiór kraw¦dzi.
Niech S - zbiór wierzchoªków dodatniego stopnia w Gn.
Niech S - zbiór wszystkich wierzchoªków zerowego stopnia. S = V (G)− S
Niech m b¦dzie najwi¦kszym indeksem takim »e Vm ∈ S a Vm+1 = em+1

Czyli kraw¦d¹ em+1 jest mostem w Gm = G − {e1, . . . , em} bo jest jedyn¡ kraw¦dzi¡ mi¦dzy S i S. Z punkty 2c wynika
»e wszystkie kraw¦dzie w Gm o ko«cu vm s¡ mostami.
Rozwa»my Gm[S], w którym wszystkie wierzchoªki s¡ parzystego stopnia a vm jest ko«cem mostu. Sprzeczno±¢ z lematem
2.

1.2 Wniosek z twierdzenia Eulera
Twierdzenie 3. Spójny multigraf G ma ±cie»k¦ Eulera4 ⇔ G ma co najwy»ej 2 wierzchoªki nieparzystego stopnia.

Dowód. ⇒
Id¡c ±cie»k¡ Eulera wchodzimy do ka»dego wierzchoªka by¢ mo»e z wyj¡tkiem pierwszego i ostatniego tyle samo razy co
wychodzimy, zatem ka»dy wierzchoªek (mo»e z wyj¡tkiem pierwszego i ostatniego) ma parzysty stopie«.

Dowód. ⇐

1. Je±li jest 0 wierzchoªków nieparzystego stopnia to z twierdzenia Eulera istnieje obwód Eulera, który jest ±cie»k¡.

2. Nie mo»e by¢ dokªadnie jeden wierzchoªek nieparzystego stopnia, bo suma stopni musi by¢ parzysta.

3. Je»eli s¡ 2 takie wierzchoªki poª¡czmy je kraw¦dzi¡. Otrzymujemy multigraf o wszystkich wierzchoªkach parzystego
stopnia. Z twierdzenia Eulera ma on obwód Eulera. Usuwaj¡c uprzednio dodan¡ kraw¦d¹ otrzymujemy ±cie»k¦
Eulera.

1.3 Problem chi«skiego listonosza
Listonosz musi dostarczy¢ listy do adresatów, czyli przej±¢ przez ka»d¡ ulic¦ w mie±cie. Jak ma przej±¢ aby pokona¢ na-
jkrótsz¡ tras¦?

1.3.1 Dane
Spójny multigraf G, funkcja wag kraw¦dzi (dªugo±¢ ulic) w : E(G)→ [0,∞)

1.3.2 Problem
Znale¹¢ tras¦, czyli ci¡g wierzchoªków taki »e:

1. ka»da kraw¦d¹ wyst¦puje w ci¡gu

2. ∀i ei = vi−1vi

3.
p∑

i=1
w(ei) byªa minimalna

1.3.3 Rozwi¡zanie
1. Poª¡czy kraw¦dziami wierzchoªki nieparzystych stopni po dwa tak aby suma wag u nowych kraw¦dzi byªa jak

najmniejsza5

2. Znajd¹my obwód Eulera w nowym multigra�e

3gdyby tak nie byªo oznaczaªoby to »e wyszli±my o jeden raz wi¦cej ni» weszli±my
4nie musi si¦ ko«czy¢ tam gdzie si¦ zacz¦ªa
5algorytm jest skomplikowany
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2 Cykle i drogi Hamiltona
De�nicja 4 (Droga Hamiltona).
Drog¦ która zawiera wszystkie wierzchoªki grafu G nazywamy drog¡ Hamiltona

De�nicja 5 (Cykl Hamiltona).
Cykl który zawiera wszystkie wierzchoªki grafu G nazywamy cyklem Hamiltona

Twierdzenie 4. Je»eli G ma cykl Hamiltona to dla ka»dego S ⊂ V (G) ω(G− S) 6 |S|

Dowód. Niech C - cykl Hamiltona w G. Zauwa»my, »e ω(C − S) 6 |S|
ω(G− S) 6 ω(C − S)

EGZAMINTwierdzenie 5 (Diraca (1952)). Je»eli G jest grafem takim »e G > 3, δ(G) > |G|
2

to G ma cykl Hamiltona

Dowód. nie wprost
Niech G b¦dzie kontrprzykªadem do twierdzenia o maksymalnym zbiorze kraw¦dzi, czyli grafem takim »e ma co najmniej
3 wierzchoªki |G| > 3, δ(G) > |G|

2
nie ma cyklu Hamiltona i dodanie dowolnej kraw¦dzi do G powoduje powstanie cyklu

Hamiltona6. Czyli graf G nie jest grafem peªnym bo graf peªny zawiera cykl Hamiltona.
W G istniej¡ wierzchoªki u i v takie »e uv 6∈ E(G)
Z maksymalno±ci G wynika »¦ u i v s¡ poª¡czone drog¡ Hamiltona 7 u = v0, v1, . . . , vn = v - droga
Zde�niujmy dwa zbiory:

1. T := {vi : viv ∈ E(G)}

2. S := {vi : uvi+1 ∈ E(G)}

|S| = deg u > |G|
2

|T | = deg v > |G|
2

v 6∈ S ∪ T ⇒ |S ∪ T | 6 |G| − 1
|G| − 1 > |S ∪ T | = |S|︸︷︷︸

> |G|
2

+ |T |︸︷︷︸
> |G|

2︸ ︷︷ ︸
>|G|

−|S ∩ T | ⇒ |S ∩ T | > 1⇒ S ∩ T 6= ∅

∃vi : vi ∈ S ∩ T Sprzeczno±¢ istnieje cykl Hamiltona v1 . . . vivn . . . vi+1v1

2.1 Problem Komiwoja»era

2.1.1 Dane
Sie¢ S = (G,w) w : E(G)→ [0,∞)

2.1.2 Szukane
cykl Hamiltona o najmniejszej sumie wag kraw¦dzi

Wniosek 1. Problem istnienia cyklu Hamiltona sprowadza si¦ do problemu Komiwoja»era
Dane: Czy G ma cykl Hamiltona? Rozwi¡zanie: De�niujemy G′ = K|G|

w(e) =

{
1 e ∈ E(G)
2 e 6∈ E(G)

G ma cykl Hamiltona ⇔ istnieje rozwi¡zanie problemu komiwoja»era dla G′ w wadze równej |G|

Algorytm 2 (Procedura DFS - przeszukiwania drzewa w gª¡b).
T - drzewo skierowane od wierzchoªka v
v - wierzchoªek

1. Wypisz v

2. Je»eli v1, . . . , vp s¡ nast¦pnikami v w T to wykonaj DFS(T, vi) dla i = 1, . . . , p

Algorytm 3 (APK (Aproksymacyjne rozwi¡zanie problemu komiwoja»era)).
Algorytm znajduje przybli»one rozwi¡zanie problemu komiwoja»era

1. Wybierz wierzchoªek startowy

2. Skonstruuj minimalne drzewo rozpinaj¡ce T grafu G

3. Wykonaj procedur¦ DFS(T, v)
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EGZAMINTwierdzenie 6. Algorytm APK konstruuje cykl Hamiltona o co najwy»ej 2-krotnie wi¦kszej sumie wag kraw¦dzi w porów-
naniu z optymalnym o ile jest speªniony warunek trójk¡ta8

Dowód.
T drzewo rozpinaj¡ce skonstruowane w algorytmie
H∗ optymalny cykl Hamiltona
H cykl Hamiltona skonstruowany przez APK

We¹my e ∈ E(H∗). H∗ r e to ±cie»ka rozpinaj¡ca, czyli drzewo rozpinaj¡ce.

1

2
w(H) 6 w(T ) 6 w(H∗ r e) 6 w(H∗)

Procedura DFS przechodzi przez ka»d¡ kraw¦d¹ dwa razy. Gdy komiwoja»er przechodziª po T to w sumie przeszedª by
drog¦ dªugo±ci 2w(T ). Pomijaj¡c odwiedzone wcze±niej wierzchoªki nie zwi¦kszymy sumy wag kraw¦dzi dzi¦ki nierówno±ci
trójk¡ta.

w(H) 6 2w(T ) 6 2w(H∗)

3 Grafy dwudzielne
De�nicja 6. Graf G = G(V,E) nazywamy grafem dwudzielnym, je±li istniej¡ zbiory X,Y takie »e X ∪Y = V , X ∩Y = ∅
i ∀e ∈ E |e ∩X| = 1

De�nicja 7. Graf dwudzielny G nazywamy dwudzielnym peªnym je»eli ∀x ∈ X ∀y ∈ Y xy ∈ E. Je»eli |Y | = m, |X| = n
to G nazywamy Kn,m

EGZAMINTwierdzenie 7. Graf G jest dwudzielny ⇔ G nie zawiera nieparzystych cykli9

Dowód. ⇒ G jest dwudzielny. Przypu±¢my »e w G jest cykl nieparzystej dªugo±ci C : x1, x2, . . . , x2k+1. Bez straty
ogólno±ci zakªadamy, »e x1 ∈ X ⇒ x2 ∈ Y ⇒ x2 ∈ X ⇒ · · · ⇒ X2k ∈ Y ⇒ x2k+1 ∈ X.
x1, x2k+1 ∈ X sprzeczno±¢ z dwudzielno±ci¡ G

Dowód. ⇐
G nie zawiera nieparzystych cykli. Poka»emy »e jest dwudzielny
d(x, y) � dªugo±¢ kraw¦dzi najkrótszej x− y-drogi (x, y ∈ V (G))
Bez utraty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e G jest spójny, gdy» skªadowe mo»na rozpatrzy¢ osobno.

Niech
u b¦dzie dowolnym wierzchoªkiem
X {v ∈ V : 2|d(u, v)}
Y {v ∈ V : 2 - d(u, v)}

czyli X ∩ Y = ∅ ∧ X ∪ Y = V (G)

Poka»emy, »e ∀e ∈ E(G) |e ∩X| = 1
Przypu±¢my, »e istnieje kraw¦d¹ e = xy taka »e e ⊂ X10

P � najkrótsza x− u droga
Q � najkrótsza y − u droga
Niech v b¦dzie wspólnym wierzchoªkiem P i Q najbli»ej x. Odcinki dróg P i Q z u do v s¡ takiej samej dªugo±ci bo w
przeciwnym przypadku jedna z nich nie byªa by najkrótsza. Drogi P i Q maj¡ t¦ sam¡ parzysto±¢, zatem odcinki dróg
Px, Qy z v do x i y odpowiednio maj¡ t¦ sam¡ parzysto±¢ i dªugo±¢.
Zatem cykl xPxvQyyx jest nieparzystej dªugo±ci.

De�nicja 8. Skojarzenie to graf którego ka»da skªadowa ma jedn¡ kraw¦d¹.

De�nicja 9. G-graf, M -podgraf G nazywamy skojarzeniem doskonaªym je»eli jest skojarzeniem i V (M) = V (G)
Takie skojarzenie nie zawsze istnieje

De�nicja 10. Skojarzenie M nazywamy

1. maksymalnym � je±li nie jest zawarte w skojarzeniu o wi¦kszej liczbie kraw¦dzi

2. maksymalnej liczno±ci � je±li nie istnieje skojarzenie o wi¦kszej liczbie kraw¦dzi

6dodajemy tak dªugo jak si¦ da
7bo G+ uv ma cykl Hamiltona to G = (G+ uv)− uv ma drog¦ Hamiltona
8∀x, y, z w(x, y) + w(y, z) > w(x, z)
9cykli o nieparzystej dªugo±ci
10analogicznie gdy e ⊂ Y

5



4 Kolorowanie kraw¦dzi
De�nicja 11. k-pokolorowaniem kraw¦dzi grafu G nazywamy funkcj¦ f : E(G)→ G gdzie |G| = k

De�nicja 12. k-pokolorowanie nazwiemy dobrym, je±li »adne dwie kraw¦dzie o wspólnym ko«cu nie maj¡ tego samego
koloru.

Wniosek 2. Dobre k-pokolorowanie kraw¦dzie grafu G de�niuje podziaª zbioru E(G) na zbiory E1, . . . , Ek takie »e G
indukowany przez zbiór kraw¦dzie G[Ei] jest skojarzeniem.

Uwaga 1. Dowolny graf G ma dobre e(G)-pokolorowanie kraw¦dzi

Uwaga 2. Je±li G ma dobre k-pokolorowanie i l > k to G ma dobre l-pokolorowanie

De�nicja 13. Indeksem chromatycznym grafu G nazywamy najmniejsze k ∈ N takie »e istnieje dobre k-pokolorowanie
kraw¦dzi G i oznaczamy χ′(G)

Uwaga 3. χ′(G) jest co najmniej > ∆(G)

4.1 Problem planu zaj¦¢

4.1.1 Dane
n � grup studenckich X1, X2, . . . , Xn

m � nauczycieli Y1, Y2, . . . , Ym
aij � liczba godzin które nauczyciel Yi ma przeprowadzi¢ grupie Xi

Uªo»y¢ plan zaj¦¢ tak »eby ostatnia godzin ko«czyªa si¦ najwcze±niej

4.1.2 Zaªo»enia
1. Nie ograniczona liczba sal

2. �aden nauczyciel nie prowadzi dwóch zaj¦¢ jednocze±nie

3. »adna grupa nie ma dwóch zaj¦¢ jednocze±nie

4.1.3 Rozwi¡zanie
Tworzymy multigraf o zbiorze wierzchoªków X1, X2, . . . , Xn, Y1, Y2, . . . , Ym wierzchoªki XjYi s¡ poª¡czone kraw¦dziami aij
Dobre pokolorowanie kraw¦dzi grafu G de�niuje plan zaj¦¢.
Je±li kraw¦d¹ XjYi jest koloru c ∈ {1, . . . , k} to Yi na godzinie numer c ma zaj¦cia z xj

Przykªad 1.

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5
X1 2 0 1 1 0
X2 0 1 0 1 0
X3 0 1 1 1 0
X4 0 0 0 1 1

X1 X2 X3 X4

1 Y1 Y2 Y4 Y5
2 Y1 Y4 Y2 −
3 Y3 − − Y4
4 Y4 − Y3 −

Lemat 3. Niech G b¦dzie grafem spójnym, który nie jest nieparzystym cyklem. Wtedy G ma 2-pokolorowanie kraw¦dzi,
takie »e ka»dy wierzchoªek stopnia > 2 jest ko«cem kraw¦dzi w obydwu kolorach.

Dowód. Przypadek 1. G ma obwód Eulera

1. Jest cyklem oczywi±cie parzystej dªugo±ci, kolorujemy kraw¦dzie cyklu na zmian¦.

2. G nie jest cyklem zatem G ma wiezchoªek v0 taki »e deg v0 > 4

Rozwa»my obwód Eulera o pocz¡tku i ko«cu w v0, (v0e1v1 . . . vm)

Niech
E1 = {ei : 2 - i}
E0 = {ei : 2 | i}

Wchodz¡c do wierzchoªka vp kraw¦dzi¡ z Ei wychodzimy kraw¦dzi¡ z E1−i i ∈ {0, 1}

Uwaga 4. Przez v0 te» tak przechodzimy
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Przypadek 2. G nie ma obwodu Eulera
N � zbiór wierzchoªków nieparzystego stopnia
G = G+ {v}+ {vx : x ∈ N}11

Teraz w G

2 |degG x dla x ∈ N
2 |degG x dla x /∈ N
2 |degG v bo 2 ||N| (zgodnie z lematem o u±ciskach dªoni)

G ma obwód Eulera. Id¡c po tym obwodzie kolorujemy kraw¦dzie na zmian¦ tak jak w przypadku 2. Usuwamy kraw¦dzie
xv dla x ∈ N . Wierchoªek u ∈ V (G) rN w G ma kraw¦dzie ka»dego koloru Obwód Eulera przechodzi przez u dwa razy,
zatem ma po dwie kraw¦dzie w ka»dym kolorze w G. Czyli przynajmniej po jednej kraw¦dzi w ka»dym kolorze w G.

Lemat 4. k-pokolorowanie jest dobre ⇔ ∀c ∈ V (G) lc(v)12 = degG v

De�nicja 14. k-pokolorowanie c kraw¦dzi G jest lepsze ni» k-pokolorowanie c kraw¦dzi G je±li
∑

v∈V (G)

lc(v) >
∑

v∈V (G)

lc

De�nicja 15. k-pokolorowanie kraw¦dzi G jest optymalne je±li nie istnieje od niego lepsze.

5 Kolorowanie wierzchoªków
De�nicja 16. k-pokolorowaniem wierzchoªków grafu G nazywamy funkcj¦ c : V (G)→ C, gdzie |C| = k

De�nicja 17. k-pokolorowanie nazywamy dobrym (wªa±ciwy, legalnym) je»eli ka»de dwa s¡siednie wierzchoªki maj¡ inne
kolory

∀x, y ∈ V xy ∈ E(G)⇒ c(x) 6= c(y)

De�nicja 18. Podzbiór U ⊂ V (G) nazywamy niezale»nym je»eli ∀x, y ∈ U xy 6∈ E(G)

De�nicja 19. Liczba chromatyczna grafu G jest to najmniejsze k, takie »e istnieje dobre k-pokolorowanie.
χ(C2n) = 2 χ(C2n+1 χ(Kn) = n χ(Kn,m) = 2χ(G) = 1⇔ e(G) = 0 χ(G) = 2⇔ G jest grafem dwudzielnym

De�nicja 20. Graf G jest krytyczny je±li χ(G) > χ(H) dla ka»dego istotnego podgrafu H grafu G

Uwaga 5. Podgraf istotny nie jest caªym grafem

De�nicja 21. Graf G jest k-krytyczny gdy jest krytyczny i χ(G) = k

Przykªad 2. G jest 3-krytyczny ⇔ G jest nieparzystym cyklem

Przykªad 3. Kn jest n krytyczny

Lemat 5. Je»eli χ(G) = k to G zawiera podgraf k-krytyczny

Dowód. Je±li G jest krytyczny to OK. W przeciwnym razie istnieje wierzchoªek lub kraw¦d¹, których usuni¦cie nie sprawi
zmniejszenia liczby chromatycznej. Usuwamy wierzchoªki i kraw¦dzie o tej wªasno±ci. dopóki si¦ da. W wyniku tej operacji
otrzymujemy podgraf k-krytyczny.

Twierdzenie 8. Je»eli graf G jest k-krytyczny to δ(G) > k − 1

Dowód. Przypu±¢my »e tak nie jest
Przypu±¢my, »e G jest k-krytyczny i δ(G) < k − 1. Czyli ∃v ∈ V (G) degG V 6 k − 2 i krytyczno±ci χ(G r v) 6 k − 1
Niech c b¦dzie k − 1 pokolorowaniem G r v. Rozszerzamy je na wierzchoªek v przypisuj¡c najmniejszy kolor {c(u) : u ∈
N(v)}.
Poniewa» {c(u) : u ∈ N(v)} 6 degG V 6 k − 2 to przypisujemy wierzchoªkowi v kolor najwy»ej k − 1 otrzymujemy
pokolorowanie G na k − 1 kolorów wbrew χ(G) = k

Wniosek 3. Je±li G jest k-krytyczne to zawiera co najmniej k wierzchoªków stopnia co najmniej k − 1

Dowód. Niech v b¦dzie wierzchoªkiem takim »e degG V = δδ(G). Z twierdzenia δ(G) > k − 1 zatem |N[v]| > k i
∀u ∈ N[v] degG u > k − 1 13

Wniosek 4. χ(G) 6 ∆(G) + 1 dla dowolnego grafu

11ª¡czymy go ze wszystkimi wierzchoªkami nieparzystego stopnia z G
12liczba kolorów u»ytych do pokolorowanie kraw¦dzi incydentnych z v
13s¡siedztwo domkni¦te N = N(v) ∪ {v}

7



Dowód. We¹my graf i pokolorujmy jego wierzchoªki po koli jak najmniejszym kolorem. Ka»dy wierzchoªek mam ∆(G)
zabronionych kolorów wi¦c robimy kolorów o 1 wi¦cej.

Twierdzenie 9 ( Brooks'a). Je»eli graf G jest spójny i ró»ny od Kn i C2n+1 dla ka»dego n to

χ(G) 6 ∆(G)

Uwaga 6. Liczby χ(G) i ∆(G) mog¡ ró»ni¢ si¦ dowolnie np. χ(Kn,n) = 2, ∆(Kn,n) = n

Uwaga 7. χ(G) > ω(G)14

Twierdzenie 10 (Descartes-Mycielski). Dla dowolnej liczny naturalnej k istnieje graf Gk taki »e χ(Gk) = k i Gk nie
zawiera trójk¡ta

Dowód. Nie wprost
Niech Gk = (Vk, Ek) gdzie Vk = {v1, . . . , vk} b¦dzie grafem bez trójk¡tów takim »e χ(Gk) = k
De�niujemy Gk+1 : Vk+1 = {v1, . . . , vk, u1, . . . , uk, v}
E(Gk+1) = E(Gk)∪ {viuj : vivj ∈ E(Gk)} ∪ {uiv : i = {1, . . . , n}} Gk nie ma trójk¡tów wi¦c dowodzimy indukcyjnie po
k. Zakªadamy, »e Gk−1 nie ma trójk¡tów. Przypu±¢my, »e ∆{x, y, z}
|{x, y, z} ∩ {u1, . . . , un}| 6 1 czyli v 6∈ {x, y, z} z zaªo»enia indukcyjnego {x, y, z} 6⊂ {v1, . . . , vn}

Pozostaje jedyna mo»liwo±¢
x ∈ {u1, . . . , un}
y, z ∈ {v1, . . . , vn}

. Przyjmujemy, »e
x = ui
y = vj
z = vk

ui, vj , vk tworz¡ trójk¡t wbrew zaªo»eniu indukcyjnemu. Sprzeczno±¢.
Teraz poka»emy, »e χ(Gk) = k
Zaªo»enie indukcyjne: χ(Gk−1 = k − 1
Teza: χ(Gk) = k
Rozwa»my graf Gk V (G) = {v1, . . . , vk, u1, . . . , uk, v}. Zaªó»my, »e Gk[{v1, . . . , vn}] jest izomor�czny Gk−1. Z zaªo»enia
indukcyjnego istnieje (k-1)-pokolorowanie Gk[{v1, . . . , vn}] nazwijmy je C#

De�niujemy k-pokolorowanie Gk

C(x) =

 C# je±li x ∈ {v1, . . . , vn}
C(vi) je±li x = ui
k je±li x = v

Pokazali±my, »e χ(Gk) 6 k. Przypu±¢my, »e istnieje (k-1)-pokolorowanie grafu GKk + 1, nazwijmy je ξ. Zauwa»my »e
»aden z wierzchoªków u1, . . . , un nie jest pokolorowany kolorem ξ(v).

De�niujemy nowe pokolorowanie grafu indukowanego V czyli Gk[{v1, . . . , vn} ∼= Gk−1 φ(vi) =

{
ξ(vi) je±li ξ(vi) 6= ξ(v)
ξ(ui) je±li ξ(vi) = ξ(v)

Pokolorowanie ξ jest dobrym (k-2)-pokolorowaniem wbrew zaªo»eniu indukcyjnemu. Sprzeczno±¢

Problem 1. Fabryka produkuje n substancji chemicznych v1m. . . , vn. Niektóre nie powinny by¢ przechowywane w tych
samych magazynach. Ile potrzebujemy najmniej magazynów, aby ka»da substancja byªa w jakim± magazynie ale z »adn¡
substancj¡ z któr¡ nie powinna by¢?

Rozwi¡zaniem jest liczba chromatyczna nast¦puj¡cego grafu:
V = {v1, . . . , vn}
E = {vivj : substancje vivj nie powinny by¢ razem w magazynie}

6 (Multi)Grafy planarne (pªaskie)
De�nicja 22. Grafem planarnym (pªaskim) nazywamy graf który mo»na narysowa¢ na pªaszczy¹nie tak, aby kraw¦dzie
przecinaªy si¦ jedynie w wierzchoªkach.

Twierdzenie 11. Graf mo»na narysowa¢ na pªaszczy¹nie ⇔ mo»na go narysowa¢ na sferze

De�nicja 23. Reprezentacj¡ pªask¡ multigrafu planarnego nazywamy rysunek grafu
Reprezentacja multigrafu planarnego dzieli pªaszczyzn¦ na obszary nazywane regionami

De�nicja 24. Mówimy »e region f jest incydentny z kraw¦dzi¡ e, je»eli e le»y w caªo±ci na brzegu f

Uwaga 8. Je»eli kraw¦d¹ jest mostem to jest incydentna z jednym regionem, w przeciwnym przypadku z dwoma regionami

De�nicja 25 (Graf dualny).

• Wierzchoªkom w G∗ odpowiadaj¡ regiony czyli V (G∗) = F (G).

• f ∗ g∗ jest kraw¦dzi¡ w G∗ je±li regiony f i g maj¡ wspóln¡ kraw¦d¹ na brzegu

• f ∗ g∗ ª¡czymy tyloma kraw¦dziami ile f i g maj¡ wspólnych w G

De�nicja 26. G � reprezentacja pªaska grafu
De�niujemy graf dualny G∗:

• V (G∗) = F (G)

• para f∗, g∗ jest kraw¦dzi¡ w G∗ o krotno±ci p je±li brzegi f, g maj¡ wspólnych p kraw¦dzi

14ω(G) = rozmiar najwi¦kszej kliki (podzbiór wierzchoªków grafu peªnego)
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6.1 Wªasno±ci grafów dualnych
• Dwie ró»ne reprezentacje pªaskie tego samego grafu mog¡ mie¢ nieizomor�czne grafy dualne

• Je±li G jest reprezentacj¡ pªask¡ grafu planarnego G∗ to te» jest pªaski

• |G ∗ | = Φ(G)

• e(G∗) = e(G)

• ∀f ∈ F (G) degG∗ f∗ = degG f

Twierdzenie 12. Niech G b¦dzie reprezentacj¡ pªask¡. Wtedy

∑
f∈F (G)

degG f = 2e(G)

Dowód.
∑

f∈F (G)

degG f =
∑

f∈F (G)

degG∗ f
∗ =

∑
f∗∈V (G∗)

degG∗ f∗ = 2e(G∗) = 2e(G)

Twierdzenie 13 (Eulera 1750). Je±li G∗ jest reprezentacj¡ pªask¡ grafu spójnego G to |G| − e(G) + Φ(G) = 2 Wzór Eu-

lera

Dowód. Indukcja po Φ(G)
Φ(G) = 1 w G nie ma cyklu i jest spójny (jest drzewem) wi¦c e(G) = |G| − 1
Φ(G) = k > 1 zakªadamy »e wzór Eulera jest speªniony dla wszystkich G′ takich »e Φ(G′) 6 k − 1
W G powstaje cykl (np. kraw¦dzie tworz¡ce brzeg pewnej ªamanej). e to kraw¦d¹ w C która nie jest mostem wi¦c le»y na
brzegu dokªadnie dwóch ±cian f1, f2 Usuwamy e z G. Dostajemy reprezentacj¦ pªask¡ H jakiego± grafu H.
|H| = |G| Φ(H) = Φ(G)− 1 Φ(H) 6 k − 1 czyli wzór Eulera jest speªniony dla H
|G| − e(G) + Φ(G) = |H| − e(H)− 1 + Φ(H) + 1 = 2

Wniosek 5. Graf G � planarny graf prosty. Wtedy e(G) 6 3|G| − 6

Wniosek 6. Graf G � planarny graf prosty. Wtedy δ(G) 6 5

De�nicja 27. Pod-podziaªem kraw¦dzi xy w gra�e G nazywamy operacj¦ polegaj¡c¡ ma zast¦powaniu kraw¦dzi xy dwoma
kraw¦dziami xz i zy przy czym z jest wierzchoªkiem nie nale»¡cym do V (G)

De�nicja 28. Graf H nazywamy pod-podziaªem grafu G je±li H mo»na otrzyma¢ z G przez ci¡g podziaªów kraw¦dzi

Twierdzenie 14 (Kuratowski 1930). G jest planarny ⇔ G nie zawiera pod-podziaªów grafu K5 lub K3,3

Dowód. ⇒
Je»eli G zawiera pod-podziaª K5 lub K3,3 to G nie jest planarny to pod-podziaªby K5 lub K3,3 nie s¡ planarne

Dowód. ⇐
... Wierzchoªek minimalnego stopnia umieszczamy na stosie i usuwamy z grafu, a» usuniemy wszystkie wierzchoªki. Zde-
jmujemy wierzchoªki ze stosu i kolorujemy najmniejszym kolorem niepowoduj¡cym kon�iktów. Z wniosku 6 w momencie
usuwania wierzchoªka to ten wierzchoªek ma stopie« 6 5. Zatem gdy chcemy pokolorowa¢ wierzchoªek to pokolorowanych
jest 6 5 jego s¡siadów.

Twierdzenie 15. Je»eli G jest grafem planarnym to χ(G) 6 5

Dowód. Przypu±¢my »e istnieje kontrprzykªad, czyli graf planarny G taki »e χ(G) > 5
Wyrzucamy wierzchoªki z G a» otrzymamy graf H o liczbie chromatycznej 6. Oczywi±cie H jest planarny. Niech F b¦dzie
6-krytycznym planarnym podgrafem grafu H. Z wniosku 6 δ(F ) 6 5. F jest 6-krytyczny wi¦c δ(F ) > 6 − 1 = 5 st¡d
δ(F ) = 5. Niech X b¦dzie wierzchoªkiem z F stopnia 5. F jest 6-krytyczny, wi¦c χ(F −x) = 5. Kolorujemy F −x kolorami
c1, . . . , c5. Wszyscy s¡siedzi x maj¡ ró»ne kolory bo w przeciwnym przypadku mo»na by pokolorowa¢ x jednym z kolorów
c1, . . . , c5 i wtedy F byªby pokolorowany na 5 kolorów. Sprzeczno±¢.
Mo»emy tak nazwa¢ kolory »e v1 ma kolor c1, v2 � c2, . . .x ma kolor c5. Dla i, h ∈ {1, . . . , 5}, j 6= iNiech Fij b¦dzie
podgrafem indukowanym przez wierzchoªki o kolorach ci oraz cj . vi i vj nale»¡ do tej samej skªadowej grafu Fij bo w prze-
ciwnym przypadku mo»na by w skªadowej Fij zawieraj¡cej vi zamieni¢ kolory cicj , otrzymaliby±my dobre pokolorowanie
F − x na 5 kolorów takie »e s¡siedzi x s¡ w 4 kolorach wi¦c mo»na by pokolorowa¢ H na 5 kolorów. Sprzeczno±¢
Istnieje droga P2,4 ª¡cz¡ca v2 z v4 w F24 (wierzchoªki tej drogi maj¡ kolory c2 i c4) Analogicznie istnieje droga P13 z
v1 do v3 w F13 zªo»ona z wierzchoªków w kolorach c1i c3. Niech c = xv2P24v4x v1 Droga P13 mo»e przeci¡¢ cykl C w
wierzchoªku, bo G jest planarny. To jest niemo»liwe, bo z jednej strony ten wierzchoªek nale»y do c czyli ma kolor c2 lub
c4 a z drugiej strony nale»y do P13 czyli ma kolor c1 lub c3. Sprzeczno±¢.
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6.2 Skojarzenia grafów
De�nicja 29. Podgraf M grafu G nazywamy skojarzeniem je±li ka»da skªadowa M jest izomor�czna z K2

De�nicja 30. Zbiór wierzchoªków C ⊂ V (G) nazywamy wierzchoªkowym poª¡czeniem G je±li ka»da kraw¦d¹ G jest
incydentna z wierzchoªkiem z C.

De�nicja 31. Drog¦ zaczynaj¡c¡ si¦ z wierzchoªka x ∈ A który nie nale»y do »adnej kraw¦dzi zM skªadaj¡cy si¦ na
przemian z kraw¦dzi nale»¡cych do E − E(M) i E(M) nazywamy drog¡ naprzemienn¡ wzgl¦dem M

De�nicja 32. Drog¦ naprzemienn¡ wzgl¦dem M zawieraj¡c¡ si¦ w wierzchoªku z A nazywamy nienasycon¡ wzgl¦dem M
je±li jej koniec nale»y do B i nie nale»y do »adnej kraw¦dzi z M .

De�nicja 33. G - graf, C ⊂ V (G) jest wierzchoªkowym pokryciem grafu G je»eli ka»da kraw¦d¹ ma przynajmniej jeden
koniec w C

Twierdzenie 16 (Koniga). Rozmiar najwi¦kszego skojarzenia w gra�e dwudzielnym jest równy liczbie wierzchoªków w
najmniejszym wierzchoªkowym pokryciu.

Dowód. Niech
m(G) � rozmiar najliczniejszego skojarzenia
c(G) � liczno±¢ majmniejszego pokrycia

1. Dowodzimy »e m(G) 6 c(G)
Niech M � skojarzenie rozmiaru m(G). Aby pokry¢ wszystkie kraw¦dzie z M (bo »aden wierzchoªek nie nale»y do
wi¦cej ni» jednej kraw¦dzi).

2. c(G) 6 m(G)
Niech M b¦dzie skojarzeniem liczno±ci m(G) skonstruujmy pokrycie C liczno±ci c(G). G = (A,B,E) jest grafem
dwudzielnym, V (G) = A ∪B.
Z kraw¦dzi e ∈ E(M) do C wybierzmy jej koniec nale»¡cy do B, je±li jest on ko«cem naprzemiennej ±cie»ki wzgl¦dem
M , w przeciwnym przypadku do C wybieramy koniec nale»¡cy do A
|C| = |M | = m(G)

3. Poka»emy »e C jest pokryciem

Niech ab b¦dzie dowoln¡ kraw¦dzi¡ wG, a ∈ A, b ∈ B je±li ab ∈ E(M) to a ∈ C lub b ∈ C
je±li ab 6∈ E(M): Zauwa»my »e ∃e ∈ E(M) a ∈ e lub b ∈ e.

Gdyby byªo inaczej to kraw¦d¹ ab mo»na by doda¢ do M otrzymuj¡c skojarzenie liczno±ci m(G) + 1. Sprzeczno±¢
Je»eli ∃e ∈ E(M) b ∈ e to b ∈ C poniewa» e ∈ R(N) i b jest ko«cem naprzemiennej ±cie»ki konkretnie ±cie»ki ab.
Je»eli b 6∈ V (M) ∩ ∃e ∈ E(M) a ∈ e to niech e = ab′

Je»eli a ∈ C to ok → kraw¦d¹ ab ma koniec w C
Je»eli a ∈ C to b′ ∈ C i b′ jest ko«cem naprzemiennej ±cie»ki P

• Je±li P przechodzi przez b to b jest ko«cem pewnej naprzemiennej ±cie»ki (konkretnie pocz¡tkowego docinka
P � czyli ta ±cie»ka jest krótsza od P ) to znaczy »e b ∈ C

• Je±li P nie przechodzi przez b to ±cie»ka Pab jest ±cie»k¡ naprzemienn¡ ko«cz¡c¡ si¦ w b, a b nie nale»y do
»adnej kraw¦dzi z M

b jest ko«cem nienasyconej ±cie»ki naprzemiennej P ′ = ab. Niech E(M ′) = E(M) ÷ E(P ′) |M ′| = |M | + 1
sprzeczno±¢ z de�nicj¡ M jako najliczniejszego skojarzenia

Twierdzenie 17 (Halla (Wersja grafowa)). Ka»d¡ pann¦ mo»na wyda¢ za m¡» za kawalera, którego lubi ⇔ ka»dy podzbiór
S panien lubi co najmniej (w sumie) |S| kawalerów.

Dowód. Zar¦czamy pary zachªannie, ka»da kolejna pana zar¦cza si¦ z pierwszym wolnym kawalerem, którego lubi o ile taki
istnieje. W przeciwnym przypadku urz¡dza przyj¦cie zapraszaj¡c wszystkich których lubi oni zapraszaj¡ swoje narzeczone
a one kawalerów których lubi¡ i tak dalej. To znaczy ka»dy kawaler przychodzi na przyj¦cie z narzeczon¡ (o ile tak¡ ma),
a ka»da panna ze wszystkimi kawalerami których lubi.
Przypu±¢my »e na przyj¦ciu nie ma wolnego kawalera. Niech S oznacza zbiór panien na przyj¦ciu. Kawalerów na przyj¦ciu
czyli wszystkich lubianych przez panny z S jest S − 1 � narzeczeni wszystkich panien oprócz gospodyni. Sprzeczno±¢ z
zaªo»eniem.
Kawaler bez pary ta«czy z pann¡ która go zaprosiªa, jej narzeczony z pann¡ która go zaprosiªa i tak dalej, a» pewien
kawaler ta«czy z gospodyni¡. Ta«cz¡ce pary zrywaj¡ swoje zar¦czyny o zar¦czaj¡ si¦ z partnerem od ta«ca. W ten sposób
kolejne panny mo»emy nareszcie zar¦czy¢. Gdy ju» nie ma wolnych panien urz¡dzamy ±lub.

Twierdzenie 18 (Halla 1935). G = (X,Y, Z) graf dwudzielny.
Je±li ∀S ⊂ X |N(S)| > |S| to w G istnieje skojarzenie liczno±ci |X| 15

15N(S) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X yx ∈ E}
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6.3 Systemy reprezentantów
De�nicja 34. Niech (A1, . . . , Am) - ci¡g podzbiorów zbioru X
Ci¡g (a1, . . . , an) nazywamy systemem ró»nych reprezentantów ci¡gu (A1, . . . , Am) je±li

1. ∀i ∈ {i, . . . , n} ai ∈ Ai

2. ∀i, j ∈ {1, . . . , n} i 6= j ⇒ ai 6= aj

Twierdzenie 19 (Halla (Wersja transwersalowa16)).
Ci¡g zbiorów (A1, dots, Am) ma system ró»nych reprezentantów ⇔ ∀y ∈ {1, . . . , n} |y| 6 |

⋃
i∈y

Ai|

Dowód.

De�niujemy graf dwudzielny G = (X,Y,E) x = {A1, . . . , Am} Y =
n⋃

i=1
Ai i powiemy »e Aiyi ∈ E ⇔ yi ∈ Ai

Skojarzenie A1y1 . . . Anyn de�niuje system ró»nych reprezentantów z twierdzenia 17 wynika »e istnieje skojarzenie ⇔ S ⊂
{A1, . . . , Am} |N(S)| > |S| = y

Problem 2. Czy mo»na przydzieli¢ prac¦ pracownikom, tak aby ka»da byªa wykonana przez pracownika który j¡ umie?
Zakªadamy »e ka»da praca jest wykonana przez jednego pracownika i ka»dy pracownik wykonuje jedn¡ prac¦ Problem

sprowadza si¦ do znalezienia systemu ró»nych reprezentantów.

6.4 Maksymalny przepªyw w sieci
De�nicja 35. Par¦ S = (G,C) gdzie G = (V,E) jest grafem zorientowanym, a c : E → R (nazywamy funkcj¡ przepus-
towo±ci) nazywamy sieci¡.

De�nicja 36. Niech s, t b¦d¡ wyró»nionymi wierzchoªkami sieci S. Przepªywem z s do t nazywamy dowoln¡ funkcj¦
f : E − toR+ ∪ {0} tak¡ »e:

1. ∀e ∈ E f(e) 6 c(e)

2. DiYe(v) :=
∑

u:vu∈E
f(vu)−

∑
u:uv∈E

f(uv) = 0 dla ka»dego v ∈ V r {s, t}

Wielko±¢ w(f) = DiYf (s) nazywamy warto±ci¡ przepªywu

De�nicja 37. Przekrojem P (A) odpowiadaj¡cym niepustemu zbiorowi A ⊂ V nazywamy zbiór kraw¦dzi P (A) = E ∩A×
(V rA) (jeden koniec w A a drugi nie)

De�nicja 38. Dla dowolnego przepªywu f w sieci S de�niujemy przepªyw przez przekrój P (A) jako f(A, V r A) =∑
e∈P (A)

f(e)

Lemat 6. Je±li s ∈ A, t 6∈ A to dla dowolnego przepªywu z s do t

w(f) = f(A, V rA)− f(V rA,A)

Dowód.

w(f) = Divf (s) = Divf (s) + 0 =
∑
v∈A

Divf (v) =
∑
v∈A

 ∑
u:uv∈E

f(uv)−
∑

u:vu∈E
f(vu)

 = f(A, V rA)− f(V rA,A)

De�nicja 39. Przepustowo±ci¡ przekroju P (a) nazywamy liczb¦ c(A, V rA) =
∑

e∈P (A)

c(e)

De�nicja 40. Minimalny przekrój mi¦dzy s i t to jest przekrój P (A) taki »e s ∈ A, t 6∈ A o minimalnej przepustowo±ci

Twierdzenie 20 (Forda-Fulkersona). Warto±¢ ka»dego przepªywu z s do t nie przekracza przepustowo±ci minimalnego
przekroju mi¦dzy s i t, przy czym istnieje przepªyw osi¡gaj¡cy t¡ warto±¢

16transwersala � system reprezentantów
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Dowód. Niech P (A) b¦dzie przekrojem minimalnym

w)f=f(A, V rA)− f(V rA,A) 6 f(A, V rA) =
∑

e∈P (A)

f(e) 6
∑

e∈P (A)

c(e) = c(A, V rA)

De�nicja 41. Kraw¦d¹ e sieci S jest u»yteczna z u do v je±li e = uv i f(e) < c(e) lub je±li e = vu i f(e) > 0 (je±li mo»na
zwi¦kszy¢ przepªyw)

De�nicja 42. �cie»k¡ rozszerzaj¡c¡ z s do t dla danego przepªywu f to ci¡g v0e1v1 . . . elvl taki »e v0 = s, vl = t oraz
∀i ∈ {1, . . . , l} kraw¦d¹ ei jest u»yteczna z vi−1 do vi wzgl¦dem przepªywu f .

Twierdzenie 21. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. Przepªyw f z s do t jest maksymalny

2. Nie istnieje ±cie»ka rozszerzaj¡ca z s do t wzgl¦dem f

3. w(f) = c(A, V rA) dla pewnego A ⊂ V r {t} s ∈ A

Dowód. • 1⇒ 2
Zachodzi poniewa» gdyby istniaªa ±cie»ka rozszerzaj¡ca wzgl¦dem f to mo»na by byªo znale¹¢ wi¦kszy przepªyw, a
ten jest ju» maksymalny

• 2⇒ 3
Zakªadamy »e nie istnieje ±cie»ka rozszerzaj¡ca z s do t wzgl¦dem f . Niech A b¦dzie zbiorem wierzchoªków V takim
»e istnieje ±cie»ka rozszerzaj¡ca z s do v wzgl¦dem v. Zauwa»my »e:

1. t 6∈ A

2. e = vu v ∈ A ∧ u 6∈ A to f(e) = c(e) bo gdyby f(e) < c(e) to istniaªaby ±cie»ka rozszerzaj¡ca z s do u i
wtedy u ∈ A wbrew zaªo»eniu

3. e = uv v ∈ A ∧ u 6∈ A to f(e) = 0 bo gdyby f(e) > 0 to u ∈ A wbrew zaªo»eniu

w(f) =
∑

e∈P (A,V rA)

f(e)−
∑

e∈P (V rA,A)

f(e) =
∑

e∈P (A,V rA)

c(e)− 0 = c(A, V rA)

• 3⇒ 1
f jest maksymalny bo warto±¢ przepªywu nie mo»e przekroczy¢ »adnej warto±ci przekroju

Problem 3. Dane :
E −− zbirniezaleny,C⊂ P (E)
w: E→ [),∞ −− wagielementwE . Znale¹¢ s ⊂ C takie »e

∑
e∈S

w(e) jest maksymalne

Algorytm 4. 1. Posortuj elementy zbioru E wedªug wag malej¡co E = {e1, . . . , en}

2. Dla i = 1 . . . n
Je»eli S ∪ {ei} ∈ C to Si = S ∪ {ei}

6.5 Matroidy
De�nicja 43. Matroidem nazywamy par¦ M = (E,C) gdzie E jest zbiorem sko«czonym a C ⊂ ZE

1. ∅ ∈ C i ∀A,B ⊂ E A ⊂ B ∧B ∈ C ⇒ A ∈ C

2. ∀A,B ∈ C |B| = |A|+ 1⇒ ∃e ∈ B rA A ∪ {e} ∈ C

Zbiory nale»¡ce do C nazywamy zbiorami niezale»nymi

Przykªad 4. E � zbiór sko«czony, C = ZE

Przykªad 5. Matroid podziaªowy
E � zbiór sko«czony, D1, . . . , Dk � podziaª E
C = {A ⊂ E : |A ∩Di| 6 1}
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Twierdzenie 22. Niech C ⊂ ZE speªnia warunek 1 wtedy para (E,C) jest matroidem ⇔ dla dowolnego D ⊂ E ka»de
dwa maksymalne w D zbiory niezale»ne s¡ tej samej liczno±ci

Dowód. ⇒ Przypu±¢my »e istniej¡ zbiory niezale»ne A,B maksymalne w pewnym D ⊂ E |B| > |A|, z

1. ⇒ ∃B′ ⊂ B takie »e B′ ∈ C |B′| = |A|+ 1

2. ⇒ ∃e ∈ B′ rA ⊂ D A ∪ {e} ∈ C

czyli nie jest zbiorem niezale»nym maksymalnym w D
⇐ Chcemy pokaza¢ »e prawd¡ jest 2
Rozwa»my A,B ∈ C |B| = |A|+ 1 |D +A ∪B. Przypu±¢my »e 2 nie zachodzi, czyli ∀e ∈ B′ rA A ∪ {e} ∈ C ⇔ A jest
maksymalnym zbiorem niezale»nym. B jest zawarty w pewnym zbiorze niezale»nym, maksymalnym w D. B′| > |B| > |A|
sprzeczno±¢ z 3

Wniosek 7. Wszystkie zbiory niezale»ne, maksymalne w E matroidu (E,C) maj¡ tak¡ sam¡ liczno±¢

Twierdzenie 23 (Rado-Edmondsa 1971). Je±li M = (E,C) jest matroidem, a S jest zbiorem znalezionym przez algorytm
zachªanny rozwi¡zuj¡cy problem ?? to S jest zbiorem niezale»nym o maksymalnej wadze

Dowód. Na mocy algorytmu ?? S jest niezale»ny. S jest maksymalny, bo przypu±¢my »e istnieje e ∈ E S ∪ {e} ∈ C.
Element e zostaª odrzucony przez algorytm zatem S′ ∪ {e} 6∈ C dla pewnego S′ ⊂ S dokªadniej S′ jest aktualnym zbiorem
S w obrocie p¦tli gdy rozwa»any byª element e

S′ ∪ {e} 6∈ C ⇒ S ∪ {e} ∈ C

Sprzeczno±¢

Twierdzenie 24. Je»eli C ⊂ ZE i (E,C) nie jest matroidem to istnieje funkcja wag taka »e algorytm ?? zwróci zbiór o
mniejszej wadze ni» maksymalny
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