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KATA PENGANTAR

Segala puji dan syukur penulis panjatkan kehadirat Allah
SW.T,, yang telah mencurahan rahmat dan karunia, sehingga
penulis dapat menyelesaikan buku ini. Kehadiran buku
diilhami oleh hasil diskusi, refleksi dan diskursus tentang
sistem bilangan, sifat-sifat, teorema dan definisi fungsi peubah
kompleks dalam perkuliahan. Suatu hal yang unik berkaitan
dengan teori fungsi peubah kompleks adalah pembahasan dan
eksplorasinya menjangkau seluruh sistem bilangan real bahkan
merupakan pengembangan mutahir dari seluruh sistem bilangan.
Pemunculan bilangan imajiner atau bilangan khayal dalam
teori fungsi peubah kompleks memberikan distingsih yang
paling signifikan dari seluruh sistem bilangan yang pernah ada
sebelumnya. Khususnya dalam bidang kalkulus, maka analisis
kompleks merupakan pengembagan lebih lanjut tentang teori
limit, kekontinuan, diferensial, dan integral.

Dari aspek ilmu terapan, fungsi peubah kompleks
membantu para insinyur, fisikawan, matematikawan, dan ahli
ilmu pengetahuan lainnya memperjelas suatu masalah dan
menemukan suatu solusi yang menakjubkan, misalnya jawaban
atas masalah aliran panas, mekanika, elektrodinamika, dan
banyak lagi masalah.

Setiap bab dari buku ini dimulai dengan eksplanasi yang jelas
dari definisi, teorema dan contoh yang lengkap serta penyelesaian
soal-soal dan latihan. Pada setiap akhir bab diberikan peta konsep
yang menggambarkan keterkaitan antara konsep dan sekaligus
menjadi ringkasan perkuliahan.
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Terima kasih penulis sampaikan kepada semua pihak,
terutama rekan-rekan dosen dan mahasiswa yang telah
memberikan masukan yang kontruktif, baik dalam diskusi-diskusi
maupun dalam interaksi perkuliahan yang turut memperkaya
isi buku ini. Penulis juga mengucapkan terima kasih kepada
Lembaga Penelitian dan Pengabdian kepada Masyarakat (LP2M)
Universitas Islam Negeri Syarif Hidayatullah Jakarta yang telah
bersedia mendanai penulisan dan penerbitan buku ini.

Dalam penyuntingan buku ini, penulis menyadari bahwa
isi buku ini masih jauh dari sempurnah, untuk itulah penulis
memohonkan saran dan kritik yang sifatnya membangun demi
penyempurnaanbukuini. Kiranyakaryaini dapatbermanfaatbagi
pembaca khususnya mahasiswa dalam rangka mengembangkan
kompetensi matematika guna meningkatkan daya saing generasi
bangsa. Amien.

Jakarta, 26 Oktober 2015

Dr. Kadir, M.Pd.
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BAB 1
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Ketersediaan buku ajar, yang relevan dengan Silabus dan
Rencana Pembelajaran Semester yang digunakan dalam
perkuliahan, khususnya mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks
masih sangat terbatas. Buku-buku Fungsi Peubah Kompleks
yang beredar, materinya bersifat umum dan kadang-kadang
terlalu luas hingga cakupan materinya menjangkau jenjang
strata S2. Sehingga jika dosen tidak cermat dalam memilih
materi dari buku yang bersangkutan dan menggunakan hanya
sesuai alur materi dari buku tersebut mengakibatkan mahasiswa
kesulitan mamahami materi sehingga tujuan perkuliahan yang
telah ditetapkan berpotensi untuk tidak dapat tercapai.
Disamping itu isi buku yang beredar sifatnya standar untuk
mahasiswa yang belajar Fungsi Peubah Kompleks di berbagai
jurusan terutama pada ilmu-ilmu terapan, maka isu-isu
kontektual dalam pendidikan matematika terutama terapan
Fungsi Peubah Kompleks pada jenjang strata satu program studi
pendidikan matematika belum terakomodir secara baik dalam
buku tersebut.

Kondisi ini di atas akan menghambat pencapaian
kompetensi yang dituntut dari mahasiswa pada perkuliahan
Fungsi Peubah Kompleks termasuk upaya mahasiswa untuk
mendapatkan pengetahuan yang benar dan menyeluruh tentang
konsep-konsep penting yang relevan dengan perkuliahan Fungsi
Peubah Kompleks.



Buku ini diharapkan dapat membantu mahasiswa
meningkatkan kompetensi mahasiswa, khususnya kompetensi
paedagogik dan profesional yang relevan dan kontekstual
dengan mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks. Disamping itu isi
dari buku ini diharapkan dapat menfasilitasi berkembangnya
softskill seperti berpikir kritis, kreatif, analitik, metakognitif,
kerja sama, tanggung jawab, dan obyektif melalui latihan dan
kegiatan matematika dalam mata kuliah Fungsi Peubah
Kompleks.

B. Tujuan
Tujuan umum yang ingin dicapai dari mata kuliah ini

adalah agar mahasiswa:

(1) Mampu membuktikan teorema yang berkaitan dengan sifat-
sifat bilangan kompleks, limit dan kekontinuan, serta
turunan dan integral bilangan kompleks yang berorientasi
kepada kecakapan hidup (life skills).

(2) Menguasai materi, struktur, konsep, dan pola pikir
keilmuan matematika terkait pengertian bilangan kompleks,
fungsi kompleks, transformasi, dan fungsi elementer, limit
dan kekontinuan fungsi kompleks, fungsi-fungsi yang dapat
diturunkan dengan menggunakan persamaan Cauchy-
Reaman, sifat-sifat analitik dan menyeluruh fungsi f(z)
sederhana, pengintegralan fungsi kompleks, konsep kontur,
garis domain, teorema Cauchy- Goursat, rumus integral
Cauchy, dan barisan deret kompleks beserta sifat-sifatnya.

(Soft skills/Karakter: Memiliki etos kerja, empati, kritis, logis,
tangqung jawab, kerja sama, percaya diri, dan rasa bangga sebagai
calon guru matematika)



Tujuan khusus yang ingin dicapai dari mata kuliah ini

adalah mahasiswa mampu:

(1) Melakukan operasi dasar bilangan kompleks

(2) Menyajikan bilangan kompleks secara analitik dan grafik

(3) Menyajikan bilangan kompleks dengan vektor posisi

(4) Menyatakan bilangan kompleks ke dalam bentuk kutub

(5) Menyatakan bilangan kompleks ke dalam bentuk eksponen

(6) Menentukan nilai mutlak dari suatu penjumlahan operasi
perkalian

(7) Menghitung hasil perkalian bilangan kompleks dengan
menggunakan Dalil De’Moivre

(8) Menghitung hasil pembagian bilangan kompleks dengan
menggunakan Dalil De’Moivre

(9) Menentukan akar pangkat ke-n bilangan kompleks

(10) Menentukan akar-akar persamaan suku banyak bilangan
kompleks

(11) Menentukan hasil kali titik bilangan kompleks

(12) Menentukan hasil kali silang bilangan kompleks

(13) Menentukan hasil transformasi dari suatu fungsi kompleks

(14) Membuktikan sifat-sifat fungsi elementer

(15) Membuktikan nilai suatu limit dengan pendekatan & dan e.

(16) Menghitung limit dengan menggunakan teorema limit

(17) Memeriksa kekontinuan suatu limit dengan menerapkan
tiga syarat suatu fungsi kontinu

(18) Menentukan turunan suatu fungsi f(z) dengan

menggunakan definisi: f'(z) = }im f(z+h)—f(2)
h—0 h

(19) Menjelaskan fungsi analitik
(20) Membuktikan turunan fungsi elementer bilangan kompleks



(21) Memeriksa apakah bagian real dan khayal suatu fungsi
memenuhi persamaan Cauchy Reamann

(22) Menunjukan apakah suatu fungsi merupakan suatu fungsi
harmonik

(23) Menentukan fungsi harmonik sekawan dari fungsi yang
diberikan

(24) Menentukan turunan fungsi eksponen dan logaritma

(25) Menentukan turunan fungsi (trigonometri, hyperbolik, dan
invers dari fungsi tersebut)

(26) Menentukan turunan fungsi dengan aturan
pendiferensialan.

(27) Menentukan turunan fungsi implisit

(28) Menghitung limit dengan menggunakan aturan L’hospital

(29) Membuktikan integral dari fungsi-fungsi khusus.

(30) Menghitung integral garis (kontur) sepanjang kurva yang
diberikan

(31) Menghitung integral fungsi khusus dengan metode subtitusi

(32) Menghitung integral parsial

(33) Menghitung integral fungsi f(z) pada kurva tertutup
sederhana C dengan menggunakan rumus integral Cauchy
L 11, & III.

(34) Memeriksa kekonvergenan suatu deret.

(35) Menyelesaikan masalah berkaitan dengan derat pangkat,
Deret Taylor, Deret Maclaurin, Deret Lauran dan Integral
Residu.

C. Ruang Lingkup

Mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks merupakan mata
kuliah keahlian bagi mahasiswa jurusan Matematika. Mata
kuliah ini, disamping merupakan pengembangan lebih lanjut



dari mata kuliah Kalkulus juga berguna pengembangan ilmu
sains (Fisika, Kimia) secara interdisipliner. Dengan demikian
mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks dapat memperkuat
pengembangan pendidikan Sains dan Matematika di FITK.
Materi pokok yang dibahas dalam mata kuliah ini meliputi:
Pendahuluan, sistem bilangan real, sistem bilangan kompleks,
operasi bilangan kompleks, nilai mutlak, aksiomatik bilangan
kompleks, bidang kompleks, bentuk kutub bilangan kompleks,
teorema De'moivre, akar bilangan kompleks, rumus Euler,
persamaan suku banyak, hasil kali titik dan silang, koordinat
sekawan, himpunan titik, fungsi invers, transformasi, fungsi
elementer, limit dan teorema limit, kekontinuan dan teorema
kekontinuan, limit barisan, turunan, fungsi analitik, persamaan
Cauchy-Reaman, fungsi harmonik, tafsiran geometri dari
turunan, deferensial, turunan fungsi elementer, turunan tingkat
tinggi, dalil L’'Hospital, integral garis kompleks, integral garis
real, Teorema Cauchy- Goursat, integral tak tentu, rumus
integral Cauchy dan teoremanya, dan barisan deret kompleks
beserta sifat-sifatnya.

D. Isi Buku
Isi atau materi yang diuraikan dalam buku meliputi:

1. Bilangan Kompleks

Bagian ini, menjelaskan tentang definisi bilangan
kompleks, operasi dan aksioma bilangan kompleks, nilai
mutlak berikut teoremanya, penyajian bilangan kompleks
dalam koodinat kartesius dan kutub sebagai pengantar
lahirnya Terema De’Moivre dan terapannya dalam
menentukan perkalian  pembagian, dan akar bilangan
kompleks, persamaan suku banyak, himpunan dan tempat
kedudukan. Hasil kali titik dan hasil kali silang dan



terapannya dalam menghitung luas jajar genjang. Pada
akhir bab diberikan ringkasan dalam bentuk peta konsep
juga latihan dan problem solving untuk mengembangkan
kemampuan berpikir matematis.

2. Fungsi Kompleks

Bagian ini, berisi overview tentang fungsi bernilai
tunggal dan banyak pada kalkulus, transformasi dari sistem
real ke sistem kompleks, fungsi kontinu, fungsi elementer
meliputi: fungsi aljabar, eksponen, trigonometri, hiperboliki,
logaritma, invers fungsi trigonometri serta sifat-sifat dan
penggunaannya.

3. Limit dan Kekontinuan

Uraian pada bagian ini memuat, pengertian limit secara
intuitif dan definisi klasik, teorema limit dan pembuktian
eksistensi limit, kekontinuan, pemeriksaan kekontinuan
suatu fungsi, pemeriksaan tentang limit barisan.

4. Pendiferensialan Kompleks

Uraian bagian ini berisi differensial kompleks, yang
dimulai dari: mendefinisikan turunan, memeriksa ke-
analitikan suatu, penerapan Persamaan Cauchy Reaman,
pemeriksaan fungsi harmonik, pembuktian 30 buah turunan
fungsi elementer, turunan berantai, penerapan rumus
L'Hospital untuk turunan, dan turunan fungsi implisit.

5. Pengintegralan Kompleks

Bagian ini menguraikan: pembuktikan integral dari
fungsi-fungsi khusus, integral garis (kontur) sepanjang
kurva yang diberikan, integral fungsi khusus dengan
metode subtitusi, integral parsial, integral fungsi f(z) pada
kurva tertutup sederhana C dengan menggunakan rumus
integral Cauchy I, Cauchy II, atau Cauchy III.



6. Rumus Integral

Uraian rumus integral berisi konsep dan teorema-
teorema berkaitan dengan rumus, meliputi penggunaan
rumus integral Cauchy I, Cauchy II, atau Cauchy III.

7. Barisan dan Deret Kompleks

Bagian ini menguraikan barisan konvergen dan
divergen, uji konvergensi pada deret kompleks, deret
pangkat dan fungsi analitik, bentuk umum deret Laurent,
dan integral Residu.



BAB II
BILANGAN KOMPLEKS

A. Sistem Bilangan Kompleks
Untuk memperlihatkan kedudukan atau konstelasi bilangan
kompleks dalam sistem bilangan, secara umum diperlihatkan
macam-macam bilangan berikut.
1) Bilangan Asli (A)=(1,2,3, ........ )- Jika a dan b bilangan asli,
maka a+b, a.b, (a)(b) atau ab juga merupakan bilangan asli.
2) Bilangan Cacah (C)=(0,1,2,3,4,............ )-
3) Bilangan Bulat (B)=(..-3,2,1,0,1, 2, 3...)
4) Bilangan Rasional (Q) = (a/b, b#0, a,b € R).
5) Bilangan Irasional (IR) = (....\2, 3, 71, 127, 2,134,.....).
6) Bilangan Real (R) =(..-2,-1,0, 1/2 N5....).

7) Bilangan Imajiner (Im) = (... v=35, 27,4/—3,4/—2, ..)

8) Bilangan Kompleks (Z) = (a+bi; a,b € R).

Secara historis, munculnya konsep bilangan kompleks pada
abad ke-16, yaitu ketika para ahli matematika dihadapkan pada
masalah perpangkatan suku banyak (polinomial). Dalam proses
penyelesaian masalah tersebut, ternyata terdapat penyelesaian
akar-akar dari polinomial yang tidak terdefinsi dalam sistem
bilangan real. Misalkan kita ingin mencari penyelesaian dalam
sistem atau nilai bilangan real yang memenuhi persamaan x>+ 1
= 0 atau x?> + 2x + 5 = 0, maka tidak ada bilangan real x yang
memenuhi masing-masing persaman tersebut. Untuk memberi
solusi atau penyelesaian atas persamaan tersebut diperkenalkan
sistem bilangan kompleks. Dalam perkembangan selanjutnya,



himpunan bilangan kompleks mampu mengekspresikan seluruh
akar-akar polinomial.

1. Definisi Bilangan Kompleks
Definisi 2.1

Suatu bilangan kompleks dinyatakan sebagai
bilangan yang berbentuk (x + iy) dimana x dan y
bilangan real dan i, yang dinamakan satuan khayal
(imaginary unit) bersifat i2=-1.

Suatu bilangan kompleks z = x + iy dapat juga didefinisikan
sebagai pasangan terurut dua bilangan real x dan y yang ditulis
dengan z = (x, y). Jika z =x + iy = (x, y) maka x dinamakan
bagian real dari z dinyatakan dengan Re (z) dan y dinamakan
bagian khayal dari z dan dinyatakan dengan Im (z) dimana x €
R dan y € Im. Lambang z yang membuat bilangan kompleks
disebut variabel kompleks. Pasangan terurut (x, 0)
diidentifikasikan sebagai dengan real x, yaitu (x, 0) = x.
Selanjutnya pasangan terurut (0, y) dinamakan bilangan imajiner
sejati. Sehingga lambang imajiner i dapat dituliskan sebagai
pasangan terurut (0, 1), yaitui= (0, 1).

Contoh 2.1

Diberikan bilangan kompleks zi =2+ 0,8i dan z2 =% -7j,
maka Re (z1) = 2 dan Im (z1) = 0,8, serta Re (z2) = %2 dan Im
(z2) =-7.

Bilangan real adalah himpunan bagian dari bilangan
kompleks, maka setiap bilangan real dapat dinyatakan sebagai
kompleks dengan bagian Im (z) = 0. Misalnya bilangan 3, 7, ©, V2
dapat dinyatakan sebagai: (3 + 0i), (7 + 0i), (n + 0i), (N2 + 0i).



Selanjutnya bilangan imajiner juga himpunan bagian dari
bilangan kompleks dengan bagian Re (z) = 0, misalnya V5i dapat
dinyatakan sebagai (0 +\5i). Bilangan kompleks seperti ini
dinamakan bilangan khayal sejati.

10

Definisi 2.2
Dua bilangan kompleks (x1 + iy1) dan (x2 + iy2) dikatakan
sama jika dan hanya jika x1 = x2 dan y1 =12

Contoh 2.2
Tentukan nilai bilangan real x dan y sehingga:

3x - 3iy + 4ix -2y -5-10i = x-iy+y+ix+2-3i

Solusi:

Dapat dibentuk persamaan identik

3x - 3iy +4ix -2y -5-10i=(x+y +2) - (y —x+ 3)i
(Bx-2y-5)-By-4x+10)i=(x+y+2)—(y—x+3)i
Sehingga diperoleh:

3x-2y-5 = x+y+2 dan 3y -4x+10=y-x+3
& 3x=2y—x-y=5+2 <-4x+3y-y+x=3-10
S 2X =3y =7 e (i) | ©3x+2y=-7 . (ii)

Melalui proses eliminasi atau subtitusi dari persamaan (i)
dan (ii), diperoleh nilai x =7/5 dan y =-7/5.

Bilangan Kompleks Sekawan

Definisi 2.3

Jika bilangan kompleks z = x + iy, maka sekawan (konjugate)
dinamakan kawan dari bilangan kompleks z dan
didefinisikan sebagai z'=x -iy.

Contoh 2.3



Kawan dari z = 6 + 8i adalah z =6 - 8i, begitupula kawan
dari z=5 - 3i, adalah Z=5 + 3i.

Teorema 2.1:
Jika z, z1, dan z2bilangan kompleks maka berlaku:

1) =Z= z

2) z+Z=2Re (z)

3) z- z=2ilm (z)

4) zz=(Re (i))2 +_(Im (2))?
5) 4+2z=2+z

6) 2-2=7-2

7) zz,=7.2

8) (ij = i, z #0
Z Z

Bukti:

Misalkan z = x + iy, z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, maka kompleks
sekawannya z = x — iy, zi = x1 —iy1, Z2=x2—iya.

1) _Z:(X—iy): xX+iy=z

2) z+z=(x+iy)+ (x —iy) =2x =2 Re (z)

3) z- Z=(x+1iy) - (x —iy) =2yi=2iIm (z)

4) zzZ=(x+iy)(x -iy) =22 +y*=(Re (2))* + (Im (2))*
)

5) 2+z=(xt)+(x+ip) =(XTx)+(+1n)1
= (X + %) — () + 351 = (x1—yii) + (x2 — i)
=Z+z

6) Zz—z=(x+t)-(K+ip) =(x-%)+(-»n)I

= (X — %)= ()] — 351 = (x1 - i) - (x2 = 2i)
=z -z

11
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B. Operasi Dasar Bilangan Kompleks

Sebagaimana operasi pada sistem bilangan real, operasi
dasar bilangan kompleks juga meliputi operasi penjumlahan,
pengurangan, perkalian dan pembagian.

Misalkan 2 bilangan kompleks: z1 = (x1 + iy1) dan z2 = (x2 +
iy2).
Penjumlahan:
Z1+2z2 = (x1+iy1) + (x2 +iy2) = (x1+ x2) + (Y1 + y2)i
Contoh 2.4: 2+3i)+(3+51))=2+3)+(3+5)i=5+8i

Pengurangan:
z1-27z2 = (x1+1iy1) - (x2 +1iy2) = (x1 - x2) + (Y1 - Y2)i
Contoh 2.5: (5+2i)-(3+8i)=(5-3)+(2-8)i=2-6i

Perkalian:

z1.z2 = (x1+1iy1) + (x2+1iy2) = x1x2 + X1y21 + x2 Y11 + Y1 21
= (x1x2-y1y2) + (X1y2 + x2 y1)i

Contoh 2.6:

(6 + 5i) (3 + 8i) = (6x3 — 5x8) + (6x8+ 5x3)i = -12 + 63i
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Pembagian:
A _ KN KA R K= i
z XN+ B XN+ B %=

. . 2
_ AN Y BN X1 Vi nT

2
1 =—1,22#0.

2 22
Yo
_ XN B A (N Xn+ N (RN XY)
Wy WAy Kw

Contoh 2.7:
4+57 4+57 2-37 4x2+5x3  2x5-4x3 . 23 2 .

. X ) > T2 > 1= 5!
2437 2437 2-31 2743 2°+43 13 13
(Pembagian menggunakan prinsip perkalian dengan bilangan
kompleks sekawan dari penyebut yang bernilai satu)

Teorema 2.2:
Jika z1, z2, dan z3 adalah anggota bilangan kompleks Z,
maka berlaku sifat-sifat Field sebagai berikut:

1. zZi+z2zeZdanzizce Z,V 21,22 € Z Ketertutupan
2. z1+z2=2z2+z1dan ziz2 = 72 73, Komutatif
Y z1,22€ Z
3. (z1+z2)+zs = 71+ (z2+ 23),V 21,22, 23 € Z. Asosiatif
dan (z1z2) z3 =271 (22 23),V 21,2223 € Z
4. 71 (22+23) =71 22+7123, ¥V 21,22,73 € Z Distributif
5. 30€Z, sehingga zt0=0+z=2, V ze Z Identitas
penjumlahan
6. 31eZ, sehingga z1.1=1.z1=21, V z1€ Z Identitas
perkalian
7. Vz=x+iy,3,-z=-x -1y, Inves
sehingga z + (-z) =0, penjumlahan

13



-y . Inves

X
X2+)}+X2+y216 perkalian

8. Vz=x+1iy,3,z!=

, sehingga z z1=1.

Bukti teorema 2.2 nomor 2, 7, dan 8 sebagai berikut.
(2) Buktikan z1 + z2=2z2+ 71 V z1,22 € Z
Misalkan z1 = (x1, y1) dan z2= (x2, y2) maka:
z1+ z2=(x1, y1) + (X2, y2) = (x1+ x2, Y1+ 12), selanjutnya
Z2+z1=(x2, Y2) + (x1, y1) = (x2+ X1, Y2+ Y1)
Jadi z1+ z2 = z2+ z1
(7) Buktikan V z=x+1iy, 3, -z=-x — iy, sehingga z + (-z) =0
Misalkan z1 = (x1, y1), 3 z2= (x, y) sedemikian hingga
z1+72=0
< (x1, 1)+ (x, y)=(0,0)
< x+x, yty) =(0,0)
<x1+x=0 dan yi+ty=0
< x=-x1 dan y=-11
Jadi zz = (-x1, -y1) atau ditulis -z = (-x, -y) =-x —1iy.

. . X -y .
8) BuktikanVz=x+1iy, 3, z!= + 1e”Z
& y 2ty 2ty

sehingga z z' = 1.
Misalkan u = (1, 0) maka V z = (x, y) # 0, 3 z2 = (x1, 12)
sedemikian hingga z z> = u.
< zz2=(x,y) (x1, 1) =(1,0)
<z z2=(xx1-yy1, xyi+xiy) =(1,0)
< xx1-yyi=1 dan xyi+yxi=0

{XX] —yy =1

yx+x;=0

14



X 1

y 0‘_ -y

0

X = ,dan y, =

Y X

Xﬂ:ff/

X e X -
1 ditulis z1= Y

;—j_ X +y

Terlihat bahwa x2+ 12 # 0 dan z2= (x1, y2) #0 atau z2

- I
X+y X+

Teorema 2.3:

Untuk setiap bilangan real a dan b berlaku sifat-sifat:

1) (a,0)+ (b, 0)=(a+b, 0)
2) (a, 0) (b, 0) = (ab, 0)

5 & O)=[f,oj jika b0
(b,0) \b
4) (a, 0) = |4

Teorema di atas memperlihatkan bahwa bilangan-bilangan
kompleks yang berbentuk (4, 0) mempunyai sifat-sifat yang
sama dengan real a. Hal ini berarti kita dapat memperlakukan
bilangan kompleks (4, 0) = bilangan real a. Sebagaimana telah
dibahas pada contoh 2.1 bahwa himpunan bilangan real
merupakan himpunan bagian dari suatu bilangan kompleks,
khususnya bilangan kompleks 0 = (0, 0), 1 = (1, 0) dan i = (0, 1).

Sifat ini dibuktikan dengan teorema berikut.

Teorema 2.4:
1) i2=-1,
2) Jika x dan y bilangan real maka x +iy = (x, y)
Bukti:
1) 2=(0,1)(0,1)=0-1)+(0+0)i= -1+0=(-1,0)=-1
2) x+iy=(x, 0)+(0 1) (y 0)=(x 0)+(0-0,0+y)

= (x, 0)+(0, y)=(x, v).

21y 2rgl
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C. Nilai mutlak dan sifat-sifat nilai mutlak

Nilai mutlak atau modulus suatu dari bilangan kompleks
z = x + iy = (x, y) didefinisikan sebagai bilangan real non-

negatif ++/ X + ditulis|Z|:| X+ 1y| =,/ X + ). Tafsiran secara

geometri untuk |Z|=|X+ 1y

,menyatakan panjang vektor (x, v)

yaitu jarak dari titik asal o terhadap titik z = (x, y). Akibat dari
definisi tersebut, jika z1 = (x1, y1) dan z2 = (x2, y2) maka

|q -z |=\/(Xl - %)’ +(¥ — 5,)° ,menyatakan jarak antara titik

71 dan tlYtlAlf Z2 pada bidang . Z, = (X2, )

z=(x, )
/Z|-Zz/
/z/

71 = (x1, 1)

0) "X
Gambar 2.1 Representasi | Z| dan |4 -z |

Selanjutnya jika z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) dan

|q -z |= | r| =\/(X1 —x,)> +(¥ — )’ dengan r bilangan real
positif dapat dinyatakan sebagai lingkaran berpusat di titik z:

berjari-jari r. Begitupula jika |q -2z |< | r| menyatakan daerah di

dalam lingkaran yang berpusat titik z1 berjari-jari r.

16



Contoh 2.8:
Jika diberikan bilangan kompleks z1 = 3 + 4i dan z2 = 9 + 12j,

maka tentukan | Z | dan |q -z |
[awab: | 7 |=[3+4i|=+3% +4% =5,dan
17— 2 |=J(3-9)> +(4—12)* = /(=6) +(-8)> =~/100 =10.

Contoh 2.9:
Tentukan dan gambarkan grafik irisan kerucut yang dinyatakan

dengan persamaan | z+21 |+| z —2i| =6.
Jawab: Misalkan z = x + iy
|z+2i|+|z-2i|=6
[(x +iy) +2i| + [(x +iy) — 2i| =6
lx + (v + 2)i| + |x + (y — 2)i| =6
VEIH (y+2)2+ x4+ (y—2)2=
B A 2 2
(V2 + 6 +27) = (6 -+ G —2)?)
2+ (y+2)%=E6-120x2+ (y —22+x2+ (¥ —2)?)
X H+y 4y +4=36—12/x7+ (y—2)Z+x2+ yi -4y +4
12,/x% + (y —2)% = =8y + 36 (dibagi 4)
(3V27+ —27%) =(-2y+9)?
9(x?+ (y—2)3) =4y*-36y+81
9x?+ y2 -4y +4) =4y? -36y+81
9x2 + 9y? — 36y + 36=4y? — 36y + 81
9x? + 9y? — 36y — 4v? +36v=81-36=45
9x? + 512 = 45 (kedua ruas dibagi 45)
Sehingga diperoleh persamaan: = +?}; =1. Dengan demikian

persamaan | z+21 |+| z— 2i| =6, merepresentasikan daerah di

-
s

dalam elips dengan pusat (0,0), panjang sumbu utama 6, puncak

17



=+ \/g atau

a =

{(/5,0) dan (—/5,0)} dan

b =43

atau {(0,3) dan (0,-3)}, titik fokus c = £y 5 —a*> =95

=++4 =x2atau Fi1 (0, 2) dan F2

O, -2).

-1(0,-2/

),-3)

Gambar 2.2 Representasi | z+21 | +| z—21 | =6

Teorema 2.5:

Jika z, z1, dan z: bilangan kompleks maka berlaku:

1) |4° =Re(2)’ +(Im(2)’
2) |ZHE‘

3) |zi2 =zz

4) |4=[Re(2)| =Re(2)
5) |42[Im(2)| >Im(2)
6) |7 z|=|7| 2|

18



|4l
gl
8) |4+%I—|4I+|Zz|
9 |2-2|>|7]-|z|

10) |7+ z|2|z]-|5]
Bukti:
Misalkan z = x + iy, maka

1) |4 =([¥+ ) =% + ¥ =Re(2)* +(Im(2)’

2) Z=x-iy, maka 4= (/X +(-3’) =¥ + ¥ =|4
3) |4" =X + ¥ =(x+ yi(x— yh=zz

4) |4=+/% + ¥ 2V¥ =|[4=[Re()|2Re(2)

5) [4=Vx + ¥ 21y =|sj=[Im(2)|2Im(»

6) |7 z|=|x, +iy, )(x, +iy,)|=|xx — 33 + (X3 + % 3)|

,jika z,#0

=V = 53n) + (53 + %)
= JOZ 3+ 350 = (5 + ) (6 + 350 =4 2

Cara lain
1z 2] =(52)32)=42.72
= (22)z2)=|4[ |2/

Jadi |7 2|=|2| 2|
7) |4| ,jika z,#0
a)’
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20

_4

Al 25

_(4 ﬁa‘ﬁ‘zﬂ
2
%'z (2 Zz) lz 1zl 2]
8) |z+2] =(z+2)5+2)=(5+2)7+2)
=Z4+55+45+25%
=zl +|z[ +zz+ 23
Catatan:
2%+ =2Re(52)<27.2|=27|7|=2 7|7
|2+ 5[ <|a] +|2] +2)a]2]=(4]+|2)’
|2+ 2|<|z]|+|2)]
9) Ambil z1 = (z1 — z2) + z2, gunakan pembuktian 8)
12| =|(z - 2)+ 2|<|z - z|+|2|
|2 - 2| 2|7]|~|2)
10) Ambil z1 = (z1 + z2) - z2, gunakan pembuktian 8)
z|=|(z+2)-2z|<|z+2|+|-z|
2| =|(z + 2)- z|<|z + 5| +|2]
|2+ 2|2|5]-|2]

®|~

II_N |

Penyajian Bilangan Kompleks
1. Koordinat Kartesius

Menurut definisi bahwa bilangan kompleks z = x + iy
dapat dinyatakan secara geometri sebagai suatu titik (x, y)
pada bidang Cartesian. Hal ini berarti terdapat
korespondensi antara bilangan kompleks dengan satu dan



hanya satu titik pada bidang Cartesian dan sebaliknya.
Sumbu x pada bidang Cartesian merepresentasikan sumbu
real dan sumbu y dinamakan sumbu imajiner dengan satuan
i. Representasi bilangan kompleks z ditunjukkan dengan
titik z. Bidang Cartesian ini biasa disebut bidang kompleks
atau bidang Argand.

Misalkan zi= 142i = (1, 2), z>=2+3i=(2, 3), zs=-1+4i = (-1,
4), zs= -2-2i = (-2, -2) dan zi+z2 = (3, 5), disajikan pada
gambar berikut.

Y A
St ®z+2= (3, 95)
|
73=(-1,4) @4+ !
] ]
I 0= (2.3)
| |
| J |
L 21 ez=(1.2)!
| | ! |
| | | ! |
| | ! |
L ' > X
20 Lo 1T 2 3 -
[} n
: -
Z4= (_25 _2)

Gambar 2.3: Bidang Kompleks

Dari gambar 2.3, panjang ziz: ditentukan sebagai jarak
(modulus) dari titik z1 ke titik z2, yang dinyatakan dengan

|2 — 2] =J1-2 +(2-3)* =1+1=42.
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2. Koordinat Kutub (Polar)

Jika P adalah suatu titik di bidang kompleks yang
diasosiasikan dengan bilangan kmpleks (x, y) atau x + iy,
maka x =r cos 0 dan y = r sin 6, sebagaimana di sajikan

pada gambar 2.4.
YAK
P(x, y)
r
y
0 .
(0] X > X

Gambar 2.4 Koordinat Kutub

Dimana, I‘=|X+1:}/|=\/X2 + 5/ dinamakan modulus

atau nilai mutlak dari z = x + iy dan & dinamakan amplitude
atau argument dari z = x + iy adalah sudut antara garis OP
dengan sumbu x positif. Untuk x = r cos® dan y = r sin®
mengakibatkan z=x +iy =rcos 0 +ir sin 6 =r (cos 6 +isin 0)
yang dinamakan bentuk kutub bilangan kompleks, r dan &
dinamakan koordinat kutub. Apabila penulisan (cos 0 +isin
0) disingkat menjadi cis 8, maka bilangan kompleks z dapat
dituliskan sebagai z = r cis 0.

Akibat lain, jika z=r cis @ =r (cos 6 + i sin 0), maka

1 = l{cos (—0)+1sin(—0) } .
z T



Contoh 2.10:

Nyatakan bilangan kompleks berikut ini di dalam bentuk kutub:

(@)z=1+i (b) z =2 +2V3i

Jawab:

(a) Dari bilangan kompleks z = 1 + i ditentukan modulus dan 6
sebagai berikut.

I‘:|1+I'|:\/12+12:\/5 dan tanﬁ'=i—;=$=1, sehingga

g = E. Dengan demikian z = 1 + i dapat dituliskan sebagai
z= \/ECisgz \/E(cosgﬂ smgj = \/E(cos45° +i sin45°)
Secara grafik koordinat kutub bilangan z = 1 + i, disajikan:

Y 4 )
1+1

\2

) .

o 1

Gambar 2.5 Koordinat Kutubz =1 +1i

(b) Dari bilangan kompleks z = 2 + 2\3i ditentukan modulus
dan 0 sebagai berikut.

1‘=‘2+2\/§i ‘:\/22 +(2\/§)2 =+4+12=4, dan argumen:
tan6:¥ /3 < 0=arctan/3 zg, sehingga:

Zz= 4Cis§ = 4(cos§+i smgj = 4(00560O +1 sin60°)

23



Secara grafik koordinat kutub z =2+ 24/3i, disajikan:

YA
24243i
4 243i
o |
ol 2

Gambar 2.6 Koordinat Kutub, z=2 + 243

a. Operasi Perkalian dan Pembagian Bentuk Kutub Bilangan
Kompleks
Misalkan bilangan dua bilangan kompleks:
Z =xy+ivy, =nrlcos + isiné ) dan
Z; = x;+ iy; = rn{cosB; + isind, ):

(i)zyz; =y [cos( +8,) +isin(6 +8,)]

{ii}:—: =2 [cos(8; — 8,) +isin(8; —6,)]

Bukti :

(i)z;2z; = (cos@, + isinf;) X ry{cosf; + isiné,)
=nry(cos@ cos@, —sinf, sin + isind, cosd +
isin@ cosf,) = rnr(cos(f +6;) +isin(e +8,))

terbukti.

(i) 4 _ 1i(cos b, +1'.si.n 6,)

z, r5,(cos@,+1isinb,)

Ty
s ]

_ r(cos@ +isinf) (cos®, —isind,)

- r,(cos @, +1isiné,) (cos@, —isind,)

=4 [cos 6, cos B, + sin 6, sin @, + i(sin G, cos B, — cos b, sin 6,)]
6!

24



A = A leos(, —0,)+isin(6, - 6,)]
Z, L

2

Contoh 2.11:
Jika z; = 8 (cos20% + i 5in 20°) = 8 cis 20° dan
z; = 2(cos40% + isin40%) = 2 cis 40°
Z;.2; = (8 cis 20%)(2 cis 40%)
= 16 cis 60°
= 16(cos60" + isin607)
=16 (3 + %«ﬁz:] =8 + 83

Secara grafik z1.z2 disajikan pada gambar 2.7:

Y 4 VAW %)
16
20%+40°

2 2 8 Z

20" _

(0)

Gambar 2.7: Grafik z1.z2

Contoh 2.12:
Jikaz, =16(cos180° +isin180°) & z, =4(cos 120° +isin 120")
tentukan Z—l?
Z,
awab :

z, =16(cos180° +isin180") =16 Cis 180°
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z, =4(cos 120° +isin 120°) =4Cis120°, maka :
. 0

7 10CI807_16 o (1500 _120%)= 4 is 60°

z, 4Cis120° 4

= 4{cos 60° +isin 60" |
=4{%+%«/§i}:2+2\/§i

2 _ 24243, Sehingga secara grafik Z

Z, Z,

Y A
Z
16
Z,
< Z>
40
= 180°-120°

— 1 | -
Z1 1 o > X

Gambar 2.8: Grafik 4
Z,

b. Pemangkatan Bilangan Kompleks (Dalil De’Moivre)

Berdasakan (i) perkalian pada bagian a di atas dapat
diperluas sebanyak perkalian bilangan kompleks ‘n” kali, yaitu
Zy. 23002y = 1T Ty lcos(8 + 8, + - 8,)

+isin(8, +8, +---8,)]
Andaikan zi=z2=2z3=....... = zn = z, perkalian bilangan kompleks
sebanyak n kali maka
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z.zwz=r.r.rlcos(8+8+--+8) +isin(8+8+---+8)]
z™ = r*[cos(ng) + i sin(nd)]
z" =" cis (n@)

Bentuk terakhir dari perpangkatan bilangan kompleks ini
seringkali dinamakan Terema De’Moivre.

Contoh 2.13:
Diberikan bilangan kompleks z = 2(cos 50° +isin 50°),

tentukan z°.
Jawab:

—{2(c0os50° +isin 50") }°= {2 Cis 50° | *= 2° Cis (6.50%)
= 64 Cis 300" = 64{cos 300° +isin 300° }

—64{———\/_} 32-3243i

Contoh 2.14:
Tentukan (2+2i)”
Jawab: Misalkan z = 2+2i

r =| 2421 | =22+2? =242, dan argumen diperoleh melalui

tan0 =% =l<0=arctanl =% . Sehingga bilangan kompleks

242i = 2\/5 COSE+isinE maka
4 4
:
2+20) =422 cos B sin™ |} =1024v2] cos® +i sin %
4 4 4 4
:1024\/5[%\/_—%\@}=1024—1024i
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Contoh 2.15:

1+x/§1' a
1—\/51'

— - 2 —
Jawab: Misalkan zi1 =1+ +3i=r= 1‘]'1‘ +(v3) =v4=2 dan

Selesaikan soal berikut (

_ B _ 60° sohi C i -
¢ = arctan— = 60" sehingga z1= 2 cis 60", selanjutnya
—_ —_ 2 —_
z2=1-+Bi>r=_[17+ (—/3) =+2=2dan

8 = arctan— % = 3007 sehingga z>= 2 cis 300°

10

1++/37 2 cisg0® 10

Sehingga =|\————] = lcis(60% —300%)]2°
88 (l—ﬁlJ (; ELSEE'E')

= [cis (—2400)]°
= 1%%cis (10 x —2407?)
= cis (—2400°)
= cis (—240% — 6 x 3607)
= cis (—240%)
= cos(—240%) + isin(—2407)
= c05240° — isin 240° = —> + =4/3i

Berdasarkan Terema De’Moivre, bahwa jika z = r Cis6, maka z" =
m Cis (n0). Selanjutnya dapat diperlihatkan bahwa untuk n e

Asli, maka z ™" = Ln Jika z =r cis 0 = r(cos 6+isin 0),

berlaku 1 = ! { cos (—0)+1sin(—0) } , maka
zZ T
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1 1
z"  1"(cosnf+isinnd)

1 (cos nf -isinno)

r"(cos n@ +isinnd)" (cos nd -isinno)

_ (cos n6 -isinnd) =i(cosn9—isinn9)
r"(cos’nf +isin’nf) 1"

= i [cos (-n6) +isin (—n6)]= [lj
r z
Contoh 2.16:
Hitung (-+3+i)°
Jawab: Misalkan z=- V3 +i

I':‘-\/§—|—i ‘:1/(—\/5)2 +()* =2, dan argumen diperoleh

tar16=L < 0 =arc taan—%atau ngn. Sehingga

—3 -3
. . 5 . .5
bilangan kompleks z=- V3+i= 2|:COS (g )+1sin (g 7[)}

-6

(-3 +i)°¢ = {2[cos(§7r)+i Sin(%ﬂ'):”
=2"[cos (—5m) +i sin (—5m) |

1 .. 1 ..
—a[cos(Sn)—l sm(5n)]—a[cos(n)—1 sm(n)]

64 64
Cara lain gunakan 0= —%
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(-3 +i) { cos(—£)+isin(—£)}}

=2 cos( ) +1sin(— n)]
1

:a[cosn—i sin 7t]:é[-1—0]:—6—4

Contoh 2.17:

Buktikan bahwa > : J = 8c0s’0 — 4cos O
sin 6

Bukti: Menurut Terema De’Moivre
(cos40 +isin40) = (cos0 +isin0)” (gunakan rumus binomial)
(cos0+isin0)* = cos*0+4cos’0(isin 0) + 6cos*O(isin> 0) +
4cosO(isin’ 0) +(i sin®)*
=c0s*0 +4icos’0 sin® —6cos’Osin’ O —4icosO sin’0 +sin0*
=c0s*0+5sin0* —6¢cos°0sin’ 0 +i(4cos’0 sinO —4cos O sin’0)
Karena itu, isin40=i(4cos’0 sin®—4cos0 sin’0) atau
&> sin40=4c0s’0 sin® —4cos O sin’0

sin40 4cos36 sin® —4cosH sin’0

Sehingga: —— = : =8c0s°0 —4cos 0
sin® sin®

c. Bentuk Akar Bilangan Kompleks
Suatu bilangan kompleks w dinamakan akar ke —n dari

bilangan kompleks z yaitu w"=z , maka w = z~:1 Menurut dalil
De’Moivre, jika n bilangan bulat positif, maka:

& L1 (H+2kz

z" =(rCisf)" =/r Cis

ES L #+k.360" . (B4 k3s07
In =7¥n cns(—)+ 15111( )
(3} !
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Contoh 2.18:
Diberikan z* = —16 , tentukan semua harga z!

Jawab :
z=(—16)s = (16)ax (—1)3 = 2(-1)s
_ . 0 180% +k3s0" . . f1B0°+k.3e0"
= 2(cis180% )z =2 [ms(—4 ) +isin (—4 )]
= 2[cos(45% + k. 90%) + isin(45? + k.90%)]
Subtitusinilaik=0, 1, 2, dan 3
. 1 = 1 .
k=0-z, = 2(cos45® +isin45%) =2 (sz +§w 21)

=2 +4/2i
1 - 1 -
k=1-1z, =2(cos135% +isin 135%) =2 (—5»“2 +§*J21)
= =2 +4/2i
k=2-z3=2(cos225% +isin225%) = —/2 —+/2i

k=3 -z, =2(cos315° +isin 315°%) =+/2 —+/2i
Akar-akar 7' =-16, dapat disajikan sebagai titik-titik
sudut suatu segi banyak beraturan sebagai berikut.

AY

Z 71

73 Z4

Gambar 2.9 Representasi Titik z1, z2, z3, dan z4
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Contoh 2.19:
1

Diberikan z=1+ \/51', tentukanz’

Jawab: Dari contoh 2.15 telah diperoleh Z:1+\/§1' =2Cis 60°,
sehingga:

1 0 0
75 =3/2 Cis (mj —3/2Cis (12° + k72°),k=0,1,2,3.4

untuk & =0 = z =32 Cis (12° +0.72°) =¥/2 Cis (12°)
untuk & =1 = z =2 Cis (12° +1.72°) =¥/2 Cis (84°)
untuk & =2 = z =32 Cis (12° +2.72°) =32 Cis (156°)
untuk & =3 = z =2 Cis(12° +3.72°) =3/2 Cis (228°)
untuk & =4 = z =32 Cis (12° +4.72°) =/2 Cis (300°)

1
Nilai-nilai untuk  zdari z=1++/31, direpresentasikan
dalam bentuk titik-titik sudut segi-5 beraturan dengan modulus
sebesar /2, disajikan sebagai berikut.

YA
Vi

VA

300

Zs

Gambar 2.10 Representasi Titik z1, z2, z3, z+ dan zs.
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Contoh 2.20:
Tentukan akar kuadrat: 8+ 4\/§i.

Jawaban:
r=4/8% +(445)? =64 +80 =144 =12.

cos Gzﬁdansinez 4
12

\f , sehingga dapat ditulis:

8+ 4+/51 =12 (cos 0 +isin 0)=12{ cos (0 + 2k ) +isin (0 +2kr) }

< /8 +44/5i =\/E{ cos (9+22kﬂ)+isin (9+22kﬂ)}
<:>\/8+4\/§':\/E{ cos (g+k7r)+isin(%+k7r)}
Untukk = 0, maka /8 + 4+/5i = \/E{ cos (%)Hsin(g)}....(i)

Untuk k =1, maka /8 +4+/5i = \/E{ cos (g+7r) +isin(g+7r)}....(ii)

Catatan:
Dalam Trigonometri berlaku:
cos 20=2cos’0—1 dan cos20=1-2sin’0 , sehingga

cos 9:2cos2(9)—1 dan cos 9:1—2sin2(9)
2 2

LA e
@cos(g):i 1+cos9:i 12 _ [ 12° :iﬁ
27N 2 2 2 J12

8 4

- - )
osin@y=z (17600 _ 40 1247127 o2
2 2 2 2 12
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Karena 0 adalah sudut di kuadran pertama, maka %tetap di

Jﬁ V2
kuadran pertama, karena itu cos —.
p ( )= \/— ( )= D

Dari (i): \/8+4+/5i =+/12 { cos (—) +isin (E)}

w/g+4fi:r{j: f_ } 04431, dan

dari (ii) \/8+4\/§i=\/ﬁ{ cos (5+7z)+isin(%+7z)}
<:>\/8+4\/§i=\/§{—cos(%—isin(%)}
& 8+445 —J_{ io V2, }z—\/ﬁ—ﬁi

2
Jadi akar kuadrat 8 + 4+/5i adalah 10 ++/2i dan -10 —+/2i.

“Akar Pangkat-n Dari Satuan”
Contoh 2.21:
Tentukan semua akar pangkat-7 dari satuan.
awab:
z7 =1 = Cis (k.360) = cos (k.360°) + i sin (k.360°) = e k31

(k.360°j ..(k.360°} k360
Z = COS 7 +1Sin 7 =¢C ,

Untuk, k=0,1,2,3,4,5,6,7

34



Jadi akar-akarnya adalah:

360 . 7200, 108(9i 144(5’i 180(9i 2166’i

360 720, 1080 . 1440 1800
1e? ,e’” e’ ,e’ e’ e’ )

d. Bentuk Euler Bilangan Kompleks

Dalam kalkulus dasar pembuktian rumus Euler
menggunakan deret Maclaurin untuk Cos6, Sinf, dan e dengan
mengganti x dengan i6, sebagai berikut:

Deret Maclaurin diyatakan sebagai brikut:

. (%)
A=Y a,(x-x)dengn a, ==
0
Menyebabkan f(X):eX:i+£+£+£+ ........
o 1 2 3

+
20 31 4
Misalkan x =160

. \0 N ) -3 -\ 4 ‘NS
oGO o) (0 (o) (o) (i)
0! 1! 2! 3! 4 5!

| .92 9‘4 06 93 05 97
ele:(l__+___ ..... He__+___ ..... j
20 4 6 35t

¢’ =cos@+isinf, yang dinamakan sebagai Rumus Euler.

Rumus ini mengaitkan bentuk pangkat bilangan dasar “e” dan
bentuk kutub bilangan kompleks.
Sehingga bentuk Euler bilangan kompleks adalah
¢’ = Cis0. Selanjutnya, jika z = x + iy maka:
¢’ =" = ¢*.e”=e"Cisy= e*(cosy+isiny) .
Dengan demikian penyajian bilangan kompleks z dalam
bentuk rumus Euler dapat ditempuh melalui proses berikut.
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o » _ ¥ _
(Jz=x+vi—=8 arc dan r=\xX+y
(ii)z=rcisg
(iii) z = r et®
Selanjutnyajika z, =1, € " dan Z,=T1,¢ "2 maka berlaku:

(i) z,z=(re iel)(rz S iez) =Lr,c H(0r0:)

i0
.. Zl _ (rle 1) _rl i(6,-6,)

(i) b= =t

z, (ne™)

Penulisan z=re" adalah bentuk eksponen dari bilangan

kompleks z dan sebagai implikasinya bilangan kompleks
sekawan dari z adalah:

z=r(cos O—isin0) =r{cos(-0)+isin(-0)}=re™

Contoh 2.22:
Nyatakan bilangan kompleks berikut dalam bentuk polar dan

eksponen.
V3 3i

a) 2-2i b) -24/3-2i )55

awab:
a) z=2-2i

r=|2-2i|=22+(2)* =4 +4 =22

tanez% =—-1 < 0=arctan(-1)=315", z dikuadran empat

7.
Sehingga z=2+/2Cis315° =2v2¢e*"
b) z=-2/3-2i
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r=|-243-2i [=\(-243)* +(-2) =V12+4 =4,

ta.nezi :l\/g &> 0 =arc tan (l\/g):210°,
~243 3 3

7 .
z dikuadran tiga, sehingga z=4Cis210° = 4e®

[T

tane——zz—\/_c>6 arc tan (—/3) =300°,

\/531

C) z=———

5 .
z di kuadran 4, sehingga z =+/3 Cis 300° =+/3 ¢
Contoh 2.23:
Sederhanakan!

a) 1+3i)(1-+3i))  b) : c
(1-+/3i) (E\/g_,_éi)
2 2
[awab:
a) (1+ \/gi)(l _ \/51) _ (26601)(263001) = 460300 _ 4 360i
=4Cis 360=4(cos360+1isin360)=4

(1"'\/_1) 2" (60-300)i _ ,-240i

(1 \/‘1) 263001

cos(—240)+isin(—240)=cos(240)— 1sm(240)—————\/—

(1++/3i) (-2+2+/3i)
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(2+2\/_1) 4!

- 30
3\/_+—1) 3e
4 901 4

Contoh 2.24:
Tunjukkan bahwa:

if_ ,—if
(a) sing =

g —a

dan

2

4 4
= J 012030 _ 7 900

3 3

= =3 —Cis 90——(cos 90+isin 90)——

oify o —iB

cosl =

-
=

(c) sin’0 = >sin 0 —sin 30
4 4

J[awab:

(a) Menurut rumus Euler
(i) e® = cosB +ising,
(a) Kurangkan (i) dan (ii)

ela =cosB+iginf
e 8=pocB—iging

1 1 P ¥
el —a—i8=2izinB

(b) Jumlahkan (i) dan (ii)

el ' =cosB+izinf

—-if_
=cosB—isinf +,

ele+e'la=2:039

(ii)e *® = cosB —isin®

Sehingga, sin B8 = 2

oify o —iB

Sehingga, cos8 = —

o -0’ -i0
() sin39:(e .e ]:(e 8’63

21

1

_ _i.{(eie)s _3(ei9)2(e—i9)+3(ei9)(e-i9)2 _(6-19)3}

81

_ 1( 3i0 3ele+3e -0 319)

81
1

— __.(e3i(*) _e-3i6)_

81

38
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l (e3ie _e—3i9) +§(ele _e—ie)
4 2i 4 2

3 (e _ o 1( 30 _ g3
e | e e 30— tsin30
4 21 4 2i 4 4

3. Tafsiran Vektor Bilangan Kompleks

Penyajian bilangan kompleks z =x +yi pada bidang
Cartesian sebagai pasangan terurut (x, y) menyatakan vektor
dengan titik pangkal O dan ujungnya di suatu titik (x, y).
Dengan demikian bilangan kompleks z=x+yi dapat
dipandang sebagai vektor (x, y).

a. Penjumlahan dan pengurangan vektor

Penjmlahan bilangan kompleks diasosiasikan dengan
hukum jajaran genjang untuk penjumlahan dan pengurangan
vektor. Gambar berikut memperlihatkan arti vektor dari
bilangan kompleks zi, z2, zi+z2 dan zi- z.

Y A

»itwy 71+7

N

»n

0 ' >X

X X X1tx2

Gambar 2.11: Grafik zi, z2, z1+z2

Dengan menerapkan definisi: zi-z> = z1+(-z2), maka secara grafik
z1-72 disajikan sebagai berikut.
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YA
1
Vizo—=
Z)-Zy == :
——————————————— vi-/ |
//I '
| 22
7 ! |
| -
S - >
,l ! L-=—"
-X ! _——’T
it ¢
Y X1-Xp O X
K4

Gambar 2.12: Grafik z1, -z2, z1- z2

Contoh 2.25: Diketahui bilangan kompleks z1 = -4+2i, z> = 143i.
gambarkan bilangan kompleks z1, z2, z1+z2 dan zi- z2.

[awab: Secara analitis:

Z1+z2=(-4+2i) +(1+31) =-3+5i dan zi- zo=(-4+2i)- (1+3i)= -5-i.

Secara grafik:

z1-2o=(-5,-1)

Gambar 2.13: Grafik z1, z2, -z2, z1- 22, z1+ 22
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Contoh 2.26:
Diketahui bilangan kompleks z1 = 4+4i, z2 = 2+4i, z3 = -5-3i, dan z4
= -1+6i, gambarkan bilangan kompleks zi+z2+z3+za.

awab:
Secara analitis:
Z1+z2+z3+z4 = (3+31)+(2-31)+(-3-21)+(-1+4i) = 1+2i

Secara grafik:
Dengan menggunakan metode poligon, pada titik ujung z:
lukislah vektor z;, ujung vektor z2 lukislah vektor z3, dan pada
ujung vektor z3 lukislah vektor zs.

Y 4
Z4______4
E T3 -5 1 Z1
A\ b |
b s
T 3
| AN
eeRREE R =21 !
Z3 1
‘ST ————————— IZ2

Gambar 2.14: Grafik titik z1, z2, z3, dan z4
Sehingga zi+z>tzstzs = 1+2i, ditunjukkan oleh vektor OP

yang dinamakan resultan, menyatakan vektor dengan titik
pangkal z1 dan titik ujung (terminal) za.
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T2 , Z1 75

11

-4
Gambar 2.15: Grafik zi+z2+z3+z4

b. Norma Vektor

Apabila bilangan kompleks z = x +yi dapat dipandang
sebagai vektor (x, y), maka panjang vektor z dinamakan norma z
dan dinyatakan dengan |Z| Sebagaimana pembahasan entang
nilai mutlak bilangan kompleks, norma z adalah nilai mutlak
dari bilangan kompleks z, pada ruang dimensi-2 yaitu

|Z|=\/X2 + )} . Tafsiran geometri |Z|=|X+ 1y
panjang vektor (x, y) yaitu jarak dari titik asal o terhadap titik
ujung, z = (x, y).

Misalkan vektor posisi P(x1, y1) dan Q(x2, 12) berturut-turut
dinyatakan oleh z: dan z2, sebagaimana gambar berikut.

Y4 PgXl, )

, menyatakan

Z] SS
(x2, y2)

V4]

O >X
Gambar 2.16 Vektor posisi P dan Q
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Dari gambar 2.3, diperoleh bahwa OP + PQ = OQ, atau
PQ = OQ-OP =z — z =(x1+ iy1)- (x2+ iy2) = (x2 - x1)+ i(y2- y1).
Sehingga jarak antara P dan Q pada dimensi-2 diberikan oleh
jarak P dan Q, yaitu | PQ|:\/(X2 - x)>+(y3—¥)’. Jika vektor,
P(x1, y1, z1) dan Q (x2, 2, z2) pada dimensi-3, maka jarak P dan Q,

| PO|=\(x, — %)’ + (3 — %)’ +(5 - 7).

c. Hasil Kali Titik dan Silang

Misalkan zy =x; +iyydan z; =x;+iy;dua Dbilangan
kompleks, maka hasil kali titik (dot product) dari z; dan
z, dilakukan dengan cara:

(i) z, oz, =|z||z,|cos 8 (definisi)

(i) 7,02, =Re{7 2|

(i) 2, 0z, =X % + 3 %

. l{— —

Vv 1 o P = —

202, ={z2+22]

Selanjutnya kasil kali silang (cross product)) dari z; dan
z, didefinisikan sebagai:

(i) z xz, =|zl||zz|sin 0 (definisi)

(ii) z, x z, =Im{q 4}

(i) z, X2, = X3, — % %

(iv)z, xz, =%{z_lz2 +ZIZ }

1

Contoh 2.27:
Tentukan hasil kali titik dan hasil kali silang bilangan kompleks
berikut: z, =2+31 dan z, =1+2i1.

awab:

(i) z ez, :Re{g%}
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= Re (2 + 4i — 3i — 6i%)
=Re(2+i—(6(-1))-Re(2+6 +1)
=Re(8+i)=8
(ii) 2,02, = XX + 1 )
=(2.1+3.2)=2+6=8
l{— —
(ul)zlozz=5{%zz+4zz}
=3(@2-3a +20+ 2+30D01-2D)
=-(B+1) + (2 - 4i +3i- 6i%))
{(3+1}+{2—1—5{ 1))
=—{(3+1}+(3 ))=1(16) =8
Selanjutnya kasil kali silang (cross product)) z; dan z, :
(i) z,xz, :Im{q z,
2y X Zp = Im {Zz,} = Im ((2 - 31) (1 + 21))
=Im(2+4i—3i—-6i*)=Im(B+i) =1
(i) z, Xz, = X35 =% ¥
=(2.2-3.1)=(4-3)=1

1 (— —
(iii) z, X z, =E{Zl z,+2,Z, }

=%{(2—33(1+2i)—(2+3i)(1—2i)}

1

:i((2+41 —3i — 6i2) — (2 — 4i + 3i — 6i%))
=—((8+ D+(2-i—6(— 1}})

=2 (B+)-(8-D)=2(0)=
1

4. Persamaan Suku Banyak

Suatu persamaan suku banyak berbentuk :
apz”+az" 1+ az" ?+ - +a, z+a,=0
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dimana ag* 0, @y, ..., @, bilangan kompleks yang diketahui dan n
bilangan bulat positif yang dinamakan derajat persamaan.

Suatu teorema penting yang disebut teorema dasar aljabar
menyatakan bahwa setiap persamaan suku banyak berbentuk
apz”+ a2 1+ a2+ - +a,_1z+a, =0 mempunyai
paling sedikit satu akar kompleks. Dari sini kita dapat
menunjukkan bahwa persamaan suku banyak kenyataannya
memiliki n akar kompleks, beberapa atau semuanya mungkin
identik.

Jika zi1, z»,...., zn adalah n buah akarnya, dapat ditulis
sebagai:  ay(z—z )(z—z )......... (z— z,)=0, yang  dinamakan
bentuk pemfaktoran suku banyak.

Contoh 2.28:
Sederhanakan:
() z:—2z*—z3+6z—-4=0,
(i) z2+(i—3)z+5-i=0
awab:
() z5—2z%—z3+62—-4=0

z=1] 1 -1 -1 0 6 -4
1 -1 -2 -2 4
z=1]1 -1 -2 -2 4 L0
1 0 -2 -4
z=2 |1 0 -2 -4 L0
2 4 4
1 2 2 I_O_

Sehingga persamaan suku banyak menjadi:
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(z-1)*(z=2)(Z +2z+2)=0

Selanjutnya untuk persamaan: z° +2z+2 =0

_ —24-/4-B
Za5 =T 3
—2+2i .
= : = —'l iz_
Zj_:Z::-l,23=2,Z4=_1+i,25=_1_1

Jadi himpunan penyelesaian: {1, 1,2,-1+1, -1-1 }
(i) z°+(2i—3)z+5-i=10

—(2i—-3)+,/(2i—-3)2—4(5-1)

L2 = 5

—2i+3+,/—12i+5-20+4))  (-2i+3)}/~T5-8i

- -
r =

catatan: —15— 8i= —1+ 4i atau 1 — 4i (pilih salah satu)

—2i+3—1+4  Zi+2

-
rs &

4 = =1+i

—2i4+3+1-4i _ —6itd :
Zz = — =——=2-3i

& &

E. Penyelesaian Soal dan Latihan

1. Jika z1=5+2i dan z2=3 - 2i, maka tentukan: Re(z1), Im

(Zl)/ % + % ’ Z +Z/ % - % s (iJ, 2Zl+3Z3, 721-373+2.
4

2. Tentukan nilai 2 dan b, jika diketahui:
(2a+b) + (a—Db)i= (2 + 3i)*>+ (4 + 5i)
3. Tentukan nilai bilangan real x dan y sehingga:
3x-2iy +ix-2y-8i-3 = x—iy+y +ix+2-5i
4. Jika z = x + yi dan w = 5iz — 2z?, tentukan | WI2 dalam

suku-suku dari x dan y.
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5. Jikazi=1-i,z2=-2+4i, 23 = +/3-2i, hitunglah

setiap bentuk berikut.
T4 T 41 - —
a. | b (Za— Z3° o |ZyZa+ D12,
Z-Z 41
d. |2Zl+3ZZ| e.|2zl—3zz+%| f. ‘21+3z2—4z3
Jawab:
a |Z'_+Zz+1 |l1-i)#(—zan+1
o lzmzmral |[1-i)-(—244041
a 1—1—2+41+1|
1-i+2—4i+1
| 3 |3l OF¥aT +5
" la-sil  l4-sil J#+(-5)2 ie+zs
C|Z+E+1] 3 JEH 3 —~3 —
Jadi, [-——|==x—== —+/41—+41
Z-Z+1l VELTJEH # 41

b. (Za— Z3)*=[(v3-2i) — (V3 +2i)] = (- i)
= (-4y(1)°=-10241, Jadi, (Z3— Z3)5=-10241i
c. 1ZyZ;+ E1Z5)= (1 — (=2 —4i) + (1 + (-2 + 40)|
=|(—6—2i)+ (—6+ 2i)|=|—-12|
=J(—-12)2+ 07=4/144=12.
Jadi, 12,25 + Z1Z5]=12

Jawaban d, e, dan f diserahkan kepada pembaca.
6. Tentukan dan nyatakan secara grafik himpunan semua
nilai z yang memenuhi:
a. |z—3|-lz+3| = 4 b. |z+3+|z-3]=10,
z=2
z+2

C.

awab:

Misalkan:z=x+iy
lz—3]-lz+ 3| =4
|(x +iy) = 3|-I{x +iy) + 3| =4
|(x —3) +iyl-I(x +3) +iy| =4
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y-’(x—3}2+}-‘2—£(x+ 32497 =4 )
o —— T e o
(\.-(x—E}‘+}-") =(4+V-(x+3}‘+}-")
(x =32 +y2=16+8/(x + 3)2+ 2+ ((x +3)2 +»7)
x?—6x+9+y2=16+8,/(x + 3)2 + y2+x? + 6x + 9 + 57
—8/x+3)T+y2=x2+ bx+9+ ¥y —x2 + 6x —9— y? +16

—8J(x+3)* + y/ =12x+16 (kedua ruas dibagi 4)
(-2 +37+37) = (x +49)?

AWx+3)2+ v =9x2 + 24x + 16
4x*+6x+9+y?)=9x2 + 24x + 16

4x% +24x + 36+ 4y =9x2 + 24x + 16

4x? +24x +4y? —9x? — 24x =16-36

—5x +4y=-20 (kedua ruas dibagi -20)

yZ

Diperoleh persamaan T—?:l, yaitu sebuah grafik

hiperbola Pusat (0,0), asimtot: y = + E x=*% %ﬁx, titik puncak
(-2,0) dan (2,0), titik fokus F1(3,0) dan Fi(-3,0) sebagaimana
disajikan pada gambar berikut.

y=5/2

7 y=15/2 \

Gambar 2.16: Grafik |Z-3 |—| Z+3| =4
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a) Carilah bentuk polar dari (1+ 7)(1+ \/51)
b) Gunakan hasil dari a) untuk menentukan

Cos [% nj dan Sin [% nj (George Cain, 1999: 1.7)

Nyatakan dalam bentuk kutub dan rumus Euler
bilangan kompleks:

a =32+ 3WZ  b.-2y3-2 o -3
d. —1++/3i e.—v2—42i f — E:IE —% i
Hitung setiap besaran berikut.
(«E— z‘f (8 Coe &0 Sin 6004 (3 g%:5m)
SR " (2Co=60Cos40)® ¢ 4 a—0ez5m)
3 6 l7[1' ;2;ri é71-1' ’
N [Hﬁf} (2—2z'j @ e e 43
VB3 \242i) B _
v3 (6e* )3 +1
Jawab:
- .4
a—i . . N - )
(ﬁh‘) ,Misal: z1=+3— i; z2=+3+ i

Untuk z1 =+/3 — i

—_ ﬂ _
er=[(3)7+ (-D=V3+1=42=2
P S T
8= tan™! (- ) - 330°
z1=+/3 — i =rcis 8 = 2 cis 330°
Untuk z2=+/3 + i
e, A r—— —
or= [(3)?+ (DI=V3+1=v4=2
6 =tan™! (=) =30°

'\,."E
3 N
z2=4/3+ i =rcis & =2 cis 30°, Sehingga, = E) N (.%)

EL S z
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P o
= (5= ) = (cis (3300 - 307))*

= (cis 300°)4 = cis 1200° = cis 120°
=cos 120° + 1 sin 120° = _% 1 %ﬁﬁi
4 = —
o () = 15 -2 (=430

i - - 4
(8 Coz &0 Sin 6004 fc} [ Sin (50+60) - Sin Leu—su}j}

Cara 1: - = - 5
(2Cos60Cos40)®  (Cos(60+40)+ Cos (60—40))

(4(5in 120 — 5in 0))*
(Cos100+ Cos20)%

_ |I4 [l; VI- D}}r _ I:: «.-'5]4

(B,766)E (0,766)%
16.09] 144
S _30

e
(BCos60Sin60)* (2()23)
. . - - 5
(2C0s60C0s40)* (2 (2) coss0)
(zva)* 1609 144

=— =- =—=320
(Cos40)® (0768)F (45

Cara 2

i 1,5mi Jecizll5 3 .
Iaﬂ—j _ Bets(tfm 3 [cis (1,5 ™+ 0,25 ]
(4 g—nasni) 4:13! 025m 4

; [cis (1,5 (180%) + 0,25 (1802))]
2 [eis (2700 + 45“}]—— [cis 3159]

3

=% [cos 3157 + isin 315°]

—%[1 [2 — —1;"21]—— 'IE—‘\'E
STL

]adl, M 3;‘ (1-1)

-0 :'.5"1:|

I‘\-

Jawaban d, dan e, diserahkan kepada pembaca.
10. Tentukan semua nilai dari:
5_ )/ Y )
a. (\V3—1) b. 23 -2i)* ¢ (4—41)"
b. d (=640 e (23-2)° £ x-9=0



Jawab:

a. Misalkan: z=+43—ior= ﬁJ'lHE}: + (—1)?
=43+ 1=44=2dan
B =tan?! (— %) = 330", Sehingga:
z5=rcis 8] = (43— 1’}1;5
2= [cos(@) + isin (E +; kﬂ)]
= 2: [cos(66° + k.729) + isin(66° + k. 729)]
k=0sz = Zi [cos 667 + isin 667]
k=1 2z, = 25 [cos 1380 + i sin 138°]
k=2 < 25 = 25 [cos 210° + i sin 210°]
k=3 z, = 25 [cos 282° + i sin 282°]
k=4 zg = 25 [cos 354° + i sin 354°]

Jawabanb, ¢, d, e, f diserahkan kepada pembaca.

11. Tentukan setiap akar yang diberikan berikut ini dan
gambarkan letaknya pada bidang kompleks.

1

a. Akar pangkat 4 dari 16, b. (—16\/§ + 16\/51)5
1
c. Akar pangkat 6 dari -27i d. (442 +4425)8

12. Selesaikan persamaan (a) z® +27 =0, (b) z*- V3i=-1.

13. Tentukan akar kuadrat dari:
a. 5-12i, b. 24/3 -2i, . 42 +442]
Jawab:
a. Misalkan: z=5-12i
r=./(5)%+ (—12)2=+/25+ 144 = 4/169 = 13, dan
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Cos8=—; Sinf= _E ; 8= tan'l(——) 2920
Sehmgga z=5-12i=r (Cos & +i Sin 8), karena itu

z12=[r (Cos & +1i Sin &)]'2 atau
VZI=4/13 [cas(g +f Lm) + isin (E +f kﬂ)]

(i) k=02, =4/13 [CGS(E) + is;n (g)] (i)
(i) k=1 Z,=4/13 [ : +:ﬂ) + isin (B +‘2ﬂ)
=4/13 [cns(‘ + *rr) + isin G +*rr)]

=413 [—cus(g) —isin G)] atau

Z2=—V13 [cos(2) +isin (5]

Karena (5-12i) berada di kuadran IV, dan - = z f =146° maka

.

|G

l:I:l

[

(5-12i) mundur ke kuadran II, selan]utnya

ll—cnsﬂ |:|-_i B 13 - 2

. B
Untuk,sm:—ﬂ 2z N z *413.:} *413.:2}

IIT 7
13 VI3
U k E |1+|:DBE| _ |1+i M3+5
ntuk, cos 3 R 413 (2
= _[e__=
413 (2 413 V13
Dari (i) Z; =+/13 CGS(E)+ a’sin@)]
3 o2 -
Zi= 1= «;ﬁ] =-3+2i,juga

3
Zy- T3 |~ +ig| =~ (3+20)=3-2i

Jadi akar kuadrat (5 — 12i) adalah (-3 + 2i) dan (3 — 2i).
Jawaban b dan c diserahkan kepada pembaca.

Dari (ii) Z, = —/13 [{cns(g) +isin G)]

14. Tentukan semua akar dari (1+ z)®=(1—z)°%.
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15. Tentukan semua akar dari fungsi polinomial berikut.
Dz*+z2+1=0,
(i) z*—4z3—z?+16z—12=10,
(i) 25 + 4z* — 423 — 3422 —452-18 =0,

16. Tentukan sisa pembagian dari (x!° + x°> +1) dengan (x2 +2).

17. Tunjukkan bahwa (1 + i) adalah akar dari x°- 2x + 4 =0.

18. Buktikan bahwa (p + qi) dan (p — qi) adalah akar dari
persamaan kuardrat ax2 +bx + ¢ =0, 4, b, dan ceR.

19. Buktikan bahwa luas jajar genjang dengan sisi z1 dan z
adalah | z;x z,|. (No. 41, Murray R. Spiegel, 1991: 24).

20. Buktikan bahwa luas segitiga yang titik-titik sudutnya

s Cl Y 1)
terletak di A(x1, y1), B(x, 12), C(x3, y3) adalah —| x2 ¥2 1]

T\ s 1
(No. 42, Murray R. Spiegel, 1991: 24)

F. Peta Konsep

Peta konsep pada bab II ini, menjelaskan pengertian
bilangan = kompleks melalui pemetaan konsep yang
mengasosiasikan: sistem bilangan kompleks, definisi, operasi
dasar bilangan kompleks, nilai mutlak berikut teoremanya,
daerah irisan kerucut, penyajian bilangan kompleks dalam
bentuk koodinat Cartesian dan koordinat kutub sebagai
pengantar lahirnya Terema De’Moivre pada terapannya dalam
menentukan perkalian, pembagian, dan akar bilangan
kompleks, tafsiran vektor bilangan kompleks, norma bilangan
kompleks, hasil kali titik dan hasil kali silang, serta persamaan
suku banyak. Peta konsep pengertian bilangan kompleks
disajikan pada diagram berikut.
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(1) Sistem Bilangan Kompleks
e Definisi 2.1: “Suatu bilangan
kompleks dinyatakan sebagai
bilangan yang berbentuk (x + iy)
dimana x dan y bilangan real dan
i, yang dinamakan satuan khayal
(imaginary unit) bersifat i =- 1.
e Definisi 2.2:
Kesamaan bil.kom
Dua bilangan kompleks (x1 + iy1)
dan (x2 + iy2) dikatakan sama
jika dan hanya jika x1 = x2 dan
yl =y2.
e Definisi 2.3:
Bil.kompleks sekawan
z=x+iy danz=x-1y
e Teorema 2.1:
Sifat kesamaan. Bil kompleks

(3)
Nilai Mutlak: |z|=x* + .

e Asosiasi nilai mutlak dan
daerah irisan kerucut
‘z+ai‘+‘z—ai‘:b

e Teorema 2.5:
Sifat-sifat nilai mutlak

Bilangan
Kompleks

(2) Operasi Dasar Bil
Kompleks
e Penjumlahan:
71+ 2y = (x1 T x)+ (1 T i
e Pengurangan:
21-2 = (x1- %)+ (71 - ;)i
e Perkalian:
21 2, = (X101 Yo) Hxiya #% )i
e Pembagian:
A _X%+yh (X -Xp).
5 ¥ty Wwn
e Teorema 2.2:
Sifat Field bil. Kompleks

(4) Penyajian Kompleks
o Koordinat Cartesius (X,y)
o Koordinat Kutub (r Cis 0)
X4 Z1.Z)= 1 Iy Cis (91+92)
Zl/Z2: ISV ¥} Cis (91- 92)
z"=r1" Cis (n0)
Zﬁ _4F Cis (e + an)

n

.0

*
0.0

X3

S

5

%

e Bentuk Euler: ¢¢ = Ciso
e Tafsiran Vektor Bil.Kompleks

o

* Penjumlahan: z;,+z,

» Pengurangan: z- z,

* Norma Vektor: 7= W
» Dot Product:

()7, 07, =Re{Z 2}

(i) z 02, = XX + 33

-

o o%e

‘0

D3

1— —

(iii) z, © 2, =5{%Zz+%zz }
¢+ Cross Product

)z, xz, :lm{q %}

(i) z,xz, =X - % )

1— —
(i) z, x z, :E{zl z,+2,z, }

e Persamaan Suku Banyak

G5 +a, = a4t a,.z+a, =0
]

Gambar 2.17. Peta Konsep Bilangan Kompleks
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BAB III
FUNGSI KOMPLEKS

A. Pengertian Fungsi Kompleks

Pembahasan mengenai fungsi kompleks terkait dengan
bidang kompleks. Himpunan bilangan kompleks z adalah
koleksi titik-titik pada bidang z dengan operasi beserta sifat-
sifatnya, fungsi kompleks dapat diturunkan pada domain
tertentu pada bidang z tersebut.

Definisi 3.1

Misalkan D himpunan titik pada bidang z dan fungsi f pada

D adalah aturan yang menetapkan setiap z di dalam D

dengan suatu bilangan kompleks W yang dinamakan nilai

fungsi f di z, dituliskan sebagai W = f (z).

Dari definisi 3.1 di atas, menunjukkan bahwa z adalah
peubah kompleks (complex variable) dan D adalah domain dari
fungsi f. Sedangkan W juga adalah bilangan kompleks yang
dapat dituliskan sebagai W= f(z) =u +iv. Jika u= u(x, y) dan v=
v(x, y) fungsi-fungsi berharga real dari peubah x dan y maka u(x,
y) +iv(x, y) merupakan fungsi dari peubah kompleks, sehingga f
(z) dapat dituliskan sebagai f (z) = u(x, y) + iv(x, y). Perhatikan
pemetaan fungsi kompleks berikut.
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f(2)

ey

iv(x )

Domain fungsi Range fungsi

Gambar 3.1: Pemetaan fungsi kompleks

Domain dari f dinyatakan dengan Df dan f(z) disebut nilai
dari fungsi f atau peta/bayangan dari z oleh f. Sedangkan Range
dari f, dinyatakan dengan Rf, yaitu himpunan setiap z anggota
D.

Contoh 3.1:
Diberikan fungsi-fungsi berikut.
a)w = z2
b)w =2?-2z+3
QQw=z3+z"72

2z+3
B w= Z+1
Contoh a) dan b) adalah fungsi dengan domain seluruh titik
pada bidang z. Sedangkan c) adalah fungsi dengan domain
seluruh titik pada bidang z, kecuali z # 0, begitupula contoh d),
adalah fungsi dengan domain seluruh titik pada bidang z,
kecuali z = +1.
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Definisi 3.2

Misalkan fungsi f dengan domain Df dan fungsi g dengan
domain Dg, maka fungsi komposisi f dan g ditulis g(f(z))
adajika Rf " Dg=# .

Contoh 3.2:

Diberikan fungsi f(z) = 3z+2i dan g (z) = z? + 2z +2 + 3i, tentukan
g(f(2)), dan f(g(2)).
Jawab:
(i) Rf " Dg=# < maka
g(f(z)) = g(3z+2i) = (3z+2i) 2 + 2(32z+2i) +2 +3i
=922 +(12i +6)z + 7i - 2
(ii))Rg N Df =# J maka
f(g(z)) = g(z* + 2z +2 + 3i) = 3(22 + 2z +2 + 3i) +2i
=3z2+6z+11i+6
Dari contoh di atas terlihat bahwa g(f(z)) # f(g(z)) atau
komposisi dua fungsi tidak komutatif.

B. Fungsi Bernilai Tungal dan Banyak

Jika hanya satu nilai w dikaitkan pada setiap nilai z, kita
mengatakan bahwa w adalah suatu fungsi bernilai tunggal dari
z atau f(z) bernilai tunggal. Jika lebih dari satu nilai w dikaitkan
pada setiap nilai z, kita mengatakan bahwa w adalah suatu
fungsi bernilai banyak dari z.

Contoh 3.3:
(i) w = z2 untuk setiap bilangan kompleks Z, maka terdapat
hanya satu nilai dari w. Misalkan diambil z =2 dan z = - 2

maka nilai w adalah:
untuk z=2 = w= Z#=2> =4
untuk z=—2=> w= 7 =(-2)> =4
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Dengan kedua nilai z tersebut memberikan nilai w yang sama,
sehingga w disebut fungsi bernilai tunggal.

(i) w= +/z untuk setiap bilangan kompleks Z, maka terdapat
beberapa nilai dari w. Misalkan diambil untuk z=2 danz =- 2
maka nilai w adalah:

untuk z=2 = w=*+/ z=++/2, sehingga diperoleh:
w= /2 dan w= —+/2.

untuk z=—2= w=t/z=+/-2 , sehingga diperoleh :

w= 2idan w= —21.

Dengan kedua nilai z tersebut memberikan beberapa nilai w
yang berbeda, sehingga w disebut fungsi bernilai banyak.

C. Transformasi
Jika w = u + iv adalah suatu fungsi bernilai tunggal dari z = x
+ iy maka dapat ditulis sebagai w = u + iv = f(x + iy) = f(z).

u=u

Sehingga w = f(z) = u + iv, dimana { (x7) adalah suatu
v=vxy)

transformasi dari suatu titik (x, y) yang diberikan pada bidang z

yang diasosiasikan ke suatu titik (1, v) pada bidang w.
Contoh 3.4:

Misalkan w = z2, untuk bilangan kompleks z = x + iy maka w = (x

+ dy)? = x2 - y» + 2ixy, yang terdiri dari fungsi
u=ulx,y) = (x> —y?) dan v = v(x,y) = 2xy. Sebagai ilustrasi,
untuk tittkk PGB, 2) pada bidang z  maka
u=ulx,y) =x*—y?)=32-22 =5, dan

v = v(x,y) = 2.3.2 = 12, sehingga titik P’(5, 12) terletak pada
bidang w. Begitupula titik Q (-1, -2) di bidang z menjadi Q’(-3, 4)
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di bidang w. Secara visual transformasi titik P ke P” dan Q ke QO’,
diperlihatkan pada grafik berikut.

y‘[ ‘Y/_\
12 .
Bidang z 0 PG, 125)
1 Bidang w
1 Q3.4 |
- . .......................... 4 4
2 »P(3,2)
0_ ' > x .; u
1] 123 3 0 5
6 Q(-1,-2)

Gambar 3.2: Transformasi titik P dan Q ke P’ dan Q'

Dari contoh 3.4 terlihat bahwa:

(i) Jika z = x + iy maka:
f@)=2"=(x+iy)>=x>—y* + 2xyi,
berarti u = (x* —y?) dan v = 2xy.

(ii) Jika z =r cis a maka:

f(z)=2z*=(rcis a)?
= (r (cosa + 1 sina)) 2
= r?(cos?a - sin’«x) + i (2sina cosa)
= 12(cos’a — 1+ cos?at) + 1 (2sina cosa)
=r2(2cos?a — 1) +1 (2sina cosx)
=12(2cos?a — 1) +1 (sin 2ax)
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berarti u = r?(2cos?a- 1) dan v =sin2«

Contoh 3.5: (No. 4, Murray R. Spiegel, 1991: 47).
Jika c1 dan c2 adalah konstanta real, tentukan himpunan semua
titik di bidang z yang dipetakan ke dalam garis (a) u =c1, (b) v =
c2 dalam bidang w oleh fungsi pemetaan w = z2. Berikan
ilustrasinya dengan melihat kasus c1=2, 4, -2, -4 dan c2=2, 4, -2, -
4.
Jawab:
Dari contoh 3.4 telah diperoleh bahwa w = x2 — y? + 2xyi, sehingga
u=(x*—v?) dan v = 2xy. Maka grafik u = c1 dan v = > dalam
bidang w berturut-turut dikaitkan dengan hiperbola x2 — 12 = a1
dan 2xy = 2 dalam bidang z. Dengan demikian bahwa untuk
u =¢y, terdapat empat buah persamaan hiperbola, yaitu:
()x?—y*=2, (i) ¥*—y*=4, (i) x*—y*=-2, dan (iv)
x? —y* =—4  Begitupulan untuk v = ¢, diperoleh empat
persamaan: (i) 2xy =2, (ii) Zxy =4, (iii) 2xy = -2, dan (iv)
2xy = —4.
Transformasi titik dari bidang z ke bidang w seperti terlihat pada
Gambear berikut.

2xy=-4 2xy
2xy——2\ 2xy‘7 X V=4
\ a
A D,
E

B(-2,2) G(2,2)

\ny:-4 E(2-2) F2.2)
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Gambar 3.3: Bidang-z Gambear 3.4: Bidang-w

N

D. Fungsi Elementer

Fungsi elementer adalah fungsi dasar dalam bilangan
kompleks. Fungsi elementer yang akan diperkenalkan meliputi
fungsi suku banyak, fungsi rasional aljabar, fungsi eksponen,
fungsi trigonometri, fungsi hiperbolik, fungsi logaritma, invers
fungsi trigonometri, invers fungsi hiperbolik, dan fungsi aljabar
dan transenden.

1. Fungsi Suku Banyak

Sebagaimana persamaan suku banyak yang telah
dibahas pada bab II. Fungsi suku banyak didefinisikan
sebagai polinom :P(z) = apz"+az" 1+ -+ a,1z+a, =w,
dengan a;, = 0, ay, ..., a, konstanta kompleks dan » bilangan
bulat positif yang dinamakan derajat suku banyak P(z).

Transformasi w =az +b disebut transformasi linear.
Misalkan diberikan Teorema Deret Geometri, yaitu:

a1 _aos™(1-2)"  aesn(1-2)"

S, =

-y !
P

e l—z‘ﬁ
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=t—1 o
catatan: —— % 1, maka
o

Sp=apz"—apz™ ..+ ag
S,=az+b

2. Fungsi Rasional Aljabar

Fungsi rasional aljabar didefinisikan sebagai:
__ Ei=)
"ol
misalkan P(z) = agz™+ a;z" 1+ -+ a, dan
Q(z) = cpz"+ 2" 1 +--+ @, maka

. @ _ gpztta, s tay

T piz) T epraa.stiteday
W= :::, ad — bc # 0 adalah suatu transformasi linear atau
dinamakan transformasi bilinier.

w , P(z) dan Q(z) adalah suku banyak, atau polinom

untuk kasus khusus diperoleh

3. Fungsi Eksponen

Misalkan peubah bebas z =x +yi, maka e”=e**v, oleh
deret Maclaurin diperoleh e Y = cos y + i sin y. Dengan
demikian ez = ex*yi =e?=e*(cosy +isiny). Bentuk eksponen ini
disebut fungsi eksponen kompleks. Dari fungsi eksponen ini,
segera kita melihat bahwa apabila y =0 maka e”=e* yang
merupakan fungsi eksponen real. Selanjutnya jika x = 0
diperoleh e = ey =cosy +isiny yang dikenal sebagai rumus
Euler.

Beberapa teorema dapat diturunkan langsung dari sifat-sifat
fungsi eksponen.
Teorema 3.1

(a) e #0

(b) e =1
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(C) ezl ez2 — ezl +2z2
1

(]
(d) 7 — ezl- z2
€

(e) e =¢"

(f) e =e**2k7i dengan k bilangan bulat

(g) Jika z=x+1iy, maka ‘ ez‘ =eX arg (e?) =y
Bukti teorema no (a): e #0
Jika z=x+iy dan andaikan e? =0, maka excosy +ie*siny =0,
berarti e<cos y =0 dan exsin y = 0. Dari fungsi real telah
diketahui bahwa ex > 0, maka haruslah cos y =0 dan siny =0.
Tidak ada nilai y yang bersamaan memenuhi kedua persamaan

tersebut. Berarti tidak ada e* = 0. Jadi pengandaian salah, maka
yang benar e? # 0.

Bukti teorema no (b): e’ =1

Berarti jikaz=x+iy=0 < x =0 dan y=0
e"li=¢el(cos0+isin0)=1(1+0)=1

Bukti teorema no (c): e”1*72 = e?! 22
Misalkan zi=x1+iy1 dan zz=xz+iy2

e”! = exl (cos y1 +1i sin y1) dan e?2 = e (cos y2 + i sin y2)
menurut sifat perkalian dua bilangan kompleks dalam bentuk
polar:
gS1g%z = (Exa_+i_}'a_}(exz+i_}'1}
e¥ie®z = g*1(cosyy +isinyy Je*z(cosy, +isiny,)
gfig® = g¥icizyy .e¥icis
e¥ie®z = g¥1e¥zcis(yy + ;)
e¥ie®z = g¥1 ¥acig(yy + ;)
e512%2 = gF % (cos (y1 + y2) + isin (v1 + v2))
gf1p8z — ES'—+35

Bukti teorema no(d): (dengan analisis seperti no c)

63



g¥s  e¥ti e¥icpsyy +isinyy)

e®z  e¥2tz  e¥2{cosy, + isiny;)

gfr  pg¥:

g% gtz cisyy —y2) = e *2cis(yy — y2)
1 (x1—x2) .. -
e e ¥17*2(cos (y1 - y2)+isin (y1 - y2)) = e*17%2

Bukti teorema no(e): e’ = &”

Misalkan z=x+iy maka Z=x - iy
e’ =¢e""=e"(cos(—y)+ isin(—y))

=¢e"(cosy —rsin y)= ¢’

Bukti teorema no(f): e* =e**2k71i dengan k bilangan bulat
Misalkan z=x+iy maka e?*2k7i = ex+(y+2k/)i
=eX(cos (y+2km)+isin(y+2krx))
=e*(cosy+isiny)=ez
Ini menunjukkan bahwa fungsi ¢ memiliki periode 2k m.
Bukti teorema no(g):

Jika z=x+1iy, maka ‘ ez‘ =ex dana=arg (e?) =y

Dari bentuk polar bilangan kompleks diketahui bahwa:
e?=ex(cosy +isiny)=r eV, maka

_ X

eZ

e* (cosy+isinyi= ¢*|| cos y +isiny|

Jcos’y +sin’y = *J1 =c'e, jelasarg (e7) =y.

Persamaan Eksponen

eX

Contoh 3.6:
Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan (a) e* = -1i, dan (b)
e (Bz-1) = 1
[awab (a): e* =-1i

Misalkan z=x +1iy
ex(cosy+isiny)=-i=0-i, maka
excosy=0........... (i) dan exsiny =-1 ............... (ii)
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persamaan (i): excos y =0 diketahui bahwa ex# 0 jadi cosy =0

= cos % &y = %+ krr , k bilangan bulat. Selanjutnya vy

% + kr disubtitusi ke persamaan (ii), sehingga diperoleh ex =

- 1 (kedua ruas dikuadratkan) < (ex)? =1 < e = + 1, jawaban
yang memenuhi adalah ex = 1 < x=0. Selanjutnya untuk x
=0 pada (ii) diperoleh:

siny =-1= —% =2 =-% + k7, k bilangan bulat. Dari dua

nilai y yang diperoleh, yang memenuhi y = - %+ kr |, k
bilangan bulat. Sehingga nilai z yang memenuhi persamaan
adalah z =x +yi =0+i (- %-I—](IZ’): (- %+k7r)i, k bilangan

bulat.
awab (b): e(3>-D =1
Misalkan z=x+iy < 3z-1 =(3x-1) + 3yi
e>-1(is 3y = 1+0i=e! (cos 0 + i sin 0)
e¥-1(cos 3y +1isin 3y) =e! (cos 0 +1i sin 0)
Dengan menggunakan kesamaan dua bilangan kompleks dalam
bentuk polar, diperoleh:
ex-l=el ... (i)

cos 3y =cos(0 dan sin3y =sin0........... (ii)

Dari(i)e>*-1=el & 3x-1=1< x = —.
3
2
Dari (ii) cos3y =cos0 < 3y= 2kry= Ekﬂ dan sin 3y =

2
sin 0, & 3y = 2kneo y = Ek”’ k bilangan bulat akan
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memenuhi kedua persamaan tersebut. Maka nilai z yang
2
memenuhi persamaan adalah adalah z =x +yi = §+§kﬂ' i, k

bilangan bulat.

4. Fungsi Logaritma

Pembahasan mengenai fungsi logaritma bertujuan untuk
mempelajari sebanyak mungkin sifat-sifat logaritma yang kita
sudah kenal dengan baik pada sistem bilangan real dan
mengembangkannya ke dalam fungsi logaritma kompleks.
Definisi 3.3:
Misalkan bilangan kompleks z =r e’ dengan r = nilai mutlak z
dan 0= argumen z. Fungsi logaritma dengan peubah kompleks
z dinyatakan sebaga log z = log (ré”) =logr+if, r>0. Jikaz
realmakalogz =Inz=Inr+ifdengan r>0.

Berdasarkan sifat-sifat logaritma real yang dimiliki oleh log
z, kita mendapatkan bahwa: log z = In |Z| + 16 untuk z # 0.

Persamaan ini adalah representasi yang sangat baik untuk suatu
definisi logaritma bilangan kompleks.

Apabila@merupakan sudut atau argumen utama dari z,
pada kisaran —27< @ < 27 maka z = r? " "

bilangan bulat (9, +1, £2, £3, +4....... ) atau
Inz=Inr+i(@+2kr)

untukk=0 = Inz=Inr+ié@
untukk=1 = Inz=Inr+i(6+2x)
untukk=2 = Inz=Inr+i(68+4x) dst.

Dengan demikian In z merupakan fungsi yang bernilai
banyak, khusus untuk k = 0, maka In z = In r + 16 disebut

dengan k

sebagai harga utama dari In z.
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Teorema 3.2:

1) =z

2) In e'=2z

3) Inzi+Inz =In (z1 22)

4) Inzi-Inzz = In (i]
4

5) Inz» =nlnz, n=0, 1, 2, 3,.....
Bukti: 1) dan 2)

1) =z

Misalkan w =1n z, maka

e == = " ¢’=re’=z (karenaz=re")
Jadi e"=z ............ (1)

Misalkan e”=w maka
Inw=In e’=In " =In & +In ¢V

=X +i(y+ 2kr) =(x+iy)+i2kr =z +i2kr
Untuk k=0 = Inw=z ........ (ii)

Dari (i) diperoleh e"=z, sedangkan w = In z, maka &’

=Z.
Dari (ii) In w = z, sedangkan e”=w, maka In ¢”=z. Sehingga
1) €7 = z,dan2) In e”=z (terbukti).
Bukti 3:
Misalkan z1 =11 € dan z2=r2¢®
Inzi+Inz=Int1e” +Inr2e®
=Inni+Inr2+In €% +In ¢*
=In (rir2) +1n (e? &%)
=1In ((rir2)(€? %))
=In (1 e”)(r2e¢”) =Inri+Inr: +i(6,+6,),
=In(r1.r) +i(6,+6,) =Inz1 2

Silahkan buktikan no. 4 dan 5.
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Dengan demikian fungsi logaritma dan fungsi ekponensial
merupakan dua fungsi yang saling invers (yang satu merupakan
invers dari yang lain).

Contoh 3.7:
Nyatakan logaritma berikut dalam bentuk x + yi
a. log (ei) c. 36-1
b. log (2-2iz)3 d. (2+2i)t-i
awab:

c. Misalkan z=ei=0 +ei, maka (2 +2i)!-i

a. O=arctan €= arctanco =2 4 247
0 2
. . T . T .
Jadilog (ei) =Ine+ (E +2km)i=1+ (5 +2k7)i.
b. log (2-2iz)3 = 3 log (2-2iz), diperoleh =22, = _%

=3 (In 2\/§+%1)=31n 2\/§+%7r1'

c. Gunakan sifat a® = e?"?, sehingga:
3(3—1) — 6(3 —17)In3 — 6(3 — 1) (In3+12kr) — e31n3—21<7r—1(ln3+21<7r)

— e31n3—2k;r.e—i(ln3+2k;z)= 631n3—21(7r CI:S'((—ln 3 _ 2]0[)1)
_ e31n3—21gr(cos (—In3—2kz) + isin (~In3 — 2/(7[))
d. Gunakan sifat a® = e, sehingga:

~ ~ (-1 (In2v2+%4)
(2+21)(1 1) — e(l 1) In(2+21) —e 4

(1- 1) (In22+%4) Eamn2v2)  E-m242)i
=e =t et

= 4.2 (cis (% ~In 2\/5)1')
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= 2\/5.6% (cos (% ~In2+/2) + 7sin (% ~In 2«5))

Contoh 3.8:
Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan berikut:
a. 10gz=%1’ b.logz=1+ 71 c. &M=-3

awab:

a. logz= %I’, misalkan z = re”” maka,
logz=Inr+i6 =O+ZI.Karena1tu Inr=0er=1

dan @ = % Sehingga untuk z= re”,

Jadiz=1. I‘6‘T= cos Z+isin Z= l\/i +l\/51'
4 4 2 2
b.logz=1+ 71 (serupa dengan b)
logz=Inr+i60 =1+ 71, diperolehlnr=1<r=e,
dan @ = 7. Jadiz= re”= ee™'= eciswi
z=e(cosr+1isinz) = e(—1+0) =—e
c. €' = -3, dengan mengambil logaritma kedua ruas:
log(¢*")=log (~3), maka 2z+1=1In3+ (rt+ 2km) i
z=Y% (In 3 -1+ (1t + 2km) i)

5. Fungsi Trigonometri

Berdasarkan penurunan rumus Euler diperoleh bahwa

e —cosz+isinz dan e =cosz —isinz.

menjumlahkan dan mengurangkan kedua rumus tersebut.

Dengan
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Kurangkan: Tambahkan:
g¥ = cosz+isinz g =cosz+isinz
g ¥ =cosz —isinz g ¥ =cosz —isinz
glf — g7 =Qiginz ef+e ¥ =2 cosz
Sehingga: Sehingga:
Ez’z _ E—iz Ez’z + e—iz
snz=——7— oSz = ——
21 2

Dari proses di atas, diperoleh beberapa definisi
trigonometri berikut.

Definisi 3.4
. Elz — E—lz Eiz + E—z’z
sinz =—-o—, €0SZ =————
1 1 2
secz = =— — = — _
COSZ EEZ + E—EE EEE’ + E—EZ
2
1 1 2i
cscz = ginz gif—pg-ig " giz _ g—i=
2i
Ez'z_ e—iz
sinz T 3; gif —egTiF
tanz = =— — = — —
cosz e¥+eTE j(eF +eTiE)
2
Ez’z+ E—z’z
cosz  — 5 i(eF+etF)
M= nz  er—e = g _e =
2i

Teorema 3.3

fungsi

Sifat-sifat yang sudah dikenal dalam fungsi trigonometri
bilangan real juga berlaku untuk fungsi trogonometri kompleks.
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1) sin z+ cos?z =1

2) 1+ tan’z =sec’z
3) 1+ cot’z =esc?z
4) sin(—z) = —sinz

5) cos(—z) =cosz
6) tan(—z) = —tanz
7) sin(z; + z,) = sin zy cosz; + cosz; sin z,
8) cos(z; + z;) = cosz; cosz, + sin z sin z;
tans; + tanzg
+ n) = =
9) tan (zl - Z‘_) 14tan =z, tanzq

10) sin2z=2sin z cos z
11) cos 2z =2cos?z-1=1 - 2sin?z

Bukti:
1) Diketahui:

. slf—g—iz slf 4o~z
sinz=———— dan cosz=——

r =

Ez’s_ E—z’z z Ezz ) —iz
sin? z + coslz = _ +
2i
(EEEE _ Zel} + E—Eiz)+( ;zz + 2& + e ;zz)
—4

_E,Eiz + 2 — E—Eiz+ Eziz + 2+ e —2ig 1
B 4 _4_ '

sin®z+ cos?z=1 (Terbukti)

EIl'.E.'_EI—I'.E

2) Diketahui: tanz = o maka
iz o 2
L tanz = 14 (50)
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glf — 2g0 + g7

—1( 2 + 260 + g—2iF)

1+tan‘z =1+

14t . Eﬂiz + 24 E—Eiz EE:’H — 24 E—Eiz
n<z = = — — — —
(edz + 24 E—;zz} (Edz + 24 E—;zz}
: 4 2 z :
1 +tan Z_Ez"-z+2+a‘5':z_(a':z+a":z) T seetz
. terbukti

3) 1+ cotz =csc’z

1+ i(eZ+e ) (i eZ 4+ )
ELZ_E—LE' gle —g—1LF
—1(s*E 2% +573)
g2lf — 20+ 5302

1+ cot?z

1+c0t22=1+(

;zz — 24z —2iz Ziz + 2 + E—Ez’z
;zz — 24+ Ziz ‘zz — 24+ 2iz

—4 (20)2
gliz _ 9 4 g-2iz = (g — g—i2)2

2i - Y
prepmpe ) B

. gllZlagil-2)  glE_gr  _[gf_g iz .
4) sin{—z) = — =— = :I:—smz
.y &E £E
gll-Zlgg=il=z]  g-izg .z 74—z
5) cos(—z) = - =———=———=rcosz
gil—2) _ g=i(-2) R (52 o)
6) tanl—z) = — —— = = —— .
) ( } E-l__au_—zj_|.9—u_—zj:| E-|__E—Lz+9|z:| E'|__ELZ.|.E—LZ:|
=tan z
) gllZa+zgl _ —i(za+2g) glfs glfg _ o—Fy o —iFy
ginizy +2,) = =
7) sin(z, +z;) 2 2i
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(cosz; +isinz; )(cosz, + isinz,) — (cosz; —isinz)(cosz, —isinz,)
Bl 2i

(cosz; cosz; +icosz; sinz; +isinz; cosz, +i%sinz; sinz;)

2i
(cosz; cosz; —isinz,cosz; —isinz, cosz, +i%sinz, sinz,)
2i
. 2isinz;coszy + 2isinzy cosz;
sin(zy; +z;) = 5
i

sin(z; + z;) = sinz; cosz; + sin z; cosz;
sin(z; + z;) = sin z; cosz; + cosz; sin z;

Dengan cara sama untuk:
sin(zy — z,) = sinz, cosz; — cosz; sin z;

Ei':za_—zz} _ E—i':za_—zz}

sin(z; —z;) =

2i
EEE“ E_ESE _ E_E..E'-_ Eizﬂ
Siﬂ(2-'1 - Zz} = X
2i
(coszy +isinz; )(cosz, — isinz,) — (coszy —isinz;)(cosz, +isinz,)
2i i
(cosz; cosz, —icosz; sinz, + isinz; cosz, —i?sin z; sinz,)
2i i
(cosz; cosz; +isinz;cosz, —isinz; cosz; —i%sinz; sinz;)
2i
. —2isinz,cosz + 2isinz cosz,
sin(z; —z,) = :
2i
sin(z; —z;) = —sinz, cosz;, +sinz, cosz;

sin(z; —z,) = sin z; cosz, — cosz sin z,
cos(z; + 2,) = cosz,; cosz, — sin z sin 2,
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glfs g g—tlEs+2g)

8) cos(zy +z;) =

Ez’z-_ez'zz + E—iz-_e—izz
2
(cosz; +isinz; )(cosz; + isinz,) + (cosz; —isinz)(cosz, —isinz;)
2
(cosz, cosz; + isinz;cosz, + isinz; cosz; + i?sin z; sinz;)
2 -
(cosz, cosz, —isinz, cosz; —isinz cosz, +i%sinz, sinz,)
2-'-|
2coszcosz; + 2i“sinz; sinz,
2

cos(z, + z;) = cosz; cosz; — sin z; sin 2,

cos(zy +2,) =

cos(zy +z,) =

Dengan cara sama untuk:
cos(z; — 2;) = cosz,; cosz, + sin z sin z,
EEIEJ_E_E.EZ + E—iza_eizg_

2

cos(z; —z;) =

(cosz; +isinz, )(cosz; + isinz,) + (coszy —isinz )(cosz; +isinz,)

2
(cosz; cosz; —isinz,coszy + isinz;, cosz, — i%sinz; sinz;)
2 o
N (cosz; cosz, +isinz, cosz, —isinz; cosz, — i?sin z; sinz,)
2

2cosz;co5z; + 25inz; sin =,

2
cos(z, + z;) = cosz; cosz; + sin z; sin 2,

cos(zy —z;) =

9) tEI.Il(Zl +z:} _ tanz,;ttan =g

1-tanz, tan =g
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Ei (=Zt=q) _ e —ilz. 4=

tan(zl + 22} = 1(EE'~3‘—+3"‘-} + E—fl__g._-fzz}}

Eiz-_eiz;._ _ E—iza_e—izg_

tan(z;, +z,) = (etie 1 o g i)

(cosz, +isinz;)(cosz; +isinz,;) —(cosz, —isinz ){cosz; — isinz;)

" i[(cosz; +isinz,)(cosz, +isinz,) + (cosz; —isinz;)(cosz, —isinz,)]

2icoszy sinzy + 2isin 7 cosz,
tan(z; +z;) = — —
i(2 cosz, cosz, + 2isinz isinz,)

2i(cosz, sinz, + sinz; cosz,)

taniz, +=z;) =
(2 +22) 2i(cosz, cosz; — sinz; sinz;)

sin z; cosz; + cosz; sinz,

tan(z; +z;) = ; ,
COS Zy COSZy — Sin 24 Sin 2z,

COEZ;COESg

Kalikan dengan:

COEZ;COESg

sinzy cosz; +coszysinz,
COSZy COSZq

COSZy COSZ; — 5in zq 5in 25
COSZy COSZg

tan(z, +z;) =

5inz c0s5z; | COSZq Sinzy
COSZy COSZs COSZ; COSZg
~ Co0sz COSZ, SNz SN Z,
COSZ; COSZ; COSZ; COSZs

tan z; + tan =,
1—tanz; tanz,

tan(z; +z;)

tan(z, +z,) =

Dengan cara sama untuk:

tanz; —tan =,
1+tanz; tanz,

tan(z; —z;) =

gl (Za—2q) _ E—i':z-_—s-ﬁ'

tﬂn(zl - 32} = I(EELH;—HQ + E—il__g._—gz}}
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Eiz-_e—izg_ _ E—iza_eizg_

= i(giF1g 152 4 g 1Z1gin)

tan(z, —z;)

(cosz, +isinz)(cosz; —isinz,) — (cosz; —isinzy)(cosz; + isinz;)
" i[(cosz, +isinz)(cosz, —isinz,) + (coszy —isinz;)(cosz, +isinz,)]

—2icoszysinz, + 2isinzy cosz,

tanizy —z.) =
(2 —z2) i(2 cosz, cosz, — 2isinz isinz,)

2i(sin z; cosz, — cosz; sin z;)
2i(cosz, cosz; + sinz; sinz;)

tan(z; —z;)

COEZiCOESg

Kalikan dengan:
COEZ4COESg

sinz cosz; cos5Zq sinzg
_ COSZ; COSZ; COSZp COSZg

tanizy — =22 = . :

(z 2) COSZy COSZ; | SInZ; sinz;
COSZy COSZ; COSZp COSZ;
tanz; —tan =,

tan(z; — z;)

" 1+tanz tanz,

Pembuktian 9) dan 10) diserahkan kepada pembaca.

6. Fungsi Hiperbolik

Fungsi hiperbolik diturunkan sebagai kombinasi dari fungsi

trigonometri.
Definisi 3.5:
) gf—g~% et +e ¥
sinhz = —— coshz=——
2 2
1 Z 1 2
sechz = =— cschz = =—
cosh z ok - sinhz ef—g %
sinhz egf—g~% coshz ¥ +e™%
tanhz = = cothz == =
coshz ef4e % sinhz af—pg—E
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Selanjutnya, kita mempelajari hubungan antara fungsi
trigonometri dan fungsi hiperbolik melalui pembuktian teorema
berikut.

Teorema 3.4:
Hubungan antara fungsi trigonometri dan hiperbolik:

siniz =isinhz, «cosiz=coshz, taniz=itanhz
sinhiz=isinz, coshiz=rcosz, tanhiz=itanz.

Bukti:
1) siniz = i sinh z, dengan menerapkan fungsi sinus

trigonometri diperoleh:
L gl _ —I[E)  —F_ Z) —F_ %
siniz = — = =T
) &t )

e E—8t fef-e " o,
=—1( — :]=1( — )=151nhz

2) cosiz = coshz, dengan menerapkan fungsi kosinus

trigonometri diperoleh:
gl(E) g g~ WiE) 524 g7) T4 g7
Cosiz = = =———=coshz

3 L]
r r r

Bukti lain dapat dilakukan melalui akibat dari teorema 3.4

berikut ini:

Teorema 3.5:
Jika z = x + iy maka:
sin z = sin (x+iy) = sin x cosh y+1i cos x sinh y
COs z = cos (x+iy) = cos x xosh y - i sin x sinh y
sinh z = sinh x cos y + 1 cosh x sin y
cosh z = cosh x cos y +isinh x sin y

= W N =
N N N N’

1 et in ifaedins
Bukti: 1) sin z = sin(x+iy) = 7. (eilxti) — gmilxtiz)y
1 E}'E—ix
i

=i (Eix—}'_ E—ix+_}'}=i E—}'Eix P
2i i 2

2
s &

1
=5 e ¥(cosx +isinx) — % e¥(cosx —i 5inx)
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1 1
=— (e ¥ —e¥)rosx+i— (e ¥ +e¥)sinx
21 2i

1 1
=—(e¥+e ¥)sinx+ —.-(e7¥ —e¥)cosx
2 21

1 1
= sinxi(e}' +e7¥)— 1’5 (e ¥ — &¥)rosx
. 1
= coshysinx + 15(53’ — e ¥)cosx
. 5in z = sin x coshy + i cos x sinh y {terbukti).
1 S pins il ek ind

Bukti: 2) cosz = cos (xHy) == (e/¥+0) 4 gmilx+i))
=E (Ez’x—y + E—z‘:r+}'} =E E—}'Ez‘x + E E}'E—z‘x

‘1 - - 1 - -
=3 e ¥(cosx +isinx) + Ee} (cosx —isinx)

1 1
=3 (e¥ + e ¥)cosx + iE (™Y — e¥)sinx

1 1
=3 (e¥ + e ¥)cosx — 1’5 (e¥ —e¥)sinx
. cosz = cosxcoshy —isinxsinhy (terbukti).

Pada trigonometri berlaku sifat bahwa:
sin z = sin (x+iy) = sin x cos(iy) + cos x sin (iy) ....... (i)
cos z = cos (x+iy) = cos x cos (iy) - sin x sin (iy)...... (ii)
Akibat dari (i) dan (ii): sin (iy) =i sinh y dan cos (iy) = cosh y.
Karena itu juga berlaku untuk: siniz=isinhz, dan
cosiz = coshz. .
Bukti: 3) sinh z = sinh (x+iy) == (elx¥ir) _ gl-x-07)y
1 S S -
=-g¥eV —— g %™
1 1
=3 e*(cosy + i siny) — 3 e *(cosy — i siny)
1

1
=3 (e* —e™*)cosy +i. E(EI + e *)siny

= sinhx cosy + icoshxsiny.

78



1 . (eiin [—xmin
Bukti: 4) cosh z = cosh (x+iy) == (e (x+i) 4 gl-x—ir)y
=} Exei}'-l-i E—xe—i}'

1 1

=3 e*(cosy + i siny) + 3 e"*(cosy — i siny)
1 1

=3 (e* + e ™ )cosy +i. E(EI — e *)siny

= coshxcosy +isinhx sin y.

Berdasarkan hubungan tersebut dapat diperlihatkan definisi

fungsi sinus dan kosinus hiperbolik berikut.
Z E—Z’ EZ +a -2
dan coshz =

= =
s =

. . . .. e . Einiz . .
(i) Diketahui: siniz =isinhz, maka sinhz = — dari fungsi

. g
sinhz =

gf—g—iz
maka

sinus trigonometri diperoleh: sinz =
i Pr_ -i%z -z_ .= E_ -E

. Elniz g g g "—F g — g .
sinhz =——= = = —— . terbukti

i 2i 2

s s

(ii) Diketahui: cosiz = coshz, dari fungsi kosinus trigonometri
. olf 4 o~ 1F
diperoleh: cosz=———maka coshz =

iZz —iZz e = = -z
. g +a g "+ g g+ & .
cosiz = - =————= ——— . terbukti.

Beradasarkan fungsi sinus dan kosinus hiperbolik tersebut

menjadi dasar penurunan definisi fungsi hiperbolik lainnya,

misalnya tanh z berikut ini.

ginhz gt —a~%

tanhz = =
coshz e+ %
. L. gf—g % gt +g ¢
Diketahui: sinhz =———, coshz = ——
- g% . -
EZ -

-8
tanhz =z == g

Iz

4

Teorema 3.6:
Sifat berikut ini berlaku:
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a.cosh®’z — sinh®z = 1 b.1—tanh’z = sec’z
c.coth’z — 1 = cosh?z d. sinh(—z) = —sinhz
e.cosh{—z) = coshz f.tanh(—z) = —tanhz
g. sinh (z; + z,) = sinh z, coshz, + coshz, sinh z,
h. cosh (z; + z;) = coshz, coshz, + sinh z; sinh z,
}: tanh =z, + tanhz=,

i.tanh {z4 + 2z,
( 1 “ 1+tanhz, tanhz,

Bukti:
(a) cosh?z—sinh’z=1

. . . gf—ag % g+ 2
Diketahui: sinhz = , coshz =

[]
b

Bukti ruas kiri:

T 2y 2 z_ -, 2
a . 7 g° +a g°— g
coshz— sinh<z = ( ) —( )

- -
r &

(e +245™ )~ (g2F—245~ %)
== - =1
4
« terbulcti

(b)1 — tanh?z = sec’z

Bukti ruas kiri:
z_ 2
1—tn1’.r1h‘z=1—(EI : )
af 45— %
g —24+g— 2=

g +24g— 2
e e b B
g2f+3+57 2%

4 2 2 ,
= = =5eCc“zZ
g+ 24 IE (az+a‘z)

(c)coth’z—1 = csch®z
Bukti ruas kiri:
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coth?’z—1 = (coth z){coth z) — 1

e +e =y jef e =
- g —e Fl\pgf —p™= -1

(ezz +e?+e0 + 6‘23)

EZE _ E'} _ E'} + E—Ez
e+ 2+e %=
(T)_ !
e +2+e72F gE_24e2=
e2F — ) y g 2F gl5 _) 4 g 23

e )
- (Ez _ E—z}: - g% — g~ =

karena ——— = cschz, maka
EE —e =

coth?z—1 = csch®z -~ terbukti

(d) sinh(—z) = —sinhz

gf—g~ %

Diketahui: sinhz = maka

-z_ % S aE_ o—F
sinh(—z) = = - = = (E ,'E ) = —sinh z - terbukti

(f) sinh{z; + z,) = sinh z; coshz, + coshz, sinhz,

glZatEn)_ g~ (Za+27)

Bukti: sinh(z, +z;) =

-
.

glZatzs) _ p—(2atza) 29 2€|:34_+31} _ ze—l:za_+zg,}

2 2 4
gfigfr 4 gfipfs — pTERipT — gTEpT R
- 4
Dilakukan manipulasi aljabar pada pembilang;:
gfig®r 4 gL —pTFLlpT R — pTELpT R =
gfigfr 4 plipfs — pTE1pTI1 — pTB1pTE | pS1pTin
gfigT % 4 g7 FLgf — g FLpT
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gfrefr4afig iz —g T1gfr g~ F1g %2

= +
4
gfigfz — gfigT i 4 pTRipTr — pT TR
4

(ez‘— - e‘z‘—) (ezﬂ + e‘zﬂ) 4 (eg‘— + e‘z‘—) (ezﬂ - e‘zﬂ)
2 2 2 2

= sinh z; coshz; + coshz; sinh z; - terbulti

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan:
sinh(z; — z;) = sinh z; coshz, — cosh z; sinhz,

(g) cosh(zy + z;) = cosh zy coshz, — sinhz, sinhz,

glE1+E1) g o~ (B +27)

Bukti: cosh(z, + z,) =

glZatTgly o —(Za+2a) 25 Fa+2g) g o~ (Fa+27)

Ba | B2

2 4
E(z-_+z,,} + El:z-_+z;.,} + E—l:z-_+zg,} 1 e—':za_+z,,}
4
gfigfi 4 gfigTs 4 g FlgT T2 4 g FLgT R
4
Dilakukan manipulasi aljabar pada pembilang;:

gfig®r + gfigT 2 L g TgTr L g7 T

- ( 4 ) *
eflpgfl —pflp 2 — p i@l { a7

( ; )

- (=) (=) ) )
= coshzy +coshz; +sinhz sinhz, - terbukti

. he+ R
(1) tanh(zl+zz}= tanh z,ttankag

1t+taenh =, tanh Eq
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e m—Fe—En e - T o W I |
e - — - - ST S 4+ & - LT s 4 -
_E = LLE g Ting T & )
gT1tTr 4 g7F17 8 2 (g% 4 g F (g% + g7 72)
2(&3‘—+35‘- — g EiTER I gZatEe E—za_—zrzj

R A T A
£+ &8 "*NEg=“TE <)
57T Z. 75 —E.—E;7 | 5—F:i-5g 1L nii % ~E:-% —5.TZ =5, TZ
EHTEL 4 pStTEL 4 TRl TR 4 g BT — gRITRI 4 TR — TR
i T T T T )
\EET E TLRETETE TR
\E rE AE rE !
=, B TR - —__ oo, R T - S —__
el — " "L s "2t g i —p “Lijlp 24 —2]
=1 e JE T £ B -1 e AE T E J
- i - T —Fnk
fp31+p ——fllgl-:'—ﬂ-!—ﬂ =1
S - A rs
= T _En &
e — g5 jlg® — g71)
4+
"Heti 45 FililgTti4os T
e MmET=T E
Foss F_.E_'} I'Pﬁn _ F—z;'ﬁ
L= = Ea \F = #
" = —=." * " . —En By I # e B
ri-:'z'——i— a8 =i rysi—‘- g =1 I'l'.“}‘]_u Fa T LEFA EA
s r W £ 1 =
— = —=- 7= —=a . N -
(e*: —e™*1)(e"2 —e™%%) " 1 + tanh z, tanh z;
1o\ A1 J tani z tani z;
{e=t + e =) {e*z + =1}

Contoh 3.9:
Nyatakanlah bilangan kompleks berikut dalam bentuk x + iy

b4 . T,
a. cos — b.sin —i
3 3

T T
c.sinh (i +— d.tan (——i
( 6) ( o )
awab:

a. cos = = cos (£+0i)=cosZ cosh 0—1sin - sinh 0
3 3 3 3
1 1 1
=—.1-i.=+3.0=—.
p i3

b. sin =i =sin (0+£i) —sin0 cosh > +icos 0 sinh —
3 3 3 3
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=Ocoshz +1.1 sinh z =i sinh Z.
c. sinh (7+ Z) =sinh i cos 74 cosh i sin z
6 6 6
1 . o1
=s1nh1.—\/§ +icoshi. —
2 2
1 S )
=—\/§smh1+—1cosh1.
2 2
sin(——17 —sin(—17) —sinh—
(=—1) (6 ) 6

d. tan (—£1)= P P - I
cos(——1 cos(—1 cosh —
( 6 ) (6 ) 6

Contoh 3.10:
Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan:

a. coshz= g b. sin 2z = cosh 6

awab:
a. Misalkan z = x+iy; x, y real

cosh z = 72+Oi=coshxcosy+isinhxsiny= g,

sehingga diperoleh:

cosh x cos y = Y ....(1) dan sinh x siny =0 .....(ii).

Dari (ii) jika sin y = 0 maka y = 0 + krt, subtitusi ke (i)
V2

2
Coshxcoskn=7 <:>coshx=4_r7

(tidak ada x yang memenuhi, ingat cosh x > 1).
Jika sinh x = 0 maka x = 0, subtitusi ke (i)
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2 2
coshOcosy=7 & cosy = §<:>y= i%+2[(ﬂ

Jadi nilai z yang memenuhi persamaan adalah:
z=x+yi=0+(i%+2](7r)i=(i%+2kﬂ)i.

b. Misalkan z =x +yi; X, y real
sin 2z = cos 6
<> sin 2x cosh 2y + 1 cos 2x sinh 2y = cosh 6 + 0i
<> sin 2x cosh 2y = cosh 6 & cos 2x sinh 2y =0
Untuk cos 2x sinh 2y = 0, maka:
Jika sinh 2y = 0 < y = 0, subtitusi ke:
sin 2x cosh 0 = cosh 6 <> sin 2x = cosh 6 >1 (tm)

Jika cos 2x = 0, < 2x = i%+2]{ﬂ'= i%+k7r
Subtitusi ke: sin 2x cosh 2y = cosh 6 maka:

sin2(i%+kﬂ')cosh2y=cosh6

@sin(i%Jerﬂ) cosh 2y = cosh 6

< *1cosh 2y =cosh 6

untuk cosh 2y = cosh 6 < 2y = 6 < y = 3(mm)
untuk -cosh 2y = cosh 6 & -2y =6 < y =-3(tm)
Jadi nilai z yang memenuhi persamaan adalah:

z=xHy = i%+l{7z +3i, k bulat.

7. Invers Fungsi Trigonometri

Invers fungsi trigonometri didefinisikan sebagai berikut.



Definisi 3.6:
Invers fungsi trigonometri w = sin z adalah w = sin’z,
dengan syarat bahwa w = sin"'z jika hanya jika z = sin w.

Jika z = sin w maka w = sin'z dinamakan invers sinus dari z
atau arcus sinus dari z. Dengan cara yang sama kita
mendefinisikan invers fungsi trigonometri cos?, sec?, csc?, tan’,
cot!. Fungsi-fungsi tersebut adalah fungsi bernilai banyak dan
direpresentasikan sebagai logaritma natural. Berikut ini definisi
invers fungsi trigonometri yang telah dihilangkan konstanta
penjumlahan 2k, k =0, +1, +2 dari suku-suku logaritmanya.

.- 1 . ra— - 1 i+yz-1
sin"z == In(iz+,/1— z2) «csc 1z:—_ln("“—)
i i z

_ 1 —— _ 1 144/ 1-22
cos 'z =-In(z+ vVz2—-1) sec 122—_[11("’—)
L i z
_ 1 1+iz _ 1 +i
tan 1z =—In —) cot ™ lz==In —)
2i 1—-iz 2i —i
Bukti:

(1) sinT!z =—tln{iz+w"1— z?)

Misalkan: z = sinw dan w = arcsinz = sin~? z, sementara
El‘:'.?+ E—i.w

2i

sinw =
< e'™ — 2iz — e7'" = () kalikan dengan &', sehingga

< e?W — 2jz e'" — 1 = 0, dengan formula abc

; Ziz ++4—4z2 Ziz +2+/1—z=2 ; . Fam—
<:>E”""= = - = o elW — iz ix‘-'-l_zé

- -
rs r

e™ =iz ++1—1z? karena +v1—2z? digantikan dengan

l'—ﬂ . ie o m
¥1—z* sekarang ™ = g'\¥ 2km) maka:
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o etlw=2km) — j7 4 w’ﬁ, atau

& w=2kr + = (niz+ V1- 29); k=041, 42,
w = 0,bilamanaz = 0,untukk = 0, sehingga:
w = %ln( iz + w’ﬁ} , karena w = sin~1z maka

sin"lz = %ln(a'z + V1— z%) (terbukti)

(2) cos™lz = %lnl[z +vz?-1)

Misalkan: z = cosw maka w = cos™ z, sehingga
alw _ o—iw
Z = COSW =
2

e +e W =27 o W — 2z —e™ = 0 (dikali &™)

. ) I} =z
glW _JizeW 4+ 1 =0 e = EE Sk

o e =z+z2 -1 dipilih V1—22

e =z+4z7 -1,

Untuk e = efW=280) 1 — 0 41 42, ...

o etlw=2km — 7 ;21

w = 2k +%1n(z +y22—1),w =0,z =0,bilak =0,

w=cos 1z = %ln{z +vz2 - 1:} (terbukti)
(3) tan™ z-—l 1+m)

1-iz

-1

Misalkan z = tan w maka w = tan™ " z, sehingga:
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sinw T3 W — gmiw

cosw e +e”W T (g 4 gmiW)
2

@Zi{eiw + E—iw} = giWw _ g—iw

& zieW +zieTW =g — g

e w E—iw

Z=tanw =

& zighW — piW = —zjpTIW _ p—iw
ceW(iz—1)=e ™(—iz—1)
fw ; (i
g —iz—1 e —(iz+1)
— = — maka g™ = ——
g~ iz—1 iz—1
e iz+1 .
o glilw—km) — W= 0,z =0,k = 0,sehingga:
—IZ

r — _1 —_— i E ]
w=tan""z = — ln(i_iz) (terbukti)

4.2
(4) csc‘iz:iln(m)

ey

z

Misalkan w = csc ™1z, maka
1 1 2i
Z=Cc5ew = sin w T ogiw — g—iw T giw — g—iw

2i

& zalW — zo7IW = Jj &3 galW — zp~iW _ Jf — )

& zaliw — 7 — Djatw =)

Zity/ —4—4(—=z)(z)  Zit/—4+4s?

o et =
= 2=
izt -1 . (w— )

gW = ——— untuk ¢ = "W =0, 1,12

z
o Ei':w—ﬂk.'r} _ itv=zi-1

= —eeeee

1 [i++z?-1 .
w=2kr+—-—In| —— |,w =0,z = 0, sehingga:

i =

w=csc iz = %ln (w) (terbukti)

=
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(5) sec™lz = %ln (%z) Misalkan w = sec™ 1z, maka

1 1 2
I=5eCWwW= =0 i — i pr
COSW giw | g—iw giw | p—iw
2

z(e™ +e7W) =2 o zeiW 4 zemIW = 2

< zeW 4 ze”W — 2 = 0 (kalikan dengan &™)

o ze?W —2eW Lz =0

o I4Jd—dzz v 2+d—4z7 piw — 1+/1-=z2

S e -
£ EF z

untuk g™ = g!w=2km, k= 0,41,42

1 _ -2

& gilw—2km) _ 1+vl-z
z

1+/1-=2

o w =2kt + %mT, w =0,z =0,k = 0,sehingga:

1 1 1 1++1-z%

wW=sec ~2z=-In
E

(terbukti)

1 A _
(6) cot™1z = Z:In C—_D Misalkan w = cot™!z maka
1 1 i(e™ + e™)
z = cotw = tan w = giw — g—iw = Eiw _ E—iw
i{e™ +e™w)

oz(e™—e"W) = (e +e7iW)

& zetW —zgTW = jgiW + jgTW

S zeW — (e = ze W eV

SeW(z—i) =e ™ (z+i)

W =i o eliw = 2 | 2wty _ ZH

=W gy =i B—i
oS W= kﬂ-"l‘%ln H—:), w=0,z=0,k = 0,sehingga:

il
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w =cot™lz = ﬂii_ln C_:) (terbukti)

Contoh 3.11:
Tentukan nilai sin™ (-2i).
Jawab:
1
sin~1(-2i) = ?ln(i{—Zi} + *.,Ili —(—2i)?
=2In(Z+V1+% =>In(Z +5)

- -tm('; + 45+ C +2km)i) k = 0,+1,+2.,

8. Invers Fungsi Hiperbolik
Invers fungsi hiperbolik didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 3.7:
Invers fungsi hiperbolik w = tanh z adalah w = tanh-'z dengan
syarat bahwa w = tanh! z jika hanya jika z = tanh w.

Jika z = tanh w maka w = tanh'z dinamakan invers tangens
dari z atau arcus tangens dari z. Dengan cara yang sama kita
mendefinisikan invers fungsi hiperbolik sinh, cosh?, sech-, csc”,
dan cot'. Fungsi-fungsi tersebut adalah fungsi bernilai banyak
dan direpresentasikan sebagai logaritma natural. Berikut ini
definisi invers fungsi hiperbolik dengan logaritma yang telah
dihilangkan konstanta penjumlahan 2kmi, k = 0, +1, #2....., dari
suku-sukunya.

5
. —_— (144 22+1)
sinh™1 z = ln(z+-..,'zz+1) csch™l =lp———
4
5 (1+/1- 2%
cosh 1z =In(z++z2—1) sech 1z = 111;zjl
4
1 1+ 1 +1
tanh ™z = -1n —z) coth™z ==In C—)
2 1-z 2 -1
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Bukti:
(1) sinh™z = ln(z +z2+ 1)
Misalkan w = sinh~ z maka z =sinh w

gW—g~W . R
<z =sinhw=— o 2z=gW—peg™W

< eW —e™ —2z=0 (kalikan dengan &™)
e —2zeW —1=0

. 2z4/4z244 . ————
eV =" — o eW=zt+z+1

o plw—Zkmi) _ z+ 1“lf—z: 11
o w=2kmi +In(z++vzZ +1)
Untuk k =0 = w =In(z +zZ + 1)

Jadi w=sinh™1z=In(z+vz2+1)

) cosh™tz=In(z++zT-1),

Misalkan w = cosh™1 z maka z = cosh w,
gWig™W

< z=coshw =

< 2z = " + 7" (kalikan dengan ")
e —2zeW+1=0

2z4/4z244

-
=

o glw=kmi) — - 4 Vzi—1

e = oeW =z 44z -1

< w = 2kmi +In(z +z% — 1) untuk k =0, maka

w=cosh ™1z = ln(z +4z2— 1}

(3) CSCh_lz — ln(1+'\v'31+1)

=

Misalkan w = csch™* z, maka z = csch w, sehingga;
b 1 2
z = cschw = — =— —
sinhw g% —eg™™
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W —ze W =2 o zeW —z—2e¥" =10
2444427 w o 11422
—_— oW =——

LF =

(i Terr s 1+v1+=2 . 1+v1+=2
o elwkmd = ZTNTF oy — ki + ln(—)
z =

Untuk k=0 w=csch 1z = ln(lﬂl—“zz)

4

(4)sech ™z =1In (LH)

=4

Misalkan w = sech™ z, maka z = sech w, sehingga:
1 2
Z= = w W=
& oo T Tiow Sz(eW+e W) =2

SzeWtze =2 <SzeWtzeTW-2=10
& zetW 4z — 2% =

24/ 4—4z2 W 14v1—g2
—_— ot =

2= =

e’ =

. 1—=2
(w—2emri) _ 1+W1l—=

144122
e <:>w=2£cm+1n(—ﬂ' 3)
=z

Untukk =0<w=sech™lz=1In (lﬂ—l_zz)

4

(5) tanh™1z = %ln ?)

—Z.

Misalkan w = tanh~1z maka z =tanh w

sinhw gW—g~W

& z=tanhw = =— :
coshw gW+g™W

SzleW e W)=eW —g™W
SzeWtze W =pgW —pg™W

SzeW —egW =—zeTW—g™W
. oy g z—1
sSeviz—1)=e"-—z-1)< =
—W -1
N 22w — —=—1 _ =+1 EE':w—k.'ri} _ =41
—(1-=) 1-= 1-=
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o w = kmi +§1n(£)

1-=

untuk k = 0= w=tanh 1z = % 111_(&‘:]

2 1-=z.
- _ } z+1
(6) coth™z = . In (H—_J

Misalkan w = coth™ z, maka z = cothw, sehingga:
coshw eV +e™

sinhw g% —g™W

S z{leW—e W)= +e ¥

SzeW —zeTV =gV t+e™™ )
w — aW z+1
Slz—1e¥ =e¥(z+1) & —=—
g~ W z—1
=+1 EEI:'W—J{.‘TE:I — =+1
=-1 =—1

c>w=.i¢m+§1nc£)

2w

=0

0 s w— -1, _ 1, (32
untuk &k =0 w = coth z-zln(x_l)

Contoh 3.12:
Tentukan nilai tanh (4/3i).
Jawab:

-1, =11 (12
tanh ™tz = 2ln (i_z)

— 1. f1+4/3i 1 —
tanh~1(+/3i =—ln( — )=—ln 1—-+3i
(3) =3\ = =)=3 ( )
_n(1-v3)=1 (2 - G+ 2km)i )
2 2 3

Catatan:

Jika w adalah penyelesaian dari suatu polinom berpangkat n:

Po(z) wr+P1(z) w -1+ ... + Pn-1(z) w + Pn(z) = 0, dimana Po (z) #
0, P1(z), ..., Pn (z) adalah suku banyak dalam z dengn n suatu
bilangan bulat positif, maka jika w = f(z) dinamakan fungsi
aljabar dari z. Suatu fungsi yang tidak dapat dinyatakan sebagai
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jawab dari suku banyak dinamakan fungsi transenden. Fungsi
logaritma, trigonometri, dan hiperbolik dan fungsi invers adalah
cotntoh-contoh yang berkaitan dengan fungsi transenden.

E. Soal Latihan

1. Tentukan nilai fungsi pada tiap-tiap bilangan kompleks
berikut.
a. f(z)=2z%-2z+3 padaz=-i, 2+
b. f(z)=(z-2)(z+3) padaz=-2i, 1-2i
c. f(z)=e* padaz= 0, 2, 1+mi

2. Tunjukkan bahwa persamaan parameter garis bidang z dan
persamaan oleh peta w = z? yang melalui titik P(-2, 1) dan Q
(1, -3) adalah z =3t — 2 +i (1 — 4t) dan w = 3- 4t — 7t2 +(-4+22t -
24t2)i.

3. (a) Jika w= {(z)=(z+2)/(2z-1), z #0, tentukan £(0), f(i), f(1+i)
(b) Tunjukkan bahwa z adalah fungsi bernilai tunggal dari w.
Jawab: (a) -2, -i, 1 -1, (b) —i, (2 +i)/3. (No. 50, Murray R.
Spiegel, 1991: 66).

4. Nyatakan dalam bentuk u (x, y) +iv (X, y) dan dalam bentuk u
(r, &) +iv (r, &) dari fungsi berikut.
a. f(z)=2°+22z2+z
b. f (z) = 2iz + Im (2i/z)
c. f(z)=5+2mi

5. Misalkan w = f (z) = z>+z+1.
a. Nyatakan dalam bentuk w =u (x, y) +iv (X, y)
b. Tentukan nilai-nilai w, kemudian tunjukan secara grafis

untuk nilai: (1) z =2+ (2) z=1-2i

6. Jika a1 dan c2 adalah konstanta real, tentukan himpunan
semua titik di bidang z yang dipetakkan ke dalam garis (a) u
= c1 dan (b) u = c2 dalam bidang w oleh fungsi pemetaan f (z) =
z24+27+3.
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7. Tuliskan dalam bentuk a + bi, dari fungsi eksponen berikut.
(a) el (b) e i (c) edm (d) etn3+ins3
8. Tentukan semua nilai z sehingga (a) e?* = 1+2i, (b) e* = 2i.
9. Tentukan semua nilai z sehingga (a) (2+2i)%, (b) 1%,
10. Carilah logaritma setiap bilangan berikut:
(a) -3i (b)3 (c)3+3i (d) 6 +8i
11. Tunjukkan bahwa (a) In (-1/2 - 1/2731) = (47t/3+2km0)i,
(b) In(z-1)="21In ((x - 1)>+y?)+itan’ y/(x - 1).
Jawab: (a) 47ti/3 ((No. 67, Murray R. Spiegel, 1991: 74).
12. Carilah semua nilai z yang memenuhi log (2z -1) = 2+mi.
13. Carilah semua nilai z yang memenuhi log (1 + z) = mi.
14. Tentukan u(x,y) dan v(x,y) dari fungsi berikut:
a.f(z)y=cosz, b.sin2z c. f(z)=z%*
((No. 68, Murray R. Spiegel, 1991: 67).
15. Buktikan bahwa, untuk sembarang z, berlaku bahwa
(a)sinz =sinz  (b)cosz =cosz () tanz = tanz
16. Buktikan bahwa:
(a) sin? G) = %(1 —cosz) (b) cos? G) = %(1 + cosz)
17. Gunakan bilangan kompleks untuk menuliskan bilangan
berikut dalam bentuk (a+bi).
a. sinh (11/2) b. cosh (2i) c. sin (1+) d. coth (i)
18. Tentukan nilai z dari persamaan berikut:
a. isinhl=cosz b.sinh=i c. cosh4 = sin z.
19. Tentukan semua nilai dari (a) cosh 3, (b) cos™ i.
20. Tentukan semua nilai z (a) cosh i, (b) sinh* (In(-1)).
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F. Peta Konsep

(1) Definisi Fungsi
Kompleks

e Definisi 3.1: “Misalkan D
himpunan titik pada bidang z
dan fungsi f pada D adalah
aturan yang menetapkan
setiap z di dalam D dengan
suatu bilangan kompleks W
yang dinamakan nilai fungsi
f di z, dituliskan sebagai W =
f(z).”.

e Definisi 3.2: “ Misalkan
fungsi domain Df, fungsi g
dengan domain Dg, fungsi
komposisi f dan g: g(f(z))
ada jika Rf N Dg=+# .

A

Fungsi
Kompleks

(2) Fungsi Bernilai
Tungal dan Banyak

Jika hanya satu nilai w
dikaitkan setiap nilai z,
dinamakan fungsi bernilai
tunggal dari z atau f(z).
Jika lebih dari satu nilai w
dikaitkan setiap nilaiz,
dinamakan fungsi bernilai
banyak dari z.

(3) Transformasi

Jika w = u + iv adalah suatu
fungsi bernilai tunggal dari z
= x + iy maka dapat ditulis
sebagai w=f(z).= u +iv

(4) Fungsi Elementer
e Fungsi Suku Banyak

W= %Jp[z] dan ((z) adalah suku banyak

e Fungsi Eksponen
e’=¢e"(cosy +isiny)
¢ Fungsi Logaritma
Definisi 3.3:
Jika z real maka log z =1n
r+10 dengan r>0.
e Fungsi Trigonometri
¢ =cosz+isinz dan e™ = cosz-isinz
e Fungsi Hiperbolik
ot _ e—Z 32 JI_ e—z

coshz=

sinhz =

sniz=idnhz cosiz=coshz, famiz=itanhz

siniz=idnz, coshiz=cosz, tmhiz=itanz
e Invers Fungsi Trigonometri
sinlg =% In(iz+/1- 2%) esclz=
i fi+ ml‘
;ll‘l ("7)

costz :% In(z+vz2-1) sec'z=

(2T

e Invers Fungsi Hiperbolik

Ly . iaEy
csch™ =in °

(11— 2)

sinh ¥ z=In{z i vz¢ | 1)

cosh™tz = ln(z+ Vzi-1) sechlz=In
= () =l (2
tanh™z =7 In{ 2 coth™z=In(—

)

Gambear 3.5: Peta Konsep Fungsi Kompleks
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BAB IV
LIMIT DAN KEKONTINUAN
PEUBAH KOMPLEKS

A. Limit Peubah Kompleks
1. Pengertian Limit
Definisi 4.1:
Suatu fungsi f(z) terdefinisi atau mempunyai limit L untuk
z mendekatiz;, kecuali pada z=z; dituliskan sebagai
lim,_.qf(z) = L.

Jika nilai f(z) mendekati L untuk setiap z mendekati z,
maka untuk setiap bilangan real positif sangat kecil & dapat
ditemukan bilangan real positif sangat kecil 6 yang
bergantung pada ¢ sedemikian rupa sehingga untuk setiap
z # zp di dalam lengkungan 0 < [z — zp| < & kecuali pada
z = zy, diperoleh |f{z) —L| < . Secara simbolik dituliskan
sebagai berikut.

imflz) =L; Ve > 0,36 0= 0< |z—zl < 86=|f(z) —L| <=

E—*Ep

Perhatikan gambar berikut.

1%
y A
* <
A f2) ™
R4 AN K \‘
/ \ ! L |
N 5 /, \\ //
- > X > 1
Bidang-z Bidang-w

Gambar 4.1: Limit
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Sebagai contoh awal, perhatikan penerapan definisi
limit yang kita kenal dalam Kalkulus berikut ini.
Contoh 4.1
limx? =4, jika V£>0.35>030<|x-2<d=|x" ~4|<e

x—1

Ambil [ -4 =|(x=2)(x+2)| <|x=2|x+2| <5|x+2|
<dl(x-2)+4

; pilih nilai minimun (1, 9)
<5|1+4|=55<5§=5
Contoh 4.2 (No. 23, Murray R. Spiegel, 1991: 56).

(a) Jika f(z) = z?, buktikan bahwa lim,_,_ f(z) = zg .

, .. zl;z 2z
(b) Tentukan lim,_,,_f(z), jika f(z) = {ﬂ R Ez

Jawab:
(a) Berdasarkan definisi limit

lim._. f(z) = z; jika,

We=0,36>0 30<|z—zy| <&maka|zi—z]|<¢

Jika diberikan £ = 0, kita harus menghasilkan & = 0

sehingga | filz)— zg < £ bilamana 0 < |z — z5| < 4.
Jika & = 1 maka 0 < |z — z3| < & mengakibatkan

|f(2) - z3

|z —zgllz+ zg| < 8lz + 24| = 8lz — zp + 22|

zz—zg < |z = zgllz + 5]

< 8{lz— zpl + 12251} < 6(1 + 2|z )
(Ambil & yang terkecil di antara 1 dan e/(1 + 2]z,1))
Sehingga IF(z)—zE| < 8|1+ 2lzl| <5 (6 = ':1+2|3.;.|))
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(b) Berdasarkan definisi limit lim_.., f(z) = L berarti bahwa z
dekat dengan zj tapi berlainan atau kecuali dititik zj.
Sehingga lim__.., f(z) = z3.

Contoh 4.3 (No. 25, Murray R. Spiegel, 1991: 57).
— 7B I_~
Buktikan bahwa lim__; asthe ey

=i
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa untuk suatu £ = 0 dapat menentukan

& = 0 sehingga:
3z*—2=%+8z%-2z+45

p— — {4 +4i)| < ebilamana 0 < |z —i| < &
Untuk z # i, maka:
3z*—2z3+8z2 - 2z+5

Z—1 B
[3z3 — (2 —3i)z2 + (5 — 2i)z + 5i][z — i]
z—i

=323 —(2-30)z2 +(5—2i)z +5i
Untuk suatu ¢ = 0, terdapat & = 0 sehingga:
323 —(2 -3z + (5 —2i)z + 5 — (4 + 4i)] < £ dimana
0<|z—i|l =48
Jika & = 1, maka 0 < |z — i| < § mengakibatkan:
323 —(2—-3i)z2+ (5 — 2i)z— 4 + ]
=|z—il||3z% + (61 — 2)z — 1 — 4i|
=|z—i|l|3z—i+i)2+(6i —2)(z—i+i)—1—4i
=lz—il|3(z—)?+(12i — 2)(z — i) — 10 — 6i]
=< §{3|z—i|* +12i — 2||z—i| + |10 — 6i|}
< 8{3+|12i —2| + |-10 — 6il}
<8(3+12+12)=276 < ¢
Ambil & yang terkecil diantara 1 dan e/27, sehingga untuk £ = 0

pilih & = — maka
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3z*—2z3+8z2 -2z +5

z—1i

£
< 27— ==

—(4+4i
( i) >

Contoh 4.4
Jika f(z) = z2 + 2z, buktikan bahwa lim; f{z) = 2i — 1.
Bukti:
Ve>0,30>0,0<Ix-LI<d= lf(z)-(2i-1)l <¢
|(z2422) - 2i-1)| =|(Z +22-2i+]]
=[(Z +1)+(22-21)|
=[(z+ )(z= D) +2(z—1)|
<|(Z—1)||(Z+1)+2|<5|(Z+1)+2|
<O|(z—D+2i+2|<5(1+2i+2)

<5(3+2)=¢ (ambil §=—2—)
3+27

2. Teorema Limit

Teorema 4.1
Jika zy = xg +iyg dan F(z) = (x,v) +iv(x,y) maka
lim.__ f(z) = a +biJika dan hanya jika

lim _u(x,y) =a dan lim _w(x,y)=h.

() —{x000) ()= (xp00)

Bukti:

lim._. f(z) =a+biartinya Ve >036>03 0 <
(a) lz—zgl =6 = |flz) —a—bi| <=

ambil:

If(z) —a—bi] = [ulx,y) +iv(x,y) — a— bil
= [(ulx,y) —a) +i(v(x,y) — b)|

Sehingga:
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lulx,y) —al < [(ulx,y) —a+i(vlx,y) —b)| <«
lv(x, y) — bl < |(ulx,y) —a+ilvix,y) - b)| <=

lim ulx,v) = adan lim v{x,v)=~
()= {xon) (x7) () =z 0a70) ()

Terbukti

(b) imy)sixpag) ul(x,v) = @, artinya¥ves > 0,356 = 03
0<|z—zgl <8 = |ulx,y) —al <5 juga

lim }v(x, y) = b, artinya¥e > 0,36 = 03

L)+l
< |z— zg| = &; = |lulx, y) — b|] < &5, maka:

1f(2) — (@ + bi) = [{ulx,y) —a} + i{v(x,y) — b}

£ £3
slu(y) —a+ vy -bl = J+T <

| f(z)—(a+bi) | < &g atau
Jadi, lim__.. f(z) =a+ b;) terbukti
Teorema 4.2 (No. 26, Murray R. Spiegel, 1991: 58).

Jika lim__,;_ f(z) ada, buktikan bahwa ia tunggal.
Bukti:

Misalkan, lim__,., f(z) = 1; danlim__. f(z) =1,
Akan ditunjukkan bahwa I; = I,.
Diberikan ¢ > 0, kita dapat menentukan & > 0 sehingga

|f(z) —14] ~=::§ bilamana 0 < |z — z3| < &, juga
|F(z) — 1] ~=‘:§ bilamana 0 < |z — 23| = §, maka

Iy — 13| = |13 — flz) + f(z) — 12]

= Iil—f(z}l+|f(z}—32|=i§+§=£
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Karena |I; — I5] < £ positif (bagaimanapun kecilnya) sehingga
|l4 — 15| haruslah nol, maka I; = I, (Terbukti).

Teorema 4.3 (No. 27, Murray R. Spiegel, 1991: 58).

Jika lim__,; g(z) = B # 0, buktikan bahwa terdapat § = 0
sehingga |g(z)| = % |Bluntuk 0 < |z — zy| < &

Bukti:
Karena lim_._,;, g(z) = B, maka kita dapat menentukan &

sehingga |g(z) — B| < %IBI untuk 0 < |z — zp| < &.
Misalkan, B = B — g(z) + g(z), maka diperoleh:
|Bl = |B — g(z) + g(2)| = |[B - g(2)| +|g(2)]

= 1-(g(2) - B)l +19(2)| <5 Bl + 19(2)|

Karena |B]| di%|5|+ |g(z)| maka
1 1
|Bl —-|B] < lg(z)] = lg()] = 5 |Bl (terbukti)

Teorema 4.4
Jikalim._ f(z) = Adan lim____ g(z) = B, maka

1. lim... (f(z) + g(2)) =lim_. f(2) +lim... g(z) =A+ B
2. lim.. (f(z) — g(2)) = lim.. f(z) —lim... g(z)=A—B
3. lim,. (f(2).9(2)) = {lim,_.. F(2)}{lim_. g(z)} = 4B

{ limg .z fi
4 lLim fﬁzwzélwo
zozy g(2)  limgoz g(z) B
Bukti:

1. Diketahui:
. au E .
lim..., f(z) = A, jika |[f(z) — Al < 3 bila

0<|z—zg|l < 8;...(1) juga
lim, .., g(z) = B, jika|g(z) — Bl <, bila
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0= |Z_Z|}| = 62 (2)
Akan ditunjukkan untuk setiap £ = 0 dapat ditentukan & = 0

sehingga |[f(z) + g(z)] — (4 + B)| < £, bilamana
0<|z—zy| <&

Kita mempunyai:

[[f(z) + g(2)] - (A+ B)| = |[f(z) — Al + [g(z) — Bl
= |f(z) — Al +1g(z) — Bl ....3)

Menurut hipotesa, diberikan £ 0 kita dapat menentukan
8; > 0 dan &; = 0 berdasarkan persamaan (1), (2), dan (3),
diperoleh: |[f{z) + g(z)] — (A + B)| < §+§ =g,
bilamana 0 < |z —zy| << d, dipilih & yang terkecil dari
&y dan 8, min(dy,8;). Jadi lim__.. (f(z) + g(z)) = A +B.
. Bukti 3, diserahkan kepada pembaca
. Kita mempunyai:

|f(z)g(z) — AB| = |f(2){g(2) — B} + B{f(z) — A}
= 1f(2)llg(z) — Bl + |BlIf(z) — Al
= 1f(@)llg(@ - Bl + (Bl + DIf(2) -
Al

. (4)

Karena lim... f(z) =4, maka dapat ditentukan & >0
sehingga |f(z) — Al < Luntuk 0 < |z — 74| < &;.
Berdasarkan sifat ketaksamaan 4 diperoleh:
If(z) —Al = |f(2)| — |Al,yaitu 1= [f(z)| —|A] atau
|f(z)] = |Al+ 1, yaitu
|f(z)] < P, P konstanta positif....... (5), juga
Karena lim.;, g(z) = B, ¥& = 0 dapat ditentukan &, = 0
maka |g(z) — B| < /2P untuk 0 < |z — z5| < &,...... (6).
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Karena lim_.. f (z} A, maka ¥e =0, ditentukan &; = 0
maka |f(z) — A < - utk 0 < |z — zg| < 83..... (7).

|B|+ﬂ
Dengan mensubsitusﬂ< persamaan (5), (6), dan (7) ke (4) maka
akan diperoleh:

E E
IF(2)g(2) —ABI <P.o+ (Bl+ .o =s+5=¢

Untuk 0 < |z — z5| < & dimana & adalah min (84, &3, 83).
Jadi |f(z)g(z) — AB| < ¢ atau lim.__ (f(z).g(2)) = 4B.

4. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap g >0 dapat
ditentukan & = 0 sehingga

fz) A |Bf@) —AgQ)
g(z) B 1Bllg(z)I
Diberikan & = 0, ditentukan &; = 0 sehingga
|Bf(z) —Ag(z)| < %|B|EE bilamana 0 < |z — zp| < &,

Karena lim_.. g(z) =B # 0, maka kita dapat menentukan

8, = 0 sehingga |g(z)| = % |B| bilamana 0 < |z — z| < &,

<ebilald=|z—z| <&

Kemudian, jika & lebih kecil dari & dan &; maka dapat
dituliskan menjadi:

1, .
£G)_A|_1Bf@) — 49l _ 3181

———| = = g bilamana
glz) B |B|lg(z)I IBI.%IBI
0=|z— zﬂ.l < §
} fi2) 4 .
Sehmgga < £ atau z:rligln g (Terbuktl)
Contoh 4.5
Hitunglah dengan menggunakan teorema limit berikut.
li z—i li iRz iR(z4 Im(z)*-1
a. HMz-17ay e ||
) z2 - |
b. 111%11;. zi+z+1 d. .LIE} =541
T—+g &
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Jawab:

N lim (z—i lim 1
alim,, 2io —2mED o Jml 1
’ 21 g2 lim{ z—i). lim(z+i) lim (z+i) 1+i
E—l Z—d Z—=31
iy
lim IET)I
li =2 Fg 4
b i =
. — y m
e 4 lim lEl-dnJ + lim l__El-dn-J'f lim 1
b - =g 4 Ze
i
lim I'ETJ
i ( Cisl
— Z=e 4 — Z
- P m (Ci iz X
lim |__Elm':|+ lim s+ lim 1 I‘CLSﬂ}+{CLE4}+1
rae 4 ra 4 Fag !
cosfﬁslnﬁ
" (cosmtizin '1'I::|+|,(|'_'DE! l—I+lsln ;“}+1
_ 0+i _ i _ i
(~1+0)+(5F+4vEi 41 - coH(BEsRaEi s (BvEsda)
_ & & - NEI-4Zi 2WEIHI)  JEHD)
wZ+2i _'\."E-l"\.;i '\,"E—'\."fi Z—I:—'\,"E:Iz 2

iR(Z)*— iRz} Imiz)®*-1
Iz
i R (xtiv)®— i Rietip)+ Im Getiv)®— 1

=]

c. lim; .3y

=lim; 34

iR(x%—y2+ 2xyi) —ix+ Im (22 —y2+ 2xyi) — 1

= lim —
. i(x?2—y3)—ix+2xy — 1
= lim
z >3-4 /

\u'X‘ + }r‘
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. i[x2- v |+2uy—1 . [ Zay— 1) (=2 ve—xi
= lim — ,zjz = lim ,:L:,.+',9_:L:|
z—3—4i o X2EY z—3—4 4 x4V o KEFW
2.3(-4)—1  (3%—(—4)%-3)i} -25 -10 . .
=( =+ ,,:I ==+ 2 i=-5-2

NEEETEy) JE—4) 5 5

. =41 . (z—i)(=+i)
d. lim = lim ———
z—=i =641 =i (z—i)iz+i)(=*—=24+1)

i |.i.I!T.!.1
= lim = Z=1
z—=i (z4—22+1) limiz*—=2+1)
E=L
1 1 1 1
[)%—(02+1  (—1)3—(-1)+1 1+1+1 3

Contoh 4.6

Buktikan bahwa limz_mg tidak ada

(No. 30, Murray R. Spiegel, 1991: 60).

Bukti:

Jika limit ini ada, maka haruslah tidak bergantung dari caranya z
mendekati nol.

(1) Misalkan z — 0 sepanjang sumbu x, maka y = 0, diperoleh

z=x+iy=xdanz=x —iy = x, sehingga:

. £ . [x—iy .. x=+0 .
hmz—ﬂ}; = lmgey)-c00) (xti) lim,, =0 o= lim,pl =1
(2) Misalkan z — 0 sepanjang sumbu y, maka x = 0, diperoleh
r=x+iy=iydanz =x — iy = —iy,
.z Ty .
lim—-= lim——== lim—-1=-1
=0 Z y=0 oLy ¥ =0

Karena kedua cara pendekatan ke nol tidak memberikan
jawaban yang sama, maka limit tersebut tidak ada.

sehingga limz_m.i tidak ada

106



B. Kekontinuan Peubah Kompleks

1. Pengertian Kekontinuan

Definisi 4.2

Misalkan f (z) terdefinisi dan bernilai tunggal dalam suatu
lengkungan dari z=2z; dan pada z =z, (yaitu lengkungan
Gdarizy). Fungsi f (z) dikatakan kontinu di z =1z, jika

1imz—>z|;. f(Z} = f(zl}}'

Dengan menggunakan simbol, maka suatu fungsi disebut
kontinu di z = Zy apabila
We=0,38 =03 0 < |z —zp| < § maka |f(z) — flzg)| < £Suat
u fungsi dikatakan kontinu di z = z;, apabila memenuhi 3 syarat
berikut:

(1) lim._, f(z) ada

(2) f(zg) ada, yaitu f(zy) terdefinisi di z

(3) limoz, f(2) = f(z0)

Contoh 4.7

z2 2z 0
f(z) =

0, z=z4

lim_.. f (z) = flzp) = zllﬁ,l z2=z2 tetapi f(zo0) = 0, maka
lim._. f(z) # fl(zy), berarti f(z) tidak kontinu di z = zo

Contoh 4.8

Misalkan f(z) = %jika z # 2i, sedangkan f{(2i) = 5+ 8i.
a. Buktikan bahwa lim__; f(z) ada dan tentukan nilainya.
b. Apakah f(z) kontinu pada z = 2i? Jelaskan.

c. Apakah f(z) kontinu di titik z # 2i? Jelaskan.

Jawab:
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z

. =2+, (z+2i) (=—2)
a. 11H13_H-H =lim_;—/——

(=—2i)

=lim,;z+2i=i+2i=3i

Jadi, lim__;f{z) ada, nilainya yaitu 3i.

z+;z}'3~;z}

b. (i) limzog;- = = lim .y (z+2i) =4i

(i) f(2i) =5+ 8i
(iii) lim g, £ (2) # f(20)
Jadi, f(z) tidak kontinu pada z = 2i

(=z+2i)(=—2i)

c. (i) limg_y; = lim ;2 + 2i = 4i

(=—2i)
(i) f(z) =z + 2i maka f(2i) =2i +2i = &
(i) Hm o F(2) = F(20)

Jadi, f(z) kontinu pada z = 2i

2. Teorema Kekontinuan
Teorema 4.5
Jika f(z) dan g(z) kontmu di z = zo, maka fungsi f(z) + g(z), {(z)

- 8(2), f(z)g(z) dan —}, dengan g(zo) = 0, juga kontinu di zo.

Hasil yang sama juga berlaku untuk kekontinuan pada suatu
daerah.
Bukti:
a) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = zo, maka fungsi f(z) + g(z)
juga kontinu di zo. Syarat f(z) + g(z) kontinu di zo adalah
(1) lim.. f(z) + g(z) = A + B harus ada
Penjelasan pada pembuktian penjumlahan limit.
(2) f(zo) + g(zo0) harus ada, yaitu f(z) + g(z) terdefinisi di zo.
Karena, f(zo)=A dan g(zo)=B maka f(zo) +g(z0) = A + B
(3) lim._. f(z) + g(z) = A+ B atau f(z0) + g(z0)) = A+B
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lim__. f(z) + g(z) = f(20) + g(z0) maka terbukti f(z) + g(z)
kontinu

b) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = zo, maka fungsi {(z) - g(z) juga
kontinu di zo. Syarat f(z) - g(z) kontinu di zo adalah
(1) lim._, f(z) — glz) = A— B harus ada
Penjelasan pada pembuktian pengurangan limit.
(2) f(zo) - g(zo) harus ada, yaitu f(z) - g(z) terdefenisi di zo.
Karena, f(zo) = A dan g(zo)= B maka f(zo) - g(zo)= A -B
(3) lim.~z, f(z) — g(z) = A— B, f(z0) - g(z0) =A-B
lim._.. f(z) — g(z) = f(z0) - g(20)
Jadi terbukti f(z) - g(z) kontinu
c) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = zo, maka fungsi f(z) + g(z)
juga kontinu di zo. Syarat f(z) + g(z) kontinu di zo adalah
(1)lim_,. f(z). g(z) = A.B harus ada
Penjelasan pada pembuktian perkalian limit.
(2) £(z0) . g(zo0) harus ada, yaitu f(z) . g(z) terdefenisi di zo.
Karena, f(zo)=A dan g(zo)= B maka f(zo) g(zo) = A . B
(3) lim__., f(z). g(z) = A.B atau f(z0) . g(z0)=A . B
lim._.. f(z). g(z) = f(20) g(2z0) maka
f(z) . g(z) kontinu )
d) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = zo, maka fungsi ;::—2 juga

kontinu di zo. Syarat ;::_3 kontinu di zo adalah:
fla) _4a,

A
(1) limo — T 5 harus ada

Pen]elasan pada pembuktlan pembagian limit.

(2) — harus ada, yaitu —} terdefenisi di zo.
flz) 4
Karena f(zo}) A dan g(zo)=B Taka +(=) B

. A fiz) A

(3) hmg—}gn = sehingga P
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maka terbukti fl—z} kontinu.
gi=)

Teorema 4.6

Fungsi yang kontinu pada setiap daerah berhingga diantaranya:
a) Semua suku banyak
b) e*
¢) sinzdan cos z

Teorema 4.7

Jika w = f(z) kontinu di z = zo dan z = g(C) kontinu pada (= (o dan
jika Co = f (z0), maka fungsi w = g[f(z)], yang dinamakan fungsi
komposisi kontinu di z = zo. Hal ini kadang-kadang secara
singkat diatakan sebagai suatu fungsi kontinu dari fungsi
kontinu juga kontinu.

Teorema 4.8

Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah tertutup, maka ia terbatas
pada daerah tersebut; yaitu terdapat konstanta M sehingga
|f(z)| < M, untuk semua titik z pada daerah tersebut.

Teorema 4.9
Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah, maka bagian real dan
khayal dari f(z) juga kontinu dalam daerah tersebut. Teorema ini
dapat diungkapkan sebagai berikut:
Jika: (1) f(z) =u(x, y) +iv(x, y)

(2) f(z) terdefinisi pada setiap titik pada domain R

(3) zo=xo+ yoi adalah titik di dalam R
Maka fungsi f(z) kontinu di zo bila dan hanya bila u(x, y) dan
v(x, y) masing-masing kontinu di titik (xo, yo).
Bukti:
Akan dibuktikan lim__..  f(z) = f(z,) bila dan hanya bila
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HI0 () () W(E V) = ulxg,3) dan
M () = ) VX ¥) = v{x,¥g) sebagaiman ditunjukkan pada

pembuktian teorema 4.1 di atas.

C. Penyelesaian Soal dan Latihan
. , -g+1-i
1. Buktikan bahwa litnz_;4; ﬁ

=1-3;
. . 11 .. _
2. Buktikan llmz_mna =2 jika B = 0
Bukti:
Untuk setiap & = 0 kita dapat menentukan & = 0 sehingga

1 1

gi=s) FE

_ lgl=)—5l
|Bllg(=)

< £ bilamana 0 < |[z—z4| <&

Jika diberikan £ = 0 maka terdapat &, > 0 sehingga
lg(z) — B| < %|B|2£ bilamana 0 < |z — zp| < &

Karena lim__,. g(z) = B # 0, maka terdapat d; = 0 sehingga
lg(z)| = % |B| bilamana 0 < |z — z4| < 5.
Jika & leb;h kecil dari &; dan &, maka diperoleh:

1 1| lglz) — B %|5’|25 B
‘E_E‘_ |Bllg(z)l IBI%IBI -F

bilamana 0 < |z — z5| < § (terbukti)

3. Hitunglah setiap limit berikut ini dengan menggunakan
teorema limit
a. limz_;.1+:'(22 —bz + 12::'
, (2z+3)(2z+1)
b lime o o
=f+8

¢ lim ———F0—
3—}29-‘“."5 z*+4z% + 16
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. (2z-3)(4=4i)
d. lim_ —?i—{iz—i}i
Jawab:

a. limz_nﬂ(z: —6z+12)

= lim z2+ 11111( 6z) + 11m 12

=148 z—=1
=\ lim z) lim z) — b 11n1 z) + lim 12
1+ z—14i 1+ z—14i

=(1+i){1+i)—6(1+i)+12=6—4i

fa ro llm (2z+3) lim (Z=z+1)
b. lim N L;z+3}'._;z+1} o o
T 2z 44 lim (22— 2z +4)
E— —IL
(3—ai)i1-4i) —13-1si 13
= , = — =4+ —i
1 4i 4
lim =42
C. P —
i =4 44T +16
28T
f I B
(g+2}|{z—29§l}(3—29TlJ
= lim,'[_ r . PLA E- 47T
=283t (3—2EIEI'}(E—EETlJ(z—EETLJI[E—ZETLJ
, (z+2)
= lim_ =, ey
z=2ez' |z —2e2 ||z —2e2"
5741 11

- . AT T
S E EEmASOE Am 4 4
& 82 —g8 T BZ —&8 32

) (2z—3)(4=+i) limg_y /ol 22—3)(4=+i)
d. lim__: =

=z —ri (iz—1)2  limgas(iz—1)2
lim{8z% + 2iz — 12z — 3i)
=5
lim(i%z? — 2iz+ 1)
=5

2i2+i2—6i—3i  3i2—9;

i 1

.
[
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_4-3-9) -4

4. Hitunglah limit berikut.

2
z

lim ——
a) m, = (z*+z+1)

z° +4
b) lim
72>2i(2z2° +(3 —41z)—61)

Z -Sin z

c) lim 3

z—> 1 4

4 lim z° -2iz—1
=y (z'+22+1)

z
e) Im (z— mri)—
z—> mri S1n 7

f) lim (Z—e )L(] b: ! \/51'

— =)

whb:
z—> e3 (Z + 1) 6 6
(No. 95, Murray R. Spiegel, 1991: 69).
N7 +3 -2

5. Tunjukkan bahwa lm ——— = 1
z—>1 Z— 1 2

4 2X
6. Jika f(z) = 2% i Buktikan bahwa

X+y vy
lirr(l) 1(2) tidak ada.

7. Tunjukkan bahwa jika f(z) = z3 + 3z? + z maka
limM = 32> +6z +1
z—> Z, Z —_ %

8. Diberikan fungsi:

=— —4i
3 i
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F_ﬂ, untuk z #3i
z - 31

f(z) =
+ 51 , untuk z =3i

a. Buktikan bahwa lingl‘ 1{(2) ada dan tentukan nilainya

b. Apakah f(z) kontinue pada z =3i?
9. Diberikan fungsi:

_ZT6, untuk z #3i
z- 31

f(z) =
8 + 51, untuk z =3i

a. Buktikanbahwa lim £{2) ada dan tentukan nilainya

z—>31

b. Apakah f(z) kontinue pada z =3i?

Z+4
72+ 2 A z-2iz—41)
kekontinuan f(z) pada z = 2i.

10. Diberikan fungsi f(z)=

, periksa

11. Periksa semua titik ketakkontinuan dari fungsi berikut.

52—-6 32+8
Mz)=—~—— d. f(z)=
e )= @)= 51
cosh z Zz -1
b. f(z)= 1 e. f(z)= i1
Z+1 Z+1
. f(z)=——— f. f(z)=
¢ =237 D=7
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D. Peta Konsep

(1) Pengertian Limit

Definisi 4.1:

Suatu fungsi f(z) terdefinisi atau
mempunyai  limit L  untuk

z mendekati zy, kecuali pada
Z—Zp dituliskan
lim,_,;f(z) = L.

lim_, f(z)=L;V¥e>0,36 =0

sebagai

3—33

—,of|7 AG,{E:}If L|/

Limit Peubah
Kompleks

(3) Pengertian Kekontinuan
Definisi 4.2
Misalkan f'(z) terdefinisi dan bernilai
tunggal dalam suatu lengkungan dari
z = zydan pada z = z; (yaitu
lingkungan & dari z, ). Fungsi f(z)
dikatakan kontinu di T =
lim, ., (=) = f(zo}
suatu fungsi disebut kontinu di z = z
A

S

apabila Ve 0,38 =03 0 <« 57
dengan syarat:

() lim, . f(z) ada

@) f(z,) ada,

() lim, ., f(z) = f(z,)

(2) Terorema Limit

I‘x,)':l-}l:xnl)'n (xy)2lx W

0

o lim,.., (f(z) +9(z)) =

=N

o lin, ., (f(2).9(2)

I:mg_,guf.m ,2(z) £0

. fiE
® lim
lim, ., g(z)

Z—Zg Q‘E’_z:'

e Jika
o = %+ iy danf(z) = (x,y) + vlx, y) mak
111:1"13_3,Erlj fl(z)=a+b
Jika dan hanya jika
lim, juny) =2 danlim, jvlny)=

b

1) I & Z) 4] *]mz-izn Lz}

[limmn f(z]][limg_}ED g(z]]

Kekontinuan
Peubah
Kompleks

(4) Teorema Kekontinuan
Teorema 4.5

Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z,,
maka fungsi f(z) + g(z),

iz
f(z) - g(2), f(z)g(z) dan ——,
gi=)
dengan g(z) # 0, juga kontinu di

Zy.

Teorema 4.7

Jika w = f(z) kontinu di z =z, dan z
= g({) kontinu pada = {, dan jika
& =1 (zp), maka fungsi w =
g[f(z)], yang dinamakan fungsi
komposisi kontinu di z = z,.

Gambar 4.2: Peta Konsep Limit dan Kekontinuan
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BAB V
PENDIFERENSIALAN
PEUBAH KOMPLEKS

A. Definisi Turunan

Pemahaman yang baik tentang limit dan kekontinuan
sebagaimana telah dibahas pada bab IV menjadi dasar untuk
mempelajari konsep turunan fungsi atau peubah kompleks.

Definisi 5.1
Misalkan fungsi f terdefinisi pada zo, maka derivatif atau
turunan dari f di Zo didefinisikan

sebagai f'(zy) = lim ‘*‘““‘W‘

Fungsi f dapat diturunkan di zo, jika Az =z - zo atau z = zo+

Az, sehingga bentuk lain dari definisi 5.1 dapat dituliskan

(=) (=) Jika f'(z;) ada maka
o

dikatakan bahwa fungsi f mempunyai turunan (differensiable) di

sebagai: f'(zp) =lim,_,.,

zo. Representasi/simbol lain dari f'{z,) adalah g di zo.

Contoh 5.1
Tentukan turunan dari fungsi berikut:
a. f(z) =sinz b. f(z) =Inz c. f(z) =322 +2z +1
Jawab:
a. Dengan menggunakan definisi turunan:
' . flztaz)-f(z)
f1z) =limpzo——f_——
. sinlz+Az)—zin(=) , 2o [H:k}fm ':%]'
=jm Y~ im Az
) Az ) Ein f%}
= 2limuz—p cns(z + ?) Aimpe g E.iﬂz-
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21i ( 4= Az ) I sinAz
= 11 Ccosl =z im —*—
4==0 2 ZAz—=0 —}_'.z

. Az 1
=2 llmﬂzﬁucns(z +Tx).: 1=

r-.'.lr-:.

(z + %) = COSZ
Jadi turunan dari f(z) = sinz adalah f'(z) = cos z

b. Dengan menggunakan definisi turunan:
, flz+az)-f(z)
iz =limyy————

A=
+Az
. In(ztaz)-Ini= . Im |-r }
= lim —} = lim — £ 7
Az—=0 Az Az—=0 A=z
Az
In (l+—} Az
=lim —= = lm —In (1+5)
Az—=0 Az Az—0 ..’.'.z
L4z 2
zAz

11111 In (1 +— )i In 11m {{1 + ﬂz:]%}

Az Az lim =
_1n1£10{(1+ :1} In{e}irtoz

Jadi turunan dari f(z) = Inz adalah f'(z) = i

¢. Dengan menggunakan definisi turunan:

' T Flataz)—fi=)
f'z) =limpzo—f_——
. 3{ztaz)?+2(ztaz)+1-(3z%4+ 22410
= lim
Azl Az

. 3zitfzaztiAzi4iz+iAaz+l-3=—
= lim
Az—=D Az

2=z-1

. BzAZ+ARS+IAE
= lim ——

. Az(bz+2+A=)
= lim ———
Az—0 Az

Az—=0 Az
= lim(6z+2+Az) =6z + 2.
Azl

Jadi turunan f(z) = 3z> + 2z +1 adalah f ‘(z) = 6z + 2.
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Dengan menggunakan definisi dan analisis yang sama
dengan contoh 5.1, dapat ditentukan turunan fungsi peubah
kompleks lainnya. Hal ini serupa dengan penerapan definisi
turunan fungsi pada pembelajaran Kalkulus.

Selanjutnya suatu fungsi yang differensiable mengakibatkan
fungsi tersebut kontinu, tetapi tidak sebaliknya. Hal ini berarti
bahwa kekontinuan suatu fungsi di suatu titik tidak menjamin
adanya turunan fungsi dititik itu. Kekontinuan suatu fungsi di
suatu titik bukan syarat cukup untuk adanya turunan atau
derivatif fungsi dititik itu. Perhatikan penjelasan berikut.

(1) Misalkan f'(z,) ada, maka:

lim, s, £(2) — £(zo) = lim, ., S22
NN CRoN
= lim ———— lim{z — z)

g2y (Z—2Zg) =-=

= f'(zy) .0 =0, sehingga

lim,.. f(z) — flz) =0 olim,.. f{z) =f(z). Dengan
demikian fungsi f differensiable di zo mengakibatkan fungsi f
kontinu di zo.

(2) Fungsi f(z) = |z*| kontinu di semua titik, tetapi derivatif dari
fungsi tersebut hanya ada untuk z = 0 saja.
Untuk f(z) = [2*] = x2 + y2 maka f(z) = u(x,y)+iv(x,y) atau u(x,y)
=x2+y2dan v(x,y) = 0. Oleh karena u(x,y) dan v(x,y) kontinu
di semua titik (x,y) maka f(z) juga kontinu di semua titik z,

sehingga:

@ -flze) | zz-0 .

lim ————— = lim =limz=0-0i =0
z-zp (2 —2Zp) =@z I -z
Jadi derivatif f dititik z = 0 ada dan f'(0) = 0. Selanjutnya:
Untuk z # 0 maka:

. Fletazd—fi=z) (=+A=diztdz)—==
limpzp =

Az Az
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sitsAstiz S+Azhz—55 =A= _ . —
= =—+4z+ Az

Az A= .
flztaz)—f(=)
=

Jadi f'(z,) ada, maka nilai lim-.g , hal ini
bergantung kepada caranya Az = 0 (Az = Ax +iAy), yaitu,

Jika Ay = 0 maka Az = Ax dan Az = Ax, sehingga

. Fflztaz)—fl=z) .. =Bz | _  ——
hmﬂg_”} Az - ;};IE}II} Az tZ+Az
. zZhx+ _
= lim +i+Ax=z+7.....(1)
Ax=0 Ax

Jika Ax = 0 maka Az = iAy gan Az = —iAy, sehingga

, fletaz)—fiz) _ . =zdz  _ =
11H1ﬂ3_;.|} Az - }ﬂE}ll} Az tI+Az
. (—idy - . -
= lim E‘_—:}}+z +idy=—z+2.....(2)
Ay—=0 Ay

Jika f'{(zp) ada maka haruslah (1) =(2) < z+2Z=—z+2Z

atau 2x =-2iy hanya berlaku jika x = y = 0. Dengan demikian
f'(z,) tidak ada untuk (x, y) # 0 atau z # 0. Jadi f(z) = |z*| tidak

mempunyai derivatif untuk z # 0.

Teorema 5.1: Aturan Pendiferensialan

Misalkan fungsi f(z), g(z) dan h(z) diferensiabel untuk setiap titik

V4

dalam daerah D, maka aturan pendiferensialan sebagai

berikut.

a.

L) £ g@) =) £ L 9() = £ £ 4/

Dengan notasi derivatif, maka i{ flz) £ g(z)} dapat ditulis

sebagai d{f(z) + g(z)} = df{z) + dglz)
= f'(z)dz+ g'(z)dz = {f'(z) + g'(2)}dz

) i{c. fz)l=c i f(z) = c. f'(z), dimana c konstanta

“{f(2.9@) =D =9+ 9D =2
=f@g'(@ +9(2f' (2
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d. —
d=

e.

f.

-

(=) {gi=z1}® {g(=)1?

Jika w = {(y) dan y = g(z), maka turunan fungsi komposisi:

A rZ =1 (9) L 90

d= dy d=

= f'{g(z)}g'(z), selanjutnya dengan cara yang sama, jika w =
dw dw dy d
f(y), v=g8(¢) dan ¢ =h (z) maka — = ?yi?f

Jika w = f(y) maka ? serta y = f /(w) maka %

Dihubungkan oleh = = .1—11
dy —_—

dw

Jika w = g(t) dan z = f(t) dimana t parameter, maka
dw dw/dr _ grit)

dz  dzfde  Frie)

Bukti:

b.

= lim, . fz + Az)

Flztaz)+glztaz)—flz)—g(=)
Az

—{f (2) £ g(2)} = Jim_

. (z+nz)—fl
= lim flztiz)-f(z)
Az—=0 Az

= i flz) + i glz) (terbukti)

glztaz)—gl=]

+ llmﬂz_}ﬂ iz

—{c flz)}= 11111 c. lim

z—+0 Az—0

Fletaz)—flz) _ d

Az -t ;f(Z}
d . [z+az) glz+az)-Fiz)g(
= (D). 9@} = lim,, [ TR LT

Flztaz) glztaz)—gl=lt gla) { Flztaz)—Fl=)]
Az
{ gl=+az)—gi=)}
Az

= limﬂz._;.c.

[flz+az)—Fl=)]

-

= f(z) ig(z} + g(z) if(z}
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Bukti d, e, f, dan g diserahkan kepada pembaca.

Contoh 5.2
Gunakan aturan pendiferensialan untuk menentukan turunan
setiap fungsi berikut.

a. (3+2i)z2-2z+3 d. (7iz2 43z + 2)°

b. (522 +2i) (2z - 3) e. 4 sin®(222 + 52 + 2)
. . {3z + 2i)

c. (3z+2i) /(4z - 5i) f.In (Hz - 5_1})

Jawab:

a. =((3 + 2i)2%- 2z +3)
:i(a + Zi}zf—i(22}+i(3}
=G +20IE)-22@D+2(3)
=(3 + 20)(22) — 2(1) + (0)

=(6 + 4i)z—2

b. =((52% + 2i) (22 - 3i))
= (527 + 20 = (22 - 3i) + (22- 31) = (52° + 20)
= (522 + 2i)(2) + (2z- 3i)(10z)
= 10z% + 4i + 202z% — 30iz = 3022 — 30iz + &

c. =((3z + 2i) /(4z - 51))

-~ d . . d .
_ (4z - 51]5(32 + 2i) —(3z + 21}5(42— 5i)

{(4z - 51))2
_(4z-50(3)— (3z + 20)(4) 12z —15i— 12z — 8i)

{(2z - 51)}? B {(2z- 51}
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B —23i
"~ (4z% - 20iz + 25)

d. =(7iz? +3z + 2)°
Misalkan w = ¥¥ maka Z—: = 3y? selanjutnya
y = (7iz2 +3z + 2) maka 2 = 14iz + 3
dw dy -
—— =3y (14iz + 3
dy dz v (14iz+3)
= (42iz +9)((7iz? + 3z + 2
e. 5(4 sin?(2z% + 5z + 2)),
=
Misalkan w = 4y? maka Z—: = 12y%, y=sing maka
g = cosg, selanjutnya ¢ = (2z* + 5z + 2) maka
de .
e 4z + 5,dengan penerapan aturan rantai, dipercleh
z
dw - a
e 12y%.cose.(4z +5) = (48 + 6) y .cosp
z
= {48z + 60) yZ.cosp = (48z + 60) sin’@ cosp
= {48z + 60) sin®(2z% + 5z + 2)cos{2z® + 5z + 2)
d o (3z+3i)
£ dz (ln (4= - 51})

Dengan menggunakan cara yang sama pada nomor d, yaitu
turunan pangkat dikalikan turunan variabel, dan nomor e,
yaitu turunan pangkat dikali turunan sinus dikali turunan

':,33 ki 2_1}) diperoleh melalui turunan In
4=z - 5i)

dikali turunan fungsi, sebagai berikut:

. d
sudut. Sehingga ;(111
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d |:32+21}) _ [4=z-5i) —23i )
dz V. (42-5i)) (3z+2i) \(422- 20iz+25)

B. Persamaan Cauchy-Riemann (C-R)

Pengembangan syarat cukup agar suatu fungsi mempunyai
turunan dapat dipelajari melalui teorema berikut. Syarat cukup
ini menjamin adanya turunan dan menginformasikan dititik
mana turunan dari fungsi tersebut terdefinisikan atau tidak
terdefinisikan.

Teorema 5.2
Diketahui fungsi f(z) = ulx, y) + iv(x, ), apabila berlaku:
1. ulx,y), iv(x,y) dan turunan parsial pertama, yaitu
Uy, Uy, Uy, dan v, kontinu pada lingkungan N dari zo (Nr (2z0))

2. Pada titik zo, berlaku u, = v, dan u, = —v,.
Maka f ‘(z) ada dan f ‘(z) = U, +iv, = v, —iw,,.
Bukti:

Misalkan f(z) = u(x, y) +iv(x, y)

Af = f(zot+Azo) - f(zo) = Au + iAv, dimana

Au = {u(xotAx, yot+Ay) - u(xo, yo)} dan

Av = {v(xot+AX, yot+Ay) - v(xo, yo)}

Pada kalkulus dua peubah bahwa untuk sembarang titik (xo+Ax,
yo+Ay) di N berlaku:

Au = u(xotAx, yotAy) - u(xo, yo)

= wxAx+ uyAy+ aAx+ PAy, dengan «, 3 mendekati nol bila Ax dan
Ayo mendekati nol. Begitupula,

Av = v(xot+AX, yot+Ay) - v(xo, yo)

= VxAx+ vyAy+@Ax+ Ay, dengan ¢, 8 mendekati nol bila Ax dan
Ay mendekati nol. Sehingga diperoleh persamaan:

Au = wAX- ViAy+ aAx+ BAy ......... (1)

AV = VxAX+ UAY+QAX+ BAY ......... (ii), sehingga:
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f(zo+Az) - f(z0) = {u(xo+AX, yo+tAy)+ iv(xe+Ax, yot+Ay) }
-{u(xo, yo) +1iv(xo, yo)}
= {u(xotAx, yotAy) - u(xo, yo) }+
{v(xotAXx, yotAy) - v(Xo, yo) }i
= Au +iAv
Dari persamaan (1) dan (2) menghasilkan:
Flzotnrz)—f(zq)
Az

= (e + 1) 1 + (U + 1)

+Ha+ip) T+ (B +10) 7

= (ux +10,) + (@ + i) = + (B +18) .. (i)
Dengan mengambil mengambil Az -0 maka Ax —0, Ay —0, juga

a, B, 9, dan 6— 0, akibatnya & + ip— 0 dan § +i@5 — 0
Karena |Ax| = [Az| dan |Ay|= |Az| maka jelaslah:

Ax
| Az

= 1 dan |%| = 1. Sehingga, untuk Az -0 maka

turunan f pada zo adalah f'{z) = (u, + iv,). Jadi f'(z) ada.

Teorema berikut mempelajari bahwa jika f'(z) ada, maka
formula turunan dari teorema berikut ini dapat
diimplementasikan.

Teorema 5.3

Andaikan fungsi f (z) = ulx, v) + iv(x, }-‘}mempunyai turunan di
titik zo = (xo, yo), maka pada titik tersebut turunan f(z), yaitu f ‘(z)
= U, +iV, = ¥, —Il,, sehingga Uy = 1 dan U, = —V,.
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Bukti:
Misalkan f(z) = ul(x,¥) + iv(x,¥) mempunyai derivatif di
zp = xp + iyy, yaitu f(Zo), misalkan f'(zg) = a + bi.

fulag + Ax, vg + Ax) —ulx g, vo)d + ifvlxg + Ax, vp + Ay) —
v(xg,v0)}

f(z,)
- i {ulxg + Ax, yg + Ax) —ulxgy)} + ilwlxg + Ax, v + Ay) — v(xg,70)}
= 155(00) Ax +idy

Limit, sepanjang sumbu x— Ay =0, sehingga untuk
Az = (0,0) makaAx = 0.

fu ':x|;.+..’.‘.x,}'|:.:| —ulx n:-.‘r'l:-:'}+ ifolx |;.+f_‘.x,_}'|;.} - v':.x:..}'n}}
Az

=a-+bi

= limﬂx_;.[:.

. ulzptAxyp ) —ulx o) o folae gt Axye) — v pave) 3
= lim — - =2 +ilim = =
Ax—0 Az Ax—0 Ax

= a+bi

u, (x5, vo) + i v (x0,5) = a+ bi

Sehingga diperoleh persamaan:
u.(xp,vp) =adan v.(x5ve) =b ........... @i)

Limit, sepanjang sumbu ¥ = Ax = 0,Az = 0, Ay = 0

fulx n-}'n+ﬂ-'¥:' —u':xn,_}'n}}+ i Ev':xu.}'n +;’.‘._}'}- v':xn.}'n}]

lim
Ay—0 ity
i .. wl xpavp Az —ulx g . v pavp FA%) — 2 .
== lim ] ped + lim odp TON o) = a+bi
tAy—0 Ay Ay—0 Ay

1 .
i {u}'(xﬂu }"I}::' + T:’}-(x[:u}’u}} =a+hi

u}.(x 0, Yo) + w}.{x oYo) = —b+ai
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Sehingga diperoleh persamaan:
T—"'}-(xu; ve) = a dan Hy(x[:u}’u} =-b...... (ii)

Dari persamaan (i) dan (ii)
u, (X0, ¥0) = v}.(x »¥o) dan u}-{xm}’u} = —v,(x0.,3p) atau

du dv d du  dv (terbukti)

% 9y an 3~ ox erbukti

Kedua persamaan terakhir tersebut dinamakan persamaan
Cauchy-Riemann

Contoh 5.3
Buktikan bahwa fungsi f ‘(z) ada untuk setiap z dari fungsi
berikut:

a. f(z)=iz+5 c.f(z)=exCisy
b. f(z)=z%+5iz + 3 —1i. d. f(z) = ex Cis (-y)
Bukti:

a. f(z)=iz+5=iz+5=i(x+iy) +5=(5 -y) +1i (x), sehingga

u,=0,u,=-1ldanv, =1 v, =0

Jadi Uy, Uy, vy, dan v, ada dan kontinu di setiap titik (x, y).

Syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu:

U, = v, danu, = -1, juga dipenuhi. Sehingga menurut
teorema 5.2, maka f'(z) ada untuk setiap z, yaitu f ‘(z) =
u,+iv, =0+i.1 =1

b. flxy)=(x+iy) 2+ 5ilx +iy) +3—i
=x2 —y? + 2xiy +5ix— 5y +3 —i
=(x%2—y2—5y+3)+i(2xy +5x — 1),
Sehingga diperoleh fungsi:
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ulx,y) =x? —y? =5y +3danvix,v) = 2xy+5x— 1

=2x d ou _ 2y —5
3~ %X ana}_‘— W

av 2
—=2yv+5dan — =2
dx ¥ ana}_‘ *

L du du dv
JadizZ, 50

B . . "
S an dan 3y ada dan kontinu di setiap titik (x, y).

Memenubhi syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu:
du v du dv

ax dy B

dan — =
an dy dx

Jadif(z) = %+1%=2x+1(2}?+5} =2z+ 5.
. f(z)y=exCisy=e*(cosy +isiny), maka

u=excosydanv=exsiny

ux=excosydan uy=-exsiny

vx=eXsiny dan vy=excosy

Enam fungsi tersebut adalah kontinu di titik (x, y) juga
memenuhi C-R: U, = v, dan u, = —¥,, sehingga:

f'(z) = u,+iv, = e* cosy +i. e siny = e*Cisy = f(z).

. f(z) = ex Cis (-y) =eX(cos y - i sin y), maka
u=eXcosydanv=-e*siny

ux=eXcosydan uy=-exsiny

vx=-e*siny dan vy=-excosy

Enam fungsi tersebut adalah kontinu di titik (x, y), namun
tidak memenuhi syarat C-R, dalam hal ini: u, # v, dan

u, ¥ —Vv,, sehingga f'(z) tidak ada pada titik manapun.
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Catatan:

1) Kekontinuan fungsi-fungsi u(x, y), v(X, y), ux(X, y), vx(X, y),
uy(X, y), vy(X, y) merupakan syarat cukup adanya turunan,
namun secara umum bukanlah termasuk termasuk syarat
perlu.

2) Berlakunya syarat Cauchy-Riemann di suatu titik dari suatu
fungsi f belum menjamin adanya turunan atau derivatif
dititik tersebut.

Contoh 5.4
xH1+i—yE1—i)

Diberikan fungsi f(z) = [ JRE » untukz =0
0

, untukz=10

Tunjukkan bahwa f(z) kontinu dan memenuhi syarat Cauchy-
Riemann di z = 0, tetapi f ’(z) tidak ada.

awab:
r3— }:3 w34 y +3
7 5+ Lhuntukz = 0
f(z}: x‘+}-“ x+}
0 yuntukz =10
x3 — 3
T . 0,0
u(x,9) =1 %% 45 (x, ) # (0,0)
ﬂ H 1:.'3:.', }} - (ﬂ_. ﬂ}
x3 +}
—= =i A 0,0
v(x,y) ={ 2+, (x,y) #(0,0)
ﬂ H (x.l }:} — ({]_. []}
2-y® _ r(cos*f—sin®@
Untuk (v y) # (0, 0) ulsy) =520 =Tt

ulx,y) = r(cos38 — sin*d)
lu(x,y) = r|l(cos®@ — sin?@)] = 2|r] = 2r, sehingga

Tn ¥ >
VE>0, 38=35 30<yx’+y* <4
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< |ulx,y) — 0] = 2r= €. Jadilim,y-0ulxy) =0,

Jika limm 0,0 wlx, 1) = Omaka lim ., -0 ulx,v) =0,
Dengan cara yang sama diperoleh bahwa v{x,v) kontinu di (0,0)
sehingga f(z) kontinu di (0,0) atau di z = 0.

3x2(x? + %) —2x(xF —9¥)  x*

0,0) = li S — == =1
4 (0,0) = lim (x% +y2)2 xt
—3y2(x2 +92) — 29(x3 —y%)  —y*
u, (0,0) = lim—= O+ y7) = 2967 =57 Y -1
= GT ) y
3x?(x? + 98— 2x(xF 4+ x*
T'gx(ﬂjﬂjl:lim ( }-1} 5 :: & }=_4=1
y—=+0 (x‘ +}"‘}‘ x
3y2(x2 + 92 — 2y(x3 +93) ¥t
v,(0,0) = lim v },.} ,.}E &% }=}—4=1
y=0 (x=+y7)" ¥

1, (0,0) = v,(0,0) dan u,(0,0) = —1,(0,0). Jadi syarat CR
berlaku di titik (0, 0). Selanjutnya akan ditentukan turunan £(z)

di z =0, melalui: lim fiz)-rt0

=0 = . .
x%-o}, .(x%+0
. (=)—Fio] . |I;:'*" }+E|I_::'*" }
(1) Untuk z = x, maka AR A [T 2 -0
=0 -4 x—+0 X
. (=)—Fl0) .
=0 =
xF-x¥) | fxBex®
. (Z—Fla . (vz xz}"'zli..z x""}
(2) Untuk y = x, maka lim i (O AN el )
=0 -4 x—=0 xtiy
, (=)—Flo) . O+ilx) . 1 1 1.
lim £ gy 0 — =ilim —=-—=-1i.
=0 ] x—0 x+ix x—=0xtix x—0 1+i 2 2

Karena (1) dan (2) tidak sama, maka 11_1}[1:I FEA i dak ada.
=

4

Sehingga f ‘(0) tidak ada.
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C. Fungsi Analitik

Konsep fungsi analitik sebagai bagian esensial dalam teori
fungsi kompleks dan memiliki struktur yang sangat kuat untuk
diimplementasikan lebih luas berdasarkan sifat-sifatnya.
Definisi 5.2
Suatu fungsi f(z) dinamakan analitik dalam domain D jika f(z)
dapat diturunkan pada setiap titik dari D. Fungsi f(z) analitik di
titik zo apabila 3 Nr (zo) sedemikian hingga f "(z0) ada Vz € Nr
(z0). Jadi keanalitikan f(z) di zo berarti f(z) mempunyai turunan
pada setiap titik di dalam lingkungan dari zo termasuk zo sendiri.

Contoh 5.5

Fungsi f(z) = i maka f(z) tidak kontinu di z = i, karena f'(i)
tidak ada atau f(z) tidak analitik di z = i. Namun demikian f(z)
analitik di suatu titik dalam setiap sekitar z = i, misalnya (zx).

f’(z) =ada Vz € Nr (z)
Gambar 5.1: Keanalitikan f(z) = i
Dari definisi 5.2, titik zo disebut titik singular dari f(z)

apabila f(z) analitik di suatu titik dalam setiap sekitar dari zo
kecuali di zo itu sendiri. Titik z =i pada contoh 5.1 adalah sebuah
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titik singular. Dengan demikian suatu titik zo dinamakan
singularitas atau titik singular bagi fungsi f(z) jika hanya jika
f(z) gagal menjadi analitik pada zo dan setiap lingkungan zo
memuat paling sedikit satu titik yang membuat f(z) analitik.
Selanjutnya f(z) analitik di dalam D jika f(z) analitik di setiap
titik dalam D. Fungsi yang analitik di seluruh bidang z disebut
fungsi menyeluruh (entire function). Keanalitikan di zo
berimplikasi kepada eksistensi f'(z) di zo. Sebaliknya jika f'(z)
eksis atau ada belum tentu f(z) analitik di di zo.
Contoh 5.6
Fungsi f(z) = |z?| mempunyai turunan hanya pada z = 0,
akibatnya f(z) tidak analitik untuk setiap z pada bidang-z. Hal
ini berarti f ’(z) tidak ada di seitap lingkungan titik manapun.

Contoh 5.7
Suatu polinomial: P(z) = co + c1z + c2z? + ...... + cnz" adalah fungsi
menyeluruh, karena turunan P(z) yaitu P’(z) ada atau terdefinsi
pada setiap z pada bidang-z.
Contoh 5.8

z3 -2z +z 42
Fungsi f(z) =

244

Adalah hasil bagi dua fungsi menyeluruh, karena fungsi
pembilang dan penyebut terdiri dari polinom. F'(z) terdefinisi
untuk setiap titik kecuali di z = + 2i, sehingga pada titik tersebut
fungsi f(z) tidak terdefinisikan. Dengan demikian f(z) analitik
pada setiap z kecuali di 2i dan -2i.

Suatu fungsi yang terdiri hasilbagi dua fungsi menyeluruh
dinamakan fungsi meromorfik.
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Teorema 5.4

Diketahui fungsi f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Andaikan bahwa

1. Fungsi-fungsi u, v dan turunan parsial ux, vx, uy, dan vy
kontinu di setiap titik di dalam lingkungan tertentu N dari
(zo) atau Nr (zo).

2. Syarat Cauchy-Riemann ux = vy dan uy = - vx berlaku pada
setiap titik di N.

Maka f(z) analitik pada zo.

Bukti: Gunakan teorema 5.2 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan
fungsi.

Contoh 5.9:

Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut ini adalah analitik:
a. f(z)=3z* b. f(z) = cos2z

Jawab:

a. 3z% =3(x +iy)* = 3(x* + dix?y — 6x%y? — dixy? +y7)
=3(x*— 6x?y? + %) + Ji(4xy? — 4xy?)
= (3x* —18x%y? + 3v*) +i(12x3y — 12xv?)
Sehingga diperoleh fungsi:
ulx,v) = (3x* —18x%y? + 3y*) dan
vix,v) = (12x%y — 12xy?)

du - du "
— =12x% —36xy? dan — = —36xly+ 123

dx dy
i 36xt 12y3d ov 12x3 — 36xy?
— = 36x?y—12yvidan — = 12x3 — 36xy*
dx y Y gy Y
L du du dv dv . . . .
Jadi 32" 3y ax’ dan 3y kontinu di setiap titik (x, y).
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Ternyata memenuhi syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu:

ﬂu_ﬂ'r:-'d du  dv
ax dy an dy  ax

Jadi f(z) = 3z* adalah fungsi analitik

EZ(:{H}'} + E—2|:x+z}'}
b. f(z) =cos2z =

2
e cis2y + e Fcis(—2y)
N 2
e™(cos2y +1i 5in2y) + e ¥ (cos2y — i sin2y)
N 2
(e +e ™) cos2y+i(e™ —e ) sin2y

2
Sehingga diperoleh fungsi:

(e™ + e ) cos2y

uey) = T
(e™ — e~ ) sin2y
w(x,y) = _
ou =(e? —e ™) cos2y & — = (—e™ — e &) sin2y
dx dy
at’ a ~ at’ a a
P (e + =) sin2v & 3y = (e¥* — e™**) cos2y
Ldu du dv dv . . . .
Jadi 32, 37 55 -dan 2= kontinu di setiap titik (x, y).

Ternyata memenuhi syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu:

ﬂu_ﬂ'r:-'d du  dv
ax dy an dy  ax

Jadi f(z) = cos 2z adalah fungsi analitik
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Teorema 5.5

Andaikan bahwa fungsi f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitik di zo,
maka ux = vy dan uy = - vx pada setiap titik pada suatu
lingkungan titik zo.

Bukti: Gunakan teorema 5.3 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan
fungsi.

Teorema 5.6

Andaikan bahwa Jika f(z) dan g(z) adalah fungs1 analitik di

dalam D, maka f(z)+g(z), {(z).g(z), f(z) o g(z)

juga merupakan fungsi analitik di dalam D.
Bukti: Gunakan teorema 5.1 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan
fungsi.

D. Persamaan Laplace dan Fungsi Harmonik
Misalkan fungsi f(z) = f(z) = u(x, y) +iv(x, y) analitik di
dalam D pada bidang-z. Menurut persamaan Cauchy-Riemann

du dv q du  dv
ax  dy an vy ax
Jika masing-masing persamaan diturunkan secara parsial

terhadap x dan y, maka diperoleh:

a (ﬂ‘u B ﬂ'r:-') B aiu B G o
dx\ax  ay) ax? dxay

a (ﬂ‘u B a"i?) B alu B 3ty @)
ayh\ay —  ax) &yt axdy’

3] (ﬂu 3 ﬂv) au 9% 3)
ay\ax  dy/  axdy ﬂ}-‘z o

2 [ou v 3%u v

_— _1 = — = ‘ = — 2 wamw o (4}
dx gy dx dxdy dx



Jika (1) + (2) dan (3) + (4), maka diperoleh:

iy A%y
— =0 dan

N ﬂzt.ﬂ_l_ atv
ax?  ayr gx?  ay?

=0

Kedua persamaan terakhir ini disebut persamaan Laplace.
Selanjutnya dengan menggunakan V? sebagai operator
Laplacian, maka kedua persamaan dapat ditulis sebagai:

d%u  9%u d*v v

+— =0 dan Viv=

?’2 = — - = -+ e
u dx<  dy- dx<  dy-©

dan mempunyai turunan parsial kedua yang kontinu dalam D.

Definisi 5.2

Fungsi dimana u(x, ) dan WX, ) memenuhi persamaan
Laplace di dalam suatu daerah D di dinamakan fungsi
harmonik atau harmonik dalam D. Jika komponen real dan
dan imajiner dari fungsi analitik f = u + iv merupakan fungsi
harmonik maka u(Xx, y)disebut fungsi harmonik sekawan
dari W x, y) dalam domain D.

Dua fungsi harmonik u(x;y) dan WX y) sedemikian
hingga f{2) = u+ 1v disebut harmonik sekawan, jika salah satu
diketahui maka yang lain dapat dicari.

Contoh 6.0
(a) Buktikan bahwa u= ¢ *(xsin y— ycos y) fungsi harmonik
(b) Tentukan v(x, y) sehingga f(z) = u +iv analitik
Jawab:
(a) Bukti:
u=e¢e “xsin y—e “ycos y
Dari Persamaan C-R
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ou T . x ov
— =—¢ "xsin y+ e “sin y+ ¢ " ycos y=—
ox
ou

Y

=¢ “Xxcos y— e “cos y+¢e " ysin y= _ov
ox

azu — X . —X —X _* — X
——=¢ "xsin y—¢ “sin y—¢ “sin y—e *ycos y
ox*
azll — X . —X —X —X
gz—e Xxsin y+ e “sin y+ e “sin y+¢e " ycos y
0’u 0’u
——+——=0 (terbukti sebagai fungsi harmonik
o2 oy ( g g )

(b) Ambil ?/ =—¢ "xsin y+ e “sin y+ ¢ “ycos y
a4

Ov=(—e “xsin y+ e “sin y+ e *ycos y)dy
V= J. g (—e *xsin y+ ¢ “sin y+ ¢ " ycos y)dy+ g(x)

v=e[ I (—xsin y+sin y+ ycos y)]|dy+ g(x)

v=¢e "[ xcos y—cos y+'[ ydsin y)]dy+ g(x)

v=¢ ‘[ xcos y—cos y+ ysin _y—jsin ydyldy+ g(x)
v=¢ "[xcos y—cos y+ ysin y+cos y]+ g(x)

v= ¢ “[xcos y+ ysin y]+ g(x) (pers. yang dicari)
ov ou

— =—¢ "Xxcos y+ ¢ “cos y—e “ysin y+ g (x)=——
ox oy

Diketahui : Z—u =¢ "Xcos y—e “cos y+e “ysiny
Y

2x=0 < g(x =IOdX < g(x)=c,
diperoleh v= ¢ *[ xcos y+ ysin y]+ ¢ sehingga fungsi yang

136



dicari v(x; y) = ¢ “(xcos y+ ysin y)+ ¢, yang merupakan fungsi
harmonik sekawan dari u (x, y).
Contoh 6.1
3 3
(a) Buktikan bahwa v= 5 X — 5 ¥ +2xy+3x+2 yharmonik

(b) Tentukan fungsi u (x, y) sehingga f(z) = u + iv analitik
Jawab:
(a) Dari Persamaan C-R

@=3X+2_y+3=—a—u dan Q:2x—3y+2:6—u

ox oy oy ox
2 2

ﬂ=3 dan Q=—3

ox* oy

o’v d’v

——+—— =0 (terbukti sebagai fungsi harmonik

o oy ( g g )

(b) Ambil Qu_ 2x—3y+2
ox
ou=2x-3y+2)dx
u=["Q2x-3y+2)dx+ 2(3)
u=x —3xy+2x+ g(y) (pers yang dicari)

U_ 3xrg'(=-2= 3x-2y-3
y ox

2'W=2y-3ey=[(2y-3dy=-y -3y

Sehingga diperoleh fungsi u(x, ) = X —3xy+2x+ g( )
atau u(x, y)=xX — Y —3xy+2x-3y.
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E. Turunan Fungsi Elementer
Turunan fungsi elementer diperoleh dari teorema berikut.

Teorema 5.7

d d _ -1
1. —(c:]l =10 16. —cot 1z=
d= d= 1+=2
d _ d _ 1
2. —z" =nz""1 17. —sec™lz= —
d=s d= Zv¥z2—1
d d _ -1
3. — g% = g% 18. —rsc 1z= E———
d= d= EvEi-1
d =z = d 1
4. Sa'=a Ina 19. d—smhz = coshz
= =
d d .
5. —.sinz =cosz 20. d—cnshz =sinh z
= =
d . d -
6. —cosz = —sinz 21. d—tanhz = sech® z
= =
d - d R
7. d—tanz = sectz 22. d—ccthz= —csch z
= =
d - d
8. d—cntz = —cs5cez 23. d—sechz = —sechztanh =z
= =
d d
9. —secz = secztanz 24. d—cschz= —cschz cothsz
= =
d d . . _ 1
10. —ecscz = —csczeotz 25, —ginh™ 1z = ——
d= d= W14+=T
d d 1 d _ 1
11. —log,z=—Inz="- 26. —cosh™lz =
d=z d=z = d= WEi-1
d logps d -
12. —Eagﬂz: a 27. —tanh~ 1z =
d= = d= 1—z2
d |, _ _ 1
13. —gin~1z= 28, —coth™1z =
dz V1-z2 d= 1-z2
d _ -1 d _ -1
14, —cos~1z= 29. —sech™lz = —
d= V1-22% d= =l-z%
d _ 1 d _ -1
15. —tan~1z = 30. —csch™lz = ——
d= 1+=2 d= =zl
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Bukti nomor 5;

d |
—sinz = cosz
dz
d d fef—g i ia':z—l_/—ia_':zjl gf4gmiz
—sinz =— : = — = = COSZ
d= d= 20 2P 2
d . .
w2, Sinz = cosz (terbukti)
Bukti nomor 6;
d :
—cosz = —sinz
d=
d d feF+e 2 ief+(—ie=F)  —gF+eE .
—C0sSzZ = — = - = —— = —sinz
d= d= 2 2 2i
d . .
% 2,052 = —sinz (terbukti)

Bukti nomor 13;

d
—sin"1lz =

dz V1l—-g2

rel Bl
—sin” z——( 1n{12+*~.-1—z‘})
d — 1 1 . z
—5ln " Z=- — ||l —

dz i \izd+vVi—=2 Yi-g2
g ( ) ivli—zi-z
—sinlz = —

d= —z+iv1—z% V1-z2

.4 sinlz =1
ae =

Ji-22

Bukti nomor 15;
1

d _
—tan "z =
dz 1+=2

d _ d 1 1+iz
—tan"lz = —(—_ 111(—. ))
d= d= \2i 1-i=z
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d -1 1 (1—:‘3) (z‘lll—:‘zj—tlﬂzjll—z‘))
—tan *z=—
dz

2i Vi+is (1-iz)?

d _1 1(1—:’3)(:’+z+z’—3) ( 1 )( 1 )
—tan "z =— - —— = - -
d= 2i Witizd L (1-iz)® 1+iz/ \1—-iz
: I:mt.:.':.rl, z=15
Bukti nomor 25:

o 1
—sinh™tz = ——
dz W1+z°

g a4-1.,_ d iz

rj!Hsmh z= IEEEr'[111'[z+*wz +1D
2 sinh~lz = ( )(1+ .3_:]
dz HVET+1 VER41

1 VEitlts
Zginh~1z = ——
d= z+EE 1 Vil

d 1
R
. sinh™z = -
dz Wi

Bukti nomor 26
1

g _
—cosh™1z =
d= WEi-1

i {ln{z + w"ﬂ}}
d _ 1
; cosh ! Z= (z+'\."5T—1) (1 + 'w-'zj— 1)

d -1 1 Vei—1+4=
—cosh ™"z = — —
dz =4zi-1 WEE-1

1

d _
—cosh™1z
dz

d
-1 _
. —cosh™z = —
dz J22—1

Bukti nomor 30:
-1
VT4l

d _ d (1+Z5 51
—csch™1z = —(111'—:')
dz d

4

d _
—csch™1z =
dz
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( ) =(=2+1) 2 (- (1+/ZF4 1
1+/z2+1

—csch™lz = .
=
s —((V==F1)+(=2+1) )
—csch™z = ( )
1+Vz2+1 =i+l
—(VEEFi+1
—csch™z = ( ) - )
1+z%31 =vzi+l
d -1
-1, _
. —csch™ " z= —
dz 22244
Contoh 6.2

Tentukan (a) di {Siﬂ_1 (z+ 3i)}2
z

Jawab:

@) di{sin-1 (z+30) }>=2sin "' (2+3).
Z

_ 2sin”' (z+3))
1+ (z+35)°
{zlnzj

Misalkan y = z!"#makalny = ln'[zl“z}

(b)

2 ln=

Iny = Inz.Inz = In?z, sehingga —d}f—
ldy Z2Inz o dy Z2ylnz 2z172 Inz
ydz z dz z z

d.

& _ 5lnz ;-1 Jpp = 251031 I,

dz

(b) 52 (27)

(c) i{ZCSC'l (lj+ \/ﬁ} (d) i ((sin(iz — 2))}%4 430
@ g dz

1
1+ (z+3i)

dz

1

141



Jadi, 2 (zIn2) = 221021 Inz
Z

(c) i{zcsc’1 (lj +1-2° }
dz z

It J o
(Z%( o] e

zZ

L

= CsC +(Z)

d -1 .
d el Sil’l iZ _2 tan” (z+31)
Gl {(sin(iz — 2))}
_ etan’l(z+31)lnsin(1'272) di {tal’l% (Z+ 3]) In Sin(iz— 2)}
Z

— etan’l (z+31)Insin(iz-2) {

——— Insin(ziz—-2) +
Z +6iz—8 (z=2)

tan™' (z+31) ; cos(iz—2)i}
sin(iz—2)

— etan"(z+31)lnsin(iz—2){ 1 : In Sin(fZ— 2) n
7 +6iz—8

tan~' (z+ 37)cot(iz—2)7}

= (sin(iz—2))™ 7 ¢ Insin(iz—2)+

Z +6iz—8
tan~' (z+37)cot(iz—2)1}
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F. Turunan Tingkat Tinggi
Jika w = f(z) analitik dalam daerah D, maka derivatif f'(z), w’

atau % juga analitik dalam daerah D tersebut. Selanjunya jika

f'(z), w’ atau % analitik pada daerah tersebut maka derivatifnya

dew

t”(z), w”’ atau —. Dengan cara yang sama turunan ke-n dari f(z)

z
d=2
dhw .
dimana n adalah
dzm

derajat turunan. Dengan demikian derivatif atau turunan
pertama, kedua, ketiga,..... adalah analitik di dalam D. Berikut
teorema yang berlaku untuk fungsi peubah kompleks dan tidak
perlu berlaku untuk peubah real.

dapat dinyatakan sebagai {™(z), w® atau

Teorema 5.8
Jika f(z) adalah analitik dalam daerah D, maka f'(z), f’(z),

t(z),........ , f™ (z), juga analitik untuk setiap turunan tingkat
tinggi dalam D.
Contoh 6.3
Tentukan turunan kedua dari fungsi berikut.
a. 5sin? (3z -2 +1i) b. cosh (2z +1)? c. sin’(Inz)
Jawab:

a. Misalkan f(z) =5 sin? (3z — 2 +1)
f’(z)=10sin (3z—-2+1) cos (3z—-2+1). 3
f’(z) =30sin (3z —2 +1) cos (3z — 2 +1)
f“(z)=90{cos? Bz -2 +1i)—sin? 3z -2 +1i) }
f“(z) =90{cos? Bz -2 +1i) - 1+ cos? Bz -2 +1)}
f “(z) =90{2cos? 3z -2 +i) - 1}
f “(z) =90 cos (6z — 4 + 2i) (ingat cos 2a = 2cos?ax — 1)

b. Misalkan f(z) = cosh(2z + 1)?

f'(z) = (82 + 4) sinh (2z + 1)?
f7(z) = 8 sinh (2z + 1)2 + (82 + 4) cosh (2z + 1)2.4(2z +1)
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£7(z) = 8 sinh (2z + 1)2 + 4(2z + 1) cosh (2z + 1)2

c. Misalkan f(z) = sin’!(Inz)

1
f'(z)= A1+ 1n
) \/1+h12 Z\/1+1n z (Z " Z)

1 2lnz
f"(z)=— (z\/1+1n2 T{\/1+lnzz+—z. . }
2 J1+mm’z =z
fr(z)= Z\/1+1n z {\/1+h122+ Inz }
Ji+In’z
2 2
F(z)=— Zm} {1+1n z+1nz} -1-In°z- ]1132
V1+1In’z 22(1+1n 2)2
Contoh 6.4
Tentukan turunan ke-n dari fungsi berikut.
1
a. f(z}—l— b. f(z:.'l= 122
Jawab:
a. f(z):iz(l-z)*‘

1-z
f'(z) =—(1-2)° () =1(1-2"
f"(z) =2(1-2)° (DD =2(1-2"
fO2)=-3(1-z)"2(-)=31(1- 2"
f9(2)=—4(1-2)°3(-1) =4(1- 2"

)N —(mHl) _ n
™ (z)=nl(1-2 “ U=
| -
b. f(z)= =(1+2z
@)=, =(+2)
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f'(z) =(1+22)° Q) =(-D2 (1+22)7
f"(z) =2(1+22)° (D)) = (-1)* 21 2*(1+22)
£f9(z) =-3(1+22)" (DD QR)Q2)2) = (-1)*32*(1+22™

fY2) =(=D)*42'1+227°
i} )" n 2"
£(2) = (1) a2 (14220 == 2L 2
(z) =(=1) ( ) (1322
G. Aturan L'Hospital

Misalkan f(x) dan g(x) analitik dalam suatu daerah yang

memuat titik zo dan andaikan f(zo) = g(zo) tetapi g’(zo) # 0, maka
flz2) _ flzo
Z—*Zp E':B:' - E":Bl:-}.

Bukti:

lim

£'(z) = lim fz) ~ fzo)

Z—Ep Z—1ZIp

Misalkan : % —fz)=v

Untuk z =+ zz dan¥ = 0
f(z) — f‘zzu} - ff(Eu}(z - ZD} ="¥(z - ZD}
flz) = f(zg) + ' (zg)(z — 25) + ¥z — 2)

dengan cara yang sama untuk fungsi g(z):

g(z) = glzp) + g'(zg)(z—2o) + ¥z — 20)
dimana f(zy) = glzy) = 0 sehingga diperoleh:

f(z) = f'(zg)(z — o) + ¥(z — 2p)

g(z) = g'(zy)(z —25) + ¥z — z)

lim f(z) _ f'(zp)(z—20) + ¥z — 2)
zz0glz) g (zo)(z—zp) + ¥z —zp)
) o) + ¥ - 20)

2=z, glz)  [g'(zy) + ¥z —z)
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- fz) [f'(z) +¥]
2z glz)  [g'(zg) +¥]

Untuk z =z maka ¥ — 0 maka:

fz)  f'(zo) .
. ZLTD@_; N (terbukti)
Contoh 6.5
Lim 7 +i : z’+9
(a) R (b) lim ——
z—1 27" +1i 7>3i(2z"+(1 —61)z—3I1)
2 .
1 -2cos z . zZ° +iz+2
lim —="—"=  (d) lim
(© lim— @ @ +22+1)
Jawab:
L- 2 . N2 _ _
(@) m z°+i (1)°+1  —1+1 1+1_O

z—iz°+i @O°+1 ()41 —-1+1
Dengan menggunakan aturan L'Hospital:

Lim z’+1 Lim 2z _2() _ 2() _ 2() 1
z—iz’+1 z—i62° 63G)° 63G"i 631 3

. z°+9
(b) lim ——
z—> 31 (22 —|—(1 —61)Z—31)
) 27 2(31) 6i
lim - = - T = :
z>3i(4z+1—-61 (431)+1—-67 1+6s
. z>+9 36+ 6i
lim —— =
z>3i1(2z° +(1 —61)z—31) 37
] 1 -2cos=z .. 2sin z } 2cos =z
() m ————=1im >— = lim ———
z—> 0 Z z—> 0 3Z z=>0 6Z
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-2sin =z -2.0

lim = — =0.
~0 6 6
@ lim z° +iz+2 i 22 + 7
=i (' 422 +1) i (42°+42)
lim 2 _ 2 21
=i (1222+4)  (-12+4) -8 -4

H. Turunan Fungsi Implisit

Misalkan F (z, w) = 0 adalah sebuah fungsi implisit, apabila
y = F (z, w) maka turunan fungsi implisit didefinisikan sebagai:

D e by = % g7 O w0
0z 0Oz ow 0z ow
oF
@a—Fdz——a—Fd dW:—Q.
0z ow dz OF
ow
Contoh 6.6
Diketahui fungsi implisit:
(a) zZ2+w?=1dan (b) Z +2ywt2zw=1
2
tentukan ﬂ/ dan M
dz dz
Jawab:
(@) F(z, w)y=2z3+w?-1
OF 37 dan a——3u? maka 2%~ _ 32 __Z
oz ow dz 3w W

Cara lain: Diferensialkan terhadap z dengan memandang w
sebagai fungsi implisit dari z, sehingga diperoleh:
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d d d d
FZ(Z3 +w-1)=0 @FZ(iH—(uﬁ)—FZ(l)_o

3230 Y 020 3w o 3 W7
dz dz dz W
o (2zw—22w
Selanjutnya W__ dz
ey W

Dari z3 + w =1, maka w®=1 - z% atau w=3/(1-2)
z

223(1-2) -223(1-2) (-

z3y( V=2 .( mj

7 w

2 1-2 27312

NP )

a7 Ja-7)*

(b) i(zz +2ywt+2zw—1)=0 (y konstanta)

= 22+2yd—+2W+2zﬂV=O
dz dz

o2 2r2w
dz

aw_—(z+w
dz  (z+Y)

s~ I D+ O W
a7 (z+ y)

, Selanjutnya turunan ke-2
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—(1— (z+ W)J(Z-i-'y)+ M) (z+ W
d’w

(z+y)

a7 (z+ )’

| zty=2z—wW
Pw ( (z+ 9) j(z+)’)+(Z+W9
a7 (z+ y)

—['y_w)j(zﬁ—y)+(z+w)
dw (z+y)
a7 (z+ y)?
dw _ (w— Y+ (z+w _ (z— y+2w)
dz (z+ p)’ (z+ p)’

I. Penyelesaian Soal dan Latihan
1. Carilah f'(2) dengan menggunakan definisi dari setiap

fungsi berikut:
a. (9=27+4z-3, c f2=cosz
b. A2)=2 +3z+5, d. (7 =tanz

2. Tentukan f£'(2)dari setiap fungsi berikut:
c. (=47 +5iz-3+1 padaz,=2
d. f9=27+2iz-3; padaz, =-1+i

3. Dengan menggunakan aturan pendiferensialan, tentukan

d d

(a) E(22+ 41)(z—21) (b) FZ(2Z2 -51)/(3z—1)

() Fd(zi +4Z2i-z+1)'  (d) AX=3sin>(2Z +52+2)
Z

Jawaban (a), (b), dan (c) diserahkan kepada pembaca
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Jawaban (d): A{x) =3sin’ (22 +52+2)

£(x)=9sin’ (22 +52+2)(4Z +5)cos(2Z +52+2)
=9(42 +5)sin* (27 +52+2)cos(22 +52+2)
=9(42 + 5)(1 —c0s’ (22 +5z+ 2))cos(2z2 +52+2)
= (362 +45)(cos (22 +52+2)—cos’ (22 +52+2))
4. Buktikan bahwa fungsi f ‘(z) ada untuk setiap z dari fungsi:
a. f(z)=2ze~ c. f(z) =sin 3z

b. f(z)=22z2+ 3iz+2— 3i, d.f(z) = e*%
5. Periksa apakah fungsi-fungsi berikut analitik

a.f(z)=22+3iz+3+i b. f(z) = (1 + 3i) z2
c. f (z) = cis (-2y) d. f(z) =sinh 2z

6. Periksa titik dimana fungsi tidak analitik (titik singular),
kemudian carilah turunan disetiap titik lainnya.

z—21 74z
a. C.
z+4 Z+z
b 727 +7Z+22—1 d 7z—-21
’ Z+9 " 242245

7. Tunjukkan bahwa komponen real dan imajiner dari setiap
fungsi berikut adalah fungsi harmonik. Kemudian carilah
fungsi harmonik sekawannya v untuk membentuk fungsi
analitik f'=u+1v.

a. u=sinxcoshy+icosxsinhy cu=xy
b.u=e"2_”2Cis()gy) d. u=3x-3xy
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8. Diketahui fungsi u(x,y) = 3x%y +2x2-y% - 2y?2

a. Buktikan bahwa fungsi u(x,y) adalah fungsi harmonik,

b. Carilah fungsi harmonik sekawan u(x,y),

C.

9. Diketahui fungsi v(x,y) = x2-

b. Carilah fungsi harmonik sekawan v(x,y),

C.

10.Buktikan diferensial berikut.

d d
. —he)=0 —sarlz= ——
a dz(} d d= zvzI-1
d -1
—zf =pzo1 —cot™1
b. dz €. dz 1+z
d d -
. —e? =¢g? .—sech™lz= —
¢ dz fdz zv1—z®

d
a. 3. () =0 dimana C adalah sembarang konstanta.

d , f(Z+AZ)—F(=)
f(z) = ¢, maka % flz) = llmﬂz_}u—ﬂz
.4 c—c o _
5 (©= JE}D . —‘};131 0 (terbukti)
b. —Z B _lim (z+Az)"—z"

dz j_'.z—}l} Az

Nyatakan f(z) =u +iv dalam suku-suku dari z.

y? +2xy - 3x - 2y
a. Buktikan bahwa fungsi v(x,y) adalah fungsi harmonik,

Nyatakan f(z) =u +iv dalam suku-suku dari z.

( 4 (n—1) . .
izn+nzﬂ_'ﬂzﬁ% n—2 Lﬂz}z+.......+'~ﬂa}n}—z

Az—0 Az
nin— 1}

287 Az +.. ..+ (Az)r1)
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d - .
. 42" =nz® 1 (terbukti)
c. Misalkan w = e =e**%¥ = g*(cosy +isiny)
maka komponen u = e* cosy dan v = ¥ siny.

u dv
Sehingga - = e* cosy = —— dan

v u
—= eg¥siny= —— memenu}u dalil C-R.
fx ay’
dw dw du dv du v
— iti: —=—+i—=—i—+—
Maka P ada, yaitu: 3 ax ™ 3 3y

S S, | r b jef ol — of :
.o € =efcosyt+iesiny = e® (terbukti)

d _ d 1 1+ 1—-z2
d. —sec 122—(_— In (L))
d= dz Vi

d 4 1(

— Zec L= -
d= i

d
— 5ecC

—z(1-22)F z-(1+/1-2F)
zI

( )(—z ~(vi—zF+1-z ])
z3/1-z2

d el 1( )(—lu z1+1]) 1(5—1 )

d= T zvl—z? T 1—-z2
1
1

L8 a1, — - 1
nosecTiz= '(zn‘z""—l) = —= (terbukt1)

31.-

-1, _
7=
dz i

p

i _1 1 z—l)(iz—l}—ﬂzﬂ})
d= cot z+i (z—i)2

L4 -1 (i)(i) N i
spootTz=—\— N ) == (terbukti)

d _ d (1++1—=%
f. —serh™lz= —(ln;zj)
d= d= z

) -z(1-22) 7 (2 -(1+/1-25)
144122 z2

d
—sach™lz = {
d=z
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d 1 1 —zz—fli'v'l—zz:Hl—zz}
—sech ™z = { _) — -
d= 1+/1-2% zvl-z?

d -1 1 (=1—z2+1) -1
—sech™z= — — = —=
dz (1+y1—-z%) (z41-=% 2y/1—z22
d -1
~—sech™lz= —— (terbukti
dz x-\."i—zz ( )

11.Tentukan turunan setiap fungsi berikut.

a. A2 =3sin’(Q2 +52+2)

b. A2 =(z+5)*"

c. f(2)=In(tan(2iz-1))

d. Alz)=In(tan" (£ +1))

e. A2 =(sin@2z+3)f

f. f(2) =tan™ J(3z+25)"

g. f(2)=cosh™ (In((Z +32)

Jawab (a):
£(x)=9sin* (22 +52+2)(42 +5)cos (22 +52+2)

=9(42 +5)sin* (27 +52+2)cos (22 +52+2)
=9(47 +5)(1-cos> (22 +52+2))cos (22 +52+2)
= (362 +45)(cos (27 +52+2)—cos’ (27 +52+2))

Jawab (b), (c), (d), (e), (f), dan (g) diserahkan kepada
pembaca.

12.Tentukan turunan ke-n dari fungsi berikut.
a. f(z) = In(4z + 5) b.fz) = —

13.Dengan menggunakan aturan L’Hospital, hitunglah

153



14. Tentukan d—W dan d'w

154

a.

1

lim (z— mzi)——— lim(sm?)zjz

z—> mxi sin 2z S z>o\ 3z

) % 2z 27 -sin3z

b. Im (z—e?*)——— 4 lim—/—/———=
1-( )(ZS+1) z—> 0 73

1
z— e3

2

q o dari fungsi implisit berikut.
z z

a) 22w -7w-2z2+1=0

b) w
c) w

3-2w?2z+Sin3z=0
3_2w2z+4lnz=0

Jawab:
(a) 22w —-7w—-22+1=0

ziw+ 2z
dw

dw dw
38 _72%_9z=0
dz dz

d—(223 —7)=2z—6z%w
z

dw 2z —6zw d (dwy d (2z—6z’w
=y dan E(dz):E( 223 — 7 )
dZw [2—12zw—Euz“%_}lzzzs—?jl—lzzz—ﬁzzwjl.ﬁzz
dz® = (2zE8-7)2
! T L e ’
32w (2—12zw—Euz""{%”I__Eza—?:l—l._iﬂz5—35:“'1.'.-']
dz2 = (2=z8-7)2

(b) Solusi diserahkan kepada pembaca

(c)wi-3z2w+4inz=0

Adw 4

.d
= 31&f‘d—w —fzw—3z-—+-=10
z

dz z

n - A 4
(3w — 32‘}d— = bzw ——
Z Z



Jadi — = L= ==

dz  3wI-3z%  Jzwi-3zF 3

4
dww gzw — = Bz iw—a4 2 (jz""w—ﬂ)

wi-zF

dzw_i 67 w—4
dz?> dz\3zw-37

e [1:z+az%}[3m-”-—3zﬂ—[ﬁw“ﬁm%—&zﬂ}(az%—ﬂ

dz? (3zwi-3zE)2

STy . —
( 22+63(ﬁ})|[_3m‘5—325:|—|:3w=+6m‘(.ﬁ}—935}(631w—4}

(3zw2-3=8)2
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J. Peta Konsep

Turunan Peubah
Kompleks

(2) Aturan Pendiferensialan

{f(fJ glzJ:r=—r’j+ (1) =f(2)14'2)

. - y

v e f@Y= el f(D =c.f ()

(1) Definisi Turunan N ifﬁz‘u '/"i]-= Pt e ZJ [z\'

Misalkan fungsi f terdefinisi pada z,, P FEE T IER A g IACH

maka d_er_lvatlf dari f_dl Zo o d (D) _9 .x;%f (gi— pg)%y Al ,)f“g)_,,x)gr_\x)
didefinisikan sebagai P ) F = GF

Jika w = f(y) dan y = g(2), <

TS WL =1 (2@) 2

o 1 _f':xD-I--_*-E)—fl:xD}
Filzy) =limy ., —
Differensiable berakibat fungsi

kontinu, tetapi tidak sebaliknya.

*
(3) Persamaan Cauchy-Riemann i
Teorema: Andaikan fungsi \

(6) Turunan Fungsi
Elementer

Fungsi: Konstan, Eksponen,

Trigonometri, Logaritma,

Hiperbolik, Invers Fungsi

Trigonometri dan Hiperbolik

!

(7) Turunan Tingkat Tinggi
Jika f(z) analitik dalam D,
maka £(2), £°(2), £’(2),... {®
(2), juga analitik untuk setiap
turunan dalam D.

!

(8) Aturan L’Hospital
@) f(z)
z-z08(z)  g'(Zo)

f(zj = 'H-(.'X, }:rj + 1‘1'1 (xr:':rj
mempunyai turunan di titik zy = (o,
¥o), maka pada titik tersebut turunan
f(z) yaitu f ‘(2) =

e = VT mk

v
(4) Fungsi Analitik
Fungsi f(z) analitik di z, jika 3
Nr (zp) sedemikian f ’(zy) ada
Vz € Nr (zp). Jadi keanalitikan
f(z) di z, berarti f(z) mempunyai
turunan di setiap titik dalam
lingkungan z,.

¥

(5) Persamaan Laplace dan
Fung51 Harmonik )

Vi =222 2% o gan wp=%
RFPERgFE an V= +a\

Fungsi u(x, dan an,

s ( ) v(x,y) yang Apabila F (z, w) = 0, maka
memenuhi persamaan Laplace adl oF oF
fungsi harmonik. o dz+a—dw 0

=0

(9) Turunan Fungsi Implisit

Gambar 5.2: Peta Konsep Turunan Peubah Kompleks
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BAB VI
INTEGRAL PEUBAH KOMPLEKS

A. Integral Garis

Definisi integral fungsi kompleks adalah sama dengan
definisi integral fungsi real, yaitu dengan mengganti interval
pengintegralan dengan suatu lintasan atau lengkungan.

Misalkan fungsi f(z) kontinu disetiap titik pada kurva C.
Bagi kurva C atas z;.23.23 ..Zy—1 ... Z, yang dipilih dari sebarang
titik pada sepanjang kurva atau lintasan C dari a = z; sampai
dengan b =z,. Pada setiap busur z; danz,, busur z;dan z3,
........ dan busur zj,_, dan z;. pilih masing-masing titik tengah &,
&, Es,...... , &, sebagaimana ditampilkan pada gambar 6.1.

Ay

Gambar 6.1: Lintasan Kurva C

Susunlah jumlah luasan persegi panjang sebagai berikut:

sn = F(2, )z —z0) + F(2, )z — z) + -+ F(2, )20 — Zm1)
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Sp = ;f{ik}(zk — Zie—1),

Ambil Az | = z, — z4—q1,5ehingga 5, = Z f(ik}(ﬁzk}

Apabila pembagian (partisi) menjadi Jr{nelmbesar tak berhingga
(n— o) maka panjang busur terbesar |Azy| — 0 sehingga Sn
mendekati suatu limit yang tidak lagi bergantung dari cara
pembagian busurnya, yaitu: sp = [, f(z)dz. Representasi
terakhir ini dinamakan integral garis kompleks atau lebih
singkat integral garis dari f(z) sepanjang lintasan C

Definisi 6.1
Integral garis pada bidang kompleks dari a ke b sepanjang
lintasan C terhadap fungsi f(z) adalah

j f(z}dz-j flz)dz = 11m Zf{_k}(ﬁzk}

Telah dipelajari bahwa syarat cukup adanya limit di suatu titik
dari f(z) adalah bahwa f(z) kontinu pada titik tersebut. Syarat ini
juga berlaku untuk menjamin suatu fungsi kompleks dapat
dintegralkan (integrable). Jadi, jika f(z) analitik pada setiap titik
dalam daerah D, dimana C suatu kurva yang terdapat dalam D,
maka f(z) integrable sepanjang kurva atau lintasan C.

1. Integral Garis Real

Jika A(x, y) dan B(x, y) adalah fungsi kontinu di setiap titik
pada kurva C dari peubah real x dan y, maka integral garis real
dari Adx+Edy sepanjang kurva C  dinyatakan

dengan fc [A(x,yv)dx + B(x, y)dy] atau _]; Adx+ Bdy.

Selanjutnya jika C suatu kurva mulus dan memiliki persamaan
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parameter x = ¢{t),y = ¥ (t) dimana t; =t = t; maka derivatif
dari x =¢(t) adalah dx=¢'(t)dt dan v =4(t) adalah
dy = '(t), sehingga [ A dx + B dy, menjadi:

[ 1a{e®, w0} (Ddt + Blo (D), w(D}'(D)dt]

2. Hubungan Intergral Garis Real dan Kompleks

Teorema 6.1
Misalkan f(z) = ulx,v) + iv(x,v) =u+iv kontinu di
setiap titik pada kurva mulus C, maka integral f(z) sepanjang C
ada dan direpresentasikan dalam suku-suku integral garis real:

J; flz)dz = J; (u+ iv)(dx + idy)
J; f(z)dz = J; (udx —vdy)+ 1("; vdx +u d}r)

Bukti:
Misalkan f (z) = u (x, y) +1i v(x, y), ambil zk = xx + iyx =(xx , yx) dan
Azx = Axx +1 Ayx

!

D F@@5) =) lxiyid) +1 vlxi ) Ak + 1Ay1)
k=1

k=1

= ) @)@ = ) Gy (aye)
k=1 k=1

+i (kzzl(f"(xb i) (Axy ) + kzzl‘:u(xk: Vi ) (A, 3')

Ruas kiri dan ruas kanan dicarai limitnya untuk n— o maka
|Azy | — 0, sehingga diperoleh:
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J; f(Z}dz=J; udx—J; e d}-‘+i(J; vdx+ud}.~)

Tampilan integral garis tersebut dapat diubah menjadi integral
tertentu dengan parameter t, yaitu x =x(t),y =y(t),
dimana a =t = b sehingga f (z) = u (x, y) + i v(x, y) menjadi f
(z(t)) =u (x(t), y(t)} +1 {v (x(t), y(t)} sehingga diperoleh:

| r@az=| remaee) - | rew 2o
j f(z)dz = F(u + i) (x"(t) + iy'(t))dt
£ b

Contoh 6.1

2451

Hitunglah [(3x+ y) d+(2y— %) dy sepanjang;

1

a. Kurvay=x2+1

b. Garis lurus yang menghubungkan (0,1) dan (2,5)

c. Garis lurus dari (0,1) ke (0.5), kemudian dari (0,5) ke (2,5)
d. Garis lurus dari (0,1) ke (2,1), kemudian dari (2,1) ke (2,5)

245§ (2,5)
Jawab: J. GBx+ Y dx+(2y-x dy= j(3x+ Y dx+(2y- x) dy,
i 1)
a. Kurva: y =x+1 maka dy = 2x dx, batas x =0 dan x =2.

I(3X+ dx+Q2y—x)dy = j(3X+ (X +1)) dx+(2(x¥ +1)- x)2xdx

GBx+ X +1)dx+(2x +2— x2xdx

Sl S —

Gx+ X +1)dx+(4x +4x—2x) dx
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“fax-x +7X+1)dx{x4 1@ +;X2}

0

=(16—§+14+2)—0=§
3 3

b. Persamaan garis yang menghubungkan titik (0,1) dan (2,5):
Yy—hn _X7*
Y2—N1 Xz—Xx
y—1 x-0

5—1 2-0

= 2y —2=dxatauy =2x+1

Integral garis dari titik (0,1) dan (2,5) ditunjukkan oleh kurva
C2:y =2x+1, batasx=0dan x=2.

¥

y=x+1

Dari persamaany =2x + 1, maka dy =2 dx

I(3X+ Vadx+Qy—x)dy= j(3X+ 2x+1)dx+(22x+1)— x)2dx

GBx+2x+1)dx+ (4x+2— x2dx

(Bx+2x+1D)dx+(8x+4—-2x)dx

ct— S — 1

161



2 2
=I(llX+5)dX.=|:121X2 +5x} = (22+10)-0=32.
0 0

c. Garis lurus dari (0,1) ke (0,5), kemudian dari (0,5) ke (2,5)

Integral garis dari titik (0,1) dan (0,5) ditunjukkan oleh kurva
C3 dan Integral garis dari titik (0,5) dan (2,5) ditunjukkan oleh
kurva C4.

(i) Persamaan garis yang

menghubungkan titik (0,1) ke (0,5) adalah x =0 (sumbu-y)
y

y(—Z\S;)—Fl

G

Dari persamaan x =0 maka dx=0, batasx=1 & x =5.

[Gx+ pdv+@y-ndy = jzydyz[y | =25-1=24.

(ii) Persamaan garis yang menghubungkan titik (0,5) ke (2,5)
adalah y =5 (sejajar sumbu-x)

Dari persaman: y =5, maka dy =0, sehingga:
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j Gx+ y) dx+(2y— x) dy= j (3x+5)dx

2

:‘:;XZ +5X:| =(6+10)-0=16.

Jadi nilai .[(3X+ »dx+(2y-x)dy  sepanjang garis lurus
c

yang menghubungkan titik (0,1) ke (0,5) dan kemudian

dari titik (0,5) ke (2,5) adalah 24+16 = 40.

d. Garis lurus dari (0,1) ke (2,1), kemudian dari (2,1) ke (2,5)

Integral garis dari titik (0,1) dan (2,1) ditunjukkan oleh kurva
C5 dan Integral garis dari titik (2,1) dan (2,5) ditunjukkan oleh
kurva Ce.

(i) Persamaan garis yang menghubungkan titik (0,1) ke (2,1)
adalah y =1, (sejajar sumbu-x)

Y _y:xz-i-l

(2.5)

2D

2

Dari persamaan y =1, maka dy =0, batas x =0 dan x = 2.
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j Gx+ Ydx+(2y— x)dy= j (3x+1)dx

{%fﬂ} = (6+2)-0=8.

0

(ii) Persamaan garis yang menghubungkan titik (2,1) ke (2,5)
adalah x =2 (sejajar sumbu-y)

Dari persamaan x =2, maka dx =0, sehingga:

[Gx+ pdx+ @y-Ddy = [(2y-2)dy=
=[y -2y =@5-1n-205-1)=24-8=16.

Jadi nilai j(3x+ Vdx+(2y-x)dy sepanjang garis lurus
C

yang menghubungkan titik (0,1) ke (2,5) dan kemudian

dari titik (2,1) ke (2,5) adalah 8+16 = 24.

Contoh 6.2
(2,4)

Hitunglah I(Xz +2y) dx+ (3x— y)dy, sepanjang:

(0,3)

a. Parabolax =2t; y=12+3

b. Garis lurus dari (0,3) ke (2,3), kemudian dari (2,3) ke (2,4)

c. Garis lurus dari (0,3) ke (2,4).

Jawab:

a. Dari persamaan parabola: x = 2t maka x = 2dt, demikian pula y
= t2+ 3, maka dy = 2tdt. Batas integrasi, yaitu: batas x =0 dan x
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=2 atau batas y = 3 dan y = 4. Misalkan diambil batas x = 0 dan
x =2, maka dapat ditentukan batas untuk parameter t, yaitu:
(i) untukx=0 padax=2t <t=0

(iijuntuk x =2 padax=2t < t=1

Dengan cara yang sama untuk batas y = 3 dan y = 4 disubtitusi
pada y = t2+ 3 akan diperoleh batas sama, yaitu: t =0 dan t =
1. Sehingga integral pada x = 2t; y =12+ 3:

[(@) +2 + DR dr+ (320 - 122

C

=j.(—2t3 + 248 —61+12) dtz[—%t“ +87 -3¢ +12ty1
0 =0

1 1 33
=—— (D) +8(1)° =3(1)> +12() -0 =—=+17 ==,
2() 17" -31) @D 5 5

b. Garis lurus dari (0,3) ke (2,3), kemudian dari (2,3) ke (2,4)
Persamaan garis melalui titik (0,3) ke (2,3) adalah y = 3.
Sedangkan persamaan garis melalui titik (2,3) ke (2,4) adalah
x = 2. Perhatikan ilustrasi berikut.

C1

(i) Dari persamaan kurva C1: y = 3 maka dy =0, dengan batas-
batas x = 0 dan x = 2. Sehingga

165



[(X +2p) dx+ B3x= ) dy=[ (X +25) dx+ (3x=3).0

C

2 x=2
=I(x2+6)dX:{lx3+6X} St
7 3 3 3
(if)Dari persamaan kurva C2: x =2 maka dx =0
dengan batas-batas y =3 dan y =4.

j(f +2y)dx+(3x—y)dyzj(x2 +23).0+(Bx— ) dy

x=0

=6(4—3)—%(16—9)=§.

=j(6—y)dy={6y—%ﬁ} d

3
(2,4

Jadi nilai I(XZ +2y)dx+(3x— y))dy, sepanjang garis
(0,3)

lurus dari (0,3) ke (2,3) dan kemudian dari (2,3) ke (2,4)

adalah: ﬁ +§ = @
3 2 6
c. Persamaan garis lurus melalui (0,3) ke (2,4) adalah:
Y i =0y =lyts Sehingga
¥e—¥1  Xg—E 4-3 -0 2

persamaan melalui (0,3) ke (2,4) ditunjukkan oleh kurva C3:

1
y=-x+3
z Ay
4

3 4
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Selanjutnya dari ¥ = %x + 3 makady = %dx, dengan batas x =

0 dan x = 2. Sehingga:

j(;f +2y) dx+(3x— y) dy

- ! (X + 2(% x+3)) dx+(3x— (% X+ 3))% dx

1 9 9 8 9
=—2H)+=2)+=Q)=—+=+9=".
3( ) 8( ) 2() 3732

. Sifat-sifat Integral Garis

Teorema 6.2

Misalkan k bilangan konstanta sebarang, dan C + k lintasan
yang memuat kurva mulu C dan k. Selanjutnya, jika f(z) dan
g(z) masing-masing dapat diintegralkan sepanjang kurva C,
maka:

L[ (rf@+g@)dz=][ f(Ddz+ [ g(2dz
2. _,I; kf(z) =k _,I; f(z)dz dimana k konstanta

3. [Laf@Ddz= [, F(2dz+ [, f(2)dz
4. 7 fDdz =[] f(2)dz
5. I2 f@dz = [T fD)dz + [, F(2dz

dimanaa, b, m adalah pada kurva C

6. Jika M suatu bilangan positif sehingga |f(z)] = M untuk
setiap z di C dengan panjang busur C adalah L, maka

I, £@adz| < ML
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4. Teorema Green, Cauchy- Goursat dan Teorema Morera
Teorema 6.3
Misalkan K(x, y) dan L(x, y) kontinu dan memiliki turunan
parsial yang juga kontinu dalam suatu daerah D dan pada
lengkungan C, maka menurut teorema Green menyatakan

¥+ V= — — — |dxdy
a a:‘
C X ¥

Teorema ini berlaku untuk daerah terhubung sederhana dan
berganda. Selanjutnya bentuk kompleks teorema Green
dinyatakan dalam teorema berikut.

Teorema 6.4

Misalkan F(z,Z ) fungsi kontinu dan memiliki turunan parsial
yang juga kontinu dalam suatu daerah D dan pada
lengkungan C, dimana z = x + iy dan z = x - iy adalah
koordinat kompleks sekawan maka teorema Green dalam
bentuk kompleks.

_ aF
55 F(z,7)dz = 2i j —dA
c J: 8z
dimana dA menyatakan luas daerah dx dy

Teorema 6.5 (Cauchy- Goursat)
Misalkan f(z) fungsi analitik pada daerah D yang
terhubungan sederhana dan C suatu lengkungan tertutup

sederhana di dalam D, maka _]; flz) dz = 0.

Pembuktian teorema ini diperlihatkan dalam dua bagian,
yaitu: (1) Cauchy memberikan asumsi bahwa f'(z) kontinu,
dan (2) Goursat tanpa asumsi {'(z) kontinu.

Kebalikan dari teorema ini dikemukakan dengan teorema
Morera berikut ini.
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Teorema 6.6 (Morera)

Misalkan f(z) kontinu dalam suatu daerah tertutup sederhana
D, dan andaikan _J'G f(z) dz =0, pada setiap titik dari kurva
tertutup sederhana C di dalam D, maka f(z) analitik dalam D.

Contoh 6.3

Hitunglah _]; flz) dz, jika:

a) f(z) = (z* + 2z), dan C lingkaran |z| = 1.

b) flz) = ﬁJ dan C lingkaran |z — i| = 3 (berlawanan arah
jarum jxam)

c) flz) = cos?z,dan C ¥ lingkaran |z| = m, dari - i ke mi

d) f(z) = Im(z),dan C ¥ parabola ¥ = x7, dari 0 sampai 2+2i.

e) flz) = z—lsJ dan C lingkaran |z| = 1 (berlawanan arah jarum

jam)

Jawab:

a) lingkaran |z| = 1 dapat dinyatakan sebagai parameter:
z=e"dengan 0<t<2m, sehingga:
I (2 +22)dz=][ z%dz+2][, =zdz
[T et iettdt+ 2 [ " et ettt

=i [T ettdt + 2 [ e¥itdt

_ [leaz‘r] R_,_ [Eezir]m _ }(EE.m' — &%) + (e — &)
3 o 2 o 3

1
= E{cnsﬁﬁ+i sinbm — 1) + (cosdm +1i sindmwr — 1)

1
=§(1+:]—1}+(1+{]—1}={]

Jadi teorema Cauchy- Goursat dapat diterapkan
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b) C lingkaran |z — i| = 3 (berlawanan arah jarum jam)
|z —i| = 3, dapat dinyatakan sebagai parameter:

z(t) =1+ 3e"* dimana 0 <t<2m atau dz = 3i e" dt, sehingga

1 1 1 1 _.
flz) =—=—F—=-—"-=-¢""maka
(z—i) (i+3ef—{) (3et) 3

[, f(2) dz= j;”q% e~it3iei)dt =1 [, 1dt
=i[t] = (2 —0)i = 2mi
0
Jadi teorema Cauchy- Goursat tak dapat diterapkan

c) C adalah setengah lingkaran |z| = m, dari - wi ke i
f(z) = cos?z= %(50522 + 1), sehingga:

mi 1

[, f2) dz=[_ - (cos2z + 1)dz
_ E( 3'1:;23 " Z}]ii‘n

_ ::L ( gin 2mi—ein(—2mi) n (m _ (—m’}}

-
r

=::L(sin 2mi + 2mi) = (::Lsinh 2 +7r)i

Jadi teorema Cauchy- Goursat tak dapat diterapkan

d) C adalah setengah parabola ¥ = x%, dari 0 sampai 2+4i.

Diketahui f{z) = Im(z), dan misalkan z(t) = t + it> maka
titik z = 0 sampai z = 2+4i pada C berkaitan dengan t =0
dant=2, atau 0<t<2.Dengan demikian f (z(t)) =Im z(t)
= t?, selanjutnya dari z(t) = t + it> maka dz = (1 +2it)d¢,
sehhingga proses integrasi:
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I, f@dz=[ Im(z)dz= ;rffi + 2it)dt

O S E ST S IP b
= [, (£ + 2it3)dt = [Et +ot ]D
1 i 2,
:E(S_ﬂ} +:(15—ﬂ} =E+Sl
Jadi teorema Cauchy- Goursat tak dapat diterapkan

e) Clingkaran |z| =1 (berlawanan arah jarum jam)
Dapat dinyatakan sebagai parameter: z (t) =e; 0 <t <2m

sehingga: f(z) = 2—15 =z ¥ =e7% maka

-

7T

2
j flz) dz = j (e~ jeit)dt = Ij e 2itgt
c o o

2w

] . 1 -, 2w
[ raz== 5] =S|
j f(Z} dz = _—-]2' [E—zir]"‘f _ __-]2-(34_11:' _ ED}

0

1
= —E(cusﬂfrr+ i sindm— cos0 —isin0)

1
=—5(1+0-1-0)=0
Jadi teorema Cauchy- Goursat dapat diterapkan

B. Integral Fungsi- Fungsi Khusus

Pada bagian diferensial fungsi kompleks telah dipelajari
diferensial fungsi elementer, sebagaimana pada kalkulus
elementer berikut ini diberikan integral fungsi-fungsi khusus.
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z.‘l+‘_

d
1) fz”dz=n+1 nx —1 2) f?zzlnz
3) fetdze et raz=
) IE Z = 4) fa dz Ina
5 [sinzdz= —cosz 6) [cotzdz=Insin z
7) [cosz dz=sin z
8) [tanzdz= Insec z=—Incosz
9) [Seczdz=In(sec z+tan z) = Intan G +§)

10) [Cscz dz=In(csc z—cot z) = Intan G)

11) [sec’zdz =tanz 12) [esclzdz = —cotz
13) [secztanz dz =secz

14) [ecsczcotz dz = —cscz

15) [sinhz dz =coshz 16) [coshzdz =sinhz

17) [tanhzdz =Incoshz 18) [cothzdz = Insinhz
19) [sechzdz = tan~(sinhz)

20) [ecschzdz = —coth™Ycoshz)

21) [sech®zdz =tanhz

22) [cschizdz = — cothz

23) [sechztanhz dz = —sechz

24) [esczcotz dz = —eschz
25) [- ':i =dz =In(z ++/z* £ a?)
JE 4o

d= 1 -4 1 -
26) [ dz = ~tan"1= atau —=cot™1-
242

at= a z i o

2) [ dz=1m(Z)

zi—g? 2a +a

=

d . _
28) [——=—dz=sin"1Z atau cos~!
el

Ve2-z? a
29) dz dz = 1 ( = )
z=-In|—
f = alt=t a a./alt=t
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dz 1 1 a
30) [ —m==dz=cos -12 — atau —sec™ -
EVES—a =

— Iz
31) [Vz2+a?dz=32\z2+a?+>In(z+z2 + a?)

32) [+a?—zZdz= %w’m + ETzsin‘ig

e®( azinbz—bcoshz)
aZ+h?

a8®{ acoshz+beinbz )
aZ+b?

33) [e*sinbz dz =

34) [e2=cosbz dz =

Pembuktian integral fungsi khusus dapat dilakukan dengan
pendiferensialan langsung pada ruas kanan. Prinsip yang
digunakan, yakni integral adalah balikan dari turunan.

Beberpa dari integral fungsi-fungsi khusus di atas
dibuktikan sebagai berikut.
Bukti:

n+i

=z
[z"dz = n+1

n # 1, karena

R.ﬂ.+‘_ i 1
d( )= d(— z”+1)=—(n+1}z”+1‘1 =z"
ntl n+l ntl

4. [a%dz= Ezﬁ, karena
(lmz) (lnﬂ) _( E}_Fﬂg Ina =as

8. [ cotz dz = Insin z, karena

EZ
=cotz

—(111 sinz) = (m ) d(sinz) =

13. [ secz tan z dx =sec z, karena

d d 1 QcoszteinE
—ieCI=— =
dz dz coEz cos® =
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gin g 1 Ein=z

=secztanz

cost z COEEZ COBE

i+
Cara lain dengan menggunakan [ z%dz = =

[secz .tanz dz= [

n¥xl
. nt+l
1 Eing

COEZ COBZ

= [22Z Gz = [sinz .cos2zdz

cosiz
misal : u = cosz makadu = —sinz dz
[sinz .cos2zdz = [ —u? du=—[u"?du
=—[-u1l+¢c =—[-cos1z] +¢

+c =secz (c=0)
cCoEBZ

15. fsinh z dx = cosh z, karena

d d ,ef—e"E gf—aZ
—coshz =— = = sinhz
d= dz ( i } z

16. [ cosh z dx = sinhz, karena

aZ+aE e
} - -
2

d , d .
—sinhz = = { = sinhz
Z

d=

Selanjutnya pembuktian nomor berikut ini menggunakan
subtitusi trigonometri:

dz —
25, J‘f—ﬁ= IH(Z + 4z + ﬂ,‘)
YZc+ a“

Ambil z = Etan f=atanf atautand = z; selanjutnya

dz = a sec*@df. Secara geometri diperlihatkan:

z vzi+ a?
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Untukvz2+ a?=,/(atan )’ + a? =va’tan 26 + a?

Vz2+ a? = [a?(tan’8 + 1) = Va’sec’f = asecd

J- dz _ J-rzsaczﬂ a8

VT4 gl

= [secH d@

aeech
=In{secd +tand) + ¢

e
=1n(ﬂ'Er Ll E)+r:

@ =

Vit aits
=ln——

(]
=In(z+ VzZ+ a?)—Ina+c

=In(z+Vz2+ a?)+ C

. d= _ 2 7 .

- J"h.—z?ﬂz —lln'[z+ VzZ+ a?) (terbukti)
L —Z{tan—1Z

26. "rz""+a:'=_ a( n a)

Ambil z=atan#, tand = E atau § = tan~?! E, dengan maka
dz = a sec?6d8.

J- dz =J~ asec@ dﬂ=f asec® B 48

z%4+a? {atanB)=+a® a® tan® B+a?
asec? B asec®B 1
=|———df = dé = |- da
Jﬂa“(tﬂn“ﬂ+1} "razseczﬂ "rﬂ

1 1
=-8+ c=—(tan‘13)+c
a a a.

2 [ = —?itan‘li (terbulkti)

zi+a?
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d . 11
28. [—=— =sin 1(;:]+c &)
Ve?-z? CD .
z=qpsinf
d ad48
[ =[—— dz = acosf df
Va2-zg2 4 at— (= =sind)?
F4
_ ILE‘E“’E — =sinf
“a?-alzinifd a
a cosd 48 4
= fﬁ g = sin™!
4 &%= (1-=in g} a
_ e cosf df
Vai- cose0 N
gdg = f1
=2 _ [de =68+ c=sin 1(;)+c
o cosd
d=z 1
. — amn—1 ;
] —— = sin - terbukti
"r'w-'rz""—z"" (x) ( }
Ilﬁ = fﬁ Ez . _13
32. fx-a‘—z‘dz=:x-a‘—z‘+751n -
o s [ird
Ambil z = asin 8, maka 8 = sin‘iz
dz =acosd df
Sehingga diperoleh:

[va?—z%dz = [\/a® — (asin6)?. (acosd dF)

= [Ja? — (a?sin®6). (a cos@ df)
= [JaZ(1 —sin?8) . (acosA d)
= [VaZcos?8 . (acos8 db)
= [acos@ (acosf df)

=a?[cos?0df = az_]"[%c0528+%] de

z z
. [Esinza +53] —% gn28+%g
& 2 & 2

176



z z z z
[ird . fird [ . [ird
:TSIHEB +—8 =—sinfcosfd +—F

[+]
a
.

a vat—z? a?* .z
=— ——+— .sin71-
2

z
2 a’ a a

I = T Ez . o = .
s~ [Va?—zldz==+a?—z? + —sin™1= (terbukti)
rd = a

Bukti nomor 33 dan 34

e®(acosbz+ bsinbz)
a?+ b?

j g% coshz dz =
) ) E':r1+ib}z

Kita mempun ai:j gletibls —
puny a4+ ib

Ruas kiri dan kanan dapat ditulis sebagai

o 2% (cosbz + i sin bz)
2= (coshz +isinbz) = -
a+ib

e?*(coshz +isinbz) a—ib
a+ib ‘a—ib

j 2% {coshz + i sin hz) =

B e**(acosbz + bsinbz+ i(asinbz — bcoshz))
al+ b

Dengan menyamakan bagian real dan bagian imajiner
kedua ruas, diperoleh:

e?*(acos bz + bsin bz)
al + b

J‘ €% coshzdz =

e?*({asinbz — b coshz)
a’+ b?

J‘ e%% sinbzdz = (terbulkti)
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Contoh 6.4
Hitungn setiap integral berikut dengan rumus integral fungsi
integral khusus.

dz dz N
. e bu - . ~a - v '2?—2 Ld
a."w“ﬁzz—g j54z‘+8 CJ‘” Zmaz

awab:

J‘ dz dz 1 J‘ d(24/22)
=" = = —
l8z2 -9 — . .., 22 .
vz l(2y22)2—32  “V°7 [(2422)2 - 3
! g
-l - f ]
=—— In(2v2z+ /822 —-9)
24/2
5 J‘ dz 1 J‘ d(422)
) 322248 4y2) (422)2 + (242)?

1 1 42z — 2412
G {(z.zﬁ) n (éh-“iz T 21&)}
-G () - @) D

— 1 [ =2 — =
c.j J27 —2z%dz = EH{”S} — (W22)2d(v2z)

1 /42z ~ 27 2z
= —_(L V27 =222 + Zsint (”—_))
2\ 2 2 343

z ——— 27 f6
= 227222+ gin 1|,
24/2 9

8]

1. Integral Subtitusi

Pada bagian B tentang integral fungsi-fungsi khusus, telah
dibahas bahwa beberpa pembuktian menggunakan subtitusi
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fungsi trigonometri. Hal ini dilakukan bila integral tak tentu
[riz)dz tidak dapat langsung diintegralkan dengan
menggunakan rumus-rumus integral dasar, karena itu integral
[ f(z)dz perlu diubah ke suatu bentuk dengan jalan mengganti
peubah z dengan peubah baru, misalnya u. Pengubahan fungsi
tersebut diharapkan dapat lebih memudahkan proses
pengintegralan.

Contoh berikut dapat diselesaikan dengan menggunakan
subtitusi aljabar dan subtitusi fungsi irasional, serta konsep
derivatif (misal: d u?=2u du).

Contoh 6.5
Tentukan setiap integral berikut ini.
1. [sin*2zcos2z dz

2. fcnt(Zz +5)dz

5. J z%tanh(4z%)d:z

[awab:
1. [ sin*2zcos2zdz= %fsin‘;EzccsEz d(2z)
% [ 5sin*2z d(sin2z) =

i .
. sin®2z+c=

30k

[

1 sin®+ o
10

2. fcut{Zz +5)dz = %fcc:t(22+ 5)d{2z 4+ 5)

1 J- cos2z+5)

gin (2z+5)

d(2z+5)
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J- diein (2z+5)]
- gin (2z+5)

= %ln[sin (2z+5)] +¢
=Iny/sin (2z +5) +¢
3. [z+/5z—9dz

Misal: u = +/(5z —9) maka u® =5z — 9 atau

u?+9
5

Sehingga:
fzV5z=9dz = [LE2,,

2u

— du
5

=—f{u + Oy ]du——

1
[—u + u]+c
25

5

-
&

T 1

g & E
9}z+ﬂ—(52—9}2+c

le_ J(5z — 9}5+ —J(5z—-9)3%+¢

4”‘ zT 41 P
1B r3z42%
Misalkan :

u=z3+3z+2

du =322+ 3dz = 3(z% + 1)dz

du . .
5= (z2 + 1)dz, sehingga:
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= z turunkan ke —u,

18 P
us + EuE‘ + ¢, subtitusi u = »,."m

214ti 4
z u=dz



= In1 suhti jy=rz3+3> 2
Inu, subtitusi u=z2+3z4+2

f e e+
B t3z420 T3 E T

Dengan cara derivatif langsung;:

= —l—iﬂ In cosh{4=3) + ¢

2. Integral Parsial

Integral parsial adalah intergral yang fungsinya merupakan
hasil ganda dari fungsi z dengan diferensial dari fungsi z yang
lain.

Andaikan u dan v adalah fungsi dari z maka derivatif dari
uv adalah: d(ur) = u dv + v du. Jika kedua ruas diintegralkan

jd(u'r:f) = fu dv+j vdu
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utﬂ':judv+fvdu
judv = uv—jvdu

Contoh 6.6
Tentukan setiap integral berikut.
1.jzc0522dz 2.jzalnzdz
i zsin" 1z
3. | z=.eFdz 4 | ———= d=z
Vv1—2z2
[awab:

1. [zcos2zdz = %fz d(sin 2z)

2 [zsin2z — [sin2zd(z)] +¢

-
.

[y

=Z[zsin2z— [sin2z.1dz] + ¢

== [zsin 2z +%c0522] +c

Ba | Ba

, 1
zsin 2z +:}c0522 +c

2. [z%lnzdz = %flnzd(za}
= ; [z3Inz — [z3d(Inz)] + ¢
_1l.s _r=
—3[2 Inz fgdz]+c
=2z3mz—-1z%+¢
3 3
:§25(31nz—1}+c

3. [z2eFdz=—1[zd(e™®)
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=-1[z2e— [e=d(z})] +¢
=—1[z%e5— [e7=2zdz] + ¢

=—1[z2e =+ 2[zd(e ") +c
=—-1[z2e=+2ze*-2[e=d(z)] +¢
=-1[z2e = +2ze=-2[e = 1dz] +¢
=—zleF—2zeF-2e%+¢c
=—eF(z2+2z+2)+c

zsin"1z R
4, j—” dz = jsin‘lz d(—/1—2z%)
Y1 —z2

= (—V1-zT)sn~1z+ [V1 - 27 d(sin"12)

V1-—g2

W1-z2

=(—V1-z%)sm 1z+ [ dz

= (—V1-2%)sm1z+ [dz
=(—V1-z%)sin"1z+z + ¢ atau

=(—V1-z%)arcsinz+z+¢

C. Rumus Integral Cauchy
1. Rumus Integral Cauchy I

Teorema 6.7

Misalkan fungsi f (z) analitik di dalam pada suatu kurva
tertutup sederhana (interior) C dan pada lengkungan
tertutup C tersebut. Jika Zo titik interior dari C, maka
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f":zu} = i /(@)

2mil, z—=z

dz .......{i)

Dengan pengintegralan mengambil arah positif pada
lengkungan tertutup C.

y

A

» X

Gambar 6.2: Kurva C dan titik interior z

Jika suatu fungsi f(z) diketahui berada pada kurva tertutup
sederhana C maka nilai fungsi dan semua turunannya dapat
ditentukan di semua titik di dalam C tersebut.

Selanjutnya rumus integral (i) dapat ditulis sebagai:

f@)

e £ Zp

dz = 2mi flzy)

Contoh 6.7
1. Hitunglah [_

gind =

T
=+
2

dz, jika C adalah lingkaran |z| = 5.

2. Hitunglah |_ :_;i;dz ,jika C adalah lingkaran |z —1| =4

3. Hitunglah J - = }dZ, jika C lingkaran |z| = 3.

(20— =230 z+2i

awab:
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1. [ B"faq dz, sehingga dapat ditentukan
flz) =sin3z danz, = —; , maka
flzp) =sin(3.—2) = sin(—%ﬁ} =—(-1)=1

gin3dz=

]adi,_J; -5 w dz=2mi.f(zo)=2mil=2mw

2.f Laz_dz, dengan C lingkaran: [z — 1| = 4

¢ =-mi

|z— 1] = 4 atau (x — 1)* + ¥ = 16, sebuah lingkaran pusat (1,
0) dan jari-jari 4 (titik interior di |z — 1| = 4)

Ambil: f(z) = 3% dan z; = 7i, maka

flzp) =e¥ =cis3n

Jadi f —dz = 2mi. f(zy) = 2mi.cis 3w
=2mi{—1+0) = —2nui

3. [——

(20— =2)( =4+2i) az,
Dengan titik interior di dalam |z| =
| =
Ambil: f(z) == 0—=%)
(—2i) -z -2 i

fla) = ——== — = =

20-(—2i)%  20—( —4) 24 12

dan zy = —2i maka

= .
) it 42 = 2mf (%)

. —i 2

™A

(]

2. Rumus Integral Cauchy II
Teorema 6.8

185



Misalkan f{z) analitik di dalam interior D yang dibatasi ci,cz,.
.,Cn maka menurut teorema rumus Integral Cauchy II

_ 1 fla) o f2
f(zl}} (=— zD} 2i "r's‘_ (z—=g) dz.... "rc-'l (z—=p) az
Contoh 6.8
Sz +6i+2 . . o
a § ErDGE dz,jika c lingkaran |z|=4, arah positif

b @ sinw z 4cosnz’

(z—1)i=z-2)
[awab:

a Eﬁ 53+E~:+¢
c lz+1}lz+;z}

dz, dimana C lingkaran, |z| = 3.

szt6ita

Ambil: flz) = — dan zz; = —1, maka

_ —BE6Ei+2  —346i 3(—142) .
flzo) = 3~ Tiim - iz — 3 selanjutnya
Ambil: g(z) = EE-TH‘ dan zg = —2i

(Zg.} _ —10i+6i+2  —4i+2 2(-2i+1)

= =2,
—2i+1 —2i+1  -2i+1

Menurut rumus integral Cauchy II, maka
Sz +6i+2

1
Zg) = ————dz—glz
f(z0) 2mi 7 (z+1)(z+24) 9(z0)
1 Ez46i+2
3=— ———dz—2
i ¢ (=41 (=+2i)
g1 $ Sz+6i+2
T omi Y [z+1)(z+2i)
. Sz+eis? .
Jadi @c ———dz = 10mi

(=+1)(=+2i)

b @ ginmw =z +cosns"
c

dz (Dengan subtitusi fungsi pecah)

(z—1)(=z—-2)
fﬁ smwz"“+cﬂs'rz"1‘d @ smwz""+|:ns1?z:"‘d
= _— — —_—ds
c -2 -1
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(i) Ambil f(z) = sinmwz*+ cosnz? dan z; = 2, maka
flzo) = sindm + cosdm = 1
(ii) Ambil f(z) = sinmz*+ cosmz? dan z; = 1, maka

flzg) =sinm + cosm = —1

ginmw z>4cosm="

Sehingga: Eﬁc —D—2)

dz

Eﬁ sin!’fzz+cosnzzd slnr{zz+cusnzzd
_ § Snnsiicoswa’, g cinnzicosmst
€ -2 ¢ =-1

= 2mi. (1) — 2mi. (—1) = 4mi

3. Rumus Integral Cauchy III
Teorema 6.9

Jika f (z) analitik pada daerah D, yang memuat kurva tertutup
C serta titik interior zo dari kurva C, arah lengkungan C
positif, maka turunan tingkat tinggi (ke-n) dari f(z), yaitu f

™(z0) ada untuk n =1, 2, 3,..... Adapun nilai turunan tersebut
adalah.

1! flzldz fl=ddz  2mi
a. f'(z0) = I rr— I e 1 f'(za)
i Ffl=ld= fl=dds  2mi
h'f”(zﬂ} = ImiYC (z—=z0)F =Je (z—zl)E = En f”(zﬂ}
3 Fi=ddz flzddz  2mi
of@) =l el =T @)

" _ on fl=lds fladds  mi L,
f (zl}}_ 2mi f‘ I:H—zl}}"""'—(:}fc (3—3[!'}"“"—_ ! ‘f (zl}}
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Contoh 6.9
a. Hitung gﬁ ﬁ, jikaC,|z| = 4, arah positif

iz
b. ﬁc .:;. o ¢z, dimana C adalah lingkaran, |z| = 3

EEX
¢ (3z+z)t

c. dz, dimana C adalah lingkaran, |z| = 1.

J[awab:
a @c : frik-

(z—3)2zE

Ambil: f(z) = 5% =f'(z) = S dan

, -3 _ -3 ,
zo=3=f"(z0) =7 = sehingga:

d= 2mi 3 -] .
@E e —f (zp) = 2mi E) =, T

b.g, +ﬂ4dzj

Ambil, f(z) =e%; maka f'(z) = 2¢%%, f"(z) =4e?*, dan
f'""(z) = 8e**, selanjutnya jika z; = —1, maka

f”‘l{zl}} — Sezzn — SE_E, Sehingga

i 2w gy _un 2 16 . 4 B . _4
¢ |:3+1}4dz— i (zg) = ~Be™? =—mie”? = _mie

T

sz -]
¢ b G2 =4 [3[3—#}};&2

Iz Iz

g 1 g
=4 34(=+2) 4z =5t '33+§3"’dz
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-

Ambil: f(z) = e* = """ (z) =8e?* dan zg = —g, maka
- &
i (—:) = 8e =, sehingga:

3

e ML Ly Z
4 ez ® f } - 314 T (_5)

Toge g T 243

D. Penyelesaian Soal dan Latihan
1. Hitunglah J' (x* - iy?)dz Sepanjang :
C
a. Parabola y =2x? dari (1,1) ke (2,8)
b. Garis lurus dari (1,1) ke (1,8) dan kemudian dari (1,8) ke

(2,8)
c. Garis lurus dari (1,1) ke (2,8)

Jawab:

a. I(XZ —iy)dz= J.(X2 - de+ I'dy)

C

= I (xl - )dx+(1’x2 +y )dy

C

Dari persamaan parabola: y =2x2 maka dy = 4x dx

[ (2 =2 Jdx+lic® + 32 Jdy = [ —4ix* )+ (ix® +42° )4 xdx

¢ 1

= [(¢ —4ix")dx+ (4ix +16x° )dx = [ (6x° —4ix* +4ix’ + X )dx
e s 1 :

=l xe -]y

S (T64-2i32+i16428) —(T-2iti+s)
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o008 7 1248 75 511 a%i

& 3 5 5 3 5 °

b. Garis lurus dari (1,1) ke (1,8) dan kemudian dari (1,8) ke (2,8)

(i) Persamaan garis melalui titik (1,1) ke (1,8) adalah x =1
Dari persamaan: x =1, maka dx =0

[ (2 =57 Jdx+(ix® + 3 )y = _8[(1'(1)2 - )dy

C
L B I S
=ly+3yy =@i+—/)—-(+3) = +7i

(ii) Persamaan garis melaui titik
(1,8) ke (2,8) adalah y =8
Dari persamaan: y =8 maka dy =0

J.(X2 —I'yz)dJH(iX2 + }/)dy= I(XZ -8%)dy
= [pe-ibda]? = (5-128i)— (5 - 64i) =1 - 64i
Jadi nilai J‘ (X —-i*)dz sepanjang garis lurus yang

menghubungkan titik (1,1) ke (1,8) dan kemudian dari titik
(1,8)

ke (2,8) adalah (% +7i) + (— -64i)= ﬁ _57;

c. Persamaan garis melalui titik (1,1) ke (2,8) adalah y = 7x- 6
Dari persamaan: y = 7x- 6 maka dy =7 dx

J (X2 - )afx+(ix2 +y )dy = j‘ (Xz - 1(7X— 6)2 )dX+(L'X2 + (7X— 6)2 )7dX

C
=j.(x2 — {494 —84x+36) )dx+([X2 + (494 —84x+36) )7dX
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2
j (% — 490 +84ix—367 )dx+(Tix + 3435 — 588+ 252) dx
1

2
=[(344 X —42i " + 847 x— 588 x— 361+ 252) dx
1

2282

= [Tx3 14ix3 + 42ix% — 294x — 36ix + 252x]1_ - 8i
2. Hitunglah [ |z|?dz, sepanjang suatu bujur sangkar
dengan titik-titik sudut (0,0), (1,0), (1,1), (0,1).

[awab:
Ambil |z| = |x+ iy| maka|z|? = x? +y?

_]; (x? +y%)(dx + idy)
= _]; (xZ+yHdx+i _]; (xZ2+vH

A
0, Dla-- G (LD

Cs

S

»
»

©.0F ¢, 1.0

Kurva Ci: persamaan y =0, maka dy =0

1
. 1 1 1
i = —x3 = —

J;X x=3x lEI 3

Kurva Cz : persamaan x =1, maka dx=0

1
1 .1 1 4

i ;2 r=1 7 — 3 =1 —t =7
—LL(1+} Jdy 1{}+3} Iﬂ} 1{1+3} 3!
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Kurva Cs : persamaan y=1, maka dy =0

o
1 0 1 4

2 — .3 - T {=_"
J‘l(x +1}dx—3x +;ﬁ:|1 3 1 3

Kurva Cs : persamaan x =0, maka dx=0

0
. 1 y 1
i}-“d}-‘=i{—}-‘3| }=——i
jl 371 3

J ez = (=) s (E-2) = =242

3 3 3 3
o -1+

3. Hitunglah ifc (2x-y)dx+(3y+ X)dy sepanjang

a. Kurva y =x2+2

b. Garis lurus yang menghubungkan (0, 2) dan (2, 6)
c. Garis lurus dari (0, 2) ke (0, 6), dan dari (0, 6) ke (2, 6)
d. Garis lurus dari (0, 2) ke (2,2) dan dari (2,2) ke (2, 6)

4. Hitunglah §C ()@ —1;‘; )dz, sepanjang;:

a. Parabola y= X —5x+6 dari(1,2) ke (2,0)
b. Garis lurus dari (1, 2) ke (1, 6) dan dari (1, 6) ke (2, 0)
c. Garis lurus dari (1, 2) ke (2, 0)

5. Buktik J‘ dz _ 11 (z—a)
- putikan zz—az_Zan z+a
Bukti:

1 A B
Ambil: — = = +
z<—a* Z+a z—a
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_Az—a:—‘i+Bz+Ba

72 __ 52 72 __ 52

1  (A+B)z+a(B—A)

=

z;_az za_az

Kesamaan kedua ruas

A+B=0—-A=-B

a(B — A) = 1, subtitusi a(B + B) = 1, maka
1

H(EB]=1atauB=ﬂ—lﬂ—>g=__

J

Bukti:

-

8

dz _1 dz 1 dz
z2—a? 2alz—a 2a) z+a

1 fd(z—a) 1 [d(z+a)

" 2a (z—a) 2al (z+a)

1 1
=—In(z—a) ——In(z+a) +c
2a 2a

= El [In(z —a) —In(z + a)] + ¢
a

1 z—a .
=—1In (z n a) + ¢ (Terbukti)

=
z=asect maka- = secH
o

= 1 a1 _,a
= — = = coshl =— = 0 =cos™ " —
=

a cosf =z
dariz =asecl makadz= a secPtanf df
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Sehingga diperoleh:
J- dg f a gec f tan#

EVgi—gd (e sec#),/(e secd)2-nl

o secH tan @

(e sec#),/a%(zec2d—1)

tan & d8 1 1
= = |-df =-8
"r atand "rrz a
d 1 _ .
[—— =Zcos 12 . terbukti
EVzt—p? ] =

7. Hitunglah intergral berikut

a[zy2z+5dz b. flgi;lilﬂ z ¢ [ sin5zcos5z dz

d. [cotl6z +5)dz e [sin®5zcos5zdz
Jawab:

w?—5u?

du

a [zy2z+ 5dz = (uzﬂ—_s)u.u du =

&

=%[fu4 du— [ 5u? dul

1[1
[— Sy — 23 ]+c
5 3

1 : = E
=E(22+5}z—5(22+5}z+c
z2+ 2= dz:i d(z®+3z2+9)
(z3 +3z2 +9) 3) (z3+3z24+9)

=§111'I:zEI +3z2+9) +¢
=InVz3+3z2+9+¢
c.[sin5zcos5z dz = if sin 5z cos5z d(5z)

= i [ sin 5z dz d(sin5z)
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_ E(;?EHEES) tec
5 a

r

1. .
=—s5in“tz+ ¢
10

d. [cot(6z +5) dz = éfcot(ﬁz +5)d{6z+5)

1 J- coz(Ez+5)

T &Y gin(Ez+E) d(6z +5)

_ }J-ri [sin (B=z+5]]
" &Y [zin (6z+5)]
= éin[sin(ﬁz +5)]+¢

=In3/sin(6z+5)+ ¢
e. | sin35zcos5z dz = é [ sin®5zcos5z d(5z)
= éfsinE'Ez d(sin5z)

11 1 .
=: [;sin‘*‘Sz] +e=_sin*bz+c

8. Hitunglah:

a. I1I1+,/3Z+1 dz b. ”j:lzC0s3z dz

0

T+ dZ
C. d |————
_([ zcos2z dz _[1 2 Cosz

(subtitusi u = tan (EZ))

9. Hitunglah intergral parsial berikut,
a[zcos4zdz b.[z°lnzdz c[zlnzdz

e*Z(asinbz —bcosbz)
a’ + b?

d. j effginbz dz =
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e®Z{acosbz +bsinbz)
a% + b?

e, f e cosbhz dz =

[awab:
a [z cosdz dz —lfz d{sin 4z)

[zsindz — [sindzd(z)] +¢

[zsindz — [sindz.1.dz]+¢

[z sindz + - ::0542] +c

1
4
1
4
1
4
1
=3 zsindz + —6::0542
J1

b. [z8Inzdz = é nz d(z®)

=§[E'1nz—_]"zEh diln z)] +¢
Y - _r=
_5[ Inz fzdz]+c
=lz8Inz—2 26 +¢
6 35
=1z [1nz——+c
6
c,fzinzdz:%f In z d(z?)
=%[zzlnz—

_,Inzt2 dinz)] +¢

1[5 1 5
=:[z‘1nz—:z‘:|+c

=12mz-2z2+4¢
2 4
Jawaban (d) dan (e) solusinya diserahkan kepada pembaca.

196



10. -'r (224 :'.].:l.

J[awab:

HZ

dimana C lingkaran |zl=

Ambil :

z+ z}z :E’LHT?':“:EE‘P

w2}

Z

T (z#midiz—mi)

Maka zy = —mwidan zy =i

(1)

Untuk zy = —mi

Z

1 g
———iiz
i "rc (=24m2)2

{(z +m

= llmg_}_ S T (2—

= lim 1 ”{ =]
= =T 9) gz [E—

(z+mi) (z—mi)

07

(=+mi)=( 3_,“:,1}

zy AT -
. gl z—mi)*—2(z—mi)e
= lim —
Z=—mi (z—miy*
Zy R 8 I
. g (z—mi)—2e . g (z—mi—2)
= lim ———— = lim ————
z=—mi (z-mi)® Z——mi (=—mi)®
_ e —2ri-2) _ —2eism(mi+l) —2(eosm—isinm)imi+l]
T (—2mi)E Brsi - Bmsi
Lmi+l) _ mitl i i-m wi
T Bnsi 4% @ —4n®  4n®

(ii ) Untuk zy = mi

1 a*
——dz
2mi Eﬁc (z2+m2)2
= llmz_}q-: e 1} dzz—-{(z _

) )

1d at , g2 z+mi)*—2(z+mile
= lmg_p; o = My

1! dz (=z4+mi)2
g2 z+mi) (z+mi—2)

= limg—}n’i{ ':.EH'.‘?E':""'

((z+mi)2)2

} = lim__p; {%]

}
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s . . - '] > s . . s .
e mitwi—2) ciz (2mi—2) (cosm+i zinm) 20mi—1)

(mi+mid®  (2md® Brrs {8
(=140) (mi=1) _ —mi+l i ;i
- —amEg T —amEi'i 4ant

Dari (i) dan (ii ) maka diperoleh :
il . _dz=""f"(z,) = 2mi i +E)

(z2+m2)2 1! 4mE  4nmE

_f 2m i
= Zm( ) =-
s 4

11. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy
4 z

3z c
o ST > fc*(z+1f =

12. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy

37 e’

|

13. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy

Sil’l4 z P
a.§ ——dz b. 4 ——d
:fC(Z—éizf §C(4Z+1}S i
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E. Peta Konsep

Integral Peubah
Kompleks

'

(1) Integral Garis
Definisi: Integral garis pada
bidang kompleks dari a ke b
sepanjang lintasan C terhadap
fungsi f(z) adalah

(2) Teorema Green dan Cauchy-
Goursat
e Teorema Green

§ Kolx-%—Ld\—f ———dxd
c

© ; (2).9@)}=f (ZJ;Z.@(ZHQ( ]d—zf(ZJ

o Teorema Green dlm bentuk
kompleks 5 F(z,z)dz = ‘.IffD a—_dA

o Teorema Cauchy Goursat

[ fi@)dz=0.

(3) Sifat Integral Garis

f f@dz=— f f(2)dz
ffz)dz f f( ]dz+ffz):iz

Dimana &, &, 171 pada kurva C
Jika M suatu bilangan positif
sehingga |f(z)| = M untuk setiap

z di C dengan panjang busur C
adalah L, maka

lj f(z)d}g ML-

v

(4) Integral Fungsi
Khusus
Fungsi: Konstan, Eksponen,
Trigonometri, Logaritma, Hiperbolik,

Invers Fungsi

(5) Integral Subtitusi

Subtitusi aljabar dan subtitusi fungsi
irasional, serta konsep derivatif
(misal: d u? = 2u du).

v

(6) Integral Parsial

¥

(7) Rumus Integral Cauchy
Integral Cauchy 1

[ f@@

L}

c A_ZD

Intcgral Cauchy 11

Integral Cauchy 111
FH(z0) = 22 pn(z,)

Gambar 6.3: Peta Konsep Integral Peubah Kompleks
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