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KATA PENGANTAR

Segala puji dan syukur penulis panjatkan kehadirat Allah 
S.W.T., yang telah mencurahan rahmat dan karunia, sehingga 
penulis dapat menyelesaikan buku ini. Kehadiran buku 
diilhami oleh hasil diskusi, refleksi dan diskursus tentang 
sistem bilangan, sifat-sifat, teorema dan definisi fungsi peubah 
kompleks dalam perkuliahan. Suatu hal yang unik berkaitan 
dengan teori fungsi peubah kompleks adalah pembahasan dan 
eksplorasinya menjangkau seluruh sistem bilangan real bahkan 
merupakan pengembangan mutahir dari seluruh sistem bilangan. 
Pemunculan bilangan imajiner atau bilangan khayal dalam 
teori fungsi peubah kompleks memberikan distingsih yang 
paling signifikan dari seluruh sistem bilangan yang pernah ada 
sebelumnya. Khususnya dalam bidang kalkulus, maka analisis 
kompleks merupakan pengembagan lebih lanjut tentang teori 
limit, kekontinuan, diferensial, dan integral. 

Dari aspek ilmu terapan, fungsi peubah kompleks 
membantu para insinyur, fisikawan, matematikawan, dan ahli 
ilmu pengetahuan lainnya memperjelas suatu masalah dan 
menemukan suatu solusi yang menakjubkan, misalnya jawaban 
atas masalah aliran panas, mekanika, elektrodinamika, dan 
banyak lagi masalah. 

Setiap bab dari buku ini dimulai dengan eksplanasi yang jelas 
dari definisi, teorema dan contoh yang lengkap serta penyelesaian 
soal-soal dan latihan. Pada setiap akhir bab diberikan peta konsep 
yang menggambarkan keterkaitan antara konsep dan sekaligus 
menjadi ringkasan perkuliahan. 
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Lembaga Penelitian dan Pengabdian kepada Masyarakat (LP2M) 
Universitas Islam Negeri Syarif Hidayatullah Jakarta yang telah 
bersedia mendanai penulisan dan penerbitan buku ini.

Dalam penyuntingan buku ini, penulis menyadari bahwa 
isi buku ini masih jauh dari sempurnah, untuk itulah penulis 
memohonkan saran dan kritik yang sifatnya membangun demi 
penyempurnaan buku ini.  Kiranya karya ini dapat bermanfaat bagi 
pembaca khususnya mahasiswa dalam rangka mengembangkan 
kompetensi matematika guna meningkatkan daya saing generasi 
bangsa. Amien.

    

     Jakarta, 26 Oktober 2015

     Dr. Kadir, M.Pd.



v

DAFTAR  ISI

KATA PENGANTAR ..................................................................... iii
DAFTAR ISI .................................................................................... v

BAB I PENDAHULUAN ........................................................ 1
A. Latar Belakang ....................................................... 1
B. Tujuan...................................................................... 2
C. Ruang Lingkup ...................................................... 4
D. Isi Buku ................................................................... 5

BAB II BILANGAN KOMPLEKS .......................................... 8
A. Sistem Bilangan Kompleks .................................. 8
B. Operasi Dasar Bilangan Kompleks ..................... 12
C. Nilai Mutlak dan Sifat-Sifat Nilai Mutlak ......... 16
D. Penyajian Bilangan Kompleks ............................. 20
E. Penyelesaian Soal dan Latihan ............................ 46
F. Peta Konsep ............................................................ 53

BAB III FUNGSI KOMPLEKS ................................................. 55
A. Pengertian Fungsi Kompleks ............................... 55
B. Fungsi Bernilai Tunggal dan Banyak .................. 57
C. Transformasi........................................................... 58
D. Fungsi Elementer ................................................... 61
E. Soal Latihan ............................................................ 94
F. Peta Konsep ............................................................ 96

BAB IV LIMIT DAN KEKONTINUAN PEUBAH 
KOMPLEKS .................................................................. 97
A. Limit Peubah Kompleks ....................................... 97
B. Kekontinuan Peubah Kompleks ......................... 107
C. Penyelesaian Soal dan Latihan ............................ 111
D. Peta Konsep ............................................................ 115



vi

BAB V PENDIFERENSIAL PEUBAH KOMPLEKS ........... 116
A. Definisi Turunan .................................................... 116
B. Persamaan Cauchy-Riemann (C-R) .................... 123
C. Fungsi Analitik ...................................................... 130
D. Persamaan laplace dan Fungsi Harmonik ......... 134
E. Turunan Fungsi Elementer .................................. 138
F. Turunan Tingkat Tinggi ....................................... 143
G. Aturan L’Hospital.................................................. 145
H. Turunan Fungsi Implisit ....................................... 147
I. Penyelesaian Soal dan Latihan ............................ 149
J. Peta Konsep ............................................................ 156

BAB VI INTEGRAL PEUBAH KOMPLEKS ......................... 157
A. Integral Garis ......................................................... 157
B. Integral Fungsi-Fungsi Khusus ........................... 171
C. Rumus Integral Cauchy ........................................ 183
D. Penyelesaian Soal dan Latihan ............................ 189
E. Peta Konsep ............................................................ 199

DAFTAR PUSTAKA ...................................................................... 200



1

 
BAB I  

PENDAHULUAN 
  

A. Latar Belakang 
Ketersediaan buku ajar, yang relevan dengan Silabus dan 

Rencana Pembelajaran Semester yang digunakan dalam 
perkuliahan, khususnya mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks 
masih sangat terbatas. Buku-buku Fungsi Peubah Kompleks 
yang beredar, materinya  bersifat umum dan kadang-kadang 
terlalu luas hingga cakupan materinya menjangkau jenjang 
strata S2. Sehingga jika dosen tidak cermat dalam memilih 
materi dari buku yang bersangkutan dan menggunakan hanya 
sesuai alur materi dari buku tersebut mengakibatkan mahasiswa 
kesulitan mamahami materi sehingga tujuan perkuliahan yang 
telah ditetapkan berpotensi untuk tidak dapat tercapai. 
Disamping itu isi buku yang beredar sifatnya standar untuk 
mahasiswa yang belajar Fungsi Peubah Kompleks di berbagai 
jurusan terutama pada ilmu-ilmu terapan, maka isu-isu 
kontektual dalam pendidikan matematika terutama terapan 
Fungsi Peubah Kompleks pada jenjang strata satu program studi 
pendidikan matematika belum terakomodir secara baik  dalam 
buku tersebut.   

Kondisi ini di atas akan menghambat pencapaian 
kompetensi yang dituntut dari mahasiswa pada perkuliahan 
Fungsi Peubah Kompleks termasuk  upaya mahasiswa untuk 
mendapatkan pengetahuan yang benar  dan menyeluruh tentang 
konsep-konsep penting yang relevan dengan perkuliahan Fungsi 
Peubah Kompleks.  
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Buku ini diharapkan dapat membantu mahasiswa 
meningkatkan kompetensi mahasiswa, khususnya kompetensi 
paedagogik dan profesional yang relevan dan kontekstual 
dengan mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks. Disamping itu isi 
dari buku ini diharapkan dapat menfasilitasi berkembangnya 
softskill seperti berpikir kritis, kreatif, analitik, metakognitif, 
kerja sama, tanggung jawab, dan obyektif melalui latihan dan 
kegiatan matematika dalam mata kuliah Fungsi Peubah 
Kompleks. 

 
B. Tujuan 

Tujuan umum yang ingin dicapai dari mata kuliah ini 
adalah agar mahasiswa: 
(1)   Mampu membuktikan teorema yang berkaitan dengan sifat-

sifat bilangan kompleks, limit dan kekontinuan, serta 
turunan dan integral bilangan kompleks yang berorientasi 
kepada kecakapan hidup (life skills). 

(2)   Menguasai materi, struktur, konsep, dan pola pikir 
keilmuan matematika terkait pengertian bilangan kompleks, 
fungsi kompleks, transformasi, dan fungsi elementer,  limit 
dan kekontinuan fungsi kompleks, fungsi-fungsi yang dapat 
diturunkan dengan menggunakan persamaan Cauchy-
Reaman,  sifat-sifat analitik dan menyeluruh fungsi f(z) 
sederhana,  pengintegralan fungsi kompleks, konsep kontur, 
garis domain, teorema Cauchy- Goursat, rumus integral 
Cauchy, dan barisan deret kompleks beserta sifat-sifatnya. 

 
(Soft skills/Karakter: Memiliki etos kerja, empati, kritis, logis, 
tanggung jawab, kerja sama, percaya diri, dan rasa bangga sebagai 
calon guru matematika) 
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Tujuan khusus yang ingin dicapai dari mata kuliah ini 
adalah mahasiswa mampu: 
(1) Melakukan operasi dasar bilangan kompleks 
(2) Menyajikan bilangan kompleks secara analitik dan grafik 
(3) Menyajikan bilangan kompleks dengan vektor posisi 
(4) Menyatakan bilangan kompleks ke dalam bentuk kutub 
(5) Menyatakan bilangan kompleks ke dalam bentuk eksponen 
(6) Menentukan nilai mutlak dari suatu penjumlahan operasi 

perkalian 
(7) Menghitung hasil perkalian bilangan kompleks dengan 

menggunakan Dalil De’Moivre 
(8) Menghitung hasil pembagian bilangan kompleks dengan 

menggunakan Dalil De’Moivre 
(9) Menentukan akar pangkat ke-n bilangan kompleks 
(10) Menentukan akar-akar persamaan suku banyak bilangan 

kompleks 
(11) Menentukan hasil kali titik bilangan kompleks 
(12) Menentukan hasil kali silang bilangan kompleks 
(13) Menentukan hasil transformasi dari suatu fungsi kompleks 
(14) Membuktikan sifat-sifat fungsi elementer 
(15) Membuktikan nilai suatu limit dengan pendekatan  dan . 
(16) Menghitung limit dengan menggunakan teorema limit 
(17) Memeriksa kekontinuan suatu limit dengan menerapkan 

tiga syarat suatu fungsi kontinu 
(18) Menentukan turunan suatu fungsi f(z) dengan 

menggunakan definisi:   f’(z)  =  
h

)z(f)hz(flim
0h




. 

(19) Menjelaskan fungsi analitik 
(20) Membuktikan turunan fungsi elementer bilangan kompleks 
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(21) Memeriksa apakah bagian real dan khayal suatu fungsi 
memenuhi persamaan Cauchy Reamann  

(22) Menunjukan apakah suatu fungsi merupakan suatu fungsi 
harmonik 

(23) Menentukan fungsi harmonik sekawan dari fungsi yang 
diberikan 

(24) Menentukan turunan fungsi eksponen dan logaritma 
(25) Menentukan turunan fungsi (trigonometri, hyperbolik, dan 

invers dari fungsi tersebut) 
(26) Menentukan turunan fungsi dengan aturan 

pendiferensialan. 
(27) Menentukan turunan fungsi implisit  
(28) Menghitung limit dengan menggunakan aturan L’hospital 
(29) Membuktikan integral dari fungsi-fungsi khusus. 
(30) Menghitung integral garis (kontur) sepanjang kurva yang 

diberikan 
(31) Menghitung integral fungsi khusus dengan metode subtitusi  
(32) Menghitung integral parsial  
(33) Menghitung integral fungsi f(z) pada kurva tertutup 

sederhana C dengan menggunakan rumus integral Cauchy 
I, II, & III. 

(34) Memeriksa kekonvergenan suatu  deret. 
(35) Menyelesaikan masalah berkaitan dengan derat pangkat, 

Deret Taylor, Deret Maclaurin, Deret Lauran dan Integral 
Residu. 

 
C. Ruang Lingkup 

Mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks merupakan mata 
kuliah keahlian bagi mahasiswa jurusan Matematika.  Mata 
kuliah ini, disamping merupakan pengembangan lebih lanjut 
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dari mata kuliah Kalkulus juga berguna pengembangan ilmu 
sains (Fisika, Kimia) secara interdisipliner. Dengan demikian 
mata kuliah Fungsi Peubah Kompleks dapat memperkuat 
pengembangan pendidikan Sains dan Matematika di FITK. 
Materi pokok yang dibahas dalam mata kuliah ini meliputi:  
Pendahuluan, sistem bilangan real, sistem bilangan kompleks, 
operasi bilangan kompleks, nilai mutlak, aksiomatik bilangan 
kompleks, bidang kompleks, bentuk kutub bilangan kompleks, 
teorema De’moivre, akar bilangan kompleks, rumus Euler, 
persamaan suku banyak, hasil kali titik dan silang, koordinat 
sekawan, himpunan titik, fungsi invers, transformasi, fungsi 
elementer, limit dan teorema limit, kekontinuan dan teorema 
kekontinuan, limit barisan, turunan, fungsi analitik, persamaan 
Cauchy-Reaman, fungsi harmonik, tafsiran geometri dari 
turunan, deferensial, turunan fungsi elementer, turunan tingkat 
tinggi, dalil L’Hospital, integral garis kompleks, integral garis 
real, Teorema Cauchy- Goursat, integral tak tentu, rumus 
integral Cauchy dan teoremanya, dan barisan deret kompleks 
beserta sifat-sifatnya. 
 
D. Isi Buku 

Isi atau materi yang diuraikan dalam buku meliputi: 
1. Bilangan Kompleks 

Bagian ini, menjelaskan tentang definisi bilangan 
kompleks, operasi dan aksioma bilangan kompleks, nilai 
mutlak berikut teoremanya, penyajian bilangan kompleks 
dalam koodinat kartesius dan kutub sebagai pengantar 
lahirnya Terema De’Moivre dan terapannya dalam 
menentukan perkalian  pembagian, dan akar bilangan 
kompleks, persamaan suku banyak, himpunan dan tempat 
kedudukan. Hasil kali titik dan hasil kali silang dan 
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terapannya dalam menghitung luas jajar genjang. Pada 
akhir bab diberikan ringkasan dalam bentuk peta konsep 
juga latihan dan problem solving untuk mengembangkan 
kemampuan berpikir matematis. 
2. Fungsi Kompleks 

Bagian ini, berisi overview tentang fungsi bernilai 
tunggal dan banyak pada kalkulus, transformasi dari sistem 
real ke sistem kompleks, fungsi kontinu, fungsi elementer 
meliputi: fungsi aljabar, eksponen, trigonometri, hiperboliki, 
logaritma, invers fungsi trigonometri serta sifat-sifat dan 
penggunaannya. 
3. Limit dan Kekontinuan 

Uraian pada bagian ini memuat, pengertian limit secara 
intuitif dan definisi klasik, teorema limit dan pembuktian 
eksistensi limit, kekontinuan, pemeriksaan kekontinuan 
suatu fungsi, pemeriksaan tentang limit barisan. 
4. Pendiferensialan Kompleks  

Uraian bagian ini berisi differensial kompleks, yang 
dimulai dari: mendefinisikan turunan, memeriksa ke-
analitikan suatu, penerapan Persamaan Cauchy Reaman, 
pemeriksaan fungsi harmonik, pembuktian 30 buah turunan 
fungsi elementer, turunan berantai, penerapan rumus 
L’Hospital untuk turunan, dan turunan fungsi implisit. 
5. Pengintegralan Kompleks 

Bagian ini menguraikan: pembuktikan integral dari 
fungsi-fungsi khusus, integral garis (kontur) sepanjang 
kurva yang diberikan, integral fungsi khusus dengan 
metode subtitusi, integral parsial, integral fungsi f(z) pada 
kurva tertutup sederhana C dengan menggunakan rumus 
integral Cauchy I, Cauchy II, atau Cauchy III. 
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6. Rumus Integral  
Uraian rumus integral berisi konsep dan teorema-

teorema berkaitan dengan rumus, meliputi penggunaan 
rumus integral Cauchy I, Cauchy II, atau Cauchy III. 
7. Barisan dan Deret Kompleks 

Bagian ini menguraikan barisan konvergen dan 
divergen, uji  konvergensi pada deret kompleks, deret 
pangkat dan fungsi analitik, bentuk umum deret Laurent, 
dan integral Residu.  
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BAB II 

BILANGAN KOMPLEKS 
 

A. Sistem Bilangan Kompleks 
Untuk memperlihatkan kedudukan atau konstelasi bilangan 

kompleks dalam sistem bilangan, secara umum diperlihatkan 
macam-macam bilangan berikut.  
1) Bilangan Asli (A) = (1, 2, 3, <<..). Jika a dan b bilangan asli, 

maka a+b, a.b, (a)(b) atau ab juga merupakan bilangan asli. 
2) Bilangan Cacah (C) = (0, 1, 2, 3, 4,<<<<). 
3) Bilangan Bulat (B) = (..-3, 2, 1, 0, 1, 2, 3<) 
4) Bilangan Rasional (Q) = (a/b, b ≠ 0, a,b  R). 
5) Bilangan Irasional (IR) = (<.2, 3, π, 127, 2,134,<..). 
6) Bilangan Real (R)  = (..-2, -1, 0, 1/2 ,5<.). 
7) Bilangan Imajiner (Im) = (< ,2,3,2,5  i ..) 

8) Bilangan Kompleks (Z) = (a+bi; a,b  R). 
 

Secara historis, munculnya konsep bilangan kompleks pada 
abad ke-16, yaitu ketika para ahli matematika dihadapkan pada 
masalah perpangkatan suku banyak (polinomial). Dalam proses 
penyelesaian masalah tersebut, ternyata terdapat penyelesaian 
akar-akar dari polinomial yang tidak terdefinsi dalam sistem 
bilangan real. Misalkan kita ingin mencari penyelesaian dalam 
sistem atau nilai bilangan real yang memenuhi persamaan  x2 + 1 
= 0 atau x2 + 2x + 5 = 0, maka tidak ada bilangan real x yang 
memenuhi masing-masing persaman tersebut.  Untuk memberi 
solusi atau penyelesaian atas persamaan tersebut diperkenalkan 
sistem bilangan kompleks. Dalam perkembangan selanjutnya, 
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sistem atau nilai bilangan real yang memenuhi persamaan  x2 + 1 
= 0 atau x2 + 2x + 5 = 0, maka tidak ada bilangan real x yang 
memenuhi masing-masing persaman tersebut.  Untuk memberi 
solusi atau penyelesaian atas persamaan tersebut diperkenalkan 
sistem bilangan kompleks. Dalam perkembangan selanjutnya, 

 

himpunan bilangan kompleks mampu mengekspresikan seluruh 
akar-akar polinomial. 

 
1. Definisi Bilangan Kompleks 

Definisi 2.1 
 
 
 
 

Suatu bilangan kompleks z = x + iy dapat juga didefinisikan 
sebagai pasangan terurut dua bilangan real x dan y yang ditulis 
dengan z = (x,  y). Jika z = x + iy = (x,  y) maka x dinamakan 
bagian real dari z dinyatakan dengan Re (z) dan y dinamakan 
bagian khayal dari z dan dinyatakan dengan Im (z) dimana x  
R dan y  Im. Lambang z yang membuat bilangan kompleks 
disebut variabel kompleks. Pasangan terurut (x,  0) 
diidentifikasikan sebagai dengan real x, yaitu (x,  0) = x. 
Selanjutnya pasangan terurut (0, y) dinamakan bilangan imajiner 
sejati. Sehingga lambang imajiner i dapat dituliskan sebagai 
pasangan terurut (0, 1), yaitu i = (0, 1). 
 

Contoh 2.1 
Diberikan bilangan kompleks  z1 = 2 + 0,8i  dan z2 = ½ - 7i,  
maka Re (z1) = 2 dan Im (z1) = 0,8, serta Re (z2) = ½  dan Im 
(z2) = -7. 

 
Bilangan real adalah himpunan bagian dari bilangan 

kompleks, maka setiap bilangan real dapat dinyatakan sebagai 
kompleks dengan bagian Im (z) = 0. Misalnya bilangan 3, 7, , 2 
dapat dinyatakan sebagai: (3 + 0i), (7 + 0i), ( + 0i), (2 + 0i). 

Suatu bilangan kompleks dinyatakan sebagai 
bilangan yang berbentuk (x + iy) dimana x dan y 
bilangan real dan i, yang dinamakan satuan khayal 
(imaginary unit) bersifat  i2 = - 1.  
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Selanjutnya bilangan imajiner juga himpunan bagian dari 
bilangan kompleks dengan bagian Re (z) = 0, misalnya 5i dapat 
dinyatakan sebagai  (0 +5i). Bilangan kompleks seperti ini 
dinamakan bilangan khayal sejati. 

 
Definisi 2.2 
Dua bilangan kompleks (x1 + iy1)  dan (x2 + iy2) dikatakan 
sama jika dan hanya jika x1 = x2  dan y1 = y2. 

 
Contoh 2.2 
Tentukan nilai bilangan real x dan y sehingga:  

 3x – 3iy + 4ix -2y - 5 -10i    x – iy + y + ix + 2 – 3i 

Solusi: 
Dapat dibentuk persamaan identik 
3x – 3iy + 4ix - 2y - 5 - 10i  (x + y + 2) – (y – x + 3)i 
(3x - 2y – 5) – (3y - 4x + 10)i  (x + y + 2) – (y – x + 3)i 
Sehingga diperoleh: 
3x–2y–5 = x+y+2  dan             
 3x– 2y–x–y = 5 + 2 
 2x – 3y = 7 .............(i) 

3y – 4x + 10 = y – x + 3 
-4x + 3y – y + x = 3 – 10 
-3x + 2y = -7 .............(ii) 

Melalui proses eliminasi atau subtitusi dari persamaan (i) 
dan (ii), diperoleh nilai  x = 7/5 dan y = -7/5. 

2. Bilangan Kompleks Sekawan 
Definisi 2.3 
Jika bilangan kompleks z = x + iy, maka sekawan (konjugate) 
dinamakan kawan dari bilangan kompleks z dan 
didefinisikan sebagai  z  = x - iy.  
Contoh 2.3 
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Kawan dari z = 6 + 8i  adalah z   = 6 – 8i,  begitupula kawan 
dari z = 5 – 3i, adalah z   = 5 + 3i. 
Teorema 2.1: 
Jika z, z1, dan z2 bilangan kompleks maka berlaku: 

1) zz   
2) z + z  = 2 Re (z) 
3) z -  z  = 2i Im (z) 
4) z z  = (Re (z))2 + (Im (z))2  
5) 2121 zzzz   

6) 2121 zzzz   

7) 2121 . zzzz   

8) 0, 2
2

1

2

1 







z

z
z

z
z

 

 Bukti: 
Misalkan z = x + iy, z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, maka kompleks 
sekawannya z  = x – iy, z 1 = x1 – iy1,  z 2 = x2 – iy2. 

1) ziyxiyxz  )(  
2) z + z  = (x + iy) + (x – iy) = 2x  = 2 Re (z) 
3) z -  z  = (x + iy) - (x – iy)  = 2yi = 2i Im (z) 
4) z z  = (x + iy)(x – iy) = x2 + y2 = (Re (z))2 + (Im (z))2  
5) iyyxxyxyxzz  )( + )+ ( )i  ( + )i + ( 2121221121 

 = iyyxx )()( 2121   = (x1 – y1i) + (x2 – y2i)  

 = 21 zz   

6) iyyxxyxyxzz  )(+ )- ( )i  ( - )i + ( 2121221121 
 = iyyxx )()( 2121   = (x1 – y1i) - (x2 – y2i)  

 = 21 zz   
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22
2112
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2121 =
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1

z
z

 

 
B. Operasi Dasar Bilangan Kompleks 

Sebagaimana operasi pada sistem bilangan real, operasi 
dasar bilangan kompleks juga meliputi operasi penjumlahan, 
pengurangan, perkalian dan pembagian.  

Misalkan 2 bilangan kompleks: z1 =  (x1 + iy1)  dan z2 = (x2 + 
iy2). 
Penjumlahan: 
z1 + z2  = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i 
Contoh 2.4:  (2 + 3i) + (3 + 5i) = (2 + 3) + (3 + 5)i = 5 + 8i 
 
Pengurangan:   
z1 - z2  = (x1 + iy1) - (x2 + iy2) = (x1 - x2) + (y1 - y2)i 
Contoh 2.5:  (5 + 2i) - (3 + 8i) = (5 - 3) + (2 - 8)i = 2 - 6i 
 
Perkalian:  
z1 . z2  = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) =  x1x2 + x1y2i + x2 y1i + y1 y2i2   
       =  (x1x2 - y1 y2) + (x1y2 + x2 y1)i  
Contoh 2.6:   
(6 + 5i) (3 + 8i) = (6x3 – 5x8) + (6x8+ 5x3)i = -12 + 63i 
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Pembagian:    

iyx
iyxx

iyx
iyx

iyx
iyx

z
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22
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22
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1; 2
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2
2

1

2
21211221 




 i
iyy

iyyiyxiyxxx
, z2 ≠ 0.   

i
yy

yxyx
yy

yyxx
yy

iyxyxyyxx
2

2
2

1

2112
2

2
2

1

2121
2

2
2

1

21122121 )()(











  

Contoh 2.7:  

ii
i
i

i
i

i
i

13
2

13
23

32
3x45x2

32
3x52x4

32
32x

32
54

32
54

2222 
















  

(Pembagian menggunakan prinsip perkalian dengan bilangan 
kompleks sekawan dari penyebut yang bernilai satu) 
 
 Teorema 2.2: 

Jika z1, z2, dan z3 adalah anggota bilangan kompleks Z, 
maka berlaku sifat-sifat Field sebagai berikut: 

 
1. z1 + z2  Z dan z1z2  Z,  z1, z2  Z Ketertutupan 
2. z1 + z2 = z2 + z1 dan z1z2 = z2 z1,  
     z1, z2  Z 

Komutatif 

3. (z1+z2)+z3 = z1 + (z2 + z3),  z1, z2, z3  Z 
     dan (z1 z2) z3 = z1 (z2 z3),  z1, z2, z3  Z 

Asosiatif 

4. z1 (z2 + z3) = z1 z2 + z1z3,   z1, z2, z3  Z Distributif 
5.  0Z, sehingga z+0 = 0+z = z,  z Z  Identitas 

penjumlahan 
6.  1Z, sehingga z1.1 =1. z1 = z1,   z1 Z Identitas 

perkalian 
7.  z = x + iy, , -z = -x – iy,  

sehingga z + (-z) = 0,  
Inves 
penjumlahan 
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8.  z = x + iy, , z-1 = i
yx

y
yx

x
2222 





  Z 

, sehingga z z-1 = 1. 

Inves 
perkalian 

 
Bukti teorema 2.2 nomor 2, 7, dan 8 sebagai berikut. 

(2)  Buktikan z1 + z2 = z2 + z1   z1, z2  Z 
Misalkan z1 =  (x1, y1)  dan z2 = (x2 , y2) maka: 
z1 + z2 = (x1, y1) + (x2 , y2) = (x1 + x2 , y1+ y2), selanjutnya 
z2 + z1 = (x2 , y2) + (x1, y1) = (x2 + x1,  y2 + y1) 
Jadi z1 + z2 = z2 + z1   

(7) Buktikan  z = x + iy, , -z = -x – iy, sehingga z + (-z) = 0 
 Misalkan z1 =  (x1, y1),  z2 =  (x, y) sedemikian hingga  
 z1 + z2 = 0  
  (x1, y1) + (x , y) = (0, 0) 

  (x1 + x , y1+ y)  = (0, 0) 
  x1 + x = 0  dan  y1+ y = 0 
  x = - x1  dan   y = - y1 
 Jadi z2 =  (-x1, -y1) atau ditulis -z = (-x,  -y) = -x – iy. 

(8) Buktikan  z = x + iy, , z-1 = i
yx

y
yx

x
2222 





  Z  

 sehingga z z-1 = 1. 
Misalkan u = (1, 0) maka  z = (x, y) ≠ 0,  z2 =  (x1, y2) 
sedemikian hingga z z2 = u.  

  z z2 = (x , y) (x1, y1)  = (1, 0) 
  z z2 = (xx1 - yy1,  xy1+ x1y)  = (1, 0) 
  xx1 - yy1= 1  dan  xy1+ yx1= 0 

 







0
1

11

11

xyyx
yyxx
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2222 





  Z 

, sehingga z z-1 = 1. 

Inves 
perkalian 
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 , dan 221
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xy
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y
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 Terlihat bahwa x2 + y2 ≠ 0  dan z2 = (x1, y2) ≠ 0  atau z2 

= i
yx

y
yx

x
2222 





 ditulis z-1 = i

yx
y

yx
x

2222 





. 

 Teorema 2.3: 
Untuk setiap bilangan real a dan b berlaku sifat-sifat: 

1) (a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0) 
2) (a, 0) (b, 0) = (ab, 0) 

3) 0bjika0,
)0,(
)0,(









b
a

b
a

 

4) aa )0,(   

Teorema di atas memperlihatkan bahwa bilangan-bilangan 
kompleks yang berbentuk (a, 0) mempunyai sifat-sifat yang 
sama dengan real a. Hal ini berarti kita dapat memperlakukan 
bilangan kompleks (a, 0) = bilangan real a. Sebagaimana telah 
dibahas pada contoh 2.1 bahwa himpunan bilangan real 
merupakan himpunan bagian dari suatu bilangan kompleks, 
khususnya bilangan kompleks 0 = (0, 0), 1 = (1, 0) dan i = (0, 1).  
Sifat ini dibuktikan dengan teorema berikut. 

 
  Teorema 2.4: 

1) i2 = -1,    
2) Jika x dan y bilangan real maka x + iy = (x,  y) 

 Bukti: 
1) i2 = (0, 1) (0, 1) = (0 – 1) + (0 + 0) i =  -1 + 0 = (-1, 0) = -1 
2) x + iy = (x,  0) + (0,  1) (y, 0) = (x,  0) + (0 - 0, 0 +y)  
              = (x,  0) + (0, y) = (x,  y). 
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C. Nilai mutlak dan sifat-sifat nilai mutlak  
Nilai mutlak atau modulus suatu dari bilangan kompleks       

z = x + iy = (x, y) didefinisikan sebagai bilangan real non-

negatif .ditulis 2222 yxiyxzyx   Tafsiran secara 

geometri untuk ,iyxz  menyatakan panjang vektor (x, y) 

yaitu jarak dari titik asal o terhadap titik z = (x, y). Akibat dari 
definisi tersebut, jika z1 = (x1, y1) dan z2 = (x2, y2) maka 

,)()( 2
21

2
2121 yyxxzz  menyatakan jarak antara titik 

z1 dan titik z2 pada bidang z.  
 
 
 
 
                                                    
                                                 

                  

 

          Gambar 2.1 Representasi z dan 21 zz   

Selanjutnya jika z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) dan  
2

21
2

2121 )()( yyxxrzz  dengan r bilangan real 

positif dapat dinyatakan sebagai lingkaran berpusat di titik z1 
berjari-jari r. Begitupula jika rzz  21 menyatakan daerah di 

dalam lingkaran yang berpusat titik z1 berjari-jari r. 
 
 

O 

z2 = (x2, y2) Y 

X 

z = (x, y) 

 
z1 = (x1, y1) 

/ z1- z2 / 

/ z / 
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Contoh 2.8:   
Jika diberikan bilangan kompleks z1 = 3 + 4i dan z2 = 9 + 12i, 
maka tentukan 1z dan .21 zz   

Jawab: 54343 22
1  iz ,dan 

.10100)8()6()124()93( 2222
21  zz  

 
Contoh 2.9: 
Tentukan dan gambarkan grafik irisan kerucut yang dinyatakan 
dengan persamaan 62iz2iz  .   

Jawab: Misalkan z = x + iy 
62iz2iz   

 +  = 6 
 +  = 6 

 +  = 6 

=  
= (36 – 12  +  

 =  +  
 (dibagi 4) 

 =  
     =  

  =  
 =  

 = 81 – 36 = 45 
9x2 + 5y2 = 45 (kedua ruas dibagi 45) 

Sehingga diperoleh persamaan: 1
95

22


yx

. Dengan demikian 

persamaan 62iz2iz  , merepresentasikan daerah di 

dalam elips dengan pusat (0,0), panjang sumbu utama 6, puncak 
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a = 5 atau  )0,5(dan)0,5(   dan b = 3  

atau  )3,0(dan)3,0(  , titik fokus c = 5922  ab   

24  atau  F1 (0, 2) dan F2 (0, -2). 
 

 
   

Gambar 2.2  Representasi 62iz2iz   

 Teorema 2.5: 
 Jika z, z1, dan z2 bilangan kompleks maka berlaku: 

1) 222 ))((Im))((Re zzz   

2) zz   

3) zzz 2  

4) )(Re)(Re zzz   

5) )(Im)(Im zzz   

6) 2121 zzzz   

Y 

X 

(0,3) 

F1(0, 2) 

F1(0,-2) 

(5,0) (-5,0) 

(0,-3) 
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(5,0) (-5,0) 

(0,-3) 

 

7)  0z  jika, 2
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z
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8)  2121 zzzz   

9)  2121 zzzz   

10) 2121 zzzz   

Bukti: 
Misalkan z = x + iy, maka 

1) 22222222 ))((Im))((Re)( zzyxyxz   

2)  z  = x – iy, maka zyxyxz  22222 ))((  

3) zzyixyixyxz  ))((222  

4) )(Re)(Re222 zzxxyxz   

5) )(Im)(Im222 zzyyyxz   

6) )()iy  )(xiy  (x 12212121221121 yxyxiyyxxzz 

         = 2
1221

2
2121 )()( yxyxyyxx   
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2
2

2
2

1
2

1
2

2
2

2
2

1
2

1 )(.)())(( zzyxyxyxyx   
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 21212121
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21 .))(( zzzzzzzzzz   
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2
12211 ).()( zzzzzz   
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Catatan:  
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9)  Ambil z1 = (z1 – z2) + z2, gunakan pembuktian 8) 

2212211 )( zzzzzzz   

 2121 zzzz   

10) Ambil z1 = (z1 + z2) - z2, gunakan pembuktian 8) 
    2212211 )( zzzzzzz   

   2212211 )( zzzzzzz   

 2121 zzzz   

      
D. Penyajian Bilangan Kompleks 

1. Koordinat Kartesius 
Menurut definisi bahwa bilangan kompleks z = x + iy 

dapat dinyatakan secara geometri sebagai suatu titik (x, y) 
pada bidang Cartesian. Hal ini berarti terdapat 
korespondensi antara bilangan kompleks dengan satu dan 
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    2212211 )( zzzzzzz   
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D. Penyajian Bilangan Kompleks 

1. Koordinat Kartesius 
Menurut definisi bahwa bilangan kompleks z = x + iy 

dapat dinyatakan secara geometri sebagai suatu titik (x, y) 
pada bidang Cartesian. Hal ini berarti terdapat 
korespondensi antara bilangan kompleks dengan satu dan 

 

hanya satu titik pada bidang Cartesian dan sebaliknya. 
Sumbu x pada bidang Cartesian merepresentasikan sumbu 
real dan sumbu y dinamakan sumbu imajiner dengan satuan 
i. Representasi bilangan kompleks z ditunjukkan dengan 
titik z. Bidang Cartesian ini biasa disebut bidang kompleks 
atau bidang Argand.  

Misalkan z1= 1+2i = (1, 2),  z2= 2+3i = (2, 3), z3= -1+4i = (-1, 
4), z4= -2-2i = (-2, -2)  dan z1+z2 = (3, 5), disajikan pada 
gambar berikut. 

  

 

 

  
 
  

 

 

 

                 Gambar 2.3: Bidang Kompleks 

Dari gambar 2.3, panjang z1z2 ditentukan sebagai jarak 
(modulus) dari titik z1 ke titik z2, yang dinyatakan dengan 

.211)32()21( 22
21  zz   

 
 
 

Y 

o X 
3 

z1= (1, 2)  

z2= (2, 3)  

z3= (-1, 4)  

z4= (-2, -2)  

z1+z2= (3, 5)  

2 1 

2 

5 

3 

4 

-1 -2 
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2. Koordinat Kutub (Polar) 
Jika P adalah suatu titik di bidang kompleks yang 

diasosiasikan dengan bilangan kmpleks (x, y) atau x + iy, 
maka  x = r cos  dan y = r sin , sebagaimana di sajikan 
pada gambar 2.4.  

 
  

 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Koordinat Kutub 

Dimana, 22 yxiyxr  dinamakan modulus 

atau nilai mutlak dari z = x + iy dan  dinamakan amplitude 
atau argument dari z = x + iy adalah sudut antara garis OP 
dengan sumbu x positif. Untuk x = r cos dan y = r sin 
mengakibatkan z = x + iy  = r cos  + i r sin  = r (cos  +isin ) 
yang dinamakan bentuk kutub bilangan kompleks, r dan  
dinamakan koordinat kutub. Apabila penulisan (cos  +isin 
) disingkat menjadi cis , maka bilangan kompleks z dapat 
dituliskan sebagai z = r cis . 

Akibat lain, jika z = r cis  = r (cos  + i sin ), maka  

 θ)sin(iθ)(cos
r
1

z
1

 . 

 
 

Y 

O X x 

y 

P(x, y) 

r 
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2. Koordinat Kutub (Polar) 
Jika P adalah suatu titik di bidang kompleks yang 

diasosiasikan dengan bilangan kmpleks (x, y) atau x + iy, 
maka  x = r cos  dan y = r sin , sebagaimana di sajikan 
pada gambar 2.4.  

 
  

 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Koordinat Kutub 

Dimana, 22 yxiyxr  dinamakan modulus 

atau nilai mutlak dari z = x + iy dan  dinamakan amplitude 
atau argument dari z = x + iy adalah sudut antara garis OP 
dengan sumbu x positif. Untuk x = r cos dan y = r sin 
mengakibatkan z = x + iy  = r cos  + i r sin  = r (cos  +isin ) 
yang dinamakan bentuk kutub bilangan kompleks, r dan  
dinamakan koordinat kutub. Apabila penulisan (cos  +isin 
) disingkat menjadi cis , maka bilangan kompleks z dapat 
dituliskan sebagai z = r cis . 

Akibat lain, jika z = r cis  = r (cos  + i sin ), maka  

 θ)sin(iθ)(cos
r
1

z
1

 . 

 
 

Y 

O X x 

y 

P(x, y) 

r 

 

 

Contoh 2.10: 
Nyatakan bilangan kompleks berikut ini di dalam bentuk kutub:  
(a) z = 1 + i  (b) z = 2 + 23i 
Jawab: 
(a) Dari bilangan kompleks  ditentukan modulus dan  

sebagai berikut. 

2111 22  ir  dan , sehingga 

. Dengan demikian  dapat dituliskan sebagai 

 00 45sini45cos2
4
πsini

4
πcos2

4
πCis2 






 z  

Secara grafik koordinat kutub bilangan , disajikan:   
  

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Koordinat Kutub  

(b) Dari bilangan kompleks z = 2 + 23i ditentukan modulus 
dan  sebagai berikut. 

4124)32(2i322 22 r , dan argumen: 

3
 3 tan arc  θ3

2
32θtan 

 , sehingga: 

 00 06sini60cos4
3
πsini

3
πcos4

3
πCis4 






 z      

Y 

O 1 
X 

1 

1+i 

2 

450 



24  

Secara grafik koordinat kutub z = i322 , disajikan: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    Gambar 2.6 Koordinat Kutub, z = i322   

a. Operasi Perkalian dan Pembagian Bentuk Kutub Bilangan 
Kompleks 
Misalkan  bilangan dua bilangan kompleks: 

 dan 
:   

  
  

Bukti : 
  

 terbukti. 

   )sin(cos
)sin(cos)(

222

111

2

1




ir
ir

z
zii




  

   
)sin(cos
)sin(cos.

)sin(cos
)sin(cos

22

22

222

111







i
i

ir
ir







  

    
 )sincoscos(sinsinsincoscos 21212121

2

1   i
r
r  

Y 

O X 
2 

23i 

2+23i 

4 

600 
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Secara grafik koordinat kutub z = i322 , disajikan: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    Gambar 2.6 Koordinat Kutub, z = i322   

a. Operasi Perkalian dan Pembagian Bentuk Kutub Bilangan 
Kompleks 
Misalkan  bilangan dua bilangan kompleks: 

 dan 
:   

  
  

Bukti : 
  

 terbukti. 

   )sin(cos
)sin(cos)(

222
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ir

z
zii




  

   
)sin(cos
)sin(cos.

)sin(cos
)sin(cos

22
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222

111







i
i
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 )sincoscos(sinsinsincoscos 21212121

2

1   i
r
r  

Y 

O X 
2 

23i 

2+23i 

4 
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 )sin()cos( 2121

2

1

2

1   i
r
r

z
z  

Contoh 2.11: 
Jika   dan 

 
  

  
  
 .   

Secara grafik z1.z2 disajikan pada gambar 2.7: 
 
 
 
 

 

  

 

 
 
 
                        Gambar 2.7: Grafik z1.z2 

 
Contoh 2.12: 
Jika )180sini180(cos16z 00

1  & )120sin  i120 cos4(z 00
2   

tentukan ?
z
z

2

1   

Jawab : 
)180sini180(cos16z 00

1  = 0180Cis16  

Y 

X 

8 

200+400 

z1.z2 

400 200 

z1 z2 2 

16 

o 
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)120sin  i120 cos4(z 00
2  = 0120Cis4 ,  maka : 

000
0

0

2

1 60Cis4)120(180Cis
4

16
120Cis4
180Cis16

z
z

  

     
 

i322i3
2
1

2
14

60sini60cos4 00








 


  

i322
z
z

2

1  .  Sehingga secara grafik 
2

1

z
z

: 

 
 

 

  

 

 
 
                                                         
 
 

 

Gambar 2.8: Grafik 
2

1

z
z

 

b. Pemangkatan Bilangan Kompleks (Dalil De’Moivre) 
Berdasakan (i) perkalian pada bagian a di atas dapat 

diperluas sebanyak perkalian bilangan kompleks ‘n’ kali, yaitu 

 
Andaikan z1 = z2 = z3 = <<.= zn = z, perkalian bilangan kompleks 
sebanyak n kali maka 

Y 

X 
4 1800-1200 

1800 
z1 

z2 

4 

16 

o 

120
0 

2

1

z
z  
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)120sin  i120 cos4(z 00
2  = 0120Cis4 ,  maka : 

000
0

0

2

1 60Cis4)120(180Cis
4

16
120Cis4
180Cis16

z
z

  

     
 

i322i3
2
1

2
14

60sini60cos4 00








 


  

i322
z
z

2

1  .  Sehingga secara grafik 
2

1

z
z
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Gambar 2.8: Grafik 
2

1

z
z

 

b. Pemangkatan Bilangan Kompleks (Dalil De’Moivre) 
Berdasakan (i) perkalian pada bagian a di atas dapat 

diperluas sebanyak perkalian bilangan kompleks ‘n’ kali, yaitu 

 
Andaikan z1 = z2 = z3 = <<.= zn = z, perkalian bilangan kompleks 
sebanyak n kali maka 
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X 
4 1800-1200 

1800 
z1 

z2 

4 

16 
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120
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2

1

z
z  

 

 
 

 
 
Bentuk terakhir dari perpangkatan bilangan kompleks ini 

seringkali dinamakan Terema De’Moivre. 
 

Contoh 2.13: 
Diberikan bilangan kompleks ),50sini502(cosz 00   
tentukan 6z . 
Jawab: 

    )(6.50Cis250Cis2)50sini50(cos2 06606006 z  
 

i33232i3
2
1

2
164

300sini300cos64 300Cis46 000








 


 

Contoh 2.14: 
Tentukan (2+2i)7 

Jawab: Misalkan z = 2+2i 

22222i2 22 r , dan argumen diperoleh melalui 

4
 1 tan arc  θ1

2
2θtan 

 . Sehingga bilangan kompleks 

2+2i = 



 

4
πsini

4
πcos22 maka 

1024i1024i2
2
12

2
121024

4
7πsini

4
7πcos21024

4
πsini

4
πcos222i)(2

7
7
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Contoh 2.15: 

Selesaikan soal berikut 
10

31
31












i
i

 

Jawab: Misalkan z1 =  dan 

  sehingga z1= 2 cis 600, selanjutnya 

z2 =  dan 

  sehingga z2= 2 cis 3000  

Sehingga
10

31
31












i
i

=   

    
  

 
 

                                    
                                    

     
 

Berdasarkan Terema De’Moivre, bahwa jika z = r Cis, maka zn = 
rn Cis (n). Selanjutnya dapat diperlihatkan bahwa untuk n  

Asli, maka n
n

z
1z  . Jika z =r cis  = r(cos +isin ), 

berlaku  θ)sin(iθ)(cos
r
1

z
1

 , maka 
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Contoh 2.15: 

Selesaikan soal berikut 
10

31
31












i
i

 

Jawab: Misalkan z1 =  dan 

  sehingga z1= 2 cis 600, selanjutnya 

z2 =  dan 

  sehingga z2= 2 cis 3000  

Sehingga
10

31
31












i
i

=   

    
  

 
 

                                    
                                    

     
 

Berdasarkan Terema De’Moivre, bahwa jika z = r Cis, maka zn = 
rn Cis (n). Selanjutnya dapat diperlihatkan bahwa untuk n  

Asli, maka n
n

z
1z  . Jika z =r cis  = r(cos +isin ), 

berlaku  θ)sin(iθ)(cos
r
1

z
1

 , maka 

 

 

 
 
 

 
   nθsini- nθ cos

r
1

nθsini+ nθcosr
nθsini- nθ cos

nθsini- nθ cos
nθsini- nθ cos.

nθsini+ nθ cosr
1

nθsini+ nθ cosr
1

z
1z

n22n

n

nn
n







 

   
n

n z
1θ)n(siniθ)(-n cos

r
1







  

Contoh 2.16: 

Hitung   6
i3-


   

Jawab: Misalkan i3- z  

2)1()3(i3- 22 r , dan argumen diperoleh  


6
5  θatau

6
 

3
1 tan arc  θ

3
1θtan 





 . Sehingga 

bilangan kompleks i3- z  = 



  )

6
5(sini)

6
5(cos2   

 

   

 
64
101-

64
1

)π(sini)π(cos
64
1)5π(sini)5π(cos

64
1

)5π(sini)5π(cos2

)
6
5(sini)

6
5(cos2i)3-(

6

6
6-


















 







 

Cara lain gunakan 
6

  θ 
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64
101-

64
1πsiniπcos

64
1

)π(sini)π(cos2

)
6

(sini)
6

(cos2i)3-(

6

6
6-
















 






 

Contoh 2.17: 

Buktikan bahwa θ4cosθ8cos
θsin
4θsin 2   

Bukti: Menurut Terema De’Moivre  
4θ)siniθ(cos)4θsini4θ(cos  (gunakan rumus binomial) 

43

22344

)sinθ(iθ)sinθ(i4cos
θ)sinθ(i6cosθ)sinθ(i4cosθcosθ)siniθ(cos




 

432234 θsinθsincosθ4iθsinθ6cosθsinθcos4iθcos   
)θsinθ4cosθsinθcos(4iθsinθ6cosθsinθcos 332244   

Karena itu,  )θsinθ4cosθsinθcos(4i4θsini 33  atau 
θsinθ4cosθsinθcos44θsin 33   

Sehingga: θ4cosθ8cos
θsin

θsinθ4cosθsinθcos4
θsin
4θsin 2

33




  

c. Bentuk Akar Bilangan Kompleks 
Suatu bilangan kompleks w dinamakan akar ke –n dari 

bilangan kompleks z yaitu wn = z , maka . Menurut dalil 
De’Moivre, jika n bilangan bulat positif, maka: 

132102)(
11







 

 ......n,,,k,
n

kπθCisrCisθrz nnn  
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64
101-

64
1πsiniπcos

64
1

)π(sini)π(cos2

)
6

(sini)
6

(cos2i)3-(

6

6
6-
















 






 

Contoh 2.17: 

Buktikan bahwa θ4cosθ8cos
θsin
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Bukti: Menurut Terema De’Moivre  
4θ)siniθ(cos)4θsini4θ(cos  (gunakan rumus binomial) 
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c. Bentuk Akar Bilangan Kompleks 
Suatu bilangan kompleks w dinamakan akar ke –n dari 

bilangan kompleks z yaitu wn = z , maka . Menurut dalil 
De’Moivre, jika n bilangan bulat positif, maka: 

132102)(
11







 

 ......n,,,k,
n

kπθCisrCisθrz nnn  

  

 

Contoh 2.18: 
Diberikan  
Jawab : 

    
     
    
Subtitusi nilai k = 0, 1, 2, dan 3 

 

 
  

  

    
Akar-akar 164 z , dapat disajikan sebagai titik-titik 

sudut suatu segi banyak beraturan sebagai berikut. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2.9 Representasi Titik z1, z2, z3, dan z4 
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Contoh 2.19: 

Diberikan 5
1

ztentukan,31 iz    

Jawab: Dari contoh 2.15 telah diperoleh  060 Cis 2  31  iz , 
sehingga: 

4.3,2,1,0),72.12(Cis2
5

360.60Cis2z 005
00

55
1








 
 kkk

)12(Cis2)72.012(Cis2 0 untuk 05005
1  zk  

)84(Cis2)72.112(Cis2 1 untuk 05005
2  zk 

)156(Cis2)72.212(Cis2 2 untuk 05005
3  zk 

)228(Cis2)72.312(Cis2 3 untuk 05005
4  zk  

)300(Cis2)72.412(Cis2 4 untuk 05005
5  zk  

 Nilai-nilai untuk ,31dariz5
1

iz  direpresentasikan 
dalam bentuk titik-titik sudut segi-5 beraturan dengan modulus 
sebesar 5 2 , disajikan sebagai berikut. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2.10 Representasi Titik z1, z2, z3, z4 dan z5. 
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Contoh 2.20: 
Tentukan akar kuadrat:  .i548  
Jawaban: 

.121448064)54(8r 22   

12
54θsindan  

12
8θcos  , sehingga dapat ditulis: 

θ)siniθ(cos21i548  =  )2kπ(θsini)2k(θcos 21    







 





2

)2k(θsini
2

)2k(θcos 12i548   







  )k

2
θ(sini)k

2
θ(cos 12i548   

(i)....)
2
θ(sini)

2
θ(cos 12i548 maka 0,kUntuk 







   

(ii)....)
2
θ(sini)

2
θ(cos 12i548 maka 1,kUntuk 







  

Catatan:  
Dalam Trigonometri berlaku: 

θsin21θ2 cosdan1θcos2θ2 cos 22  , sehingga 

12
10

2

)
12
20(

2
12
81

2
θcos1)

2
θ(cos

)
2
θ(sin21θcosdan1)

2
θ(cos2θcos 22











 

12
2

2

)
12
4(

2
12
81

2
θcos1)

2
θ(sin 





  



34  

Karena  adalah sudut di kuadran pertama, maka 
2
θ

tetap di 

kuadran pertama, karena itu 
12
10)

2
θ(cos   dan .

12
2)

2
θ(sin   

Dari (i): 






  )

2
θ(sini)

2
θ(cos 12i548  

               i210i
12
2 

12
1012i548 









 , dan 

dari (ii)






  )

2
θ(sini)

2
θ(cos 12i548   

       






  )

2
θ(sini)

2
θ(cos- 12i548  

i210i
12
2 

12
1012i548 









  

Jadi akar kuadrat  i548 adalah .i210-dan i210   

 

 

“Akar Pangkat-n Dari Satuan” 
Contoh 2.21: 
Tentukan semua akar pangkat-7 dari satuan. 
Jawab: 
z7 = 1 = Cis (k.360) = cos (k.3600) + i sin (k.3600) = e k.360 i 

i
5

k.36000 0

e
7

k.360sini
7

k.360cosz 
















 ,  

Untuk, k = 0,1,2,3,4,5,6,7 
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Karena  adalah sudut di kuadran pertama, maka 
2
θ

tetap di 

kuadran pertama, karena itu 
12
10)

2
θ(cos   dan .

12
2)

2
θ(sin   

Dari (i): 






  )

2
θ(sini)

2
θ(cos 12i548  

               i210i
12
2 

12
1012i548 









 , dan 

dari (ii)






  )

2
θ(sini)

2
θ(cos 12i548   

       






  )

2
θ(sini)

2
θ(cos- 12i548  

i210i
12
2 

12
1012i548 









  

Jadi akar kuadrat  i548 adalah .i210-dan i210   

 

 

“Akar Pangkat-n Dari Satuan” 
Contoh 2.21: 
Tentukan semua akar pangkat-7 dari satuan. 
Jawab: 
z7 = 1 = Cis (k.360) = cos (k.3600) + i sin (k.3600) = e k.360 i 

i
5

k.36000 0

e
7

k.360sini
7

k.360cosz 
















 ,  

Untuk, k = 0,1,2,3,4,5,6,7 

 

Jadi akar-akarnya adalah: 

(1, 
i

7
360. 0

e ,
i

7
7200

e ,
i

7
10800

e , 
i

7
14400

e ,
i

7
18000

e ,
i

7
21600

e ) 

d. Bentuk Euler Bilangan Kompleks 

Dalam kalkulus dasar pembuktian rumus Euler 
menggunakan deret Maclaurin untuk Cos, Sin, dan ex dengan 
mengganti x dengan i, sebagai berikut: 

Deret Maclaurin diyatakan sebagai brikut: 

.
!

)(dengan)()( 0
0 0 n

xfaxxaxf
n

nn n 


 

Menyebabkan ........
!3!2!1!0

)(
3210


xxxxexf x  

........
!4!3!2

1
432 xxxxex   

Misalkan x = i 

........
!5
)(

!4
)(

!3
)(

!2
)(

!1
)(

!0
)( 543210  iiiiiiei   


















 .....

!7!5!3
.....

!6!4!2
1

753642  iei  

 sincos iei  , yang dinamakan sebagai Rumus Euler. 
Rumus ini mengaitkan bentuk pangkat bilangan dasar ‚e‛ dan 
bentuk kutub bilangan kompleks.  

Sehingga bentuk Euler bilangan kompleks adalah 
θCisiθe . Selanjutnya, jika z = x + iy maka: 

 siny)i(cosyCis .   xxiyxiyxz eyeeeee . 
Dengan demikian penyajian bilangan kompleks z dalam 

bentuk rumus Euler dapat ditempuh melalui proses berikut. 
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  dan 22 yxr   
  

       
Selanjutnya jika 1θi

11 erz  dan ,erz 2θi
22  maka berlaku: 

(i) )θθ(i
21

θi
2

θi
121

2121 err)er()er(z z  

(ii) )θθ(i

2

1
θi

2

θi
1

2

1 21

2

1

e
r
r

)er(
)er(

z
z   

Penulisan iθerz adalah bentuk eksponen dari bilangan 
kompleks z dan sebagai implikasinya bilangan kompleks 
sekawan dari z adalah:   

  iθerθ)(-siniθ)(-cosrθ)siniθ(cosrz   
 
Contoh 2.22: 
Nyatakan bilangan kompleks berikut dalam bentuk polar dan 
eksponen. 

a) 2i-2   b) 2i-32-   c) 
2
3i

2
3
  

Jawab: 
a) z = 2i-2  

2244)2(22i2 22 r ,  

empatkuadrandiz,315 (-1) tan arc  θ1
2
2-θtan 0  

πi
4
7

0 e22315Cis22z  Sehingga       

b) z = 2i-32-  
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  dan 22 yxr   
  

       
Selanjutnya jika 1θi

11 erz  dan ,erz 2θi
22  maka berlaku: 

(i) )θθ(i
21

θi
2

θi
121

2121 err)er()er(z z  

(ii) )θθ(i

2

1
θi

2

θi
1

2

1 21

2

1

e
r
r

)er(
)er(

z
z   

Penulisan iθerz adalah bentuk eksponen dari bilangan 
kompleks z dan sebagai implikasinya bilangan kompleks 
sekawan dari z adalah:   

  iθerθ)(-siniθ)(-cosrθ)siniθ(cosrz   
 
Contoh 2.22: 
Nyatakan bilangan kompleks berikut dalam bentuk polar dan 
eksponen. 

a) 2i-2   b) 2i-32-   c) 
2
3i

2
3
  

Jawab: 
a) z = 2i-2  

2244)2(22i2 22 r ,  

empatkuadrandiz,315 (-1) tan arc  θ1
2
2-θtan 0  

πi
4
7

0 e22315Cis22z  Sehingga       

b) z = 2i-32-  

 

4412)2()32(2i32 22 r ,  

,210 )3
3
1( tan arc  θ3

3
1

32
2-θtan 0




πi
6
7

0 e4210Cis4z  sehingga tiga,kuadrandiz   
     

c) z = 
2
3i

2
3
  

3
4

12
2
3

2
3

2
3i

2
3 22
















r ,  

,300 )3( tan arc  θ3
2/3

3/2-θtan 0  

πi
3
5

0 e3300Cis3z  sehingga 4,kuadran  di z       
Contoh 2.23: 
Sederhanakan! 

a) )i31)(i31(    b) 
)i31(
)i31(




     c) 
)i

2
33

2
3(

)i32-2(




 

Jawab: 
a) )i31)(i31(  = ))(2e(2e 300i60i = 360i300)i(60 4e4e   
                            = 4360)sin  i 360 (cos4360 Cis 4   

b) 240i-300)i(60
300i

60i

ee
2e
2e

)i31(
)i31(



    

    i3
2
1

2
1(240)sini(240)cos240)(sini240)(cos   
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c) i90i30)(120
30i

120i

e
3
4e

3
4

e3
e4

)i
2
33

2
3(

)i32-2(




   

    
3
490)sini90(cos

3
490Cis

3
4e

3
4 i90  . 

Contoh 2.24: 
Tunjukkan bahwa:  

        

3θsin 
4
1θsin

4
3θsin(c) 3   

Jawab: 
(a) Menurut rumus Euler  

,             
(a)  Kurangkan (i) dan (ii) 

         
 

(b)  Jumlahkan (i) dan (ii) 

        ,          

(c) 3

3iθiθ3iθiθ
3

8i
)e(e

2i
eeθsin

 








 
  

                
 

 3iθ-2iθ-iθiθ-2iθ3iθ )(e))(e3(e)(e)3(e)(e
8i
1

  

            
 

)e3e3e(e
8i
1 3iθ-iθ-iθ3iθ   

  )3e3e(
8i
1)e(e

8i
1 iθ-iθ3iθ-3iθ   
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c) i90i30)(120
30i

120i

e
3
4e

3
4

e3
e4

)i
2
33

2
3(

)i32-2(




   

    
3
490)sini90(cos

3
490Cis

3
4e

3
4 i90  . 

Contoh 2.24: 
Tunjukkan bahwa:  

        

3θsin 
4
1θsin

4
3θsin(c) 3   

Jawab: 
(a) Menurut rumus Euler  

,             
(a)  Kurangkan (i) dan (ii) 

         
 

(b)  Jumlahkan (i) dan (ii) 

        ,          

(c) 3

3iθiθ3iθiθ
3

8i
)e(e

2i
eeθsin

 








 
  

                
 

 3iθ-2iθ-iθiθ-2iθ3iθ )(e))(e3(e)(e)3(e)(e
8i
1

  

            
 

)e3e3e(e
8i
1 3iθ-iθ-iθ3iθ   

  )3e3e(
8i
1)e(e

8i
1 iθ-iθ3iθ-3iθ   

 

  
2i

)e(e
4
3

2i
)e(e

4
1 -iθiθ-3iθ3iθ 




  

  






 








 


2i
ee

4
1

2i
ee

4
3 -3iθ3iθ-iθiθ

3θsin 
4
1θsin

4
3

  

 
3. Tafsiran Vektor Bilangan Kompleks 

Penyajian bilangan kompleks  pada bidang 
Cartesian sebagai pasangan terurut (x, y) menyatakan vektor 
dengan titik pangkal O dan ujungnya di suatu titik (x, y). 
Dengan demikian bilangan kompleks  dapat 
dipandang sebagai vektor (x, y). 
a. Penjumlahan dan pengurangan vektor 

Penjmlahan bilangan kompleks diasosiasikan dengan 
hukum jajaran genjang untuk penjumlahan dan pengurangan 
vektor. Gambar berikut memperlihatkan arti vektor dari 
bilangan kompleks z1, z2, z1+z2 dan z1- z2. 

 
 

 
  

 

 

 

 

Gambar 2.11: Grafik z1, z2, z1+z2  

Dengan menerapkan definisi: z1-z2 = z1+(-z2), maka secara grafik 
z1-z2 disajikan sebagai berikut. 

Y 

O X 

z1 

z2 

y1 

x1 

z1+z2 

x2 

y2 

x1+x2 

y1 +y2 
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Gambar 2.12: Grafik z1, -z2, z1- z2  

Contoh 2.25: Diketahui bilangan kompleks z1 = -4+2i, z2 = 1+3i. 
gambarkan bilangan kompleks z1, z2, z1+z2 dan z1- z2. 
Jawab:  Secara analitis: 
z1+z2=(-4+2i) +(1+3i) =-3+5i dan z1- z2=(-4+2i)- (1+3i)= -5-i. 
Secara grafik: 
 
  
 
 

 
  

 

 

 

 

 

 Gambar 2.13: Grafik z1, z2, -z2, z1- z2, z1+ z2  

-
z2 

Y 

O 
X 

z1 y
1 

x
1 

z1-z2 

-x2 

- 
y2 

y1-
y2 
 

x1-x2 

z2 

Y 

O X 

z2 =(1,3) 

1 

z1+z2=(-3,5) 

- 1 

2 
 

-4 

z1-z2=(-5,-1) 

1 

3 
 

-3 

5 
 

-5 

-z2=(-1,-3) 

z1 =(-4,2) 

-1 
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Gambar 2.12: Grafik z1, -z2, z1- z2  

Contoh 2.25: Diketahui bilangan kompleks z1 = -4+2i, z2 = 1+3i. 
gambarkan bilangan kompleks z1, z2, z1+z2 dan z1- z2. 
Jawab:  Secara analitis: 
z1+z2=(-4+2i) +(1+3i) =-3+5i dan z1- z2=(-4+2i)- (1+3i)= -5-i. 
Secara grafik: 
 
  
 
 

 
  

 

 

 

 

 

 Gambar 2.13: Grafik z1, z2, -z2, z1- z2, z1+ z2  

-
z2 

Y 

O 
X 

z1 y
1 

x
1 

z1-z2 

-x2 

- 
y2 

y1-
y2 
 

x1-x2 

z2 

Y 

O X 

z2 =(1,3) 

1 

z1+z2=(-3,5) 

- 1 

2 
 

-4 

z1-z2=(-5,-1) 

1 

3 
 

-3 

5 
 

-5 

-z2=(-1,-3) 

z1 =(-4,2) 

-1 

 

Contoh 2.26: 
Diketahui bilangan kompleks z1 = 4+4i, z2 = 2+4i, z3 = -5-3i, dan z4 
= -1+6i, gambarkan bilangan kompleks z1+z2+z3+z4. 
Jawab: 
Secara analitis: 
z1+z2+z3+z4 = (3+3i)+(2-3i)+(-3-2i)+(-1+4i) = 1+2i 
Secara grafik:  
Dengan menggunakan metode poligon, pada titik ujung z1 
lukislah vektor z2, ujung vektor z2 lukislah vektor z3, dan pada 
ujung vektor z3, lukislah vektor z4. 
 
 
 
 
 
  
 
 

 
  

 

 

Gambar 2.14: Grafik titik z1, z2, z3, dan z4  

Sehingga z1+z2+z3+z4 = 1+2i, ditunjukkan oleh vektor OP 
yang dinamakan resultan, menyatakan vektor dengan titik 
pangkal z1 dan titik ujung (terminal) z4. 

  

Y 

O 
X 

z1 

1 

z4 

-1 

2 
 

1 

3 
 

-3 

z3 

-1 

4 
 

3 
 

2 
 

- 3 z2 
- 2 
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                   Gambar 2.15: Grafik z1+z2+z3+z4 

b. Norma Vektor 
Apabila bilangan kompleks  dapat dipandang 

sebagai vektor (x, y), maka panjang vektor z dinamakan norma z 
dan dinyatakan dengan .z  Sebagaimana pembahasan entang 

nilai mutlak bilangan kompleks, norma z adalah nilai mutlak 
dari bilangan kompleks z, pada ruang dimensi-2 yaitu 

.22 yxz   Tafsiran geometri ,iyxz  menyatakan 

panjang vektor (x, y) yaitu jarak dari titik asal o terhadap titik 
ujung, z = (x, y).  

Misalkan vektor posisi P(x1, y1) dan Q(x2, y2) berturut-turut 
dinyatakan oleh z1 dan z2, sebagaimana gambar berikut. 
 
 
 
 
 
 
  
                       Gambar 2.16 Vektor posisi P dan Q 

Y 

O 
X 

z1 

1 

z4 

-1 

2 
 

1 

3 
 

z3 
-1 3 

 
2 
 

z2 

- 2 

P 

Q(x2, y2) 

Y 

O X 

z1 

z2 

P(x1, y1) 
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                   Gambar 2.15: Grafik z1+z2+z3+z4 

b. Norma Vektor 
Apabila bilangan kompleks  dapat dipandang 

sebagai vektor (x, y), maka panjang vektor z dinamakan norma z 
dan dinyatakan dengan .z  Sebagaimana pembahasan entang 

nilai mutlak bilangan kompleks, norma z adalah nilai mutlak 
dari bilangan kompleks z, pada ruang dimensi-2 yaitu 

.22 yxz   Tafsiran geometri ,iyxz  menyatakan 

panjang vektor (x, y) yaitu jarak dari titik asal o terhadap titik 
ujung, z = (x, y).  

Misalkan vektor posisi P(x1, y1) dan Q(x2, y2) berturut-turut 
dinyatakan oleh z1 dan z2, sebagaimana gambar berikut. 
 
 
 
 
 
 
  
                       Gambar 2.16 Vektor posisi P dan Q 
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X 

z1 

1 
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z3 
-1 3 
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z2 

- 2 

P 

Q(x2, y2) 

Y 

O X 

z1 

z2 

P(x1, y1) 

 

Dari gambar 2.3, diperoleh bahwa OP + PQ = OQ, atau        
PQ = OQ-OP = 21 zz  =(x1+ iy1)- (x2+ iy2) = (x2 - x1)+ i(y2- y1). 
Sehingga jarak antara P dan Q pada dimensi-2 diberikan oleh 

jarak P dan Q, yaitu .)()( 2
12

2
12 yyxxPQ    Jika  vektor, 

P(x1,  y1, z1) dan Q (x2, y2, z2) pada dimensi-3, maka jarak P dan Q, 

.)()()( 2
12

2
12

2
12 zzyyxxPQ   

 
c. Hasil Kali Titik dan Silang 

Misalkan dan dua bilangan 
kompleks, maka hasil kali titik (dot product) dari dan 

dilakukan dengan cara: 
(i) (definisi)θcoszzzz 2121   

(ii)  2121 Rezz zz  
(iii) 212121 zz yyxx   

(iv)  212121 2
1zz zzzz   

Selanjutnya kasil kali silang (cross product)) dari dan 
didefinisikan sebagai: 

(i) (definisi)θsinzzz xz 2121   

(ii)  2121 Imz x z zz  
(iii) 122121 zxz yxyx   

(iv)  212121 zzzz
2i
1zxz   

Contoh 2.27: 
Tentukan hasil kali titik dan hasil kali silang bilangan kompleks 
berikut:  3i2z1   dan 2i.1z2   
Jawab: 

(i)  2121 Rezz zz  
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          =  

     
(ii) 212121 zz yyxx   

     

(iii)  212121 2
1zz zzzz   

     

    

    

     
  Selanjutnya kasil kali silang (cross product)) dan : 

(i)  2121 Imz x z zz  
       
                    =  
(ii) 122121 zxz yxyx   

 =  

      (iii)  212121 zzzz
2i
1zxz   

       2i)3i)(1(22i)3i)(1(2
2i
1

  

  

  

  
4. Persamaan Suku Banyak 

Suatu persamaan suku banyak berbentuk : 
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          =  

     
(ii) 212121 zz yyxx   

     

(iii)  212121 2
1zz zzzz   

     

    

    

     
  Selanjutnya kasil kali silang (cross product)) dan : 

(i)  2121 Imz x z zz  
       
                    =  
(ii) 122121 zxz yxyx   

 =  

      (iii)  212121 zzzz
2i
1zxz   

       2i)3i)(1(22i)3i)(1(2
2i
1

  

  

  

  
4. Persamaan Suku Banyak 

Suatu persamaan suku banyak berbentuk : 
  

 

dimana ≠ 0,  bilangan kompleks yang diketahui dan n 
bilangan bulat positif yang dinamakan derajat persamaan. 

Suatu teorema penting yang disebut teorema dasar aljabar 
menyatakan bahwa setiap persamaan suku banyak berbentuk 

 mempunyai 
paling sedikit satu akar kompleks. Dari sini kita dapat 
menunjukkan bahwa persamaan suku banyak kenyataannya 
memiliki n akar kompleks, beberapa atau semuanya mungkin 
identik. 

Jika z1, z2,<.., zn adalah n buah akarnya, dapat ditulis 
sebagai:  ,0210  )z(z).........z)(zz(za n yang dinamakan 
bentuk pemfaktoran suku banyak. 
Contoh 2.28: 
Sederhanakan:  

(i) , 
(ii)  

Jawab:  
(i)   

   1 -1 -1   0  6 -4 

 1 -1 -2  -2  4 

    1 -1 -2 -2  4  0 

    1  0 -2        -4   

    1  0 -2 -4   0 

   2  4  4 

  1  2  2    0  

 Sehingga persamaan suku banyak menjadi: 
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 02)2z)(2(1)-(z 22  zz  
Selanjutnya untuk persamaan: 022zz2   
   

  
 ,  , ,  
Jadi himpunan penyelesaian:  i-1-i,1-2,,11,   
 

(ii)   

    

       

catatan :  

    

    
 
E. Penyelesaian Soal dan Latihan 

1. Jika z1 = 5 + 2i  dan z2 = 3 – 2i, maka tentukan: Re(z1), Im 

(z1), 21 zz  , 21 zz  , 21 zz  , 








2

1

z
z , 2z1+3z3, 7z1-3z3+2. 

2. Tentukan nilai a dan b, jika diketahui: 
 (2a + b) + (a – b)i = (2 + 3i)2 + (4 + 5i) 
3. Tentukan nilai bilangan real x dan y sehingga:  
   3x–2iy + ix–2y–8i–3    x – iy + y + ix + 2 – 5i 
4. Jika z = x + yi dan w = 5iz – 2z2, tentukan 2w dalam 

suku-suku dari x dan y. 
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 02)2z)(2(1)-(z 22  zz  
Selanjutnya untuk persamaan: 022zz2   
   

  
 ,  , ,  
Jadi himpunan penyelesaian:  i-1-i,1-2,,11,   
 

(ii)   

    

       

catatan :  

    

    
 
E. Penyelesaian Soal dan Latihan 

1. Jika z1 = 5 + 2i  dan z2 = 3 – 2i, maka tentukan: Re(z1), Im 

(z1), 21 zz  , 21 zz  , 21 zz  , 








2

1

z
z , 2z1+3z3, 7z1-3z3+2. 

2. Tentukan nilai a dan b, jika diketahui: 
 (2a + b) + (a – b)i = (2 + 3i)2 + (4 + 5i) 
3. Tentukan nilai bilangan real x dan y sehingga:  
   3x–2iy + ix–2y–8i–3    x – iy + y + ix + 2 – 5i 
4. Jika z = x + yi dan w = 5iz – 2z2, tentukan 2w dalam 

suku-suku dari x dan y. 

 

5. Jika z1 = 1 – i, z2 = -2 + 4i, z3 =  2i,-3  hitunglah 
setiap bentuk berikut. 
a.  b.        c.  

d. 21 32z z         e. 321 32z zz     f. 321 4z3zz   

Jawab: 

a.  =  

   =  

               =  =  =  =   

  Jadi,  =  x  =     

b. = 5 = (- 4i)5           
= (- 4)5 (i)5 = – 1024 I,  Jadi,  = – 1024 i 

c.  =  
                         = =   
                         = =  = 12. 

Jadi,  = 12 

Jawaban d, e, dan f diserahkan kepada pembaca. 

6. Tentukan dan nyatakan secara grafik himpunan semua 
nilai z yang memenuhi:  

a. -  = 4,    b. ,1033  zz                    

c. .4
2
2





z
z  

Jawab: 
Misalkan : z = x + i y 

 -  = 4  
 -  = 4 
 -   = 4 



48  

  -   = 4 

 =  
 = 16 + 8  +  
 =16+8 +  

=  

    1612)3(8 22  xyx (kedua ruas dibagi 4) 

  =  
  =  
  =  
  =  
   = 16 – 36  
 2045 2  yx  (kedua ruas dibagi -20) 

Diperoleh persamaan 1
54

22


yx

, yaitu sebuah grafik 

hiperbola Pusat (0,0), asimtot: y =  = , titik puncak 
(-2,0) dan (2,0), titik fokus F1(3,0) dan F1(-3,0)  sebagaimana 
disajikan pada gambar berikut. 
 

 
 

Gambar 2.16: Grafik 43z3-z   

(2,0) (-2,0) F1(3,0) F2(-3,0) 

y=5/2 

y=5/2 
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  -   = 4 

 =  
 = 16 + 8  +  
 =16+8 +  

=  

    1612)3(8 22  xyx (kedua ruas dibagi 4) 

  =  
  =  
  =  
  =  
   = 16 – 36  
 2045 2  yx  (kedua ruas dibagi -20) 

Diperoleh persamaan 1
54

22


yx

, yaitu sebuah grafik 

hiperbola Pusat (0,0), asimtot: y =  = , titik puncak 
(-2,0) dan (2,0), titik fokus F1(3,0) dan F1(-3,0)  sebagaimana 
disajikan pada gambar berikut. 
 

 
 

Gambar 2.16: Grafik 43z3-z   

(2,0) (-2,0) F1(3,0) F2(-3,0) 

y=5/2 

y=5/2 

 

7. a) Carilah bentuk polar dari )31)(1( ii   
b) Gunakan hasil dari a) untuk menentukan 







 π
12
7Cos dan 






 π
12
7Sin  (George Cain, 1999: 1.7) 

8. Nyatakan dalam bentuk kutub dan rumus Euler 
bilangan kompleks: 
a.         b.  c.   

d.                e.  f.   
 
9. Hitung setiap besaran berikut. 

a.      b.         c.  

b. 
63

22
22

3
31
























i
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i
i  e.
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44
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3
5

3
2

6
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ie
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i

iii





 

Jawab: 

a. , Misal: z1 = ;  z2 =  

Untuk z1 =    

 r =  =  =  = 2 

     = 3300 

z1 =  = r cis  = 2 cis 3300  
Untuk z2 =    

 r =  =  =  = 2 

     = 300 

    z2 =  = r cis  = 2 cis 300, Sehingga, =  
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              = = (cis (3300 – 300))4  
             = (cis 3000)4 = cis 12000 = cis 1200  

                        = cos 1200 + i sin 1200 =       

Jadi, =   =    

b. Cara 1:  =  

                                     =  

                                     =  =   

                                     =  =   = 320 

Cara 2:  =   

            =  =  =  = 320 

c.  =  =   

        =   

      =  =   

      =    

      =  =  

Jadi,  =  

Jawaban d, dan e, diserahkan kepada pembaca. 

10. Tentukan semua nilai dari:  

a.       b. 4
1

)232( i       c. 
5

1
)44( i   

b. d. 6
1

)64( i            e.  6)232(  i      f.  x12- 9 = 0     
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              = = (cis (3300 – 300))4  
             = (cis 3000)4 = cis 12000 = cis 1200  

                        = cos 1200 + i sin 1200 =       

Jadi, =   =    

b. Cara 1:  =  

                                     =  

                                     =  =   

                                     =  =   = 320 

Cara 2:  =   

            =  =  =  = 320 

c.  =  =   

        =   

      =  =   

      =    

      =  =  

Jadi,  =  

Jawaban d, dan e, diserahkan kepada pembaca. 

10. Tentukan semua nilai dari:  

a.       b. 4
1

)232( i       c. 
5

1
)44( i   

b. d. 6
1

)64( i            e.  6)232(  i      f.  x12- 9 = 0     

 

Jawab: 

a. Misalkan: z =   r =   

                                         =  =  = 2 dan 
 = 3300, Sehingga: 

z1/5 = [r cis ]1/5 =    

      =   

           =   

    k = 0       

     k = 1       
 k = 2              

 k = 3   
 k = 4         

Jawaban b, c, d, e, f  diserahkan kepada pembaca. 

11. Tentukan setiap akar yang diberikan berikut ini dan 
gambarkan letaknya pada bidang kompleks. 

a. Akar pangkat 4 dari 16,      b. 5
1

)216316( i  

c. Akar pangkat 6 dari -27i      d.  
6
1

)2424( i  

12. Selesaikan persamaan (a) z3 + 27 = 0,   (b) z2- i3 = -1. 

13. Tentukan akar kuadrat dari: 
a. 5 – 12i,          b. ,232 i     c. ,2424 i  

    Jawab: 
a. Misalkan: z = 5 – 12i 
r =  =  =  = 13, dan 
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 Cos  =  ;  Sin  =  ;  = 2920 
 Sehingga z = 5 – 12i = r (Cos  + i Sin ), karena itu 
 z1/2 = [r (Cos  + i Sin )]1/2 atau 
  =    

(i) k = 0   =   <..(i) 

(ii) k = 1   =  <.(ii) 

                               =   

 =   atau 

     =   

Karena (5–12i) berada di kuadran IV, dan  =  = 1460, maka 
(5–12i) mundur ke kuadran II, selanjutnya: 

Untuk, sin  =  =  =  =   

                     =  =  

Untuk, cos  =  =  =   

  =  =  =  

 Dari (i)   =   

       Z1 =   = – 3 + 2i, juga 

 Dari (ii)  =   

  =   = - (-3 + 2i) = 3 – 2i 

 Jadi akar kuadrat (5 – 12i) adalah (–3 + 2i) dan (3 – 2i). 
Jawaban b dan c diserahkan kepada pembaca. 
 

14. Tentukan semua akar dari . 
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 Cos  =  ;  Sin  =  ;  = 2920 
 Sehingga z = 5 – 12i = r (Cos  + i Sin ), karena itu 
 z1/2 = [r (Cos  + i Sin )]1/2 atau 
  =    

(i) k = 0   =   <..(i) 

(ii) k = 1   =  <.(ii) 

                               =   

 =   atau 

     =   

Karena (5–12i) berada di kuadran IV, dan  =  = 1460, maka 
(5–12i) mundur ke kuadran II, selanjutnya: 

Untuk, sin  =  =  =  =   

                     =  =  

Untuk, cos  =  =  =   

  =  =  =  

 Dari (i)   =   

       Z1 =   = – 3 + 2i, juga 

 Dari (ii)  =   

  =   = - (-3 + 2i) = 3 – 2i 

 Jadi akar kuadrat (5 – 12i) adalah (–3 + 2i) dan (3 – 2i). 
Jawaban b dan c diserahkan kepada pembaca. 
 

14. Tentukan semua akar dari . 
 

 

15. Tentukan semua akar dari fungsi polinomial berikut. 
, 

, 
45z , 

 
16. Tentukan sisa pembagian dari (x10 + x5 +1) dengan (x2 +2). 
17. Tunjukkan bahwa (1 + i) adalah akar dari x3 - 2x + 4 = 0. 
18. Buktikan bahwa (p + qi) dan (p – qi) adalah akar dari 

persamaan kuardrat ax2 +bx + c = 0, a, b, dan cR. 
19. Buktikan bahwa luas jajar genjang dengan sisi z1 dan z2 

adalah . (No. 41, Murray R. Spiegel, 1991: 24). 
20. Buktikan bahwa luas segitiga yang titik-titik sudutnya 

terletak di A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3) adalah . 

(No. 42, Murray R. Spiegel, 1991: 24) 
 

F. Peta Konsep 
Peta konsep pada bab II ini, menjelaskan pengertian 

bilangan kompleks melalui pemetaan konsep yang 
mengasosiasikan: sistem bilangan kompleks, definisi, operasi 
dasar bilangan kompleks, nilai mutlak berikut teoremanya, 
daerah irisan kerucut, penyajian bilangan kompleks dalam 
bentuk koodinat Cartesian dan koordinat kutub sebagai 
pengantar lahirnya Terema De’Moivre pada terapannya dalam 
menentukan perkalian, pembagian, dan akar bilangan 
kompleks, tafsiran vektor bilangan kompleks, norma bilangan 
kompleks, hasil kali titik dan hasil kali silang, serta persamaan 
suku banyak. Peta konsep pengertian bilangan kompleks 
disajikan pada diagram berikut. 
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Gambar 2.17. Peta Konsep Bilangan Kompleks 

(1) Sistem Bilangan Kompleks  
 Definisi 2.1: “Suatu bilangan 

kompleks dinyatakan sebagai 
bilangan yang berbentuk (x + iy) 
dimana x dan y bilangan real dan 
i, yang dinamakan satuan khayal 
(imaginary unit) bersifat i2 = - 1”. 

 Definisi 2.2:  
   Kesamaan bil.kom 

Dua bilangan kompleks (x1 + iy1)  
dan (x2 + iy2) dikatakan sama 
jika dan hanya jika x1 = x2  dan 
y1 = y2. 

 Definisi 2.3: 
   Bil.kompleks sekawan 
  z = x + iy  dan      x - iy 
 Teorema 2.1:  
   Sifat kesamaan. Bil kompleks 
 

(2) Operasi Dasar Bil 
Kompleks 

 Penjumlahan: 
   z1 + z2  = (x1 + x2) + (y1 + y2)i 
 Pengurangan: 
   z1 - z2  = (x1 - x2) + (y1 - y2)i 
 Perkalian: 
   z1 z2 = (x1x2-y1 y2)+(x1y2+x2 y1)i    

 Pembagian: 

  
i

yy
yxyx

yy
yyxx

z
z

2
2

2
1

2112
2

2
2

1

2121

2

1 )(







  

 Teorema 2.2:  
   Sifat Field bil. Kompleks 

 

(3) 
.:MutlakNilai 22 yxz 

 

 Asosiasi nilai mutlak dan 
daerah irisan kerucut 

baizaiz   

 Teorema 2.5: 
   Sifat-sifat nilai mutlak 

(4) Penyajian Kompleks 
 Koordinat Cartesius (x,y) 
 Koordinat Kutub (r Cis ) 
 z1.z2= r1r2 Cis (1+2) 
 z1/z2= r1/r2 Cis (1- 2) 
 zn = rn Cis (n) 
 







 


n
2kπθCisrz nn

1  

 Bentuk Euler θCis: iθe  
 Tafsiran Vektor Bil.Kompleks 
 Penjumlahan: z1+z2  
 Pengurangan: z1- z2 
 Norma Vektor: .22 yxz   
 Dot Product: 
    2121 Rezz (i) zz  

212121 zz (ii) yyxx   

 212121 2
1zz (iii) zzzz   

 Cross Product 

    2121 Imz x z (i) zz  
     122121 zxz (ii) yxyx   

    
 212121 zzzz

2i
1zxz (iii)   

 Persamaan Suku Banyak 
  

  

     

Bilangan 
Kompleks 
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BAB III  

FUNGSI KOMPLEKS 
 

A. Pengertian Fungsi Kompleks 
Pembahasan mengenai fungsi kompleks terkait dengan 

bidang kompleks. Himpunan bilangan kompleks z adalah 
koleksi titik-titik pada bidang z dengan operasi beserta sifat-
sifatnya, fungsi kompleks dapat diturunkan pada domain 
tertentu pada bidang z tersebut.    

Definisi 3.1 
Misalkan D himpunan titik pada bidang z dan fungsi f pada 
D adalah aturan yang menetapkan setiap z di dalam D 
dengan suatu bilangan kompleks W yang dinamakan nilai 
fungsi f di z, dituliskan sebagai W = f (z).  
Dari definisi 3.1 di atas, menunjukkan bahwa z adalah 

peubah kompleks (complex variable) dan D adalah domain dari 
fungsi f. Sedangkan W juga adalah bilangan kompleks yang 
dapat dituliskan sebagai W = f (z) = u + iv.   Jika u= u(x, y) dan v= 
v(x, y) fungsi-fungsi berharga real dari peubah x dan y maka u(x, 
y) + iv(x, y) merupakan fungsi dari peubah kompleks, sehingga f 
(z) dapat dituliskan sebagai  f (z) = u(x, y) + iv(x, y). Perhatikan 
pemetaan fungsi kompleks berikut. 
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              Domain fungsi   Range fungsi 

Gambar 3.1: Pemetaan fungsi kompleks 
 
Domain dari f dinyatakan dengan Df dan f(z) disebut nilai 

dari fungsi f atau peta/bayangan dari z oleh f. Sedangkan Range 
dari f, dinyatakan dengan Rf, yaitu himpunan setiap z anggota 
D. 

Contoh 3.1:  
Diberikan fungsi-fungsi berikut. 
a) w = z2 
b) w = z2 – 2z +3 
c) w = z -3 + z -2 

d) 
1
32

2 



z
zw  

Contoh a) dan b) adalah fungsi dengan domain seluruh titik 
pada bidang z. Sedangkan c) adalah fungsi dengan domain 
seluruh titik pada bidang z, kecuali z ≠ 0, begitupula contoh d), 
adalah fungsi dengan domain seluruh titik pada bidang z, 
kecuali z = ± i. 

 
 

z = x + iy  

f (z) 

W = u (x, y) + iv (x, y) 
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Contoh a) dan b) adalah fungsi dengan domain seluruh titik 
pada bidang z. Sedangkan c) adalah fungsi dengan domain 
seluruh titik pada bidang z, kecuali z ≠ 0, begitupula contoh d), 
adalah fungsi dengan domain seluruh titik pada bidang z, 
kecuali z = ± i. 

 
 

z = x + iy  

f (z) 

W = u (x, y) + iv (x, y) 

 

Definisi 3.2 
Misalkan fungsi f dengan domain Df dan fungsi g dengan  
domain Dg, maka fungsi komposisi f dan g ditulis g(f(z)) 
ada jika Rf  Dg = ≠ .  

Contoh 3.2:  
Diberikan fungsi f(z) = 3z+2i dan g (z) = z2 + 2z +2 + 3i, tentukan 
g(f(z)), dan  f(g(z)). 
Jawab: 
(i) Rf  Dg = ≠  maka  
 g(f(z)) = g(3z+2i) = (3z+2i) 2 + 2(3z+2i)  +2 + 3i  
  = 9z2 +(12i +6)z + 7i - 2 
(ii) Rg  Df = ≠  maka  
 f(g(z)) = g(z2 + 2z +2 + 3i) = 3(z2 + 2z +2 + 3i) +2i 
  = 3z2 +6z + 11i + 6 
Dari contoh di atas terlihat bahwa g(f(z)) ≠  f(g(z)) atau 
komposisi dua fungsi tidak komutatif. 
 
B. Fungsi Bernilai Tungal dan Banyak  

Jika hanya satu nilai w dikaitkan pada setiap nilai z, kita 
mengatakan bahwa w adalah suatu fungsi bernilai tunggal dari 
z atau f(z) bernilai tunggal. Jika lebih dari satu nilai w dikaitkan 
pada setiap nilai z, kita mengatakan bahwa w adalah suatu 
fungsi bernilai banyak dari z.   

Contoh 3.3:  
(i) w = z2 untuk setiap bilangan kompleks Z, maka terdapat 

hanya satu nilai dari w. Misalkan diambil z = 2 dan z = - 2 
maka nilai w adalah: 

    










4)2( 2untuk
42 2untuk

22

22

zwz
zwz

 

HP
Highlight
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     Dengan kedua nilai z tersebut memberikan nilai w yang sama, 
sehingga w disebut fungsi bernilai tunggal. 

(ii) zw   untuk setiap bilangan kompleks Z, maka terdapat 
beberapa nilai dari w. Misalkan diambil untuk z = 2 dan z = - 2 
maka nilai w adalah: 

    




















.2dan2
 :diperoleh sehingga,2 2untuk

.2dan2

 :diperoleh sehingga,2 2untuk

iwiw
zwz

ww
zwz

 

Dengan kedua nilai z tersebut memberikan beberapa nilai w 
yang berbeda, sehingga w disebut fungsi bernilai banyak. 

 
C. Transformasi 

Jika w = u + iv adalah suatu fungsi bernilai tunggal dari z = x 
+ iy  maka dapat ditulis sebagai w = u + iv = f(x + iy) = f(z). 

Sehingga w = f(z) = u + iv, dimana 







 v(x, y)v 
 u(x, y) u 

adalah suatu 

transformasi dari suatu titik (x, y) yang diberikan pada bidang z 
yang diasosiasikan ke suatu titik (u, v) pada bidang w. 

Contoh 3.4:  
Misalkan w = z2, untuk bilangan kompleks z = x + iy  maka w = (x 
+ iy)2 = x2 – y2 + 2ixy, yang terdiri dari fungsi 

 dan  . Sebagai ilustrasi, 
untuk  titik P(3, 2) pada bidang z maka 

 dan 
, sehingga titik P’(5, 12) terletak pada 

bidang w. Begitupula titik Q (-1, -2) di bidang z menjadi Q’(-3, 4) 
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     Dengan kedua nilai z tersebut memberikan nilai w yang sama, 
sehingga w disebut fungsi bernilai tunggal. 
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Sehingga w = f(z) = u + iv, dimana 
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adalah suatu 

transformasi dari suatu titik (x, y) yang diberikan pada bidang z 
yang diasosiasikan ke suatu titik (u, v) pada bidang w. 

Contoh 3.4:  
Misalkan w = z2, untuk bilangan kompleks z = x + iy  maka w = (x 
+ iy)2 = x2 – y2 + 2ixy, yang terdiri dari fungsi 

 dan  . Sebagai ilustrasi, 
untuk  titik P(3, 2) pada bidang z maka 

 dan 
, sehingga titik P’(5, 12) terletak pada 

bidang w. Begitupula titik Q (-1, -2) di bidang z menjadi Q’(-3, 4) 

 

di bidang w. Secara visual transformasi titik P ke P’ dan Q ke Q’, 
diperlihatkan pada grafik berikut.  
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

  
Gambar 3.2: Transformasi titik P dan Q ke P’ dan Q’ 

Dari contoh 3.4 terlihat bahwa: 
(i) Jika z = x + iy maka:   

 f (z) = z2 = (x + iy)2 = x2 – y2 + 2xyi,  
 berarti   dan  . 

(ii) Jika z = r cis α maka: 
 f (z) = z2 = (r cis α)2  

 = (r (cosα + i sinα)) 2  
 = r2(cos2α - sin2α) + i (2sinα cosα)  
 = r2(cos2α – 1+ cos2α) + i (2sinα cosα) 
 = r2(2cos2α – 1) + i (2sinα cosα) 
 = r2(2cos2α – 1) + i (sin 2α) 

y 

o x 
3 

P(3, 2)  

Bidang w 

12  

Q (-1, -2)  

P‟(5, 12) 

2 1 

2 

-1 o 5 
u 

v 

Bidang z 

4 

-3 

Q‟(-3, 4)  
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 berarti   dan   
 

Contoh 3.5: (No. 4, Murray R. Spiegel, 1991: 47). 
Jika c1 dan c2 adalah konstanta real, tentukan himpunan semua 
titik di bidang z yang dipetakan ke dalam garis (a) u = c1, (b) v = 
c2 dalam bidang w oleh fungsi pemetaan w = z2. Berikan 
ilustrasinya dengan melihat kasus c1 = 2, 4, -2, -4 dan c2 = 2, 4, -2, -
4. 
Jawab: 
Dari contoh 3.4 telah diperoleh bahwa w = x2 – y2 + 2xyi, sehingga  

 dan  . Maka grafik u = c1 dan v = c2 dalam 
bidang w berturut-turut dikaitkan dengan hiperbola x2 – y2 = c1 
dan 2xy = c2 dalam bidang z. Dengan demikian bahwa untuk 

, terdapat empat buah  persamaan hiperbola, yaitu: 
(i) , (ii) , (iii) , dan (iv) 

. Begitupulan untuk , diperoleh empat 
persamaan: (i) , (ii) , (iii) , dan (iv) 

.  
Transformasi titik dari bidang z ke bidang w seperti terlihat pada 
Gambar berikut. 

 

 

x2-y2=2 

x2-y2=4 

x2-y2=-2 

x2-y2=-4 2xy 
=2 

2xy 
=4 

2xy =-2 

2xy =-4 

B 

A 
C 

D 

A(-4,2) 

B(-2,2) 

C(-2,4) D(-4,4) 

E(-2,-2) 

o
o 

F(2,-2) 

G (2, 2) 

2xy =-4 
2xy =-2 

E 

F 

G 

y 

x 
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 berarti   dan   
 

Contoh 3.5: (No. 4, Murray R. Spiegel, 1991: 47). 
Jika c1 dan c2 adalah konstanta real, tentukan himpunan semua 
titik di bidang z yang dipetakan ke dalam garis (a) u = c1, (b) v = 
c2 dalam bidang w oleh fungsi pemetaan w = z2. Berikan 
ilustrasinya dengan melihat kasus c1 = 2, 4, -2, -4 dan c2 = 2, 4, -2, -
4. 
Jawab: 
Dari contoh 3.4 telah diperoleh bahwa w = x2 – y2 + 2xyi, sehingga  

 dan  . Maka grafik u = c1 dan v = c2 dalam 
bidang w berturut-turut dikaitkan dengan hiperbola x2 – y2 = c1 
dan 2xy = c2 dalam bidang z. Dengan demikian bahwa untuk 

, terdapat empat buah  persamaan hiperbola, yaitu: 
(i) , (ii) , (iii) , dan (iv) 

. Begitupulan untuk , diperoleh empat 
persamaan: (i) , (ii) , (iii) , dan (iv) 

.  
Transformasi titik dari bidang z ke bidang w seperti terlihat pada 
Gambar berikut. 

 

 

x2-y2=2 

x2-y2=4 

x2-y2=-2 

x2-y2=-4 2xy 
=2 

2xy 
=4 

2xy =-2 

2xy =-4 
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Gambar 3.3: Bidang-z 

 
Gambar 3.4: Bidang-w 

 

D. Fungsi Elementer 
Fungsi elementer adalah fungsi dasar dalam bilangan 

kompleks. Fungsi elementer yang akan diperkenalkan meliputi 
fungsi suku banyak, fungsi rasional aljabar, fungsi eksponen, 
fungsi trigonometri, fungsi hiperbolik, fungsi logaritma, invers 
fungsi trigonometri, invers fungsi hiperbolik, dan fungsi aljabar 
dan transenden. 
1. Fungsi Suku Banyak 

Sebagaimana persamaan suku banyak yang telah 
dibahas pada bab II. Fungsi suku banyak didefinisikan 
sebagai polinom : , 
dengan  konstanta kompleks dan  bilangan 
bulat positif yang dinamakan derajat suku banyak . 

Transformasi  disebut transformasi linear. 
Misalkan diberikan Teorema Deret Geometri, yaitu: 

   =  =   
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catatan: , maka 

 
 

 
 
2. Fungsi Rasional Aljabar 

Fungsi rasional aljabar didefinisikan sebagai: 
 atau polinom  

misalkan   dan 
  maka 

,  untuk kasus khusus diperoleh 

 adalah suatu transformasi linear atau 
dinamakan transformasi bilinier. 
 
3. Fungsi Eksponen 

Misalkan peubah bebas  z = x + yi,   maka   ez = ex + yi,  oleh 
deret Maclaurin diperoleh  e yi  = cos y + i sin y.  Dengan 
demikian ez = ex + yi  = ez = ex (cos y + i sin y).  Bentuk eksponen ini 
disebut fungsi eksponen kompleks. Dari fungsi eksponen ini, 
segera kita melihat bahwa apabila y  = 0  maka  ez = ex  yang 
merupakan fungsi eksponen real.  Selanjutnya jika   x = 0 
diperoleh ez = e yi  = cos y + i sin y   yang dikenal sebagai rumus 
Euler. 

Beberapa teorema dapat diturunkan langsung dari sifat-sifat 
fungsi eksponen. 
Teorema 3.1 

(a) ez   0 
(b) e0  = 1 
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catatan: , maka 

 
 

 
 
2. Fungsi Rasional Aljabar 

Fungsi rasional aljabar didefinisikan sebagai: 
 atau polinom  

misalkan   dan 
  maka 

,  untuk kasus khusus diperoleh 

 adalah suatu transformasi linear atau 
dinamakan transformasi bilinier. 
 
3. Fungsi Eksponen 

Misalkan peubah bebas  z = x + yi,   maka   ez = ex + yi,  oleh 
deret Maclaurin diperoleh  e yi  = cos y + i sin y.  Dengan 
demikian ez = ex + yi  = ez = ex (cos y + i sin y).  Bentuk eksponen ini 
disebut fungsi eksponen kompleks. Dari fungsi eksponen ini, 
segera kita melihat bahwa apabila y  = 0  maka  ez = ex  yang 
merupakan fungsi eksponen real.  Selanjutnya jika   x = 0 
diperoleh ez = e yi  = cos y + i sin y   yang dikenal sebagai rumus 
Euler. 

Beberapa teorema dapat diturunkan langsung dari sifat-sifat 
fungsi eksponen. 
Teorema 3.1 

(a) ez   0 
(b) e0  = 1 

 

(c) ez1 ez2 = ez1 + z2   

(d) 2

1

z

z

e
e

 = ez1 -  z2   

(e) zz ee   
(f) ez   = ez + 2 k i  , dengan   k bilangan bulat 
(g) Jika  z = x + iy,  maka ze  = ex  arg (ez) = y 

Bukti teorema no (a):  ez   0 
Jika  z = x + iy  dan andaikan ez  = 0, maka ex cos y + i ex sin y = 0, 
berarti ex cos y = 0  dan  ex sin y = 0.  Dari fungsi real telah 
diketahui bahwa ex > 0, maka haruslah cos y = 0  dan  sin y = 0. 
Tidak ada nilai y yang bersamaan memenuhi kedua persamaan 
tersebut. Berarti tidak ada  ez  = 0. Jadi pengandaian salah, maka 
yang benar ez   0. 

Bukti teorema no (b): e0  = 1 
Berarti  jika z = x + iy = 0    x  = 0  dan  y = 0 
e0+0i = e0 (cos 0 + i sin 0) = 1 ( 1 + 0 ) = 1 
Bukti teorema no (c): ez1 + z2  = ez1 ez2 
Misalkan  z1 = x1 + iy1   dan  z2 = x2 + iy2    
ez1 = ex1 (cos y1 + i sin y1) dan ez2 = ex2 (cos y2 + i sin y2) 
menurut sifat perkalian dua bilangan kompleks dalam bentuk 
polar: 

 
 

 
 
 

 
 

Bukti teorema no(d): (dengan analisis seperti no c) 
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(cos (y1 - y2)+ i sin (y1 - y2))  

Bukti teorema no(e): zz ee   

Misalkan  z = x + iy  maka  z  = x  - iy   
ze  = iyxe   = ))(sin)((cos yiyex   

         = )sin(cos yiyex  =  ze  
Bukti teorema no(f):  ez  = ez + 2 k i, dengan   k bilangan bulat 
Misalkan  z = x + iy  maka ez + 2 k i  =  ex + (y +  2 k ) i  
         = ex ( cos (y + 2k ) + i sin (y + 2k ) ) 
         = ex ( cos y + i sin y ) = ez. 
Ini menunjukkan bahwa fungsi memiliki periode    
Bukti teorema no(g): 
Jika  z = x + iy,  maka ze  = ex  dan α = arg (ez) = y 

Dari bentuk polar bilangan kompleks diketahui bahwa:  
ez = ex (cos y + i sin y) = r eiy, maka  

ze  = y)sin  i +y  (cos ex = ysin  i +y  cosex  

        
xx eee  1ysin +y cos 22x ex,  jelas arg (ez ) = y. 

Persamaan Eksponen 
Contoh 3.6:  

Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan (a) ez   = - i, dan (b) 
e (3z – 1)  = 1. 
Jawab (a):  ez   = - i 
Misalkan  z = x + iy   
ex (cos y + i sin y) = - i = 0 - i ,  maka 
ex cos y = 0 <<<.. (i)    dan  ex sin y  = - 1  <<<<<.(ii) 
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(cos (y1 - y2)+ i sin (y1 - y2))  

Bukti teorema no(e): zz ee   

Misalkan  z = x + iy  maka  z  = x  - iy   
ze  = iyxe   = ))(sin)((cos yiyex   

         = )sin(cos yiyex  =  ze  
Bukti teorema no(f):  ez  = ez + 2 k i, dengan   k bilangan bulat 
Misalkan  z = x + iy  maka ez + 2 k i  =  ex + (y +  2 k ) i  
         = ex ( cos (y + 2k ) + i sin (y + 2k ) ) 
         = ex ( cos y + i sin y ) = ez. 
Ini menunjukkan bahwa fungsi memiliki periode    
Bukti teorema no(g): 
Jika  z = x + iy,  maka ze  = ex  dan α = arg (ez) = y 

Dari bentuk polar bilangan kompleks diketahui bahwa:  
ez = ex (cos y + i sin y) = r eiy, maka  

ze  = y)sin  i +y  (cos ex = ysin  i +y  cosex  

        
xx eee  1ysin +y cos 22x ex,  jelas arg (ez ) = y. 

Persamaan Eksponen 
Contoh 3.6:  

Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan (a) ez   = - i, dan (b) 
e (3z – 1)  = 1. 
Jawab (a):  ez   = - i 
Misalkan  z = x + iy   
ex (cos y + i sin y) = - i = 0 - i ,  maka 
ex cos y = 0 <<<.. (i)    dan  ex sin y  = - 1  <<<<<.(ii) 

 

persamaan (i):  ex cos y = 0  diketahui bahwa  ex  0  jadi  cos y = 0 

= cos 
2


   y =  k
2

 , k bilangan bulat. Selanjutnya  y = 

 k
2

 disubtitusi  ke persamaan (ii),  sehingga diperoleh  ex  = 

- 1 (kedua ruas dikuadratkan)  (ex )2  = 1    ex  =   1,  jawaban 
yang memenuhi adalah  ex  =  1    x = 0.    Selanjutnya untuk  x 
= 0 pada  (ii) diperoleh: 

 sin y  = - 1 = 
2


   y =-  k
2

, k bilangan bulat.  Dari dua 

nilai  y yang diperoleh, yang memenuhi y = -  k
2

 , k 

bilangan bulat.  Sehingga nilai z yang memenuhi persamaan 

adalah  z  = x  + yi  = 0 + i (-  k
2

) =  (-  k
2

) i,  k bilangan 

bulat. 
Jawab (b): e( 3z – 1)  = 1 
Misalkan  z = x + iy    3z – 1  = (3x – 1) + 3yi  
e3x - 1 Cis 3y = 1+0i= e1 (cos 0 + i sin 0) 
e3x - 1 (cos 3y + i sin 3y) = e1 (cos 0 + i sin 0) 
Dengan menggunakan kesamaan dua bilangan kompleks dalam 
bentuk polar, diperoleh: 
e3x – 1  =  e1     <<<(i)  
cos 3y  = cos 0  dan  sin 3y  = sin 0<<<..(ii) 

Dari (i) e3x – 1  = e1     3x – 1 =  1    x  = .
3
2

 

Dari (ii)  cos 3y  = cos 0   3y = k2  y = k
3
2

 dan  sin 3y  = 

sin 0,   3y = k2  y = k
3
2

, k bilangan bulat akan 
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memenuhi kedua persamaan tersebut.  Maka nilai z yang 

memenuhi persamaan adalah adalah  z  = x  + yi  = k
3
2

3
2
 i,  k 

bilangan bulat. 
 
4. Fungsi Logaritma 

Pembahasan mengenai fungsi logaritma bertujuan untuk 
mempelajari sebanyak mungkin sifat-sifat logaritma yang kita 
sudah kenal dengan baik pada sistem bilangan real dan 
mengembangkannya ke dalam fungsi logaritma kompleks. 
Definisi 3.3: 
Misalkan bilangan kompleks  z = r ie , dengan   r = nilai mutlak z 
dan  = argumen z.  Fungsi logaritma dengan peubah kompleks 
z dinyatakan sebaga log z = log (r ie ) = log r + i ,     r > 0.  Jika z 
real maka log z  = ln z = ln r + i dengan  r > 0.   

Berdasarkan sifat-sifat logaritma real yang dimiliki oleh log 
z, kita mendapatkan bahwa: log z = ln z  + i  untuk z ≠ 0.  

Persamaan ini adalah representasi yang sangat baik untuk suatu 
definisi logaritma bilangan kompleks.  

Apabila merupakan sudut atau argumen utama dari  z, 
pada kisaran  22   maka z = r )2(  kie  ; dengan k 
bilangan bulat (0,  1,   2,   3,   4........ )  atau 

 ln z = ln r + i )2(  k  
 untuk k = 0    ln z = ln r + i  
 untuk k = 1    ln z = ln r + i )2(    
 untuk k = 2    ln z = ln r + i )4(     dst. 

Dengan demikian  ln z merupakan fungsi yang bernilai 
banyak, khusus untuk k = 0, maka  ln z = ln r + i disebut 
sebagai harga utama dari  ln z.  
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memenuhi kedua persamaan tersebut.  Maka nilai z yang 

memenuhi persamaan adalah adalah  z  = x  + yi  = k
3
2

3
2
 i,  k 

bilangan bulat. 
 
4. Fungsi Logaritma 

Pembahasan mengenai fungsi logaritma bertujuan untuk 
mempelajari sebanyak mungkin sifat-sifat logaritma yang kita 
sudah kenal dengan baik pada sistem bilangan real dan 
mengembangkannya ke dalam fungsi logaritma kompleks. 
Definisi 3.3: 
Misalkan bilangan kompleks  z = r ie , dengan   r = nilai mutlak z 
dan  = argumen z.  Fungsi logaritma dengan peubah kompleks 
z dinyatakan sebaga log z = log (r ie ) = log r + i ,     r > 0.  Jika z 
real maka log z  = ln z = ln r + i dengan  r > 0.   

Berdasarkan sifat-sifat logaritma real yang dimiliki oleh log 
z, kita mendapatkan bahwa: log z = ln z  + i  untuk z ≠ 0.  

Persamaan ini adalah representasi yang sangat baik untuk suatu 
definisi logaritma bilangan kompleks.  

Apabila merupakan sudut atau argumen utama dari  z, 
pada kisaran  22   maka z = r )2(  kie  ; dengan k 
bilangan bulat (0,  1,   2,   3,   4........ )  atau 

 ln z = ln r + i )2(  k  
 untuk k = 0    ln z = ln r + i  
 untuk k = 1    ln z = ln r + i )2(    
 untuk k = 2    ln z = ln r + i )4(     dst. 

Dengan demikian  ln z merupakan fungsi yang bernilai 
banyak, khusus untuk k = 0, maka  ln z = ln r + i disebut 
sebagai harga utama dari  ln z.  

 

Teorema 3.2: 
1) ze z ln  
2) ln ze = z 
3) ln z1 + ln z2  = ln (z1 z2 ) 

4) ln z1 - ln z2   =  ln 








2

1

z
z

 

5) ln z n  = n ln z,  n = 0,  1,  2, 3,...... 

Bukti: 1) dan 2) 
1) ze z ln  
Misalkan  w = ln z , maka 

zw ee ln = ire ln  = ir eeln = r ie = z (karena z = r ie ) 
Jadi  we = z  ............. (i)     
Misalkan ze = w  maka 
ln w = ln ze = ln )( iyxe  = ln xe + ln )2( kyie   
   = x  + i (y + )2 k  = (x + iy) + i k2  = z + i k2  
Untuk  k = 0     ln w = z   ......... (ii)    
Dari (i) diperoleh we = z, sedangkan w = ln z, maka ze z ln . 
Dari (ii) ln w = z, sedangkan ze = w, maka ln ze = z.  Sehingga  
1) ze z ln , dan 2)  ln ze = z  (terbukti). 
Bukti 3: 
Misalkan z1 = r1 1ie  dan  z2 = r2 2ie  
ln z1 + ln z2 = ln r1 1ie  + ln r2 2ie  
         = ln r1 + ln r2 + ln 1ie + ln 2ie   
         = ln (r1 r2) + ln ( 1ie 2ie ) 
         = ln ((r1 r2)( 1ie 2ie )) 
         = ln ((r1 1ie )(r2 2ie )  = ln r1 + ln r2  + i( )21   ,   
         = ln (r1 . r2)  + i( )21    = ln z1 z2 

Silahkan buktikan no. 4 dan 5. 
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Dengan demikian fungsi logaritma dan fungsi ekponensial 
merupakan dua fungsi yang saling invers (yang satu merupakan 
invers dari yang lain). 
Contoh 3.7: 
Nyatakan logaritma berikut dalam bentuk x + yi 
a. log (ei)  c. 3(3 – i) 
b. log (2-2iz)3  d. (2 + 2i) 1 – i 

 
Jawab: 
c. Misalkan z = ei = 0 + ei, maka  (2 + 2i) 1 – i 

a.  = arc tan 
0
e  arc tan  k2

2
  

 Jadi log (ei) = ln e + ik )2
2

( 
 = 1 + ik )2

2
( 

 . 

b. log (2-2iz)3 = 3 log (2-2iz),  diperoleh 
4

,22  r  

 = 3 (ln )
4

22 i
 = 3 ln i

4
322   

c. Gunakan sifat ab = eb lna, sehingga: 

 
)23(ln23ln3)2.3(ln)3(3ln)3()3(3  kikkiiii eee    

    )23(ln23ln3 .  kik ee  = ))23ln((23ln3 ikcise k    
     )23ln(sin)23ln(cos23ln3  kike k    
d. Gunakan sifat ab = eb lna, sehingga: 

 
)

4
22(ln)1()22(ln)1()1()22(

iiiii eei


   

     
)

4
22(ln)1( ii

e



 = 

i
ee

)22ln
4

()22ln
4

(
.




 

    = 





  icisee )22ln

4
(. 22ln4 
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Dengan demikian fungsi logaritma dan fungsi ekponensial 
merupakan dua fungsi yang saling invers (yang satu merupakan 
invers dari yang lain). 
Contoh 3.7: 
Nyatakan logaritma berikut dalam bentuk x + yi 
a. log (ei)  c. 3(3 – i) 
b. log (2-2iz)3  d. (2 + 2i) 1 – i 

 
Jawab: 
c. Misalkan z = ei = 0 + ei, maka  (2 + 2i) 1 – i 

a.  = arc tan 
0
e  arc tan  k2

2
  

 Jadi log (ei) = ln e + ik )2
2

( 
 = 1 + ik )2

2
( 

 . 

b. log (2-2iz)3 = 3 log (2-2iz),  diperoleh 
4

,22  r  

 = 3 (ln )
4

22 i
 = 3 ln i

4
322   

c. Gunakan sifat ab = eb lna, sehingga: 

 
)23(ln23ln3)2.3(ln)3(3ln)3()3(3  kikkiiii eee    

    )23(ln23ln3 .  kik ee  = ))23ln((23ln3 ikcise k    
     )23ln(sin)23ln(cos23ln3  kike k    
d. Gunakan sifat ab = eb lna, sehingga: 

 
)

4
22(ln)1()22(ln)1()1()22(

iiiii eei


   

     
)

4
22(ln)1( ii

e



 = 

i
ee

)22ln
4

()22ln
4

(
.




 

    = 





  icisee )22ln

4
(. 22ln4 

 

 

 = 





  )22ln

4
(sin)22ln

4
(cos.22 4 

ie  

Contoh 3.8: 
Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan berikut: 

a.  log z = i
4


  b. log z = 1 + i  c. 312 ze   

Jawab: 

a.  log z = i
4


, misalkan z = ire maka,  

  log z = ln r + i = 0+ i
4


. Karena itu ln r = 0  r = 1   

 dan  = .
4


 Sehingga untuk  z = ire ,  

Jadi z = 1.
 

i
re 4



= cos 
4


+ i sin 
4


= i2
2
12

2
1

  

b.  log z = 1 + i  (serupa dengan b) 
  log z = ln r + i = 1 + i , diperoleh ln r = 1  r = e, 
  dan  =  .  Jadi z = ire = iee . = icise   
  z = )sin(cos  ie   = .)01( ee   
c. 312 ze , dengan mengambil logaritma kedua ruas: 

      3loglog 12 ze , maka  2z + 1 = ln 3 + (π + 2kπ) i 
 z = ½ (ln 3 -1 + (π + 2kπ) i) 
 
5. Fungsi Trigonometri 

Berdasarkan penurunan rumus Euler diperoleh bahwa 
. Dengan 

menjumlahkan dan mengurangkan kedua rumus tersebut. 
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Kurangkan: 

 

      Sehingga: 

 

Tambahkan: 

 

      Sehingga: 

 

 
Dari proses di atas, diperoleh beberapa definisi fungsi 
trigonometri berikut. 
 

Definisi 3.4 

 

 

 

 

 

Teorema 3.3 
Sifat-sifat yang sudah dikenal dalam fungsi trigonometri 

bilangan real juga berlaku untuk fungsi trogonometri kompleks. 

HP
Highlight
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Kurangkan: 

 

      Sehingga: 

 

Tambahkan: 

 

      Sehingga: 

 

 
Dari proses di atas, diperoleh beberapa definisi fungsi 
trigonometri berikut. 
 

Definisi 3.4 

 

 

 

 

 

Teorema 3.3 
Sifat-sifat yang sudah dikenal dalam fungsi trigonometri 

bilangan real juga berlaku untuk fungsi trogonometri kompleks. 

 

1)   
2)   
3)   
4)     
5)   
6)  
7)   
8)   

9) ) =   

10) sin 2z = 2 sin z cos z 
11) cos 2z = 2cos2z -1 = 1 – 2sin2z 

Bukti: 
1) Diketahui:  

=     dan  =    

 
 

 

 

     (Terbukti) 

2) Diketahui :   ,  maka 
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3)  

       

      

 
 

 

 
 

4)  

5)  

6)  

                    = tan z 

7)  
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3)  

       

      

 
 

 

 
 

4)  

5)  

6)  

                    = tan z 

7)  

 

 
 

 

 

 
 

     

Dengan cara sama untuk: 
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8)  

 

 

 

 
 

 
Dengan cara sama untuk: 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
9)  
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8)  

 

 

 

 
 

 
Dengan cara sama untuk: 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
9)  

 

 

 

 

 

 

 

Kalikan dengan:   

 

 

 

 

Dengan cara sama untuk: 
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Kalikan dengan:   

 

 

Pembuktian 9) dan 10) diserahkan kepada pembaca. 
 
6. Fungsi Hiperbolik 

Fungsi hiperbolik diturunkan sebagai kombinasi dari fungsi 
trigonometri. 

Definisi 3.5: 
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Kalikan dengan:   

 

 

Pembuktian 9) dan 10) diserahkan kepada pembaca. 
 
6. Fungsi Hiperbolik 

Fungsi hiperbolik diturunkan sebagai kombinasi dari fungsi 
trigonometri. 

Definisi 3.5: 

  

      

   

 
 

 

Selanjutnya, kita mempelajari hubungan antara fungsi 
trigonometri dan fungsi hiperbolik melalui pembuktian teorema 
berikut. 
Teorema 3.4:  

  Hubungan antara fungsi trigonometri dan hiperbolik: 

 
 

 
Bukti: 
1) , dengan menerapkan fungsi sinus 

trigonometri diperoleh: 
 =  =   

    =  

2) , dengan menerapkan fungsi kosinus 
trigonometri diperoleh: 

 =  =  = cosh z 

Bukti lain dapat dilakukan melalui akibat dari teorema 3.4 
berikut ini: 

Teorema 3.5: 
Jika z = x + iy maka: 

1) sin z = sin (x+iy) = sin x cosh y+ i cos x sinh y 
2) cos z = cos (x+iy) = cos x xosh y - i sin x sinh y 
3) sinh z = sinh x cos y + i cosh x sin y 
4) cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y 

Bukti: 1) sin z = sin(x+iy) =  

=  =  
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Bukti: 2) cosz = cos (x+iy) =  

=  =  

 

 

 
   

Pada trigonometri berlaku sifat bahwa:  
sin z = sin (x+iy) = sin x cos(iy) + cos x sin (iy) .......(i) 
cos z = cos (x+iy) = cos x cos (iy) - sin x sin (iy)...... (ii) 
Akibat dari (i) dan (ii):  sin (iy) = i sinh y dan cos (iy) = cosh y. 
Karena itu juga berlaku untuk: , dan 

 
Bukti: 3) sinh z = sinh (x+iy) =   

=  

 

 

in y. 
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Bukti: 2) cosz = cos (x+iy) =  

=  =  

 

 

 
   

Pada trigonometri berlaku sifat bahwa:  
sin z = sin (x+iy) = sin x cos(iy) + cos x sin (iy) .......(i) 
cos z = cos (x+iy) = cos x cos (iy) - sin x sin (iy)...... (ii) 
Akibat dari (i) dan (ii):  sin (iy) = i sinh y dan cos (iy) = cosh y. 
Karena itu juga berlaku untuk: , dan 

 
Bukti: 3) sinh z = sinh (x+iy) =   

=  

 

 

in y. 

 

Bukti: 4) cosh z = cosh (x+iy) =   

=  

 

 
. 

 
Berdasarkan hubungan tersebut dapat diperlihatkan definisi 
fungsi sinus dan kosinus hiperbolik berikut. 

   dan   

(i) Diketahui:   , maka   dari fungsi 

sinus trigonometri diperoleh:  =   maka 

       
(ii) Diketahui:   , dari fungsi kosinus trigonometri 
diperoleh:  =  maka  

    
Beradasarkan fungsi sinus dan kosinus hiperbolik tersebut 

menjadi dasar penurunan definisi fungsi hiperbolik lainnya, 
misalnya tanh z berikut ini. 

  

Diketahui:   ,   

  

 
Teorema 3.6:    
Sifat berikut ini berlaku: 

HP
Highlight
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a.           

           

e.                f.  

g.  

h.  

i.  

Bukti: 
(a)   

 
Diketahui:    ,     

 
Bukti ruas kiri: 

   

                             
          

(b)  

Bukti ruas kiri: 

   

                   

         

        = =    

(c)  
Bukti ruas kiri:  
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a.           

           

e.                f.  

g.  

h.  

i.  

Bukti: 
(a)   

 
Diketahui:    ,     

 
Bukti ruas kiri: 

   

                             
          

(b)  

Bukti ruas kiri: 

   

                   

         

        = =    

(c)  
Bukti ruas kiri:  

 

 

 

 

 

 

 

 

           

(d)   

Diketahui:    maka 

  =   
 
(f)  

Bukti:   

 

 
Dilakukan manipulasi aljabar pada pembilang: 

= 
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=  

 

 

   

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan: 
 

 
(g)  

Bukti:  

  

 

 
Dilakukan manipulasi aljabar pada pembilang: 

 

 

  

 
 
(i)  

 

Bukti: 

 

 

 

 

 
 
Contoh 3.9: 
Nyatakanlah bilangan kompleks berikut dalam bentuk x + iy 

a.  cos 
3
π

   b. sin i
3
π

 

c. sinh )
6

( π
+i   d. tan )

6
( iπ
−  

Jawab: 

a. cos 
3
π

 = cos )0
3

( i+
π

= cos
3
π

 cosh 0 – i sin 
3
π

 sinh 0  

    = 1.
2
1

 – i . 0.3
2
1

 = .
2
1

 

b. sin i
3
π

= sin )
3

0( iπ
+  = sin 0 cosh

3
π

 + i cos 0  sinh 
3
π
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=  

 

 

   

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan: 
 

 
(g)  

Bukti:  

  

 

 
Dilakukan manipulasi aljabar pada pembilang: 

 

 

  

 
 
(i)  

 

Bukti: 

 

 

 

 

 
 
Contoh 3.9: 
Nyatakanlah bilangan kompleks berikut dalam bentuk x + iy 

a.  cos 
3
π

   b. sin i
3
π

 

c. sinh )
6

( π
+i   d. tan )

6
( iπ
−  

Jawab: 

a. cos 
3
π

 = cos )0
3

( i+
π

= cos
3
π

 cosh 0 – i sin 
3
π

 sinh 0  

    = 1.
2
1

 – i . 0.3
2
1

 = .
2
1

 

b. sin i
3
π

= sin )
3

0( iπ
+  = sin 0 cosh

3
π

 + i cos 0  sinh 
3
π
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     = 0 cosh
3


 + i.1 sinh 
3


 = i sinh .
3


 

c. sinh )
6

( 
i  = sinh i cos 

6


 + i cosh i sin 
6


 

   = sinh i . 3
2
1

 + i cosh i . 
2
1

 

   = 3
2
1

sinh i + 
2
1

i cosh i.  

d. tan )
6

( i
 = i

i

i

i

i

6
cosh

6
sinh

)
6

(cos

)
6

(sin

)
6

(cos

)
6

(sin





















 

 
Contoh 3.10: 
Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan: 

a. cosh z = 
2
2

  b. sin 2z = cosh 6 

Jawab: 
a. Misalkan z = x+iy;  x, y real 

 cosh z = 
2
2

+ 0i = cosh x cos y + i sinh x sin y = 
2
2

, 

 sehingga diperoleh: 

 cosh x cos y = 
2
2

<.(i)  dan sinh x sin y = 0 .....(ii). 

 Dari (ii) jika sin y = 0 maka y = 0 + kπ, subtitusi ke (i) 

 cosh x cos kπ = 
2
2

  cosh x = ± 
2
2

  

 (tidak ada x yang memenuhi, ingat cosh x ≥ 1). 
 Jika sinh x = 0 maka x = 0, subtitusi ke (i) 
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     = 0 cosh
3


 + i.1 sinh 
3


 = i sinh .
3


 

c. sinh )
6

( 
i  = sinh i cos 

6


 + i cosh i sin 
6


 

   = sinh i . 3
2
1

 + i cosh i . 
2
1

 

   = 3
2
1

sinh i + 
2
1

i cosh i.  

d. tan )
6

( i
 = i

i

i

i

i

6
cosh

6
sinh

)
6

(cos

)
6

(sin

)
6

(cos

)
6

(sin





















 

 
Contoh 3.10: 
Tentukan nilai z yang memenuhi persamaan: 

a. cosh z = 
2
2

  b. sin 2z = cosh 6 

Jawab: 
a. Misalkan z = x+iy;  x, y real 

 cosh z = 
2
2

+ 0i = cosh x cos y + i sinh x sin y = 
2
2

, 

 sehingga diperoleh: 

 cosh x cos y = 
2
2

<.(i)  dan sinh x sin y = 0 .....(ii). 

 Dari (ii) jika sin y = 0 maka y = 0 + kπ, subtitusi ke (i) 

 cosh x cos kπ = 
2
2

  cosh x = ± 
2
2

  

 (tidak ada x yang memenuhi, ingat cosh x ≥ 1). 
 Jika sinh x = 0 maka x = 0, subtitusi ke (i) 

 

 cosh 0 cos y = 
2
2

  cos y =  
2
2
 y =  k2

4
  

 Jadi nilai z yang memenuhi persamaan adalah: 

 z = x + yi = 0 + (  k2
4
 ) i = (  k2

4
 ) i. 

b. Misalkan z = x + yi;  x, y real 
 sin 2z = cos 6 
  sin 2x cosh 2y + i cos 2x sinh 2y = cosh 6 + 0i 
  sin 2x cosh 2y = cosh 6 & cos 2x sinh 2y = 0 
 Untuk cos 2x sinh 2y = 0, maka: 
 Jika sinh 2y = 0  y = 0, subtitusi ke: 
 sin 2x cosh 0 = cosh 6  sin 2x = cosh 6 >1 (tm) 

 Jika cos 2x = 0,  2x =  k2
4
 =  k

8
 

 Subtitusi ke: sin 2x cosh 2y = cosh 6 maka: 

 sin 2 (  k
8

) cosh 2y = cosh 6 

  sin (  k2
4
 ) cosh 2y = cosh 6 

  1 cosh 2y = cosh 6  
     untuk cosh 2y = cosh 6  2y = 6  y = 3(mm) 
 untuk -cosh 2y = cosh 6  -2y = 6  y = -3(tm) 
 Jadi nilai z yang memenuhi persamaan adalah: 

 z = x+iy =   k
8

 + 3i,  k bulat. 

 
. 
7. Invers Fungsi Trigonometri 

Invers fungsi trigonometri didefinisikan sebagai berikut. 



86  

  Definisi 3.6: 
 Invers fungsi trigonometri  w = sin z adalah w = sin-1z,  

dengan syarat bahwa w = sin-1z jika hanya jika z = sin w. 
  

Jika z = sin w maka w = sin-1z dinamakan invers sinus dari z 
atau arcus sinus dari z. Dengan cara yang sama kita 
mendefinisikan invers fungsi trigonometri cos-1, sec-1, csc-1, tan-1, 
cot-1. Fungsi-fungsi tersebut adalah fungsi bernilai banyak dan 
direpresentasikan sebagai logaritma natural. Berikut ini definisi 
invers fungsi trigonometri yang telah dihilangkan konstanta 
penjumlahan 2kπi, k = 0, ±1, ±2 dari suku-suku logaritmanya. 

        

   

                        
 
Bukti: 
(1) 
Misalkan: dan , sementara 

  

  kalikan dengan , sehingga 

 , dengan formula abc 

      

, karena    digantikan dengan 

 sekarang , maka: 
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  Definisi 3.6: 
 Invers fungsi trigonometri  w = sin z adalah w = sin-1z,  

dengan syarat bahwa w = sin-1z jika hanya jika z = sin w. 
  

Jika z = sin w maka w = sin-1z dinamakan invers sinus dari z 
atau arcus sinus dari z. Dengan cara yang sama kita 
mendefinisikan invers fungsi trigonometri cos-1, sec-1, csc-1, tan-1, 
cot-1. Fungsi-fungsi tersebut adalah fungsi bernilai banyak dan 
direpresentasikan sebagai logaritma natural. Berikut ini definisi 
invers fungsi trigonometri yang telah dihilangkan konstanta 
penjumlahan 2kπi, k = 0, ±1, ±2 dari suku-suku logaritmanya. 

        

   

                        
 
Bukti: 
(1) 
Misalkan: dan , sementara 

  

  kalikan dengan , sehingga 

 , dengan formula abc 

      

, karena    digantikan dengan 

 sekarang , maka: 

 

  , atau 

 ; k = 0,  

 , sehingga: 

, karena   maka 

 (terbukti) 

(2)   
Misalkan: maka , sehingga 

 

    (dikali ) 

     

    dipilih   

 ,   

Untuk  ,  

  

 
   (terbukti) 

 
(3)  

Misalkan z = tan w maka ,  sehingga: 
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  (terbukti) 

 

(4)  

Misalkan , maka 

 

  

  

  

 
  

 
  (terbukti) 
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  (terbukti) 

 

(4)  

Misalkan , maka 

 

  

  

  

 
  

 
  (terbukti) 

 

(5)  . Misalkan , maka 

 

   
  (kalikan dengan ) 
   

       

 

 

 ,  
 

     (terbukti) 
 
(6)   . Misalkan  maka  

 
 
  
  
  
  
        

 ,  



90  

  (terbukti) 
 
Contoh 3.11: 
Tentukan nilai sin-1 (-2i). 
Jawab: 

 
                     )    

           ,    

8. Invers Fungsi Hiperbolik 
Invers fungsi hiperbolik didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 3.7: 
Invers fungsi hiperbolik  w = tanh z adalah w = tanh-1z dengan 
syarat bahwa w = tanh-1 z jika hanya jika z = tanh w. 
  

Jika z = tanh w maka w = tanh-1z dinamakan invers tangens 
dari z atau arcus tangens dari z. Dengan cara yang sama kita 
mendefinisikan invers fungsi hiperbolik sinh-1, cosh-1, sech-1, csc-1, 
dan cot-1. Fungsi-fungsi tersebut adalah fungsi bernilai banyak 
dan direpresentasikan sebagai logaritma natural. Berikut ini 
definisi invers fungsi hiperbolik dengan logaritma yang telah 
dihilangkan konstanta penjumlahan 2kπi, k = 0, ±1, ±2<.., dari 
suku-sukunya. 
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  (terbukti) 
 
Contoh 3.11: 
Tentukan nilai sin-1 (-2i). 
Jawab: 

 
                     )    

           ,    

8. Invers Fungsi Hiperbolik 
Invers fungsi hiperbolik didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 3.7: 
Invers fungsi hiperbolik  w = tanh z adalah w = tanh-1z dengan 
syarat bahwa w = tanh-1 z jika hanya jika z = tanh w. 
  

Jika z = tanh w maka w = tanh-1z dinamakan invers tangens 
dari z atau arcus tangens dari z. Dengan cara yang sama kita 
mendefinisikan invers fungsi hiperbolik sinh-1, cosh-1, sech-1, csc-1, 
dan cot-1. Fungsi-fungsi tersebut adalah fungsi bernilai banyak 
dan direpresentasikan sebagai logaritma natural. Berikut ini 
definisi invers fungsi hiperbolik dengan logaritma yang telah 
dihilangkan konstanta penjumlahan 2kπi, k = 0, ±1, ±2<.., dari 
suku-sukunya. 

 

              

             

                         

 

Bukti: 
(1)  
Misalkan   maka z = sinh w 

      
  = 0  (kalikan dengan ) 
   

      

   
     
Untuk   
 Jadi  w =  

(2) ,  
Misalkan   maka z = cosh w,  
   
  (kalikan dengan ) 
   

      

  
 
    untuk k = 0, maka 

 

(3)  

Misalkan , maka z = csch w, sehingga; 
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Untuk   

(4)  

Misalkan , maka , sehingga:  
      

      

   

          

      

Untuk  

(5)    

Misalkan   maka z = tanh w  
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Untuk   

(4)  

Misalkan , maka , sehingga:  
      

      

   

          

      

Untuk  

(5)    

Misalkan   maka z = tanh w  
   

   
   
   
    

      

 

    

untuk  

(6)  

Misalkan , maka , sehingga:  

 

  
      

       

    

untuk  

Contoh 3.12: 
Tentukan nilai tanh-1 . 
Jawab: 

  

 

 

Catatan: 
Jika w adalah penyelesaian dari suatu polinom berpangkat n:  
P0 (z) wn + P1 (z) w n – 1 + ... + Pn - 1 (z) w + Pn (z) = 0, dimana P0 (z) ≠ 
0, P1 (z), ... , Pn (z) adalah suku banyak dalam z dengn n suatu 
bilangan bulat positif, maka jika w = f(z) dinamakan fungsi 
aljabar dari z. Suatu fungsi yang tidak dapat dinyatakan sebagai 
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jawab dari suku banyak dinamakan fungsi transenden. Fungsi 
logaritma, trigonometri, dan hiperbolik dan fungsi invers adalah 
cotntoh-contoh yang berkaitan dengan fungsi transenden. 
 
E. Soal Latihan  
1. Tentukan nilai fungsi pada tiap-tiap bilangan kompleks 

berikut. 
a. f (z) = z2 - 2z + 3 pada z = -i,  2+i 
b. f (z) = (z – 2)(z + 3) pada z = -2i,  1-2i 
c. f (z) = ez   pada z =  0,  2, 1+πi 

2. Tunjukkan bahwa persamaan parameter garis bidang z dan 
persamaan oleh peta w = z2 yang melalui titik P(-2, 1) dan Q 
(1, -3) adalah z = 3t – 2 + i (1 – 4t) dan w = 3- 4t – 7t2 +(-4+22t -
24t2)i. 

3. (a) Jika w= f(z)=(z+2)/(2z-1), z ≠0, tentukan f(0), f(i), f(1+i) 
(b) Tunjukkan bahwa z adalah fungsi bernilai tunggal dari w. 
Jawab: (a) -2, -i, 1 – i,   (b) –i,  (2 +i)/3. (No. 50, Murray R. 
Spiegel, 1991: 66). 

4. Nyatakan dalam bentuk u (x, y) + iv (x, y) dan dalam bentuk u 
(r, α) + iv (r, α) dari fungsi berikut. 
a. f (z) = z3 + 2 z2 + z 
b. f (z) = 2iz + Im (2i/z) 
c. f (z) = 5 + 2 πi 

5. Misalkan w = f (z) = z2+z+1.  
a. Nyatakan dalam bentuk w = u (x, y) + iv (x, y)  
b. Tentukan nilai-nilai  w, kemudian tunjukan  secara grafis 

untuk nilai: (1) z = 2+i  (2)  z = 1 – 2i  
6. Jika c1 dan c2 adalah konstanta real, tentukan himpunan 

semua titik di bidang z yang dipetakkan ke dalam garis (a) u 
= c1 dan (b) u = c2 dalam bidang w oleh fungsi pemetaan f (z) = 
z2+2z+3. 
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a. Nyatakan dalam bentuk w = u (x, y) + iv (x, y)  
b. Tentukan nilai-nilai  w, kemudian tunjukan  secara grafis 

untuk nilai: (1) z = 2+i  (2)  z = 1 – 2i  
6. Jika c1 dan c2 adalah konstanta real, tentukan himpunan 

semua titik di bidang z yang dipetakkan ke dalam garis (a) u 
= c1 dan (b) u = c2 dalam bidang w oleh fungsi pemetaan f (z) = 
z2+2z+3. 

 

7. Tuliskan dalam bentuk a + bi, dari fungsi eksponen berikut. 
(a) eiπ/3 (b) e 1- iπ/2 (c) e-5πi  (d) eln 3 +iπ/3 

8. Tentukan semua nilai z sehingga (a) e2z = 1+2i, (b) e4z = 2i.  
9. Tentukan semua nilai z sehingga (a) (2+2i)2i, (b) 13.  
10. Carilah logaritma setiap bilangan berikut: 

(a) -3i (b) 3       (c) 3 + 3i  (d) 6 +8i 
11. Tunjukkan bahwa (a) ln (-1/2 -1/23i) = (4π/3+2kπ)i, 

(b) ln (z - 1) = ½ ln ((x – 1)3+y2)+ i tan-1 y/(x – 1).  
Jawab: (a) 4πi/3 ((No. 67, Murray R. Spiegel, 1991: 74). 

12. Carilah semua nilai z yang memenuhi log (2z -1) = 2+πi. 
13. Carilah semua nilai z yang memenuhi log (1 + z) = πi. 
14. Tentukan u(x,y) dan v(x,y) dari fungsi berikut: 

a. f(z) = cos z,       b. sin 2z       c. f(z) = z2e2z 
   ((No. 68, Murray R. Spiegel, 1991: 67). 
15. Buktikan bahwa, untuk sembarang z, berlaku bahwa 

(a)        (b)        (c)         
16. Buktikan bahwa:  

(a)    (b)  
17. Gunakan bilangan kompleks untuk menuliskan bilangan 

berikut dalam bentuk (a+bi). 
a. sinh (π/2) b. cosh (2i)  c. sin (1+i) d. coth (i) 

18. Tentukan nilai z dari persamaan berikut: 
a. i sinh 1 = cos z       b. sinh = i          c. cosh4 = sin z.  

19. Tentukan semua nilai dari (a) cosh-1 3, (b) cos-1 i.  
20. Tentukan semua nilai z (a) cosh-1 i, (b) sinh-z (ln(-1)).  
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F. Peta Konsep 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.5: Peta Konsep Fungsi Kompleks 

(1) Definisi Fungsi 
Kompleks  

• Definisi 3.1: “Misalkan D 
himpunan titik pada bidang z 
dan fungsi f pada D adalah 
aturan yang menetapkan 
setiap z di dalam D dengan 
suatu bilangan kompleks W 
yang dinamakan nilai fungsi 
f di z, dituliskan sebagai W = 
f (z).”. 

• Definisi 3.2: “ Misalkan 
fungsi domain Df, fungsi g 
dengan  domain Dg, fungsi 
komposisi f dan g: g(f(z)) 
ada jika Rf  ∩ Dg = ≠ ∅”. 

 

(2) Fungsi Bernilai 
Tungal dan Banyak  
Jika hanya satu nilai w 
dikaitkan setiap nilai z, 
dinamakan fungsi bernilai 
tunggal dari z atau f(z). 
Jika lebih dari satu nilai w 
dikaitkan setiap nilaiz, 
dinamakan fungsi bernilai 
banyak dari z.   

 

(3) Transformasi
 Jika w = u + iv adalah suatu 

fungsi bernilai tunggal dari z 
= x + iy  maka dapat ditulis 
sebagai w= f(z).= u + iv  

 
(4) Fungsi Elementer 
• Fungsi Suku Banyak 

 
• Fungsi Rasional 

 

• Fungsi Eksponen 
   ez = ex (cos y + i sin y) 
• Fungsi Logaritma 
   Definisi 3.3: 
   Jika z real maka log z  = ln   
    r + iθ dengan  r > 0.   
• Fungsi Trigonometri 
   
• Fungsi Hiperbolik 

 
 
 

• Invers Fungsi Trigonometri 

        

  < 

• Invers Fungsi Hiperbolik 
   
              
   
 

Fungsi 
 Kompleks 
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Gambar 3.5: Peta Konsep Fungsi Kompleks 

(1) Definisi Fungsi 
Kompleks  

• Definisi 3.1: “Misalkan D 
himpunan titik pada bidang z 
dan fungsi f pada D adalah 
aturan yang menetapkan 
setiap z di dalam D dengan 
suatu bilangan kompleks W 
yang dinamakan nilai fungsi 
f di z, dituliskan sebagai W = 
f (z).”. 

• Definisi 3.2: “ Misalkan 
fungsi domain Df, fungsi g 
dengan  domain Dg, fungsi 
komposisi f dan g: g(f(z)) 
ada jika Rf  ∩ Dg = ≠ ∅”. 

 

(2) Fungsi Bernilai 
Tungal dan Banyak  
Jika hanya satu nilai w 
dikaitkan setiap nilai z, 
dinamakan fungsi bernilai 
tunggal dari z atau f(z). 
Jika lebih dari satu nilai w 
dikaitkan setiap nilaiz, 
dinamakan fungsi bernilai 
banyak dari z.   

 

(3) Transformasi
 Jika w = u + iv adalah suatu 

fungsi bernilai tunggal dari z 
= x + iy  maka dapat ditulis 
sebagai w= f(z).= u + iv  

 
(4) Fungsi Elementer 
• Fungsi Suku Banyak 

 
• Fungsi Rasional 

 

• Fungsi Eksponen 
   ez = ex (cos y + i sin y) 
• Fungsi Logaritma 
   Definisi 3.3: 
   Jika z real maka log z  = ln   
    r + iθ dengan  r > 0.   
• Fungsi Trigonometri 
   
• Fungsi Hiperbolik 

 
 
 

• Invers Fungsi Trigonometri 

        

  < 

• Invers Fungsi Hiperbolik 
   
              
   
 

Fungsi 
 Kompleks 

 

 
BAB IV 

LIMIT DAN KEKONTINUAN 
PEUBAH KOMPLEKS 

 
A. Limit Peubah Kompleks 

1. Pengertian Limit 
Definisi 4.1: 
Suatu fungsi f(z) terdefinisi atau mempunyai limit L untuk 

, kecuali pada  dituliskan sebagai 
 

 
Jika nilai f(z) mendekati L untuk setiap z mendekati , 

maka untuk setiap bilangan real positif sangat kecil , dapat 
ditemukan bilangan real positif sangat kecil   yang 
bergantung pada   sedemikian rupa sehingga untuk setiap 

 di dalam lengkungan  kecuali pada 
, diperoleh .  Secara simbolik dituliskan 

sebagai berikut.  

 
Perhatikan gambar berikut. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 u 

f (z) 

f (z) 
z 

 
z0 

L 
 

v 

x 

y 

Bidang-z Bidang-w 
Gambar 4.1: Limit 
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Sebagai contoh awal, perhatikan penerapan definisi 
limit yang kita kenal dalam Kalkulus berikut ini. 
Contoh 4.1 

 
Ambil )2)(2(42  xxx  22  xx  2 x  

      








5
.5541

)(1,minimun  nilaipilih  ;4)2(x
 

Contoh 4.2 (No. 23, Murray R. Spiegel, 1991: 56). 

(a) Jika buktikan bahwa  

(b) Tentukan , jika  

Jawab: 
(a) Berdasarkan definisi limit  

  jika, 

  maka  

Jika diberikan  , kita harus menghasilkan  

sehingga  bilamana . 

Jika  maka  mengakibatkan 

 

  

        
  (Ambil  yang terkecil di antara  dan )  
  Sehingga   
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Sebagai contoh awal, perhatikan penerapan definisi 
limit yang kita kenal dalam Kalkulus berikut ini. 
Contoh 4.1 

 
Ambil )2)(2(42  xxx  22  xx  2 x  

      








5
.5541

)(1,minimun  nilaipilih  ;4)2(x
 

Contoh 4.2 (No. 23, Murray R. Spiegel, 1991: 56). 

(a) Jika buktikan bahwa  

(b) Tentukan , jika  

Jawab: 
(a) Berdasarkan definisi limit  

  jika, 

  maka  

Jika diberikan  , kita harus menghasilkan  

sehingga  bilamana . 

Jika  maka  mengakibatkan 

 

  

        
  (Ambil  yang terkecil di antara  dan )  
  Sehingga   

 

(b) Berdasarkan definisi limit  berarti bahwa z 
dekat dengan  tapi berlainan atau kecuali dititik . 
Sehingga . 

Contoh 4.3 (No. 25, Murray R. Spiegel, 1991: 57). 
Buktikan bahwa  = 4 + 4i 
Bukti: 
Akan ditunjukkan bahwa untuk suatu  dapat menentukan 

 sehingga: 
 bilamana  

Untuk , maka: 

 

 

 
Untuk suatu , terdapat  sehingga: 

 dimana 
 

Jika , maka  mengakibatkan: 
 

 
 

 
 

 
    

Ambil  yang terkecil diantara  dan , sehingga untuk  
pilih  maka 
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Contoh 4.4 
Jika f(z) = z2 + 2z, buktikan bahwa    
Bukti: 
  > 0,  δ > 0, 0 < |x – L| < δ  |f(z) – (2i -1)| <  
|(z2+2z) – (2i -1)| 

 
122( 2  izz  

                             

)
23

ambil()23(

)221(22)(

2)(2)()(

)(2))((

)22()1( 2

i
i

iiiz
iziziz

iziziz

izz
















  

2. Teorema Limit 

Teorema 4.1 
Jika  

 Jika dan hanya jika 

 
Bukti: 

(a) 
 
ambil: 

 
Sehingga: 
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Contoh 4.4 
Jika f(z) = z2 + 2z, buktikan bahwa    
Bukti: 
  > 0,  δ > 0, 0 < |x – L| < δ  |f(z) – (2i -1)| <  
|(z2+2z) – (2i -1)| 

 
122( 2  izz  

                             

)
23

ambil()23(

)221(22)(

2)(2)()(

)(2))((

)22()1( 2

i
i

iiiz
iziziz

iziziz

izz
















  

2. Teorema Limit 

Teorema 4.1 
Jika  

 Jika dan hanya jika 

 
Bukti: 

(a) 
 
ambil: 

 
Sehingga: 

 

 

 

Terbukti 

(b)    
juga 

 
       ,  maka: 

 

 
          | f(z) – ( a + bi  ) |   atau  

      Jadi,    terbukti 

Teorema 4.2 (No. 26, Murray R. Spiegel, 1991: 58). 
Jika  ada, buktikan bahwa ia tunggal. 
Bukti: 
Misalkan,  dan , 

    Akan ditunjukkan bahwa .  
    Diberikan  kita dapat menentukan sehingga 

  bilamana ,  juga 

  bilamana ,   maka        
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Karena  <  positif (bagaimanapun kecilnya) sehingga 

 haruslah nol, maka  (Terbukti). 

Teorema 4.3 (No. 27, Murray R. Spiegel, 1991: 58). 
Jika , buktikan bahwa terdapat  
sehingga  untuk  
Bukti: 
Karena , maka kita dapat menentukan  
sehingga  untuk .  
Misalkan, , maka diperoleh: 

      
           

Karena maka  

      (terbukti) 
 

Teorema 4.4 
Jika  , maka 

1.  

2.  

3.  

4.  , B ≠ 0 

Bukti: 
1. Diketahui: 

  
 <(1)  juga 

, bila  
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Karena  <  positif (bagaimanapun kecilnya) sehingga 

 haruslah nol, maka  (Terbukti). 

Teorema 4.3 (No. 27, Murray R. Spiegel, 1991: 58). 
Jika , buktikan bahwa terdapat  
sehingga  untuk  
Bukti: 
Karena , maka kita dapat menentukan  
sehingga  untuk .  
Misalkan, , maka diperoleh: 

      
           

Karena maka  

      (terbukti) 
 

Teorema 4.4 
Jika  , maka 

1.  

2.  

3.  

4.  , B ≠ 0 

Bukti: 
1. Diketahui: 

  
 <(1)  juga 

, bila  

 

<. (2) 
Akan ditunjukkan untuk setiap  dapat ditentukan  

sehingga bilamana 

 

 Kita mempunyai: 
      

 <..(3) 

Menurut hipotesa, diberikan  kita dapat menentukan 
 dan  berdasarkan  persamaan (1), (2), dan (3), 

diperoleh  
     , dipilih  yang terkecil dari 

, min( . Jadi  
2. Bukti 3, diserahkan kepada pembaca 
3. Kita mempunyai: 

 
 

 <. (4) 
Karena , maka dapat ditentukan  
sehingga  untuk . 
Berdasarkan sifat ketaksamaan 4 diperoleh: 

yaitu  atau 
,  yaitu 

 ,  P konstanta positif<<.(5), juga 
Karena ,   dapat ditentukan  
maka <<(6). 
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Karena , maka  ditentukan  
maka <.. (7). 

Dengan mensubsitusik persamaan (5), (6), dan (7) ke (4) maka 
akan diperoleh: 
  

 Untuk  dimana  adalah min ( .  
 Jadi    atau  

4. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap   dapat 
ditentukan  sehingga: 

 

  Diberikan  ditentukan  sehingga 
   

Karena , maka kita dapat menentukan 
 sehingga  

Kemudian, jika  lebih kecil dari  dan  maka dapat 
dituliskan menjadi: 

 
 

Sehingga atau    (Terbukti) 

Contoh 4.5 
Hitunglah dengan menggunakan teorema limit berikut. 
a.             c.  

b.  d.   
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Karena , maka  ditentukan  
maka <.. (7). 

Dengan mensubsitusik persamaan (5), (6), dan (7) ke (4) maka 
akan diperoleh: 
  

 Untuk  dimana  adalah min ( .  
 Jadi    atau  

4. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap   dapat 
ditentukan  sehingga: 

 

  Diberikan  ditentukan  sehingga 
   

Karena , maka kita dapat menentukan 
 sehingga  

Kemudian, jika  lebih kecil dari  dan  maka dapat 
dituliskan menjadi: 

 
 

Sehingga atau    (Terbukti) 

Contoh 4.5 
Hitunglah dengan menggunakan teorema limit berikut. 
a.             c.  

b.  d.   

 

Jawab: 

a.  =  

 

b.  

                

 

    =  

      

 
   =  =  

 
c.  

=  
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=   

=   

 
d.   

 =  

         =   =  =  = . 

 
Contoh 4.6 
Buktikan bahwa  tidak ada  
(No. 30, Murray R. Spiegel, 1991: 60). 
Bukti: 
Jika limit ini ada, maka haruslah tidak bergantung dari caranya z 
mendekati nol. 
(1) Misalkan z → 0 sepanjang sumbu x, maka y = 0 , diperoleh 

 dan , sehingga: 

=  =  

(2) Misalkan z → 0 sepanjang sumbu y, maka x = 0, diperoleh 
       dan , 

 

Karena kedua cara pendekatan ke nol tidak memberikan 
jawaban yang sama, maka limit tersebut tidak ada. 
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=   

=   

 
d.   

 =  

         =   =  =  = . 

 
Contoh 4.6 
Buktikan bahwa  tidak ada  
(No. 30, Murray R. Spiegel, 1991: 60). 
Bukti: 
Jika limit ini ada, maka haruslah tidak bergantung dari caranya z 
mendekati nol. 
(1) Misalkan z → 0 sepanjang sumbu x, maka y = 0 , diperoleh 

 dan , sehingga: 

=  =  

(2) Misalkan z → 0 sepanjang sumbu y, maka x = 0, diperoleh 
       dan , 

 

Karena kedua cara pendekatan ke nol tidak memberikan 
jawaban yang sama, maka limit tersebut tidak ada. 

 
 

 

B.  Kekontinuan Peubah Kompleks 
1.  Pengertian Kekontinuan 
Definisi 4.2 
Misalkan f (z) terdefinisi dan bernilai tunggal dalam suatu 
lengkungan dari  dan pada  (yaitu lengkungan 

). Fungsi f (z) dikatakan kontinu di  jika 
. 

 
Dengan menggunakan simbol, maka suatu fungsi disebut 
kontinu di z =  apabila 

Suat
u fungsi dikatakan kontinu di z = , apabila memenuhi 3 syarat 
berikut: 

(1)  
(2) , yaitu  terdefinisi di    
(3)  

Contoh 4.7 

f(z) =  

 , tetapi f(z0) = 0, maka 

, berarti f(z) tidak kontinu di z = z0 

 
Contoh 4.8 
Misalkan  jika , sedangkan  
a. Buktikan bahwa  ada dan tentukan nilainya. 
b. Apakah  kontinu pada ? Jelaskan. 
c. Apakah  kontinu di titik ? Jelaskan. 
Jawab: 
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a.  

             

     Jadi,   ada, nilainya yaitu . 

b. (i)  

(ii)  

(iii)  

     Jadi,  tidak kontinu pada  

c. (i)    

(ii)   maka  

(iii)  

 Jadi,  kontinu pada  

2.  Teorema Kekontinuan 
Teorema 4.5 

Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, maka fungsi f(z) + g(z), f(z) 
– g(z), f(z)g(z) dan , dengan g(z0)  0, juga kontinu di z0. 

Hasil yang sama juga berlaku untuk kekontinuan pada suatu 
daerah. 

Bukti: 
a) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, maka fungsi f(z) + g(z) 

juga kontinu di z0. Syarat f(z) + g(z) kontinu di z0 adalah 
 harus ada 

      Penjelasan pada pembuktian penjumlahan limit. 
(2)  f(z0) + g(z0) harus ada, yaitu f(z) + g(z) terdefinisi di z0. 
     Karena, f(z0)=A dan g(z0)=B maka f(z0) +g(z0) = A + B 

(3) atau f(z0) + g(z0) = A + B 
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a.  

             

     Jadi,   ada, nilainya yaitu . 

b. (i)  

(ii)  

(iii)  

     Jadi,  tidak kontinu pada  

c. (i)    

(ii)   maka  

(iii)  

 Jadi,  kontinu pada  

2.  Teorema Kekontinuan 
Teorema 4.5 

Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, maka fungsi f(z) + g(z), f(z) 
– g(z), f(z)g(z) dan , dengan g(z0)  0, juga kontinu di z0. 

Hasil yang sama juga berlaku untuk kekontinuan pada suatu 
daerah. 

Bukti: 
a) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, maka fungsi f(z) + g(z) 

juga kontinu di z0. Syarat f(z) + g(z) kontinu di z0 adalah 
 harus ada 

      Penjelasan pada pembuktian penjumlahan limit. 
(2)  f(z0) + g(z0) harus ada, yaitu f(z) + g(z) terdefinisi di z0. 
     Karena, f(z0)=A dan g(z0)=B maka f(z0) +g(z0) = A + B 

(3) atau f(z0) + g(z0) = A + B 

 

           f(z0) + g(z0) maka terbukti f(z) + g(z) 
kontinu 

 
b) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, maka fungsi f(z) - g(z) juga 

kontinu di z0. Syarat f(z) - g(z) kontinu di z0 adalah 
(1)  harus ada 

            Penjelasan pada pembuktian pengurangan limit. 
(2) f(z0) - g(z0) harus ada, yaitu f(z) - g(z) terdefenisi di z0. 

          Karena, f(z0) = A dan g(z0)= B maka f(z0) - g(z0) = A – B 
(3) , f(z0) - g(z0) = A - B 

       f(z0) - g(z0)  
 Jadi terbukti f(z) - g(z) kontinu 

c) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, maka fungsi f(z) + g(z) 
juga kontinu di z0. Syarat f(z) + g(z) kontinu di z0 adalah 
 (1)  harus ada 

 Penjelasan pada pembuktian perkalian limit. 
(2) f(z0) . g(z0) harus ada, yaitu f(z) . g(z) terdefenisi di z0. 

 Karena, f(z0)=A dan g(z0)= B maka f(z0) g(z0) = A . B 
(3) atau f(z0) . g(z0) = A . B 
       f(z0) g(z0) maka  

 f(z) . g(z) kontinu 
d) Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, maka fungsi  juga 

kontinu di z0. Syarat  kontinu di z0 adalah: 

(1)  harus ada 

Penjelasan pada pembuktian pembagian limit. 
(2)  harus ada, yaitu  terdefenisi di z0. 

           Karena, f(z0) = A dan g(z0)= B maka  =  

(3)  sehingga   =  
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maka terbukti  kontinu. 

 
Teorema 4.6 
Fungsi yang kontinu pada setiap daerah berhingga diantaranya: 

a) Semua suku banyak 
b) ez 
c) sin z dan cos z 

 
Teorema 4.7 
Jika w = f(z) kontinu di z = z0 dan z = g(ζ) kontinu pada ζ= ζ0 dan 
jika ζ0  = f (z0), maka fungsi w = g[f(z)], yang dinamakan fungsi 
komposisi kontinu di z = z0.  Hal ini kadang-kadang secara 
singkat diatakan sebagai suatu fungsi kontinu dari fungsi 
kontinu juga kontinu. 
 
Teorema 4.8 
Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah tertutup, maka ia terbatas 
pada daerah tersebut; yaitu terdapat konstanta M sehingga 

untuk semua titik z pada daerah tersebut. 
 
Teorema 4.9 
Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah, maka bagian real dan 
khayal dari f(z) juga kontinu dalam daerah tersebut. Teorema ini 
dapat diungkapkan sebagai berikut: 
Jika:    (1) f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 
 (2) f(z) terdefinisi pada setiap titik pada domain R 
 (3) z0 = x0 + y0i  adalah titik di dalam R 
Maka fungsi f(z) kontinu di z0 bila dan hanya bila u(x, y) dan  
v(x, y) masing-masing kontinu di titik (x0 , y0). 
Bukti: 
Akan dibuktikan  bila dan hanya bila  
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maka terbukti  kontinu. 

 
Teorema 4.6 
Fungsi yang kontinu pada setiap daerah berhingga diantaranya: 

a) Semua suku banyak 
b) ez 
c) sin z dan cos z 

 
Teorema 4.7 
Jika w = f(z) kontinu di z = z0 dan z = g(ζ) kontinu pada ζ= ζ0 dan 
jika ζ0  = f (z0), maka fungsi w = g[f(z)], yang dinamakan fungsi 
komposisi kontinu di z = z0.  Hal ini kadang-kadang secara 
singkat diatakan sebagai suatu fungsi kontinu dari fungsi 
kontinu juga kontinu. 
 
Teorema 4.8 
Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah tertutup, maka ia terbatas 
pada daerah tersebut; yaitu terdapat konstanta M sehingga 

untuk semua titik z pada daerah tersebut. 
 
Teorema 4.9 
Jika f(z) kontinu dalam suatu daerah, maka bagian real dan 
khayal dari f(z) juga kontinu dalam daerah tersebut. Teorema ini 
dapat diungkapkan sebagai berikut: 
Jika:    (1) f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 
 (2) f(z) terdefinisi pada setiap titik pada domain R 
 (3) z0 = x0 + y0i  adalah titik di dalam R 
Maka fungsi f(z) kontinu di z0 bila dan hanya bila u(x, y) dan  
v(x, y) masing-masing kontinu di titik (x0 , y0). 
Bukti: 
Akan dibuktikan  bila dan hanya bila  

 

 dan 
 sebagaiman ditunjukkan pada 

pembuktian teorema 4.1 di atas. 
 
C. Penyelesaian Soal dan Latihan  
1. Buktikan bahwa  

2. Buktikan  , jika  

 Bukti: 
 Untuk setiap   kita dapat menentukan  sehingga 

      

Jika diberikan  maka terdapat  sehingga 
  

Karena , maka terdapat  sehingga 
. 

Jika  lebih kecil dari  dan  maka diperoleh: 

 

 (terbukti) 
 
3. Hitunglah setiap limit berikut ini dengan menggunakan 

teorema limit 
a.  

b.  

c.  
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d.  

 Jawab: 
a.  

 

 
 

 

b.  

.  

c.       

 .  

 

   

d.      
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d.  

 Jawab: 
a.  

 

 
 

 

b.  

.  

c.       

 .  

 

   

d.      

 

 

 

4. Hitunglah limit berikut. 

 a) 
1)z(z

zlim 4

2

3 


i
ez


  

 b) 
)6)43((2z

4zlim 2

2

2 iiziz 



         

     c)  3z
sin-z lim z

iz
    

d)  
)12(z
12-z lim 24

2




 z
iz

iz
 

e)
zsin 

 e )(lim
z

imz
imz







 

f) 
)1(z

z)e(lim 3

i
3
π

3 




z
i

ez


 (Jwb: i
6
3

6
1

 ) 

     (No. 95, Murray R. Spiegel, 1991: 69). 

5. Tunjukkan bahwa 
2
1

1
23

lim
2

1





 z
z

z
 

6. Jika f(z) = i
y
x

yx
xy

2

2

22

24



. Buktikan bahwa  

ada.tidak )(lim
0

zf
z

 

7. Tunjukkan bahwa jika f(z) = z3 + 3z2 + z maka  

163)()(lim 0
2

0
0






zz

zz
zfzf o

zz o

 

8. Diberikan fungsi: 
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3i  -z

6z-z2 i
,    untuk  z   3i 

        
           4   +   5i   ,    untuk  z  = 3i 
  

a. Buktikan bahwa     )(lim
3

zf
iz

ada dan tentukan nilainya        

b. Apakah f(z) kontinue pada    z  = 3i? 
9. Diberikan fungsi: 

                     
3i  -z

6z-z2 
,    untuk  z   3i 

       
8   +   5i   ,    untuk  z  = 3i 

  
a. Buktikan bahwa     )(lim

3
zf

iz
ada dan tentukan nilainya  

b. Apakah f(z) kontinue pada    z  = 3i? 
 

10. Diberikan fungsi 
)42(2

4f(z) 3

2

iizzzz
z




 , periksa  

  kekontinuan f(z) pada z = 2i. 

11. Periksa semua titik ketakkontinuan dari fungsi berikut. 

a. 
22

65f(z) 2 



zz

z
  d. 

81
83f(z) 4 




z
z

 

b. 
1

coshf(z) 2


z
z    e. 

1
1f(z)

3





z
z

 

c.  
23

1f(z) 2

2





zz

z
  f. 

9
1f(z) 3

2





z
z

 

 
 

f(z) = 

f(z) = 
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3i  -z

6z-z2 i
,    untuk  z   3i 

        
           4   +   5i   ,    untuk  z  = 3i 
  

a. Buktikan bahwa     )(lim
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ada dan tentukan nilainya        

b. Apakah f(z) kontinue pada    z  = 3i? 
9. Diberikan fungsi: 
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 , periksa  

  kekontinuan f(z) pada z = 2i. 

11. Periksa semua titik ketakkontinuan dari fungsi berikut. 
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D. Peta Konsep 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 4.2: Peta Konsep Limit dan Kekontinuan  

(1) Pengertian Limit  
Definisi 4.1: 
Suatu fungsi f(z) terdefinisi atau 
mempunyai limit L untuk 

, kecuali pada 
 

   
 

 

(2) Terorema Limit  
• Jika

   
Jika dan hanya jika  

 
 

• 

• 

•  g(z) ≠ 0

(3) Pengertian Kekontinuan
 Definisi 4.2 

Misalkan f (z) terdefinisi dan bernilai 
tunggal dalam suatu lengkungan dari 

 dan pada  (yaitu 
lingkungan ). Fungsi f (z) 
dikatakan kontinu di  jika 

. 
suatu fungsi disebut kontinu di z =  
apabila  
dengan syarat: 
(1)  

(2) ,  

(3)  

 
Limit Peubah 

 Kompleks 

(4) Teorema Kekontinuan 
Teorema 4.5 
Jika f(z) dan g(z) kontinu di z = z0, 
maka fungsi f(z) + g(z), 

f(z) – g(z), f(z)g(z) dan , 

dengan g(z0)  0, juga kontinu di 
z0. 
Teorema 4.7 
Jika w = f(z) kontinu di z = z0 dan z 
= g(ζ) kontinu pada ζ= ζ0 dan jika 
ζ0  = f (z0), maka fungsi w = 
g[f(z)], yang dinamakan fungsi 
komposisi kontinu di z = z0.   

Kekontinuan 
Peubah 

 Kompleks 
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BAB V 

PENDIFERENSIALAN                                 
PEUBAH KOMPLEKS 

 
A. Definisi Turunan 

Pemahaman yang baik tentang limit dan kekontinuan 
sebagaimana telah dibahas pada bab IV menjadi dasar untuk 
mempelajari konsep turunan fungsi atau peubah kompleks.  
Definisi 5.1 
Misalkan fungsi f terdefinisi pada z0, maka derivatif atau 
turunan dari f di z0 didefinisikan 
sebagai . 

Fungsi f dapat diturunkan di z0, jika  = z - z0  atau  z = z0+ 
, sehingga bentuk lain dari definisi 5.1 dapat dituliskan 

sebagai: .  Jika  ada maka 

dikatakan bahwa fungsi f mempunyai turunan (differensiable) di 
z0. Representasi/simbol lain dari  adalah  di z0. 

Contoh 5.1 
Tentukan turunan dari fungsi berikut: 
a. f(z) = sinz             b. f(z) = lnz         c. f(z) = 3z2 + 2z +1 
Jawab: 
a. Dengan menggunakan definisi turunan: 
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BAB V 

PENDIFERENSIALAN                                 
PEUBAH KOMPLEKS 

 
A. Definisi Turunan 

Pemahaman yang baik tentang limit dan kekontinuan 
sebagaimana telah dibahas pada bab IV menjadi dasar untuk 
mempelajari konsep turunan fungsi atau peubah kompleks.  
Definisi 5.1 
Misalkan fungsi f terdefinisi pada z0, maka derivatif atau 
turunan dari f di z0 didefinisikan 
sebagai . 

Fungsi f dapat diturunkan di z0, jika  = z - z0  atau  z = z0+ 
, sehingga bentuk lain dari definisi 5.1 dapat dituliskan 

sebagai: .  Jika  ada maka 

dikatakan bahwa fungsi f mempunyai turunan (differensiable) di 
z0. Representasi/simbol lain dari  adalah  di z0. 

Contoh 5.1 
Tentukan turunan dari fungsi berikut: 
a. f(z) = sinz             b. f(z) = lnz         c. f(z) = 3z2 + 2z +1 
Jawab: 
a. Dengan menggunakan definisi turunan: 

  

   

  

 

  

  

Jadi turunan dari f(z) = sinz adalah f’(z) = cos z 

b. Dengan menggunakan definisi turunan: 
  

  

  

  

  

 .     

Jadi turunan dari f(z) = lnz adalah f’(z) = . 

c. Dengan menggunakan definisi turunan: 
  

     

     

     

     

    Jadi turunan f(z) = 3z2 + 2z +1 adalah f ‘(z) = 6z + 2. 
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Dengan menggunakan definisi dan analisis yang sama 
dengan contoh 5.1, dapat ditentukan turunan fungsi peubah 
kompleks lainnya. Hal ini serupa dengan penerapan definisi 
turunan fungsi pada pembelajaran Kalkulus. 

Selanjutnya suatu fungsi yang differensiable mengakibatkan 
fungsi tersebut kontinu, tetapi tidak sebaliknya. Hal ini berarti 
bahwa kekontinuan suatu fungsi di suatu titik tidak menjamin 
adanya turunan fungsi dititik itu. Kekontinuan suatu fungsi di 
suatu titik bukan syarat cukup untuk adanya turunan atau 
derivatif fungsi dititik itu. Perhatikan penjelasan berikut. 
(1)  Misalkan  ada, maka: 

  

 
 

 .0  = 0,  sehingga 

  . Dengan 
demikian fungsi f  differensiable di z0 mengakibatkan fungsi f 
kontinu di z0. 

(2) Fungsi f(z) =  kontinu di semua titik, tetapi derivatif dari 
fungsi tersebut hanya ada untuk z = 0 saja.  
Untuk f(z) =  = x2 + y2 maka f(z) = u(x,y)+iv(x,y) atau u(x,y) 
= x2 + y2 dan  v(x,y) = 0. Oleh karena u(x,y) dan v(x,y) kontinu 
di semua titik (x,y) maka f(z) juga kontinu di semua titik z, 
sehingga: 

 
Jadi derivatif f dititik z = 0 ada dan   Selanjutnya: 
Untuk z ≠ 0 maka: 
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Dengan menggunakan definisi dan analisis yang sama 
dengan contoh 5.1, dapat ditentukan turunan fungsi peubah 
kompleks lainnya. Hal ini serupa dengan penerapan definisi 
turunan fungsi pada pembelajaran Kalkulus. 

Selanjutnya suatu fungsi yang differensiable mengakibatkan 
fungsi tersebut kontinu, tetapi tidak sebaliknya. Hal ini berarti 
bahwa kekontinuan suatu fungsi di suatu titik tidak menjamin 
adanya turunan fungsi dititik itu. Kekontinuan suatu fungsi di 
suatu titik bukan syarat cukup untuk adanya turunan atau 
derivatif fungsi dititik itu. Perhatikan penjelasan berikut. 
(1)  Misalkan  ada, maka: 

  

 
 

 .0  = 0,  sehingga 

  . Dengan 
demikian fungsi f  differensiable di z0 mengakibatkan fungsi f 
kontinu di z0. 

(2) Fungsi f(z) =  kontinu di semua titik, tetapi derivatif dari 
fungsi tersebut hanya ada untuk z = 0 saja.  
Untuk f(z) =  = x2 + y2 maka f(z) = u(x,y)+iv(x,y) atau u(x,y) 
= x2 + y2 dan  v(x,y) = 0. Oleh karena u(x,y) dan v(x,y) kontinu 
di semua titik (x,y) maka f(z) juga kontinu di semua titik z, 
sehingga: 

 
Jadi derivatif f dititik z = 0 ada dan   Selanjutnya: 
Untuk z ≠ 0 maka: 

  

 

   

Jadi  ada, maka nilai   , hal ini 
bergantung kepada caranya ),  yaitu, 
Jika   maka  dan  , sehingga 

  

 

Jika   maka  dan  , sehingga 
  

  

Jika  ada maka haruslah (1) = (2)   
atau  2x = -2iy  hanya berlaku jika x = y = 0. Dengan demikian 

 tidak ada untuk (x, y) ≠ 0 atau z ≠ 0. Jadi f(z) =  tidak 
mempunyai derivatif untuk z ≠ 0. 
 

Teorema 5.1: Aturan Pendiferensialan 
Misalkan fungsi f(z), g(z) dan h(z) diferensiabel untuk setiap titik 
z dalam daerah D, maka aturan pendiferensialan sebagai 
berikut. 
a.  

Dengan notasi derivatif, maka  dapat ditulis 
sebagai  

    
b. , dimana c konstanta  

c.   
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d. , g(z)≠0. 

e. Jika w = f() dan  = g(z), maka turunan fungsi komposisi: 

   

, selanjutnya dengan cara yang sama, jika w = 
f(),  = g() dan  = h (z) maka     

 
f. Jika w = f() maka   serta  = f -1(w) maka   

 Dihubungkan oleh   

g. Jika w = g(t) dan z = f(t) dimana t parameter, maka 
 . 

Bukti: 
a.  

 
  

 (terbukti) 
 
b.  =  

c.    

  

  

=   
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d. , g(z)≠0. 

e. Jika w = f() dan  = g(z), maka turunan fungsi komposisi: 

   

, selanjutnya dengan cara yang sama, jika w = 
f(),  = g() dan  = h (z) maka     

 
f. Jika w = f() maka   serta  = f -1(w) maka   

 Dihubungkan oleh   

g. Jika w = g(t) dan z = f(t) dimana t parameter, maka 
 . 

Bukti: 
a.  

 
  

 (terbukti) 
 
b.  =  

c.    

  

  

=   

 

Bukti d, e, f, dan g diserahkan kepada pembaca. 

Contoh 5.2 
Gunakan aturan pendiferensialan untuk menentukan turunan 
setiap fungsi berikut. 
a. (3 + 2i) z2 – 2z +3       d. (7iz2 +3z + 2)3 
b. (5z2 + 2i) (2z – 3i)       e. 4 sin3(2z2 + 5z + 2) 
c. (3z + 2i) /(4z – 5i)           f.   

Jawab: 
a.   

   

  

  

 
 

b.    

  

  

  

c.   
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d.  

     Misalkan w =  maka  selanjutnya            

       maka  

 
2 

e. ,  

    Misalkan w =  maka ,  maka 

, selanjutnya  maka   
 

 

 

 
 

f.  

Dengan menggunakan cara yang sama pada nomor d, yaitu 
turunan pangkat dikalikan turunan variabel, dan nomor e, 
yaitu turunan pangkat dikali turunan sinus dikali turunan 
sudut. Sehingga   diperoleh melalui turunan ln 

dikali turunan fungsi, sebagai berikut: 
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d.  

     Misalkan w =  maka  selanjutnya            

       maka  

 
2 

e. ,  

    Misalkan w =  maka ,  maka 

, selanjutnya  maka   
 

 

 

 
 

f.  

Dengan menggunakan cara yang sama pada nomor d, yaitu 
turunan pangkat dikalikan turunan variabel, dan nomor e, 
yaitu turunan pangkat dikali turunan sinus dikali turunan 
sudut. Sehingga   diperoleh melalui turunan ln 

dikali turunan fungsi, sebagai berikut: 

 

  .  

 
B. Persamaan Cauchy-Riemann (C-R) 

Pengembangan syarat cukup agar suatu fungsi mempunyai 
turunan dapat dipelajari melalui teorema berikut. Syarat cukup 
ini menjamin adanya turunan dan menginformasikan dititik 
mana turunan dari fungsi tersebut terdefinisikan atau tidak 
terdefinisikan. 
Teorema 5.2  
Diketahui fungsi , apabila berlaku: 
1.  dan turunan parsial pertama, yaitu 

 kontinu pada lingkungan N dari z0 (Nr (z0)) 
2. Pada titik z0, berlaku   dan .   
Maka f ‘(z) ada dan f ‘(z) = . 
Bukti: 
Misalkan f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 
f = f(z0+z0) - f(z0) = u + iv, dimana 
u = u(x0+x, y0+y) - u(x0, y0) dan 
v = v(x0+x, y0+y) - v(x0, y0) 
Pada kalkulus dua peubah bahwa untuk sembarang titik (x0+x, 
y0+y) di N berlaku: 
u = u(x0+x, y0+y) - u(x0, y0)  
= uxx+ uyy+ αx+ βy, dengan α, β mendekati nol bila x dan 
y0 mendekati nol. Begitupula, 
v = v(x0+x, y0+y) - v(x0, y0)  
= vxx+ vyy+x+ y, dengan ,  mendekati nol bila x dan 
y mendekati nol. Sehingga diperoleh persamaan: 
u = uxx- vxy+ αx+ βy <<<(i) 
 
v = vxx+ uxy+x+ y <<<(ii), sehingga: 
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f(z0+z) - f(z0) = u(x0+x, y0+y)+ iv(x0+x, y0+y)  
    -u(x0, y0) + iv(x0, y0) 
 = u(x0+x, y0+y) - u(x0, y0)+ 
    v(x0+x, y0+y) - v(x0, y0)i 

   = u + iv 
Dari persamaan (1) dan (2) menghasilkan: 

  

   

...(iii)     

Dengan mengambil mengambil z 0 maka x 0, y 0, juga 

α, β, , dan  0, akibatnya  0 dan   0 

Karena   dan , maka jelaslah: 

  dan . Sehingga, untuk z 0  maka  

turunan f pada z0 adalah  Jadi f’(z) ada. 
 

Teorema berikut mempelajari bahwa jika f’(z) ada, maka  
formula turunan dari teorema berikut ini dapat 
diimplementasikan. 
 
Teorema 5.3  
Andaikan fungsi mempunyai turunan di 
titik z0 = (x0, y0), maka pada titik tersebut turunan f(z), yaitu f ‘(z) 
=  sehingga  dan .  
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f(z0+z) - f(z0) = u(x0+x, y0+y)+ iv(x0+x, y0+y)  
    -u(x0, y0) + iv(x0, y0) 
 = u(x0+x, y0+y) - u(x0, y0)+ 
    v(x0+x, y0+y) - v(x0, y0)i 

   = u + iv 
Dari persamaan (1) dan (2) menghasilkan: 

  

   

...(iii)     

Dengan mengambil mengambil z 0 maka x 0, y 0, juga 

α, β, , dan  0, akibatnya  0 dan   0 

Karena   dan , maka jelaslah: 

  dan . Sehingga, untuk z 0  maka  

turunan f pada z0 adalah  Jadi f’(z) ada. 
 

Teorema berikut mempelajari bahwa jika f’(z) ada, maka  
formula turunan dari teorema berikut ini dapat 
diimplementasikan. 
 
Teorema 5.3  
Andaikan fungsi mempunyai turunan di 
titik z0 = (x0, y0), maka pada titik tersebut turunan f(z), yaitu f ‘(z) 
=  sehingga  dan .  
 
 
 

 

Bukti:  
Misalkan  mempunyai derivatif di 

, yaitu f’(Z0), misalkan .  
 

   
 
 

 
 
Limit, sepanjang sumbu , sehingga untuk 

. 
 

 

 = a+bi 

  

Sehingga diperoleh persamaan: 
 dan     <<<..(i) 

Limit, sepanjang sumbu  

  

  = a+bi 
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Sehingga diperoleh persamaan: 
 dan  <<<..(ii) 

Dari persamaan (i) dan (ii) 
 dan  atau 

 
 
Kedua persamaan terakhir tersebut dinamakan persamaan 
Cauchy-Riemann 

 
Contoh 5.3 
Buktikan bahwa fungsi f ‘(z) ada untuk setiap z dari fungsi 
berikut: 
a. f(z) = iz + 5          c. f(z) = ex Cis y 

b. f(z) = .        d. f(z) = ex Cis (-y) 

Bukti: 
a. f(z) = iz + 5 = iz + 5 = i (x + iy) + 5 = (5 – y) + i (x), sehingga 

 

Jadi  ada dan kontinu di setiap titik (x, y). 

Syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu: 
 juga dipenuhi. Sehingga menurut 

teorema 5.2, maka f’(z) ada untuk setiap z, yaitu f ‘(z) = 
 

 
b.    

    
   ,  

Sehingga diperoleh fungsi: 
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Sehingga diperoleh persamaan: 
 dan  <<<..(ii) 

Dari persamaan (i) dan (ii) 
 dan  atau 

 
 
Kedua persamaan terakhir tersebut dinamakan persamaan 
Cauchy-Riemann 

 
Contoh 5.3 
Buktikan bahwa fungsi f ‘(z) ada untuk setiap z dari fungsi 
berikut: 
a. f(z) = iz + 5          c. f(z) = ex Cis y 

b. f(z) = .        d. f(z) = ex Cis (-y) 

Bukti: 
a. f(z) = iz + 5 = iz + 5 = i (x + iy) + 5 = (5 – y) + i (x), sehingga 

 

Jadi  ada dan kontinu di setiap titik (x, y). 

Syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu: 
 juga dipenuhi. Sehingga menurut 

teorema 5.2, maka f’(z) ada untuk setiap z, yaitu f ‘(z) = 
 

 
b.    

    
   ,  

Sehingga diperoleh fungsi: 

 

 dan  

 

 
 
Jadi  ada dan kontinu di setiap titik (x, y). 

Memenuhi syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu: 

 
 
Jadi f ‘(z) =  

c. f(z) = ex Cis y = ex (cos y + i sin y), maka 

 u = ex cos y dan v = ex sin y 
 ux = ex cos y dan  uy = - ex sin y  
 vx = ex sin y dan  vy = ex cos y 
 Enam fungsi tersebut adalah kontinu di titik (x, y) juga 

memenuhi C-R: , sehingga: 
f ‘(z) =  

 
d. f(z) = ex Cis (-y) = ex (cos y - i sin y), maka 
 u = ex cos y dan v = - ex sin y 
 ux = ex cos y dan  uy = - ex sin y  
 vx = - ex sin y dan  vy = - ex cos y 
 Enam fungsi tersebut adalah kontinu di titik (x, y), namun 

tidak memenuhi syarat  C-R, dalam hal ini:  
, sehingga f’(z) tidak ada pada titik manapun. 
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Catatan:  
1) Kekontinuan fungsi-fungsi u(x, y), v(x, y), ux(x, y), vx(x, y), 

uy(x, y), vy(x, y) merupakan syarat cukup adanya turunan, 
namun secara umum bukanlah termasuk termasuk syarat 
perlu.  

2) Berlakunya syarat Cauchy-Riemann di suatu titik dari suatu 
fungsi f belum menjamin adanya turunan atau derivatif 
dititik tersebut. 
 

Contoh 5.4  

Diberikan fungsi  

Tunjukkan bahwa f(z) kontinu dan memenuhi syarat Cauchy-
Riemann di z = 0, tetapi f ‘(z) tidak ada. 
Jawab: 

 

 

 

Untuk (x, y) ≠ (0, 0)  

 
, sehingga  
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Catatan:  
1) Kekontinuan fungsi-fungsi u(x, y), v(x, y), ux(x, y), vx(x, y), 

uy(x, y), vy(x, y) merupakan syarat cukup adanya turunan, 
namun secara umum bukanlah termasuk termasuk syarat 
perlu.  

2) Berlakunya syarat Cauchy-Riemann di suatu titik dari suatu 
fungsi f belum menjamin adanya turunan atau derivatif 
dititik tersebut. 
 

Contoh 5.4  

Diberikan fungsi  

Tunjukkan bahwa f(z) kontinu dan memenuhi syarat Cauchy-
Riemann di z = 0, tetapi f ‘(z) tidak ada. 
Jawab: 

 

 

 

Untuk (x, y) ≠ (0, 0)  

 
, sehingga  

 

 

  =  .  Jadi  

Jika  
Dengan cara yang sama diperoleh bahwa  kontinu di (0,0) 
sehingga f(z) kontinu di (0,0) atau di z = 0. 
 

 

 

 

 

 dan . Jadi syarat C-R 
berlaku di titik (0, 0). Selanjutnya akan ditentukan turunan f(z) 
di z = 0, melalui:    

(1) Untuk z = x, maka  =   

  = 1 + i 

(2) Untuk y = x, maka  =   

  =   

Karena (1) dan (2) tidak sama, maka   tidak ada. 

Sehingga f ‘(0) tidak ada. 
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C. Fungsi Analitik  
Konsep fungsi analitik sebagai bagian esensial dalam teori 

fungsi kompleks dan memiliki struktur yang sangat kuat untuk 
diimplementasikan lebih luas berdasarkan sifat-sifatnya. 
Definisi 5.2 
Suatu fungsi f(z) dinamakan analitik dalam domain D jika f(z) 
dapat diturunkan pada setiap titik dari D. Fungsi f(z) analitik di 
titik z0 apabila  Nr (z0) sedemikian hingga f ’(z0) ada z  Nr 
(z0). Jadi keanalitikan f(z) di z0 berarti f(z) mempunyai turunan 
pada setiap titik di dalam lingkungan dari z0 termasuk z0 sendiri. 

 
Contoh 5.5 
Fungsi   maka f(z) tidak kontinu di z = i, karena f’(i) 
tidak ada atau f(z) tidak analitik di z = i. Namun demikian f(z) 
analitik di suatu titik dalam setiap sekitar z = i, misalnya (zk). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    

 
Dari definisi 5.2, titik z0 disebut titik singular dari f(z) 

apabila f(z) analitik di suatu titik dalam setiap sekitar dari z0 
kecuali di z0 itu sendiri. Titik z = i pada contoh 5.1 adalah sebuah 

x 

z = i 
zk 

y 

Gambar 5.1: Keanalitikan  
 

f ‟( )   ada z  Nr (zk) 
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C. Fungsi Analitik  
Konsep fungsi analitik sebagai bagian esensial dalam teori 

fungsi kompleks dan memiliki struktur yang sangat kuat untuk 
diimplementasikan lebih luas berdasarkan sifat-sifatnya. 
Definisi 5.2 
Suatu fungsi f(z) dinamakan analitik dalam domain D jika f(z) 
dapat diturunkan pada setiap titik dari D. Fungsi f(z) analitik di 
titik z0 apabila  Nr (z0) sedemikian hingga f ’(z0) ada z  Nr 
(z0). Jadi keanalitikan f(z) di z0 berarti f(z) mempunyai turunan 
pada setiap titik di dalam lingkungan dari z0 termasuk z0 sendiri. 

 
Contoh 5.5 
Fungsi   maka f(z) tidak kontinu di z = i, karena f’(i) 
tidak ada atau f(z) tidak analitik di z = i. Namun demikian f(z) 
analitik di suatu titik dalam setiap sekitar z = i, misalnya (zk). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                    

 
Dari definisi 5.2, titik z0 disebut titik singular dari f(z) 

apabila f(z) analitik di suatu titik dalam setiap sekitar dari z0 
kecuali di z0 itu sendiri. Titik z = i pada contoh 5.1 adalah sebuah 

x 

z = i 
zk 

y 

Gambar 5.1: Keanalitikan  
 

f ‟( )   ada z  Nr (zk) 
 

 

titik singular. Dengan demikian suatu titik z0 dinamakan 
singularitas atau titik singular bagi fungsi f(z) jika hanya jika 
f(z) gagal menjadi analitik pada z0 dan setiap lingkungan z0 
memuat paling sedikit satu titik yang membuat f(z) analitik. 

Selanjutnya f(z) analitik di dalam D jika f(z) analitik di setiap 
titik dalam D. Fungsi yang analitik di seluruh bidang z disebut 
fungsi menyeluruh (entire function). Keanalitikan di z0 
berimplikasi kepada eksistensi f’(z) di z0. Sebaliknya jika f’(z) 
eksis atau ada belum tentu f(z) analitik di di z0.  
Contoh 5.6 
Fungsi f(z) =  mempunyai turunan hanya pada z = 0, 
akibatnya f(z) tidak analitik untuk setiap z pada bidang-z. Hal 
ini berarti f ’(z) tidak ada di seitap lingkungan titik manapun.  
 
Contoh 5.7 
Suatu polinomial: P(z) = c0 + c1z + c2z2 + <<+ cnzn adalah fungsi 
menyeluruh, karena turunan P(z) yaitu P’(z) ada atau terdefinsi 
pada setiap z pada bidang-z. 
Contoh 5.8 

 

Adalah hasil bagi dua fungsi menyeluruh, karena fungsi 
pembilang dan penyebut terdiri dari polinom. F’(z) terdefinisi 
untuk setiap titik kecuali di z = ± 2i, sehingga pada titik tersebut 
fungsi f(z) tidak terdefinisikan. Dengan demikian f(z) analitik 
pada setiap z kecuali di 2i dan -2i. 
 

Suatu fungsi yang terdiri hasilbagi dua fungsi menyeluruh 
dinamakan fungsi meromorfik. 
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Teorema 5.4 
Diketahui fungsi f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Andaikan bahwa 
1. Fungsi-fungsi u, v dan turunan parsial ux, vx, uy, dan vy 

kontinu di setiap titik di dalam lingkungan tertentu N dari 
(z0) atau Nr (z0). 

2. Syarat Cauchy-Riemann ux = vy dan uy = - vx berlaku pada 
setiap titik di N. 

Maka f(z) analitik pada z0. 
 
Bukti: Gunakan teorema 5.2 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan 
fungsi. 
 
Contoh 5.9: 
Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut ini adalah analitik: 
a. f(z) = 3z4   b. f(z) = cos2z  

Jawab: 
a. )      

       

         

Sehingga diperoleh fungsi: 

 dan 
      

 

 
 
Jadi   kontinu di setiap titik (x, y). 
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Teorema 5.4 
Diketahui fungsi f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Andaikan bahwa 
1. Fungsi-fungsi u, v dan turunan parsial ux, vx, uy, dan vy 

kontinu di setiap titik di dalam lingkungan tertentu N dari 
(z0) atau Nr (z0). 

2. Syarat Cauchy-Riemann ux = vy dan uy = - vx berlaku pada 
setiap titik di N. 

Maka f(z) analitik pada z0. 
 
Bukti: Gunakan teorema 5.2 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan 
fungsi. 
 
Contoh 5.9: 
Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut ini adalah analitik: 
a. f(z) = 3z4   b. f(z) = cos2z  

Jawab: 
a. )      

       

         

Sehingga diperoleh fungsi: 

 dan 
      

 

 
 
Jadi   kontinu di setiap titik (x, y). 

 

Ternyata memenuhi syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu: 

 

Jadi f(z) = 3z 4 adalah fungsi analitik 
 

 

 

 

 
Sehingga diperoleh fungsi: 

 
   

 

 

 
 
Jadi   kontinu di setiap titik (x, y). 

Ternyata memenuhi syarat Cauchy-Riemann (C-R), yaitu: 

 

Jadi f(z) = cos 2z adalah fungsi analitik 
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Teorema 5.5 
Andaikan bahwa fungsi f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitik di z0, 
maka  ux = vy dan uy = - vx pada setiap titik pada suatu 
lingkungan titik z0. 
Bukti: Gunakan teorema 5.3 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan 
fungsi. 
Teorema 5.6 
Andaikan bahwa Jika f(z) dan g(z) adalah fungsi analitik di 
dalam D, maka f(z)+g(z), f(z).g(z), f(z) o g(z),  asal g(z) ≠ 0 

juga merupakan fungsi analitik di dalam D. 
Bukti: Gunakan teorema 5.1 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan 
fungsi. 
 
D. Persamaan Laplace dan Fungsi Harmonik  

Misalkan fungsi f(z) = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitik di 
dalam D pada bidang-z. Menurut persamaan Cauchy-Riemann   

 
Jika masing-masing persamaan diturunkan secara parsial 
terhadap x dan y, maka diperoleh: 
 

 

 

 

 



135 

Teorema 5.5 
Andaikan bahwa fungsi f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitik di z0, 
maka  ux = vy dan uy = - vx pada setiap titik pada suatu 
lingkungan titik z0. 
Bukti: Gunakan teorema 5.3 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan 
fungsi. 
Teorema 5.6 
Andaikan bahwa Jika f(z) dan g(z) adalah fungsi analitik di 
dalam D, maka f(z)+g(z), f(z).g(z), f(z) o g(z),  asal g(z) ≠ 0 

juga merupakan fungsi analitik di dalam D. 
Bukti: Gunakan teorema 5.1 dan definisi 5.2 tentang keanalitikan 
fungsi. 
 
D. Persamaan Laplace dan Fungsi Harmonik  

Misalkan fungsi f(z) = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitik di 
dalam D pada bidang-z. Menurut persamaan Cauchy-Riemann   

 
Jika masing-masing persamaan diturunkan secara parsial 
terhadap x dan y, maka diperoleh: 
 

 

 

 

 

 

Jika (1) + (2) dan (3) + (4), maka diperoleh:  

 

Kedua persamaan terakhir ini disebut persamaan Laplace. 
Selanjutnya dengan menggunakan  sebagai operator 
Laplacian, maka kedua persamaan dapat ditulis sebagai: 

 

dan mempunyai turunan parsial kedua yang kontinu dalam D. 

Definisi 5.2 
Fungsi dimana ),( yxu  dan ),( yxv  memenuhi persamaan 
Laplace di dalam suatu daerah D di dinamakan fungsi 
harmonik atau harmonik dalam D. Jika komponen real dan 
dan imajiner dari fungsi analitik f = u + iv merupakan fungsi 
harmonik maka ),( yxu disebut fungsi harmonik sekawan 
dari ),( yxv dalam domain D.  

 
Dua fungsi harmonik ),( yxu  dan ),( yxv  sedemikian 

hingga ivuzf )(  disebut harmonik sekawan, jika salah satu 
diketahui maka yang lain dapat dicari.  
 
Contoh 6.0 
(a)  Buktikan bahwa )cossin( yyyxeu x   fungsi harmonik 
(b)  Tentukan  v(x, y) sehingga f(z) = u + iv analitik 
Jawab: 
(a) Bukti:  

 yyeyxeu xx cossin    
 Dari Persamaan C-R 
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 y
vyyeyeyxe

x
u xxx






  cossinsin  

 x
vyyeyeyxe

y
u xxx






  sincoscos  

 
yyeyeyeyxe

x
u xxxx cossinsinsin2

2
 


  

 
yyeyeyeyxe

y
u xxxx cossinsinsin2

2
 




 

 02

2

2

2









y
u

x
u

 (terbukti sebagai fungsi harmonik) 

 

(b)  Ambil yyeyeyxe
y
v xxx cossinsin  

  

 dyyyeyeyxev xxx )cossinsin(    

 
)()cossinsin( xgdyyyeyeyxev xxxy

   

 
)()]cossinsin([ xgdyyyyyxev x    

 
)()](sincoscos[ xgdyyydyyxev x    

 
)(]sinsincoscos[ xgdydyyyyyyxev x    

 )(]cossincoscos[ xgyyyyyxev x    

 )(]sincos[ xgyyyxev x   (pers. yang dicari) 

    y
uxgyyeyeyxe

x
v xxx






  )(sincoscos ,  

    
yyeyeyxe

y
u xxx sincoscos:Diketahui  

  

cxgdxxgxg   )(0)(0)(, , 

diperoleh cyyyxev x   ]sincos[  sehingga fungsi  yang 
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 y
vyyeyeyxe

x
u xxx






  cossinsin  

 x
vyyeyeyxe

y
u xxx






  sincoscos  

 
yyeyeyeyxe

x
u xxxx cossinsinsin2

2
 


  

 
yyeyeyeyxe

y
u xxxx cossinsinsin2

2
 




 

 02

2

2

2









y
u

x
u

 (terbukti sebagai fungsi harmonik) 

 

(b)  Ambil yyeyeyxe
y
v xxx cossinsin  

  

 dyyyeyeyxev xxx )cossinsin(    

 
)()cossinsin( xgdyyyeyeyxev xxxy

   

 
)()]cossinsin([ xgdyyyyyxev x    

 
)()](sincoscos[ xgdyyydyyxev x    

 
)(]sinsincoscos[ xgdydyyyyyyxev x    

 )(]cossincoscos[ xgyyyyyxev x    

 )(]sincos[ xgyyyxev x   (pers. yang dicari) 

    y
uxgyyeyeyxe

x
v xxx






  )(sincoscos ,  

    
yyeyeyxe

y
u xxx sincoscos:Diketahui  

  

cxgdxxgxg   )(0)(0)(, , 

diperoleh cyyyxev x   ]sincos[  sehingga fungsi  yang 

 

dicari cyyyxeyxv x   )sincos(),( , yang merupakan fungsi  
harmonik sekawan dari u (x, y). 
 

Contoh 6.1 

(a) Buktikan bahwa yxxyyxv 232
2
3

2
3 22  harmonik 

(b) Tentukan fungsi  u (x, y) sehingga f(z) = u + iv analitik 
    Jawab: 
(a) Dari Persamaan C-R 

 y
uyx

x
v






 323  dan  

x
uyx

y
v






 232  

 
 

 
3dan     3 2

2

2

2









y
v

x
v  

 02

2

2

2









y
v

x
v

 (terbukti sebagai fungsi harmonik) 

(b) Ambil 232 

 yx

x
u  

    dxyxu )232(   

      
)()232( ygdxyxu

x
   

  
)(232 ygxxyxu   (pers yang dicari) 

     
323)('3 






 yx

x
vygx

y
u  

     
 

y
yydyyygyyg 3)32()( 32)(' 2  

 
Sehingga diperoleh fungsi )(23),( 2 ygxxyxyxu   
atau yxxyyxyxu 323),( 22  . 
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E. Turunan Fungsi Elementer 
Turunan fungsi elementer diperoleh dari teorema berikut. 

Teorema 5.7 
1.   16.   

2.   17.   

3.   18.   

4.   19.   

5.   20.   

6.   21.   

7.   22.   

8.   23.   

9.   24.   

10.     25.   

11.   26.   

12.   27.   

13.   28.   

14.   29.   

15.   30.   
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E. Turunan Fungsi Elementer 
Turunan fungsi elementer diperoleh dari teorema berikut. 

Teorema 5.7 
1.   16.   

2.   17.   

3.   18.   

4.   19.   

5.   20.   

6.   21.   

7.   22.   

8.   23.   

9.   24.   

10.     25.   

11.   26.   

12.   27.   

13.   28.   

14.   29.   

15.   30.   

 

 

Bukti nomor 5: 

 

    

   (terbukti) 
 
Bukti nomor 6: 
 

  

  

  (terbukti) 
 
Bukti nomor 13: 

   

  

  

  

  

Bukti nomor 15: 
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Bukti nomor 25: 

 

  

  

  

  

Bukti nomor 26: 
  

  

   

  

  

Bukti nomor 30: 
  

  



141 

  

  

  

Bukti nomor 25: 

 

  

  

  

  

Bukti nomor 26: 
  

  

   

  

  

Bukti nomor 30: 
  

  

 

  

  

  

  

 
Contoh 6.2 

Tentukan (a)  21 3i)(zsin
dz
d

  (b)  

(c) 














 21- z1

z
1cscz

dz
d

   (d) 3i)(ztan 1

2))}{(sin(iz
dz
d 

  

Jawab: 

(a)    1.
)3(1

1).3(sin23i)(zsin
dz
d

2

121

iz
iz


   

2

1

)3(1
)3(sin2

iz
iz








 

(b)   

Misalkan  maka  
,  sehingga   
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Jadi,   

(c) 














 21- z1

z
1cscz

dz
d

 

 = 
22

2
2

1-

z12
2)1.(

1)1(1

1).(
z
1csc

























 z

z
zz

z  

     = 
2

2
2

1-

z11)1(

1
z
1csc




















 z

z

 

     =   




















z
1csc

z11z
1csc 1-

22

1- z
z

z  

 

(d) 3i)(ztan 1

2))}{(sin(iz
dz
d 

  

    })2cot()3(tan

)2sin(ln
86

1{))2(sin(

})2cot()3(tan

)2sin(ln
86

1{

})2cos(
)2sin(

1)3(tan

)2sin(ln
86

1{

)}2sin(ln)3({tan
dz
d

1

2
)3(tan

1

2
)2sin(ln)3(tan

1

2
)2sin(ln)3(tan

1)2sin(ln)3(tan

1

1

1

1

iiziz

iz
izz

iz

iiziz

iz
izz

e

iiz
iz

iz

iz
izz

e

izize

iz

iziz

iziz

iziz
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Jadi,   

(c) 














 21- z1

z
1cscz

dz
d

 

 = 
22

2
2

1-

z12
2)1.(

1)1(1

1).(
z
1csc

























 z

z
zz

z  

     = 
2

2
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z11)1(

1
z
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 z

z
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z
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z11z
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(d) 3i)(ztan 1

2))}{(sin(iz
dz
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    })2cot()3(tan

)2sin(ln
86

1{))2(sin(

})2cot()3(tan

)2sin(ln
86

1{

})2cos(
)2sin(

1)3(tan

)2sin(ln
86

1{

)}2sin(ln)3({tan
dz
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1

2
)3(tan

1

2
)2sin(ln)3(tan

1

2
)2sin(ln)3(tan

1)2sin(ln)3(tan

1

1

1

1

iiziz

iz
izz
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iiziz

iz
izz

e

iiz
iz
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iz
izz

e
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iziz

iziz

iziz

















































 

 

F. Turunan Tingkat Tinggi 
Jika w = f(z) analitik dalam daerah D, maka derivatif f’(z), w’ 

atau  juga analitik dalam daerah D tersebut. Selanjunya jika 

f’(z), w’ atau  analitik pada daerah tersebut maka derivatifnya 

f’’(z), w’’ atau . Dengan cara yang sama turunan ke-n dari f(z) 

dapat dinyatakan sebagai f(n)(z), w(n) atau  dimana n adalah 
derajat turunan. Dengan demikian derivatif atau turunan 
pertama, kedua, ketiga,<.. adalah analitik di dalam D. Berikut 
teorema yang berlaku untuk fungsi peubah kompleks dan tidak 
perlu berlaku untuk peubah real. 

Teorema 5.8 
Jika f(z) adalah analitik dalam daerah D, maka f’(z), f’’(z), 
f’’(z),<<.., f(n) (z), juga analitik untuk setiap turunan tingkat 
tinggi dalam D. 
 

Contoh 6.3 
Tentukan turunan kedua dari fungsi berikut. 
a. 5 sin2 (3z – 2 + i)       b. cosh (2z +1)2      c. sin-1(lnz) 
Jawab: 
a. Misalkan f(z) = 5 sin2 (3z – 2 + i) 

f ’(z) = 10 sin (3z – 2 + i) cos (3z – 2 + i). 3 
f ’(z) = 30 sin (3z – 2 + i) cos (3z – 2 + i) 
f ‚(z) = 90cos2 (3z – 2 + i) – sin2 (3z – 2 + i)  
f ‚(z) = 90cos2 (3z – 2 + i) – 1+ cos2 (3z – 2 + i) 
f ‚(z) = 902cos2 (3z – 2 + i) – 1 
f ‚(z) = 90 cos (6z – 4 + 2i) (ingat cos 2α = 2cos2α – 1) 
 

b. Misalkan f(z) = cosh(2z + 1)2 
f ’(z) = (8z + 4) sinh (2z + 1)2 
f ‛(z) = 8 sinh (2z + 1)2 + (8z + 4) cosh (2z + 1)2.4(2z +1) 
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f ‛(z) = 8 sinh (2z + 1)2 + 4(2z + 1)2 cosh (2z + 1)2 
 
c. Misalkan f(z) = sin-1(lnz) 

   1
2

22
zln1

zln1
1

z
1.

zln1
1(z)' f








 z

z
 

 
 














z
zzz ln2.

zln1
1.

2
zln1zln1(z)'' f

2

2
2

2  

 
 














zln1
lnzln1zln1(z)'' f

2

2
2

2 zz  

 
 

 2
3

22

2

2

22
2

zln1

lnzln1-
zln1
lnzln1zln1(z)'' f





















z

zzz  

 
Contoh 6.4 

Tentukan turunan ke-n dari fungsi berikut. 
a.                b.  
Jawab: 

a.   1z-1
z-1

1(z) f   

  22 )1(!1)1(z-1   (z)' f   z  

  33 )1(!2)1)(1)(1(z-12  (z)'' f   z  

  44(3) )1(!3)1(!2z-13(z)f   z  

  55(4) )1(!4)1(!3z-14(z)f   z  

)1(
)1((n)

)1(
!)1(!(z)f 




 n

n

z
nzn  

b.   12z1
2z1

1(z) f 
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f ‛(z) = 8 sinh (2z + 1)2 + 4(2z + 1)2 cosh (2z + 1)2 
 
c. Misalkan f(z) = sin-1(lnz) 

   1
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Contoh 6.4 

Tentukan turunan ke-n dari fungsi berikut. 
a.                b.  
Jawab: 

a.   1z-1
z-1

1(z) f   

  22 )1(!1)1(z-1   (z)' f   z  

  33 )1(!2)1)(1)(1(z-12  (z)'' f   z  

  44(3) )1(!3)1(!2z-13(z)f   z  

  55(4) )1(!4)1(!3z-14(z)f   z  

)1(
)1((n)

)1(
!)1(!(z)f 




 n

n

z
nzn  

b.   12z1
2z1

1(z) f 


  

 

  22 )21(!2)1()2(2z1   (z)' f   z  

  3223 )21(2!2)1()2)(2)(1(2z12  (z)'' f   z  

  4334(3) )21(2!3)1()2)(2)(2()1)(1(2z13  (z)f   z  

544(4) )21(2!4)1(  (z)f  z  

)1(
)1((n)

)21(
2!)1()21(2!)1(  (z)f 






 n

nn
nnn

z
nzn  

 
 

G. Aturan L’Hospital 
Misalkan f(x) dan g(x) analitik dalam suatu daerah yang 

memuat titik z0 dan andaikan f(z0) = g(z0) tetapi g’(z0) ≠ 0, maka  
. 

Bukti: 

 

Misalkan :   

Untuk  dan  
  
  

dengan cara yang sama untuk fungsi : 
  

dimana  sehingga diperoleh: 
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Untuk  maka   maka:

 

Contoh 6.5 

 (a) 
iz
iz

iz
Lim

6

2





     (b) 

)3)61((2z
9zlim 2

2

3 iziiz 



        

(c)  30 z
cos2-1 lim z

z
      (d)  

)12(z
2z lim 24

2




 z
iz

iz
 

Jawab: 

   0
11
11

i)(i
11

1(i)
1(i)

iz
iz

iz
Lim

(a) 326

2

6

2

















  
Dengan menggunakan aturan L’Hospital: 

.
3
1

6(i)
2(i)

)i6(i
2(i)

6(i)
2(i)

6z
2z

iz
Lim

1z
1z

iz
Lim

4556

2









 

(b) 
)3)61((2z

9zlim 2

2

3 iziiz 



 

     iiiiz 61
6i

61(4(3i)
2(3i)

61(4z
2zlim

3 






 

     37
6i36

)3)61((2z
9zlim 2

2

3







 iziiz
 

(c)  
6z

 2cos lim
3z
sin2 lim

z
cos2-1 lim

02030

zzz
zzz 

  



147 

 

Untuk  maka   maka:

 

Contoh 6.5 

 (a) 
iz
iz

iz
Lim

6

2





     (b) 

)3)61((2z
9zlim 2

2

3 iziiz 



        

(c)  30 z
cos2-1 lim z

z
      (d)  

)12(z
2z lim 24

2




 z
iz

iz
 

Jawab: 

   0
11
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i)(i
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1(i)
1(i)

iz
iz
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Lim
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2

6

2

















  
Dengan menggunakan aturan L’Hospital: 

.
3
1

6(i)
2(i)

)i6(i
2(i)

6(i)
2(i)

6z
2z

iz
Lim

1z
1z

iz
Lim

4556

2









 

(b) 
)3)61((2z

9zlim 2

2

3 iziiz 



 

     iiiiz 61
6i

61(4(3i)
2(3i)

61(4z
2zlim

3 






 

     37
6i36

)3)61((2z
9zlim 2

2

3







 iziiz
 

(c)  
6z

 2cos lim
3z
sin2 lim

z
cos2-1 lim

02030

zzz
zzz 

  

 

      .0
6   

0.2- 
6

2sin - lim
0




z
z

 

(d)
 )4(4z

2z lim
)12(z

2z lim 324

2

z
i

z
iz

iziz 







  

      4
1     

8
2     

)4(-12
2 

)4(12z
2 lim 2 








 iz

  

     
H. Turunan Fungsi Implisit 

Misalkan F (z, w) = 0 adalah sebuah fungsi implisit, apabila 
y = F (z, w) maka turunan fungsi implisit didefinisikan sebagai: 

dw
w
Fdz

z
F

z
y












   0





 dw

w
Fdz

z
F

 

 dw
w
Fdz

z
F








 

w
F
z
F

dz
dw






 . 

Contoh 6.6 
Diketahui fungsi implisit: 
(a) z3 + w3 = 1 dan             (b) 1222  zwywz  

tentukan 
dz
dw

 dan  2

2

dz
wd

 

Jawab: 
(a)  F(z, w) = z3 + w3 – 1  

2

2

2

2
22

3
3maka,3dan3

w
z

w
z

dz
dww

w
Fz

z
F









 

Cara lain: Diferensialkan terhadap z dengan memandang w 
sebagai fungsi implisit dari z, sehingga diperoleh: 
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0)1()()(0)1( 3333 
dz
dw

dz
dz

dz
dwz

dz
d

 

2

2
2222 330033

w
z

dz
dwz

dz
dww

dz
dwwz   

Selanjutnya 4

22

2

2 .22

w
dz
dwwzwz

dz
wd 






 

  

Dari z3 + w3 = 1, maka w3 = 1 - z3 atau 3 3 )1( zw   

4

3 23

2
3 323 23

2

2 )1(
.()1(2)1(2

w
z

zzzzz

dz
wd 

















  

43 3

3 23

2
3 323 23

2

2

)1(

)1(
)1(2)1(2

z

z
zzzzz

dz
wd


































  

(b) 0)122( 2  zwywz
dz
d

(y konstanta) 

02222 
dz
dwzw

dz
dwyz  

)22()22( wz
dz
dwzy   

)(
)(

yz
wz

dz
dw




 , Selanjutnya turunan ke-2 

22

2

)(

)(()1()()1(

yz

wzyz
dz
dw

dz
wd
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I. Penyelesaian Soal dan Latihan 
1. Carilah )(' zf  dengan menggunakan definisi dari setiap 

fungsi berikut: 
a. ,342)( 2  zzzf    c. zzf cos)(   
b. ,53)( 3  zzzf  d. zzf tan)(   

 
2. Tentukan )(' zf dari setiap fungsi berikut: 

c. 2  z pada;354)( 0
2  iizzzf  

d. i1-  z pada;32)( 0
3  izzzf  

3. Dengan menggunakan aturan pendiferensialan, tentukan   

 (a) )2)(42( iziz
dz
d

       (b)
 

)3/()52( 2 iziz
dz
d

  

(c) 423 )142(  zizz
dz
d

      (d) )252(sin3)( 23  zzxf  

Jawaban (a), (b), dan (c) diserahkan kepada pembaca 
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Jawaban (d): )252(sin3)( 23  zzxf  

  
 
 )252(cos)252(cos)4536(

)252cos()252(cos1)54(9
)252cos()252(sin)54(9         
)252cos()54)(252(sin9)('

2322

2222

2222

2222









zzzzz
zzzzz

zzzzz
zzzzzxf

 

4. Buktikan bahwa fungsi f ‘(z) ada untuk setiap z dari fungsi: 
a. f(z) = 2z e - z      c. f(z) = sin 3z 

b. f(z) = .   d. f(z) = 
22Ze  

 
5. Periksa apakah fungsi-fungsi berikut analitik  
 
     a. f (z) = z2 + 3iz + 3 + i  b. f (z) = (1 + 3i) z2 
 c. f (z) = cis (-2y)   d. f(z)  = sinh 2z 
  
6. Periksa titik dimana fungsi tidak analitik (titik singular), 

kemudian carilah turunan disetiap titik lainnya. 

a. 
4
2




z
iz

                           zz
zz




3

2

c.  

b. 
9

122
2

234




z
zzizz

            d.
 52

27
2 


zz

iz
 

 
7. Tunjukkan bahwa komponen real dan imajiner dari setiap 

fungsi berikut  adalah fungsi harmonik. Kemudian carilah 
fungsi harmonik sekawannya  v  untuk membentuk fungsi 
analitik .ivuf    
a. u = sinx cosh y + i cos x sinh y     c. u = xy 

b. u = )(Cis
22

xye yx        d. u = 3x – 3xy 
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Jawaban (d): )252(sin3)( 23  zzxf  

  
 
 )252(cos)252(cos)4536(

)252cos()252(cos1)54(9
)252cos()252(sin)54(9         
)252cos()54)(252(sin9)('

2322

2222

2222

2222









zzzzz
zzzzz

zzzzz
zzzzzxf

 

4. Buktikan bahwa fungsi f ‘(z) ada untuk setiap z dari fungsi: 
a. f(z) = 2z e - z      c. f(z) = sin 3z 

b. f(z) = .   d. f(z) = 
22Ze  

 
5. Periksa apakah fungsi-fungsi berikut analitik  
 
     a. f (z) = z2 + 3iz + 3 + i  b. f (z) = (1 + 3i) z2 
 c. f (z) = cis (-2y)   d. f(z)  = sinh 2z 
  
6. Periksa titik dimana fungsi tidak analitik (titik singular), 

kemudian carilah turunan disetiap titik lainnya. 

a. 
4
2




z
iz

                           zz
zz




3

2

c.  

b. 
9

122
2

234




z
zzizz

            d.
 52

27
2 


zz

iz
 

 
7. Tunjukkan bahwa komponen real dan imajiner dari setiap 

fungsi berikut  adalah fungsi harmonik. Kemudian carilah 
fungsi harmonik sekawannya  v  untuk membentuk fungsi 
analitik .ivuf    
a. u = sinx cosh y + i cos x sinh y     c. u = xy 

b. u = )(Cis
22

xye yx        d. u = 3x – 3xy 
 

 

8. Diketahui fungsi  u(x,y)  =  3x2y +2x2 – y3 – 2y2   
a. Buktikan bahwa fungsi u(x,y) adalah fungsi harmonik, 
b. Carilah fungsi harmonik sekawan u(x,y), 
c.  Nyatakan  f(z) = u + iv  dalam suku-suku dari z. 

 
9. Diketahui fungsi  v(x,y)  =  x2 – y2 +2xy – 3x – 2y  

a. Buktikan bahwa fungsi v(x,y) adalah fungsi harmonik, 
b. Carilah fungsi harmonik sekawan v(x,y), 
c. Nyatakan  f(z) = u + iv  dalam suku-suku dari z. 

 
10. Buktikan diferensial berikut. 

a.       d.  

b.       e.  
 

c.                         f.   

Bukti: 
 
a.  (c) = 0  dimana C adalah sembarang konstanta. 

     

 (c) =  =  = 0  (terbukti) 

 
b.  =  

            =  

            = {  
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    (terbukti) 
c. Misalkan w =  =    

maka komponen    
Sehingga   dan 

  , memenuhi dalil C-R. 

Maka   ada, yaitu:   

  (terbukti) 
 

d.   

  

  

  

  (terbukti) 

e.   

  

   (terbukti) 

f.   
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    (terbukti) 
c. Misalkan w =  =    

maka komponen    
Sehingga   dan 

  , memenuhi dalil C-R. 

Maka   ada, yaitu:   

  (terbukti) 
 

d.   

  

  

  

  (terbukti) 

e.   

  

   (terbukti) 

f.   

  

 

  

  

    (terbukti) 

11. Tentukan turunan setiap fungsi berikut. 
a. )252(sin3)( 23  zzzf  
b. 34)5()(  zizzf  
c. ))12((tanln)(  izzf  
d. ))1((tanln)( 21   zzf  

e.  21 )32(sin)(   zzf  

f. 31 )23(tan)(   izzf  

g. )3((ln(cosh)( 21 zzzf    
      Jawab (a): 

  
 
 )252(cos)252(cos)4536(

)252(cos)252(cos1)54(9
)252(cos)252(sin)54(9         
)252(cos)54)(252(sin9)('

2322

2222

2222

2222









zzzzz
zzzzz

zzzzz
zzzzzxf

 

       Jawab (b), (c), (d), (e), (f), dan (g) diserahkan kepada 
pembaca. 

 
12. Tentukan turunan ke-n dari fungsi berikut. 

   a.               b.  

13. Dengan menggunakan aturan L’Hospital, hitunglah  
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a.  
2zsin 

e )(lim
z

imz
imz







     c. 
2

1

0 3
3sinlim

Z

z z
z









  

b. 
)1(z

2z)e(lim 3

i
3
π

3 




z
i

ez


       d. 30 z
sin3z-2z lim

z
 

14. Tentukan 
dz
dw

dan 2

2

dz
wd

dari fungsi implisit berikut. 

a) 2z3w – 7w – z2 + 1 = 0 
b) w3 – 2 w 2z + Sin3z = 0  
c) w3 – 2 w 2z + 4ln z = 0 
Jawab: 
(a)  2z3w – 7w – z2 + 1 = 0 

  

 

 

   

  

 
(b)  Solusi diserahkan kepada pembaca  

(c)    
⇔  

⇔   



155 

a.  
2zsin 

e )(lim
z

imz
imz







     c. 
2

1

0 3
3sinlim

Z

z z
z









  

b. 
)1(z

2z)e(lim 3

i
3
π

3 




z
i

ez


       d. 30 z
sin3z-2z lim

z
 

14. Tentukan 
dz
dw

dan 2

2

dz
wd

dari fungsi implisit berikut. 

a) 2z3w – 7w – z2 + 1 = 0 
b) w3 – 2 w 2z + Sin3z = 0  
c) w3 – 2 w 2z + 4ln z = 0 
Jawab: 
(a)  2z3w – 7w – z2 + 1 = 0 

  

 

 

   

  

 
(b)  Solusi diserahkan kepada pembaca  

(c)    
⇔  

⇔   

 

Jadi     
 












 32

2

2

2

33
46

dz
d

dz
wd

zzw
wz  
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J. Peta Konsep 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 5.2: Peta Konsep Turunan Peubah Kompleks 

(1) Definisi Turunan   
Misalkan fungsi f terdefinisi pada z0, 
maka derivatif dari f di z0 
didefinisikan sebagai 

  
   Differensiable berakibat fungsi 

kontinu, tetapi tidak sebaliknya. 

(2) Aturan Pendiferensialan 
•  

•  

•  

•  

• Jika w = f(γ) dan γ = g(z),  ⇔ 
 

 

(3) Persamaan Cauchy-Riemann
 Teorema: Andaikan fungsi 

 
mempunyai turunan di titik z0 = (x0, 
y0), maka pada titik tersebut turunan 
f(z) yaitu f ‘(z) = 

 mk 
 dan .  

 

Turunan Peubah 
 Kompleks 

(6) Turunan Fungsi   
      Elementer 

Fungsi: Konstan, Eksponen, 
Trigonometri, Logaritma, 
Hiperbolik, Invers Fungsi 
Trigonometri dan Hiperbolik 

(4) Fungsi Analitik 
 Fungsi f(z) analitik di z0 jika ∃ 

Nr (z0) sedemikian f ’(z0) ada 
∀z ∈ Nr (z0). Jadi keanalitikan 
f(z) di z0 berarti f(z) mempunyai 
turunan di setiap titik dalam 
lingkungan z0. 
 

(5) Persamaan Laplace dan    
     Fungsi Harmonik 

 
 

Fungsi ),( yxu  dan ),( yxv  yang 
memenuhi persamaan Laplace adl 
fungsi harmonik. 
 

(7) Turunan Tingkat Tinggi  
Jika f(z) analitik dalam D, 
maka f’(z), f’’(z), f’’(z),… f(n) 
(z), juga analitik untuk setiap 
turunan dalam D. 
 

(8) Aturan L’Hospital 

 
 
(9) Turunan Fungsi Implisit 
Apabila F (z, w) = 0, maka 

0=
∂
∂

+
∂
∂ dw

w
Fdz

z
F  
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(8) Aturan L’Hospital 

 
 
(9) Turunan Fungsi Implisit 
Apabila F (z, w) = 0, maka 

0=
∂
∂

+
∂
∂ dw

w
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z
F  

 

 
BAB VI 

INTEGRAL PEUBAH KOMPLEKS 
 
A. Integral Garis  

Definisi integral fungsi kompleks adalah sama dengan 
definisi integral fungsi real, yaitu dengan mengganti interval 
pengintegralan dengan suatu lintasan atau lengkungan. 

Misalkan fungsi f(z) kontinu disetiap titik pada kurva C. 
Bagi kurva C atas  yang dipilih dari sebarang 
titik pada sepanjang kurva atau lintasan C dari sampai 
dengan . Pada setiap busur  busur  
<<.. dan busur  pilih masing-masing titik tengah 1, 
2, 3,<<, k, sebagaimana ditampilkan pada gambar 6.1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Susunlah jumlah luasan persegi panjang sebagai berikut: 
 

    

z0 

zn 

z1 

zn-1 

zk-1 
zk 

1 

z2 

2 

k 

z3 

y 

x 

C 

Gambar 6.1: Lintasan Kurva C 

HP
Highlight
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Apabila pembagian (partisi) menjadi membesar tak berhingga 
(n→ ) maka panjang busur terbesar  → 0 sehingga Sn 
mendekati suatu limit yang tidak lagi bergantung dari cara 
pembagian busurnya, yaitu:    Representasi 
terakhir ini dinamakan integral garis kompleks atau lebih 
singkat integral garis dari f(z) sepanjang lintasan C 
 
Definisi 6.1 
Integral garis pada bidang kompleks dari a ke b sepanjang 
lintasan C terhadap fungsi f(z) adalah  

 

Telah dipelajari bahwa syarat cukup adanya limit di suatu titik 
dari f(z) adalah bahwa f(z) kontinu pada titik tersebut. Syarat ini 
juga berlaku untuk menjamin suatu fungsi kompleks dapat 
dintegralkan (integrable). Jadi, jika f(z) analitik pada setiap titik 
dalam daerah D, dimana C suatu kurva yang terdapat dalam D, 
maka f(z) integrable sepanjang kurva atau lintasan C. 

 
1. Integral Garis Real 

Jika A(x, y) dan B(x, y) adalah fungsi kontinu di setiap titik 
pada kurva C dari peubah real  x dan y, maka integral garis real 
dari  sepanjang kurva C dinyatakan 
dengan . 
Selanjutnya jika C suatu kurva mulus dan memiliki persamaan 
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Apabila pembagian (partisi) menjadi membesar tak berhingga 
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1. Integral Garis Real 

Jika A(x, y) dan B(x, y) adalah fungsi kontinu di setiap titik 
pada kurva C dari peubah real  x dan y, maka integral garis real 
dari  sepanjang kurva C dinyatakan 
dengan . 
Selanjutnya jika C suatu kurva mulus dan memiliki persamaan 

 

parameter  maka derivatif 
dari  adalah   dan  adalah 

 sehingga , menjadi: 
  

 
2. Hubungan Intergral Garis Real dan Kompleks 

Teorema 6.1 
Misalkan  kontinu di 

setiap titik pada kurva mulus C, maka integral f(z) sepanjang C 
ada dan direpresentasikan dalam suku-suku integral garis real: 

 

 

Bukti: 
Misalkan f (z) = u (x, y) + i v(x, y), ambil zk = xk + iyk =(xk , yk) dan   
zk = xk + i yk 
 

 

 

 
      
Ruas kiri dan ruas kanan dicarai limitnya untuk n→ maka 

 → 0, sehingga diperoleh: 
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Tampilan integral garis tersebut dapat diubah menjadi integral 
tertentu dengan parameter t, yaitu , 

 sehingga f (z) = u (x, y) + i v(x, y) menjadi f 
(z(t)) = u ( x(t), y(t) + i v (x(t), y(t) sehingga diperoleh: 

 

 
 

Contoh 6.1 

Hitunglah  



i

i

dyxydxyx
52

)2()3(  sepanjang: 

 
a. Kurva y = x2 + 1 
b. Garis lurus yang menghubungkan (0,1) dan (2,5) 
c. Garis lurus dari (0,1) ke (0.5), kemudian dari (0,5) ke (2,5) 
d. Garis lurus dari (0,1) ke (2,1), kemudian dari (2,1) ke (2,5) 

Jawab:
 
 



i

i

dyxydxyxdyxydxyx
52 )5,2(

)1,0(

,)2()3()2()3(  

a. Kurva:  y   = x2+1 maka  dy = 2x dx, batas x = 0 dan x = 2. 

    


C

dyxydxyx )2()3(   
2

0

22 .2))1(2())1(3( dxxxxdxxx  

 
2

0

22 .2)22()13( dxxxxdxxx  

 
2

0

232 .)244()13( dxxxxdxxx  
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Tampilan integral garis tersebut dapat diubah menjadi integral 
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a. Kurva:  y   = x2+1 maka  dy = 2x dx, batas x = 0 dan x = 2. 

    


C

dyxydxyx )2()3(   
2

0

22 .2))1(2())1(3( dxxxxdxxx  

 
2

0

22 .2)22()13( dxxxxdxxx  

 
2

0

232 .)244()13( dxxxxdxxx  

 

     

2

0

234
2

0

23

2
7

3
1)174( 



   xxxdxxxx  

     
3

880)214
3
816(   

b. Persamaan garis yang menghubungkan titik (0,1) dan (2,5): 

 

 

     Integral garis dari titik (0,1) dan (2,5) ditunjukkan oleh kurva 
C2: ,  batas x = 0 dan x = 2. 

 
Dari persamaan y  = 2x + 1, maka dy =2 dx  

 
 
C

dyxydxyx )2()3(  
2

0

.2))12(2())12(3( dxxxdxxx
 

  
 
2

0

.2)24()123( dxxxdxxx
 

 
2

0

.)248()123( dxxxdxxx   

y = x2+1 
(2,5) 

(0,1) 
x 
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.320)1022(5

2
11.)511(

2

0

2
2

0





   xxdxx

 
c. Garis lurus dari (0,1) ke (0,5), kemudian dari (0,5) ke (2,5) 

Integral garis dari titik (0,1) dan (0,5) ditunjukkan oleh kurva 
C3 dan Integral garis dari titik (0,5) dan (2,5) ditunjukkan oleh 
kurva C4. 
 
(i) Persamaan garis yang 

menghubungkan titik (0,1) ke (0,5) adalah  x = 0 (sumbu-y) 
 

 

 

        Dari persamaan  x  = 0 maka  dx = 0, batas x = 1 & x = 5. 

 
C

dyxydxyx )2()3(    =   .241252 5
1

2
5

1

 ydyy   

 
(ii) Persamaan garis yang menghubungkan titik (0,5) ke (2,5) 

adalah  y = 5 (sejajar sumbu-x) 
 
Dari persaman: y = 5, maka  dy = 0, sehingga: 

y  

(2,5) 

(0,1) 
x 

y = x2+1 
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.320)1022(5

2
11.)511(

2

0

2
2

0





   xxdxx

 
c. Garis lurus dari (0,1) ke (0,5), kemudian dari (0,5) ke (2,5) 

Integral garis dari titik (0,1) dan (0,5) ditunjukkan oleh kurva 
C3 dan Integral garis dari titik (0,5) dan (2,5) ditunjukkan oleh 
kurva C4. 
 
(i) Persamaan garis yang 

menghubungkan titik (0,1) ke (0,5) adalah  x = 0 (sumbu-y) 
 

 

 

        Dari persamaan  x  = 0 maka  dx = 0, batas x = 1 & x = 5. 

 
C

dyxydxyx )2()3(    =   .241252 5
1

2
5

1

 ydyy   

 
(ii) Persamaan garis yang menghubungkan titik (0,5) ke (2,5) 

adalah  y = 5 (sejajar sumbu-x) 
 
Dari persaman: y = 5, maka  dy = 0, sehingga: 

y  

(2,5) 

(0,1) 
x 

y = x2+1 

 

           
  

2

0

.53)2()3( dxxdyxydxyx
C

  
 

           
.160)106(5

2
3 2

0

2 



  xx

 

Jadi nilai  
C

dyxydxyx )2()3(    sepanjang garis lurus 

yang  menghubungkan titik (0,1) ke (0,5) dan kemudian 
dari titik (0,5) ke (2,5) adalah 24+16 = 40. 

 
d. Garis lurus dari (0,1) ke (2,1), kemudian dari (2,1) ke (2,5) 

Integral garis dari titik (0,1) dan (2,1) ditunjukkan oleh kurva 
C5 dan Integral garis dari titik (2,1) dan (2,5) ditunjukkan oleh 
kurva C6. 
 
(i) Persamaan garis yang menghubungkan titik (0,1) ke (2,1) 

adalah  y = 1, (sejajar sumbu-x) 
 

 

 

  Dari persamaan  y  = 1, maka dy = 0, batas x = 0 dan x = 2. 

y = x2+1 

(2,5) 

(0,1) (2,1) 

y 
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2

0

.13)2()3( dxxdyxydxyx
C

   
 

.80)26(
2
3 2

0
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(ii) Persamaan garis yang menghubungkan titik (2,1) ke (2,5) 

adalah  x = 2 (sejajar sumbu-y) 
 

Dari persamaan  x  = 2,  maka dx = 0, sehingga: 

 
C

dyxydxyx )2()3(    
5

1

22 dyy
 

  .16824)15(2)125(2 5
1

2  yy   

Jadi nilai  
C

dyxydxyx )2()3(  sepanjang garis lurus 

yang  menghubungkan titik (0,1) ke (2,5) dan kemudian 
dari titik (2,1) ke (2,5) adalah 8+16 = 24. 
 

Contoh 6.2 

Hitunglah  
)4,2(

)3,0(

2 ,)3()2( dyyxdxyx   sepanjang: 

 
a. Parabola x = 2t;  y = t2 + 3 
b. Garis lurus dari (0,3) ke (2,3), kemudian dari (2,3) ke (2,4) 
c. Garis lurus dari (0,3) ke (2,4). 
Jawab: 
a. Dari persamaan parabola: x = 2t maka x = 2dt, demikian pula y 

= t2 + 3, maka dy = 2tdt.  Batas integrasi, yaitu: batas x = 0 dan x 
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2

0

.13)2()3( dxxdyxydxyx
C

   
 

.80)26(
2
3 2

0

2 



  xx  

 
(ii) Persamaan garis yang menghubungkan titik (2,1) ke (2,5) 

adalah  x = 2 (sejajar sumbu-y) 
 

Dari persamaan  x  = 2,  maka dx = 0, sehingga: 

 
C

dyxydxyx )2()3(    
5

1

22 dyy
 

  .16824)15(2)125(2 5
1

2  yy   

Jadi nilai  
C

dyxydxyx )2()3(  sepanjang garis lurus 

yang  menghubungkan titik (0,1) ke (2,5) dan kemudian 
dari titik (2,1) ke (2,5) adalah 8+16 = 24. 
 

Contoh 6.2 

Hitunglah  
)4,2(

)3,0(

2 ,)3()2( dyyxdxyx   sepanjang: 

 
a. Parabola x = 2t;  y = t2 + 3 
b. Garis lurus dari (0,3) ke (2,3), kemudian dari (2,3) ke (2,4) 
c. Garis lurus dari (0,3) ke (2,4). 
Jawab: 
a. Dari persamaan parabola: x = 2t maka x = 2dt, demikian pula y 

= t2 + 3, maka dy = 2tdt.  Batas integrasi, yaitu: batas x = 0 dan x 

 

= 2 atau batas y = 3 dan y = 4. Misalkan diambil batas x = 0 dan 
x = 2, maka dapat ditentukan batas untuk parameter t, yaitu: 
(i) untuk x = 0 pada x = 2t   t = 0 
(ii)untuk x = 2 pada x = 2t   t = 1 
Dengan cara yang sama untuk batas y = 3 dan y = 4 disubtitusi 
pada  y = t2 + 3 akan diperoleh batas sama, yaitu: t = 0 dan t = 
1. Sehingga integral pada x = 2t;  y = t2 + 3: 

    
C

dtttdt 21t)2(32)1t(2)2t( 222  

 







 

1

0

1

0

23423 1238
2
1126t242t

t

t

ttttdtt  

.
2
3317

2
10)1(12)1(3)1(8)1(

2
1 234   

b. Garis lurus dari (0,3) ke (2,3), kemudian dari (2,3) ke (2,4) 
 Persamaan garis melalui titik (0,3) ke (2,3) adalah y = 3. 

Sedangkan persamaan garis melalui titik (2,3) ke (2,4) adalah 
x = 2. Perhatikan ilustrasi berikut. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

(i) Dari persamaan kurva C1: y = 3 maka dy = 0, dengan batas-
batas x = 0 dan x = 2. Sehingga 

(2, 3) 

(2, 4) 
C2 

C1 

x 

y 

2 

4 

3 



166  

     
2

0

22 0.)3()2()3()2( yxdxyxdyyxdxyx
C

 

 = .
3
4412

3
86

3
1)6(

2

0

2

0

32 



 





x
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(ii)Dari persamaan kurva C2: x = 2 maka dx = 0 
         dengan batas-batas y = 3 dan y = 4.  

         
4

3

22 )3(0.)2()3()2( dyyxyxdyyxdxyx
C

 

   = .
2
5)916(

2
1)34(6

2
16)6(

4

3

4

3

2 



  yydyy  

Jadi nilai  
)4,2(

)3,0(

2 ,)3()2( dyyxdxyx   sepanjang garis 

lurus dari (0,3) ke (2,3) dan kemudian dari (2,3) ke (2,4) 

adalah: 
3

44
+

2
5

= .
6

103
 

c. Persamaan garis lurus melalui (0,3) ke (2,4) adalah: 
 atau  Sehingga 

persamaan melalui (0,3) ke (2,4) ditunjukkan oleh kurva C3: 
   

 
 

 
 
 
 
 
 

(0, 3) 

(2, 4) C3 

x 

y 

2 

4 

3 
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(ii)Dari persamaan kurva C2: x = 2 maka dx = 0 
         dengan batas-batas y = 3 dan y = 4.  

         
4

3

22 )3(0.)2()3()2( dyyxyxdyyxdxyx
C

 

   = .
2
5)916(

2
1)34(6

2
16)6(

4

3

4

3

2 



  yydyy  

Jadi nilai  
)4,2(

)3,0(

2 ,)3()2( dyyxdxyx   sepanjang garis 

lurus dari (0,3) ke (2,3) dan kemudian dari (2,3) ke (2,4) 

adalah: 
3

44
+

2
5

= .
6

103
 

c. Persamaan garis lurus melalui (0,3) ke (2,4) adalah: 
 atau  Sehingga 

persamaan melalui (0,3) ke (2,4) ditunjukkan oleh kurva C3: 
   

 
 

 
 
 
 
 
 

(0, 3) 

(2, 4) C3 

x 

y 

2 

4 

3 

 

Selanjutnya dari   maka , dengan batas x = 
0 dan x = 2. Sehingga: 

  
C
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3. Sifat-sifat Integral Garis 

Teorema 6.2 
Misalkan k bilangan konstanta sebarang, dan C + k lintasan 
yang memuat kurva mulu C dan k. Selanjutnya, jika  dan 

 masing-masing dapat diintegralkan sepanjang kurva C , 
maka: 
1.  

2.      dimana  konstanta 

3.     

4.  

5.    
dimana adalah pada kurva C 

6. Jika M suatu bilangan positif sehingga  untuk 
setiap z di C dengan panjang busur C adalah L, maka 
 . 
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4. Teorema Green, Cauchy- Goursat dan Teorema Morera 
 Teorema 6.3  

Misalkan K(x, y) dan L(x, y) kontinu dan memiliki turunan 
parsial yang juga kontinu dalam suatu daerah D dan pada 
lengkungan C, maka menurut teorema Green menyatakan 

 
Teorema ini berlaku untuk daerah terhubung sederhana dan 
berganda. Selanjutnya bentuk kompleks teorema Green 
dinyatakan dalam teorema berikut. 

 Teorema 6.4 
Misalkan  fungsi kontinu dan memiliki turunan parsial 
yang juga kontinu dalam suatu daerah D dan pada 
lengkungan C, dimana z = x + iy dan  = x - iy adalah 
koordinat kompleks sekawan maka teorema Green dalam 
bentuk kompleks. 

 dimana dA menyatakan luas daerah dx dy 
 
 Teorema 6.5 (Cauchy- Goursat) 

Misalkan f(z) fungsi analitik pada daerah D yang 
terhubungan sederhana dan C suatu lengkungan tertutup 
sederhana di dalam D, maka  
 
Pembuktian teorema ini diperlihatkan dalam dua bagian, 
yaitu: (1) Cauchy memberikan asumsi bahwa f’(z) kontinu, 
dan (2) Goursat tanpa asumsi f’(z) kontinu.  
Kebalikan dari teorema ini dikemukakan dengan teorema 
Morera berikut ini. 
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4. Teorema Green, Cauchy- Goursat dan Teorema Morera 
 Teorema 6.3  

Misalkan K(x, y) dan L(x, y) kontinu dan memiliki turunan 
parsial yang juga kontinu dalam suatu daerah D dan pada 
lengkungan C, maka menurut teorema Green menyatakan 

 
Teorema ini berlaku untuk daerah terhubung sederhana dan 
berganda. Selanjutnya bentuk kompleks teorema Green 
dinyatakan dalam teorema berikut. 

 Teorema 6.4 
Misalkan  fungsi kontinu dan memiliki turunan parsial 
yang juga kontinu dalam suatu daerah D dan pada 
lengkungan C, dimana z = x + iy dan  = x - iy adalah 
koordinat kompleks sekawan maka teorema Green dalam 
bentuk kompleks. 

 dimana dA menyatakan luas daerah dx dy 
 
 Teorema 6.5 (Cauchy- Goursat) 

Misalkan f(z) fungsi analitik pada daerah D yang 
terhubungan sederhana dan C suatu lengkungan tertutup 
sederhana di dalam D, maka  
 
Pembuktian teorema ini diperlihatkan dalam dua bagian, 
yaitu: (1) Cauchy memberikan asumsi bahwa f’(z) kontinu, 
dan (2) Goursat tanpa asumsi f’(z) kontinu.  
Kebalikan dari teorema ini dikemukakan dengan teorema 
Morera berikut ini. 

 

 Teorema 6.6 (Morera) 
Misalkan f(z) kontinu dalam suatu daerah tertutup sederhana 
D, dan andaikan ,  pada setiap titik dari kurva 
tertutup sederhana C di dalam D, maka f(z) analitik dalam D. 
 

 Contoh 6.3 
 Hitunglah  jika: 

a) dan C lingkaran  
b) dan C lingkaran  (berlawanan arah 

jarum jam) 
c) dan C ½ lingkaran  dari  ke  
d) dan C ½ parabola  dari 0 sampai 2+2i. 
e) dan C lingkaran  (berlawanan arah jarum 

jam) 
 

Jawab: 
a) lingkaran  dapat dinyatakan sebagai parameter: 

z = eit dengan  0 ≤ t ≤ 2π,  sehingga: 
  

=   

=  

  

 

 

Jadi teorema Cauchy- Goursat dapat diterapkan 
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b) C lingkaran  (berlawanan arah jarum jam) 
, dapat dinyatakan sebagai parameter: 

z(t) = i + 3eit  dimana 0 ≤ t ≤ 2π  atau dz = 3i eit dt, sehingga 
 maka 

 
  

 
Jadi teorema Cauchy- Goursat tak dapat diterapkan 

c) C adalah setengah lingkaran  dari  ke  
 sehingga: 

   

  

  

  

Jadi teorema Cauchy- Goursat tak dapat diterapkan 

 
d) C adalah setengah parabola  dari 0 sampai 2+4i. 

 
Diketahui dan misalkan z(t) = t + it2 maka 
titik z = 0 sampai z = 2+4i pada C berkaitan dengan t = 0 
dan t = 2, atau  0 ≤ t ≤ 2. Dengan demikian  f (z(t)) = Im z(t) 
= t2, selanjutnya dari z(t) = t + it2 maka dz = (1 +2it)dt, 
sehhingga proses integrasi: 
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b) C lingkaran  (berlawanan arah jarum jam) 
, dapat dinyatakan sebagai parameter: 

z(t) = i + 3eit  dimana 0 ≤ t ≤ 2π  atau dz = 3i eit dt, sehingga 
 maka 

 
  

 
Jadi teorema Cauchy- Goursat tak dapat diterapkan 

c) C adalah setengah lingkaran  dari  ke  
 sehingga: 

   

  

  

  

Jadi teorema Cauchy- Goursat tak dapat diterapkan 

 
d) C adalah setengah parabola  dari 0 sampai 2+4i. 

 
Diketahui dan misalkan z(t) = t + it2 maka 
titik z = 0 sampai z = 2+4i pada C berkaitan dengan t = 0 
dan t = 2, atau  0 ≤ t ≤ 2. Dengan demikian  f (z(t)) = Im z(t) 
= t2, selanjutnya dari z(t) = t + it2 maka dz = (1 +2it)dt, 
sehhingga proses integrasi: 
 

 

     

                     

                     
Jadi teorema Cauchy- Goursat tak dapat diterapkan 

e) C lingkaran 1 (berlawanan arah jarum jam) 
Dapat dinyatakan sebagai parameter: z (t) = eit; 0 ≤ t ≤ 2π  
sehingga:   maka 
 

 

 

 
 

 

 
Jadi teorema Cauchy- Goursat dapat diterapkan 

 
B. Integral Fungsi- Fungsi Khusus 

Pada bagian diferensial fungsi kompleks telah dipelajari 
diferensial fungsi elementer, sebagaimana pada kalkulus 
elementer berikut ini diberikan integral fungsi-fungsi khusus.  
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1)    2)   

3)   4)   

5)   6)   
7)     
8)   
9)    

10)   

11)   12)    
13)    
14)   
15)   16)   
17)   18)    
19)    
20)   
21)   
22)    
23)    
24)   
25)   

26)    

27)   

28)     

29)   
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1)    2)   

3)   4)   

5)   6)   
7)     
8)   
9)    

10)   

11)   12)    
13)    
14)   
15)   16)   
17)   18)    
19)    
20)   
21)   
22)    
23)    
24)   
25)   

26)    

27)   

28)     

29)   

 

30)   

31)    

32)   

33)   

34)   

Pembuktian integral fungsi khusus dapat dilakukan dengan  
pendiferensialan langsung pada ruas kanan. Prinsip yang 
digunakan, yakni integral adalah balikan dari turunan. 

Beberpa dari integral fungsi-fungsi khusus di atas 
dibuktikan sebagai berikut. 
Bukti:  
 
1. , karena 

     

4. ,   karena 

     

8. , karena 

   

13. , karena 

    

HP
Sticky Note

HP
Highlight
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Cara lain dengan menggunakan  

       

                  

      maka   
        

          

            (c = 0) 

15. ,  karena 

       

16.  ,  karena 
 
        

Selanjutnya pembuktian nomor berikut ini menggunakan 
subtitusi trigonometri: 

     Ambil    atau    selanjutnya   

.  Secara geometri diperlihatkan: 

                               

         z                   
                            
 
                       a 
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Cara lain dengan menggunakan  

       

                  

      maka   
        

          

            (c = 0) 

15. ,  karena 

       

16.  ,  karena 
 
        

Selanjutnya pembuktian nomor berikut ini menggunakan 
subtitusi trigonometri: 

     Ambil    atau    selanjutnya   

.  Secara geometri diperlihatkan: 

                               

         z                   
                            
 
                       a 

 

    Untuk   

  
              
                         

   

  

  

   

   

  

  

26.  
 
     Ambil   , dengan maka 

.   
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28.  
  

=     

 
  =  

  =   

  =    

  =    

  =        
 

  

  
32.  

      Ambil , maka  
       
Sehingga diperoleh: 
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28.  
  

=     

 
  =  

  =   

  =    

  =    

  =        
 

  

  
32.  

      Ambil , maka  
       
Sehingga diperoleh: 

  

                         

                          

   

   

    

   

 

 

 

 

 

   

 

  

Bukti nomor 33 dan 34 

 

 

Ruas kiri dan kanan dapat ditulis sebagai 

 

 
 

 

 Dengan menyamakan bagian real dan bagian imajiner 
kedua ruas, diperoleh: 
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Contoh 6.4 
Hitungn setiap integral berikut dengan rumus integral fungsi 
integral khusus. 

 
Jawab: 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
1. Integral Subtitusi 

Pada bagian B tentang integral fungsi-fungsi khusus, telah 
dibahas bahwa beberpa pembuktian menggunakan subtitusi 

HP
Highlight
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Contoh 6.4 
Hitungn setiap integral berikut dengan rumus integral fungsi 
integral khusus. 

 
Jawab: 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
1. Integral Subtitusi 

Pada bagian B tentang integral fungsi-fungsi khusus, telah 
dibahas bahwa beberpa pembuktian menggunakan subtitusi 

 

fungsi trigonometri. Hal ini dilakukan bila integral tak tentu 
 tidak dapat langsung diintegralkan dengan 

menggunakan rumus-rumus integral dasar, karena itu integral 
 perlu diubah ke suatu bentuk dengan jalan mengganti 

peubah z dengan peubah baru, misalnya u. Pengubahan fungsi 
tersebut diharapkan dapat lebih memudahkan proses 
pengintegralan.  

Contoh berikut dapat diselesaikan dengan menggunakan 
subtitusi aljabar dan subtitusi fungsi irasional, serta konsep 
derivatif (misal: d u2 = 2u du). 
 
Contoh 6.5 
Tentukan setiap integral berikut ini. 
1.   
2.  

3.  

4.  

5.  

Jawab: 

1.    

 . 

2.  
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3.  

     Misal:   maka  atau 

 
 

 Sehingga: 
  

 
  

 
  

  

  
 

 

Misalkan :  
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3.  

     Misal:   maka  atau 

 
 

 Sehingga: 
  

 
  

 
  

  

  
 

 

Misalkan :  
  

 

 

 

 
 

 
 

Dengan cara derivatif langsung: 

 

 
   

  
5.   

  
         

  

  
 
2. Integral Parsial 

Integral parsial adalah intergral yang fungsinya merupakan 
hasil ganda dari fungsi z dengan diferensial dari fungsi z yang 
lain. 

Andaikan u dan v adalah fungsi dari z maka derivatif dari 
uv adalah:  Jika kedua ruas diintegralkan 
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Contoh 6.6 

Tentukan setiap integral berikut. 

 

 

Jawab: 
1.  

  

  

  

  

2.  

  

  

  

  

3.   
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Contoh 6.6 

Tentukan setiap integral berikut. 

 

 

Jawab: 
1.  

  

  

  

  

2.  

  

  

  

  

3.   

 

  

  

  

  

  

   

 

 

  

   

   

  

  

 

C. Rumus Integral Cauchy 

1. Rumus Integral Cauchy I 

Teorema 6.7 
Misalkan fungsi f (z) analitik di dalam pada suatu kurva 
tertutup sederhana (interior) C dan pada lengkungan 
tertutup C tersebut. Jika Zo titik interior dari C, maka  
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Dengan pengintegralan mengambil arah positif pada  
lengkungan tertutup C. 
 

 

 

 

 

 

 

 
Jika suatu fungsi f(z) diketahui berada pada kurva tertutup 

sederhana C maka nilai fungsi dan semua turunannya dapat 
ditentukan di semua titik di dalam C tersebut.   

Selanjutnya rumus integral (i) dapat ditulis sebagai: 

 
 

Contoh 6.7 
1. Hitunglah  jika C adalah lingkaran  

2. Hitunglah  , jika C adalah lingkaran   

3. Hitunglah jika C lingkaran   

Jawab: 

Gambar 6.2: Kurva C dan titik interior z0 

•   C 

•  z0 

x 

   y 
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Dengan pengintegralan mengambil arah positif pada  
lengkungan tertutup C. 
 

 

 

 

 

 

 

 
Jika suatu fungsi f(z) diketahui berada pada kurva tertutup 

sederhana C maka nilai fungsi dan semua turunannya dapat 
ditentukan di semua titik di dalam C tersebut.   

Selanjutnya rumus integral (i) dapat ditulis sebagai: 

 
 

Contoh 6.7 
1. Hitunglah  jika C adalah lingkaran  

2. Hitunglah  , jika C adalah lingkaran   

3. Hitunglah jika C lingkaran   

Jawab: 

Gambar 6.2: Kurva C dan titik interior z0 

•   C 

•  z0 

x 

   y 

 

1. sehingga dapat ditentukan 

    dan  , maka 

      =    

     Jadi,  =  =  

2.  ,   dengan C lingkaran :  

      atau , sebuah lingkaran pusat (1, 

0) dan jari-jari 4 (titik interior di ) 

     Ambil:  dan , maka 

 
 

Jadi   

 
 

3.  

Dengan titik interior di dalam  
Ambil: (z) =    dan    maka 

  

  

                                   
 

2. Rumus Integral Cauchy II 
Teorema 6.8 
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Misalkan  analitik di dalam interior D yang dibatasi c1,c2,. 
. . ,cn maka menurut teorema rumus Integral Cauchy II 

       

Contoh 6.8 
 jika c lingkaran |z|= 4, arah positif 

  dimana C lingkaran,  

Jawab: 

  

Ambil:   dan , maka 

 selanjutnya 

Ambil:   dan   

  

Menurut rumus integral Cauchy II, maka 
  

  

  

 
Jadi    

b.   (Dengan subtitusi fungsi pecah) 
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Misalkan  analitik di dalam interior D yang dibatasi c1,c2,. 
. . ,cn maka menurut teorema rumus Integral Cauchy II 

       

Contoh 6.8 
 jika c lingkaran |z|= 4, arah positif 

  dimana C lingkaran,  

Jawab: 

  

Ambil:   dan , maka 

 selanjutnya 

Ambil:   dan   

  

Menurut rumus integral Cauchy II, maka 
  

  

  

 
Jadi    

b.   (Dengan subtitusi fungsi pecah) 

  

 

(i) Ambil  dan , maka 

 

(ii) Ambil  dan , maka 

 

       Sehingga:    

    

  

 
3. Rumus Integral Cauchy III 

 Teorema 6.9 
 Jika f (z) analitik pada daerah D, yang memuat kurva tertutup 

C serta titik interior z0 dari kurva C, arah lengkungan C 
positif, maka turunan tingkat tinggi (ke-n) dari f(z), yaitu  f 

(n)(z0) ada untuk n = 1, 2, 3,<.. Adapun nilai turunan tersebut 
adalah. 

 
   

  

  

:   :   :   : 
:                        :   :   : 
:                        :   :   : 
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Contoh 6.9 
  

        

       dimana C adalah lingkaran,  

Jawab: 
  

Ambil:    dan 

    sehingga: 

 

  

  

Ambil, , , dan 

,  selanjutnya jika ,  maka 

 , Sehingga 

  

  

  



189 

Contoh 6.9 
  

        

       dimana C adalah lingkaran,  

Jawab: 
  

Ambil:    dan 

    sehingga: 

 

  

  

Ambil, , , dan 

,  selanjutnya jika ,  maka 

 , Sehingga 

  

  

  

 

Ambil:  dan ,  maka 

 , sehingga: 

  

  

D. Penyelesaian Soal dan Latihan 

1. Hitunglah  
C

dziyx )( 22  sepanjang : 

a. Parabola y = 2x2  dari (1,1) ke (2,8) 
b. Garis lurus dari (1,1) ke (1,8) dan kemudian dari (1,8) ke 

(2,8) 
c. Garis lurus dari (1,1) ke (2,8)

  
 

     Jawab:  

     
  idydxiyxdziyx

C C

  2222 )(a.
 

                            
=    dyyixdxiyx

C

2222 
 

 
 

         Dari persamaan parabola:  y = 2x2 maka dy = 4x dx 
 

   dyyixdxiyx
C

2222     
2

1

5242 4)4()4( xdxxixdxixx
 

          
2

1

5342 )164()4( dxxixdxixx
 
=  

2

1

2345 )446( dxxixixx
 

          = [  x6 -  ix5 + ix4 + x3 ]   

          = (  64 -  i32 + i16 + 8 ) – (  -  i + i +  )  
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          =  +  –  +   =   – . 
 
b.  Garis lurus dari (1,1) ke (1,8) dan kemudian dari (1,8) ke (2,8) 
 

(i) Persamaan garis melalui titik (1,1) ke (1,8) adalah x = 1 
     Dari persamaan: x = 1, maka dx = 0 

   dyyixdxiyx
C

2222 
 
=  

8

1

22 ))1(( dyyi   

= [iy +  y3] = (8i + ) – (i + )  =  
  

(ii) Persamaan garis melaui titik 
(1,8) ke (2,8) adalah y = 8 

           Dari persamaan: y = 8 maka dy = 0 

          
     

2

1

222222 )8( dyixdyyixdxiyx
C

 

           = [ x3 – i64x]    = (  - 128i ) – (  - 64i ) =  - 64i 

Jadi nilai  
C

dziyx )( 22  sepanjang garis lurus yang  

menghubungkan titik (1,1) ke (1,8) dan kemudian dari titik 
(1,8)  
 
ke (2,8) adalah   ( ) + (  - 64i ) =   - 57i. 

 
c. Persamaan garis melalui titik (1,1) ke (2,8) adalah y = 7x- 6 
    Dari persamaan: y = 7x- 6 maka dy = 7 dx 

  
   dyyixdxiyx

C

2222 
 
 =       dxxixdxxix 76767 22

2

1

22   

   =       dxxxixdxxxix 7368449368449 22
2

1

22   
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          =  +  –  +   =   – . 
 
b.  Garis lurus dari (1,1) ke (1,8) dan kemudian dari (1,8) ke (2,8) 
 

(i) Persamaan garis melalui titik (1,1) ke (1,8) adalah x = 1 
     Dari persamaan: x = 1, maka dx = 0 

   dyyixdxiyx
C

2222 
 
=  

8

1

22 ))1(( dyyi   

= [iy +  y3] = (8i + ) – (i + )  =  
  

(ii) Persamaan garis melaui titik 
(1,8) ke (2,8) adalah y = 8 

           Dari persamaan: y = 8 maka dy = 0 

          
     

2

1

222222 )8( dyixdyyixdxiyx
C

 

           = [ x3 – i64x]    = (  - 128i ) – (  - 64i ) =  - 64i 

Jadi nilai  
C

dziyx )( 22  sepanjang garis lurus yang  

menghubungkan titik (1,1) ke (1,8) dan kemudian dari titik 
(1,8)  
 
ke (2,8) adalah   ( ) + (  - 64i ) =   - 57i. 

 
c. Persamaan garis melalui titik (1,1) ke (2,8) adalah y = 7x- 6 
    Dari persamaan: y = 7x- 6 maka dy = 7 dx 

  
   dyyixdxiyx

C

2222 
 
 =       dxxixdxxix 76767 22

2

1

22   

   =       dxxxixdxxxix 7368449368449 22
2

1

22   

 

  
  dxxxixdxiixixx )2525883437(368449 22

2

1

22    

   = dxixxixix )252365888442344(
2

1

22   

   = [ x3 - 14ix3 + 42ix2 – 294x – 36ix + 252x]  =  - 8i 
 

2. Hitunglah     sepanjang suatu bujur sangkar 
dengan titik-titik sudut (0,0), (1,0), (1,1), (0,1). 

     Jawab: 
 Ambil   

     
       

  =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Kurva C1 : persamaan y = 0, maka dy = 0 

 
Kurva C2 : persamaan x =1, maka  dx = 0 

 
 

C1 

C2 

C3 

C4 

(1,1) 

(1,0) 

(0,1) 

(0,0) 
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      Kurva C3 : persamaan y=1, maka dy = 0 

 
 

  Kurva C4 : persamaan  x = 0, maka dx = 0 

 
 

 
 

3. Hitunglah    
C

 x) dyy(dx- y)x( 32   sepanjang 

a.  Kurva    y  =  x2  +  2 
b.  Garis  lurus  yang menghubungkan (0, 2)  dan   (2, 6) 

     c.  Garis lurus dari (0, 2)  ke (0, 6),  dan dari (0, 6) ke (2, 6) 
d.  Garis lurus dari (0, 2) ke  (2, 2)  dan dari  (2, 2)  ke (2, 6) 

4.  Hitunglah   
C

dziy(x )22
,   sepanjang: 

a. Parabola  652  xxy   dari (1, 2)  ke  (2, 0) 
b. Garis lurus dari (1, 2) ke (1, 6)  dan dari (1, 6) ke (2, 0) 
c. Garis lurus dari (1, 2) ke (2, 0) 

 

 
Bukti: 
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      Kurva C3 : persamaan y=1, maka dy = 0 

 
 

  Kurva C4 : persamaan  x = 0, maka dx = 0 

 
 

 
 

3. Hitunglah    
C

 x) dyy(dx- y)x( 32   sepanjang 

a.  Kurva    y  =  x2  +  2 
b.  Garis  lurus  yang menghubungkan (0, 2)  dan   (2, 6) 

     c.  Garis lurus dari (0, 2)  ke (0, 6),  dan dari (0, 6) ke (2, 6) 
d.  Garis lurus dari (0, 2) ke  (2, 2)  dan dari  (2, 2)  ke (2, 6) 

4.  Hitunglah   
C

dziy(x )22
,   sepanjang: 

a. Parabola  652  xxy   dari (1, 2)  ke  (2, 0) 
b. Garis lurus dari (1, 2) ke (1, 6)  dan dari (1, 6) ke (2, 0) 
c. Garis lurus dari (1, 2) ke (2, 0) 

 

 
Bukti: 

 

 

 

 

      Kesamaan kedua ruas 
       
      , subtitusi , maka 
      atau  
      

 

 

 

 

 
 
 

 

 
 
Bukti: 
 
 
 
 

, maka   
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Sehingga diperoleh: 
  

  

  

  

 
7. Hitunglah intergral berikut 

  

        

Jawab: 
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Sehingga diperoleh: 
  

  

  

  

 
7. Hitunglah intergral berikut 

  

        

Jawab: 
 

   

  

   

   

 

            

             

  

     

 

     

     

d.  

  

  

   
   

e.  

      

       

8. Hitunglah:     

     a.  dzz  131              b.  
 i

0

dz  3zCosz   

     c.  
 i

0

dz  2zcosz                 d.    zCos
dz
21

 

                                                     (subtitusi  u = tan (
2
z

)) 

 

9. Hitunglah intergral parsial berikut,  
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Jawab: 
  

  

  

  

  

b.  

  

  

  

  

c.   

  

  

  
 
Jawaban (d) dan (e) solusinya diserahkan kepada pembaca. 
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Jawab: 
  

  

  

  

  

b.  

  

  

  

  

c.   

  

  

  
 
Jawaban (d) dan (e) solusinya diserahkan kepada pembaca. 

 

10.   dimana C lingkaran |z|= 4 

Jawab: 
Ambil :   

                

 Maka    
( i )  Untuk   

  

  

  

  

  

   

  

( ii ) Untuk  
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      Dari ( i ) dan ( ii ) maka diperoleh : 
  

  

 
11. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy 

 a.   C 2 dz
)iz()z16(

z3                 b.   C

z

dz
)(z

e
5

4

1
 

 
12. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy 

 a.  11:;
1

3
4

2


 zCdz

z
z

C
        b.   C

dz
πi)z(

e z

2

9

9
 

13. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy 

 a.  C
dz

π)(z
z

3
6
1

4sin
                   b.   C

z

dz
)z(

e
5

4

14
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



199 

    

   

      Dari ( i ) dan ( ii ) maka diperoleh : 
  

  

 
11. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy 

 a.   C 2 dz
)iz()z16(

z3                 b.   C

z

dz
)(z

e
5

4

1
 

 
12. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy 

 a.  11:;
1

3
4

2


 zCdz

z
z

C
        b.   C

dz
πi)z(

e z

2

9

9
 

13. Hitung dengan menggunakan rumus integral Cauchy 

 a.  C
dz

π)(z
z

3
6
1

4sin
                   b.   C

z

dz
)z(

e
5

4

14
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

E.  Peta Konsep 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 6.3: Peta Konsep Integral Peubah Kompleks 

(1) Integral Garis   
Definisi: Integral garis pada 
bidang kompleks dari a ke b 
sepanjang lintasan C terhadap 
fungsi f(z) adalah  

 
 

(2) Teorema Green dan Cauchy- 
Goursat 

• Teorema Green 

 
•  
• Teorema Green dlm bentuk 

kompleks  
•  Teorema Cauchy-Goursat 

   

(3) Sifat Integral Garis
 

 
 

dimana k konstanta 
 

 

Dimana  pada kurva C 
Jika M suatu bilangan positif 
sehingga  untuk setiap 
z di C dengan panjang busur C 
adalah L, maka 

. 
 

 

Integral Peubah 
 Kompleks 

(4) Integral Fungsi   
     Khusus 

Fungsi: Konstan, Eksponen, 
Trigonometri, Logaritma, Hiperbolik, 
Invers Fungsi  

(5) Integral Subtitusi  
Subtitusi aljabar dan subtitusi fungsi 
irasional, serta konsep derivatif 
(misal: d u2 = 2u du). 

(6) Integral Parsial 
   

(7) Rumus Integral Cauchy 
Integral Cauchy 1 

 
Integral Cauchy 1I    
Integral Cauchy 1II 
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