
Κεφάλαιο 3

∆ιανυσµατικοί Χώροι

΄Εστω k όπως συνήθως το R ή το C. Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε την αλγεβρική
δοµή που αποκτά το σύνολο των στοιχείων του kn και που οφείλεται στο άθροισµα και
στο ϐαθµωτό γινόµενο µε στοιχεία από το k. Τα στοιχεία του kn είναι διανύσµατα και
το σύνολο kn είναι διανυσµατικός χώρος. Για τη συνέχεια, η γεωµετρική εποπτεία είναι
ιδιαίτερα σηµαντική καθώς µας καθοδηγεί ορθά προς τα ισχύοντα. Θα επιχειρήσουµε
να την αξιοποιήσουµε στο έπακρο. Εφόσον έχουµε αποκτήσει εξοικείωση µε τον kn, ϑα
µελετήσουµε αφηρηµένους k-διανυσµατικούς χώρους.

3.1 ∆ιανύσµατα στον Rn

Τα διανύσµατα (vectors) στον Rn, όπου n ∈ N, είναι ευθύγραµµα τµήµατα που χαρα-
κτηρίζονται από το µήκος, την κλίση και τη ϕορά τους. Το ίδιο διάνυσµα µπορεί να
αναπαρασταθεί µε διαφορετικά αρχικά σηµεία, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα (3.1), όπου
~AB = ~Γ∆.
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Σχήµα 3.1: Το ίδιο διάνυσµα µε διαφορετικά αρχικά σηµεία

Αν P (p1, . . . , pn) και Q(q1, . . . , qn) είναι σηµεία στον Rn, τότε το διάνυσµα µε αρχικό
σηµείο P και τελικό σηµείο Q γράφεται ~PQ και είναι η n-άδα

~PQ := (q1 − p1, . . . , qn − pn) .

Το ϐέλος στο ~PQ ορίζει το αρχικό και τελικό σηµείο του διανύσµατος, είναι όµως περιττό
όταν δίνονται οι τιµές των συντεταγµένων του διανύσµατος, δηλ. οι qi−pi, για i = 1, . . . , n.
Αντίστροφα, έστω το διάνυσµα v = (v1, . . . , vn) στον Rn. Αν επιλέξουµε ως αρχικό σηµεί-
ο του v την αρχή των αξόνων O(0, . . . , 0), τότε το τελικό σηµείο του v είναι το σηµείο
A(v1, . . . , vn). ΄Ετσι δηµιουργούµε µία αµφιµονότιµη αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων του
Rn και στα διανύσµατα στον Rn, που έχουν αρχικό σηµείο την αρχή των αξόνων. Στο ε-
πόµενο σχήµα απεικονίζεται το διάνυσµα ~OA = (v1, v2), όπου A είναι το σηµείο A(v1, v2)
του R2.
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Σχήµα 3.2: Το διάνυσµα (v1, v2)

Αν α = (a1, . . . , an), β = (b1, . . . , bn) είναι δύο διανύσµατα στον Rn, τότε το άθροισµα
(sum) των α και β είναι το διάνυσµα α + β = (a1 + b1, . . . , an + bn). Γεωµετρικά, προ-
σθέτουµε δύο διανύσµατα στον Rn µε τον κανόνα του παραλληλογράµµου, όπως ϕαίνεται
στο Σχήµα (3.3). ΄Ετσι, ~OA = ~BΓ, ενώ ~OB = ~AΓ.
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Σχήµα 3.3: Το άθροισµα των α και β είναι το γ

Ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός (scalar product) του α = (a1, . . . , an) µε ένα στοιχείο
c του R, ορίζεται ως το διάνυσµα

cα := (ca1, . . . , can) .

Το διάνυσµα cα είναι παράλληλο µε το διάνυσµα α και το µήκος του αυξάνεται όταν
|c| > 1, ενώ ελαττώνεται όταν |c| < 1. ΄Οταν c > 0, η ϕορά του ca είναι ίδια µε τη ϕορά
του α, ενώ είναι η αντίστροφη όταν c < 0.
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Σχήµα 3.4: Το διάνυσµα a και −1/2a

΄Οταν c = −1 γράφουµε −α, δηλ. −α = (−a1, . . . ,−an). ΄Ετσι, στο σύνολο των
διανυσµάτων του Rn ορίζονται δύο πράξεις, η πρόσθεση και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµό.
∆εν είναι δύσκολο να επιβεβαιώσουµε τα εξής :
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1. Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα (associativity) για την πρόσθεση των διανυ-
σµάτων, δηλ.

v + (u+ w) = (v + u) + w ,

για όλα τα διανύσµατα, v, u, w, στον Rn.

2. Το διάνυσµα 0 = (0, . . . , 0) είναι το µηδενικό στοιχείο (zero element) της πρόσθε-
σης διανυσµάτων, δηλ.

0 + v = v = v + 0 ,

για όλα τα διανύσµατα v στον Rn.

3. Το διάνυσµα −v είναι το αντίθετο (opposite) του v ως προς την πρόσθεση, για κάθε
διάνυσµα v στον Rn, δηλ.

−v + v = 0 = v + (−v) .

4. Ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα (commutativity) για την πρόσθεση διανυσµά-
των :

v + u = u+ v ,

για όλα τα v, u, διανύσµατα στον Rn.

5. Ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα (distributivity) για την πρόσθεση διανυσµάτων και
το ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό:

κ(v + u) = κv + κu ,

και
(κ+ λ)v = κv + λv ,

για κάθε κ, λ ∈ R και κάθε διάνυσµα v, u στον Rn.

6. Ισχύει ότι
κ(λv) = (κλ)v ,

για κάθε κ, λ ∈ R και v στον Rn.

7. Ισχύει ότι
1v = v ,

για κάθε διάνυσµα v στον Rn.

Τις ιδιότητες αυτές ονοµάζουµε ιδιότητες διανυσµατικού χώρου (properties of a vector
space). Το σύνολο των διανυσµάτων στον Rn είναι ο διανυσµατικός χώρος Rn, (vector
space Rn). ΄Οταν γράφουµε «u ∈ Rn» εννοούµε το διάνυσµα u του διανυσµατικού χώρου
Rn. Αν το U είναι ένα υποσύνολο διανυσµάτων στον Rn και

1. v + u ∈ U , για κάθε u, v ∈ U ,

2. cu ∈ U , για κάθε u ∈ U και κάθε c ∈ R,

τότε λέµε ότι ο U είναι διανυσµατικός υποχώρος (subspace) του Rn. Για παράδειγµα,
είναι εύκολο να δει κανείς ότι αν u ∈ Rn είναι διάνυσµα στον Rn, τότε το σύνολο

U = {tu : t ∈ R}
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είναι διανυσµατικός υποχώρος του Rn. Λέµε ότι ο U είναι η ευθεία (line) που περνά από
την αρχή των αξόνων και είναι παράλληλη προς το u.

u

Σχήµα 3.5: Η ευθεία {tu : t ∈ R}

Παραδείγµατα 3.1.1.

1. ΄Εστω v = (2, 3, 1). Η ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και το σηµείο
v περιγράφεται από την εξίσωση

U = {(2t, 3t, t) : t ∈ R} = {tv : t ∈ R} .

Παρατηρούµε ότι η ευθεία U είναι το σύνολο των λύσεων του οµογενούς γραµµικού
συστήµατος AX = 0, όπου

A =

[
1 0 −2
0 1 −3

]
, ϐλ. Ενότητα 1.4.
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Σχήµα 3.6: Η ευθεία {t(2, 3, 1) : t ∈ R}

2. ΄Εστω U το επίπεδο στον R3 που περιγράφεται ως το σύνολο

U = {(a, b, c) ∈ R3 : 3a+ b− 2c = 0}.

Στο Σχήµα (3.7) ϐλέπουµε τη γραφική αναπαράσταση του U . Παρατηρούµε ότι το
(0, 0, 0) ανήκει στο U . Ταυτίζουµε λοιπόν το U µε το σύνολο των διανυσµάτων του
R3, που έχουν αρχικό σηµείο την αρχή των αξόνων και τελικό σηµείο επί του U .

Αν u = (u1, u2, u3) ∈ U , τότε t(u1, u2, u3) ∈ U , για κάθε t ∈ R. Πράγµατι,

3u1 + u2 − 2u3 = 0 ⇒ 3(tu1) + (tu2)− 2(tu3) = 0.

Επίσης αν u ∈ U και w ∈ U τότε u + w ∈ U . Πράγµατι, έστω u = (u1, u2, u3) και
w = (w1, w2, w3). Τότε 3u1 + u2 − 2u3 = 0 και 3w1 + w2 − 2w3 = 0. Εποµένως

3(u1 + w1) + (u2 − w2)− 2(u3 + w3) = 0⇒ u+ w ∈ U .

Συνεπώς το U είναι R-διανυσµατικός υποχώρος του Rn.
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Σχήµα 3.7: Το επίπεδο {(a, b, c) : 3a+ b− 2c = 0}

3. ΄Εστω L η ευθεία που δίνεται από την εξίσωση

L = {(1, 3) + t(1, 1) : t ∈ R}.

Η ευθεία L είναι παράλληλη προς το διάνυσµα (1, 1) και διέρχεται από τα σηµεία
A(1, 3), (για t = 0), και B(2, 4), (για t = 1). Η ευθεία L δεν περνά από την
αρχή των αξόνων. ΄Ετσι το µηδενικό διάνυσµα δεν ανήκει στην L και η L δεν είναι
διανυσµατικός υποχώρος του R2.
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Σχήµα 3.8: Η ευθεία {(1, 3) + t(1, 1) : t ∈ R}

4. Το επίπεδο E = { (x, y, z) ∈ R3 : x + y = 2 } του Παραδείγµατος 1.4.2.2, δεν
είναι υποχώρος του R3, αφού 0 /∈ E (ϐλ. Σχήµα1.4).

Με χρήση της ϑεωρίας των διανυσµάτων ϑα αποδείξουµε ότι το εµβαδόν ενός παραλλη-
λογράµµου είναι ίσο µε την απόλυτη τιµή της ορίζουσας του πίνακα. Πρώτα παρατηρούµε
ότι ένα παραλληλόγραµµο καθορίζεται πλήρως από τρεις κορυφές και δύο ακµές. Αν A,
B είναι δύο σηµεία του R2, τότε γράφουµε AB για το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα
δύο σηµεία και |AB| για το µήκος του AB.

Πρόταση 3.1.2. ΄Εστω ο πίνακας

M =

[
a1 b1

a2 b2

]
∈M2(R)

και PM το παραλληλόγραµµο µε κορυφές τα σηµεία O(0, 0), A(a1, a2), B(b1, b2), και ακµές
τα ευθύγραµµα τµήµατα OA, OB. Τότε το εµβαδόν του PM ισούται µε | detM |.
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Απόδειξη. Ως γνωστόν

Εµβαδόν PM = Βάση του PM · ΄Υψος του PM .

΄Εστω Γ η τέταρτη κορυφή του PM . Θεωρούµε την ευθεία L που περνάει από τα σηµεία
O και B καθώς και την ευθεία L′ που περνάει από τα σηµεία A και Γ. Η ευθεία L′ είναι
παράλληλη προς το διάνυσµα ~OB και περιγράφεται ως το σύνολο

L′ = {(a1, a2) + k(b1, b2) : k ∈ R}.

΄Εστω C(c1, c2) τυχαίο σηµείο επί της L′. Υπάρχει, λοιπόν, k ∈ R, τέτοιο ώστε

(c1, c2) = (a1 + kb1, a2 + kb2) .

Θεωρούµε το παραλληλόγραµµο P1 µε κορυφές τα σηµεία O, B, C, και ακµές OB, OC,
ϐλ. Σχήµα (3.9).
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Σχήµα 3.9: Τα παραλληλόγραµµα P και P1

Παρατηρούµε ότι τα παραλληλόγραµµα PM και P1 έχουν την ίδια ϐάση |OB|. Αφού
τα σηµεία A και C ανήκουν στην L′ και η L′ είναι παράλληλη προς την L, έπεται ότι
οι αποστάσεις των A και C από την L είναι ίσες. ΄Αρα τα παραλληλόγραµµα PM και P1

έχουν ίσα ύψη. Συνεπώς
Εµβαδόν PM = Εµβαδόν P1 .

Σηµειώνουµε ότι

M −−−−−−−−−−−→
Σ1 → Σ1 + kΣ2

M1 =

[
c1 b1

c2 b2

]
και P1 = PM1 ενώ detM = detM1 .

Αντίστοιχα, ϑεωρώντας τον ανάστροφο του M , παρατηρούµε ότι αν

M −−−−−−−−−−→
Γ2 → Γ2 + kΓ1

M2, για k ∈ R ,

τότε
detM = detM2 και Εµβαδόν PM = Εµβαδόν PM2 .

Σηµειώνουµε ότι το PM2 έχει ακµή ϐάσης OA και δύο άλλες κορυφές επί της ευθείας που
διέρχεται από τα σηµεία B και Γ.
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Θα εφαρµόσουµε τις προηγούµενες παρατηρήσεις διαδοχικά. Την πρώτη ϕορά επιλέ-
γουµε ως C(0, c) το σηµείο τοµής της L′ µε τον άξονα των y. ΄Ετσι, το P1 έχει ακµές OB
και OC και αντιστοιχεί στον πίνακα:

M1 =

[
0 b1

c b2

]
.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε το σηµείο ∆, τη τέταρτη κορυφή του P1. Βρίσκουµε το σηµείο
τοµής της ευθείας

{ ~OB + t ~B∆ : t ∈ R},

µε τον άξονα των x, έστω D. ΄Ετσι, D = (d, 0) και το αντίστοιχο παραλληλόγραµµο P2 έχει
ως κορυφές τα σηµεία O,C,D, ϐλ. Σχήµα (3.10).
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Σχήµα 3.10: Τα παραλληλόγραµµα PM , P1, P2

Παρατηρούµε ότι

M2 =

[
0 d
c 0

]
και ότι PM2 = P2.

Εποµένως
Εµβαδόν PM = Εµβαδόν P1 = Εµβαδόν P2

ενώ
detM = detM1 = detM2 = −cd .

Αφού το P2 είναι ορθογώνιο, έπεται ότι

Εµβαδόν P2 = |c||d| =⇒ Εµβαδόν PM = | detM | .

Αποδείξαµε λοιπόν ότι η απόλυτη τιµή της ορίζουσας του M είναι ίση µε το εµβαδόν του
παραλληλογράµµου PM .

Στον R3, ένα παραλληλεπίπεδο καθορίζεται από τις συντεταγµένες τριών διανυσµάτων.
΄Οπως προηγουµένως, µπορεί να αποδειχθεί ότι ο όγκος του παραλληλεπιπέδου είναι ί-
σος µε την απόλυτη τιµή της ορίζουσας του 3 × 3 πίνακα των συντεταγµένων αυτών των
τριών διανυσµάτων. Παρατηρούµε ότι τρία διανύσµατα στον R3 ορίζουν ένα γνήσιο πα-
ϱαλληλεπίπεδο όταν δεν υπάρχει κάποιο επίπεδο που να περιέχει και τα τρία διανύσµατα
ταυτόχρονα. Σε αντίθετη περίπτωση, το στερεό παραλληλεπίπεδο καταρρέει και δεν έχει
όγκο, ενώ η ορίζουσα του αντίστοιχου 3× 3 πίνακα είναι ίση µε µηδέν.
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Ασκήσεις Ενότητας 3.1

1. Να δώσετε την εξίσωση της ευθείας L = {(1, 2) + k(1, 0) : k ∈ R} στη µορφή
ax + by = c. Να εξετάσετε αν η L είναι υποχώρος του R2. Οµοίως για την ευθεία
L′ = {(2, 4) + k(1, 2) : k ∈ R}.

2. Να δώσετε την εξίσωση του επιπέδου E1 = {k(1, 1, 1) + t(1, 0, 1) : k, t ∈ R} στη
µορφή ax+ by + cz = d. Να εξετάσετε αν το E1 είναι διανυσµατικός υποχώρος του
R3. Οµοίως για τα επίπεδα E1 = {k(1, 1, 1) + t(1, 0, 1) + (3, 1, 3) : k, t ∈ R} και
E2 = {k(1, 1, 1) + t(1, 0, 1) + (3, 2, 3) : k, t ∈ R}.

3. Να ϐρείτε το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε κορυφές (0, 0), (1, 3), (2, 4), (3, 7).

4. Να ϐρείτε το εµβαδόν του παραλληλογράµου µε κορυφές (1, 1), (2, 3), (1, 5), (2, 7).

5. Να ϐρείτε τον όγκο του παραλληλεπιπέδου που ορίζεται από τα διανύσµατα (1, 1, 1),
(0, 2, 1), (0, 0, 3).

3.2 ∆ιανυσµατικός Χώρος kn και Υποχώροι

Στην ενότητα αυτή ϑα γενικεύσουµε στον Cn, όσα εξετάσαµε στην προηγούµενη ενότητα
για τον Rn. ΄Ετσι, ϑεωρούµε γενικότερα το σώµα k, όπου k = R ή C. Αν v = (v1, . . . , vn),
w = (w1, . . . , wn) ∈ kn, τότε ορίζουµε το άθροισµα (sum), v + w, ως εξής :

v + w = (v1 + w1, . . . , vn + wn) .

Αντίστοιχα αν c ∈ k, τότε ορίζουµε το ϐαθµωτό γινόµενο (scalar product), cv, ως εξής :

cv = (cv1, . . . , cvn) .

Το σύνολο kn γίνεται διανυσµατικός χώρος (vector space) όταν µελετάµε τη δοµή που
προκύπτει από αυτές τις δύο πράξεις. Τα στοιχεία του kn ϑα λέγονται εφεξής διανύσµα-
τα (vectors). Ο επόµενος πίνακας συγκεντρώνει τις ιδιότητες που ικανοποιούνται στον
διανυσµατικό χώρο kn. Με 0 συµβολίζουµε το διάνυσµα (0, . . . , 0) ∈ kn.

Πίνακας 3.2.1: Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΥ ΧΩΡΟΥ kn

1. v + (u+ w) = (v + u) + w, για όλα τα v, u, w ∈ kn.

2. 0 + v = v = v + 0, για κάθε v ∈ kn.

3. −v + v = 0 = v + (−v), για κάθε v ∈ kn.

4. v + u = u+ v, για όλα τα v, u ∈ kn.

5. κ(v + u) = κv + κu, για κάθε κ ∈ k και όλα τα v, u ∈ kn,
(κ+ λ)v = κv + λv, για όλα τα κ, λ ∈ k και κάθε v ∈ kn.

6. κ(λv) = (κλ)v, για όλα τα κ, λ ∈ k και κάθε v ∈ kn.

7. 1v = v, για κάθε v ∈ kn.
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Για τη µελέτη µας εστιάζουµε σε κάποια υποσύνολα του kn που ικανοποιούν δύο
σηµαντικές ιδιότητες.

Ορισµός 3.2.1. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο U του kn λέγεται διανυσµατικός υποχώρος
(subspace) του kn (ή απλώς υποχώρος) αν

i. u+ w ∈ U , για κάθε u,w ∈ U ,

ii. κu ∈ U , για κάθε u ∈ U και κάθε κ ∈ k,

΄Εστω οU διανυσµατικός υποχώρος του kn. Από τις ιδιότητες του υποχώρου, προκύπτει
ότι :

• αν u ∈ U , τότε −u = (−1)u ∈ U .

• 0 ∈ U , αφού u− u = 0 ∈ U .

Εποµένως αν για κάποιο υποσύνολο A του kn µπορέσουµε και δείξουµε ότι 0 /∈ A, τότε
το A δεν είναι υποχώρος του kn. Πως προκύπτουν, λοιπόν, οι υποχώροι ; Σε αυτήν την
ενότητα, ϑα µελετήσουµε τα διανύσµατα που παράγουν τους διανυσµατικούς υποχώρους
του kn.

Παράδειγµα 3.2.2. ΄Εστω v ∈ kn ένα µη µηδενικό διάνυσµα. Το σύνολο

L = {κv : κ ∈ k}

είναι υποχώρος του kn. Πράγµατι, δύο τυχαία στοιχεία του L είναι της µορφής κ1v και
κ2v για κάποια κ1, κ2 ∈ k. Εποµένως

κ1v + κv = (κ1 + κ2)v ∈ L.

Αντίστοιχα για το ϐαθµωτό γινόµενο, έστω κv τυχαίο στοιχείο του L για κάποια κ ∈ k, και
έστω c τυχαίο στοιχείο του k. Τότε

c(κv) = (cκ)v ∈ L .

Γράφουµε L = S ({v}) και λέµε ότι το σύνολο {v} παράγει την L. ∆εν είναι δύσκολο να
παρατηρήσει κάποιος ότι αν καθορίσουµε ένα µη µηδενικό s ∈ k, τότε

L = S ({s · v)}) .

Σηµειώνουµε ότι όταν k = R και n = 2 ή 3, τότε L είναι ευθεία στον Rn που διέρχεται
από την αρχή των αξόνων, ϐλ. Παράδειγµα 3.1.1.1.΄Ετσι, ο υποχώρος

S({(1, 2)}) = { (κ, 2κ) : κ ∈ R }

είναι η ευθεία στον R2 που περνά από την αρχή των αξόνων και το σηµείο (1, 2). Αντίστοι-
χα, ο υποχώρος

S({(α1, . . . , αn)}) ⊂ Rn

είναι η ευθεία στον Rn που περνά από την αρχή των αξόνων και το σηµείο (α1, . . . , αn).
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΄Εστω τώρα X είναι υποσύνολο διανυσµάτων του kn. Ορίζουµε το υποσύνολο S(X) ⊂
kn ως εξής :

S(X) = { κ1x1 + · · ·+ κsxs : κj ∈ k, xj ∈ X, 1 ≤ j ≤ s, s ∈ N}.

Λέµε ότι το σύνολο S(X) είναι ο χώρος που παράγεται από το X (space spanned by
X) και λέµε ότι το X παράγει (spanning set) τον S(X). Τα στοιχεία του S(X) λέγονται
γραµµικοί συνδυασµοί (linear combinations) των στοιχείων του X µε συντελεστές από
το k. Παρατηρούµε ότι :

S(∅) = {0} και X ⊂ S(X).

∆εν είναι δύσκολο να επιβεβαιώσουµε ότι το σύνολο S(X) είναι διανυσµατικός υποχώ-
ϱος του kn. Πράγµατι :

• αν u ∈ S(X), τότε υπάρχουν κ1, . . . , κs ∈ k και x1, . . . , xs ∈ X τέτοια ώστε v =
κ1x1 + · · ·+ κsxs. Αν t ∈ k, τότε

tv = (tκ1)x1 + · · ·+ (tκs)xs ∈ S(X) .

• αν u,w ∈ S(X), τότε υπάρχουν κ1, . . . , κs και λ1, . . . , λt ∈ k καθώς και διανύσµατα
x1, . . . , xs και y1, . . . , yt ∈ X τέτοια ώστε v = κ1x1 + · · ·+ κsxs και w = λ1y1 + · · ·+
λtyt. Εποµένως

v + w = κ1x1 + · · ·+ κsxs + λ1y1 + · · ·+ λtyt ∈ S(X) .

Σηµειώνουµε ότι αν V είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn, τότε S(V ) ⊂ V . Συνεπώς

V ⊂ S(V ) ⊂ V ⇒ V = S(V ) .

Αποδείξαµε, λοιπόν, την επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.2.3. ΄Ενα υποσύνολο V διανυσµάτων στο kn είναι διανυσµατικός υποχώρος
του kn αν και µόνο αν V = S(X) για κάποιο X ⊂ kn.

΄Οταν ο V είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn, επιθυµούµε να ϐρούµε όσο το
δυνατόν µικρότερα σε πλήθος υποσύνολα του V που να παράγουν τον V .

Παραδείγµατα 3.2.4.

1. ΄Εστω X = {(1, 0), (0, 1)} ⊂ C2. Θα δείξουµε ότι S(X) = C2. Πράγµατι έστω
(a, b) ∈ C2. Τότε a, b ∈ C και

(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1) ∈ S(X) .

Εποµένως
C2 ⊂ S(X) ⊂ C2 ⇒ C2 = S(X).

Είναι ϕανερό ότι το διάνυσµα (1, 0) δεν παράγει τον C2 αφού το διάνυσµα (0, 1) /∈
S ({(1, 0)}). Αντίστοιχα, S ({(0, 1)}) 6= C2 αφού (1, 0) /∈ S ({(0, 1)). Εποµένως δεν
υπάρχει γνήσιο υποσύνολο του X που να παράγει τον C2.

Αν δουλέψουµε στον R2 και ϑεωρήσουµε το X = {(1, 0), (0, 1)} ⊂ R2, προκύπτει µε
τον ίδιο ακριβώς τρόπο ότι R2 = S(X).
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2. ΄Εστω ei το διάνυσµα στον kn που έχει µονάδα για την i συντεταγµένη και µηδέν σε
όλες τις άλλες. ΄Ετσι,

e1 = (1, 0, · · · , 0), e2 = (0, 1, 0, · · · , 0), . . . , en = (0, · · · , 0, 1) .

Θεωρούµε το υποσύνολο X = {e1, e2, . . . , en} του kn. Αν (a1, · · · , an) ∈ kn, τότε

(a1, · · · , an) = a1e1 + · · ·+ anen ∈ S(X) .

Εποµένως
kn ⊂ S(X) ⊂ kn ⇒ kn = S(X).

Αποδείξαµε λοιπόν ότι

kn = S ({(e1, . . . , en}) .

3. Ο υποχώρος {0} = S ({0}) λέγεται ο µηδενικός υποχώρος του kn.
4. Θα αποδείξουµε ότι

S({(1, 2), (2, 4)}) = S({(1, 2)}).
Πράγµατι είναι ϕανερό ότι S({(1, 2)}) ⊂ S(X). Επίσης,

S(X) = {κ(1, 2) + λ(2, 4) : κ, λ ∈ k} = {(κ+ 2λ, 2κ+ 4λ) : κ, λ ∈ k} =

{(κ+ 2λ) (1, 2) : κ, λ ∈ k} = {t(1, 2) : t ∈ k}.
Εποµένως

S({(1, 2)}) ⊂ S(X) ⊂ S({(1, 2)}) ⇒ S({(1, 2)}) = S(X) .

Παρατηρούµε ακόµη ότι

S(X) = S({(2, 4)}) = S({(3, 6)}),

και άρα το διάνυσµα που παράγει τον S(X) δεν είναι µοναδικό.

5. ΄Εστω X = {(1, 2), (0, 1)}. Χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία των γραµµικών συστηµάτων,
ϑα δείξουµε ότι S(X) = k2. Πράγµατι έστω (α, β) ∈ k2. Θα ϐρούµε x1, x2 ∈ k έτσι
ώστε

(α, β) = x1(1, 2) + x2(0, 1) .

Πρέπει, λοιπόν, να επιλύσουµε το γραµµικό σύστηµα

x1 = α
2x1 +x2 = β.

Αφού [
1 0 α
2 1 β

]
−→

[
1 0 α
0 1 β − 2α

]
.

προκύπτει ότι x1 = α, x2 = β − 2α. ΄Αρα

(α, β) = (α, 2α + (β − 2α)) = α(1, 2) + (β − 2α)(0, 1) . (3.2.4.1)

Εποµένως S(X) = k2. Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι

e1 = 1(1, 2)− 2(0, 1) και e2 = 0(1, 2) + 1(0, 1) ,

όπως προβλέπει η Σχέση (3.2.4.1).
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6. ΄Εστω X = {u,w}, όπου u,w είναι δύο µη µηδενικά διανύσµατα του k2 και u δεν
είναι πολλαπλάσιο του v. Θα αποδείξουµε ότι S(X) = k2.

Πράγµατι, έστω ότι u = (a1, a2), w = (b1, b2) όπου ai, bi ∈ k, για i = 1, 2 και έστω
h = (c1, c2) ∈ k2. Παρατηρούµε ότι h ∈ S(X) αν και µόνο αν υπάρχουν k, t ∈ k,
έτσι ώστε

h = ku+ tw .

Αντικαθιστώντας τις συντεταγµένες των u,w, h σε αυτήν την εξίσωση, ϐλέπουµε ότι
η δυάδα (k, t) πρέπει να είναι λύση του γραµµικού συστήµατος

xa1 + yb1 = c1

xa2 + yb2 = c2 .
(3.2.4.2)

Αυτό ϑα συµβεί αν και µόνο αν σύστηµα (3.2.4.2) είναι συµβατό. Ο πίνακας των
συντελεστών είναι

A =

[
a1 b1

a2 b2

]
.

Παρατηρούµε ότι αν η ορίζουσα detA = a1b2 − b1a2 είναι µηδέν, τότε (a2, b1) 6=
k(b1, b2) για κάποιο k ∈ k. ΄Οµως, από την υπόθεση αυτό δεν συµβαίνει, άρα
rank(A) = 2 και ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Συνεπώς, το Σύστηµα (3.2.4.2)
είναι συµβατό και έχει λύση. ΄Αρα h ∈ U και εποµένως

k2 ⊂ U ⊂ k2 ⇒ U = k2 .

Σηµειώνουµε ότι όταν k = R, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε γεωµετρικά επιχει-
ϱήµατα για την απόδειξη. Πράγµατι, έστω h, u, w ∈ R2, όπως στο επόµενο σχήµα.

y

x

O

L
B

L′

w

u

h

Α

Σχήµα 3.11: S({u,w}) = R2

Σηµειώνουµε A, το τελικό σηµείο του h. Προεκτείνουµε το διάνυσµα u στην ευθεία
L. Θεωρούµε L′, την ευθεία που είναι παράλληλη προς το w και διέρχεται από το
A. Οι ευθείες L και L′ δεν είναι παράλληλες, αφού τα διανύσµατα u και w δεν είναι
παράλληλα. Εποµένως οι L και L′ τέµνονται σε κάποιο σηµείο, που σηµειώνουµε
µε B. Αφού ~OB = ku, ~OA = tw για κάποια k, t ∈ R, έπεται ότι

h = ~OB + ~BA = ku+ tw ∈ U .
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7. Σε αυτό το παράδειγµα, ϑα ϐρούµε µία εξίσωση που ικανοποιείται από τα στοιχεία
του S (X) ⊂ R3 όπου X = {(1, 0, 1), (0, 2, 0)}. Αφού

S(X) = { κ(1, 0, 1) + λ(0, 2, 0) : κ, λ ∈ k },

το διάνυσµα (a, b, c) ∈ S(X) αν και µόνο αν υπάρχουν κ, λ έτσι ώστε το σύστηµα1 0
0 2
1 0

 · [κ
λ

]
=

ab
c


είναι συµβατό. Αφού  1 0 a

0 2 b
1 0 c

 −→
 1 0 a

0 2 b
0 0 c− a


συµπεραίνουµε ότι το προηγούµενο σύστηµα είναι συµβατό αν και µόνο αν a−c = 0,
δηλ. αν a = c. Εποµένως

S(X) = {(a, b, a) : a, b ∈ k} = {(a, b, c) ∈ k3 : a− c = 0} .

Ο υποχώρος S(X) είναι ένα επίπεδο που περνά από την αρχή των αξόνων και
απεικονίζεται ως εξής :

x y

z

0

(1,0,1)

(0,2,0)

Σχήµα 3.12: S ({(1, 0, 1), (0, 2, 0)}) = {(a, b, a) : a, b ∈ R}

8. Αντίστροφα, ξεκινώντας από µία εξίσωση που περιγράφει τα διανύσµατα ενός διανυ-
σµατικού υποχώρου U στον k3, µπορούµε εύκολα να ϐρούµε δύο διανύσµατα u1, u2

έτσι ώστε U = S ({u1, u2}). Θα δείξουµε τη διαδικασία για τον υποχώρο

U = { (x, y, z) ∈ k3 : 3x+ y − 2z = 0 } .

Αφού 3x+ y − 2z = 0, έπεται ότι −3x+ 2z = y. ΄Ετσι αν (x, y, z) ∈ U , τότε

(x, y, z) = (x,−3x+ 2z, z) = x(1,−3, 0) + z(0, 2, 1).

Θέτουµε u1 = (1,−3, 0), u2 = (0, 2, 1) και παρατηρούµε ότι u1, u2 ∈ U . Εποµένως,
αν X = {u1, u2}, τότε

U = { xu1 + zu2 : x, z ∈ k } = S(X) .
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Το παράγον σύνολοX δεν είναι µοναδικό. Εάν λύσουµε την εξίσωση 3x+y−2z = 0
ως προς το z τότε ϐρίσκουµε ένα διαφορετικό σύνολο διανυσµάτων που παράγει το
U . Πράγµατι

z = 1/2(3x+ y)⇒ (x, y, z) = (x, y,
3x+ y

2
) = x(1, 0,

3

2
) + y(0, 1,

1

2
)

και

U = S(Y ), όπου Y = {(1, 0, 3

2
), (0, 1,

1

2
)}) .

Είναι επίσης εύκολο να δούµε ότι

U = S({(2, 0, 3), (0, 2, 1)}) .

΄Οταν k = R, το Σχήµα 3.13 απεικονίζει τον U .

x

y

z

0

(2,0,3)
(0,2,1)

Σχήµα 3.13: U = S ({(2, 0, 3), (0, 2, 1)})

9. ΄Εστω

U = {(a1, . . . , an) ∈ kn : a1 − a2 = 0}.

Στις ασκήσεις ο αναγνώστης καλείται να επιβεβαιιώσει ότι το σύνολο U είναι δια-
νυσµατικός υποχώρος του kn, ϐλ. ΄Ασκηση 3.4.2. Παρατηρούµε ότι στον k2, ένα
διάνυσµα παράγει τον U :

U = {(a1, a2) ∈ k2 : a1 − a2 = 0} = {(a1, a2) ∈ k2 : a1 − a2 = 0} =

{(a2, a2) : a2 ∈ k} = {a2(1, 1) : a2 ∈ k} = S ({(1, 1)}) .

Στον k3, όµως, χρειαζόµαστε δύο διανύσµατα:

U = {(a1, a2, a3) ∈ kn : a1 − a2 = 0} = {(a2, a2, a3) : a2, a3 ∈ k} =

{a2(1, 1, 0) + a3(0, 1, 0) : a2, a3 ∈ k} = S ({(1, 1, 0), (0, 0, 1)}) .

Αντίστοιχα, στον kn χρειαζόµαστε n − 1 διανύσµατα για να παράξουµε τον U . Στο
Σχήµα (3.14) ϐλέπουµε τη γραφική αναπαράσταση του U στον R2 και στον R3.
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x

y

L

y

z

x

E

Σχήµα 3.14: Οι λύσεις της εξίσωσης x− y = 0 στον R2 και στον R3

Στη συνέχεια ορίζουµε το άθροισµα (sum) και την τοµή (intersection) δύο υποχώρων του
kn. ΄Εστω U και W δύο υποχώροι του kn. Το άθροισµα U + W των U και W ορίζεται ως
εξής :

U +W = { u+ w : u ∈ U και w ∈ W }.

Παρατηρούµε ότι U ⊂ U + W , αφού 0 ∈ W και u = u + 0. Οµοίως W ⊂ U + W . Η
επόµενη πρόταση, προκύπτει εύκολα από τους σχετικούς ορισµούς :

Αν U = S(X1), W = S(X2) όπου X1, X2 είναι υποσύνολα του kn, τότε

U +W = S(X1 ∪X2)

και άρα το άθροισµα U +W είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn.

Η τοµή U ∩W ορίζεται ως εξής :

U ∩W = { v : v ∈ U και v ∈ W } .

Προκύπτει εύκολα ότι U ∩W είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn. Στα παραδείγµατα
ϑα δούµε ότι τα διανύσµατα που ανήκουν στην τοµή U ∩W προκύπτουν ως λύσεις ενός
οµογενούς συστήµατος.

Παραδείγµατα 3.2.5.

1. ΄Εστω v = (1, 2), e2 = (0, 1) και

V1 = { (x, y) ∈ k2 : 2x− y = 0 } = S({(1, 2)}) = S({v})

και
V2 = { (x, y) ∈ k2 : x = 0 } = S({0, 1)} = S({e2}).

Είναι εύκολο να δούµε ότι V1 ∩ V2 = {0}. Στο Παράδειγµα 3.2.4.5 είδαµε ότι
V1 + V2 = k2. Συγκεκριµένα είδαµε ότι αν w = (α, β) ∈ k2 τότε

w = α · v + (b− 2a) · e2 .

Στο Σχήµα (3.15), απεικονίζουµε τους χώρους V1 και V2 στον R2.
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x

y

e2

V2

V1

v
(a, b)

w

av

(b− 2a)e2

O

Σχήµα 3.15: V1 + V2 = R2, V1 ∩ V2 = 0

2. Θεωρούµε τους υποχώρους

V1 = { (x, y, z) ∈ k3 : x− z = 0 } = S ({v1, v2}) ,

V2 = { (x, y, z) ∈ k3 : x+ y + z = 0 } = S ({w1, w2}) ,

όπου v1 = (1, 0, 1), v2 = (0, 1, 0) και w1 = (1, 0,−1), w2 = (0, 1,−1). Θα υπολογί-
σουµε την τοµή V1 ∩ V2. Είναι ϕανερό ότι (x, y, z) ∈ V1 ∩ V2 αν και µόνο αν

x −z = 0
x+ y +z = 0 .

Λύνοντας το σύστηµα αυτό ϐρίσκουµε ότι

V1 ∩ V2 = { (x,−2x, x) : x ∈ k } = {x(1,−2, 1) : x ∈ k}.

Στη συνέχεια, ϑα αποδείξουµε ότι V1 + V2 = k3. Καταρχήν παρατηρούµε ότι
(a, b, c) ∈ V1 + V2 αν και µόνο αν υπάρχουν (x1, x2, x3, x4) έτσι ώστε

(a, b, c) = x1v1 + x2v2 + x3w1 + x4w4 ,

δηλ. αν και µόνο αν το σύστηµα

x1 +x3 = a
x2 +x4 = b

x1 −x3 −x4 = c

είναι συµβατό. Ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος είναι ο πίνακας

A =

 1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 −1 −1

 .

Αφού ο A έχει ϐαθµίδα 3, έπεται ότι το σύστηµα είναι συµβατό, για κάθε διάνυσµα
(a, b, c) ∈ k3. Εποµένως V1 + V2 = k3.
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΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(k). Ο µηδενοχώρος (nullspace) του A συµβολίζεται µε
null(A) και είναι ο υποχώρος του kn που παράγεται από τις λύσεις του οµογενούς συστή-
µατος AX = 0. Ο χώρος γραµµών (row space) του A συµβολίζεται µε Γ(A) και είναι
ο υποχώρος του kn που παράγεται από τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις m γραµµές
του A, δηλ.

Γ(A) := S({(a11, a12, · · · , a1n), . . . , (am1, am2, · · · , amn)}) ⊂ kn.

Ο χώρος στηλών (column space) του A συµβολίζεται µε Σ(A) και είναι ο υποχώρος του
km που παράγεται από τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις n στήλες του A, δηλ.

Σ(A) := S({(a11, a21, · · · , am1), . . . , (a1n, a2n, · · · , amn)}) ⊂ km.

Σηµειώνουµε την επόµενη χρήσιµη διαπίστωση.

Ο χώρος γραµµών του A είναι ο χώρος στηλών του AT , ενώ ο χώρος στηλών του A
είναι ο χώρος γραµµών του AT , δηλ.

Γ(A) = Σ(AT ) και Σ(A) = Γ(AT ).

Από τον ορισµό γνωρίζουµε ότι κάθε λύση του AX = 0 ανήκει στον null(A). Το
αντίστροφο είναι επίσης αληθές, όπως προκύπτει από την Πρόταση 1.1.3. ∆ιατυπώνουµε
αυτήν την διαπίστωση στην επόµενη πρόταση.

Πρόταση 3.2.6. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(k). Κάθε στοιχείο του null(A) είναι λύση του
οµογενούς συστήµατος AX = 0.

Σηµειώνουµε ότι αν B 6= 0, τότε το σύνολο των λύσεων του συστήµατος AX = B δεν
είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn, αφού το 0 δεν ανήκει στο σύνολο των λύσεων.

Παράδειγµα 3.2.7. Θα υπολογίσουµε το µηδενοχώρο, το χώρο γραµµών και το χώρο
στηλών του πίνακα A όπου

A =

0 1 0 2
0 0 1 0
0 0 0 0

 ∈M3×4(C).

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας A είναι σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Οι λύσεις
του AX = 0 είναι :

{(x, y, z, w) : y + 2w = 0, z = 0, x, w ∈ k} = {(x,−2w, 0, w) : x,w ∈ C} =

= {x(1, 0, 0, 0) + w(0,−2, 0, 1) : x,w ∈ k} .

Εποµένως
null(A) = S ({(1, 0, 0, 0), (0,−2, 0, 1)}) .

΄Εστω, τώρα,
v1 = (0, 1, 0, 2), v2 = (0, 0, 1, 0)

τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις µη µηδενικές γραµµές του A και

w1 = (1, 0, 0), w2 = (0, 1, 0), w3 = (2, 0, 0)
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τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις µη µηδενικές στήλες του A. Τότε

Γ(A) = S ({v1, v2,0}) = S ({v1, v2}) ⊂ C4

και
Σ(A) = S ({0, w1, w2, w3}) = S({w1, w2, w3}) = S ({w1, w2}) ⊂ C3.

Για να εξηγήσουµε την τελευταία ισότητα σηµειώνουµε ότι αν u ∈ Σ(A), τότε υπάρχουν
k, t, s ∈ k, έτσι ώστε u = kw1 + tw2 + sw3. Εποµένως, u = (k + 2s)w1 + tw2, αφού
w3 = 2w1. Ο αναγνώστης καλείται να ϐρει την εξίσωση της οποίας το σύνολο των λύσεων
είναι ο Σ(A).

Παρατήρηση 3.2.8. Πολλές ϕορές είναι χρήσιµο και ϐολικό να ταυτίζουµε τα στοιχεία
του km µε m × 1 πίνακες µε στοιχεία από το k. Θεωρούµε, λοιπόν, τη συνάρτηση φ :
km −→Mm×1(k), όπου

(b1, . . . , bm) 7→

 b1

...
bm

 .
Είναι ϕανερό ότι η συνάρτηση αυτή είναι ένα προς ένα (one to one) και επί (onto), δηλ. κά-
ϑε διάνυσµα του km αντιστοιχεί σε ακριβώς έναν πίνακα του Mm×1(k) και αντίστροφα.
Θα χρησιµοποιήσουµε αυτήν την αντιστοιχία πολλές ϕορές στη συνέχεια αυτού του συγ-
γράµµατος. Αν v1, . . . , vn ∈ km, γράφουµε

A =
[
v1 v2 · · · vn

]
,

εννοώντας τον m × n πίνακα µε στήλες τους πίνακες φ(v1), . . . , φ(vn). Για παράδειγµα,
αν v1 = (1, 1), v2 = (1, 2), v3 = (2, 4), τότε µε A =

[
v1 v2 v3

]
εννοούµε τον πίνακα

A =

[
1 1 2
1 2 4

]
.

΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(k) και έστω X = (xi) ∈ Mn×1(k). Το γινόµενο AX είναι το
παρακάτω άθροισµα:

AX =

a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn


x1

...
xn

 = x1

a11

...
am1

+ · · ·+ xn

a1n

...
amn

 .
Μπορούµε να συνοψίσουµε πότε τα συστήµατα AX = B και ATX = C είναι συµβατά ως
εξής :

Πρόταση 3.2.9. ΄Εστω οι πίνακες

A =

a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn

 , B =

 b1

...
bm

 , C =

 c1

...
cn

 .
Το σύστηµα AX = B είναι συµβατό αν και µόνο (b1, . . . , bm) ∈ Σ(A). Το σύστηµα
ATX = C είναι συµβατό αν και µόνο αν (c1, . . . , cn) ∈ Γ(A).

Η χρησιµότητα της Πρότασης 3.2.9 έγκειται στο ότι µας επιτρέπει να υπολογίζουµε το
χώρο γραµµών και στηλών ενός πίνακα.

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%88%CE%BD%CE%B1_%CF%80%CF%81%CE%BF%CF%82_%CE%AD%CE%BD%CE%B1
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Παράδειγµα 3.2.10. ΄Εστω

A =

0 1 0 2
0 0 1 0
0 0 0 0


ο πίνακας του Παραδείγµατος 3.2.7. Το σύστηµα AX =

[
1 1 1

]T δεν είναι συµβατό,
όπως είναι ϕανερό από τον επαυξηµένο πίνακα 0 1 0 2 1

0 0 1 0 1
0 0 0 0 1

 .
Εποµένως το διάνυσµα (1, 1, 1) δεν ανήκει στον χώρο στηλών του πίνακα A. Το διάνυσµα
(0, 2, 2, 4) ανήκει στον χώρο γραµµών του πίνακα A, αφού το σύστηµα

ATX =
[
0 2 2 4

]T
είναι συµβατό, όπως είναι ϕανερό από τον επαυξηµένο πίνακα

0 0 0 0
1 0 0 2
0 1 0 2
2 0 0 4

 .
Στα Παραδείγµατα 3.2.4 είδαµε ότι το παράγον σύνολο X του υποχώρου U του kn

δεν είναι µοναδικά ορισµένο. Για τον ίδιο υποχώρο U υπάρχουν (άπειρα τον αριθµό)
σύνολα X έτσι ώστε S(X) = U . Τα σύνολα που παράγουν τον U µπορεί να διαφέρουν
και ως προς το πλήθος τους. Στην επόµενη ενότητα ϑα µας απασχολήσουν ερωτήµατα
που αφορούν την εύρεση συνόλων που παράγουν τον U και έχουν το µικρότερο δυνατό
πλήθος στοιχείων.

Ασκήσεις Ενότητας 3.2

1. Να αποδείξετε ότι το σύνολο L = { (x, y, z) ∈ R3 : x+ y = 1 } δεν είναι υποχώρος
του R3.

2. Να αποδείξετε ότι το σύνολο U = {(a1, . . . , an) ∈ kn : a1 − a2 = 0} είναι διανυσµα-
τικός υποχώρος του kn. Για n = 4 να ϐρεθεί ένα παράγον σύνολο.

3. Να αποδείξετε ότι το σύνολο L = { (x, y, z) ∈ R3 : x+ y = 0 } είναι υποχώρος του
R3 και να ϐρείτε ένα παράγον σύνολο.

4. ∆ίνονται τα υποσύνολα

U = { (k, k, k) : k ∈ R } και V = { (0, λ, µ) : λ, µ ∈ R }

του R3. Να αποδείξετε ότι οι U, V είναι υποχώροι του R3. Να ϐρείτε σύνολα που
παράγουν τους U και V . Να υπολογίσετε την τοµή U ∩ V .

5. Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου S({(1, 2, 0), (1, 0, 1)}).
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6. Να αποδείξετε ότι για τα υποσύνολα

X = {(1, 0), (1, 1)} και Y = {(0, 1), (1, 2)}

του R2 ισχύει ότι S(X) = S(Y ).

7. Να ελέγξετε αν το διάνυσµα (1, 2, 3) είναι στο χώρο στηλών και γραµµών του πίνακα

A =

1 0 2
1 1 3
2 1 5

 .

3.3 Βάσεις και Γραµµική Ανεξαρτησία, Ι

Στη προηγούµενη ενότητα είδαµε ότι οι µη µηδενικοί υποχώροι του kn έχουν άπειρα το
πλήθος παράγοντα σύνολα. Μας ενδιαφέρουν τα ελαχιστοτικά παράγοντα σύνολα. Τι εν-
νοούµε µε αυτό ; ΄Εστω ότι V είναι διανυσµατικός υποχώρος του kn. ΄Ενα παράγον σύνολο
X του V είναι ελαχιστοτικό (minimal) αν δεν υπάρχει γνήσιο υποσύνολο (δηλ. διάφορο
τουX) τουX που να παράγει τον V . Θα δούµε ότι όλα τα ελαχιστοτικά παράγοντα σύνολα
του V έχουν τον ίδιο αριθµό στοιχείων, µία ιδιαίτερα σηµαντική ιδιότητα για ϑεωρητικούς
αλλά και υπολογιστικούς λόγους.

Ορισµός 3.3.1. ΄Εστω ότι ο V είναι µη µηδενικός διανυσµατικός υποχώρος του kn και ότι
B είναι ένα υποσύνολο διανυσµάτων του V έτσι ώστε V = S(B). Αν δεν υπάρχει γνήσιο
υποσύνολο B′ του B έτσι ώστε V = S(B′) να παράγει τον V , τότε λέµε ότι το σύνολο B
είναι ϐάση (basis) του V . Ορίζουµε τη ϐάση του µηδενικού υποχώρου του kn να είναι το
κενό σύνολο ∅.

Τονίζουµε ότι το κενό σύνολο είναι ϐάση µόνο για το µηδενικό υποχώρο του kn. ΄Ο-
ταν η σειρά των στοιχείων σε µία ϐάση είναι καθορισµένη, τότε λέµε ότι η ϐάση είναι
διατεταγµένη (ordered basis). Χρησιµοποιούµε παρενθέσεις αντί για αγκύλες για να
δηλώνουµε τα διατεταγµένα σύνολα.

Παραδείγµατα 3.3.2.

1. ΄Εστω V η ευθεία S({v}), όπου v 6= 0. Το {v} παράγει τον V και V 6= 0. Αφού το
µόνο γνήσιο υποσύνολο του {v} είναι το κενό σύνολο ∅, έπεται ότι το σύνολο {v}
είναι ϐάση για το V .

2. ΄Εστω V = S({(1, 2), (2, 4)}), όπως στο Παράδειγµα 3.2.4.4. Αφού V = S({(1, 2)}),
το σύνολο {(1, 2), (2, 4)} δεν είναι ϐάση του V . Το σύνολο B = {(1, 2)} είναι ϐάση
του V .

3. Στο Παράδειγµα 3.2.4.2, είδαµε ότι kn = S(X) όπου X = {e1, . . . en} και

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1)

΄Εστω X ′ & X και έστω ότι ei /∈ X ′, για κάποιο i. Τότε είναι ϕανερό ότι ei δεν
είναι γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων του X ′ και ei /∈ S(X ′). Εποµένως
S(X ′) 6= kn. Αποδείξαµε λοιπόν ότι {e1, . . . , en} είναι ϐάση για τον kn.

Η κανονική ϐάση (canonical basis) για τον kn είναι η διατεταγµένη ϐάση
B =

(
e1, . . . , en

)
.
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4. ΄Εστω X = {v1 = (1, 2, 0), v2 = (0, 1, 2), v3 = (2, 5, 2)} και V = S(X). Ο αναγνώ-
στης καλείται να επιβεβαιώσει ότι

v3 = 2v1 + v2 και άρα S({v1, v2}) = V.

Αφού, το γνήσιο υποσύνολο {v1, v2} ( X παράγει τον V , συµπεραίνουµε ότι το
X δεν είναι ϐάση για τον V . Ο αναγνώστης καλείται να διαπιστώσει ότι : (α) V 6=
S({v2}), και (ϐ) V 6= S({v2}), συνεπώς {v1, v2} είναι ϐάση για τον V .

Πως όµως µπορούµε στη γενική περίπτωση, ξεκινώντας από ένα παράγον σύνολο X για
το διανυσµατικό υποχώρο V του kn, να ϐρούµε µία ϐάση για τον V ; Αναλύουµε τι συνέβη
στο τελευταίο παράδειγµα. ΄Εστω ότι το σύνολο X δεν είναι ϐάση για το χώρο V = S(X).
Υπάρχει, λοιπόν, B ( X, έτσι ώστε S(B) = S(X). Αφού B 6= X υπάρχει v ∈ X \ B.
Τότε όµως v ∈ S(B), (αφού S(B) = S(X) και v ∈ S(X)). Συµπεραίνουµε ότι το v είναι
γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του B, δηλ.

v = κ1v1 + · · ·+ κmvm, για κάποια vi ∈ B και κi ∈ k όπου 1 ≤ i ≤ m .

Εποµένως
v − κ1v1 − κ2v2 − · · · − κmvm = 0 .

Υπάρχει λοιπόν ένας γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων του X που δίνει το µηδενικό
διάνυσµα, όπου ο συντελεστής του v είναι µη µηδενικός. Αντίστροφα, αν V = S(X) και
υπάρχει µία σχέση της µορφής

κ1v1 + κ2v2 + · · ·+ κmvm = 0 , (3.3.2.1)

µεταξύ των v1, . . . , vn του X, όπου κ1 6= 0, τότε λύνοντας ως προς το v1 και διαιρώντας µε
το κ1, προκύπτει ότι

v1 = −κ2

κ1

v2 − · · · −
κm
κ1

vm .

Εποµένως, όταν και όπου εµφανίζεται το v1, µπορούµε να το αντικαταστήσουµε µε την
προηγούµενη έκφραση. ΄Αρα

V = S(X \ {v1}) .

Για να δηλώσουµε αυτήν την ιδιαιτερότητα, δίνουµε τους εξής ορισµούς.

Ορισµός 3.3.3. ΄Εστω v1, v2, . . . , vm στοιχεία του υποχώρου V του kn. Αν

κ1v1 + κ2v2 + · · ·+ κmvm = 0 , (3.3.3.1)

όπου τουλάχιστον ένα από τα κ1, κ2, . . . , κm ∈ k δεν είναι µηδέν, τότε η (3.3.3.1) λέγεται
(µη µηδενική) σχέση γραµµικής εξάρτησης (linear dependence equation) ανάµεσα στα
v1, v2, . . . , vn και τα διανύσµατα v1, v2, . . . , vn καλούνται γραµµικά εξαρτηµένα (linearly
dependent).

΄Οταν τα v1, v2, . . . , vn είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε κάθε σύνολο που τα περιέχει
λέγεται γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο (linearly dependent set). Παρατηρούµε ότι το 0
είναι γραµµικά εξαρτηµένο, αφού

10 = 0

είναι µη µηδενική σχέση γραµµική εξάρτησης. ∆εν είναι δύσκολο να συµπεράνει κανείς
ότι το 0 είναι το µοναδικό διάνυσµα που είναι (µόνο του) γραµµικά εξαρτηµένο.
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Παρατήρηση 3.3.4. ΄Εστω ότι v1, v2, . . . , vm είναι διανύσµατα του kn και έστω ότι

A =
[
v1 v2 · · · vm

]
.

Τα κ1, κ2, . . . , κm ικανοποιούν την ΄Εκφραση (3.3.3.1) ακριβώς όταν (κ1, κ2, . . . , κm) είναι
λύση τουAX = 0. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.3.4, το σύστηµαAX = 0 έχει µη µηδενική
λύση ακριβώς όταν rank(A) 6= m. Αποδείξαµε λοιπόν το εξής συµπέρασµα.

Τα v1, . . . , vm είναι γραµµικά εξαρτηµένα⇐⇒ rank
([
v1 · · · vm

])
< m.

Θυµίζουµε ότι η ϐαθµίδα ενός πίνακα είναι το πολύ ίση µε τον αριθµό των γραµµών
του πίνακα, ϐλ. Ενότητα 1.2. Εποµένως, αν µας δίνονται m διανύσµατα στον kn και
m > n, τότε τα διανύσµατα είναι µε ϐεβαιότητα γραµµικά εξαρτηµένα.

Αν τα v1, v2, . . . , vn δεν είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε λέµε ότι είναι γραµµικά
ανεξάρτητα (linearly independent) και ότι το σύνολο {v1, v2, . . . , vm} είναι γραµµικά α-
νεξάρτητο σύνολο (linearly independent set). ΄Εστω ότι v1, . . . , vn ∈ kn είναι γραµµικά
ανεξάρτητα και ότι A =

[
v1 · · · vn

]
. Τότε rank(A) = n και άρα ο A είναι αντιστρέψιµος

πίνακας. Από την Πρόταση 3.2.9, συµπεραίνουµε ότι κάθε διάνυσµα του kn µπορεί να
γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των v1, . . . , vn. Συνοψίζοντας, ισχύει το εξής συµπέρα-
σµα:

Πρόταση 3.3.5. ΄Εστω τα διανύσµατα v1, . . . , vm του kn και A =
[
v1 · · · vm

]
. Ισχύουν

τα εξής :

i) Τα v1, . . . , vm είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνο αν rank(A) = m.

ii) Αν n < m, τότε τα v1, . . . , vm είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

iii) Αν n = m, τότε τα v1, . . . , vm είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνο αν detA 6= 0.

iv) Αν n = m και detA 6= 0, τότε S({v1, . . . , vm}) = kn.

Θα εφαρµόσουµε αυτά τα κριτήρια στα επόµενα παραδείγµατα.

Παραδείγµατα 3.3.6.

1. Τα στοιχεία v1 = (1, 2) και v2 = (2, 4) του k2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα, αφού
v2 = 2v1 και 2v1 − v2 = 0. Η δυάδα (2,−1) είναι λύση του οµογενούς συστήµατος
AX = 0 όπου A =

[
v1| v2

]
. Στη συνέχεια γράφουµε τον πίνακα A και τη µετάβαση

του σε ελαττωµµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.

A =

[
1 2
2 4

]
−→

[
1 2
0 0

]
.

Είναι ϕανερό ότι rankA = 1.

2. Τα διανύσµατα e1, . . . , en είναι γραµµικά ανεξάρτητα, αφού[
e1| e2| · · · |en

]
= In

και rank(In) = n.
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3. ΄Εστω v1 = (1, 2, 0), v2 = (0, 1, 2), v3 = (2, 5, 2). Τα διανύσµατα v1, v2, v3 είναι
γραµµικά εξαρτηµένα, αφού v3 = 2v1 + v2 και άρα

2v1 + v2 − v3 = 0 . (3.3.6.1)

Στη συνέχεια γράφουµε τον πίνακα A =
[
v1| v2 |v3

]
και τη µετάβαση του σε

ελαττωµµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.

A =

1 0 2
2 1 5
0 2 2

→
1 0 2

0 1 1
0 0 0

 .

Παρατηρούµε ότι οι λύσεις του συστήµατος AX = 0 δίνουν το σύνολο

{(−2t,−t, t) : t ∈ R}

και ότι t = −1 δίνει τη σχέση γραµµικής εξάρτησης (3.3.6.1).

4. Τα διανύσµατα v1 = (1, 2, 2), v2 = (1, 3, 5), v3 = (0, 4, 9) είναι γραµµικά ανεξάρτητα
αφού ο πίνακας

A =

1 1 0
2 3 4
2 5 9


έχει ϐαθµίδα τρία.

΄Εστω, λοιπόν, ότι V = S(B). Πότε είναι το B ϐάση του V ; ΄Εχουµε ήδη εξετάσει τι
πρέπει να συµβαίνει και η επόµενη πρόταση δίνει την πλήρη απάντηση.

Πρόταση 3.3.7. ΄Εστω ότι V = S(B). Το B είναι ϐάση του V αν και µόνο αν τα
στοιχεία του V είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

΄Εστω ότι V = S(X). Για να ϐρούµε µία ϐάση για τον V , ϑα εστιάσουµε σε γραµµικά
ανεξάρτητα υποσύνολα B του X έτσι ώστε B ∪ {v} να είναι γραµµικά εξαρτηµένο, για
κάθε v ∈ X \B.

Παράδειγµα 3.3.8. Στο Παράδειγµα 3.3.8.4, είδαµε ότι τα διανύσµατα v1 = (1, 2, 2),
v2 = (1, 3, 5), v3 = (0, 4, 9) είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως αν D = {v1, v2, v3},
τότε το D είναι ϐάση για τον διανυσµατικό χώρο V = S(D). Ο πίνακας A =

[
v1| v2 |v3

]
είναι αντιστρέψιµος. Εποµένως το σύστηµα AX = B είναι συµβατό για κάθε B. Σύµφωνα
µε την Πρόταση 3.2.9, κάθε διάνυσµα του k3 ανήκει στο χώρο στηλών του A. Αυτό
σηµαίνει ότι κάθε διάνυσµα του k3 ανήκει στον V . Αποδείξαµε λοιπόν ότι

V = k3 και ότι το D είναι ϐάση για τον k3 .

Είναι δυνατόν ο διανυσµατικός υποχώρος V του kn να έχει δύο ϐάσεις µε διαφορετικό
αριθµό στοιχείων ; Ας εξερευνήσουµε λίγο αυτήν την περίπτωση. ΄Εστω ότι B1 = {v} και
ότι B2 = {w1, w2} είναι δύο ϐάσεις του V . Αφού w1 ∈ V και B1 είναι ϐάση του V , έπεται
ότι w1 = t1v. Οµοίως w2 = t2v. Επίσης αφού w2 6= 0 (γιατί ;) έχουµε ότι t2 6= 0. Τότε
όµως

w1 −
t1
t2
w2 = t1v −

t1
t2
t2v = 0
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είναι µία µη µηδενική σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των στοιχείων της ϐάσης B2

και αυτό είναι άτοπο. Αυτή είναι και η ϐασική ιδέα της απόδειξης του επόµενου πολύ
σηµαντικού ϑεωρήµατος. Για την πλήρη απόδειξη, ο αναγνώστης παραπέµπεται στη
ϐιβλιογραφία, ϐλ. για παράδειγµα το σύγγραµµα [2, Ενότητα 2.4].

Θεώρηµα 3.3.9. Κάθε διανυσµατικός υποχώρος του kn έχει µία ϐάση. ΄Ολες οι
ϐάσεις ενός διανυσµατικού υποχώρου έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.

Ο αριθµός των στοιχείων της ϐάσης είναι εξαιρετικά σηµαντική έννοια.

Ορισµός 3.3.10. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός υποχώρος του kn. Το πλήθος των στοιχείων
µίας ϐάσης του V λέγεται διάσταση (dimension) του V και συµβολίζεται dimk(V ).

Η διάσταση του µηδενικού υποχώρου του kn είναι το µηδέν, γιατί δεχθήκαµε ότι το
κενό σύνολο είναι ϐάση αυτού του υποχώρου. Κάθε άλλος υποχώρος έχει διάσταση ένα
ϑετικό ακέραιο, δηλ. αν V 6= 0 τότε dimk(V ) > 0.

Παραδείγµατα 3.3.11.

1. dimk(kn) = n

2. ΄Εστω V υποχώρος του k2. Αν dimk(V ) = 2, τότε V = k2. Αν dimk(V ) = 1, τότε
ο V = S({v}), όπου v 6= 0. Αν dimk(V ) = 0, τότε V = {0}. Αυτοί είναι και οι
µοναδικοί τύποι υποχώρων που έχει ο k2.

3. Οι γνήσιοι υποχώροι του k3 έχουν διάσταση µικρότερη του 3. ΄Εστω V υποχώρος
του k3. Αν dimk(V ) = 0, τότε ο V είναι ο µηδενικός υποχώρος. Αν dimk(V ) = 1,
τότε V = S({v}) όπου v 6= 0. Αν dimk(V ) = 2, τότε V = S({v1, v2}) όπου v1, v2 δεν
είναι παράλληλα διανύσµατα. Αν dimk(V ) = 3, τότε V = k3.

Υπάρχουν δύο ϐασικοί τρόποι για την εύρεση ϐάσης ενός διανυσµατικού υποχώρου V =
S(X) του kn. Τους συνοψίζουµε στους αλγορίθµους (3.3.1) και (3.3.2).

Αλγόριθµος 3.3.1 Αλγόριθµος εύρεσης ϐάσης για τον υποχώρο S(X) ⊂ kn ως υποσύ-
νολο του X.
Είσοδος: X = {v1, . . . , vm} ⊂ kn
΄Εξοδος: Μία ϐάση B για τον S(X) µε B ⊂ X.

Βήµα 1 Θεωρούµε τον n×m πίνακα A =
[
v1 | v2 | · · · | vm

]
.

Βήµα 2 Φέρνουµε τον A σε κλιµακωτή µορφή γραµµών.
Βήµα 3 ΄Εστω ότι οι καθοδηγητικές µονάδες ϐρίσκονται στις στήλες j1, . . . , jt. Τα
διανύσµατα vj1 , . . . , vjt αποτελούν ϐάση του S(X).

Είναι ϕανερό ότι ο αλγόριθµος (3.3.1) δίνει προτεραιότητα επιλογής στα πρώτα κατά
σειρά διανύσµατα. ΄Ετσι αν ϑέλουµε να επιλέξουµε µία ϐάση που να περιέχει κάποια
συγκεκριµένα γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα, τα γράφουµε ως τις πρώτες στήλες του
A.
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Παράδειγµα 3.3.12. ΄Εστω τα διανύσµατα v1 = (1, 2, 0, 1), v2 = (0, 1, 3,−1), v3 =
(1, 1,−3, 2) και X = {v1, v2, v3}, V = S(X). Θα ϐρούµε µία ϐάση για τον V . Θεω-
ϱούµε τον πίνακα

A =


1 0 1
2 1 1
0 3 −3
1 −1 2

 .
Η κλιµακωτή µορφή γραµµών του πίνακα A είναι ο πίνακας

R =


1 0 1

0 1 −1
0 0 0
0 0 0

 .
Παρατηρούµε ότι οι καθοδηγητικές µονάδες στον πίνακα R ϐρίσκονται στην πρώτη και
δεύτερη στήλη του R. ΄Ετσι {v1, v2} είναι µία ϐάση για τον V και dimR(V ) = 2.

Αφού {v1, v2} είναι ϐάση για τον V , το v3 γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των v1

και v2. Επιθυµούµε, λοιπόν, να ϐρούµε k1, k2 ∈ R έτσι ώστε v3 = k1v1 + k2v2. Για να
ϐρούµε τους συντελεστές k1, k2 αρκεί να λύσουµε το σύστηµα

1 0
2 1
0 3
1 −1

 X =


1
1
−3

2

 . (3.3.12.1)

Παρατηρούµε ότι ο A είναι ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος (3.3.12.1). Οι λύσεις
προκύπτουν από τον R. Το (1,−1) είναι λύση και άρα

v3 = v1 − v2 .

΄Αρα
v1 − v2 − v3 = 0

είναι µη µηδενική σχέση γραµµικής εξάρτησης των v1, v2, v3. Παροτρύνουµε τον αναγνώ-
στη να παρατηρήσει ότι η τρίτη στήλη του R είναι η διαφορά της δεύτερης στήλης του R
από τη πρώτη και ότι οι αντίστοιχες σχέσεις ισχύουν για τις στήλες του A.

Είναι ϕανερό ότι η ϐάση που ϑα πάρουµε, όταν το X είναι γραµµικά εξαρτηµένο
σύνολο, εξαρτάται από τη διάταξη των στοιχείων του X και των αντίστοιχων στηλών του A.
Η µέθοδος του αλγορίθµου αυτού στηρίζεται στην παρατήρηση ότι η ϐάση του V = S(X)
είναι ένα µέγιστο γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο του X. ΄Ενα σηµαντικό πλεονέκτηµα
αυτής της µεθόδου είναι ότι η ϐάση που προκύπτει είναι υποσύνολο του X. Είναι επίσης
πολύ εύκολο να ϐρούµε τις σχέσεις γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των διανυσµάτων του X
από την ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A.

Παρατήρηση 3.3.13. ΄Εστω ότι S(X) = V και έστω ότι αλλάζουµε κάποιο από τα διανύ-
σµατα του X µε έναν από τους εξής τρόπους :

• αλλάζοντας τη σειρά των διανυσµάτων του X,
• προσθέτοντας σε ένα διάνυσµα του X πολλαπλάσιο ενός άλλου διανύσµατος του X,
• πολλαπλασιάζοντας ένα διάνυσµα του X µε κάποιο 0 6= κ ∈ k.
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Αν X1 είναι το νέο σύνολο που προκύπτει από αυτήν την αλλαγή, τότε είναι εύκολο να
παρατηρήσει κάποιος ότι S(X1) = S(X) = V .

Σε αυτήν την παρατήρηση στηρίζεται η επόµενη µέθοδος εύρεσης ϐάσης του V =
S(X).

Αλγόριθµος 3.3.2 Αλγόριθµος εύρεσης ϐάσης για τον υποχώρο S(X) ⊂ kn σε κλιµα-
κωτή µορφή.
Είσοδος: X = {v1, . . . , vm} ⊂ kn.
΄Εξοδος: Βάση για το διανυσµατικό υποχώρο S(X) του kn.

Βήµα 1 Θεωρούµε τον πίνακα A =
[
v1 | v2 | · · · | vm

]
.

Βήµα 2 Φέρνουµε τον AT σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών R.
Βήµα 3 ΄Εστω ότι t = rank(AT ) και ότι Γ1,Γ2, . . . ,Γt είναι οι µη µηδενικές
γραµµές του R. Τα αντίστοιχα διανύσµατα αποτελούν ϐάση για τον S(X).

Εξαιτίας της ϑέσης των καθοδηγητικών µονάδων, µπορούµε εύκολα να δούµε ότι τα
διανύσµατα µε τις καθοδηγητικές µονάδες δεν µπορούν να προκύψουν από γραµµικούς
συνδυασµούς των υπολοίπων. Η ϐάση που προκύπτει από τον προηγούµενο αλγόριθµο
δεν είναι πάντα υποσύνολο του X. Το πλεονέκτηµα, όµως, αυτής της µεθόδου είναι
ότι τα στοιχεία της ϐάσης είναι σχετικά απλά, αφού οι συντεταγµένες τους έχουν πολλά
µηδενικά.

Παράδειγµα 3.3.14. ΄Εστω V = S(X) ο διανυσµατικός χώρος του Παραδείγµατος 3.3.12.
Τότε

AT =

 1 2 0 1
0 1 3 −1
1 1 −3 2


.

Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του AT είναι ο πίνακας 1 0 −6 3
0 1 3 −1
0 0 0 0

 .
Εποµένως το σύνολο {(1, 0,−6, 3), (0, 1, 3,−1)} είναι ϐάση του V .

Ασκήσεις Ενότητας 3.3

1. Να εξετάσετε αν τα στοιχεία

u1 = (1, 0, 2, 1), u2 = (0, 0, 2, 4), u3 = (0, 1, 0, 2), u4 = (2, 0, 4, 2)

του R4 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Να δώσετε τις σχέσεις εξάρτησης που υπάρχουν
µεταξύ των διανυσµάτων.

2. ∆ίνονται τα στοιχεία

v1 = (1, 2, 0, 1), v2 = (0, 1, 3,−1), v3 = (1, 1,−3, 2)

του R4. Να ϐρείτε µία σχέση γραµµικής εξάρτησης για τα στοιχεία αυτά και µία
ϐάση για το διανυσµατικό υποχώρο S({v1, v2, v3}) του R3.
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3. Να ϐρείτε µία ϐάση, για κάθε έναν από τους εξής διανυσµατικούς χώρους.

(αʹ) U1 = { (x, y) ∈ R2 / 2x+ y = 0 }.
(ϐʹ) U2 = { (x, y, z) ∈ R3 / x+ y + 3z = 0 }.
(γʹ) U3 = S{(1, 0, 2, 1), (3, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 4)}.

3.4 Βάσεις και Γραµµική Ανεξαρτησία, ΙΙ

Στην ενότητα αυτή ϑα χρησιµοποιήσουµε τα συµπεράσµατα της ϑεωρίας µας, για να
αποδείξουµε µία πολύ σηµαντική σχέση που συνδέει τη ϐαθµίδα ενός πίνακα A µε τη
ϐαθµίδα του αναστρόφου AT και µε τη διάσταση του null(A). Θα δούµε, επίσης, πως
συνδέεται η διάσταση του αθροίσµατος µε τη διάσταση της τοµής δύο διανυσµατικών
υποχώρων του Rn. Τέλος, ϑα ορίσουµε τον πίνακα των συντεταγµένων ενός διανύσµατος
ως προς µία διατεταγµένη ϐάση.

΄Εστω A είναι τυχαίος m × n πίνακας και Γ(A) ⊂ Rn, ο χώρος γραµµών του A.
Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο (3.3.1), για να ϐρούµε τη ϐάση του Γ(A), γράφουµε τα
διανύσµατα που παράγουν τον Γ(A) ως στήλες, δηλ. ϑεωρούµε τον AT . Σύµφωνα µε
αυτόν τον αλγόριθµο, επιλέγουµε rank(AT ) το πλήθος γραµµές από τις αρχικές γραµµές
του A, για τη ϐάση του Γ(A), δηλ.

dimR (Γ(A)) = rank(AT ) .

Σύµφωνα, όµως, µε τον αλγόριθµο (3.3.2), για τη ϐάση του Γ(A), κρατάµε τον A ως έχει
και τον ϕέρνουµε σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών R. Στη συνέχεια επιλέγουµε
τις µη µηδενικές γραµµές του R για τη ϐάση του Γ(A). Εποµένως η ϐάση του Γ(A)
που επιλέγουµε µε αυτόν τον τρόπο έχει rank(R) = rank(A) στοιχεία. Σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 3.5.7, όλες οι ϐάσεις του Γ(A) έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. ΄Αρα

dimR (Γ(A)) = rank(AT ) = rank(A) .

Η ίδια ανάλυση µπορεί να γίνει και για το χώρο στηλών του A, Σ(A). Συνεπώς

dimR (Σ(A)) = rank(AT ) = rank(A) .

Αποδείξαµε λοιπόν την εξής πρόταση.

Πρόταση 3.4.1. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mm×n(R). Τότε

rank(A) = rank(AT )

και οι διαστάσεις του χώρου γραµµών του A και του χώρου στηλών του A είναι ίσες
µε rank(A).

΄Οπως ϑα δούµε στο επόµενο παράδειγµα, η διαφορά n − rank(A) είναι η διάσταση
του null(A).

Παραδείγµατα 3.4.2. ΄Εστω ο πίνακας

A =

 1 2 0 1
0 1 3 −1
1 1 −3 2

 .
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Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A είναι ο πίνακας R, όπου

R =

 1 0 −6 3

0 1 3 −1
0 0 0 0

 .
Αφού οι καθοδηγητικές µονάδες είναι στην πρώτη και δεύτερη στήλη, το σύνολο

{(1, 0, 1), (2, 1, 1)}

είναι ϐάση για το χώρο στηλών του A και κατά συνέπεια είναι ϐάση για το χώρο γραµµών
του AT . Αντίστοιχα, το σύνολο

{(1, 0,−6, 3), (0, 1, 3,−1)}

είναι ϐάση για το χώρο γραµµών του A και για τον χώρο στηλών του AT . ΄Εστω τώρα

v1 = (1, 0, 1), v2 = (2, 1, 1), v3 = (0, 3,−3), v4 = (1,−1, 2)

τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στις στήλες του A. Η τρίτη και τέταρτη στήλη του R,
δηλ. οι στήλες του R χωρίς καθοδηγητική µονάδα, µπορούν να γραφούν ως συνδυασµός
των άλλων δύο. Πράγµατι, έστω Σi οι στήλες του R, για i = 1, . . . , 4. Βλέπουµε ότι

Σ3 = −6 Σ1 + 3 Σ2 και Σ4 = 3 Σ1 − Σ2 .

Εποµένως
6 Σ1 − 3 Σ2 − Σ3 = 0 και Σ1 − Σ2 − Σ4 = 0 .

Παρατηρούµε ότι έχουµε αντίστοιχες σχέσεις γραµµικής εξάρτησης για τις στήλες του A
και ότι

6 v1 − 3 v2 − v3 = 0 και v1 − v2 − v4 = 0 .

Αυτό ϐέβαια είναι αναµενόµενο, γιατί όπως είδαµε, στην Παρατήρηση 3.3.4, οι σχέσεις
γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των v1, . . . , v4 αντιστοιχούν σε λύσεις του οµογενούς συστή-
µατος AX = 0 που είναι ίδιες µε τις λύσεις του RX = 0 (Πρόταση 1.3.4).

Οι ελεύθερες µεταβλητές ϐρίσκονται στις στήλες τρία και τέσσερα. ΄Αρα

null(A) = {(6z − 3w,−3z + w, z, w) : z, w ∈ R} = {z(6,−3, 1, 0)+

w(−3, 1, 0, 1) : z, w ∈ R} = S ({(6,−3, 1, 0), (−3, 1, 0, 1)}) .

΄Εστω u1 = (6,−3, 1, 0), u2 = (−3, 1, 0, 1). Θα δείξουµε ότι το σύνολο {u1, u2} είναι
ϐάση για τον null(A). Πράγµατι, είναι ϕανερό ότι τα διανύσµατα αυτά δεν είναι το ένα
πολλαπλάσιο του άλλου και άρα u1, u2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Παρατηρούµε ότι
για το συµπέρασµα αυτό ήταν αρκετό να σηµειώσουµε τις τιµές των u1, u2 στην τρίτη και
τέταρτη συντεταγµένη. Οι τιµές αυτές, 0 στο ένα διάνυσµα και 1 στο άλλο και το ανάπαλιν,
είναι η κύρια αιτία που το ένα διάνυσµα δεν είναι πολλαπλάσιο του άλλου.

Τα προηγούµενα γενικεύονται εύκολα στος εξής συµπέρασµα.

Θεώρηµα 3.4.3. ΄Εστω ο πίνακας A ∈Mm×n(R). Τότε

rank(A) + dimR (null(A)) = n.

Στο επόµενο παράδειγµα ϑα υπολογίσουµε την τοµή δύο διανυσµατικών υποχώρων
του Rn.
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Παράδειγµα 3.4.4. Σε αυτό το παράδειγµα ϑα εξετάσουµε τον υπολογισµό της τοµής
δύο διανυσµατικών χώρων. ΄Εστω V = S({v1, v2}) και W = S({w1, w2}) όπου v1 =
(1, 1, 0,−1), v2 = (1, 2, 3, 0), w1 = (1, 2, 2,−2), w2 = (0,−1,−2, 1). Θεωρούµε τον πίνακα
A =

[
v1 v2 w1 w2

]
, δηλ.

A =


1 1 1 0
1 2 2 −1
0 3 2 −2
−1 0 −2 1

 .

Παρατηρούµε ότι Σ(A) = V +W . Η ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών του A είναι
ο πίνακας R:

R =


1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 0 0

 .

Αφού rank(A) = 3, έπεται ότι dimR(V + W ) = 3. Από τη ϑέση των καθοδηγητικών
µονάδων στον R ϐλέπουµε ότι µία ϐάση για τον V +W είναι το σύνολο {v1, v2, w1}. Από
τον πίνακα R µπορούµε επίσης να συµπεράνουµε ότι

w2 = v1 − w1 ⇒ v1 − w1 − w2 = 0⇒ v1 = w1 + w2 .

Εποµένως v1 ∈ W και άρα v1 ∈ V ∩W . Αντίστροφα, κάθε διάνυσµα στην τοµή V ∩W δίνει
µία σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των στηλών του A. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση
3.3.4, οι σχέσεις γραµµικής εξάρτησης προκύπτουν από τον null(A). Από τη µορφή του
R όµως, είναι ϕανερό ότι όλες οι σχέσεις γραµµικής εξάρτησης είναι πολλαπλάσια της
σχέσης που ήδη γράψαµε. Εποµένως

V ∩W = S({v1}).

Γενικεύοντας όσα είδαµε στο προηγούµενο παράδειγµα, διατυπώνουµε την εξής πρό-
ταση:

Θεώρηµα 3.4.5. ΄Εστω ότι U και W είναι υποχώροι του kn . Τότε

dimk(U +W ) = dimk(U) + dimk(W )− dimk(U ∩W ) .

Απόδειξη. Θα σκιαγραφήσουµε την απόδειξη. Θεωρούµε τον πίνακα A, όπου οι πρώτες
dimk(U) στήλες του αντιστοιχούν στα διανύσµατα µίας ϐάσης του U και οι επόµενες
dimk(W ) στήλες του αντιστοιχούν στα διανύσµατα µίας ϐάσης του W . ΄Ετσι, συνολικά
ο A έχει n γραµµές και (dimk(U) + dimkW ) στήλες. Φέρνουµε τον A σε ελαττωµένη
κλιµακωτή µορφή γραµµών R. Ο αριθµός των καθοδηγητικών µονάδων του A είναι
ίσος µε dimk(U + W ). Για κάθε στήλη του R χωρίς καθοδηγητική µονάδα υπάρχει µία
εξίσωση που περιγράφει αυτήν τη στήλη ως γραµµικό συνδυασµό των προηγούµενων
στηλών. Η εξίσωση αυτή δίνει µία σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των διανυσµάτων
της ϐάσης του U και της ϐάσης του W . ∆ιαχωρίζοντας τα διανύσµατα της ϐάσης του U
από τη ϐάση του W , προκύπτει ένας συνδυασµός διανυµάτων της ϐάσης του U που είναι
επίσης συνδυασµός διανυµάτων της ϐάσης του W , δηλ. ένα διάνυσµα στην τοµή U ∩W .
Αντίστροφα, κάθε διάνυσµα στην τοµή U∩W δίνει µία σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ
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των στηλών του A. Σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.3.4, οι σχέσεις γραµµικής εξάρτησης
προκύπτουν από τον null(A). ΄Ετσι, προκύπτει ότι

dimk(U ∩W ) = dimk (null(A)) .

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.3, προκύπτει η Ϲητούµενη σχέση.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 3.4.5 µας επιτρέπει να διατυπώσουµε τον επόµενο αλ-
γόριθµο εύρεσης ϐάσης για τους υποχώρους U + W και U ∩ W . Σηµειώνουµε ότι
dimk(U +W ) ≥ dimk(U) και ότι dimk(U +W ) = dimk(U) αν και µόνο αν W ⊂ U .

Αλγόριθµος 3.4.1 Αλγόριθµος εύρεσης ϐάσεων για τους υποχώρους U +W και U ∩W
του kn.
Είσοδος: Βάσεις {v1, . . . , vm}, {w1, . . . , wr} για τους U και W αντίστοιχα.
΄Εξοδος: Βάσεις για τους U +W , U ∩W .

Βήµα 1 Θεωρούµε τον n× (m+ r) πίνακα A =
[
v1 · · · vm w1 · · · wr

]
.

Βήµα 2 Φέρνουµε τον A σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών R.
Βήµα 3 ΄Εστω ότι οι καθοδηγητικές µονάδες ϐρίσκονται στις στήλες i1, . . . , it,
όπου t = rank(A). Για τη ϐάση του U+W , επιλέγουµε τα αντίστοιχα διανύσµατα
από το σύνολο {v1, . . . , vm, w1, . . . , wr}.
Βήµα 4 Αν µία στήλη του R δεν έχει καθοδηγητική µονάδα, τότε γράφουµε
τη στήλη ως γραµµικό συνδυασµό των στηλών µε καθοδηγητική µονάδα. Α-
ποκόπτουµε το συνδυασµό που αφορά τις πρώτες m στήλες και γράφουµε τον
αντίστοιχο συνδυασµό των {v1, . . . , vm}. Επαναλαµβάνουµε για όλες τις στήλες
χωρίς καθοδηγητική µονάδα. Τα διανύσµατα που προκύπτουν από αυτήν τη
διαδικασία είναι ϐάση για τον U ∩W .

Παράδειγµα 3.4.6. ΄Εστω U ο χώρος που παράγεται από τα διανύσµατα v1 = (1, 0, 0),
v2 = (0, 1, 0) και W ο χώρος που παράγεται από τα διανύσµατα w1 = (1, 1, 0), w2 =
(0, 0, 1). Τότε ο πίνακας

A =

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 1


είναι ήδη σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών. Αφού rankA = 3, έπεται ότι
dimR(U+W ) = 3 και εποµένως U+W = R3. Παρατηρούµε ότι οι καθοδηγητικές µονάδες
του A είναι στη πρώτη, δεύτερη και τέταρτη στήλη και ότι τα αντίστοιχα διανύσµατα
v1, v2, w2 είναι η συνήθης κανονική ϐάση του R3. Αφού dimR(U +W ) = 3, έπεται ότι

dimR(U ∩W ) = 4− 3 = 1 .

Η τρίτη στήλη του A δεν έχει καθοδηγητική µονάδα. Εποµένως

Σ3 = Σ1 + Σ2

και w3 = v1 + v2. ΄Αρα U ∩W = S({v1 + v2}).

Σε κάποιες περιπτώσεις µας ενδιαφέρει να επεκτείνουµε τη ϐάση ενός υποχώρου σε
ϐάση ολόκληρου του kn. Σηµειώνουµε τον εξής αλγόριθµο για αυτές τις περιπτώσεις.
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Αλγόριθµος 3.4.2 Αλγόριθµος επέκτασης ϐάσης του U σε ϐάση του kn.
Είσοδος: Βάση {v1, . . . , vm} για τον U .
΄Εξοδος: Μία ϐάση D για τον kn τέτοια ώστε {v1, . . . , vm} ⊂ D.

Βήµα 1Θεωρούµε τον n×(m+n) πίνακαA =
[
v1 | · · · | vm | e1 | · · · | en

]
,

όπου e1, . . . , en τα στοιχεία της κανονικής ϐάσης του kn.
Βήµα 2 Φέρνουµε τον A σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών R.
Βήµα 3 ΄Εστω ότι οι καθοδηγητικές µονάδες ϐρίσκονται στις στήλες i1, . . . , in.
Επιλέγουµε τα αντίστοιχα διανύσµατα από το σύνολο {v1, . . . , vm, e1, . . . , er}.

Παράδειγµα 3.4.7. ΄Εστω v = (1, 1, 0) και W = S({v}). Το {v} είναι ϐάση για το W .
Θα επεκτείνουµε τη ϐάση του W σε µία ϐάση του R3. Αφού {e1, e2, e3} παράγει τον R3,
κάθε υπερσύνολο του {e1, e2, e3} παράγει τον R3. Εποµένως το σύνολο X = {v, e1, e2, e3}
παράγει τον R3. Θα χρησιµοποιήσουµε τον Αλγόριθµο (3.4.2). Αφού

A =

1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1

→ · · · →
1 0 1 0

0 1 −1 0
0 0 0 1

 ,

έπεται ότι το σύνολο {v, e1, e3} είναι ϐάση για τον R3.

΄Εστω V ένας διανυσµατικός υποχώρος του kn, διάστασηςm, και έστω B µία διατεταγ-
µένη ϐάση του V : B = (v1, . . . , vm). Θα αποδείξουµε ότι κάθε διάνυσµα του V γράφεται
µε µοναδικό τρόπο ως συνδυασµός των στοιχείων της B. ΄Εστω, λοιπόν, v ∈ V . Αφού B
είναι ϐάση του V , υπάρχουν κ1, . . . , κn ∈ k έτσι ώστε

v = κ1v1 + · · ·+ κmvm . (3.4.7.1)

΄Εστω επίσης ότι :
v = κ′1v1 + · · ·+ κ′mvm. (3.4.7.2)

Αφαιρώντας τη σχέση (3.4.7.2) από τη σχέση (3.4.7.1) προκύπτει ότι

0 = (κ1 − κ′1)v1 + · · ·+ (κm − κ′m)vm .

Αφού το B είναι γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο, η σχέση αυτή πρέπει να είναι η µηδενική.
Εποµένως κi = κ′i, για i = 1, . . . ,m. Αυτό σηµαίνει ότι οι συντελεστές κ1, . . . , κm ∈ k της
σχέσης (3.4.7.1) είναι µοναδικοί. Αποδείξαµε λοιπόν το εξής συµπέρασµα:

Αν B = (v1, . . . , vm) είναι µία διατεταγµένη ϐάση του V , τότε κάθε v ∈ V µπορεί
να γραφεί µε µοναδικό τρόπο ως v = κ1v1 + · · ·+ κmvm.

Ο m × 1 πίνακας
[
κ1 · · · κm

]T λέγεται πίνακας των συντεταγµένων (coordinate
matrix) του v ως προς τη ϐάση B = (v1, . . . , vm) και συµβολίζεται µε CB(v). Τονίζουµε
ότι ο πίνακας CB(v) έχει m γραµµές, όπου m είναι η διάσταση του V , παρότι v ∈ kn.
Αντίστροφα, αν

CB(v) =
[
κ1 · · · κm

]T τότε v = κ1v1 + · · ·+ κmvm .

Από τα προηγούµενα και την Πρόταση 3.2.9 προκύπτει το εξής αποτέλεσµα:
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Αν το v ∈ V και B = (v1, . . . , vm) είναι διατεταγµένη ϐάση του V , τότε ο CB(v)
προκύπτει ως η µοναδική λύση του συστήµατος AX = [v], όπου A =

[
v1 · · · vm

]
.

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν υπολογίζουµε πίνακες συντεταγµένων σε διάφορες
περιπτώσεις.

Παραδείγµατα 3.4.8.

1. ΄Εστω v = (1, 1), B = {v} και V = S(B). Το διάνυσµα w = (3, 3) ανήκει στον
V και CB(w) = [3], αφού w = 3v. ΄Εστω τώρα τα σύνολα B1 = {(1/2, 1/2)},
B2 = {(−1,−1)} και B3 = {w}. Τότε το Bi είναι ϐάση του V , για i = 1, . . . , 3.
Είναι εύκολο να διαπιστώσει κανείς ότι

CB1(w) = [6], CB2(w) = [−3], CB3(w) = [1] ,

ενώ
CB(v) = [1], CB1(v) = [2], CB3(v) = [1/3].

2. ΄Εστω B =
(
e1, e2

)
η κανονική ϐάση του R2 και v = (1, 2) ∈ R2. Τότε

CB(e1) =

[
1
0

]
, CB(e2) =

[
0
1

]
, CB(v) =

[
1
2

]
.

αφού
e1 = 1 e1 + 0 e2, e2 = 0 e1 + 1 e2, v = 1 e1 + 2 e2 .

3. ΄Εστω τώρα η διατεταγµένη ϐάση D =
(
e1, w

)
του R2, όπου w = (0,−1) και v =

(1, 2), όπως προηγουµένως. Τότε

CD(e1) =

[
1
0

]
, CD(e2) =

[
0
−1

]
, CD(v) =

[
1
−2

]
,

αφού
e1 = 1 e1 + 0w, e2 = 0 e1 − 1w, v = 1 e1 − 2w .

4. ΄Εστω v = (1, 1) και w = (2, 3). Το σύνολο B =
(
v, w

)
είναι ϐάση για τον C2.

Θα ϐρούµε τις συντεταγµένες του (4, 5i) ως προς αυτήν τη ϐάση. Θέλουµε να
γράψουµε το (4, 5i) ως συνδυασµό των v, w. Παίρνουµε τον πίνακα µε στήλες τα
τρία διανύσµατα και τον ϕέρνουµε σε ελαττωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών.[

1 2 4
1 3 5i

]
→ · · · →

[
1 0 −4− 10i
0 1 −4 + 5i

]
.

΄Αρα (4, 5i) = (−4− 10i)v + (−4 + 5i)w και

CB(4, 5i) =

[
−4− 10i
−4 + 5i

]
.

5. ΄Εστω η ϐάση B = (v, w) του επιπέδου E στον R3 που δίνεται από την εξίσωση
x + y − z = 0 στον R3, όπου v = (1, 0, 1) και w = (0, 1, 1). Το διάνυσµα u =
(2, 2, 4) ∈ E και αφού  1 0 2

0 1 2
1 1 4

→ · · · →
 1 0 2

0 1 2
0 0 0

 ,
έπεται ότι CB(u) =

[
2 2

]T .
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΄Εστω τώρα ότι V είναι διανυσµατικός υποχώρος του Rn. Κάθε γραµµικός συνδυασµός
διανυσµάτων του V ανήκει στο V . ΄Εστω, λοιπόν, ότι D είναι µία διατεταγµένη ϐάση του
V και ότι u1, . . . , ut είναι τυχαία διανύσµατα του V , ενώ κ1, . . . , κt τυχαία στοιχεία του R.
Είναι εύκολο να επιβεβαιώσει κανείς ότι

CD(κ1u1 + · · ·+ κtut) = κ1CD(u1) + · · ·+ κtCD(ut) .

∆ηλώνουµε την παρατήρηση αυτή ως εξής :

κ1CD(u1) + · · ·+ κtCD(ut) =
[
CD(u1) · · · CD(ut)

] κ1

...
κt

 =

CD(κ1u1 + · · ·+ κtut) .

Η παρατήρηση αυτή ϑα ϕανεί ιδιαίτερα χρήσιµη στη συνέχεια.

Ασκήσεις Ενότητας 3.4

1. ∆ίνονται οι υποχώροι V και W του R-διανυσµατικού χώρου R5 µε dimRV = 3 και
dimRW = 3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει στοιχείο v 6= 0 του R5 τέτοιο ώστε v ∈ V ∩U .

2. Να ϐρείτε µία ϐάση για τους υποχώρους U + V και U ∩W του R4, όπου

U = S({(1, 0, 2, 1), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)}

και
W = S({(0, 0, 2, 1), (2, 2, 0, 0), (0, 0, 0, 1)}.

3. Να ϐρείτε CB(e1) και CB(e2) όταν

(αʹ) B = (e1, e2),

(ϐʹ) B = (e2, e1),

(γʹ) B = ((1,−1), (0, 2)).

4. ΄Εστω D = (v1, v2) διατεταγµένη ϐάση του R2. Να ϐρείτε CD(5w1 − w2) όταν

CD(w1) =

[
2
3

]
, CD(w2) =

[
4
5

]
.

5. Να ϐρείτε το διάνυσµα v ∈ R3 µε CB(v) =
[
1 1 2

]T , όταν
(αʹ) B = (e1, e2, e3).

(ϐʹ) B = (e1 + e2, e3, e2).

6. ΄Εστω η διατεταγµένη ϐάση D = ((1, 0, 1), (0, 1, 0)) για το επίπεδο U = {(x, y, z) :
x−z = 0}. Να ϐρεθεί ο πίνακας των συντεταγµένων των w1 = (2, 2, 2) και w2(2, 5, 2)
ως προς τη D.
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7. Να ϐρείτε µία ϐάση για τους Γ(A), Σ(A) και null(A) όπου

A =

[
1 1 1 2 3
2 2 2 5 6

]
∈M2×5(k) .

Να ερµηνεύσετε τα στοιχεία της ϐάσης του null(A) ως σχέσεις εξάρτησης των στηλών
του A.

8. Για κάθεm×n πίνακα A και n×k πίνακα B µε συντελεστές από το k, να αποδείξετε
ότι dimk null(AB) ≥ dimk null(B).

9. Για κάθε m × n πίνακα A και n × k πίνακα B, να αποδείξετε ότι rank(AB) ≤
min(rank(A), rank(B)). (Υπόδειξη : Να χρησιµοποήσετε την προηγούµενη άσκηση,
το Θεώρηµα 3.4.3 και την Πρόταση 3.4.1.)

3.5 k-∆ιανυσµατικοί Χώροι

Στις προηγούµενες ενότητες αυτού του κεφαλαίου µελετήσαµε τον kn και τους υποχώρους
του. Ο παρατηρητικός αναγνώστης ίσως έχει εντοπίσει τις οµοιότητες µεταξύ των ιδιοτή-
των που περιγράφονται στον Πίνακα 3.2.1 και στις ιδιότητες του συνόλου τωνMn×m(k)
πινάκων όπως περιγράφονται στις Προτάσεις 2.1.4 και 2.1.9. Η ανάλυση για τους υπο-
χώρους και τις ϐάσεις στηρίχθηκε σε αυτές τις ιδιότητες. ΄Ετσι εύλογα γενικεύουµε το
προηγούµενο έργο µας.

Ορισµός 3.5.1. ΄Εστω V ένα σύνολο µε µία πράξη πρόσθεσης (V ×V → V ) και µία πράξη
ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού (k× V → V ). Το V λέγεται διανυσµατικός χώρος επάνω
από το k ή για συντοµία k-διανυσµατικός χώρος (k-vector space) αν ικανοποιούνται οι
εξής ιδιότητες :

i. v + (u+ w) = (v + u) + w, για όλα τα v, u, w ∈ V .

ii. Υπάρχει µοναδικό 0 ∈ V , έτσι ώστε 0 + v = v = v + 0, για κάθε v ∈ V .

iii. Για κάθε v ∈ V , υπάρχει µοναδικό −v ∈ V , έτσι ώστε −v + v = 0 = v + (−v).

iv. v + u = u+ v για όλα τα v, u ∈ V .

v. κ(v + u) = κv + κu για κάθε κ ∈ k και όλα τα v, u ∈ V
(κ+ λ)v = κv + λv, για όλα τα κ, λ ∈ k και κάθε v ∈ V .

vi. κ(λv) = (κλ)v, για όλα τα κ, λ ∈ k και v ∈ V .

vii. 1v = v, για κάθε v ∈ V .

Παραδείγµατα 3.5.2.

1. ΄Οπως είδαµε ο kn είναι k-διανυσµατικός χώρος για κάθε n ∈ N.

2. Το σύνολο Mn×m(k) είναι k-διανυσµατικός χώρος µε τη συνήθη πρόσθεση και
σκαλιανό πολλαπλασιασµό.
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3. ΄Εστω k[x] το σύνολο των πολυωνύµων µε συντελεστές από το k. Αν f(x), g(x) ∈
k[x], τότε ορίζουµε το άθροισµα (f + g)(x) ως το πολυώνυµο f(x) + g(x). Αν
f(x) =

∑
i aix

i ∈ k[x] και c ∈ k, τότε ορίζουµε το ϐαθµωτό γινόµενο r · f(x) ως το
πολυώνυµο

∑
i(cai)x

i. Ο k[x] είναι k-διανυσµατικός χώρος.

4. ΄Εστω RR το σύνολο των πραγµατικών συναρτήσεων, δηλ. των συναρτήσεων από το R
στοR. Αν f, g ∈ V , τότε ορίζουµε το άθροισµα f+g ως τη συνάρτηση f+g : R→ R,
όπου (f + g)(a) = f(a) + g(a), για a ∈ R. Αν f ∈ V και r ∈ R, τότε ορίζουµε το
ϐαθµωτό γινόµενο r · f ως τη συνάρτηση r · f : R→ R, όπου (r · f)(a) = f(ra), για
a ∈ R. Ο V είναι R-διανυσµατικός χώρος.

5. Το σώµα των µιγαδικών αριθµών είναι R-διανυσµατικός χώρος, µε τη συνήθη πρό-
σθεση και (ϐαθµωτό) πολλαπλασιασµό.

Στη συνέχεια γενικεύουµε την έννοια του διανυσµατικού υποχώρου.

Ορισµός 3.5.3. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο U του V λέγεται k-διανυσµατικός υποχώρος
( k-subspace) του V αν

i. u+ w ∈ U , για όλα τα u,w ∈ U ,

ii. cu ∈ U , για κάθε u ∈ U και κάθε c ∈ k,

Είναι εύκολο να δείξει κανείς την εξής πρόταση.

Πρόταση 3.5.4. Το µη κενό υποσύνολο U του V είναι k-διανυσµατικός υποχώρος αν και
µόνο αν U είναι k-διανυσµατικός χώρος.

Για κάθε έναν από τους διανυσµατικούς υποχώρους του προηγούµενου παραδείγµα-
τος, ϑα δώσουµε παραδείγµατα υποχώρων.

Παραδείγµατα 3.5.5.

1. Οι υποχώροι του kn είναι οι k-διανυσµατικοί υποχώροι.

2. Το σύνολο των πολυωνύµων στον k[x] που έχουν ϐαθµό ≤ m είναι k-διανυσµατικός
υποχώρος του k[x].

3. Το σύνολο των διαγώνιων n×n πινάκων µε συντελεστές από το k είναι k-διανυσµατικός
υποχώρος τουMn(k). Το ίδιο και τα σύνολα των άνω και κάτω τριγωνικών πινάκων.

4. Το σύνολο των συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων είναι k-διανυσµατικός υποχώρος
του RR.

5. Ο R είναι R-διανυσµατικός υποχώρος του C.

΄Εστω X ένα υποσύνολο του k-διανυσµατικού χώρου V . Τότε

S(X) = { κ1x1 + · · ·+ κsxs : κj ∈ k, xj ∈ X, 1 ≤ j ≤ s, s ∈ N}.

Καλούµε τον αναγνώστη να παρατηρήσει ότι το s στην περιγραφή του S(X) δεν εί-
ναι κάποιος σταθερός ϕυσικός αριθµός, αλλά είναι µεταβλητή και επιτρέπεται να πάρει
οποιαδήποτε τιµή από το N. Τα στοιχεία του S(X) είναι γραµµικοί συνδυασµοί των στοι-
χείων του X µε συντελεστές από το k. Στην περίπτωση που X = ∅, τότε S(X) = {0}.
Εύκολα αποδεικνύεται η εξής πρόταση.



102 Χ. Χαραλάµπους, Α. Φωτιάδης Γραµµική ΄Αλγεβρα

Πρόταση 3.5.6. Το υποσύνολο U του V είναι k-διανυσµατικός υποχώρος του V αν και
µόνο αν υπάρχει X ⊂ V έτσι ώστε U = S(X)

Τονίζουµε ότι αν ο V είναι k-διανυσµατικός χώρος, τότε

0v = 0 .

Αν και στον kn η σχέση αυτή ήταν προφανής, για γενικούς διανυσµατικούς χώρους χρήζει
απόδειξης. Πράγµατι, σύµφωνα µε τον Ορισµό 3.5.1 (Ιδιότητα v) προκύπτει ότι

0v + 0v = (0 + 0)v = 0v,

ενώ από την µοναδικότητα του 0 (Ιδιότητα ii.), προκύπτει ότι

0v = 0.

Τα v1, v2, . . . , vm του V λέγονται γραµµικά ανεξάρτητα (linearly independent) αν δεν
υπάρχει µη µηδενική σχέση γραµµικής εξάρτησης µεταξύ των v1, v2, . . . , vn, δηλ. αν

κ1v1 + κ2v2 + · · ·+ κmvm = 0 ,

τότε κ1 = κ2 = . . . = κm = 0. Μία ϐάση (basis) του k-διανυσµατικού χώρου V είναι ένα
υποσύνολο B του V έτσι ώστε V = S(B) και τα στοιχεία του V να είναι γραµµικά ανε-
ξάρτητα. Αποδεικνύεται (σχεδόν) όπως και για τους υποχώρους του kn το εξής ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.5.7. ΄Εστω V ένας k-διανυσµατικός χώρος. Ο V έχει µία ϐάση. Αν µία ϐάση
του V είναι πεπερασµένο σύνολο, τότε όλες οι ϐάσεις του V έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων.

Αν ο V έχει µία πεπερασµένη ϐάση, τότε ο πλήθος των στοιχείων της λέγεται k- διά-
σταση (k- dimension) του V και συµβολίζεται dimk(V ). Αν ο V έχει µία άπειρη ϐάση,
τότε λέµε ότι V έχει άπειρη διάσταση και γράφουµε dimk(V ) =∞.

Παραδείγµατα 3.5.8.

1. dimk(kn) = n.

2. Το σύνολο B = {1, i} είναι µία ϐάση για τον R-διανυσµατικό χώρο C. Πράγµατι
C = {a+ bi : α, b ∈ R}. Αφού a+ bi = a · 1 + b · i ϐλέπουµε ότι C = S(B). Επίσης
a+ bi = 0⇔ a = b = 0. ΄Αρα τα 1, i είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως B είναι
ϐάση για το C και dimR(C) = 2. Παρατηρούµε ότι dimCC = 1.

3. Μία ϐάση του R[x] είναι το άπειρο σύνολο

{1, x, x2, . . . , }

και dimRR[x] =∞.

4. Θα γράψουµε µία ϐάση για τον k-διανυσµατικό χώροM2×3(k) και ϑα δείξουµε ότι
dimk(M2×3(k)) = 6. Θεωρούµε τους εξής έξι πίνακες :

E1 =

[
1 0 0
0 0 0

]
, E2 =

[
0 1 0
0 0 0

]
, E3 =

[
0 1 0
0 0 0

]
,
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E4 =

[
0 0 0
1 0 0

]
, E5 =

[
0 0 0
0 1 0

]
, E6 =

[
0 0 0
0 0 1

]
.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ένας τυχαίος πίνακας τουM2×3(k) είναι γραµµικός
συνδυασµός των πινάκων αυτών αφού[

a b c
d e f

]
= aE1 + bE2 + cE3 + dE4 + eE5 + fE6 .

Είναι επίσης εύκολο να δείξει κανείς ότι οι πίνακες E1, . . . , E6 είναι γραµµικά ανε-
ξάρτητα στοιχεία τουM2×3(k), αφού

κ1E1 + · · ·+ κ6Em = 0⇒
[
κ1 κ2 κ3

κ4 κ5 κ6

]
=

[
0 0 0
0 0 0

]
και άρα κ1 = κ2 = · · · = κ6 = 0. Εποµένως {E1, . . . , E6} είναι ϐάση για τον
M2×3(k).

Στο επόµενο κεφάλαιο ϑα δείξουµε ότι από αλγεβρική σκοπιά δεν µπορούµε να ξεχω-
ϱίσουµε δύο διανυσµατικούς χώρους που έχουν την ίδια διάσταση επάνω από το k. ΄Ετσι,
αρκεί να µελετήσουµε έναν από αυτούς για να ϐγάλουµε συµπεράσµατα για όλους. ΄Εστω
B = (v1, . . . , vm) µία διατεταγµένη ϐάση (ordered basis) του k-διανυσµατικού χώρου
V , δηλ. µία ϐάση που είναι διατεταγµένο σύνολο. Αν

v = κ1v1 + · · ·+ κmvm ,

τότε οι συντελεστές κ1, . . . , κm ∈ R είναι µοναδικοί και ο m× 1 πίνακας

CB(v) =

 κ1

...
κm

 ,
λέγεται πίνακας των συντεταγµένων (coordinate matrix) του v ως προς τη ϐάση B.

Παραδείγµατα 3.5.9.

1. ΄Εστω B = (E1, . . . , E6) και B′ = (E2, E1, E3, . . . , E6) δύο διατεταγµένες ϐάσεις του

M2×3(k) όπου τα E1, . . . , E6 είναι όπως στο Παράδειγµα 3.5.8.4. Αν A =

[
1 2 5
0 2 8

]
τότε

CB(A) =


1
2
5
0
2
8

 και CB′(A) =


2
1
5
0
2
8

 .

2. ΄Εστω E = {(x, y, x + y) : x, y ∈ R2} το επίπεδο στον R2 µε διατεταγµένη ϐάση

B = ((1, 0, 1), (0, 1, 1)). Τότε για το v = (2, 1, 3) ∈ E ισχύει ότι CB(v) =

[
2
1

]
.
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Σηµειώνουµε την επόµενη σηµαντική παρατήρηση, για τα w,w1, . . . , wt ∈ V .

Αν w = κ1w1 + · · ·+ κtwt, τότε CB(w) = κ1CB(w1) + · · ·+ κ1CB(wt).

Ειδικότερα, αν
κ1w1 + · · ·+ κtwt = 0,

τότε

κ1CB(w1) + · · ·+ κ1CB(wt) =

0
...
0

 .
Το αντίστροφο επίσης ισχύει. Σηµειώνουµε, λοιπόν, το επόµενο συµπέρασµα.

Πρόταση 3.5.10. ΄Εστω B µία διατεταγµένη ϐάση του k-διανυσµατικού χώρου W ,
όπου dimkW = m. Τότε :

i) Τα διανύσµατα w1, . . . , wt ∈ W είναι γραµµικά εξαρτηµένα αν και µόνο αν οι
στήλες CB(w1), . . . , CB(wt) ∈Mm×1(k) είναι γραµµικά εξαρτηµένες.

ii) Τα διανύσµατα w1, . . . , wt ∈ W είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνο αν οι
στήλες CB(w1), . . . , CB(wt) ∈Mm×1(k) είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Ασκήσεις Ενότητας 3.5

1. Να αποδείξετε ότι το σύνολο των πολυωνύµων µε συντελεστές από το R που έχουν
ϐαθµό 6 δεν είναι υποχώρος του R[x]. Να αποδείξετε ότι το σύνολο {1, x, . . . , x6}
είναι ϐάση για τον υποχώρο των πολυωνύµων µε συντελεστές από το R που έχουν
ϐαθµό ≤ 6. Να γενικεύσετε για τον υποχώρο των πολυωνύµων µε συντελεστές από
το R που έχουν ϐαθµό ≤ m.

2. Να ϐρείτε µία ϐάση για τονMn×m(k) και να αποδείξετε ότι

dimk (Mn×m(k)) = nm.

3. Να ϐρείτε µία ϐάση για το χώρο των διαγωνίων n× n πινάκων και να αποδείξετε ότι
έχει διάσταση n.

4. Να ϐρείτε µία ϐάση για το χώρο των άνω τριγωνικών 2×2 πινάκων και να αποδείξετε
ότι έχει διάσταση 3. Να γενικεύσετε για το χώρο των άνω τριγωνικών n×n πινάκων.

3.6 Σύντοµα Ιστορικά Στοιχεία

Η Καρτεσιανή Γεωµετρία ανακαλύφθηκε το 1636 από τους Γάλλους µαθηµατικούς Fer-
mat (1601-1665) και Descartes (1596-1650) και επηρέασε ϐαθιά την εξέλιξη των µα-
ϑηµατικών. Ενάµιση αιώνα αργότερα, το 1804, µε το έργο του Βοηµού µαθηµατικού
Bolzano (1782-1848) εµφανίστηκαν οι απαρχές της ϑεωρίας των διανυσµάτων. Ο Bolza-
no εισάγει την ιδέα των πράξεων σε ευθείες και επίπεδα χωρίς αναφορά σε συγκεκριµένο
σύστηµα συντεταγµένων, όπως επέβαλε έως τότε η αναλυτική Καρτεσιανή Γεωµετρία.

https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://en.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
https://en.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano


Σύντοµα Ιστορικά Στοιχεία 105

Η ιδέα για τους διανυσµατικούς χώρους εµφανίστηκε αχνά στη δουλειά του Γερµανού
µαθηµατικού Möbius (1790-1868) µε κατευθυνόµενα ευθύγραµµα τµήµατα το 1827 και
το 1828. Ο Ελβετός λογιστής στο επάγγελµα και ερασιτέχνης µαθηµατικός Argand (1768-
1822) το 1814 παρουσίασε τους µιγαδικούς αριθµούς ως Ϲεύγη πραγµατικών αριθµών,
δηλ. αντιµετώπισε τον C ως R-διανυσµατικό χώρο διάστασης 2, αν και ο όρος διανυσµα-
τικός χώρος δεν είχε ακόµα εφευρεθεί. Ο Ιρλανδός µαθηµατικός Hamilton (1805-1865)
ανακάλυψε τον τετραδιάστατο διανυσµατικό χώρο των τετραδικών αριθµών το 1843 και
από την χαρά του, χάραξε την ανακάλυψή του σε έναν ϐράχο κατά τη διάρκεια του περι-
πάτου που έκανε µαζί µε τη γυναίκα του στη γέφυρα του Broome. Στο έργο του Πολωνού
µαθηµατικού Grassman (1809-1877) το 1844 οφείλουµε τους κανόνες που ορίζουν τους
διανυσµατικούς χώρους. Το έργο αυτό ϕαίνεται να χρησιµοποίησε ο Γάλλος µαθηµατικός
Cauchy (1789-1857) το 1853 χωρίς αναφορά στον Grassman.

Ο πρώτος που έδωσε τον αξιωµατικό ορισµό των διανυσµατικών χώρων είναι ο Ιταλός
µαθηµατικός Peano (1858-1932) το 1888. Εκτός του ορισµού, ο Peano αποδεικνύει ότι
κάθε διανυσµατικός πεπερασµένης διάστασης έχει µία ϐάση και δίνει παραδείγµατα δια-
νυσµατικών χώρων άπειρης διάστασης. Για περισσότερα ιστορικά στοιχεία παραπέµπουµε
στα συγγράµµατα [3] και [4].
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