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Abstrak

Barisan  merupakan fungsi dari bilangan asli ke bilangan real. Barisan bertingkat
merupakan salah satu jenis barisan yang dapat dipandang sebagai SPL (Sistem
Persamaan Linier). Untuk menentukan suku ke-n barisan bertingkat adalah dengan
cara menyelidiki sampai tingkat berapa ditemukan selisih tetapnya dan kemudian
mengubahnya kedalam bentuk fungsi yang sesuai dengan tingkat perolehan selisih tetap
tersebut. Kemudian menentukan nilai-nilai dari suku pertama minimal hingga suku ke-
empat, dan selanjutnya menghubungkan komponen komponen yang bersesuaian pada
masing-masing tingkat penyelidikan sistem persamaan linier atau variabel persamaan
linier yang banyaknya sesuai dengan banyaknya variabel. Pada tulisan ini akan dibahas
cara menentukan suku ke-n dari barisan bertingkat.

Kata kunci: selisih tetap, barisan, barisan bertingkat

1 Pendahuluan

Berdasarkan standar isi (Permendiknas no. 22 tahun 2006) yang termuat dalam standar
kompetensi (SK) 4, siswa dapat menggunakan konsep barisan dan deret dalam
pemecahan masalah. SK yang termasuk ke dalam materi barisan dan deret adalah
barisan dan deret aritmetika dan barisan dan deret geometri

Barisan dan deret merupakan salah satu bagian dalam bidang ilmu matematika
yang mempelajari tentang bilangan. Barisan bilangan adalah suatu susunan bilangan
yang dibentuk menurut suatu urutan tertentu [6: h.16].

Barisan aritmetika dan geometri, demikian juga deret aritmetika dan geometri
masing-masing sudah dipelajari oleh siswa SMP di kelas IX. Di kelas XII SMA/MA
semester 2 siswa mempelajari kembali materi ini. Konteks barisan aritmetika dan
geometri banyak ditemui dalam kehidupan sehari-hari. Bagi yang pernah naik taksi
yang menggunakan argometer tentu dapat memperhatikan perubahan-perubahan
bilangan yang berganti secara periodik dan perubahannya menurut aturan tertentu.
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Setiap dua bilangan yang berurutan mempunyai selisih yang tetap, barisan
bilangan yang seperti itu disebut barisan aritmetika. Barisan dan deret aritmetika dan
geometri yang dipelajari di bangku sekolah tidak dapat menjawab permasalahan atau
soal tes yang ditemui siswa ketika mereka mengikuti seleksi masuk Perguruan Tinggi
Negeri. Dari semua materi aljabar yang dipelajari di kelas X sampai kelas XII hanya
mengantarkan siswa sukses menghadapi Ujian Nasional, akan tetapi belum cukup untuk
mengantarkan siswa sukses dalam menghadapi SNMPTN dan SBMPTN.

Sebagai contoh soal SNMPTN 2012 nomor 28 dan 30 adalah:

Soal nomor 28: Suku berikutnya dari barisan 95, 77, 61, 47, ...

a. 32 b. 34 c.35 d. 36 e. 38
Soal nomor 30: Suku berikutnya dari barisan 2, 2, 4, 5, 5, 8, 11, ...

a. 9 b. 10 c. 11 d. 12 e. 13

Soal nomor 28 dan 30 tidak dapat diselesaikan dengan rumus suku ke-n barisan
aritmetika yakni u, = a + (n — 1)b, yang dipelajari siswa di bangku sekolah, karena
beda dari soal tersebut tidaklah sama antara suku pertama dengan suku berikutnya.
Begitu juga dengan rumus suku ke-n dari barisan Geometri yaitu u,, = ar™!.

Untuk mengikuti seleksi masuk perguruan tinggi negeri (SNMPTN) siswa tidak
cukup dibekali dengan barisan dan deret aritmetika dan geometri saja tetapi harus diberi
pemahaman lebih tentang barisan. Brisan bertingkat merupakan salah satu pilihan yang
dapat dipilih oleh guru untuk sebagai materi pengayaan kepada siswanya dalam bidang
matematika.

2 Barisan

Pada bilangan real, suatu barisan dapat dinyatakan sebagai suatu fungsi pada bilangan
asli N, dengan daerah hasil (range) dalam bilangan real R. Jadi barisan adalah fungsi X
: N— R dimana untuk setiap n € N nilai X(n) = x,[1,5]. Berdasarkan polanya, barisan
bilangan dibagi menjadi dua bagian, yaitu barisan aritmetika (barisan hitung) dan
barisan geometri (barisan ukur).

Barisan Aritmetika

Barisan aritmetika adalah suatu barisan bilangan dimana selisih di antara setiap suku
dengan suku sebelumnya adalah bilangan tetap (konstan) [14: h.101]. Sebagai contoh,
pada barisan 3, 5, 7, 9, ... terlihat bahwa setiap suku setelah suku pertama diperoleh
dengan menambahkan 2 kepada suku sebelumnya, sehingga 2 adalah beda antara dua
suku.

Barisan Bertingkat

Barisan bertingkat merupakan salah satu jenis barisan aritmetika khusus dimana beda
atau selisih sebenarnya tidak tetap, namun selisih atau beda tetapnya diperoleh dengan
mencari pola dibarisan yang dibentuk dari beda atau selisih barisan di atasnya.
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Contoh 1 Diketahui barisan bertingkat 2, 5, 18, 45, 90. Identifikasi selisih tetapnya
tampak pada Ganbar 1.

i 2 2 1 45 0

\‘..__‘_‘_.__'./
iii. 10 14 g
\_‘H_-_._._F’_,/
4 4

iv.
Gambar 1: Identifikasi tetap Contoh 1

Barisan pada Gambar 1 terlihat bahwa selisih tetap diperoleh pada tingkat ketiga
penyelidikan. Barisan 2, 5, 18, 45, 90 adalah barisan awal, 3, 13, 27, 45 adalah barisan
tingkat pertama yang selisih tetap belum diperoleh. Begitu juga 10, 14, 18 merupakan
barisan tingkat dua yang belum ditemukan selisih tetapnya, dan barisan tingkat ketiga,
baru ditemukan selisih tetap, maka barisan pada Contoh 1 merupakan barisan tingkat 3.
Setelah ditemukan tingkatan penyelidikan dari selisih tetap maka langkah berikutnya
adalah mengubahnya ke dalam bentuk umum seperti Tabel 1.

Tabel 1
No Bentuk persamaan Jumlah tingkatnya
Xp=an+Db 1
X, =an’+bn +c¢
X,=an°+bn°+cn+d
X,=an'+bn®+cn®+dn+e
Xn = &N + agan 7+ g, n?

QIR WIN -
XD WIN

Pada Contoh 1, yang barisan bilangannya adalah 2, 5, 18, 45, 90 merupakan barisan
tingkat tiga, maka bentuk umumnya adalah x, = an® + bn? + cn+d, dimana jika n=1
maka x; = a + b+ c+d.

n=2 maka x, = 8a + 4b +2c+d

n=3 maka x; = 27a + 9b +3c+d

n=4 maka x4 = 64a + 16b +4c+d

n=5 maka xs = 125a + 25b +5c¢ +d

Identifikasi selisih tetapnya tampak pada Gambar 2.
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athb+c+d Bat+db+2c+d.27a+9 +3c+d, b6da+16b +4c +d,125a +

25b + +d
Ja+ 3B +¢ 19a+5b+¢ 37a+7b+c 6la +9b +¢
12a +2b 18a + 2b 24a+ 2b
Ea\—/ a
Gambar 2: Identifikasi tetap
atb+c+d=2 1)
7a+3b+c =3 (2)
12a+2b =10 3)
6a=4 4)

Dimulai dari persamaan (4) — 6a = 4 maka diperoleh nilai a = % . Substitusikan nilai a
tersebut ke persamaan (3) » 12a + 2b = 10

12 (3)+2b=10— 2b =10 — 8 - maka nilai b =1

Nilai a dan b yang diperoleh disubstitusikan ke persamaan (2) — 7a+3b + ¢ = 3
maka menjadi — 7 (é) + 3(1) + ¢ = 3, sehingga diperoleh nilai ¢ = —%. Nilai
a, b dan ¢ yang sudah diperoleh disubstitusikan ke persamaan (1),

at+b+c+d=2- §+1-13—4+d:2—>d: 5

Dengan menyelesaikan persamaan (iv) (iii) (ii) dan (i) diperoleh a= 2 b=1,c= —%,

dan d=5 maka dapat diperoleh rumus suku ke-n dari barisan di atas, yakni

u, =an3+bn®>+cn+d

2 , 14
unzgn +1n —?n+5

u, =3(2n% +3n? — 14n + 15)

Rumus suku ke-n dari barisan: 2, 5, 18, 45, 90 adalah w, = = (2n3+3n? — 14n +

3

15).
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3 Penurunan Rumus ke-n Barisan Bertingkat

Diambil salah satu contoh barisan bertingkat dan kemudian diuraikan untuk mencari
pada tingkat ke berapakah barisan tersebut ditemukan beda tetapnya, seperti identifikasi
tetap pada Ganbar 3.

P S

10 14 18
4 4 4
Gambar 3: ldentifikasi tetap penurunan rumus suku ke-n

l.h
l.h

Barisan 2, 5, 18, 45, 90, 157 disebut barisan bertingkat 3, karena beda tetapnya
diperoleh pada 3 tingkat penyelidikan, dengan keterangan bahwa:
2 adalah suku awal dari barisan pertama, dimisalkan sebagai a4
3 adalah suku awal pada barisan ke dua , dimisal sebagai as.
10 adalah suku awal pada barisan ke tiga, dimisalkan sebagai a,.
4 adalah suku awal pada barisan ke 4, dimisalkan sebagai a;.

Jika barisan 2, 5, 18, 45, 90, 157 tersebut dibalik susunannya maka berubah bentuknya
menjadi

[a—
LA
=]

u\u/ ujuu

Dengan demikian terlihat bahwa 4 =a; ;10=a, ; 3=a3 ; 2 =ay. Jikacontoh

di atas lebih diperumumkan maka terlihat seperti bagan di bawah ini.
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Ui=ay ap ai a1
U axta; at2a ar+ 3a; aztda; ....
/U3 Azt a; azt+2at+a; azt 3ax:3a; aztdar,+6 a; ...
Ug astas ast 2azt a; agt+3azt3arta; ast+4az+bar+da;...
Un an+ an-1

ant 2an-1+ an-2
an+3an-1+3an-2+an-3
an+4an-1+6an.2+4an.3

Uraian di atas jika dimasukkan kedalam tabel akan terlihat seperti Tabel 2.

Tabel 2
Uq ai di di di ai
Up | ax+ag ap+2a; ar+ 3a; a, +da; a, +5a;
Us | ag+a; | agt2a,+a az+3a,+3a; as +4a,+6a; az+ba,+10a;
Us | au+a; | ag+2azta, as +3a3 +3ax+a; ay +4az +6a,+4a; as+
5az+10a,+10a;
U | an+ ang an+23-n-l+an-2 dn +3an-1 +3an-2+an-3 an+4an-1+6an-2+
4an-3
1 11 121 1331 14641
Pada Tabel 2 terlihat bahwa

£ ; Koefisien a, — 1

: 4 Koefisien an+ an.1 — 1 1

i s Koefisien ap+2an1+an. — 1 2 1
Koefisien a, +3an.1+3an2+an3 = 1 3 3 1
Koefsien ap+4an.1+6an,+4an3 — 1 4 6 4 1

2 3 Jika ditampilkan dalam bentuk kombinasi adalah sebagai berikut:

5 Koefisien a, — cd

Koefisien a,+ a1 — A

Koefisien ap+2an1+an, — ¢ & 3

Koefisien a, +3an-1+3an2+ans = o c3 c; 3

; Koefsien an+4an.1+6an.+4an.3 - fors ct o cs cf,

dan seterusnya, hingga cy ct cy c} (o S s
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dengan cg =1
ch = n! _n@-D! _n
I 7 1tm-1) ~ (-1 1
ch = n! _nn-1)(n-2)! _nn-1)
2 T m=-2  2m-2) 2
ol = n! - n(n—-1)(n—-2)(n-3)! - n(n-1)(n-2)
3 7 31(n-3)! 31(n—3)! 31
ey =1.

Jika dicermati barisan yang ada pada Tabel 2, akan terlihat bahwa barisan yang

paling atas dibangun oleh a; , maka barisan pertama adalah barisan konstanta dengan
suku a;.

Barisan kedua adalah barisan aritmetika, dengan koefisien tiap sukunya adalah
Uz =ant (n-1) a; dan uz=asz + (n-l)aﬁ%al. Jika n adalah banyak tingkat dari
barisan awal hingga didapat pola aritmetikanya

n=1makau,=a;
n =2 maka U,=ap + (n-l)al
n =3 maka u, = as + (n_l)a2+(n_1)2+_2)a1

n= 4 maka Up = a4 + (n'l)a3+(n_1)2(ln_2)a2+ (n—l)(n;z)(n—3) a]_,
dan seterusnya hingga n = n maka

U = a, + (n_l)an+(n—1)2(!n—2)an_2+ (n—l)(n3—!2)(n—3) ans

+ .+ (n-1)(n-2)(n-3)...(1)
(n—-1)!

ai.

Hasil penjabaran dari rumusan u, di atas dapat dipakai untuk rumusan barisan
bertingkat dengan uraian sebagai berikut:

1. Jika barisan berpangkat 1 atau barisan linear maka u, = a, + (n-1)a; , nilai n yang

diambil disini adalah 2 karena barisan pertama adalah barisan awal dan beda
diperoleh pada barisan yang kedua, hal itu berarti u, = a, + 2a;

2. Jika barisan berpangkat 2 maka berlaku rumus:
-1)(n-2
Un = ag + (N1t —a ;
Uz = az + 2ax+ %alz az +2a;+a;
3. Jika barisan berpangkat 3, maka berlaku rumus:
-1)(n-2 -1)(n=2)(n-3
Un = @y + (n-1)ag+ "2 Dgys DO 5,
sehingga

3)(2 3)(2)(1
e = 2 + (agr2a,e DD

dan seterusnya, sehingga dapaf ditentukan rumusan secara umum sebagai berikut:

Uy = an + (n_1)an_1+(n—1)2(!n—2)an_2+ (n—l)(ng—!Z)(n—3) an.
L (-1D)(n-2)..2)1)
' (n—1)! ! (5)

3t ..
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4 Pembuktian dengan Induksi Matematika

Induksi Matematika adalah cara standar dalam membuktikan bahwa sebuah pernyataan
tertentu berlaku untuk setiap bilangan asli

.Pembuktian dengan cara ini terdiri dari dua langkah, yaitu:

1. Menunjukkan bahwa pernyataan itu berlaku untuk bilangan n = 1.
2. Menunjukkan bahwa jika pernyataan itu berlaku untuk bilangan n, maka
pernyataan itu juga berlaku untuk bilangan n + 1.

Rumus umum persamaan (5), yakni akan dibuktikan dengan induksi matematika.

Langkah 1: Untuk n=1 maka a; = a;
Langkah 2: Misalkan untuk setiap bilangan asli k, jika px adalah benar maka py+1 juga
benar.

Asumsikan benar untuk n =Kk, yaitu

U = ay + (k-l)a (k 1;(.]( Z)ak-2+ (k—l)(k;Z)(k—3) ast ... JI_(k—l)((I;c—_zl)).;.(z)(l) a

adalah benar. Selanjutnya akan ditunjukkan benar untuk n= k+1. Kemudian,
(k+1 1) (k+1- 2) (k+1-1)(k+1-2)(k+1-3)
k+1-2t

Uk+1 = Qk+1 T (k+1 1)ak > 3l ak+1-3 1 ...
L(k+1-1) (k+1-2)...(2)(1)
' (k+1-1)!
k) (k+1 k+1-1)(k+1-2)(k+1-3
Uk+1 = Ak+1 T (k)ak+( )(2! )ak-l"' ( X 3 X ) a2t ...

L (k+1-1) (k+1-2)...(2) (1)
' (k)!

Telah ditunjukkan bahwa benar untuk n = k+1. Jadi, dapat disimpulkan bahwa rumus
(5) benar untuk semua bilanan asli n.

Rumus (5) dapat diaplikasikan pada contoh berikut: 2, 5, 18, 45, 90, 157, ....
Identifikasi selisih tetapnya tampak pada bagan berikut:

2 157
xu/ \x_,./k,_,:/
10 1« 1 22
Diketahui a; =4, a, =10, ag = 3, a4 = 2. Selanjutnya diperoleh

Uy = a4+(n_1)a (n 1)(n 2) At (n 1)(n3l2)(n 3)643
(n— 1)(n 2) (n D(n-2)(n— 3)
3!

= a4 + (n-Daz+

=2 + (n-1)3+%= 1)(n 2)10+ (n— 1)(n3 D(n=3) 4
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= 2 + 3n-3 +5n%-15n+10 +§ (n3 —6n2 +11n — 6)
=2 +3n3 +5n2+15n+10 + (§n3 _4n? + %n _ 4)
n +n? + 2 n+ 5

—3 2n +3n +14n + 15).

Dari contoh yang telah diberikan terlihat bahwa untuk menentukan rumus suku
ke-n dari barisan bertingkat dapat digunakan rumus (5) yang diperoleh di atas yakni:
Un = an + (N-1)ana+ L= 1)('71 2) 4 (D@2 (n-3) (n—-1)(n—2)...(2)(1)

31 ngt ... + (n—1)! a,
dengan
Un Suku ke-n dari barisan bertingkat,
n adalah banyak tingkat dari barisan awal,
an adalah suku awal dari tiap tingkat.

Kesimpulan

Bentuk umum dari barisan bertingkat yang merupakan fungsi dalam n adalah sebagai
berikut:
Xn = an + b, jika barisan berderajat 1
Xn = an® + bn + ¢, jika barisan bilangan berderajat 2
Xn = an® + bn? + cn + d, jika barisan bilangannya berderajat 3
X, = an® + bn®+cn’ + dn + e, jika barisan bilangannya berderajat 4
Xn = N + acin 1+ aon?+..+ ain + ag, jika barisan berderajat k.
Penurunan rumus suku ke-n dari barisan bertingkat dengan memakai pola
segitiga Pascal sebagai koefisien barisan adalah sebagai berikut:
1. u,=ay+(n-1)a; ; untuk barisan berderajat satu

u, = az + (n-1)a; +wa1 untuk barisan berderajat dua
(n— 1)(n 2) (n D(n-2)(n-3)
2 |

0 a; untuk barisan berderajat tiga
L= 1)(n 2) 4 (=D@=2)(n=3) ans + ... L=DH(®=2).. (@) ay

3! n- (n—1)!

2
3. Up=as+(n-1ast
4. up = ap + (n-lapq+

untuk barisan berderajat n
Dengan mengetahui cara menentukan suku ke-n dari barisan bertingkat yang
dapat diberikan oleh guru kepada siswa sebagai materi pengayaan dapat memberikan
bekal untuk siswa sehingga untuk menghadapi soal tes SNMPTN khususnya materi
barisan bertingkat
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