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ABSTRAK

Yohanes Dimas Nugrahanto Wibowo. 2014. Dimensi Hausdorff dari Beberapa
Bangun Fraktal. Skripsi. Program Studi Matematika, Jurusan Matematika,
Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Sanata Dharma, Yogyakarta.

Bangun-bangun fraktal dapat ditemukan di alam sekitar, misalnya bentuk a-
wan, kontur garis pantai, dan musik. Fraktal berasal dari bahasa Latin, yaitu frac-
tus. Beberapa sifat yang dipenuhi fraktal adalah struktur yang halus, kesebangun-
an diri, dan dimensi tidak bulat. Topik yang dibahas dalam skripsi ini adalah di-
mensi dari bangun-bangun geometri fraktal dan penerapannya dalam penghitung-
an dimensi dari bangun tersebut.

Dimensi merupakan hal yang penting dalam geometri fraktal. Dimensi ini di-
namakan dimensi fraktal. Metode penghitungan dimensi yang dibahas adalah di-
mensi Hausdorff. Dimensi Hausdorff adalah bilangan real positif s yang meme-
nuhi inf{s|HS(E) = 0} = sup{s|HS(E) = o} dengan H*(E) adalah ukuran Haus-
dorff berdimensi s dari himpunan E. Ukuran tersebut ditentukan dengan mencari
infimum dari seluruh jumlahan selimut-§ dari E.

Bangun berdimensi fraktal yang akan dihitung dimensi Hausdorffnya adalah
himpunan Cantor, debu Cantor, dan kurva von Koch. Himpunan Cantor terdefinisi
pada interval [0,1] dan dikonstruksikan dengan menghilangkan sepertiga bagian
tengah setiap interval yang terbentuk. Dimensi Hausdorff dari himpunan Cantor a-

dalah log 2/l 0g 3 Debu Cantor adalah fraktal yang diterapkan pada bidang datar,

yaitu persegi. Di setiap tahap konstruksinya setiap persegi yang terbentuk dibagi
menjadi 16 persegi yang lebih kecil, lalu menyisakan 4 buah dan menghilangkan
yang lain. Debu Cantor berdimensi Hausdorff satu. Kurva von Koch juga terdefi-
nisi pada interval [0,1], tetapi mempunyai prinsip konstruksi yang berbeda dengan
himpunan Cantor. Kurva ini dikonstruksikan dengan menghapus sepertiga bagian
tengah setiap interval yang terbentuk sebelumnya dan menggantinya dengan dua
sisi segitiga dengan panjang yang sama dengan panjang interval yang dihilangkan.

Dimensi Hausdorff untuk kurva von Koch adalah '°8 4/log 3-

Vi
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ABSTRACT

Yohanes Dimas Nugrahanto Wibowo. 2014. Hausdorff Dimension of Some
Fractal Figures. An Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program,
Mathematics Department, Faculty of Science and Technology, Sanata Dhar-
ma University, Yogyakarta.

Fractal objects can be found in nature, for example cloud boundaries, coast-
lines contour, and music. The word fractal comes from Latin word fractus. Some
properties of fractal objects are fine structure, self-similar, and non-integer dimen-
sion. The topics covered in this thesis are dimension of the fractal geometry
objects and its application to dimension counting of these objects.

The notion of dimension is central to fractal geometry. It is called fractal
dimension. The method in counting a dimension that is discussed is Hausdorff
dimension. Hausdorff dimension is a positive real number s satisfying
inf{s|HS(E) = 0} = sup{s|H*(E) = o} where H*(E) is the s-dimensional Haus-
dorff measure of E. This is determined by taking the infimum of all the sum of &-
cover of E.

Objects with fractal dimension whose Hausdorff dimension is being calcula-
ted are Cantor set, Cantor dust, and von Koch curve. Cantor set is defi-ned on
interval [0,1] and constructed by deleting the middle third of every obtained in-

log 2

terval. Hausdorff dimension of Cantor set is /log3' Cantor dust is a fractal

generated on plane, that is a square. At each stage of its construction each remain-
ing square is divided into 16 smaller squares of which four are kept and the rest
discarded. Cantor dust has Hausdorff dimension one. Von Koch curve is also
defined on interval [0,1], but has different way of construction with that of Cantor
set. This curve is constructed by removing the middle third of every interval
obtained before and replacing it by the other two sides of the equilateral triangle
based on the removed interval. Hausdorff dimension of the von Koch curve is

log 4
/log 3

Vil
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BAB |

PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Sejak zaman kuno, matematika dan sains telah dibangun berdampingan
satu sama lain, dengan matematika dipakai untuk mendeskripsikan, dan se-
ringkali menjelaskan, fenomena alam dan fisik yang teramati. Hal ini telah
berlangsung dengan sukses, bahkan kehidupan modern saat ini dihasilkan dari
kesuksesan tersebut. Namun, masih banyak fenomena yang, meskipun diatur
oleh hukum alam dasar, dipandang sebagai terlalu tidak biasa atau kompleks
untuk dideskripsikan atau dianalisis dengan menggunakan matematika tradisi-
onal, antara lain geometri klasik dan kalkulus.

Geometri klasik merupakan salah satu cabang tertua dari matematika. Pe-
nyusunannya sudah sejak lama dan menghasilkan penerapan yang luar biasa.
Notasi sudut, luasan, dan volume disusun dengan kebutuhan untuk survei dan
pembangunan gedung. Geometri klasik membahas bangun-bangun, seperti
lingkaran, elips, kubus, atau kerucut. Para filsuf termotivasi oleh aspek este-
tika dari geometri dan pencarian kesederhanaan dalam struktur geometri dan
penerapannya selain memenuhi kebutuhan praktis. Plato (428-348 SM),
Euclid (325-265 SM), dan Rene Descartes (1596-1650) memberikan sum-
bangan yang besar bagi geometri.

Kalkulus yang diperkenalkan oleh Newton dan Leibniz pada paruh kedua
abad XVII adalah alat ideal untuk menganalisis benda-benda mulus dan se-

cara cepat menjadi sangat sentral bagi matematika dan sains sehingga me-

1
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ngesampingkan benda-benda yang dikenali sebagai sesuatu yang tidak biasa.
Bahkan, banyak fenomena alam diabaikan karena ketidakbiasaan dan keru-
mitannya sehingga sulit dideskripsikan dalam bentuk matematis yang dapat
diatur.

Keadaan ini terus terjadi sampai pada pertengahan era 1960-an ketika
studi mengenai gambar tidak biasa mulai dibangun dalam suatu langkah sis-
tematis dan dipelajari secara luas di dalam matematika, seni, dan ekonomi.
Hal ini terjadi karena munculnya komputer yang dapat menampilkan gambar
tersebut sehingga dapat dilihat keindahan dan kerumitannya. Sebagian besar
dari kerja keras ini merupakan sumbangsih dari seorang matematikawan
Prancis Benoit Mandelbrot (1924-2010), yang sering dianggap sebagai Bapak
Fraktal. Dalam The Fractal Geometry of Nature, bukunya yang terbit pada
tahun 1982, beliau menulis, “Clouds are not spheres, mountains are not
cones, coastlines are not circles, and bark is not smooth, nor does lightning
travel in a straight line” (Falconer, 2013:2).

la berpendapat bahwa benda-benda yang terlalu tidak biasa ini seha-
rusnya dipandang sebagai sesuatu yang lazim, daripada sebagai suatu penge-
cualian, dan lebih lanjut bahwa fenomena-fenomena dari fisika, biologi, keu-
angan, dan matematika memiliki ketidakbiasaan dari suatu bentuk yang mirip
satu sama lain. Mandelbrot memperkenalkan istilah fraktal sebagai deskripsi
umum untuk suatu kelompok dari benda-benda tidak biasa dan menggarisba-
wahi kebutuhan matematika fraktal untuk disusun atau dalam beberapa kasus
diperoleh dari karangan-karangan yang terlupakan.

Sejak tahun 1980-an fraktal telah menarik minat yang luas. Secara kasat
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mata setiap wilayah sains telah dikaji dengan memakai sudut pandang fraktal,
dengan geometri fraktal menjadi area yang luas dalam matematika, baik se-
bagai subjek minat dalam dirinya maupun alat untuk penerapan yang luas.
Fraktal juga ditampilkan dengan gambar yang menarik, penuh warna, muncul
dalam buku, majalah, dan pameran seni, bahkan dalam film fiksi ilmiah.

Secara umum, fraktal memenubhi sifat, yaitu struktur yang halus, keseba-
ngunan diri, metode geometri dan matematika klasik tidak dapat diterapkan,
seberapa besarnya suatu benda bergantung pada ukuran yang dipakai, kon-
struksi rekursif yang sederhana, penampilan yang alami. Struktur yang halus
berarti detail pada setiap skala seberapapun kecilnya. Fraktal berasal dari kata
sifat dalam bahasa Latin fractus, yang berarti patah.

Konsep kesebangunan adalah ciri yang menonjol dalam geometri klasik.
Konsep ini muncul pertama kali dalam tulisan Euclid (300 SM), matematika-
wan Yunani dan Bapak Geometri. Dua buah bangun di bidang dikatakan se-
bangun jika memiliki bentuk yang sama, tetapi ukurannya tidak perlu sama
besar. Contohnya adalah dua buah segitiga yang besarnya tidak sama akan se-
bangun jika sudut-sudut yang bersesuaian sama besar. Konsep kesebangunan
diri yang terdapat dalam fraktal adalah konsep dengan sifat bahwa suatu ba-
ngun dapat dibentuk dari beberapa kopian bentuk tersebut dengan ukuran
yang lebih kecil. Sifat kesebangunan diri dapat terlihat jelas pada daun pakis.
Apabila dilihat salah satu bagian dari daun pakis tersebut, akan terlihat bentuk
yang sebangun dengan bentuk daun secara utuh.

Secara umum, konsep dimensi selalu mengarah pada bilangan bulat

seperti yang dimiliki bangun-bangun geometri klasik. Garis lurus, lingkaran,
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dan kurva mulus berdimensi satu. Bidang datar dan luasan permukaan bola a-
dalah bangun geometri berdimensi dua. Bangun ruang, seperti bola, kubus,
dan balok adalah benda berdimensi tiga. Karena fraktal adalah objek yang
bentuknya tidak teratur, dimensi bangun tersebut dinyatakan dengan bilangan
yang tidak bulat.

Dimensi fraktal adalah sebutan bagi bilangan yang digunakan untuk
membandingkan suatu fraktal dengan fraktal lainnya. Struktur yang halus su-
atu fraktal dapat dipakai untuk mengetahui dimensinya. Akan tetapi, sangat
sulit untuk membandingkan dua fraktal dengan dimensi, sehingga dibutuhkan
metode tertentu untuk menghitung dimensi fraktal. Salah seorang tokoh yang
melakukan penelitian adalah Felix Hausdorff (1868-1942). Penelitian tersebut
dipublikasikan pada tahun 1919 dan menghasilkan suatu metode penghitung-
an dimensi fraktal, yaitu dimensi Hausdorff. Bahkan, dalam tulisan Mandel-
brot, fraktal didefinisikan sebagai himpunan yang dimensi Hausdorffnya lebih
besar daripada dimensi topologinya.

Dimensi Hausdorff dari himpunan E ditentukan dari ukuran Hausdorff
berdimensi s dari himpunan E untuk s adalah bilangan real positif, yaitu
HS(E). Dimensi Hausdorff dapat dirumuskan sebagai berikut.

dimy,(E) = inf{s|HS(E) = 0} = sup{s|HS(E) = oo}

dengan H*(E) = lim inf{ZIUiIS

i=1

{U;} adalah selimut-§ dari E ¢ .

Himpunan Cantor adalah salah satu contoh penting dari fraktal. Himpu-
nan ini pertama kali dipublikasikan tahun 1883 oleh Georg Cantor (1845-

1918). Himpunan tersebut merupakan himpunan titik-titik takhingga yang be-
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rada dalam interval [0.1]. Salah satu teknik yang diperkenalkan Cantor untuk
menghasilkan himpunan tersebut adalah dengan membagi tiga interval terse-
but dan menghilangkan bagian tengahnya. Setiap interval yang tersisa dibagi
tiga dan dihilangkan bagian tengahnya. Hal ini dilakukan berulang-ulang.

Cara lain yang mirip dapat diterapkan pada bidang datar, yaitu persegi.
Pertama, persegi dibagi menjadi 16 bagian, kemudian menyisakan 4 bagian
dan yang lain dihapus. Langkah ini diterapkan pada setiap persegi yang ter-
bentuk, dan demikian seterusnya. Fraktal ini disebut debu Cantor.

Fraktal berbentuk unik lainnya adalah kurva von Koch. Kurva ini ditemu-
kan pada tahun 1904 oleh seorang matematikawan Swedia bernama Helge
von Koch. Kurva ini dibentuk secara rekursif dari sebuah garis lurus. Garis i-
ni dibagi tiga, kemudian mengganti bagian tengahnya dengan segitiga sama
sisi dan menghilangkan bagian dasar segitiga, sehingga terbentuk garis yang
terdiri atas 4 bagian garis. Langkah ini diulang untuk setiap bagian garis, ke-

mudian diulang lagi untuk setiap bagian yang baru, dan seterusnya.

B. Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang masalah, permasalahan yang akan di-
bahas dapat dirumuskan sebagai berikut.
1. Apa yang dimaksud dimensi Hausdorff?

2. Bagaimana menghitung dimensi Hausdorff suatu fraktal?

C. Batasan Masalah

Dalam penulisan skripsi ini hanya akan dibahas mengenai dimensi Haus-
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dorff dan penggunaannya dalam menentukan dimensi suatu fraktal. Dimensi
fraktal lainnya, seperti dimensi hitung kotak, tidak akan dibahas. Fraktal yang
akan ditentukan dimensinya adalah himpunan Cantor, debu Cantor, dan kurva

von Koch.

D. Tujuan Penulisan
Penulisan skripsi ini bertujuan untuk memahami dimensi Hausdorff
dan penggunaannya untuk menghitung dimensi pada bangun berdimensi frak-

tal.

E. Manfaat Penulisan
Manfaat dari penulisan ini adalah penulis memperoleh pengetahuan me-

ngenai dimensi Hausdorff dan proses penghitungan dimensi suatu fraktal.

F. Metode Penulisan
Metode yang digunakan penulis adalah metode studi pustaka, yaitu de-
ngan mempelajari buku-buku dan karangan-karangan yang berkaitan dimensi

Hausdorff dan metode pengitungannya, sehingga tidak ada hal-hal baru.

G. Sistematika Penulisan

BAB|I PENDAHULUAN
A. Latar Belakang
B. Rumusan Masalah
C. Batasan Masalah

D. Tujuan Penulisan
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BAB Il

BAB Il

BAB IV

BAB V

E. Manfaat Penulisan

F. Metode Penulisan

G. Sistematika Penulisan

RUANG METRIK DAN UKURAN

A. Ruang Metrik

B. Kontinuitas

C. Ukuran

UKURAN DAN DIMENSI HAUSDORFF

A. Ukuran Hausdorff

B. Dimensi Hausdorff

DIMENSI HAUSDORFF DARI BANGUN BERDIMENSI
FRAKTAL

A. Bangun Berdimensi Fraktal

B. Dimensi Hausdorff dari Bangun Berdimensi Fraktal
PENUTUP

A. Kesimpulan

B. Saran

DAFTAR PUSTAKA
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BAB II

RUANG METRIK DAN UKURAN

Bab ini akan membahas konsep-konsep dasar dan notasi yang akan digunakan
dalam pembahasan di bab-bab berikutnya.
A. Ruang Metrik

Jarak antar elemen-elemen dalam suatu himpunan merupakan konsep
penting dalam topologi karena dapat dipakai untuk menjelaskan konsep-kon-
sep kekonvergenan, kekontinuan, dan himpunan kompak. Konsep jarak dapat
diperumum menjadi metrik.
Definisi 2.1.1
Ruang metrik (X, d) adalah himpunan tidak kosong X yang dilengkapi peme-
taan d: X X X — R, yang disebut metrik, sedemikian sehingga sifat-sifat beri-
kut ini berlaku untuk setiap x,y, z € X:
1) d(x,y) = 0 (Positivitas)
2) d(x,y) = 0 jikadan hanya jikax =y
3) d(x,y) =d(y,x) (Simetri)
4) d(x,y) <d(x,z)+d(y,z) (Ketaksamaan Segitiga)
Elemen-elemen dalam himpunan X disebut titik. Notasi d(x, y) dibaca jarak
dari x ke y.
Contoh 2.1.1
Diketahui d: R X R — R dengan d(x,y) = |x — y|. Akan diperiksa d(x,y)
dengan Definisi 2.1 untuk setiap x,y,z € R.
1) Berdasarkan sifat nilai mutlak di R |x — y| = 0, sehingga d(x,y) = 0.

8
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2) dx,y) =0 |x—y|l=0e=x—y=0x=y
3) dx,y)=lx—yl=|-(=x+y[=|-x+yl =y —x| =dy,x)
4) d(x,y) = |x -yl
=|lx—z+z—-y|
<lx—z|l+|z—y|=d(x,2z)+d(y,z)
~d(x,y) <d(x,z)+d(y,z)
Karena d(x, y) memenuhi definisi tersebut, d adalah metrik di R dan disebut

metrik biasa pada R.

Teorema 2.1.1

Misalkan (X;, d;) adalah ruang metrik untuk setiap i = 1, ...,n, X = X;,

n
i—1

L

x= (x4, 0, %), ¥y = (1, -, V), dan z = (24, ..., 2,,). Jarak yang didefinisi-

n
Z d?(x;,y;) adalah metrik pada X.

=1

kan dengan d(x,y) =

Bukti:

1) Karena nilai akar dan nilai kuadrat selalu lebih besar atau sama dengan

n
nol, maka Z d?(x;,y;) = 0. Jadi, d(x,y) = 0.

i=1

2) dix,y)=0&

n
Z d?(x,y)=0e
=1
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n
Z df(x,y)=0&
=1

df(xy, y1) + -+ di (e, yn) =0 &
d?(xy,y,) =0, ...,dan d3(x,, y,) = 0 ©
dy(x1,y,) =0, ...,dan d,(x,,y,) =0 &
X1 = Y1, %2 =Yy, .., danx, =y, ©

X1y ooy %) = V1, 000, Y0) ©

n
Z diz(xir YI)
=il

= (@G + o+ )

= (B0 + o+ i)

n
PNACTES
i=1

=d(y,x)

~d(x,y) =d(y,x).

4) Jumlahan kuadrat tidak dapat negatif. Oleh karena itu, didapat
n
2
Z(di(xirzi)t +d;(z,y:)) =0
i=1

untuk setiap bilangan real t. Pertidaksamaan dapat ditulis dalam bentuk

At? + 2Bt + C = 0, dengan
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n n
A=) dyz), B= Zd G 20z, € = Zd v
i=1
Karena 4, B,C > 0, maka jika t = _B/A, akan didapat
A( B)2+ZB< B)+C—B2 2o B TErAC
A A A A A A

__n2
Akibatnya, "B" T40)/ > 0o B2 < Ac o B<VAC o

n n n
> i zddiy) < | d2Gz) ) d2zy) = dx,2)d,2).
i=1 i=1 i=1
Selanjutnya,

(dG»)’ = D dilri v i y)
< Z(di(xi»zi) +di (21, y))(di(xi, ;) + di(zi, 7))
i=1

n
Z (x;, z;) + 2d;(x;, z)d;i (2, y) + d7 (2, v1)

i=1
Z d?(x;, z;) + 2 Z d;(x;, z)d;(z;, v;) + Z d? (zi, y;)

< (d(x,2)’ + 2d(x, Dy, 2) + (A, D)’

= (d(x,2) +d(y,2))°

~d(x,y) <d(x,z)+d(y,z) u

Definisi 2.1.2

Misal (X;,d4), ..., (X, d,,) adalah ruang metrik. Ruang metrik (X, d) dengan
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n
X = ﬂXl- dan d adalah metrik seperti di Teorema 2.1.1 disebut ruang per-

i=1

kalian dari ruang-ruang metrik (X,,d;), ..., (X,,, d;,).

Contoh 2.1.2

Misalkan (R, d;) adalah ruang metrik untuk i = 1, ...,n dalam Contoh 2.1.1.

n
Berdasarkan Teorema 2.1.1, R™ dengan d(x,y) = Z(xi — y;)?> memben-
i=1

tuk ruang metrik (R™, d) dan metrik d disebut jarak Euclides berdimensi n.

Definisi 2.1.3
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Diameter dari himpunan bagian tidak
kosong A € X didefinisikan sebagai |A| = sup{d(x,y)|x,y € A}. Diameter

dari himpunan kosong didefinisikan sama dengan O.

Definisi 2.1.4
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik, A adalah himpunan bagian dari X, dan

x € X. Jarak dari x ke A adalah dist(x, A) = inf{d(x,a)|a € A}.

Definisi 2.1.5
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik, A dan B adalah himpunan bagian dari

X. Jarak antara A dan B adalah dist(4, B) = inf{d(a,b)|a € A,b € B}.

Definisi 2.1.6

Misalkan (X, d) adalah ruang metrik, x € X, dan € > 0. Bola terbuka yang
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berpusat di x dengan jari-jari & didefinisikan sebagai B.(x) =
{y € X|d(x,y) < €}. Bola tertutup di X yang berpusat di x dan dengan jari-

jari £ adalah himpunan B, [x] = {y € X|d(x,y) < &}.

Contoh 2.1.3
Diketahui (R, d) suatu ruang metrik dengan metrik biasa pada R. Bola terbu-
ka pada R adalah B.(x) = {y € R||x —y| < &} = (x — &, x + €). Bola tertu-

tup pada R adalah B.[x] = [x — &, x + €].

Definisi 2.1.7

Untuk suatu ruang metrik (X, d) dan himpunan bagian A € X, titik x € X di-
sebut titik interior dari A jika terdapat € > 0 sedemikian sehingga B, (x) < A.
Himpunan semua titik interior dari A, dilambangkan dengan A°, disebut in-

terior dari A.

Definisi 2.1.8
Untuk suatu ruang metrik (X, d) dan himpunan bagian A € X, titik x € X di-
sebut titik limit dari A jika untuk setiap € > 0, B.(x)\{x} N A # @. Himpunan

semua titik limit dari A dilambangkan dengan A'.

Definisi 2.1.9
Untuk suatu ruang metrik (X, d) dan himpunan bagian A c X, titik x € X di-
sebut titik perbatasan dari A jika setiap bola terbuka berpusat di titik tersebut

berpotongan dengan A dan X\A. Himpunan semua titik perbatasan dari A, di-
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lambangkan dengan dA, disebut batas dari A.

Contoh 2.1.4
Misal (R, d) suatu ruang metrik dengan metrik biasa pada R dan himpunan
bagian dari R, yaitu A = [a, b) dengan a < b. Maka A° = (a, b), A" = [a, b],

dan 0A = {a, b}.

Definisi 2.1.10
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Himpunan bagian A € X disebut him-
punan terbuka jika semua titik dari A adalah titik interior, yaitu untuk setiap

x € A terdapat € > 0 sedemikian sehingga B, (x) € A.

Teorema 2.1.2
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Himpunan kosong @ dan himpunan X
adalah himpunan terbuka.

Bukti:

Untuk menunjukkan bahwa suatu himpunan adalah himpunan terbuka,
harus diperlihatkan bahwa setiap titik adalah titik interior dari himpunan ter-
sebut. Harus dibuktikan: “Jika x € @, maka x adalah titik interior dari @”. Ka-
rena himpunan @ tidak memuat elemen, anteseden dari implikasi tersebut ber-
nilai salah, sehingga implikasi bernilai benar. Jadi @ terbuka. Sekarang, ambil
sebarang x € X. Karena setiap bola terbuka yang berpusat di x termuat di X,

maka X terbuka. ]
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Teorema 2.1.3
Dalam ruang metrik (X, d), setiap bola terbuka B, (x) adalah himpunan ter-
buka.

Bukti:

Misalkan B.(x) adalah bola terbuka di X dan titik y € B.(x). Karena
d(x,y) <&, maka § = € —d(x,y) > 0. Akan ditunjukkan bahwa Bs(y) S
B.(x). Ambil sebarang titik z € Bs(y), maka d(z,y) < §. Selanjutnya,
d(z,x) <d(z,y)+d(y,x) <6 +d(x,y) =€. Jadi z € B.(x), sehingga
Bs(y) € B.(x). Artinya, y adalah titik interior dari B.(x). Jadi B.(x) ter-

buka. ]

Teorema 2.1.4

Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Maka

1) Gabungan dari sebarang keluarga himpunan-himpunan terbuka adalah
himpunan terbuka.

2) Irisan dari keluarga berhingga himpunan-himpunan terbuka adalah him-
punan terbuka.
Bukti:

1) Diberikan A sebarang himpunan dan keluarga himpunan terbuka

{G,|a € A}. Akan dibuktikan himpunan P = U G, adalah himpunan

a€EA

terbuka. Jika p € P, maka terdapat a, € A sedemikian sehingga p € G, .
Karena G, terbuka, maka ada ¢ > 0 sedemikian sehingga B,(p) € G, .

Akan tetapi, G, < P, sehingga B, (p) < P. Dengan demikian, p adalah
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titik interior dari P. Jadi P adalah himpunan terbuka.

2) Diberikan keluarga berhingga himpunan terbuka {G,, G,, ..., G,;}. Akan
n

dibuktikan himpunan Q = ﬂ G, adalah himpunan terbuka. Ambil seba-
k=1

rang q € Q, maka q € G, untuk setiap k = 1,2, ..., n. Karena G, terbuka,
maka untuk setiap k = 1,2, ..., n terdapat &, > 0 sedemikian sehingga
B, (q) € Gy. Jika diambil & = min{e, |k = 1,2, ...,n}, maka £ > 0 dan
B.(q) € Gy untuk setiap k = 1,2, ...,n. Oleh karena itu, B.(q) € Q,

sehingga g adalah titik interior dari Q. Jadi Q terbuka. [

Definisi 2.1.11
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Himpunan bagian A € X dikatakan ter-

tutup jika A memuat semua titik limitnya.

Teorema 2.1.5
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Himpunan kosong @ dan himpunan X
adalah himpunan tertutup.

Bukti:

Untuk menunjukkan bahwa suatu himpunan tertutup, harus diperlihatkan
bahwa himpunan itu memuat semua titik limitnya. Harus dibuktikan: “Jika x
adalah titik limit dari @, maka x € @”. Anteseden dari implikasi bernilai sa-
lah, sehingga implikasi tersebut bernilai benar. Jadi @ adalah himpunan tertu-
tup. Himpunan X adalah himpunan semua titik dalam ruang metrik (X, d), se-

hingga X memuat semua titik limitnya. Jadi X adalah himpunan tertutup. m
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Teorema 2.1.6
Himpunan A dalam ruang metrik (X, d) adalah himpunan terbuka jika dan ha-
nya jika AC tertutup.

Bukti:

Misalkan A terbuka dan a adalah titik limit dari AC. Maka untuk setiap &
> 0, B.(a)\{a} n A® = @, sehingga a bukanlah titik interior dari A. Karena A
terbuka, maka a & A. Artinya, a € AC. Jadi A® adalah himpunan tertutup.

Misalkan A adalah himpunan tertutup. Ambil sebarang b € A. Artinya,
b ¢ AC dan b bukanlah titik limit dari AC. Oleh karena itu, terdapat £ > 0 se-
demikian sehingga B.(b) N A® = @. Jadi B.(b) S A. Dapat disimpulkan bah-

wa A terbuka. ]

Teorema 2.1.7
Dalam ruang metrik (X, d), setiap bola tertutup B, [x] adalah himpunan tertu-
tup.

Bukti:

Misalkan B,[x] adalah bola tertutup di X. Berdasarkan Teorema 2.1.6, a-
kan dibuktikan bahwa B,[x]¢ terbuka. Ambil sebarang titik y € B.[x]¢, maka
y & B.[x]. Artinya, d(x,y) > ¢, sehingga 6 = d(x,y) — ¢ > 0. Akan ditun-
jukkan bahwa Bs(y) € B.[x]¢. Ambil sebarang z € Bs(y). Maka d(z,y) <
&. Dengan sifat ketaksamaan segitiga untuk ruang metrik (X, d), yaitu d(x, y)
<d(x,z) +d(zv), diperoleh d(x,z) =d(x,y) —d(z,y) >d(x,y) — 6 =

d(x,y) — (d(x,y) — &) = €. Jadi z & B,[x], sehingga z € B,[x]C. Jadi Bs(y)
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C B.[x]S, sehingga B.[x]¢ terbuka. Oleh sebab itu, B.[x] adalah himpunan

tertutup.

Teorema 2.1.8

Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Maka

1) Irisan dari sebarang keluarga himpunan-himpunan tertutup adalah himpu-

nan tertutup.

2) Gabungan dari keluarga berhingga himpunan-himpunan tertutup adalah

himpunan tertutup.

Bukti:

1) Diberikan A sebarang himpunan dan keluarga himpunan tertutup

{F,|a € A}. Akan dibuktikan himpunan R = ﬂ F,, adalah himpunan ter-

a€A

tutup. Dengan hukum De Morgan, diperoleh hasil sebagai berikut.

(U Fac>c = ﬂ(FaC)C b ﬂ e p

aEA aEA a€EA

Menurut Teorema 2.1.6 himpunan E,© terbuka karena F, tertutup. Berda-

sarkan Teorema 2.1.4-(1), U F,* terbuka. Oleh karena itu, menurut Te-

a€EA

C
orema 2.1.6 (U Fac> = R tertutup.

a€EA

2) Diberikan keluarga berhingga himpunan tertutup {F;, F,, ..., E, }. Akan di-

n
buktikan himpunan S = UFk adalah himpunan tertutup. Dengan hu-

k=1
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kum De Morgan, diperoleh hasil sebagai berikut.

n C n n
(5) =Yy ==
k=1 k=1 k=1
Menurut Teorema 2.1.6 himpunan F, ¢ terbuka karena F,, tertutup. Menu-

n
rut Teorema 2.1.4-(2), ﬂ F,.C terbuka. Oleh karena itu, menurut Teore-
k=1

A C
ma 2.1.6 (ﬂ ch> = S tertutup. m
k=1

Definisi 2.1.12
Jika (X, d) adalah ruang metrik dan A € X, maka himpunan A = A U A’ dise-

but penutup dari A.

Contoh 2.1.5
Misal (R, d) suatu ruang metrik dengan metrik biasa pada R. Maka penutup

untuk himpunan dalam Contoh 2.1.4 adalah 4 = [a, b].

Teorema 2.1.9

Misal A dan B adalah sebarang himpunan dalam ruang metrik (X, d). Maka
1) A tertutup.

2) A = Ajikadan hanya jika A tertutup.

3) JikaA S B, makaA C B.

4) A adalah irisan dari semua himpunan tertutup yang memuat A.

5) A adalah himpunan tertutup terkecil yang memuat A.
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Bukti:

1) Pembuktian dengan menggunakan Teorema 2.1.6. Ambil sebarang x €

AC. Karena x & A, maka x ¢ A dan x ¢ A’. Dengan demikian, ada e > 0

sedemikian sehingga B.(x) N A = @. Sekarang, ambil sebarang y €

B.(x), maka y ¢ A. Berdasarkan Teorema 2.1.3, B.(x) terbuka. Jadi ada

& > 0 sedemikian sehingga Bs(y) € B.(x). Akibatnya, Bs(y) N A = @,

sehinggay & A'. Artinya, y € AU A’ = A, yaitu y € A®. Dengan demiki-

an, Bs(y) € AC. Oleh karena itu, A adalah himpunan terbuka. Jadi A ter-

tutup

2) (-)Jika A = A, maka berdasarkan Teorema 2.1.9-(1) A tertutup.

(<) Jika A tertutup, maka menurut Definisi 2.1.11 A" € A. Dengan me-

makai Definisi 2.1.12 dan fakta bahwa A’ € A, maka A = AU A’ = A.

3) Ambil sebarang x € A, maka x € A atau x € A’. Jika x € A dan A € B,

maka x € B. Karena B € B, maka x € B. Jadi A € B.

4) Misalkan F adalah irisan dari semua himpunan tertutup yang memuat A.

Jadi A € F, sehingga A € F. Akan tetapi, menurut Teorema 2.1.8-(1) F

tertutup. Oleh karena itu, F = F, sehingga A € F. Karena A tertutup dan

AC A makaF c A.Jadi A =F.

5) Himpunan A adalah himpunan tertutup yang memuat A dan A € F. Ber-

arti A termuat dalam semua himpunan tertutup yang memuat A. Jadi 4 a-

dalah himpunan tertutup terkecil yang memuat A.

Teorema 2.1.10

Jika {E,|a € A} adalah keluarga himpunan dalam ruang metrik (X, d), maka
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1) ﬂEa c ﬂE_a'

a€EA a€EA
2) UE_agUEa.
a€EA a€EA

3) Jika A berhingga, maka UE“ = UE_“

aEA a€EA

Bukti:

1) Untuk sebarang a € A, berlaku ﬂ E, CE, & U E, . Maka menurut

a€EA a€EA

Teorema 2.1.9-(3) ﬂ E, 8F C U E, untuk setiap a € A. Akibat-
a€eA

a€A

nya, ﬂEa c ﬂE_a

a€EA a€EA

2) Dengan menggunakan pembuktian sebelumnya, akan diperoleh U E, C
aeA

3) Misalkan {E;, E,, ..., E,,} adalah keluarga berhingga himpunan. Akan di-

n n
buktikan UE] = UFJ Berdasarkan Teorema 2.1.10-(2) U E c
J=1 j=1 j=1

n
U E, . Berdasarkan Definisi 2.1.11 E; E] untuk setiap j = 1, ..., n, se-
J=1

n n
hingga U E; < U E, . Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 2.1.9-(3)
j=1 j=1

n n
U E < U E, . Karena E, tertutup, maka berdasarkan Teorema 2.1.8-(2)
Jj=1 Jj=1
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n n n n n
UF] tertutup, sehingga U U adi UE] c UE] Dengan
j=1 J=1 j=1 j=1 j=1
demikian, terbukti kesamaan dua himpunan tersebut. ]
Definisi 2.1.13

Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Himpunan D € X dikatakan rapat di X

jikaD = X.

Definisi 2.1.14

Barisan (x,,) di ruang metrik (X,d) dikatakan konvergen ke titik x € X jika
untuk setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga d(x,, x) < & untuk
setiap n = N. Titik x disebut limit barisan (x,,) dan dapat ditulis x,, — x atau

lim x,, = x. Barisan (x,,) yang tidak konvergen disebut barisan divergen.

n—-oo

Contoh 2.1.6

Diberikan barisan (x,) di ruang metrik (R, d) dengan x,, = 1/n dan d adalah

metrik biasa. Akan dibuktikan bahwa (x,,) konvergen ke 0. Ambil sebarang &

> 0, maka terdapat N € N sedemikian sehingga 1/N < &. Oleh karena itu,
jikan > N, maka akan didapat 1/n < 1/N < &. Akibatnya, jikan > N, maka

Teorema 2.1.11
Limit suatu barisan dalam ruang metrik (X, d) adalah tunggal.

Bukti:
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Misalkan suatu barisan {x,,) memiliki limit x dan y yang berbeda. Ambil
sebarang € > 0, maka terdapat k dan [ sedemikian sehingga d(x,, x) < 5/2
untuk setiap n > k dan d(x,,y) < 5/2 untuk setiap n > L. Oleh karena itu,
jika m > maks {k, [}, maka dengan ketaksamaan segitiga didapat d(x,y) <
d(x, %) +d(x,,y) < 5/2 - 5/2 = ¢. Karena d(x,y) < ¢ berlaku untuk

sebarang € > 0, maka d(x,y) = 0. Jadi x = y. ]

Definisi 2.1.15
Misalkan (x,) adalah barisan di ruang metrik (X,d) dan n, <n, < - <
ny < ---. Barisan (x,, ) disebut subbarisan dari (x).

Contoh 2.1.7

Diberikan barisan (x,,) di ruang metrik (R, d) dengan x,, = 1/n dan d adalah

metrik biasa. Nilai-nilai berindeks genap dalam barisan tersebut dapat mem-

bentuk barisan (x,) dengan x,, = 1/2k' Barisan ini adalah subbarisan dari

(xn).

Definisi 2.1.16

Barisan (x,,) di ruang metrik (X, d) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap
€ > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga d(x,, x,,) < € untuk setiap n >
N danm > N.

Contoh 2.1.8

Misalkan barisan (x,,) di ruang metrik (R, d) dengan x,, = 1/n dan d adalah

metrik biasa. Akan diperlihatkan bahwa (x,,) adalah barisan Cauchy. Ambil
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sebarang € > 0 ada N € N sedemikian sehingga 1/N < &. Untuk setiap n >
N dan m > N dan dimisalkan n > m, berlaku d(xp, X)) = d(1/n, 1/m) =

Y = Yml| =1Vm—1/n < Ym <1/y < e Jadi barisan (x,) adalah ba-

risan Cauchy.

Teorema 2.1.12
Setiap barisan konvergen di ruang metrik (X, d) adalah barisan Cauchy.

Bukti:

Diberikan barisan (x,,) konvergen ke x dan & > 0. Berdasarkan Definisi
2.1.14 ada bilangan bulat N sedemikian sehingga d (x,, x) < 5/2 untuk setiap
n = N. Oleh karena itu, untuk setiap setiap n,m = N dan dengan ketaksama-
an segitiga didapat d(x,, xm) < d(x,, X) + d(x, %) < &/5 + £/, = &. Jadi

(x,,) adalah barisan Cauchy. ]

Definisi 2.1.17
Suatu ruang metrik (X,d) disebut lengkap jika setiap barisan Cauchy di X

konvergen ke suatu titik di X.

Contoh 2.1.9
Akan ditunjukkan bahwa (R, d) dengan metrik biasa adalah ruang metrik
lengkap. Misalkan (x,,) adalah barisan Cauchy di R, maka untuk setiap € > 0

terdapat N € N sedemikian sehingga |x, — x,,| < 5/2 untuk setiap n,m >

N. Akibatnya, akan diperoleh |x,, — xy| < 5/2 untuk setiap n > N. Jadi un-
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tuk setiapn = N, x,, € (xy — £/5,xy + €/5). Oleh karenaitu,

1) Untuk semuan > N, akan didapat x,, = xy — 5/2.

2) Jika x, = xy +¢/,, maka n € {1,2,..., N — 1}. Himpunan dari n terse-
but sedemikian sehingga x,, = xy + 5/2 adalah himpunan berhingga.

Diberikan S = {x € R|ada takhingga banyak n sedemikian sehingga x,, = x}.

Jika diambil & = 1, maka dari 1) didapat x, — 1/2 € S. Jadi S tidak kosong.
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa xy + 1/2 adalah batas atas dari S.
Andaikan xy + 1/2 bukan batas atas dari S. Maka ada y € S sedemikian
sehinggay > xy + 1/2 dan x,, = y untuk takhingga banyak n. Akibatnya, x,
> xy + 1/2 untuk takhingga banyak n dan kontradiksi dengan 2). Jadi xy +

1/2 adalah batas atas dari S. Karena S mempunyai batas atas, maka S
memiliki batas atas terkecil, misalkan L = supS. Akan diperlihatkan bahwa
(x,,) konvergen ke L. Ambil sebarang ¢ > 0. Karena L adalah batas atas dari
S dan xy — ¢/, €S, maka xy — ¢/, < L. Karena L = sup S, maka xy + ¢/
> L Jadi xy — €/, S L <xy+8/5 & |xy — L <&/,. Untuk setiap n > N
didapat |x, — L| < [x, — xy| + |xy — L| <%/, + ¢/, = €. Jadi (x,) konver-

gen ke L. Terbukti bahwa (R, d) adalah ruang metrik lengkap.

Contoh 2.1.10

Himpunan A = {x € R|0 < x < 1} dengan metrik biasa adalah ruang metrik

tidak lengkap. Misalkan (x,) dengan x, = 1/n. Dalam Contoh 2.1.6 telah
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ditunjukkan bahwa (x,) adalah barisan Cauchy yang konvergen ke 0, tetapi

0 ¢ A. Jadi (x,) divergen.

Definisi 2.1.18
Diberikan himpunan E di ruang metrik (X, d). Suatu selimut terbuka dari E a-

dalah suatu keluarga G = {G,|a € A} dari himpunan-himpunan terbuka da-

lam X sedemikian sehingga E U G, . Jika H adalah subkeluarga dari G

a€A

sedemikian sehingga gabungan semua himpunan dalam # juga memuat E,
maka # disebut subselimut dari G. Jika H adalah subkeluarga berhingga dari

G, maka H dinamakan subselimut berhingga dari G.

Definisi 2.1.19
Himpunan K € X dikatakan kompak jika setiap selimut terbuka dari K mem-

punyai subselimut berhingga.

Contoh 2.1.11
Diberikan K = {x;, x5, ..., x,,} di ruang metrik (X, d). Jika G = {G,|a € A} a-

dalah selimut terbuka dari K, maka untuk setiap i = 1,2, ..., n terdapat a; € A

n
sedemikian sehingga x; € Gg,. Akibatnya, K < U Gg, - Oleh karena itu, ke-
i=1

luarga himpunan {Gal, Ga,y» ...,Gan} adalah subselimut berhingga dari G. Jadi

K kompak.
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Contoh 2.1.12

Misalkan H = [0, o) di ruang metrik (R, d). Jika untuk setiap n € N himpu-

nan terbuka G, = (—1,n), maka H € U G, . Jadi G = {G,|n € N} adalah
n=1

selimut terbuka dari H. Namun, jika {G,,,|i = 1, ..., k} adalah subkeluarga da-

r G dan m = maks{n;,ny,..,n}, maka G, UGy, U..UG, =Gy, =

(—1,m). Gabungan tersebut tidak memuat H. Oleh karena itu, tidak ada

subkeluarga dari G yang gabungannya memuat H. Jadi H tidak kompak.

Teorema 2.1.13
Setiap himpunan bagian tertutup dari ruang metrik yang kompak adalah
himpunan kompak.

Bukti:

Diberikan ruang metrik (R,d) yang kompak dan K himpunan bagian

tertutup dari X. Misalkan G = {G,|a € A} adalah selimut terbuka dari himpu-

nan bagian tertutup K, yaitu K € U G, . Akan ditunjukkan bahwa terdapat

a€EA
koleksi berhingga dari G yang juga merupakan selimut terbuka dari K. Kare-
na K tertutup, maka K¢ terbuka. Akibatnya, G U K¢ adalah selimut terbuka
dari X. Karena X kompak, maka terdapat subselimut berhingga dari X. Jadi X

n n

c UG"‘J' U KC. Karena K € X, maka K € UG“J' U K. Namun, K¢

j=1 j=1

n
tidak memuat K, sehingga K < U Gg, - Jadi terbukti bahwa setiap himpu-
j=1
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nan bagian tertutup dari ruang metrik yang kompak adalah himpunan kom-

pak. [ |

Definisi 2.1.20
Himpunan bagian tidak kosong A dalam ruang metrik (X, d) dikatakan terba-
tas jika terdapat bilangan real M dan titik y € X sedemikian sehingga untuk

setiapx € 4, d(x,y) < M.

Teorema 2.1.14
Himpunan bagian yang kompak dari ruang metrik (X, d) adalah himpunan
yang tertutup dan terbatas.

Bukti:

Diberikan K € X adalah himpunan bagian yang kompak. Akan dibukti-

kan bahwa K¢ terbuka. Ambil sebarang p € K¢, maka untuk setiap q € K di-

pilih g, = d(p, q)/3 >0, sehingga B, (p) N Be (q) = @. Keluarga g =
{Beq (q)|q € K} adalah selimut terbuka dari K. Karena K kompak, maka ter-

n
dapat q4, q5, ..., q,, Sedemikian sehingga K € U ng,(ql-) . Berdasarkan Teo-

=1
n
rema 2.1.4-(2) B = ﬂ ng,(p) adalah himpunan terbuka yang memuat p. A-
i=1
kibatnya, B € K. Dengan demikian, K€ terbuka. Jadi berdasarkan Teorema
2.1.6, K tertutup.

Misalkan {B,(x;)|i = 1,2, ...} adalah selimut terbuka dari K. Karena K
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kompak, maka terdapat subselimut berhingga {B,(x;)|i = 1, ...,n} yang me-
muat K. Dipilih y € X sedemikian sehingga d(x;,y) < m; untuki =1, ..., n.
Jika M = maks {m,, ..., m,;}, maka untuk setiap x € K didapat d(x,y) <

d(x,x;) +d(x;,y) <1+ M. Terbukti bahwa K terbatas. [

Teorema 2.1.15
Setiap himpunan bagian kompak dari ruang metrik (X, d) merupakan himpu-
nan lengkap.

Bukti:

Diberikan barisan Cauchy (x,) dalam himpunan T yang kompak, mi-
salkan E adalah himpunan titik-titik {x,,} dari barisan Cauchy tersebut. Jika E
berhingga, maka (x,,) konvergen ke salah satu titik di E. Oleh karena itu, (x,,)
konvergen di T. Akan dibuktikan bahwa jika E takhingga, maka E mempu-
nyai titik limit. Andaikan untuk setiap x € X, x bukan titik limit E, maka
terdapat &> 0 sedemikian sehingga (B.(x)\{x}) N E = @. Misalkan
{B.(x)|x € T} adalah selimut terbuka dari T. Karena T kompak, maka terda-
pat subselimut berhingga yang memuat 7. Karena E € T, maka subselimut
tersebut juga memuat E. Namun, untuk setiap x € E, B.(x) memuat tepat sa-
tu titik x, sehingga selimut terbuka dari E terdiri atas takhingga banyak bola
terbuka. Oleh karena itu, timbul kontradiksi. Jadi E mempunyai titik limit x €
X. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa (x,) konvergen ke x. Ambil seba-

rang € > 0, maka terdapat N € N sedemikian sehingga d(x,, x,,;) < 5/2 un-

tuk setiap n > N dan m > N. Karena Be, (x,,) memuat titik x,, € E dengan
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m > N, maka untuk setiap n = N berlaku d(x,,, x) < d(x,, x,;,) + d(x;,, x)

< ¢/, + ¢/, = . Dengan demikian, (x,) konvergen ke x. Terbukti bahwa T

adalah himpunan lengkap. [ ]

B. Kontinuitas

Kontinuitas merupakan konsep penting dalam pembahasan mengenai
fungsi. Fungsi yang akan dibahas adalah fungsi dari ruang metrik ke ruang
metrik yang lain. Pembahasan diawali dari definisi fungsi kontinu di suatu ti-
tik, kemudian kontinu pada suatu himpunan, serta penerapan kekontinuan un-
tuk fungsi Lipschitz. Pembahasan diakhiri dengan membahas proyeksi ke-n
pada suatu ruang metrik.
Definisi 2.2.1
Misalkan (X,dy) dan (Y,dy) adalah ruang metrik. Fungsi f: X — Y adalah
fungsi kontinu di p € X jika untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 sedemikian
sehing-ga dy(f(x),f(p)) <& untuk setiap x €X yang memenuhi
dy(x,p) < &. Jika f kontinu di setiap titik dari himpunan A € X, maka
dikatakan f kontinu pada A.
Contoh 2.2.1
Misal ruang metrik R dengan metrik biasa dan f: R — R dengan f(x) = x2.
Akan ditunjukkan bahwa f kontinu pada R. Ambil sebarang ¢ € R dan € >
0. Akan dibentuk |f(x) — c?| = |x? — ¢?| < £ dengan mengambil x yang
cukup dekat dengan c. Misal § = 1, maka untuk |x — c¢| < 1, akan didapat

[x+cl=|x—c+2c| <|x—c|+|2c| <1+ ]|2c]|.
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Selain itu, jika |x — c| < 1, maka
X2 —c?|=|(x—c)x+)|=|x—cllx+c|<|x—c|(1+|2c]) <&

dan akan diperoleh |x —c| <£/(1+ 12¢)): Akibatnya, jika dipilih § =

min {1, 3/(1 N |2C|)}' maka untuk setiap x yang memenuhi |x — c| < § ber-
laku
1) Untuk§=1<%/01 | 5
If(x) —c?|=|x?=c?|=|x—cllx+c| <65 +|2c]) = 1(1 + |2¢])
< g/(l +[2¢) (1+|2c]) = ¢, dan
2) Untuk§=%/; \ popyS1

IfG) = c?l=1x* - c?=(x =) (x+ )| = |x—cllx +c| <

§(1+|2c]) = 5/(1 +12¢D (1+|2c]) =e.

Definisi 2.2.2

Misalkan fungsi f dari ruang metrik (X, dy) ke ruang metrik (Y, dy). Fungsi
f dikatakan kontinu seragam pada X jika untuk setiap € > 0 terdapat § > 0
sedemikian sehingga dy (f (x), f(y)) < & untuk setiap x,y € X yang meme-

nuhi dy(x,y) < 6.

Teorema 2.2.1
Jika fungsi f dari ruang metrik (X,dy) ke ruang metrik (Y, dy,) kontinu
seragam pada X, maka f kontinu pada X.

Bukti:
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Jika f kontinu seragam pada X, maka untuk sebarang € > 0, dapat dipilih
§ > 0 sedemikian sehingga dy(f(x), f(¥)) < e untuk setiap x,y € X yang
memenuhi dy(x,y) < §. Artinya, f kontinu di setiap titik y € X untuk setiap

x € X. Dengan demikian, f kontinu pada X. ]

Contoh 2.2.2

Misal f: R — R adalah fungsi suatu ruang metrik R dengan metrik biasa. A-
kan ditunjukkan bahwa f(x) = c adalah fungsi kontinu seragam. Ambil seba-
rang € > 0, maka dapat dipilih § > 0, misal § = 1. Untuk setiap x,y € R

yang memenuhi |x —y| < 8, |f(x) = f()| =|c—c|=0<e.

Contoh 2.2.3

Akan ditunjukkan bahwa fungsi yang didefinisikan f(x) = 1/x pada ruang

metrik R dengan metrik biasa tidak kontinu seragam. Misalkan € = 2, ma-ka
untuk sebarang & > 0 dapat dipilih x,y € R, yaitu x =n + 1/n dany=n

dengan n € N. Jika n — o, maka |x — y| = |1/,| < & dan |f(x) — fF()| =

|(n+ 1/n)2 —n2| = |n2 +2+ (1/11)2 —n2| =2+ (1/n)2 >2=c.

Definisi 2.2.3
Untuk suatu ruang metrik (X, dy) dan (Y,dy), f: X — Y adalah fungsi Lips-
chitz jika terdapat konstanta ¢ > 0 sedemikian sehingga

dy (f G0, f(0)) < cdy(x,y)

untuk setiap x, y € X. Fungsi f disebut fungsi Lipschitz berpangkat a dengan
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0 < a < 1 jika memenuhi pertidaksamaan berikut
dy (f (), f() < cd§(x,¥) vx,y €X
Konstanta c disebut konstanta Lipschitz.
Contoh 2.2.4
Akan ditunjukkan bahwa f:[0,h] » R dengan f(x) = x? adalah fungsi
Lipschitz. Ambil sebarang x,y € [0,b], maka |f(x) — f(y)| = [x? —y?| =

|x + yllx —y| < 2b|x —y|danc = 2b > 0.

Teorema 2.2.2
Setiap fungsi Lipschitz berpangkat a dari ruang metrik (X, dy) ke ruang me-
trik (Y, dy) adalah fungsi kontinu seragam.

Bukti:

Misalkan f suatu fungsi Lipschitz berpangkat « dengan konstanta Lips-
chitz ¢ > 0. Ambil sebarang ¢ > 0, maka dapat dipilih § = (S/C)l/a >0

dengan ¢ > 0. Untuk setiap x,y € R yang memenuhi dy(x,y) <§,

dy(f(x),f(y)) <cdf(x,y) <c ((E/C)l/a)a = ¢. Jadi f kontinu seragam. m

Definisi 2.2.4

Misalkan (X, d) adalah ruang perkalian dari ruang-ruang metrik (X;,d,), ...,

n
(X,,d,,) dengan d(x,y) = Z d?(x;, y;) . Untuk setiap x = (x4, ..., x,) €
i=1

X, proyeksi ke i adalah fungsi ;: X — X; dengan m;(x) = x;.
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Teorema 2.2.3
Untuk i = 1, ..., n proyeksi ke i adalah fungsi Lipschitz.
Bukti:
Ambil sebarang x,y € X. Untuk setiap i =1,...,n, dipenuhi perti-

daksamaan berikut
n
a3, (m (0, ) = d2 (i y) < ) d2 Gy = 36, )
i=1

Jadi terdapat ¢=1>0 sedemikian sehingga d3 (m;(x),m;(y)) <
cdZ(x,y) yang ekivalen dengan dXi(ni(x):T[i(y)) < cdy(x,y). Dengan de-

mikian, proyeksi ke i adalah fungsi Lipschitz. ]

Contoh 2.2.5
Dalam ruang perkalian R™ dengan metrik jarak Euclides berdimensi n dan
x = (x4, ..., x,) €ER", fungsi m;: R™ - R dengan m;(x) =x; untuk i=

1, ..., n adalah proyeksi ke i. Jumlah proyeksi yang terbentuk adalah n buah.

Contoh 2.2.6
Untuk n = 2 terdapat dua proyeksi m;: R? - R, yaitu m; (x;,x,) = x;, dan
m,(xq, x,) = x,. Berdasarkan Teorema 2.2.3, kedua proyeksi tersebut adalah

fungsi Lipschitz.

C. Ukuran
Ukuran dari suatu himpunan adalah suatu pemetaan yang memasangkan

setiap himpunan bagian dari himpunan tersebut ke suatu bilangan. Secara



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

35

intuitif ukuran dapat diinterpretasikan sebagai seberapa besar suatu himpun-

an. Jadi ukuran adalah generalisasi dari konsep panjang, luas, dan volume.
Pendefinisian ukuran suatu himpunan didasarkan pada pendefinisian

himpunan semua himpunan bagian dari himpunan itu, yang disebut himpunan

terukur. Himpunan tersebut diperlukan untuk membentuk aljabar-a. Artinya,

gabungan terbilang, irisan terbilang, dan komplemen dari himpunan bagian

terukur bersifat terukur.

Definisi 2.3.1

Misalkan G adalah keluarga himpunan bagian dari X. Keluarga G disebut

aljabar jika

1) 8.Xe€g,

2) Jika A € G, maka X\A € G, dan

3) JikaA,Be G, makaAUBEGQG.

Definisi 2.3.2
Keluarga G yang terdiri dari himpunan bagian dari X disebut aljabar-o jika
1) 0,X€G

2) JikaA € G,maka X\A € G
3) Jika (4,,) adalah barisan himpunan-himpunan di G, maka UAn € G.
n=1

Pasangan terurut (X, G) disebut ruang terukur.
Contoh 2.3.1
Untuk suatu himpunan X, keluarga {@, X} dan himpunan kuasa P (X) adalah

aljabar-o dari himpunan bagian dari X.



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

Teorema 2.3.1

Misalkan G adalah suatu aljabar-o dan (4,) adalah barisan himpunan-him-

punan di G.

1) ﬁAn €g.
n=1

2) Terdapat barisan (B,) € G dari himpunan saling asing, sedemikian se-

hingga OB" = OA" & Gl
n=1 n=1

Bukti:

1) Berdasarkan Definisi 2.3.2-2), A,,° € G, sehingga dengan Definisi 2.3.2-

3) didapat U A,* € G. Oleh karena itu, dengan Definisi 2.3.2-2) dipero-

n=1

2) Dimisalkan barisan (B,,) dengan B, = A; dan B,, = A,\(A; U ..U A,_;)

untuk n > 2. Akan dibuktikan dengan induksi bahwa

5= Jan
n=1 n=1

Pernyataan benar untuk n = 1 karena B; = A;. Selanjutnya, diasumsikan

k k

pernyataan benar untuk n = k, yaitu U B, = U A, . Maka untuk n =
n=1 n=1

k + 1 didapat

k+1 k
Uz =( 5 |uBen
n=1 n=1
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Dengan demikian, pernyataan benar untuk n = k + 1. Akan diperlihat-

kan bahwa (B,,) adalah barisan himpunan-himpunan saling asing. Andai-

kan B,, dan B,, dengan n # m dan n < m. Karena B,, = 4,,\(4; U ...U

A,_1) dan n <m, maka A, U ..UA,,_; =B, U..UB,,_; 2 B,. Jadi

B, N By, = 0.

Definisi 2.3.3

Misalkan G adalah suatu aljabar-o. Fungsi u: G — R disebut ukuran pada X

jika memenuhi

1) w@® =0

2) Untuk setiap A € G, u(4) =0

3) u bersifat aditif terbilang, yaitu jika (4,,) adalah barisan dari himpunan

saling asing di G, maka u (U An> = Z u(4,) .
n=1

n=1
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Pasangan terurut (X, G, u) disebut ruang ukuran.

Teorema 2.3.2

Misal u adalah ukuran yang terdefinisi pada aljabar-o G.

1) Jika A,B € G dan A < B, maka u(A4) < u(B). Jika u(A) < +oo, maka
u(B\A) = u(B) — u(A). Sifat ini disebut sifat monoton dari ukuran .

2) Jika (4,,) adalah barisan himpunan bagian dari G, maka

[z <U An) < Z 1(Ay)
n=1 n=1
Sifat ini disebut sifat subaditif terbilang dari ukuran pu.
Bukti:

1) Ambil sebarang A, B € G sedemikian sehingga A € B. Karena B = AU
(B\A) dan An(B\A) =@, maka berlaku bahwa u(B) = u(A) +
u(B\A). Karena u(B\A) =0, maka u(B) = u(A4). Jika u(A) < +oo,
maka pu(B) = u(A) + n(B\A), sehingga u(B\A) = u(B) — u(A).

2) Diberikan barisan himpunan bagian (4,,). Misalkan B; = A, dan B,, =
A,\(A4; U ..UA,_;) untuk n > 2. Maka B, € A,,. Berdasarkan Teo-

rema 2.3.1-2), (B,) adalah barisan himpunan saling asing di G dan

)=
n=1 n=1

Dengan memakai sifat monoton dan aditif terbilang dari u, didapat

(Un)-+(U)

[ee)

PNICOE i u(4,). .
n=1

n=1
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Definisi 2.3.4

Ukuran luar dari suatu himpunan B < X adalah bilangan real taknegatif

BQOEn}

n=1

o]

uw(B) = inf[

u(Er)
1

dengan (E,,) adalah barisan himpunan di G.

Teorema 2.3.3

Fungsi dalam Definisi 2.3.4 memenuhi sifat-sifat berikut ini.
1) w@=0

2) wp*(B) = 0untuk setiap B € X

3) JikaA € B, maka u*(A) < u*(B) (Sifat monoton)

4) p*(B) = u(B) untuk setiap B € G

5) Jika (B, ) adalah barisan himpunan bagian dari X, maka

u (0 Bn) < i 1 (Bn) .
n=1 n=1

Sifat ini disebut sifat subaditif terbilang.

Bukti:

1) Diberikan E,, = @ untuk setiap n € N. Maka @ < UE” = @, sehingga
n=1

inf{z #(En)} = 0 karena u(E,,) = 0 untuk setiap n. Jadi u*(@) = 0.

n=1

2) Menurut Definisi 2.3.3, u(E,) = 0 untuk setiap n = 1,2, .... Akibatnya,

inf{z u(En)} > 0. Jadi 4*(B) = 0.
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3) Misalkan A € B. Ambil sebarang (E,,) sedemikian sehingga B < U E,.

n=1
Maka, A € B < UEj . Akibatnya, u*(4) = inf{ u(E,) |A < UE”}
j=1 n=1 n=1

< inf [i u(E,)

n=1

B c E,¢ = u*(B).Jadi u*(A) < u*(B).
U

4) Karena {B, 9,9, ...} adalah koleksi terbilang himpunan di G yang gabu-

oo

ngannya memuat B, maka berlaku u*(B) = inf{ M(En)} < u(B) +

n=1

0+ 0+ = u(B),yaitu u*(B) < u(B). Sebaliknya, ambil sebarang ba-

barisan (E,) dari G dengan B < U E,. Maka B = (U En> NB =
n=1

n=1

U(B N E,) . Karena u adalah ukuran pada G, maka diperoleh u(B) =

n=1

[ee)

by (U(B n En)) < Z u(BNE,) < Z u(E,). Akibatnya, wu(B) <

n=1 n=1
inf{z M(En)} = w*(B). Jadi u(B) < u*(B).

5) Ambil sebarang € > 0 dan untuk setiap n dipilih barisan (E}}) dari him-
punan di G sedemikian sehingga

&
By e | JEr dan ) uED < w0 B+
k=1 k=1

Karena {E}}|n, k € N} adalah koleksi terbilang himpunan-himpunan dari
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G yang gabungannya memuat U B,,, maka didapat
(U)oU) =1 (U ) = 2e(Ure)
n=1 n=1 =1 \k=1 k= =
<D D uED <) (0B +5 Zu (B + &
n=1k=1 n=1
Jadi u* (U Bn> < Z w*(B,) .
n=1 n=1
Contoh 2.3.2

Sel I di R™ adalah I = I; X ...x I, dengan I, = [a,, b, | adalah interval ber-

hingga di R. Untuk setiap p = 1, ..., n jika I adalah sel di R", maka volume
n

berdimensi n dari I adalah bilangan real taknegatif v(I) = H(bp —ay). Ja-
p=1

di volume berdimensi 1 dari I, disebut panjang I, adalah bilangan real tak ne-

gatif v(I) = b; — a,. Didefinisikan fungsi m*:

Ec Ik}
k=1

untuk setiap E € R™. Fungsi m* itu disebut ukuran luar Lebesgue.

(0]

m*(E) = inf {Z )

k=1

Akan diperlihatkan bahwa m*(E) = 0 untuk setiap E € R", m*(@) = 0, dan

m”* bersifat monoton dan subaditif terbilang.

1) Karena a, < b, untuk setiap p = 1,...,n, maka v(I) = 0. Akibatnya,
jumlahan dalam definisi fungsi tersebut lebih besar atau sama dengan
nol. Jadi m*(E) = 0.

2) Jika I, = @ untuk setiap k € N, maka @ € I, U I, U ... = I. Akibatnya, 0
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0<m"(@)<0+4+0+--=0.Jadi m*(@) = 0.
3) Jika E S F dan (I;) adalah barisan sel sedemikian sehingga F <
Ulk, maka E C F C Ulk. Akibatnya, inf{z v(l,) |E S UI"} <
j=1 j=1 k=1

Jj= j= k=1

inf{i v(l)

k=1

0]

Fc U’k} Jadi m*(4) < m*(B).

k=1

4) Ambil sebarang € > 0 dan untuk setiap n € N dipilih barisan sel {I,f}k

sedemikian sehingga
&
E, < Ul,f dan Z v(Iy) <m*(E,) .
k=1 k=1
Karena {I?|k,p € N} adalah koleksi terbilang dari sel yang gabungannya
memuat Uy-, E},, maka berlaku

m*< i Ep> < i i v(I,f) < Z (m*(En) +Zi”) = Zm*(En) +¢
p=1

= p=1k=1 n=1 n=1

Definisi 2.3.5

Himpunan E < X disebut terukur jika u*(A) = u*(AN E) + u*(A\E) untuk
setiap himpunan bagian A dari X. Koleksi semua himpunan terukur dilam-

bangkan dengan G*.

Teorema 2.3.4
Koleksi G* adalah aljabar-o yang memuat G. Lebih lanjut, jika (E,,) adalah

barisan saling asing di G*, maka
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Bukti:

Untuk setiap himpunan bagian A dari X berlaku u*(A N @) + u*(A\@) =
W@ +ud)=p(4) dan p@AnX)+u(A\X)=p(4)+u (@)=
u*(A). Dengan demikian, @ dan X adalah himpunan terukur, sehingga
@,X € G*. Sekarang, ambil sebarang E € G*, maka untuk setiap himpunan
bagian A dari X, himpunan X\E bersifat terukur karena u*(A N (X\E)) +
1 (A\X\E)) = p*(A\E) + u* (AN E) = p*(A). Oleh karena itu, X\E € G".
Jadi G* memenuhi sifat 1) dan 2) dari aljabar-o.

Akan dibuktikan bahwa jika Ey, ..., E, € G*, maka E; N ...N E,, € G* un-
tuk setiap n € N dengan induksi. Misalkan E; dan E, adalah adalah him-
punan terukur. Maka untuk setiap A € X, didapat u*(4) = u* (ANnE;) +
p (A\E,) dan pw'(AnE)) =u (AnE; NE,) + p ((ANnED\E,), sehingga
diperoleh p*(A) = p* (AN E; N Ey) + w*((AN ED\E;) + u*(A\Ey). Akan
tetapi, karena E; € G*, maka didapat u*(A\(E; N E,)) = p*(A\(E; N E;) N
E)) + w(A\(E; N E)\E;) = w*((A N ED\E,) + w*(A\E,), sehingga untuk
setiap A < X berlaku u*(A) = uw"(ANE;NE,) + u*(A\(E1 N EZ)). Dengan
demikian, E; N E, terukur. Sekarang, dimisalkan Ej,...,E, € G* dan E =
E; n ..N E, terukur. Akan ditunjukkan bahwa jika Ey, ..., E, € G*, maka F =
E;N..NE,., terukur. Karena F =E;N..NE,;; =(E;N..NE,)NE,
=FE NE,,,, maka F adalah himpunan terukur, sebab E terukur dan irisan

dua himpunan terukur, yaitu E dan E,,, adalah himpunan terukur. Dengan
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demikian, E; N ...N E, € G*. Karena G* memuat komplemen dan irisan dari
suatu himpunan di G*, maka diperoleh E;*n ...n E,* € G*. Namun, G* me-
menuhi sifat 2) dari aljabar-c, sehingga E; U ..U E, = (E;“n ..n En‘:)C €
G*. Jadi G* memuat gabungan dari suatu himpunan di G*.

Selanjutnya, akan diperlihatkan dengan induksi bahwa untuk setiap n €

n
N jika Ey, ..., E, € G* saling asing dan S,, = U E} , maka untuk setiap A <
k=1

n
X, Ww(ANnS,) = Z w*(A N Ey). Pernyataan benar untuk n = 1 karena un-
k=1

tuk S; = E; berlaku u*(ANnS;) = u* (AN E,;). Jika diandaikan pernyataan

benar untuk n = j, maka akan dibuktikan pernyataan benar untuk n = j + 1,

yaitu
j+1

J
w(Ans) = Z WANE) = p(ANnS;y,) = Z p(ANE,).
k=1 k=1

Karena gabungan berhingga dari himpunan terukur adalah himpunan terukur,

maka untuk setiap A N S;..; berlaku
w(AnS) = (Ansens) +u ((AnS\S)

= (Ans) +u (A0 (5:1\S))

j
= z W(ANE)+u (ANEjy,)
k=1

j+1
= z wANE).
k=1

Dengan demikian, terbukti bahwa u*(A N (Ey U ..U E,)) = w* (AN E;) +
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-+ u*(A N E,) untuk setiapn € N.
Sekarang, akan dibuktikan bahwa G* adalah aljabar-o dan p* aditif terbi-

lang pada G*. Misalkan {E .} adalah barisan dari himpunan saling asing di G*

0o n
dan E = U E}. . Telah ditunjukkan bahwa S,, = U E, € G* dan jika A € X,
k=1 k=1

maka p*(4) = (AN Sy) + u (A\S,) = Zn: 1 (AN E) + u (A\S,). Kare-
k=1
na S, € E, maka A\E < A\S,,, sehingga u*(A\E) < u*(A\S,). Jikan - oo,
maka akan dihasilkan i wW(ANE)+ u(A\E) < u*(A). Sebaliknya, ber-
k=1
dasarkan Teorema 2.3.3-5) akan diperoleh

,u*(AnE)=u*< (AnE))S w(ANE,) dan

pw(A) Su (AnE) +u (A\E).

Akibatnya,

oo

WA S (ANE) + ' (A\B) < ) W (ANE) + 1 (A\E) < ' (A).

k=1
Karena
pw(A) < (ANE) + p*(A\E) < u*(4) dan
WA Y AN B+ (A\E) < ' (4),
k=1
maka

WA = @ (ANE) + () = ) W (AN E) + ' (A\E),
k=1
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Oleh karena itu, E terukur. Jika A = E, maka
I (U Ek) = Z I ((U Ek> n Ek) +uw(@) = Z w(Ey)
k=1 k=1 k=1 k=1
Jadi G* adalah aljabar-o dan p* aditif terbilang pada G*.

Akan ditunjukkan bahwa G € G*. Berdasarkan Teorema 2.3.3-4), jika A
€ G, maka u*(A) = u(A). Pembuktian berikutnya adalah dengan menunjuk-
kan bahwa A terukur. Ambil sebarang B € X. Berdasarkan Teorema 2.3.3-5),
pwB) = ((BnA)U(B\A) <u (BnA)+p (B\A). Untuk menunjuk-
kan pertidaksamaan yang sebaliknya, ambil sebarang € > 0 dan misal {FE,}

adalah barisan di G sedemikian sehingga B < UF” dan Zu(Fn) <
n=1

n=1
w(B) + ¢ Karena BNAC U(F" N A) dan B\A < U(Fn\A), maka ber-
n=1 n=1

dasarkan Teorema 2.3.3-3) dan Teorema 2.3.3-5) diperoleh

o)

w(BNA)<u (b (F, N A)) < Z w*(F, 0 A) dan

n=1

w(B\A) < i (J(Fn\A)) < ) wE\A.
n=1 n=1

Akibatnya, akan didapat

W (B 0+ (B\A) < Y (1 (Fy 0 A) + i (F\A))
n=1
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Dengan demikian, u*(B) = u*(B n A) + u*(B\A), sehingga A adalah him-

punan terukur. Jadi A € G~. ]

Contoh 2.3.4

Jika m* adalah ukuran luar dalam Contoh 2.3.2, maka koleksi semua himpun-
an bagian terukur di R™ disebut aljabar-c Lebesgue dari R™ dan dinotasikan
dengan £. Himpunan E € L disebut himpunan bagian terukur Lebesgue dari
R™ dan m*(E) disebut ukuran Lebesgue pada R™. Oleh karena itu, notasi
m*(E) dapat ditulis dengan notasi m(E). Ukuran Lebesgue diperkenalkan o-
leh matematikawan Perancis, Henri Lebesgue dan dipublikasikan pada tahun
1901. Selanjutnya, aljabar-o terkecil dari R"™ yang memuat semua himpunan
terbuka disebut aljabar-o Borel dan dinotasikan dengan B. Himpunan di B

disebut himpunan Borel.
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UKURAN DAN DIMENSI HAUSDORFF

Dimensi merupakan hal yang penting dalam geometri fraktal. Dimensi Haus-
dorff adalah dimensi yang tertua dan mungkin yang paling penting di antara di-
mensi-dimensi fraktal lainnya. Dimensi ini terdefinisi untuk suatu himpunan dan
tepat secara matematis, yaitu berdasar pada ukuran yang cukup mudah untuk
menggunakannya. Dimensi ini sulit dalam penghitungan matematis dan estimasi
empirisnya.

A. Ukuran Hausdorff
Ruang metrik yang akan digunakan dalam pembahasan pada bab ini
adalah ruang metrik (R™,d) dengan metrik d adalah jarak Euclides berdi-

mensi n.

Definisi 3.1.1

Misalkan E adalah himpunan bagian tidak kosong dari R™. Koleksi terbilang

(atau berhingga) {U;} dari himpunan-himpunan berdiameter maksimal 6 dise-

but selimut-§ dari E jika

Ec Uui
i=1

dengan 0 < |U;| < 6.

Definisi 3.1.2
Untuk himpunan yang tidak kosong E < R™, bilangan taknegatif s, dan

6 > 0 didefinisikan
48
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HS(E) = inf{ZlUils {U,} adalah selimut-6 dari E*.

=1

Teorema 3.1.1
Untuk E < R™ dan bilangan taknegatif s berlaku jika §; < &,, maka 3{, (E)
< Hz (E).

Bukti:

Misal 0 < §; < §, < co. Maka setiap selimut-6; dari E adalah selimut-
&, dari E. Oleh karena itu, koleksi semua selimut-§, dari E termuat di dalam

koleksi semua selimut-&, dari E. Akibatnya,

inf{ZwS Ejc U U, U] < 52} < inf{ZlUils Ec U Uy, |U| < 51}
i=1 i=1 i=1 i=1

& 5, (E) < 75, (E). .

Definisi 3.1.3
Jika E € R™ dan s > 0, maka ukuran yang didefinisikan dengan
H*(E) = lim H5 (E)

disebut ukuran Hausdorff berdimensi s dari E.

Teorema 3.1.2
1) H5(@) =0
2) lJikaE, € E,, maka HS(E;) < H*(E,) (Sifat monoton)

3) Jika {E;} adalah koleksi terbilang dari himpunan-himpunan di R™, maka
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HS <EJ E,-) < i HS(E;)

j=1

4) Jika {Ej} adalah koleksi himpunan-himpunan yang saling asing, maka

HS UE,- =Z}[S(Ej)
j=1 j=1
Bukti:

1) Diberikan U; = @ untuk setiap i. Maka E < U U; dan |U;| = 0. Akibat-

i=1

nya, H(E) = inf{Zwm Ee U Uy, |U;| = o} — 0, sehingga (@)
i=1 =

=0.

2) Ambil sebarang selimut-6 {U;} dari E,. Maka E; € E, S U U; . Akibat-

i=1

o)

nya, inf[ZlU | |E

valen dengan H; (E;) < H$(E,). Penghitungan limit untuk § — 0 akan

oo

U }< mf{ZIUIS

i=

oo

U Ui} yang eki-

=1

memperoleh pertidaksamaan H*(E;) < HS(E,).

3) Diberikan § > 0. Ambil sebarang ¢ > 0 dan untuk setiap j ada selimut-6§

{U]} dari E; sedemikian sehingga E = UE dan Z|UJ| < M5 (E;) +

j= i=1

57 - Karena {U]]i,j € N} adalah koleksi terbilang yang gabungannya me-

muat E, maka diperoleh
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j=1i=1

Hs(E) =H (EJEJ) iill] Si Hi(E) +e.

Akibatnya,

lim 745 (U E,-) < mzyfg(b"j) G — Z(Isi_rg}[g(Ej) teo
j=1 ' j=1

(o0)

j=1

Jadi 7 (U E]-> <) 35(E).
j=1 j=1
4) Ambil sebarang E;, E, € R" yang saling asing dan § > 0. Maka terdapat
selimut-6 {U;} dari E; U E,. Jika dibentuk himpunan {U}} dengan U} =
U; N E; dan {U?} dengan U? = U; N E,, maka {U;'} dan {U?} adalah seli-
mut-§ dari E; dan E, dan U} n U? = @. Karena E; dan E, berada di E;
U E,, maka {U,;} adalah selimut-é dari E; dan E,. Akibatnya,

inf{iIUils} > inf{§:|U}|s} + inf{iwﬂs} o

i=1 i=1 i=1
H5(E1 UE,)) = H5(Ey) + H5(Ey).
Jika dicari limit untuk § — 0, maka H*(E; U E,) = H*(E,) + H5(E,).
Menurut Teorema 3.1.2-2), HS(E; U E,) < H*(E;) + H5(E,). Dengan
demikian, H*(E; UE,) = HS(E;) + H*(E,). Selanjutnya, akan dibuk-
tikan bahwa

}[S(OEJ) Z}[S(E):}[S<D ) Tif]-[s(E)
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Karena ukuran dari gabungan kedua himpunan adalah jumlahan dari uku-

ran setiap himpunan, maka

n+1
s UE,- = 35 UEj UE,..
=1 =1

= b <O E,-) + H*(Epyq)

j=1

S

A] Z H5(E;) + H5 (Ens )
=1

n+1

3 Z}[S(Ej)

Jika n — oo, maka persamaan tersebut terbukti.

Teorema 3.1.3

Jika E € R™, A > 0,dan AE = {Ax|x € E}, maka HS(AE) = ASHS(E).

Bukti:

Jika {U;} adalah selimut-& dari E € R", maka {AU;} adalah selimut-A8

dari AE. Dengan demikian, dihasilkan persamaan berikut.

H3s(AE) = inf<Z|/1Ul-|S}

i=1

- inf«ZAslUl-ls
_ inf<ASZ|Ui|S
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py inf{ZlUils}
i=1
= V5H;F(E)
Jika dicari limit untuk 6 — oo, maka H'S(AE) = ASHS(E) [ ]

Teorema 3.1.4
Jika E € R™ dan f: E —» R™ adalah fungsi Lipschitz berpangkat a, maka un-
tuk setiap s berlaku
HS/%(f(E)) < c5/*HS(E).
Bukti:
Misalkan {U;} adalah selimut-6 dari E. Akan dicek diameter dari himpu-
nan dalam keluarga {f (E n U;)}.
If(E nU| = sup{d(f(x), f()|x.y € EN U}
< sup{cd*(x,y)|x,y € E n U;}
< supf{cd®*(x,y)|x,y € U;}
= csup{d®(x, y)lx,y € U}
= c|U;|*

Karena |f(E nU;)| < c|U;|* dan |U;| < 8, maka {f(E nU;)} adalah seli-

mut-c8< dari f(E). Oleh karena itu, 7% (f (E)) = inf[ZlcUils/“} =
i=1
cs/a inf{ZlUils/“} < ¢sla inf{ZlUils} — /2303 (E). Jika & — 0, maka
i=1 i=1

HS/%(f(E)) < c5/*H5(E). n
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Lema3.1.1
Jika A € R™, maka untuk setiap s,t € R dengan 0 < s < t < o0, Hi(4) <
STSHS (A).

Bukti:

Misal {U;} adalah selimut-§ dari A. Sekarang, ZIUiIf = ) |U;I*S|U; |8
i=1 =1

L
< Z 5S|UL|S = 5t—sz|ui|s . Oleh karena itu, Zwm < 5t—sz|ui|s
i=1 i=1 i=1 i=1

o inf{ZIUiIt} < §t-s inf{ZlUils}. Jadi HL(A) < 8USHE(A). .
i=1 i=1

Teorema 3.1.5
Jika s,t € R dan s <t, maka untuk HS(E) < oo, H(E) = 0 dan untuk
HE(E) > 0, H5(E) = o.

Bukti:

Diketahui H£(4) < §*SH$(A). Jika § - 0, maka dengan memisalkan
HS(E) < oo, akan diperoleh ng_F)T(]J SUTSHS(A) = tlsi_rfg)}[(é(A) e 0= HUE).
Dengan demikian, Ht(E) = 0. Sebaliknya, untuk #*(E) > 0, akan dihasil-
kan (Isi_r>r(1)}[§(A) <6t (Isi_r>r(1)}[§(A) & (LI_Y)TP) §5tHE(A) < m}cgm) & oo

< H5(E). Jadi H3(E) = oo, n

Lema 3.1.2

Untuk setiap B € R™ dan untuk setiap s < p berlaku *(B) = oo.
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Bukti:
Berdasarkan Lema 3.1.1, untuk s < p, didapat pertidaksamaan berikut.
KL (B) < 6PSHS(B)
Akibatnya,
s — i S F s—panrb —lis —(p—-S) P —

HS(B) (Igm}fg(B)ztlle%S Hs (B) (IS|L1(1)6 Hs (B) = o

Dengan demikian, H$(B) = oo untuk setiap s < p. |

Teorema 3.1.6
Untuk setiap E < R™ terdapat bilangan s, € [0, ) sedemikian sehingga ber-
laku

oo, untuk s < s,
0, untuk s > s,

H3(E) = {

Bukti:

Diberikan F = {s|HS(E) = o0, E < R"}. Ini berarti bahwa untuk setiap
s € F, H5(E) = oo. Berdasarkan Lema 3.1.2, F adalah himpunan tidak ko-
song dan terbatas ke atas. Oleh karena itu, F mempunyai supremum, misal-
kan s, = sup{F}. Dengan Lema 3.1.1, jika s < s,, maka

HS(E) = (|SI_I’)T(1) H(E).= (|SI_I’)T(1) 5SRO (E) = (|SI_I’)T(1) 5‘(50‘5)3-[;0 (E) = oo.
Selanjutnya, untuk s > s,, akan diperoleh
s — i S < i s=5 So —
HS(E) (Isl_r)rgil-[(g(E) < (Isl_r)r(1)6 'H°(E) = 0.

Karena supremum suatu himpunan bernilai tunggal, maka dapat disimpulkan

bahwa s, = sup{F} adalah nilai yang memenuhi sifat dalam Teorema, yaitu

HS(E) = o untuk s < sy dan H5(E) = 0 untuk s > s,,. [
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B. Dimensi Hausdorff

Dimensi Hausdorff didefinisikan dengan berdasar pada Teorema 3.1.6 di
atas.
Definisi 3.2.1
Untuk setiap E € R™, dimensi Hausdorff (dimensi Hausdorff-Besicovitch)
dari E, dinotasikan dengan dim (E), adalah bilangan s € [0, o) sedemikian
sehingga

oo, untuk t < s
0,untuk t > s

#(E) = |

Teorema 3.2.1
Jika E € R™, maka dimy(E) = inf{s|HS(E) = 0} = sup {s|HS(E) = oo}.

Bukti:

Berdasarkan Teorema 3.1.6 dan Definisi dimensi Hausdorff, dim (E) =
sup {s|HS(E) = =}. Sekarang, akan diperlihatkan bahwa inf{s|H*(E) = 0}
= dimy(E). Dimisalkan dimy(E) = a. Berdasarkan definisi, diketahui bah-
wa H5(E) = 0 untuk s > a, sehingga inf{s|HS(E) = 0} = inf{s|s >a} =a
= dimy(E). Karena inf{s|HS(E) = 0} = dimy(E) dan sup {s|H*(E) = oo}
= dimy(E), maka inf{s|HS(E) = 0} = sup {s|HS(E) = o}. Jadi terbukti

bahwa dimy (E) = inf{s|H5(E) = 0} = sup {s|H*(E) = oo}. ]

Teorema 3.2.2
1) Jika E; € E,, maka dimy(E;) < dimy(E,). Sifat ini disebut sifat mono-

ton.
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Jika {E;} adalah koleksi dari himpunan di R™, maka

dimy (U E]-> = sup dimy (E;).

= <isoo
Sifat ini disebut stabilitas terbilang.
Jika E € R™ terbilang, maka dimy (E) = 0.
Bukti:
Berdasarkan Teorema 3.1.2-1), jika E; € E,, maka H%(E;) < H*(E,).
Oleh karena itu, dengan menggunakan definisi akan didapat dimy (E;) =
inf{s|H*(E;) = 0} < inf{s|HS(E;) = 0} = dimy(E,).
Misal E = U E; . Ini berarti bahwa untuk setiap j = 1,2, ... E; € E. Me-
j=1

nurut Teorema 3.2.2-1), dimy(E;) < dimy(E). Akibatnya, dimy(E) >

sup dimy(E;). Misalkan terdapat s >n = sup dimy(E;), maka me-

1<i<oo 1<i<oo

nurut Definisi 3.2.1 berlaku 3£(E;) = 0. Dengan memakai sifat aditif

terbilang diperoleh HS(E) < Z HS(E;) = 0. Oleh karena itu, 75(E)
j=1

= 0. Karena HS(E) = 0 untuk s > n, maka akan didapat dimy(E) <

sup dimy(E;) . Jadi terbukti bahwa dimy (U Ej> = sup dimy(E;).

1<igo ) 1<igoo
j=1

Ambil sebarang € > 0. Diberikan s € (0,1) dan & € (0, (25 - 1)5)1/5).
Misalkan E = {e;|i € N} adalah himpunan terbilang dan {U;} adalah seli-

mut-§ dari E sedemikian sehingga e; € U; dan 0 < |U;| = 6/21' < 4 un-
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_ 5\° 1
tuk i € N. Maka, Z:IUilS = Z (;) =6° o Deret tersebut ada-

ieN ieN ieEN

lah deret geometri dengan rasio 1/25 < 1 dan nilai awal 1/25, sehingga

1 1 . L
Zﬁ: 71 dan ZlUil — < &. Jika dicari nilai infimum-

ieEN iEN
nya, maka diperoleh #§(E) < e. Karena berlaku untuk setiap 0 < § <
((25 - 1)6)1/5, maka didapat
HS(E) = m}fg(m <eg,
sehingga #H°(E) = 0. Akan tetapi, s> 0 sehingga dimy(E;) =0

berdasarkan Definisi 3.2.1. ]

Teorema 3.2.3

1) dimy(R®) =n

2) lJikaE € R™, makadimy(E) <n
Bukti:

1) Berdasarkan Lema 3.1.1, untuk s > n berlaku H;(E) < 6 "Hg (E),
sehingga HS(E) = (Isim) HS(E) < (|SI_I’)T(1) §5"HG(E) = 0. Jika s < n, ma-
ka H§(E) < 6" SHj(E). Akibatnya, (Igi_r)r(l) HE(E) = (!il_r)rg §ST"HG(E) =
(Isigg 8~ =3 (E) = oo, sehingga HS(E) = oo. Dengan demikian,

oo, untuk s < n

N j—
H(E) _{0,untuks>n'

Oleh karena itu, berdasarkan Definisi 3.2.1 dimy (R™) = n.

2) Karena E € R™, maka dengan memakai sifat kemonotonan dimensi akan
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didapat dimy (E) < dimy(R") = n. [ ]

Contoh 3.2.1
Misal n = 1,2,3. Berdasarkan Teorema 3.2.4, dimy,(R) = 1, dimy(R?) = 2,
dan dimy (R3) = 3. Jadi garis lurus berdimensi Hausdorff satu, bidang datar

berdimensi Hausdorff dua, dan bangun ruang berdimensi Hausdorff tiga.

Teorema 3.2.4
Jika E € R", 1 > 0,dan AE = {Ax|x € E}, maka dimy(E) = dimy(AE).

Bukti:

Menurut Teorema 3.1.3, HS(AE) = AH*(E). Akan tetapi, untuk s >
dimy (E), didapat #*(E) = 0, sehingga H*(AE) = AHS(E) = 0. Karena 0
< A%, maka s = dimy(AE) untuk semua s > dimg (E). Jika dicari infimum
untuk semua s > dimy (E), maka didapatkan dimg (AE) = inf{dimy,(AE)} =
inf{s|s > dimy(E)} = dimy(E). Dengan demikian, terbukti bahwa dimy (E)

= dimy (1E). n

Teorema 3.2.5

1) Jika ECR" dan f:E—>R™ memenuhi syarat d(f(x),f(»)) <
cd%(x, y), maka dimy f(E) < 1/, dimy (E).

2) lika f: E —» R™ adalah fungsi Lipschitz, maka dimy f(E) < dimy(E).
Bukti:

1) Berdasarkan Teorema 3.1.4, 7S/%(f(E)) < ¢*/%3S(E). Menurut Defi-
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nisi 3.2.1, jika s > dimy (E), maka 2£S(E) = 0. Akibatnya, H/%(f(E))
< ¢s/®3¢S(E) = 0, sehingga H*/%(f(E)) = 0. Karena ¢5/% > 0, maka
S/ = dimy f(E) untuk semua s > dimy (E). Jika dicari infimum untuk
semua s > dimy(E), maka diperoleh
dimy f(E) = inf{dimy f(E)}
< inf{§|s > dim, ()}

- %inf{sls > dimy (E)}

— L dimy (B)
= —dim,,

Dengan demikian, terbukti bahwa dim;, f(E) < 1/adimH(E).
2) Fungsi Lipschitz merupakan kejadian khusus dari fungsi yang dibahas
pada Teorema 3.2.3-1) dengan a = 1. Oleh karena itu, dengan mengam-

bil « = 1 diperoleh dimy f(E) < dimy (E). [
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BAB IV

DIMENSI HAUSDORFF DARI BANGUN BERDIMENSI FRAKTAL

Penerapan dari penghitungan dimensi Hausdorff untuk bangun-bangun ber-
dimensi fraktal akan dibahas dengan menerapkan pembahasan teori-teori yang te-
lah dibahas di dalam bab sebelumnya. Pembahasan diawali dengan membahas ba-
ngun-bangun yang akan dihitung dimensinya. Bangun-bangun tersebut adalah
Himpunan Cantor, Debu Cantor, dan Kurva von Koch. Bangun berdimensi fraktal
ini akan dikonstruksikan secara singkat dan dicari sifat-sifatnya yang akan diguna-
kan untuk penghitungan dimensi Hausdorff dalam pembahasan selanjutnya.

A. Bangun Berdimensi Fraktal
1. Himpunan Cantor

Himpunan Cantor pertama kali dipublikasikan pada tahun 1883 oleh
Georg Cantor (1845-1918). la adalah matematikawan Jerman di Univer-
sitas Halle di mana ia mempublikasikan hasil karya matematika yang se-
karang dikenal sebagai Teori Himpunan. Sebagai salah satu contoh dari
fraktal klasik, himpunan ini paling penting dan dapat dipahami bahwa
himpunan Cantor memainkan peranan di banyak cabang matematika dan
menyimpan kerangka penting atau model di balik banyak fraktal lain.

Dasar dari himpunan Cantor adalah himpunan tidak berhingga titik-
titik pada interval [0,1], yaitu himpunan bilangan seperti 0, 1, 1/5, 2/5,
1/9.%/9.7/g. /g, ... Dengan melihat posisi titik tersebut pada garis bi-
langan tidak dapat diteliti sesuatu yang menarik, sehingga diperlukan su-

atu cara lain. Cara tersebut adalah dengan meletakkan satu garis vertikal

61
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untuk setiap bilangan dalam himpunan dan setiap garis mempunyai pan-
jang yang sama, sehingga dapat melihat distribusi titik tersebut lebih ba-
ik. Oleh karena itu, dapat diketahui sifat-sifat yang dimiliki himpunan
Cantor.

Himpunan Cantor C dikonstruksikan dengan menghilangkan sebaris-

an interval terbuka dari interval tertutup S, = [0,1]. Pertama, dihilangkan
sepertiga interval terbuka bagian tengah dari [0,1], yaitu (1/3,2/3) un-
tuk menghasilkan S; = [0, 1/5] U [%/5,1]. Selanjutnya, setiap interval di
S; dihilangkan sepertiga interval terbuka bagian tengah untuk menghasil-
kan S, = [0,1/5] U [%/9.1/5] U [?/5.7 /9] U [®/g.1]. Berikut ini ada-

lah gambar dari proses konstruksi tersebut.

. I S
 I— | | — I
Il . Il . Il . Il S5
il nn in Nl in nn i 0l
i mun nn mn i mnn i 1M s
T i i i wi i s

Gambar 1. Konstruksi Himpunan Cantor
Berdasarkan gambar dapat dilihat bahwa jika S; memiliki 2 buah in-
terval bagian, S, memiliki 4 buah, dan seterusnya, maka S,, memiliki 2™
buah interval bagian dan panjang setiap interval bagian di S,, berukuran
1/3 dari panjang setiap interval bagian di S,,_;.
Definisi 4.1.1

Misalkan {S,, },,ey adalah koleksi dari himpunan seperti yang telah dikon-
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struksikan. Himpunan Cantor didefinisikan sebagai berikut.

C= ﬂsn
n=1

Teorema4.1.1
Panjang himpunan Cantor adalah nol.

Bukti:

Untuk S, terdapat sebuah interval terbuka dengan panjang 1/3.
Himpunan S,¢ memiliki 2 buah interval terbuka dengan panjang 1/32

dan interval terbuka dari $;°. Untuk S terdapat 2 buah interval terbuka

dengan panjang 1/33 dan interval-interval terbuka dari S,°. Jika L, ada-

lah panjang keseluruhan interval terbuka di S,,¢, maka didapat hasil beri-
kut.

2 2 1 2 2 2 1
- —~ =¥+L2=§+§+§

Lz, 2 +2+1_1i(2>"
O T T 32 373 3
Oleh karena itu, panjang dari himpunan Cantor dihitung dengan selisih

antara panjang interval [0,1] dan L,, untuk n — oo, sehingga

n k
=11 1z<2> —1 1/ 1 — 1 1
T Tae34\s) TUTE(12) T T

3

wir| =
Il
(@]

Jadi panjang himpunan Cantor adalah nol. ]
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Teorema 4.1.2
Himpunan Cantor mempunyai takhingga banyak interval bagian.

Bukti:

Untuk setiap n terdapat 2™ interval tertutup di S,,. Jika n — oo, maka

lim 2" = co. Dengan demikian, himpunan Cantor mempunyai takhingga

n—-oo

banyak interval bagian.

2. Debu Cantor

Sekarang, akan dibahas salah satu fraktal yang dikonstruksikan pada

suatu persegi dengan panjang L. Prinsip dalam konstruksi fraktal ini mi-

rip dengan konstruksi himpunan Cantor, yaitu dengan menghilangkan se-

bagian dari himpunan. Prosesnya dimulai dengan mendefinisikan suatu

persegi A, dengan panjang sisi L. Proses dilanjutkan dengan menyisakan

4 persegi dengan panjang sisi L/4 dan menghilangkan yang lain. Proses

ini dapat dideskripsikan secara rekursif sebagai berikut.

Pertama, A, dihasilkan dari 4 bagian persegi A, dengan panjang sisi

L/4. Berikutnya, setiap persegi di A; dihasilkan 4 bagian persegi dengan

panjang sisi L/ 42 untuk membentuk A, dan banyaknya persegi yang ter-

bentuk adalah 42 buah. Oleh karena itu, A, mempunyai 4% persegi de-

ngan panjang Ssisi L/4k, sehingga luas setiap persegi di A; adalah

(M)
Definisi 4.1.2

Untuk {A;},en didefinisikan Debu Cantor dengan
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A = ﬂ Ak .
n=1
Sekarang akan disajikan gambar dari konstruksi debu Cantor.
]
N "~
]
N ;
]
]
]
||
o "
o
]
]
= "
]
Aq A Az
Gambar 2. Konstruksi Debu Cantor
Teorema 4.1.3
Debu Cantor memiliki luas daerah sebesar nol.
Bukti:
2
Untuk setiap persegi di 4; luasnya adalah (L/4k) . Sekarang,
L\? 4k[2 |2
k _ -
(F) T 42k T gk
2
Jika k — oo, maka ]lim L Ji_ llim 4=k = 0. Jadi luas dari debu Cantor
adalah nol. m

Teorema 4.1.4
Debu Cantor mempunyai takhingga banyak persegi.
Bukti:
Untuk setiap k terdapat 4% persegi di A,. Jika k — o, maka

lim 4% = oo. Dengan demikian, debu Cantor memiliki takhingga banyak

k—o0
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persegi. ]

Teorema4.1.5
Misalkan debu Cantor berada di D = [0,1] x [0,1] € R? dan 7r;: D -» R
adalah proyeksi dengan m,;(x;,x,) = x; untuk (x;,x,) € D. Panjang
proyeksi debu Cantor adalah 1.

Bukti:

Persegi A, = D, sehingga m;(4,) = [0,1]. Karena A; memiliki 4

persegi dengan panjang 1/4, maka proyeksi 4, adalah 7, (4,) = [0, 1/4]
U1/, Y51 ul1/5.3/,) u[3/4.1] = [0,1]. Himpunan A, mempunyai
16 buah dengan panjang 1/16, sehingga m,(4,) = [0,1]. Oleh karena i-
tu, 4, mempunyai 4% persegi dengan panjang 1/4k dan m, (4;) = [0,1].

Dengan demikian, panjang proyeksi debu Cantor sama dengan panjang

interval [0,1], yaitu 1. ]

Kurva von Koch

Helge von Koch adalah seorang matematikawan Swedia yang pada
tahun 1904 memperkenalkan apa yang sekarang dikenal sebagai kurva
von Koch. Tidak terdapat banyak informasi tentang von Koch, termasuk
kontribusinya di dalam matematika, jika dibandingkan dengan beberapa
orang ternama lainnya, seperti Cantor, Peano, Hilbert, Sierpinski, atau
Hausdorff. Namun, konstruksi yang dilakukannya pastilah memiliki tem-

pat tersendiri karena kurva ini dapat menuju ke suatu generalisasi mena-
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rik. Kurva tersebut tidak sesulit himpunan Cantor untuk memahaminya.

Jika berdasarkan konstruksinya, maka kurva von Koch tidak dapat
terlihat secara langsung sebagai kurva. Kurva ini tidak mulus karena ter-
lihat seperti garis yang bengkok. Kurva ini memiliki kerumitan seperti
yang dimiliki garis pantai.

Sebenarnya, Koch membuat kurva tersebut sebagai contoh lain dari
penemuan yang dibuat pertama kali oleh matematikawan Jerman berna-
ma Karl WeierstraP} yang pada tahun 1872 telah menimbulkan suatu ge-
jolak di dalam matematika. Weierstrayd mendeskripsikan kurva yang tidak
dapat didiferensialkan, yaitu kurva yang tidak mempunyai tangen di sua-
tu titik. Kurva yang memiliki nilai tangen adalah kurva mulus. Akibat-
nya, jika kurva mempunyai ujung, maka timbul permasalahan karena ti-
dak ada jalan untuk menemukan nilai tangen yang tunggal. Kurva von
Koch adalah contoh kurva yang memiliki ujung di mana-mana, sehingga
tidak ada jalan untuk mencari tangennya.

Prinsip dari konstruksi kurva von Koch adalah subtitusi sepertiga ba-
gian tengah dari suatu ruas garis dengan dua sisi segitiga yang panjang
setiap sisinya sama dengan panjang sepertiga bagian tengah yang diganti.
Jika E, adalah ruas garis dengan panjang L, maka E; dikonstruksikan de-

ngan mengganti sepertiga bagian tengah dari E, oleh 2 ruas dengan

panjang L/3. Dengan demikian, E; terdiri atas 4 buah ruas garis sepan-
jang L/3. Kurva E, dikonstruksikan dengan mengganti sepertiga bagian

tengah dari setiap ruas di E; oleh 2 ruas garis dengan panjang L/g untuk
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setiap ruasnya, sehingga akan didapat E, terdiri atas 16 ruas garis dengan

panjang setiap ruasnya adalah L/9. Jadi E}, adalah kurva yang terdiri atas
4% ruas garis yang panjangnya adalah L/3k. Berikut adalah gambar kons-

truksi kurva von Koch.

AN
J\)J\? A
oAy
5

Gambar 3. Konstruksi Kurva von Koch

Teorema 4.1.6
Panjang kurva von Koch adalah takhingga.

Bukti:
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Kurva E, terdiri atas 4% ruas garis yang panjangnya adalah L/3 k- O-

k
leh karena itu, panjang dari kurva E;, adalah 4* (L/3k) =L(%/3) . Jika
k - oo, maka ’lim 4% = o0, Jadi panjang kurva von Koch adalah tak-

hingga. ]

Teorema4.1.7
Kurva von Koch terdiri atas takhingga banyak ruas garis.

Bukti:

Karena kurva Ej, terdiri atas 4% ruas garis, maka dapat dihitung
banyaknya ruas garis keseluruhan dari kurva von Koch dengan mencari
nilai limit untuk k — oo, yaitu

lim 4% = co.
k— oo

Jadi banyaknya ruas garis pada kurva von Koch adalah takhingga. =

B. Dimensi Hausdorff dari Bangun Berdimensi Fraktal
Bagian ini akan membahas secara langsung mengenai cara menghitung
dimensi Hausdorff untuk bangun-bangun berdimensi fraktal berikut.
1. Himpunan Cantor
Akan dibahas dalam dua cara.
a) Himpunan Cantor C dapat dibagi menjadi dua, yaitu 4 = [0, 1/3] N

C dan B = [2/3,1] NC.Jadi C = AUB dan An B = @. Himpunan

A dan B secara geometris sebangun dengan C dengan skala 1/3. Jika
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diasumsikan 0 < HS(C) < o, maka menurut Teorema 3.1.3 didapat

HS(C) = HS(A) + H5(B) = 2(375HS(C)) &

=2
_log2
g
Dari sini diperoleh s = dimy (E) = i Z/Iog 3
2k
b) Untuk setiap k € N, E}, = U I, memuat E sehingga {11, ...,Izk}, ya-
r=1

itu keluarga 2% interval dengan panjang 3%, suatu selimut-6 untuk

Zk
E dengan § = 37% dan lerlt = 2k37kt Jadi untuk semua k € N
r=1
Zk
didapat }[;_R(E) = inf lerlt < 2k3kt  Syarat untuk t agar
r=1

2k37kt < 1 adalah
it afs 298 o
log 2k <log3* &
klog2 < ktlog3 &

(202
log 3

log 2

Jadi untuk t > /]Og3, H;-«(E) < 1 dan jika diambil limitnya

log 2

untuk § — 0, maka untuk t > /log3 didapat ukuran Hausdorff

berdimensi t #t(E) < 1. Akan ditunjukkan bahwa s = log 2/10g3
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adalah dimy (E) dengan memperlihatkan bahwa 1/2 <HS(E)<1.
Karena telah diperlihatkan HS(E) < 1, maka hanya tinggal menun-
jukkan 1/2 < H3(E). Untuk setiap k € N, keluarga 2% interval pe-

nyusun Ej adalah suatu selimut-§ untuk E dan mengingat bahwa s

_ log 2/10g3’ berlaku 2k3-ks = 2k3-klogs2 — 1 Misalkan G ada-

lah keluarga berhingga interval {U;} dengan U; < [0,1]. Untuk setiap
U; yang diberikan terdapat k € N, sedemikian sehingga 3-*+1 <
|U;| < 37*. Dengan demikian, terdapat paling banyak satu interval
penyusun E; sedemikian sehingga I N U; # @, karena interval di E}
terpisah sekurang-kurangnya sejauh 37%. Jika j > k, maka paling
banyak terdapat 2/~ interval penyusun E; yang beririsan dengan U;.
Karena 0 < s <1, 2k37ks =1 o 2k = 3ks dan 3-*k+D < |y,
maka 2/7F = 2/37ks = 2/3753=(k+Ds < 2/3-s|y;|5. Jika j diambil
cukup besar sehingga 3=U*Y < |U;| untuk U; dan karena keluarga

berhingga {U;} beririsan dengan semua 2/ interval tertutup penyusun

Zk
E yang masing-masing panjangnya 3=/, maka 2/ < 2/3° ZlUl-ls
i=1
Zk
1
=S Z:lUl-lS >3 = o Karena berlaku untuk sebarang selimut {U;}

=1
selimut {U;} dari E, maka diperoleh *(E) > 1/2, sehingga terbukti

bahwa dimy, (E) = 1°8 2/log .
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Debu Cantor

Misal A adalah debu Cantor berdasarkan Definisi 4.1.2 dengan pan-
jang L = 1. Berdasarkan konstruksi dari 4, diketahui bahwa A4; mempu-
nyai 4% dengan panjang 4%, sehingga A, berdiameter 4~%+/2. Dengan
mengambil persegi A, sebagai selimut-§ untuk A, akan diperoleh 73 (4)
< 4%47%\/2 = /2. Untuk & — 0 didapat 2£(4) < /2.

Berdasarkan Teorema 4.1.5 diketahui bahwa panjang proyeksi dari
debu Cantor adalah 1. Dengan menggunakan Teorema 3.1.4 untuk a = 1
dan Teorema 2.2.3 didapat 1 = H[0,1] < #*(A4). Dengan demikian, 1

< H1(A) <2, sehingga 0 < H1(A) < oo. Jadi dimy (E) = 1.

Kurva von Koch

Himpunan E kita bentuk dari E;, = {(x,y)|0 < x < 1,y = 0}. Maka
E =E, UE, U E; UE, sebangun dengan E, dengan faktor kesebangun-
an 1/3, sedangkan untuk i = 1,2,3,4 masing-masing E; satu sama lain sa-
ma dan sebangun. Dengan asumsi bahwa untuk titik-titik s nilai #*(E)
berhingga dan 0 < HS(E) < oo dan mengingat Teorema 3.1.3, maka

H3(E) = H3(Ey) + H3(Ey) + H(E3) + HO(E,) = 4(37°H5(E)),

sehingga diperoleh dim,, (E) = s = %8 4/log3'
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BAB V

PENUTUP

A. Kesimpulan

Dimensi merupakan salah satu sifat penting dari fraktal. Salah seorang
tokoh yang melakukan penelitian mengenai dimensi adalah Felix Hausdorff.
Dimensi yang ditelitinya tersebut sekarang diberi nama Dimensi Hausdorff.
Dimensi Hausdorff dari himpunan E ditentukan dari ukuran Hausdorff berdi-
mensi s dari himpunan E dengan s adalah bilangan real positif, yaitu H*(E).
Dimensi Hausdorff adalah bilangan s yang memenuhi inf{s|HS(E) = 0} =
sup{s|H®(E) = oo} dengan H*(E) ditentukan dengan mencari infimum dari
seluruh jumlahan selimut-6 dari E. Dimensi ini merupakan dimensi tertua dan
sulit dalam penghitungan matematisnya.

Bangun berdimensi fraktal yang akan dihitung dimensi Hausdorffnya a-
dalah himpunan Cantor, debu Cantor, dan kurva von Koch. Himpunan Cantor
terdefinisi pada interval [0,1] dan dikonstruksikan dengan menghilangkan se-
pertiga bagian tengah setiap interval yang terbentuk. Debu Cantor adalah
fraktal yang diterapkan pada bidang datar, yaitu persegi. Konstruksinya me-
makai prinsip yang sama dengan himpunan Cantor. Kurva von Koch juga ter-
definisi pada interval [0,1], tetapi mempunyai prinsip konstruksi yang berbe-
da dengan himpunan Cantor. Kurva ini dikonstruksikan dengan mengganti se-
pertiga bagian tengah setiap interval yang terbentuk sebelumnya dengan dua
sisi segitiga dan setiap sisi memiliki panjang yang sama dengan panjang inter-
val yang diganti.

73
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Dimensi Hausdorff untuk himpunan Cantor dihitung dengan dua cara,
yaitu dengan menggunakan sifat-sifat dari himpunan dan sifat dari ukuran

Hausdorff dan dengan mengonstruksi selimut untuk himpunan Cantor. Di-

mensinya adalah log 2/log3' Dimensi untuk debu Cantor ditentukan dengan

memakai peta dari proyeksi fraktal tersebut. Debu Cantor berdimensi Haus-
dorff satu. Akhirnya, dimensi Hausdorff untuk kurva von Koch adalah

log 4
/log 3

B. Saran

Dalam skripsi ini topik yang dibahas adalah dimensi Hausdorff dari be-
berapa bangun fraktal klasik. Metode penghitungan dimensi lainnya, seperti
dimensi hitung kotak, dimensi Renyi, dan dimensi Lyapunov, dapat dijadikan
bahan pelengkap, sehingga dapat semakin memahami dimensi fraktal.

Dimensi Hausdorff dibahas secara analitik, yaitu menggunakan konsep-
konsep yang terdapat dalam mata kuliah analisis dan topologi. Dimensi ini
dapat dilihat dari sudut pandang lain dengan membahasnya secara numerik.
Pembahasan tentang penghitungan dimensi Hausdorff secara numerik ini cu-
kup menantang bagi siapapun yang menyukai pemrograman.

Bangun yang dihitung dimensi fraktalnya adalah himpunan Cantor, debu
Cantor, dan kurva von Koch. Namun, masih terdapat banyak bangun yang
memiliki dimensi tidak bulat, antara lain segitiga Sierpinski, kurva Peano, dan

generalisasi dari himpunan Cantor, debu Cantor, dan kurva von Koch. Ba-



PLAGIAT MERUPAKAN TINDAKAN TIDAK TERPUJI

75

ngun berdimensi fraktal yang terkenal berada dalam himpunan bilangan kom-
pleks, yakni himpunan-himpunan Julia dan himpunan Mandelbrot. Penghi-
tungan dimensi untuk kedua himpunan tersebut memerlukan keahlian tertentu

karena penghitungannya yang rumit.
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