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Introduction

Ces notes de cours font suite aux notes du cours d'introduction à la statistique
non paramétrique de Catherine Mathias, Vincent Rivoirard et Laëtitia Comminges.
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Chapitre 1

Introduction et rappels

1.1 Qu'est-ce que la statistique non-paramétrique ?

La statistique paramétrique est le cadre classique de la statistique. Le modèle
statistique est dé�ni par un paramètre� 2 Rk pour un certain entier k.

Exemple 1.1. � Modèle linéaire gaussien. La loi P � des observations véri�e
P � = N (�; � 2I n ). le paramètre � = ( �; � 2) 2 Rn � R�

+ su�t à déterminer la
loi des observations.

� Observation du nombre d'arrivées à un guichet :Y � P(� ) (Poisson).

Par opposition, en statistique non-paramétrique, le modèle n'est pas décrit par
un nombre �ni de paramètres (ou de manière équivalente par un paramètre de
dimension �nie).

Exemple 1.2. Un constructeur automobile étudie le comportement d'achat de ses
clients. Il a la conviction que la somme qu'ils sont prêts à débourser est une fonc-
tion de leur revenu et de la distance parcourue quotidiennement et à partir den
observations recueillies par sondage, il postule le modèle statistique suivant :

Yi = f (X i ) + � i ; i = 1; :::; n

où les� i sont iid de loi N (0; � 2) et X i = ( X i 1; X i 2) = (revenu,distance) etYi = somme
à débourser.

On peut faire di�érentes hypothèses a priori sur la fonctionf (selon l'expérience,
les connaissances a priori sur les données, ou après une représentation graphique des
données)

� on peut supposer que f est une fonction a�ne des variables explicatives, on
obtient alors un modèle linéaire (ici gaussien puisqu'on a supposé les erreurs
gaussiennes) :f (X i ) = � 1 + � 2X i 1 + � 3X i 2

� On peut aussi ne faire aucune hypothèse sur la forme de la fonctionf , et
faire juste une hypothèse de régularité minimum. On obtient alors un modèle
non-paramétrique.

5



1.2 Quelques problèmes de statistique non-paramétrique

1.2.1 Estimation de la fonction de répartition

On observeX 1; : : : ; X n n variables réelles de loiP. On cherche à estimer la loi
P. Or P est entièrement décrite par sa fonction de répartition

F :
R ! [0; 1]
x ! P(] � 1 ; x])

On construit un estimateur F̂n de F à l'aide desn observationsX 1; : : : ; X n .

1.2.2 Estimation de densité

On observe toujoursX 1; : : : ; X n n variables réelles de loiP. Mais on suppose
en plus queP est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et on
souhaite estimer sa densitéf . En général, la dérivée deF̂n n'est pas une bonne
solution.

Figure 1.1 � Estimation de densité avec python, fonction "gausian_kde" du package
"scipy.stats.kde".

1.2.3 Régression non-paramétrique

On observe une suite de couples
�
(X i ; Yi )

�

1� i � n
obéissant au modèle

Yi = f (X i ) + � i ; i = 1; : : : ; n

On cherche à estimer la fonction de régressionf .

On peut aussi considérer d'autres problèmes de statistique non-paramétrique qui
ne sont pas directement de l'estimation.
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1.2.4 Tests non-paramétriques

Deux exemples de problèmes possibles :

� Soit X une v.a. et P une distribution donnée. A l'aide deX 1; : : : ; X n iid de
même loi queX , tester :

H0 : X � P; contre X 6� P

� Soient X et Y deux v.a. et (X 1; : : : ; X n ) et (Y1; : : : ; Ym ) des échantillons de
mêmes lois respectivement queX et Y. A l'aide des deux échantillons on peut :

� tester s'il s'agit de la même loi : H0 : X � Y contre H1 : X 6� Y

� tester l'indépendance entre X et Y : H0 : X ?? Y contre H1 : X et Y
sont non indépendants.

1.2.5 Classi�cation supervisée

On observen couples
�
(X i ; Yi )

�

1� i � n
où Yi 2 f 0; 1; :::; Lg. Yi est l'étiquette asso-

ciée àX i . On veut trouver la fonction de classi�cationg à valeurs dansf 0; 1; :::; Lg
telle queP(Y 6= g(X )) soit la plus petite possible où(X; Y ) � (X 1; Y1).

Figure 1.2 � Classi�cation supervisée du dataset CIFAR10 (60000 images32 �
32 format RGB = trois couleurs) avec L = 10 étiquettes) avec l'environnement
Tensor�ow v2.0 (pris du site de la librairie).
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1.2.6 Classi�cation non-supervisée, exemple génération

Idée : ayant quelques réalisationsX 1, ..., X n i.i.d. de la loi P comment générer
d'autres instances deY1; Y2 suivant la même loi ? Exemple : peintures de paysages.
Ce sont des algorithmes de type GAN (Generative Adversarial Networks), VAE
(Variational auto-encoder), ...

Figure 1.3 � Génération non-supervisée de paysages. Image :
github.com/robbiebarrat/art-DCGAN

1.3 Rappels d'inégalités classiques

1.3.1 Inégalité de Markov

Soit X une v.a.r. positive telle queE(X ) < 1 . Alors 8t > 0

P(X � t) �
E(X )

t

1.3.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebyche� (B-T)

Soit X une v.a.r. telle queE(X 2) < 1 . Alors pour tout t > 0,

P(jX � E(X )j > t ) �
Var (X )

t2
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1.3.3 Inégalité de Hoe�ding

Soient Y1; : : : ; Yn des v.a.r. indépendantes centrées et telles que

ai � Yi � bi p.s. pour tout i

Alors

8t > 0; P(
nX

i =1

Yi � t) � exp
�

�
2t2

P n
i =1 (bi � ai )2

�

Remarque 1.3. Sous les mêmes hypothèses, on a aussi

8t > 0; P(
�
�
�

nX

i =1

Yi

�
�
� � t) � 2 exp

�

�
2t2

P n
i =1 (bi � ai )2

�

Remarque 1.4. Comparaison entre Hoe�ding et B-T : soit X 1; : : : ; X n
iid� Be(p)

avecp 2 (0; 1). On cherche un intervalle de con�ance bilatéral à gauche de niveau
1 � � pour p avec l'une des inégalités ci-dessus :

� Si on utilise l'inégalité B-T, P(j �X � pj > c) � p(1� p)
nc2 � 1

4c2n := � . Donc
P(p 2 [ �X � 1

2
p

n� ; �X + 1
2
p

n� ]) � 1 � � . Pour � = 5% et n = 100, la précision,
i.e. la longueur, de cet intervalle est 1p

n� = 0:22.

� Si on utilise l'inégalité de Hoe�ding, P(j �X � pj > c) � 2 exp(� 2nc2), Donc

P(p 2 [ �X �
r

log( 2
� )

2n ; �X +
r

log( 2
� )

2n ]) � 1 � � . Pour � = 5% et n = 100, la

précision, i.e. la longueur, de cet intervalle est
r

2log( 2
� )

n = 0:14.

1.4 Théorèmes de convergence classique

1.4.1 Lemme de Slutsky

Soient (X n )n� 0 et (Yn )n� 0 deux suites de vecteurs aléatoires tels que

� X n
loi! X où X est un vecteur aléatoire quelconque.

� Yn
proba
! c où c est un vecteur constant.

alors (X n ; Yn ) loi! (X; c).
conséquence: X n + Yn

loi! X + c, X nYn
loi! cX , et de manière générale, pour

toute fonction continue f (ou continue là où les variables prennent leurs valeurs)
f (X n ; Yn ) loi! f (X; c).

1.4.2 Delta-méthode

On se donne une suite(Un )n de vecteurs aléatoires deRm , une suite déterministe
(an )n et une application` : Rm ! Rp telles que

� an ! + 1

� 9U 2 Rm un vecteur déterministe (=constant) et V un vecteur aléatoire tels
que an (Un � U) loi! V .
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� ` est une fonction di�érentiable enU de di�érentielle D` (U) 2 M pm(R).

Alors on a la convergence en loi

an (`(Un ) � `(U)) loi! D` (U)V:

Exemple 1.5. Soit X 1; : : : ; X n
iid� P(� ) avec � > 0. Alors d'après le TCL on a

p
n( �X � � ) loi! N (0; � ). Donc on a aussi, d'après le théorème ci-dessus,

p
n(

q
�X �

p
� ) loi! N (0;

1
4

)

En e�et ici Rm = Rp = R, Un = �X , U = � , an =
p

n, V � N (0; � ), `(u) =
p

u,
donc D` (U) = `0(� ) = 1

2
p

�
et D` (U)V � N (0; �

4� ).

1.5 Petits rappels sur l'espérance conditionnelle

Soit X et Y deux variables aléatoires à valeurs dansRk et Rp. Pour x 2 Rk , on
note PX = x

Y la loi conditionnelle deY sachantX = x.

1.5.1 Calcul d'espérance conditionnelle

On rappelle que l'espérance conditionnelle deY sachant X , que l'on note ici
E(Y j X ), est une variables aléatoire qui peut s'écrire comme une fonctiong(X ).
Cette fonction est donnée par

E(Y j X ) = g(X ) où g(x) = E(Y j X = x):

Exemples:

1. soientZ et T deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
paramètre� . On note S = Z + T et on cherche à calculer la variables aléatoire
E(Z j S): Soit s > 0. On trouve facilement (car tout le monde a une densité ...
) que la densité conditionnelle deZ sachantS = s est donnée parf S= s

Z (z) =
1
s1[0;s](z). On a alors immédiatementE(Z j S = s) =

Rs
0 zf S= s

Z (z)dz = s
2 : Et en

utilisant la propriété que l'on vient de rappeler, on a �nalementE(Z j S) = S
2 .

2. Soit U et V deux v.a. réelles. On rappelle la dé�nition de la variance condi-
tionnelle : Var (U j V) = E

h
(U � E(U j V))2 j V

i
= E[U2 j V ] �

�
E[U j V]

� 2
:

On a
E

h
Var (U j V)

i
= E[g(V)] avecg(v) = Var (U j V = v):

En e�et Var (U j V) = E[U2 j V ] �
�
E[U j V]

� 2
= `(V) � (h(V))2 avec`(v) =

E[U2 j V = v] et h(v) = E[U j V = v]. Donc `(v) � h(v)2 = Var (U j V = v).
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1.5.2 Propriété du transfert conditionnel

Soit f : Rp+ k ! Rq une fonction borélienne. Alors la loi conditionnelle def (X; Y )
sachantX = x véri�e

PX = x
f (X;Y ) = PX = x

f (x;Y )

et donc
E

h
f (X; Y ) j X = x

i
= E

h
f (x; Y ) j X = x

i

En particulier si X et Y sont indépendantes, on a

PX = x
f (X;Y ) = P f (x;Y )

et donc
E

h
f (X; Y ) j X = x

i
= E

h
f (x; Y )

i
:

Technique importante 1.5.1. Supposons queX et Y sont des v.a.
réelles indépendantes. On a

P(Y � X ) = E(1Y � X ) = E
�
E[1Y � X j X ]

�
= E[g(X )]

où
g(x) = E[1Y � X j X = x] = E[1Y � x ] = FY (x)

où on a notéFY la cdf deY. Donc on a

P(Y � X ) = E[FY (X )]

dès queX et Y sont indépendantes.
On peut aussi écrire :

P(Y � X ) = E[1Y � X ] =
Z

1y� xdPX;Y (x; y)

=
Z

1y� xdPY 
 dPX (y; x)

=
Z hZ

1y� xdPY (y)
i
dPX (x)

=
Z

FY (x)dPX (x)

= E[FY (X )]:

Exemple : Reprenons l'exemple de la sous-section précédente :Z; T iid� exp(� ). On
veut calculer E(S2Z j S = s) pour s > 0. En utilisant la propriété ci-dessus on
obtient E(S2Z j S = s) = E(s2Z j S = s) = s3

2 :
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1.6 Rappels sur les quantiles et les lois symétriques

1.6.1 Quantiles

On ne donne ici que la dé�nition dans le cas simple où la loi est de cdfF continue
et strictement croissante.

Soit X une variable aléatoire réelle de cdfF continue et strictement croissante.
Pour � 2 (0; 1), on appelle quantile d'ordre� de la loi F l'unique réel qF

� tel que

F (qF
� ) = P(X � qF

� ) = �

autrement dit
qF

� = F � 1(� ) (1.1)

Attention, quand la cdf n'est pas continue, l'équation ci-dessus n'a pas toujours
de solution. De plus si la cdf n'est pas strictement croissante, l'équation peut avoir
une in�nité de solutions. La dé�nition générale d'un quantile sera vue dans le cha-
pitre 2.

1.6.2 Loi symétrique

� Une variable réelle X a une loi symétrique (par rapport à 0) siX � � X .

� Si la cdf F est continue, cela se traduit parF (x) = 1 � F (� x).

� Si la cdf F est continue et strictement croissante, cela se traduit, en terme de
quantile, par qF

1� � = � qF
� pour tout � 2 (0; 1).

� Si la loi a une densité f , cela se traduit parf (� x) = f (x) pour presque tout
x 2 R.

� Une v.a. réelle X a une distribution symétrique par rapport àbssiX � ba une
distribution symétrique par rapport à 0, autrement dit ssiX � b � � X + b,
autrement dit

X � 2b� X

.

� Si X a une loi symétrique alorsP(jX j > c) = P(X > c ) + P(� X > c ) =
2P(X > c ).

� Si la loi de X est symétrique et siP(X = 0) = 0 alors la variable aléatoirejX j
est indépendante de la variable aléatoire1X> 0. En e�et, soit A mesurable, la
symétrie de la loi deX implique

P(jX j 2 A; X > 0) = P(j � X j 2 A; � X > 0) (1.2)

et
P(X > 0) = P(X < 0) (1.3)

(1.2) se réécrit

P(jX j 2 A; X > 0) = P(jX j 2 A; � X > 0)
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ce qui implique

P(jX j 2 A) = P(jX j 2 A; X > 0)+ P(jX j 2 A; X < 0) = 2P(jX j 2 A; X > 0)
(1.4)

(1.3) combinée avec la propriétéP(X = 0) = 0 impliquent

P(X > 0) =
1
2

(1.5)

(1.4) combiné avec (1.5) impliquent

P(jX j 2 A; X > 0) =
1
2

P(jX j 2 A) = P(X > 0)P(jX j 2 A):

Exemples : la loi normale standard et la loi de Student sont des distributions symé-
triques (par rapport à 0). La loi Be(1=2) est symétrique par rapport à 1/2. La loi
B (n; 1=2) est symétrique par rapport àn=2.

1.7 Rappels sur les tests (cadre paramétrique)

Test et erreur de test

Situation

On considère une expérience statistique engendrée par une observationX à va-
leurs dans

�
X ; A

�
et associée à la famille de lois de probabilités

n
P � ; � 2 �

o
:

L'ensemble des paramètres� est un sous-ensemble deRd, avecd � 1.

Principe du test statistique

On veut � décider � à partir de l'observation de X si une propriété de la loi de
X est véri�ée ou non. Cette propriété se traduit mathématiquement par un sous-
ensemble� 0 � � de l'ensemble des paramètres, et la propriété signi�e que� 2 � 0.

Dé�nition 1.6 (Terminologie de test). On teste � l'hypothèse nulle � notéeH0

H0 : � 2 � 0

contre � l'alternative � notée H1 ou Ha

H1 : � 2 � 1;

avec � 0 � � , � 1 � � et � 0 \ � 1 = ; . Construire un test signi�e construire une
procédure� = � (X ) de la forme

� (X ) = 1 f X 2Rg =

8
><

>:

0 si X =2 R : � on accepte l'hypothèse nulle �

1 si X 2 R : � on n'accepte pas l'hypothèse nulle �
(1.6)

avecR mesurable.

13



•
Mise en garde 1.7.1. Sauf pour les test triviaux qui acceptent

toujours (ou jamais) H0, � (X ) à deux valeurs0 et 1. Donc il est
prévu qu'on se trompe parfois, par exemple rejeterH0 à tort ; donc
il faut être attentif au langage, préférer si possible dire "les données
ne soutiennent par l'hypothèseH0" plutôt que "H0 est fausse" ou
même "on rejetteH0" ; ceci car, à nouveau, on est sûrs que parfois
on se trompera en rejetantH0 c'est écrit dans la dé�nition du test
(non-trivial).

Dé�nition 1.7. On désigne indi�éremment l'ensembleR � A ou bien l'événementn
X 2 R

o
comme zone de rejet ou encore zone critique du test� .

Dé�nition 1.8. L'hypothèseH j (j = 0 ou j = 1) est dite simple si� j est réduit à
un singleton, sinonH j est dite composite.

Par exemple, le test de la formeH0 : � = 1 contre H1 : � > 1 a une hypothèse
nulle simple et une alternative composite.

Erreur de test

Lorsque l'on e�ectue un test, il y a quatre possibilités. Deux sont anecdotiques
et correspondent à une bonne décision :

� Accepter l'hypothèse H0 alors que � 2 � 0 (c'est-à-dire l'hypothèseH0 est
vraie).

� Rejeter l'hypothèse H0 alors que � 2 � 1 (c'est-à-dire l'hypothèseH0 est
fausse).

Les deux autres possibilités sont celles qui vont nous occuper, et correspondent
à une erreur de décision :

� Rejeter l'hypothèse H0 alors que� 2 � 0 (c'est-à-dire l'hypothèseH0 est vraie).

� Accepter l'hypothèse H0 alors que � 2 � 1 (c'est-à-dire l'hypothèseH0 est
fausse).

Dé�nition 1.9. [Erreur de première et seconde espèce] L'erreur de pre-
mière espèce, ou encore de "type I" correspond à la probabilité maximale
de rejeter l'hypothèse alors qu'el le est vraie :

sup
� 2 � 0

E �

h
� (X )

i
= sup

� 2 � 0

P �

h
X 2 R

i
:

L'erreur de seconde espèce ("type II") correspond à la probabilité maxi-
male d'accepter l'hypothèse alors qu'el le est fausse :

sup
� 2 � 1

E �

h
1 � � (X )

i
= sup

� 2 � 1

P �

h
X =2 R

i
: (1.7)
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Intuition 1.7.1. Sur � 0 et � 1 il n'y a pas de préférence (entre para-
mètres) exprimée sous la forme de loi de probabilités. Tous les éléments
sont aussi importants ce qui explique les "sup" (= "pire cas") dans la
dé�nition.

Intuition 1.7.2. D'après cette terminologie, l'erreur de première espèce
mesure la probabilité (maximale) de rejeter à tort, et l'erreur de seconde
espèce d'accepter à tort. Dans le langage courant, commettre une erreur
de première espèce revient à faire un � faux négatif �, et commettre une
erreur de seconde espèce revient à faire un � faux positif �.

•
Mise en garde 1.7.2. Dans la plupart des situations,� 0 est

� plus petit � que � 1 et le contrôle de l'erreur de seconde espèce(1.7)
est di�cile, surtout si � 1 contient des points � très proches � de� 0.
On peut imaginer que pour des points de� 1 qui convergent vers un
point de � 0 l'erreur de seconde espèce est de100%moins l'erreur
de première espèce. Elle donne alors peu d'informations nouvelles
sur le test en question car elle est trop agrégée (à cause du "sup").
Pour le cas typique d'un� 0 singleton et � 1 son complémentaire,
l'erreur de type II n'apporte pas d'information utile pour discriminer
des tests statistiques ayant la même erreur de type I.
Pour des informations plus précises, on introduit alors la fonction
de puissance d'un test, qui mesure sa performance locale (= en tout
point) sur l'alternative.

Dé�nition 1.10. La fonction de puissance du test � est l'application

� : � 1 ! [0; 1]

dé�nie par
� 2 � 1 ; � (� ) = P �

h
X 2 R

i
:

Une illustration intuitive des erreurs et paramètres� et � est donnée en �gure 1.4.

1.7.1 Comparaison de test, principe de Neyman

Idéalement, on souhaite que l'erreur de première espèce et l'erreur de seconde
espèce soient toutes deux simultanément petites. Les deux tests triviaux

� 1 = 1 ; ; et � 2 = 1A
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Figure 1.4 � Erreurs de première et deuxième espèce,� et � . Attention : c'est une
"vue d'artiste", les dé�nitions précises sont dans le texte. Crédits : wikipedia section
"Test statistique", 29 Jan. 2020.

qui consistent respectivement à accepter systématiquement l'hypothèse et à la rejeter
systématiquement, sans utiliser l'observationX , ont respectivement une erreur de
première espèce nulle et une erreur de seconde espèce nulle. Malheureusement la
puissance de� 1 est catastrophique :� (� ) = 0 en tout point � de toute alternative
� 1. De même l'erreur de première espèce de� 2 est égale à 1, même si l'hypothèse
est réduite à un point, quelle que soit l'hypothèse.

Une méthodologie, proposée historiquement par Neyman, consiste à imposer une
dissymétrie dans la problématique de test : on décide que le contrôle de l'erreur de
première espèce est crucial. La démarche de construction de test sera alors, parmi
les tests qui ont une erreur de première espèce contrôlée, de choisir le (ou les) test(s)
le(s) plus puissant(s), c'est-à-dire ayant une erreur de seconde espèce la plus petite
possible.

Dé�nition 1.11. Soit � 2 [0; 1] un niveau de risque. Un test � est de
niveau � si son erreur de première espèce est inférieure ou égale à � .

Remarque 1.12. On ne peut pas toujours faire en sorte que l'erreur de première
espèce soit égaleà � (problème de non continuité d'une fonction de répartition par
exemple, cf chapitre 2 en particulier). C'est pourquoi on se contente d'exiger que
l'erreur de première espèce soitplus petite que� .

Dé�nition 1.13. On dit qu'un test est detail le � si l'erreur de première espèce
est égale à � .

Un test veut mesurer l'adéquation de l'hypothèseH0 avec les observations. Pour
cela il détermine les valeurs typiques deX sousH0. Si la réalisationx de X n'est
pas l'une des valeurs typiques, il rejetteH0. Sinon, faute de mieux, il conserveH0.

Le niveau � peut être vu comme le risque maximal que l'on accepte de prendre
en rejetant à tort H0.

On prend pour H0 :

� une hypothèse communément admise

� une hypothèse de prudence (critère de coût, de sécurité etc)

� la seule hypothèse sous laquelle on peut travailler mathématiquement.
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En pratique, 2 groupes avec des visées et intérêts di�érents auront des couples
(H0; H1) inversés (ex : industriels et consommateurs).

Donnons un exemple concret de ce cas : la limite légale d'un polluant contenu
dans les déchets d'une usine est de 6mg/kg. On e�ectue un dosage sur 20 prélève-
ments sur lesquels on observe une moyenne empirique de 7mg/kg avec un écart-type
empirique de 2.4mg/kg. On admet que la loi de dosage est gaussienne.

On observe doncX 1; : : : ; X 20
iid� N (�; � 2) avec� et � 2 inconnus. Pour le directeur

de l'usine, l'erreur la plus grave serait de conclure que le niveau de polluant est trop
élevé alors qu'il ne l'est pas. Il choisit donc comme hypothèses

H0 : � � 6 contre H1 : � > 6:

Prenons maintenant le point de vue de l'écologiste. Si la limite est supérieure à
8mg/kg, il y a danger. Contrairement au directeur d'usine, l'écologiste considère
que l'erreur la plus grave serait de conclure que le niveau de polluant n'est pas trop
élevé alors qu'en réalité il l'est. Il e�ectue donc le test suivant

H0 : � � 8 contre � < 8:

La mise en oeuvre de ces tests sera faite en exercice (cf TD1 exercice 2).

1.7.2 Explications sur des exemples

Exemple : X 1; : : : ; X n
iid� N (�; � 2), � connu.

H0 : � = 3 contre � 6= 3

Dans la pratique : nous observonsx1; : : : ; xn . Comme nous voulons savoir si la
moyenne est égale à 3 ou plus grande que 3, naturellement nous regardons la moyenne
empirique �x. Imaginons que�x = 3:5. Alors que conclure ? Et bien ça dépend...ça
dépend de plusieurs facteurs, plus exactement, ça dépend ici den et de � .

En e�et, le problème est que, évidemment, on ne tombera jamais sur 3 exacte-
ment. Imaginons que la vraie moyenne est 3. Alors comme lesX i sont aléatoires et
qu'on n'en a qu'une quantité �nie n, on n'a jamais l'information exacte sur� en
utilisant l'échantillon, mais seulement une information approchée et aléatoire.

Donc si la moyenne empirique vaut 3.5, la question est : est-ce que la vraie
moyenne est 3 et que je tombe sur 3.5 parce que c'est aléatoire ? Ou bien est-ce que
c'est parce que ce n'est pas 3 la vraie moyenne ?

Pour répondre à ces questions, il faut utiliser les tests, et surtout utiliser toutes
les informations que l'on a à notre disposition (ou que l'on peut déduire des données),
en particulier la taille de l'échantillon et la variance� 2. En e�et ce sont ces deux
informations qui vont nous aider à savoir si c'est "normal" de tomber sur 3.5 en
ayant une vraie moyenne de 3, ou bien si c'est "anormal" (ou "atypique").

Ici regardons ce qui se passe sousH0, c'est-à-dire quand� = 3 (c'est toujours
ce qu'on fait en fréquentiste, on regarde ce qu'il est censé se passer sousH0, donc
asymétrie des deux hypothèses). Si on est vraiment sousH0, alors la question est :
qu'est-ce qu'une valeur "normale" (ou "usuelle" ou "typique") de�X quand � = 3 ? Il
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su�t pour cela de standardiser pour se ramener à une variable normale standard et
utiliser les quantiles deN (0; 1). En e�et, si � = 3 on a

p
n

�X � 3
�

� N (0; 1)

Donc, comme le quantile d'ordre 97.5% de la loi normale standard vaut 1.96 (environ)
on a

P3

� p
n

j �X � 3j
�

� 1:96
�

= 95%

Autrement dit, on peut dire que, avec une très grande probabilité, ici plus précisé-
ment avec une probabilité de 95%, la variable aléatoire

T =
p

n
�X � 3

�

se trouve dans l'intervalle[� 1:96; 1:96]. Autrement dit, une valeur "typique" de la
statistique T, si on est vraiment sousH0, est une valeur entre -1.96 et 1.96.

Ainsi si on tombe sur une valeur qui sort de cette intervalle, on se dit que ça
n'est pas une valeur "normale" pourT sousH0 et donc on rejetteH0.

Il est évidemment toujours possible que, tout en étant sousH0, c'est-à-dire ici,
tout en ayant une vraie valeur de� égale à 3, on tombe sur une valeur observée de
T qui sorte de l'intervalle [� 1:96; 1:96], puisque la loi normale a son support surR.
Mais ceci se produit "rarement" et donc la possibilité de se tromper en rejetant à
tort H0 est faible : ici 5% (on prend toujours� petit). C'est l'erreur de type I.

Maintenant illustrons cette dépendance par rapport à� et n dans notre exemple
(donc on suppose toujours�x = 3:5) sur notre décision �nale .

1. Imaginons d'abord que� = 1 et n = 100. Alors la valeur observée deT est
t =

p
1003:5� 3

1 = 5. Comme 5 est en dehors de l'intervalle[� 1:96; 1:96], on
conclut que c'est une valeur "anormale" pourH0 et donc on rejetteH0.

2. Imaginons que� = 5 et n = 100. Alors la valeur observée deT est t =p
1003:5� 3

5 = 1. Alors on accepteH0. L'idée est que c'est très possible que la
vraie valeur de� soit 3 et de tomber sur une valeur aussi grande que 3.5 ici,
car les données ont une grande variance.

3. Imaginons que� = 1 et n = 9. Alors la valeur observée deT est t =
p

93:5� 3
1 =

1:5. Alors on accepte à nouveauH0. L'idée est qu'une valeur de�x = 3:5 n'est
pas "anormale" pourH0 si on n'a pas beaucoup de données (le résultat est
peu précis si on n'a très peu de données donc il n'est pas "anormal" d'avoir
vraiment � = 3 tout en ayant une valeur �x un peu "éloignée" de 3).

Une autre alternative H1

Dans l'exemple précédent, nous avons choisiH1 : � 6= 3. Comment faire si
H1 : � > 3?

On va alors juste modi�er la région de rejet. Il faut en fait toujours regarderH1

pour savoir quand rejeter. On part donc de la statistiqueT, qui suit une loi normale
standard sousH0.
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Quand on est sousH1, cette statistique a tendance à prendre de grandes valeurs,
car �X est un estimateur de� et donc �X � 3 est proche de� � 3 qui est strictement po-
sitif sousH1. Ensuite cette quantité, �X � 3, qui sera donc probablement strictement
positive si on est sousH1, est multipliée par

p
n (et divisée par� ) pour obtenir T.

Donc on se dit, au moins sin est su�samment grand et si � est su�samment éloigné
de 3, que la statistiqueT va être "grande" sousH1, donc on rejetteH0 quand T est
"trop grand". Donc la forme de la région de rejet estT > c où c est une constante à
déterminer en fonction, à nouveau, du comportement typique sousH0 de T. Ici on
a donc un encadrement unilatéral deT sousH0. Le quantile d'ordre 95% deN (0; 1)
vaut environ 1.64. On peut alors dire que

P3(T � 1:64) = 95%

C'est-à-dire que, avec une grande probabilité, plus précisément ici 95%, et si on est
vraiment sousH0, la statistique T doit être plus petite que 1.64. Donc on rejetteH0

si ce n'est pas le cas.

Fonction puissance

Pour en savoir plus 1.7.1. Un test fréquentiste est toujours basé
sur une statistique dont on connait le comportement sousH0 et on
a toujours borné l'erreur de première espèce par� . On sait donc,
par construction, que si on est vraiment sousH0 et si on rejette
H0 (à tort donc), la probabilité de se tromper est faible. Dans la
construction, on regarde quand mêmeH1 mais c'est uniquement au
moment de savoir la forme de la région de rejet. En réalité on est
quand même censé dès le départ choisir une statistique qui aura un
comportement di�érent sousH0 et sousH1, de façon à pouvoir faire
la di�érence entre les deux hypothèses.

Maintenant, après avoir construit le test, on est intéressé par l'erreur de seconde
espèce et par la fonction puissance, c'est-à-dire, on est intéressé par ce qui se passe
sousH1. On veut que la probabilité de rejeterH0, quand on est sousH1, soit grande,
c'est-à-dire qu'on veut que la puissance soit grande. Éventuellement la fonction
puissance nous permet de comparer di�érents tests. Une des propriétés souhaitées
est alors que, si on a su�samment de données, on puisse dire qu'on est sousH1

quand on l'est bien, avec une très grande probabilité. C'est le cas quand le test est
"convergent" (ou "consistant") : la fonction puissance tend vers 1 quandn tend vers
l'in�ni.

Évidemment, comme son nom l'indique, la puissance est une fonction, car elle
dépend de l'alternative exacte. En e�et en général,� 1 est une hypothèse composite,
c'est-à-dire que� 1 n'est pas un singleton et on a souvent une in�nité de cas possibles
( exemple :� 1 = R n f 3g ou � 1 =]3; + 1 [)). Il est évidemment plus facile de voir
qu'on est sousH1 quand le vrai � vaut 10 que quand il vaut 3:5 (toutes choses
étant égales par ailleurs). De plus, la puissance dépend également de la taille de
l'échantillon et de sigma.
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Exemples concrets de calculs de puissance : reprenons l'exemple des don-
nées gaussiennes ci-dessusX 1; : : : ; X n

iid� N (�; � 2). Et calculons la puissance dans
di�érents cas. On appelle� le niveau dans les 3 exemples ci-dessous.

1. � connu et problème de testH0 : � = 3 contre H1 : � 6= 3.
� = 1jT j>q avecq = qN (0;1)

1� �
2

et T =
p

n �X � 3
� . La fonction puissance, pour� 6= 3,

est donnée par

� (� ) = P � (jTj > q) = P � (j
p

n
�X � 3

�
j > q)

= P � (
p

n
�X � 3

�
> q) + P � (

p
n

�X � 3
�

< � q)

= P � (
p

n
�X � � + � � 3

�
> q) + P � (

p
n

�X � � + � � 3
�

< � q)

= P � (
p

n
�X � �

�
> q +

p
n

3 � �
�

) + P � (
p

n
�X � �

�
< � q+

p
n

3 � �
�

)

= 1 � P � (
p

n
�X � �

�
� q+

p
n

3 � �
�

) + P � (
p

n
�X � �

�
< � q+

p
n

3 � �
�

)

= 1 � �( q+
p

n
3 � �

�
) + �( � q+

p
n

3 � �
�

)

Quelques exemples d'applications numériques avec� = 5% (arrondis à deux
chi�res après la virgule) :
Code python pour calculer�

import scipy.stats as stat
import numpy as np

def calcul_puissance(alpha,sigma,n,mureel,muH0):
q = stat.norm.ppf(1.0-alpha/2,loc=0,scale=1)
beta=(1.0- stat.norm.cdf(q + np.sqrt(n)*(muH0-mureel)/sigma,loc=0,scale=1)
+ stat.norm.cdf(- q + np.sqrt(n)*(muH0-mureel)/sigma,loc=0,scale=1))
print("mu=",mureel," muH0=",muH0," sigma=",sigma," n=",n,
" beta(",mureel,")=",np.round(beta,2))
return beta

calcul_puissance(0.05,1,100,3.5,3.0);
calcul_puissance(0.05,1,10,3.5,3.0);
calcul_puissance(0.05,2,100,3.5,3.0);
calcul_puissance(0.05,1,100,3.1,3.0);

murange = np.linspace(0,6,100)
betan100=np.zeros_like(murange)
betan10=np.zeros_like(murange)
betan2=np.zeros_like(murange)
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for index,mureel in enumerate(murange):
betan100[index]=calcul_puissance(0.05,1,100,mureel,3.0);
betan10[index]=calcul_puissance(0.05,1,10,mureel,3.0);
betan2[index]=calcul_puissance(0.05,1,2,mureel,3.0);

plt.figure(14)
plt.rc('font',size=14)
plt.plot(murange,betan100,"g",murange,betan10,"b",
murange,betan2,"r",linewidth=4)
plt.ylabel("Puissance",size=14)
plt.xlabel("$\mu$",size=14)
plt.legend(["n=100","n=10","n=2"])
plt.title("Puissance pour $\sigma=1, \mu_{H0}=3.0$")
plt.savefig("betaplot.pdf")

==============Resultats:==============================

mu= 3.5 muH0= 3.0 sigma= 1 n= 100 beta( 3.5 )= 1.0
mu= 3.5 muH0= 3.0 sigma= 1 n= 10 beta( 3.5 )= 0.35
mu= 3.5 muH0= 3.0 sigma= 2 n= 100 beta( 3.5 )= 0.71
mu= 3.1 muH0= 3.0 sigma= 1 n= 100 beta( 3.1 )= 0.17

Figure 1.5 � Fonction puissance pour les exemples du test bilatéral� = 3 contre
� 6= 3.

2. � connu et problème de testH0 : � = 3 contre H1 : � > 3.
� = 1T >q avecq = qN (0;1)

1� � et T =
p

n �X � 3
� . La fonction puissance, pour� > 3,
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est donnée par

� (� ) = P � (T > q) = P � (
p

n
�X � 3

�
> q)

= P � (
p

n
�X � �

�
> q +

p
n

3 � �
�

)

= 1 � P � (
p

n
�X � �

�
� q+

p
n

3 � �
�

)

= 1 � �( q+
p

n
3 � �

�
)

Dans ces deux premiers exemples, on voit immédiatement que la fonction puis-
sance tend vers1 lorsquen ! 1 . Cela signi�e que pour tout � de l'alternative
et pour tout � > 0, il existe une taille d'échantillonn0 telle que la probabilité
de rejeter à tort H1, quand on est sousP � pour ce� particulier, est plus pe-
tite que � si n � n0. En revanche, dans les deux cas, on peut montrer que la
fonction puissance ne tend pas vers 1 uniformément, ce qui signi�e que cen0

dépend de� (considérer par exemple la suite� n = 3 + 1
n ). L'erreur de seconde

espèce, qui est dé�nie par un sup, ne tend pas vers 0. Voir aussi l'encadré 1.7.2.

3. � inconnu et problème de testH0 : � = 3 contre H1 : � > 3.
Si � est inconnu, on ne peut plus baser notre test surT =

p
n �X � 3

� car T
n'est plus calculable. On remplace donc� par un estimateur, ici prenonŝ� =q

1
n� 1

P n
i =1 (X i � �X )2. Avec cet estimateur�̂ on dé�nit donc T =

p
n �X � 3

�̂ . La
loi de cette statistique sousH0 est la loi de Student àn � 1 degrés de liberté.
En e�et on a

T =
p

n
�X � 3

�̂
=

p
n �X � 3

�
�̂
�

=
p

n �X � 3
�q

�̂ 2

� 2

(1.8)

avec
p

n
�X � 3

�
� N (0; 1) et

�̂ 2

� 2
=

P n
i =1

(X i � �X )2

� 2

n � 1
�

� 2(n � 1)
n � 1

et �X est indépendant de�̂ 2 (cf. résultat de type Cochrane). On pose donc
� = 1T >q avecq = qT (n� 1)

1� � . Ce test est appelé test de Student.
La fonction puissance, pour� > 3, est donnée par

� (� ) = P � (T > q) = P � (
p

n
�X � 3

�̂
> q)

= P � (
p

n( �X � � + � � 3) > q�̂ )

= P � (
p

n( �X � � ) > q�̂ +
p

n(3 � � ))

= P � (
p

n
�X � �

�
>

q�̂ +
p

n(3 � � )
�

)

= 1 � P � (
p

n
�X � �

�
�

q�̂ +
p

n(3 � � )
�

):
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Si on poseU =
p

n
�X � �

� et V = q�̂ +
p

n(3� � )
� on a� (� ) = 1 � P(U � V) avecU et

V indépendantes, puisque�X et �̂ sont indépendantes. Donc, d'après l'exemple
2 de la section 1.5,� (� ) = 1 � E[FU (V)] où FU est la cdf deU =

p
n

�X � �
� �

N (0; 1). On obtient donc �nalement

� (� ) = 1 � E
�
�(

q�̂ +
p

n(3 � � )
�

)
�
:

On peut ensuite véri�er si la puissance tend bien simplement vers 1 quand
n tend vers l'in�ni. Pour cela on peut utiliser l'expression ci-dessus. Mais
on peut aussi déduire cette propriété directement, sans faire appel à cette
expression. Rappelons une méthode assez fréquemment utilisée pour montrer
cette propriété : pour �xer les idées, on doit montrer queP � (T > cn ) tend
vers 1 quandn tend vers l'in�ni. Il su�t alors de :

� montrer que la statistique de test Tn se décompose enTn = Tn;0 + Tn;1

avec

� Tn;0 = OP (1) ("grand O en probabilité", typiquement on montre queTn;0

converge en loi)

� Tn;1
P roba! + 1 ,

� et cn = O(1).

On a ici : Tn =
p

n �X � 3
�̂ = Tn;0 + Tn;1 avec Tn;0 =

p
n

�X � �
�̂ , Tn;1 =

p
n � � 3

�̂ et
cn = qT (n� 1)

1� � . On a, sousP � avec� > 3 et quand n ! + 1 ,

Tn;0 � T(n � 1) donc Tn;0 = OP (1):

Tn;1
p:s:
! + 1

et en�n qT (n� 1)
1� � ! qN (0;1)

1� � car la loi de Student àn � 1 degrés de liberté tend
vers la loi normale standard (cf chapitre 2 théorème 2.20).

1.7.3 La p-valeur

Dé�nition 1.14. Supposons avoir construit une famille de tests� � (X ), chacun de
niveau � , pour � 2 [0; 1]. La p-valeur associée à cette famille est la variable aléatoire
réelle dé�nie par

p(X ) = inf f � 2 [0; 1] : � � (X ) = 1 g:

Intuition 1.7.3. Interprétation de la p-valeur : plus lap-valeur obser-
vée est petite, plus on a envie de rejeterH0 car cela signi�e que la valeur
observée de la statistique utilisée pour le test est atypique pourH0.

Remarque 1.15. On constate quep(X ) est le niveau à partir duquel on se met
à rejeter H0. C'est comme si on faisait le test sans connaître le� et on tire la
conclusion à la �n une fois que le� est dévoilé. Donc
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� Si p(x) < � alors on rejetteH0 au niveau� .

� Si p(x) > � alors on conserveH0 au niveau� .

•
Mise en garde 1.7.3. Une p-valeur petite ne veut pas dire que

l'on a plus de chances d'être sousH1 que sousH0 : ça dépend en
fait du comportement de la p-valeur sousH1. On sait que, sous cer-
taines conditions du moins (cf chapitre 2), lap-valeur suit une loi
uniforme sousH0, mais on ne sait pas forcément le comportement
de la p-valeur sousH1. La question de la probabilité deH0 sachant
les données est une question bayésienne à laquelle on peut répondre
si on a un a priori sur l'alternative (il faut aussi parfois un a priori
sur H0). Attention donc à l'interprétation des p-valeurs, ne pas
dire "la p-valeur est petite donc la probabilité queH0 soit fausse est
grande".
Pour autant, une p-valeur importante n'implique pas forcément que
H0 soit vraie. Il se peut que le test ne soit pas puissant. Par exemple
considérons le test� (X ) � 0 : ce test accepte toujoursH0. L'en-
semble dans la dé�nition de la p-valeur est vide, par convention on
prend son sup pour dé�nir la p-valeur, c'est-à-dire que lap-valeur
est égale à 1.

Exemple 1.16. Un exemple de cas où le calcul de lap-valeur est très simple :
supposons que le test est de la forme� � (X ) = 1T (X )>k � , que � 0 = f � 0g et que la
statistique T(X ) a, sousP � 0 , une loi de cdfF0 strictement croissante et continue.
Alors on a k� = F � 1

0 (1 � � ). Et on voit facilement que

p(x) = 1 � F0(T(x)):

En e�et,

P � 0 (T(X ) > k � ) = � () 1 � F0(k� ) = � () k� = F � 1
0 (1 � � ):

Et la p-valeur observée est donnée par

p(x) = inf f � 2 ]0; 1[: T(x) > F � 1
0 (1 � � )g

= inf f � 2 ]0; 1[: F0(T(x)) > 1 � � g

= inf f � 2 ]0; 1[: � > 1 � F0(T(x))g

= 1 � F0(T(x)):

Dans ce cours, on supposera toujours que

� le test est conçu de façon à maximiser la région de rejet.

� � � (X ) décroit quand � décroit.
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Intuition 1.7.4. La première hypothèse est naturelle. Dans la dé�ni-
tion d'un test de niveau� , on exige que l'erreur de première espèce soit
plus petite que� . On a alors une in�nité de solutions possibles : en e�et
si P � 0 (T > c1) � � alors P � 0 (T > c2) � � pour tout c2 > c1. Si on veut
minimiser l'erreur de seconde espèce, il faut alors maximiser la région
de rejet (et donc prendrec le plus petit possible).
La seconde hypothèse est aussi très naturelle. Elle se réécrit

� 1 � � 2 =) R � 1 � R � 2

autrement dit, si on rejette à un niveau� 1 alors on rejette aussi à tout
niveau � 2 � � 1.

Théorème 1.17. ("théorème de Wasserman")
On suppose que les tests que l'on fait à un niveau� donné maximisent la région

de rejet.

� Supposons qu'une famille de tests soit de la forme� � (X ) = 1T (X )� k� , pour
� 2 ]0; 1[. Alors, si le test est de taille� , la p-valeur s'écrit

p(x) = sup
� 2 � 0

P � (T(X ) � T(x));

où x est la valeur observée deX .

� Pour une famille de tests de taille � de la forme � � (X ) = 1T (X )� k� , on a
p(x) = sup � 2 � 0

P � (T(X ) � T(x)).

� Si la variable T(X ) a une loi discrète de cdfF0 �xe sous H0 et si la famille de
tests est de la forme� � (X ) = 1T (X )� k� alors

p(x) = F0(T(x)) = PH 0 (T(X ) � T(x))

� Si la variable T(X ) a une loi discrète de cdfF0 �xe sous H0 et si la famille
de tests est de la forme� � (X ) = 1T (X )� k� , avec les mêmes hypothèses, on a
p(x) = PH 0 (T(X ) � T(x)).

� Ces formules sont encore vraies s'il existe � 0 tel que pour tout t,

sup
� 2 � 0

P � (T(X ) � t) = P � 0 (T(X ) � t)

si le test s'écrit � � (X ) = 1T (X ) � k � ou

sup
� 2 � 0

P � (T(X ) � t) = P � 0 (T(X ) � t)

si le test s'écrit � � (X ) = 1T (X ) � k �

Admis.
Ce qu'on veut dire par loi �xe : T(X ) a la même loi8� 2 � 0. Par exemple c'est

le cas si� 0 = f � 0g. C'est aussi le cas pour le test de Kolmogorov-Smirnov, le test
du signe et les tests de Wilcoxon (cf chapitre 2).

Exemples de calculs de p-valeurs
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� Soit X 1; : : : ; X n
iid� N (�; � 2) avec� et � 2 inconnus. On veut tester

H0 : � = 2 contre � � 2:

Le test utilisé est alors le test de Student (cf "exemples de calcul de puissance",
item 3). Le test est alors� = 1T � qT ( n � 1)

�
avecT =

p
n �X � 2

�̂ . On est alors dans
les conditions d'application du théorème de Wassermann, item 1 : en e�et,
puisque la loi de Student est une loi continue, on a bien un test de taille� (et
pas seulement de niveau� ). La p-valeur observée est donc donnée par

p(xn
1 ) = FT (n� 1)(T(xn

1 ))

où T(xn
1 ) est l'observation de la statistiqueT(X n

1 ).

Application numérique : n = 20, 1
20

P 20
i =1 x i = 1:34 et

q
1
20

P 20
i =1 (x i � �x)2 =

1:06, ce qui donne la valeur observéeT(xn
1 ) =

p
20(1:34� 2)=1:06 = � 2:78. La

p-valeur observée est donnée parp(xn
1 ) = 0 :01. On peut trouver cette valeur

sur R en utilisant la commandept(-2.78,19) . Pour obtenir directement ce
résultat sans faire de calcul, on peut utiliser la commande R
t.test(-2.78,mu=2,alternative="less") .

� Soit X 1; : : : ; X n
iid� Be(p). On veut tester

H0 : p = 1=2 contre p > 1=2:

On utilise la statistique T =
P n

i =1 X i qui suit, sous H0, une loi binomiale
B(n; 1=2). Au vu de H1, on rejette quand T est trop grand. Donc on pose
� = 1T >c où c est déterminé par le fait que le test est de niveau�

P1=2(T > c) � �: (1.9)

Attention ici la statistique T est discrète donc sa cdfFB (n;1=2) sousP1=2 n'est
pas continue. Donc on ne peut pas toujours avoir l'égalité.
On verra au chapitre 2 que le plus petit entierc véri�ant (1.9) est donné par
c = qB (n;1=2)

1� � , i.e. le quantile d'ordre1 � � de la loi binomialeB(n; 1=2). Cela
donne le test suivant

� = 1T >q B ( n; 1=2)
1� �

:

Remarquez que, commeT est presque sûrement à valeurs entières, ce test
peut aussi s'écrire� = 1f T � qB ( n; 1=2)

1� � +1 g. Donc il a bien l'une des formes indi-

quées dans le théorème de Wassermann. Nous sommes bien dans les conditions
d'application de ce théorème (2ème item), donc la p-valeur observée est donnée
par

p(xn
1 ) = P(Z � T(xn

1 )) = 1 � P(Z < T (xn
1 )) = 1 � FB (n;1=2)(T(xn

1 ) � 1):

où Z désigne une variable aléatoire de loiB (n; 1=2).
Par exemple, sin = 20, et si la valeur observée de

P n
i =1 X i est 11 alors la

p-valeur du test estp(xn
1 ) = 0 :41. Donc on a tendance à accepterH0 au vu

des données.
On peut obtenir cette valeur sur R avec la commandepbinom(10,20,1/2) .
On retrouve cettep-valeur directement utilisant la commande
binom.test(11,20,1/2,alternative="greater") .
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Remarque 1.18. Attention aux inégalités strictes versus inégalités larges, elles ont
leur importance, surtout pour des variables discrètes. Dans le théorème de Wasser-
mann, il s'agit d'inégalités larges.

Pour une variable discrète, on dé�nira le test à partir d'inégalités strictes comme
ci-dessus. On peut toujours transformer ce type de test en un test avec égalité large
(ex : T > 3 () T � 4 si T prend des valeurs entières).

Méthode pour construire un test

1. Choix deH0 et H1.

2. Détermination de T(X ), la statistique de test. On doit connaitre sa loi sous
H0. Evidemment on souhaite aussi que cette statistique ait un comportement
di�érent sous H0 et sousH1 pour pouvoir discriminer les deux hypothèses.

3. Allure de la zone de rejet en fonction deH1 (i.e. en fonction du comportement
de T(X ) sousH1).

4. Observation de la réalisationT(x) de T(X ).

5. Calcul de lap-valeur associéep(x) et comparaison à un seuil �xé par un non-
statisticien.

6. Conservation ou non deH0.

1.7.4 Interprétation des p-valeurs : d'autres exemples et dé-
tails

Comme la p-valeur est dé�nie comme un in�mum, ce n'est pas forcément un
"min" donc on ne sait pas a priori sip(x) 2

n
� 2 ]0; 1[: � � (x) = 1

o
ou pas, c'est-

à-dire qu'on ne sait pas si on rejetteH0 pour le niveau � = p(x). Appelons � � la
p-valeur p(x) de façon à la considérer comme un niveau. Pour �xer les idées (ça
ne change rien au raisonnement), supposons que� � � (x) = 1 , autrement dit, pour
le niveau � � on rejette H0. On rappelle que le niveau� est choisi comme étant la
probabilité de rejeter à tort H0 (ou un majorant de cette probabilité si on ne peut
pas avoir l'égalité pour tout � ).

Donc si on regarde la p-valeur comme un niveau� � , alors on rejette pour ce
niveau � � et, si � � est très petit, alors la probabilité de rejeter à tort est très faible.
En quelque sorte, plus la p-valeur observée est petite, plus on on a envie de rejeter
H0.

Supposons que l'on ait observé une p-valeur dep = 0:001, qui est donc très
petite. Alors pour le niveau� = 5% on rejette H0 puisque0:001 < 0:05. Mais en
plus, le fait de connaitre la p-valeur nous apporte une information supplémentaire :
le fait que p soit vraiment petit ici nous donne une certaine con�ance dans notre
rejet. Par exemple si on avait eup = 0:04 alors on aurait aussi rejeté au niveau
� = 5% mais on l'aurait fait avec moins d'assurance.

Les logiciels de statistique donnent toujours la p-valeur quand on leur demande
de faire un test. Prenons l'exemple du test de Student. On a dans un vecteurx
un échantillon de gaussiennes de moyenne et variance inconnues et on veut tester
H0 : � = 1:5 contre � 6= 1:5 où � est la moyenne. Alors on peut utiliser la commande
R suivante
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t.test(x,mu=1.5)

dont la sortie est

One Sample t-test

data: x
t = -1.9561, df = 19, p-value =
0.06532
alternative hypothesis: true mean is not equal to 1.5
95 percent confidence interval:
0.6181763 1.5298237

sample estimates:
mean of x

1.074

On tombe sur une p-valeur d'environ0:06 donc on accepte (tout juste)H0 au
niveau 5%. Là encore, comme la p-valeur est proche du niveau, on n'a pas une
con�ance énorme en le résultat �nal.
Interprétation à l'aide du théorème de Wassermann

Reprenons un des exemples précédents : premier item de "exemples de calculs
de p-valeurs". La p-valeur s'écrit dans cet exemplep(xn

1 ) = FT (n� 1)(T(xn
1 )) . Dans

l'application numérique, la valeur observée de la statistiqueT est t = � 2:78. Si on
est vraiment sousH0, t est alors censée être la valeur observée d'une statistique
qui suit une loi de Student à 19 degrés de liberté, et la p-valeur mesure alors la
probabilité qu'une variable de Student à 19 degrés de liberté soit plus petite que
-2.78, c'est-à-dire la probabilité d'observer une valeur deT plus petite que -2.78
si on est vraiment sous H0. Donc la p-valeur mesure en quelque sorte le côté
atypique de la valeur observée, par rapport à ce qu'il est censé se passer sousH0.

Ici, si on était vraiment sousH0, il y aurait une probabilité de 1% d'observer
une valeur inférieure ou égale à� 2:78 pour la statistique T. Donc -2.78 est plutôt
une valeur atypique pourH0 et on penche donc pour le rejet deH0.
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1.8 Exercices

Exercice 1.1. Soit X une variable aléatoire réelle, absolument continue de densité
continuef , de fonction de répartitionF . On observe unn-échantil lon iid (X 1; : : : ; X n )
de même loi queX . On considère la statistiqueT qui ordonne l'échantil lon dans le
sens croissant :

T(X 1; : : : ; X n ) = ( X (1) ; : : : ; X (n));

avecX (1) � X (2) � � � � � X (n) : (X (1) ; : : : ; X (n)) s'appelle la statistique d'ordre.

1. On suppose pour cette question uniquement que lesX i sont seulement indé-
pendants et de lois continues (c'est-à-dire que lesX i sont indépendants et ont
tous une fonction de répartitionFi continue, mais pas forcément absolument
continue). Montrer que

P(9 i 6= j : X i = X j ) = 0 ;

et que dans la dé�nition de la statistique d'ordre, on peut donc se limiter à des
inégalités strictes :X (1) < X (2) < � � � < X (n) :

2. Déterminer la densité de la loi dun-uplet (X (1) ; : : : ; X (n)).

3. Déterminer la fonction de répartition Fk et la densitéf k de X (k) .

4. Montrer que siE[jX j] est �nie, alors il en est de même deE[jX (k) j].

5. Rappeler les densités des lois deX (1) et X (n) et déterminer la densité du couple
(X (1) ; X (n)). Quelle est la loi deWn = X (n) � X (1) ?

6. On considère une suite(Ui ) i 2 N de variables i.i.d. selon la loi uniforme sur
[0; 1], et on pose

Yn = min
1� i � n

Ui Zn = max
1� i � n

Ui � min
1� i � n

Ui

(a) Montrer que nYn converge en loi vers une loi exponentielle.

(b) Étudier la convergence en loi deZn , puis sa convergence en probabilité et
L1.

(c) Soit � > 0. Calculer P[jZn � 1j > � ]. En déduire queZn converge presque
sûrement.

(d) Rappeler les implications logiques entre les modes de convergence étudiés :
en loi, en probabilité, en normeL1, en normeL2, presque sûre.

Exercice 1.2. On reprend un exemple du cours. La limite légale d'un polluant
contenu dans les déchets d'une usine est de 6mg/kg. On e�ectue un dosage sur
20 prélèvements sur lesquels on observe une moyenne empirique de 7mg/kg avec un
écart-type empirique de 2.4mg/kg. On admet que la loi de dosage est gaussienne.

On observe doncX 1; : : : ; X 20
iid� N (�; � 2) avec� et � 2 inconnus.

1. Faire un test de niveau� pour le problème de test suivant :

H0 : � � 6 contre H1 : � > 6:
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2. On calcule à partir de ces données�x = 7 et �̂ 2 = 1
19

P 20
i =1 (x i � �x)2 = 2:42.

Calculer la p-valeur observée et conclure si on choisit le niveau� = 5%.

Exercice 1.3. On dispose d'un échantil lon de loi Bernoulli de paramètrep : X 1; : : : ; X n
iid�

Be(p).

1. Proposer une procédure de test pour le problème suivant

H0 : p = 1=2 contre H1 : p > 1=2:

2. Proposer une procédure de test pour le problème suivant

H0 : p = 1=2 contre H1 : p 6= 1=2

3. Proposer un test asymptotique pour le problème de la question précédente.

4. Calculer la puissance du test asymptotique de la question 3. La puissance tend-
elle simplement vers 1 quandn tend vers l'in�ni ?

5. Application numérique. On calcule à l'aide des données,n = 100, �x = 0:59,
q0:95 = 58, q0:975 = 60 où on noteq� le quantile d'ordre � de la loi binomiale
B(100; 1=2). Quelle est la conclusion des deux premiers tests ci-dessus, au
niveau � = 0:05, pour ces données ?
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Chapitre 2

Estimation de la fonction de
répartition

2.1 Consistance des fonctions de répartition em-
piriques

On considèreX n
1 = ( X 1; : : : ; X n ) un n-échantillon iid de cdfF : 8x 2 R; F (x) =

P(X 1 � x). On rappelle que :

� F est croissante

� F est continue à droite

� limx! + 1 F (x) = 1 et limx!�1 F (x) = 0 .

On peut préciser que, étant croissante, elle a une limite à gauche en tout point
et elle admet au plus un nombre dénombrable de discontinuités aux pointsx tel que
P(X j = x) 6= 0.

Il existe un estimateur naturel deF : la fonction de répartition empirique.

Dé�nition 2.1. la fonction de répartition empirique associée àX n
1 = ( X 1; : : : ; X n )

est la fonction aléatoire dé�nie par :F̂n :
R ! [0; 1]
x ! 1

n

P n
i =1 1X i � x

Remarque 2.2. Pour insister sur le caractère aléatoire dêFn , on peut écrire parfois
F̂n (!; x ) au lieu deF̂n (x). F̂n (!; x ) désigne donc la valeur de la cdf̂Fn en x quand
l'observation est! .

Remarque 2.3. On construit facilement F̂n car c'est une fonction en escalier.
Fixons ! et écrivons(x1; : : : ; xn ) = ( X 1(! ); : : : ; X n (! )) . Alors F̂n (!; x ) = 1

n

P n
i =1 1x i � x

est la fonction de répartition de la variables aléatoireZ à valeurs dansf x1; : : : ; xng
et telle queP(Z = x i ) = k

n si la valeur x i apparait k fois dans f x1; : : : ; xng. Par
exemple, si tous lesx i distincts, alors F̂n (!; �) est la cdf de la loi uniforme sur
f x1; : : : ; xng.

Soit (X (1) ; : : : ; X (n)) la statistique d'ordre associée àX n
1 . On rappelle que cela

signi�e que f X (1) ; : : : ; X (n)g = f X 1; : : : ; X ng et

X (1) � X (2) � : : : X (n) :
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La fonction F̂n (!; �) est discontinue aux pointsX (j )(! ). Elle a un saut égal au nombre
de fois où la valeurX i (! ) apparait dansf X 1(! ); : : : ; X n (! )g. En particulier si tous
les X i (! ) sont distincts, i.e. X (j )(! ) < X (j +1) (! ) pour tout j , alors F̂n (!; x ) = j

n
pour tout x 2 [X (j )(! ); X (j +1) (! )[. Dans tous les cas, elle vaut 0 sur] � 1 ; X (1) (! )[
et 1 sur [X (n)(! ); + 1 [.

Proposition 2.4. Soit x 2 R, F̂n (x) est un estimateur sans biais deF (x)
et limn!1 F̂n (x) = F (x) p.s. Par ailleurs

p
n(F̂n (x) � F (x)) Loi�! N (0; F (x)(1 � F (x)))

Démonstration. F̂n (x) = 1
n

P n
i =1 1X i � x avec1X i � x

iid� Be(F (x)) donclimn!1 F̂n (x) =
F (x) p.s. découle de la LGN. La deuxième propriété vient du théorème limite central
en remarquant queVar (1X i � x ) = F (x)(1 � F (x)).

Ce résultat est de nature paramétrique carx est �xé. On peut aller plus loin.

Théorème 2.5. (Glivenko-Cantelli) Soit (X 1; : : : ; X n ) un n� échantil lon iid de fonc-
tion de répartition F . Alors la fonction de répartition empirique est un estimateur
fortement consistant deF pour la norme de la convergence uniforme :

lim
n!1

kF̂n � F k1 = lim
n!1

sup
x2 R

jF̂n (x) � F (x)j = 0 p.s.

La preuve sera donnée dans la section 2.3.

Dé�nition 2.6. A toute fonction de répartition F on associe son inverse généralisé
F (� 1) dé�nie comme suit :

8q 2 [0; 1] F (� 1)(q) = inf f x 2 R : F (x) � qg

F (� 1) est aussi appelée la fonction quantile.

Proposition 2.7. On a F (� 1) = F � 1 quandF est bijective. De plus,

1. F (F (� 1)(q)) � q pour tout q 2 [0; 1].

2. 8x 2 R; 8q 2 [0; 1]; F (x) � q , x � F (� 1)(q).

3. Si U � U[0; 1] alors F (� 1)(U) est une v.a. de fonction de répartitionF .

4. Si F est continue alorsF (F (� 1)(q)) = q. pour tout q 2]0; 1[.

5. Si Z admet pour fonction de répartitionF continue alorsF (Z ) � U[0; 1].

6. F (� 1) est croissante.

Démonstration. 1. Par dé�nition de F (� 1)(q), il existe une suite(un )n� 0 telle que
F (un ) � q et un !

n!1
F (� 1)(q) en décroissant (c'est donc une limite à droite) .

CommeF est continue à droite,F (un ) ! F (F (� 1)(q)). Donc F (F (� 1)(q)) � q.

2. � Si F (x) � q alors par dé�nition F (� 1)(q) � x.

� Si x � F (� 1)(q) alors par croissance deF on a F (x) � F (F (� 1)(q)) donc
F (x) � q par l'item 1.
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Figure 2.1 � Fonction de répartition (en rouge) avec palier et saut

3. D'après l'item 2 on aP(F (� 1)(U) � t) = P(U � F (t)) et P(U � F (t)) = F (t)
car F (t) 2 [0; 1].

4. D'après l'item 1, il su�t de montrer que F (F (� 1)(q)) � q. Si F est continue
alors ]0; 1[� Im (F ), d'après le théorème des valeurs intermédiaires. Donc il
existe xq 2 R tel que F (xq) = q. Donc par dé�nition F (� 1)(q) � xq. Donc par
croissance deF , F (F (� 1)(q)) � q.

5. Soit t 2 ]0; 1[. On a

P(F (Z ) < t ) = 1 � P(F (Z ) � t)

= 1 � P(Z � F (� 1)(t))

= P(Z < F (� 1)(t))

= F (F (� 1)(t))

= t

où on a utilisé l'item 2 pour la 2ème ligne, le fait queF est continue pour la
4ème ligne, et l'item 4 pour la dernière ligne. Comme] � 1 ; x] = \ t>x ] � 1 ; t[
on aP(F (Z ) � x) = lim t ! x;t>x P(F (Z ) < t ) = lim t ! x;t>x t = x. Donc F (Z ) �
U[0; 1].

6. Soit q1; q2 2 [0; 1] avecq1 � q2. Alors f x 2 R : F (x) � q2g � f x 2 R : F (x) �
q1g donc F (� 1)(q1) � F (� 1)(q2).
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Remarque 2.8. Les item 1 et 4 peuvent "se déduire" à partir d'un dessin. On "voit"
également que les paliers deF correspondent à un point de discontinuité deF (� 1) et
qu'un saut deF correspond à un palier deF (� 1).

Remarque 2.9. Dans un certain nombre de cas (cf exemples ci-dessous), la p-valeur
p(X ) d'un test suit une loi uniforme sousH0.

Exemple 2.10. Un échantil lon X 1; : : : ; X n
iid� N (�; � 2) avec � inconnu. Problème

de test H0 : � = � 0 contre H1 : � � � 0. On utilise le test de Student� =
1T � qT ( n � 1)

�
. Alors d'après le théorème de Wassermann, la p-valeur observée s'écrit

p(xn
1 ) = FT (n� 1)(T(xn

1 )) . Donc la p-valeur p(X n
1 ), en tant que variable aléatoire, vé-

ri�e p(X n
1 ) = FT (n� 1)(T(X n

1 )) . Or T(X n
1 ) � T(n � 1) sousH0. Donc, d'après l'item

5 de la proposition précédente,p(X n
1 ) suit une loi uniforme sousH0.

Exemple 2.11. : même contexte mais avecH1 : � � � 0. Alors le test s'écrit � =
1T � qT ( n � 1)

1� �
. Et la p-valeur observée satisfaitp(xn

1 ) = P � 0 (T(X n
1 ) � T(xn

1 )) = P(Z �

T(xn
1 )) avecZ � T(n � 1). Donc p(xn

1 ) = 1 � FT (n� 1)(T(xn
1 )) . Ainsi la p-valeur, en

tant que variable aléatoire, satisfaitp(X n
1 ) = 1 � FT (n� 1)(T(X n

1 )) . A nouveau, sous
H0, FT (n� 1)(T(X n

1 )) � U[0; 1] donc p(X n
1 ) � U[0; 1].

Exemple 2.12. Même contexte mais avecH1 : � 6= � 0. Alors le test s'écrit � � =
1jT j� qT ( n � 1)

1� �
2

. et la p-valeur observée s'écrit

p(xn
1 ) = inf

n
� 2 ]0; 1[: jT(xn

1 )j � F � 1
T (n� 1)(1 �

�
2

)
o

= inf
n
� 2 ]0; 1[: FT (n� 1)(jT(xn

1 )j) � 1 �
�
2

o

= inf
n
� 2 ]0; 1[: � � 2

h
1 � FT (n� 1)(jT(xn

1 )j
io

= 2[1 � FT (n� 1)(jT(xn
1 )j]:

Ainsi
p(X n

1 ) = 2
h
1 � FT (n� 1)(jT(X n

1 )j)
i

Pour simpli�er, on note T(X n
1 ) = T et FT (n� 1) = F . On a alors si x 2 [0; 1],

P
�
2[1� F (jTj)] � x

�

= P
�
F (jTj) � 1 �

x
2

�

= P
�
F (T) � 1 �

x
2

; T � 0
�

+ P
�
F (� T) � 1 �

x
2

; � T � 0
�

= 2P
�
F (T) � 1 �

x
2

; T � 0
�

= 2P
�
F (T) � 1 �

x
2

�

= x

On a utilisé

� pour la 3ème ligne : la symétrie de la loi deT.
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� pour la 4ème ligne : 1� x
2 > 1=2 si x 2]0; 1[. Or F est la cdf deT(n� 1), doncF

est continue et correspond à une loi symétrique. DoncF (x) = 1 � F (� x). Donc
F (0) = 1 =2 et commeF est strictement croissante, on aF (x) � 1

2 =) x � 0

� pour la dernière ligne : 1 � F (T) � U[0; 1] et 1 � x
2 2]0; 1[.

Donc, à nouveau,p(X n
1 ) � U[0; 1].

2.2 Estimation de quantiles

Pour la construction de tests et de régions de con�ance, on s'appuie sur la notion
de quantiles. On rappelle la dé�nition générale d'un quantile.

Dé�nition 2.13. Pour � 2 [0; 1], on appelle quantile d'ordre� d'une loi de proba-
bilité P à support dansR la quantité

q� = inf f x 2 R : P(] � 1 ; x]) � � g

Autrement dit, en utilisant la fonction inverse généralisé, siP admet F pour
fonction de répartition

q� = F (� 1)(� )

Exemple 2.14. Soit la loi � 0+ � 1+ � 2
3 . La quantile de25%est 0 et celle de75%est 3.

Proposition 2.15. 1. quand la fonction de répartitionF est inversible, le quan-
tile d'ordre � est égale àF � 1(� ) et alors on aF (q� ) = � . Et le quantile est
l'unique solution de cette équation.

2. Plus généralement siF est continue, on aF (q� ) = � . (mais la solution n'est
pas unique)

3. On a toujours F (q� ) � � et, F (q�
� ) � � , i.e P(X < q � ) � � . Autrement dit

P(X � q� ) � � et P(X � q� ) � 1 � �:

Démonstration. 1. évident.

2. F (q� ) = � est l'item 4 de la proposition 2.7.

3. F (x � ) � lim t ! x;t<x F (t) = lim t ! x;t<x P(] � 1 ; t]) = P(] � 1 ; x[). De plus si
x < q � alors, par dé�nition de q� , on a F (x) < � . Donc F (q�

b ) � � .

Exemple 2.16. La médianem véri�e

P(X � m) � 1=2 et P(X � m) � 1=2:

Et on a P(X � m) = P(X � m) = 1 =2 quandF est continue.

Remarque 2.17. D'autres conventions existent pour la dé�nition d'un quantile. On
peut aussi dé�nir un quantile de manière non unique. Souvent, on appelle quantile
d'ordre � de la loi F tout nombreq� tel que

P(X � q� ) � � et P(X � q� ) � 1 � �: (2.1)
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Proposition 2.18. Soit X une variable aléatoire réelle de cdfF , et � 2 ]0; 1[. Le
plus petit réelc tel queP(X > c ) � � est égal àqF

1� � .

Démonstration. P(X > c ) � � , P(X � c) � 1 � � . Par dé�nition, le plus petit
réel c véri�ant cette inégalité est F (� 1)(1 � � ).

Exemple 2.19. Soit X 1; : : : ; X n
iid� Be(p). On veut tester au niveau�

H0 : p = 1=2 contre p > 1=2:

On utilise une procédure de test� � = 1P n
i =1

X i >c avecc choisi de façon à ce que le
niveau du test soit plus petit que� et tel que la région de rejet soit maximisée. On
choisit doncc = qB (n;1=2)

1� � .
Si on veut tester au niveau�

H0 : p = 1=2 contre p < 1=2:

On utilise une procédure de test de la forme� = 1P n

i =1
X i � c. Attention ici, la valeur c = q�

ne fonctionne pas (ni avec le test� = 1P n

i =1
X i � c ni avec � = 1P n

i =1
X i <c ). On sait en e�et

seulement queP(
P n

i =1 X i � q� ) � � (alors qu'on souhaite � � ). Dans cet exemple, on pourrait
utiliser c = � q� B (n; 1=2)

1� � .
Ce type de problème ne se pose pas pour les variables continues puisque dans ce cas on a

l'égalité (et en plus le fait d'utiliser une inégalité large ou stricte n'a pas d'importance). Dans la
suite, nous n'utiliserons essentiellement que des tests de la forme1T >c ou 1 jT j>c , que la loi deT
soit continue ou discrète.

On admet le théorème suivant. Une preuve, pour les étudiants intéressés, se
trouve dans les annales de l'examen 2018.

Théorème 2.20. Soit (Fn )n� 0 une suite de fonctions de répartition surR et F une
fonction de répartition sur R. Alors Fn converge versF en tout point de continuité
de F si et seulement siF (� 1)

n converge versF (� 1) en tout point de continuité de
F (� 1).

Exemple 2.21. La loi de Student àn degrés de liberté tend vers la loi normale
standard. � � 1 est continue. Donc, pour tout� 2 ]0; 1[, qT (n)

� !
n!1

qN (0;1)
� .

On a besoin des quantiles pour les procédures de tests ainsi que pour les régions
de con�ance. Parfois on ne sait pas calculer les quantiles de la loi mais on sait
simuler cette loi. Le quantile empirique peut alors être utilisé en remplacement du
vrai quantile.

On rappelle la notation suivante pour les statistiques d'ordre :

X (1) � : : : � X (n)

Dé�nition 2.22. Le quantile empirique d'unn échantil lon iid X = ( X 1; : : : ; X n )
est dé�ni, pour � 2 ]0; 1], par

q̂n;� = F̂ (� 1)
n (� )
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Intuition 2.2.1. Il s'agit donc des quantiles des cdf (lois) empiriques.

Proposition 2.23.
F̂ (� 1)

n (� ) = X (dn� e)

où on a notédte = min f m 2 N : m � tg.

Intuition 2.2.2. Dans la formule précédenteX (dn� e) est en pratique la
valeur de ladn� e-ème variable de la statistique d'ordre.

Démonstration. On va utiliser la propriété immédiate suivante : pour toutx,

x � d xe < x + 1:

1. Il y a au moinsdn� e indicesi 2 [n] tels queX i � X (dn� e) donc

F̂n (X (dn� e)) �
dn� e

n
� �: (2.2)

2. Soit x < X (dn� e) . Il y a au plus dn� e � 1 indicesi 2 [n] tels queX i � x donc

F̂n (x) �
dn� e � 1

n
< �: (2.3)

(2.2) et (2.3) donnent le résultat.

Le théorème de Glivenko-Cantelli assure quekF̂n � F k1 ! 0 presque sûrement.
On s'attend donc à ce quêqn;� soit proche deq� quand n est grand.

Théorème 2.24. Soit � 2 ]0; 1[ tel queF (� 1) est continue en� . Alors on a

lim
n!1

q̂n;� = q� p:s:

Démonstration. D'après le théorème de Glivenko-Cantelli, il existe un ensemble me-
surableA tel que P(A) = 1 et si ! 2 A, kF̂n (!; �) � F (�)k1 !

n!1
0. Soit ! 2 A. On

a en particulier F̂n (!; t ) !
n!1

F (t) pour tout t 2 R. Donc F̂ (� 1)
n (!; t ) !

n!1
F (� 1)(t)

en tout point de continuité t de F (� 1) d'après le théorème 2.20.

Remarque 2.25. Un point de continuité � pour F (� 1) correspond à point de crois-
sance stricteq� pour F .

Remarque 2.26. On voit donc que si on ne sait pas calculer facilement le quantile
d'une loi, mais si on sait simuler cette loi, on peut avoir une valeur approchée de ses
quantiles en simulant un échantil lon su�samment grand et en calculant le quantile
empirique. Une question associée est : quelle est la taille d'échantil lon nécessaire
pour avoir une précision donnée ? Le théorème suivant donne en partie une réponse à
cette question. Sa preuve dépasse le cadre de ce cours donc on admettra ce théorème.
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Théorème 2.27. Si F est dérivable enq� avecF 0(q� ) > 0 alors

p
n(q̂n;� � q� ) Loi�! N

�

0;
� (1 � � )
�
F 0(q� )

� 2

�

Remarque 2.28. Les conditions du théorème sont en particulier véri�ées si la loi
F est à densitéf strictement positive surR. Pour construire un IC pour q� , il faut
alors connaitre f (q� ).

2.3 Test d'ajustement à une loi ou à une famille
de lois

2.3.1 Ajustement à une loi donnée

On �xe une loi de référence, de fonction de répartitionF0 et on observe un
n-échantillon iid X n

1 = ( X 1; : : : ; X n ) dont on note F la fonction de répartition com-
mune. On veut tester

H0 : F = F0 contre H1 : F 6= F0

On va naturellement utiliser la statistique de test suivante

hn (X n
1 ; F0) = kF̂n � F0k1

Remarque 2.29. Il s'agit bien d'une statistique, c'est-à-dire quehn est bien mesu-
rable. En e�et on peut montrer (grâce à la continuité à droite) que

hn (X n
1 ; F0) = sup

x2 Q

�
�
�F̂n (x) � F0(x)

�
�
�:

Proposition 2.30. On supposeF0 et F continues. Alors

hn (X n
1 ; F0) = max

1� j � n

�

maxf
j
n

� F0(X (j )); F0(X (j )) �
j � 1

n
g

�

Démonstration. CommeF est continue, presque sûrement, tous lesX i sont distincts
(cf TD). Donc X (1) < X (2) < : : : < X (n) . Donc on peut décrireF̂n de la manière
suivante :

F̂n (x) =

8
>><

>>:

0 si x < X (1)
j
n si x 2 [X (j ) ; X (j +1) [; 1 � j � n � 1

1 si x � X (n)

On va donc utiliser l'égalité suivante

hn (X n
1 ; F0) = sup

0� j � n
M j

où, pour 1 � j � n � 1,

M j = sup
x2 [X ( j ) ;X ( j +1) [

�
�
�F̂n (x) � F0(x)

�
�
�
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et
M 0 = sup

x<X (1)

�
�
�F̂n (x) � F0(x)

�
�
� et M n = sup

x� X ( n )

�
�
�F̂n (x) � F0(x)

�
�
�

En utilisant la croissance deF0 on obtient

M n = sup
x� X ( n )

�
�
�1 � F0(x)

�
�
� = sup

x� X ( n )

f 1 � F0(x)g = 1 � F0(X (n))

et
M 0 = sup

x<X (1)

�
�
�0 � F0(x)

�
�
� = sup

x<X (1)

F0(x) = F0(X �
(1) )

Et par la continuité de F0,
M 0 = F0(X (1) )

Considérons maintenantM j pour 1 � j � n � 1. On a

M j = sup
x2 [X ( j ) ;X ( j +1) [

�
�
�
j
n

� F0(x)
�
�
�:

Soit f une fonction croissante et continue sur un segment[a; b]. On a

sup
a� x<b

jf (x)j = sup
a� x<b

n
supf f (x); � f (x)g

o

= sup
n

sup
a� x<b

f (x); sup
a� x<b

� f (x)
o

= sup
n

sup
a� x<b

f (x); � inf
a� x<b

f (x)
o

= max f (f (b); � f (a)g

En appliquant cette propriété à la fonction croissante et continueF0 � j
n , on obtient

M j = max f F0(X (j +1) ) �
j
n

;
j
n

� F0(X (j ))g:

En rassemblant tous les résultats on obtient �nalement

hn (X n
1 ; F0) = max

�

max
1� j � n� 1

f F0(X (j +1) )�
j
n

g; max
1� j � n� 1

f
j
n

� F0(X (j ))g; F0(X (1) ); 1� F0(X (n))
�

On obtient le résultat �nal en remarquant que

max
�

max
1� j � n� 1

f
j
n

� F0(X (j ))g; 1 � F0(X (n))
�

= max
1� j � n

f
j
n

� F0(X (j ))g

et

max
�

max
1� j � n� 1

f F0(X (j +1) ) �
j
n

g; F0(X (1) )
�

= max
�

max
2� j � n

f F0(X (j )) �
j � 1

n
g; F0(X (1) )

�

= max
1� j � n

f F0(X (j )) �
j � 1

n
g
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Dé�nition 2.31. � On dit qu'une variable Z est di�use si sa cdf est continue.

� Si la loi hn (X n
1 ; F0) ne dépend pas deF0 on dit que la statistiquehn (X n

1 ; F0)
est libre deF0 .

Nous faisons maintenant deux remarques utiles pour la preuve de la proposition
suivante.

Remarque 2.32. Si F : R ! [0; 1] est une fonction de répartition alors

F continue , ]0; 1[� F (R)

En e�et

� Si F est continue alors on peut appliquer le théorème des valeurs intermé-
diaires.

� Si F n'est pas continue, alors il y a au moins un saut en un certainx 2 R,
alors les valeurs entresF (x) et F (x � ) ne sont pas prises parF .

Remarque 2.33. Si Z = max j =1 ;:::;k X j avec des variablesX j di�uses, alors Z est
di�use. En e�et, pour tout x,

P(Z = x) � P([ k
j =1 f X j = xg) �

kX

j =1

P(X j = x) = 0

Proposition 2.34. SousH0, si F0 est continue alorshn (X n
1 ; F0) est une statistique

libre de F0 et de loi continue.

Démonstration. Soit Un
1 = ( U1; : : : ; Un ) est un n-échantillon iid de loi uniforme sur

]0; 1[ SousH0, comme X i
iid� F0, on a (X 1; : : : ; X n ) � (F (� 1)

0 (U1); : : : ; F (� 1)
0 (Un ))

d'après la proposition 2.7. On a donc aussi, sousH0,

hn (X n
1 ; F0) � sup

x2 R

�
�
�
1
n

nX

i =1

1F ( � 1)
0 (Ui )� x � F0(x)

�
�
�

En utilisant l'item 2 de la proposition 2.7, on obtient

sup
x2 R

�
�
�
1
n

nX

i =1

1F ( � 1)
0 (Ui )� x � F0(x)

�
�
� = sup

x2 R

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � F0 (x) � F0(x)
�
�
�

= sup
s2 Im (F0 )

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
�

En utilisant la remarque 2.32, ceci donne, presque sûrement,

sup
s2 Im (F0 )

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
� = sup

s2 ]0;1[

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
�:
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En e�et on a ]0; 1[� Im (F0) � [0; 1] et la valeur de la fonctions 7! 1
n

P n
i =1 1Ui � s � s

en s = 0 et en s = 1 est égale à 0 presque sûrement. On a donc obtenu que, sousH0

hn (X n
1 ; F0) � hn (Un

1 ; G)

où on a notéG la fonction de répartition de la loi uniforme sur[0; 1], i.e. la fonction
dé�nie par G(s) = s pour s 2 [0; 1]. Cela montre que la loi, sousH0, de hn (X n

1 ; F0)
est libre deF0.

On prouve maintenant que la loi dehn (Un
1 ; G) est continue. D'après la proposi-

tion 2.30, commeG est continue,

hn (Un
1 ; G) = max

1� j � n

�

maxf
j
n

� U(j ) ; U(j ) �
j � 1

n
g

�

Comme la loi desUj est absolument continue, celle deU(j ) aussi (fait en TD1, on
a même iciU(j ) � Beta(j; n � j + 1) , toujours d'après le TD1). Donc, d'après la
remarque 2.33,hn (Un

1 ; G) est bien de loi continue.

Exemple 2.35. Soit X 1; : : : ; X n
iid� N (0; 1) et Y1 : : : ; Yn

iid� exp(1) alors (pour rappel
�( x) est la cdf. de la loi normale) :

sup
x2 R

�
�
�
1
n

nX

i =1

1X i � x � �( x)
�
�
� � sup

x> 0

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Yi � x � (1 � exp(� x))
�
�
� � sup

s2 ]0;1[

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
�

Pour tout � 2 ]0; 1[, si on note� n;� le quantile d'ordre � de la loi de la statistique
hn (Un

1 ; G), on a donc, par continuité de cette loi,

P
X i

iid
� F0

(hn (X n
1 ; F0) � � n;� ) = �:

Pour les petites valeurs den, on a tabulé les quantiles de cette statistique.
On en déduit une bande de con�ance de niveau1 � � en posant

B(n; � ) = f fonctions de répartitionsG : 8x 2 R F̂n (x) � � n;1� � � G(x) � F̂n (x) + � n;1� � g

= f G : hn (X n
1 ; G) � � n;1� � g

Pour tester H0 : F = F0 contre H1 : F 6= F0, on pose

� � (X n
1 ) = 1hn (X n

1 ;F0 )� � n; 1� � :

On a donc obtenu le résultat suivant

Théorème 2.36. (Test de Kolmogorov) Soit(X 1; : : : ; X n ) un n-échantil lon iid de
fonction de répartition F . Le test � � (X n

1 ) est de taille� pour tester H0 : F = F0

contre H1 : F 6= F0 quandF0 est continue.

Remarque 2.37. Quand F0 n'est pas continue, le test n'est plus de taille� mais il
reste de niveau� . En e�et on a, d'après la preuve de la Proposition 2.34,

hn (X n
1 ; F0) � sup

s2 Im (F0 )

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
�
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(En e�et, la continuité de F0 n'est pas nécessaire pour obtenir cette égalité en loi).
Et comme

sup
s2 Im (F0 )

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
� � sup

s2 ]0;1[

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
�;

on a

P
X 1 ;:::;X n

iid
� F0

�
hn (X n

1 ; F0) � � n;1� �

�
� P

�
hn (Un

1 ; G) � � n;1� �

�
= �:

Remarque 2.38. Quand le nombre de donnéesn est grand, on utilise un test asymp-
totique.

On a aussi l'inégalité de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz, et qui est valable sans
condition sur F0. SousH0 : X 1; : : : X n

iid� F0,

P(kF̂n � F0k1 > � ) � 2e� 2n� 2
pour tout n 2 N et tout � > 0

On termine en donnant les preuves du théorème de Glivenko-Cantelli. On aura
besoin du résultat d'analyse suivant, que l'on admet (niveau assez élementaire, peut
être trouvé dans beaucoup de livres d'analyse, par exemple [? , Thm. 7.13, p. 150]).

Théorème 2.39. (2ème théorème de Dini) Soit(f n )n� 0 une suite de fonctions crois-
santes sur un segment[a; b] dans R, qui converge simplement vers une fonction
continue f . Alors (f n )n� 0 converge uniformément versf sur [a; b].

La propriété suivante sera aussi nécessaire à la preuve :

Si (X n )n� 0 � (Yn )n� 0 alors X n converge p.s. vers 0, Yn converge p.s. vers 0.
(2.4)

On a en e�et f X n
p:s:
!

n!1
0g , P

�
lim X n = 0) = 1 , P(\ � 2 Q [ p2 N \ n� pf X n � � g

�
=

1:
La propriété aurait été fausse avec seulementX n � Yn pour tout n.

Preuve du théorème de Glivenko-Cantelli :
Presque sûrement,F̂n converge simplement versF d'après la proposition 2.4.

On est donc tenté d'utiliser le 2ème théorème de Dini pour obtenir la convergence
uniforme. Plusieurs problèmes se posent alors :

� La fonction F n'est pas forcément continue.

� La convergence n'a pas lieu sur un segment.

� La convergence presque sûre se traduit ici par : il existe un ensembleA(x)
de probabilité 1 tel que, pour! 2 A(x), F̂n (!; x ) !

n!1
F (x). Autrement dit

l'ensemble sur lequel la convergence a lieu dépend dex.

Pour régler les deux premiers problèmes, on va à nouveau se ramener à des variables
uniformes sur[0; 1]. En e�et, on a, pour tout n, d'après la preuve du théorème de
Kolmogorov-Smirnov,

sup
t2 R

�
�
�
1
n

nX

i =1

1X i � t � F (t)
�
�
� � sup

s2 Im (F )

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
�
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PosonsVn = supt2 R

�
�
� 1

n

P n
i =1 1X i � t � F (t)

�
�
�, et Wn = sups2 Im (F )

�
�
� 1

n

P n
i =1 1Ui � s � s

�
�
�. On

a même
(Vn )n� 0 � (Wn )n� 0

Donc, d'après la propriété 2.4, pour prouver queVn converge presque sûrement vers
0, il su�t de prouver que Wn converge presque sûrement vers 0. Pour cela, il su�t
de prouver quesups2 [0;1]

�
�
� 1

n

P n
i =1 1Ui � s � s

�
�
� converge p.s. vers 0 car

sup
s2 Im (F )

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
� � sup

s2 [0;1]

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s � s
�
�
�:

On est alors ramené à prouver le résultat pour des variables uniformes sur[0; 1],
pour lesquelles les deux premiers problèmes ne se posent pas, puisque la cdf est ici
G(x) = x, dé�nie sur le segment[0; 1], et continue. Il reste donc à prouver que,
presque sûrement,̂Gn converge uniformément versG. Pour cela, il reste à régler le
dernier problème. Il su�rait, pour conclure à l'aide de Dini, de prouver qu'il existe
un ensemble mesurableA de probabilité 1 tel que, si! 2 A, alors pour tout x,
Ĝn (!; x ) tend versG(x). On poseA = \ q2 Q\ [0;1]A(q). Si ! 2 A on a donc

Ĝn (!; q ) !
n!1

G(q); 8q 2 Q \ [0; 1]

De plus, commeQ est dénombrable,P(A) = 1 : Il reste à prouver que, pour tout
s 2 [0; 1], on a aussiĜn (!; s ) !

n!1
G(s), si ! 2 A. Soit donc ! 2 A, s 2 [0; 1] et

� > 0. Par densité deQ dansR, Il existe des rationnelsq1 et q2 tels ques� � � q1 �
s � q2 � s + � . Par croissance dêGn on a

Ĝn (q1) � Ĝn (s) � Ĝn (q2)

Donc en passant à la limite sup et la limite inf (attention à ce stade on ne sait
pas encore queĜn (!; s ) converge, donc on doit utiliser les limites supérieures et
inférieures qui, elles, existent toujours), on obtient

s � � � q1 = G(q1) � lim inf
n!1

Ĝn (!; s ) � lim sup
n!1

Ĝn (!; s ) � G(q2) = q2 � s + �:

Ces inégalités étant vraies pour tout� > 0, on a bien limn!1 Ĝn (!; s ) = s et la
preuve est terminée.

2.3.2 Ajustement à une famille paramétrique de lois : le cas
des familles exponentielles

Soit (X 1; : : : ; X n ) un n- échantillon iid de variables positives de fonction de ré-
partition F . On veut tester si la loi desX i est exponentielle, c'est-à-dire on veut
tester s'il existe un� > 0 tel que F = F� avecF� (x) = (1 � e� �x )1R+ (x) pour tout
x 2 R. Cette hypothèse correspond àH0.

Sous H0 on va estimer le paramètre� . L'estimateur du maximum de vrai-
semblance (noté EMV) est�̂ = 1

�X . On considère alors la statistiqueh0
n (X n

1 ) =
supx2 R jF̂n (x) � F�̂ (x)j.
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Proposition 2.40. SousH0, la loi de h0
n (X n

1 ) est libre du paramètre� . De plus
cette loi est continue.

Démonstration. On se place sousH0. On poseYi = �X i , pour 1 � i � n. Alors
Y1; : : : Yn

iid� exp(1).

h0
n (X n

1 ) = sup
x> 0

�
�
�
1
n

nX

i =1

1X i � x � (1 � e� x
�X )

�
�
�

= sup
x> 0

�
�
�
1
n

nX

i =1

1 Yi
� � x � (1 � e� �x

�Y )
�
�
�

= sup
t> 0

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Yi � t � (1 � e� t
�Y )

�
�
�

La statistique supt> 0

�
�
� 1

n

P n
i =1 1Yi � t � (1 � e� t

�Y )
�
�
� a une loi indépendante de� .

On admet la continuité de cette loi.

On en déduit un test de taille� en posant

� � (X n
1 ) = 1h0

n (X n
1 )� qn; 1� �

où qn;1� � est le quantile d'ordre1 � � de la loi desupt2 R

�
�
�
�

1
n

P n
i =1 1Yi � t � (1 � e� t

�Yn )
�
�
�
�

avecY1; : : : ; Yn
iid� exp(1).

Remarque 2.41. On peut aussi faire le même style de test avec un certain nombre
de familles de lois (cf exercice 2.4 pour un exemple avec les lois normales).

2.4 Test d'homogénéité de Kolmogorov Smirnov

On observe deux échantillons iidX n
1 = ( X 1; : : : ; X n ) et Y m

1 = ( Y1; : : : ; Ym ),
indépendants entre eux, avecm qui peut être di�érent de n. On veut tester si les
deux échantillons ont la même loi. Autrement dit, si on noteF la cdf desX i et G
la cdf desYi , on veut tester

H0 : F = G contre H1 : F 6= G:

On note comme précédemment̂Fn et Ĝm les fonctions de répartitions empiriques
respectives des échantillonsX n

1 = ( X 1; : : : ; X n ) et Y m
1 = ( Y1; : : : ; Ym ) et on pose

hn;m (X n
1 ; Ym

1 ) = sup
t2 R

jF̂n (t) � Ĝm (t)j

Proposition 2.42. SousH0 : F = G et si F est continue alors la loi dehn;m (X n
1 ; Ym

1 )
ne dépend pas deF .
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Démonstration. SousH0, X 1; : : : ; X n ; Y1; : : : ; Ym
iid� F donc, siU1; : : : ; Un ; V1; : : : ; Vm

iid�
U[0; 1], on a

�
F (� 1)(U1); : : : ; F (1 )(Un ); F (� 1)(V1); : : : ; F (� 1)(Vm )

�
� (X 1; : : : ; X n ; Y1; : : : ; Ym )

Ainsi on obtient, sousH0,

hn;m (X n
1 ; Ym

1 ) = sup
t2 R

�
�
�
1
n

nX

i =1

1X i � t �
1
m

mX

i =1

1Yi � t

�
�
�

� sup
t2 R

�
�
�
1
n

nX

i =1

1F ( � 1) (Ui )� t �
1
m

mX

i =1

1F ( � 1) (Vi )� t

�
�
�

= sup
t2 R

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � F (t ) �
1
m

mX

i =1

1Vi � F (t )

�
�
�

= sup
s2 Im (F )

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s �
1
m

mX

i =1

1Vi � s

�
�
�

p:s:
= sup

s2 ]0;1[

�
�
�
1
n

nX

i =1

1Ui � s �
1
m

mX

i =1

1Vi � s

�
�
�

On a utilisé la proposition 2.7 ainsi que la continuité deF . En e�et, si F est conti-
nue, ]0; 1[� Im (F ) � [0; 1] et on véri�e immédiatement que, presque sûrement, la
fonction s 7! 1

n

P n
i =1 1Ui � s � 1

m

P m
i =1 1Vi � s vaut 0 en s = 0 et s = 1.

Cette loi est tabulée. On pose

� � (X n
1 ; Ym

1 ) = 1hn;m (X n
1 ;Y m

1 )>x n;m; 1� �

où xn;m; 1� � est le quantile d'ordre1� � de la loi de la statistiquehn;m (X n
1 ; Ym

1 ) sous
H0.

Remarque 2.43. Le problème que nous venons de traiter concerne l'ajustement
d'une distribution inconnue à une distribution théorique. Il existe un autre test pour
cela et qui est encore plus connu : le test du� 2 ("chi-deux"). Voici les di�érences
essentielles entre le test de Kolmogorov-Smirnov et le test du� 2 :

� Le test du � 2 est plus adapté aux lois discrètes. Si on veut l'utiliser pour des
lois continues, c'est possible, mais il faut discrétiser en choisissant des classes
(quelles classes ? combien de classes ?).

� Le test de Kolmogorov-Smirnov a la particularité d'être exact pour de petits
échantil lons : la loi est libre àn �ni. Le test du � 2 est uniquement asymptotique
(basé sur le TCL). Donc pour des échantil lons de petite taille, on préférera le
test de Kolmogorov-Smirnov.

Remarque 2.44. De façon similaire, il existe un test d'indépendance adapté à des
variables ne prenant qu'un nombre �ni de valeurs (des facteurs). Par exemple : tester
l'indépendance entre le fait qu'une mère a fumé pendant sa grossesse et le fait que
le bébé a une malformation a la naissance. On utilise le test d'indépendance du� 2.
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2.5 Implementations

2.5.1 Avec R

Pour tester si deux échantillonsx et y ont la même loi, on peut utiliserks.test
du packagestat . La formule estks.test(x,y) .

Illustrons maintenant les sections précédentes.
Si on veut véri�er qu'un échantillon x suit bien une loi gaussienne de moyenne 3

et d'écart-type 2 :
ks.test(x,"pnorm",3,2)
Si on veut véri�er qu'un échantillon x suive bien une loi gamma avec 3 comme

paramètre de forme et 2 pour le taux :
ks.test(x,"pgamma",3,2)

•
Mise en garde 2.5.1. Attention, la fonction ks.test se com-

porte mal en cas d'ex æquo (dans le cas du test d'égalité des lois de
deux échantil lons, il ne faut pas avoir un ex æquo de typex i = yj ).
Normalement, en théorie, on ne peut avoir deux valeurs identiques
si la loi sous-jacente est continue. Mais dans la pratique, on peut
avoir des mesures pas assez précises qui donnent donc un échan-
til lon avec des ex aequo.

Voyons ce qui se passe avec la fonctionks.test de R sur un exemple numérique
présentant des ex aequo (tiré des documents pédagogiques de F-G Carpentier, cf
biblio). L'échantillon se nommex.

> x= c(8.43, 8.70, 11.27, 12.92, 13.05, 13.05, 13.17, 13.44, 13.89,
18.90)

> ks.test(x,"pnorm",mean=13, sd=3)

One-sample Kolmogorov-Smirnov testdata: x
D = 0.2834, p-value = 0.3982
alternative hypothesis: two-sided
Warning message:
cannot compute correct p-values with ties in: ks.test(x, "pnorm", mean

= 13, sd = 3)

On peut éviter le message d'avertissement concernant les ex aequo en modi�ant
légèrement l'une des valeurs 13.05 :

> x <- c(8.43, 8.70, 11.27, 12.92, 13.05, 13.050001, 13.17, 13.44, 13.89,
18.90)

> ks.test(X,"pnorm",mean=13, sd=3)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: x
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D = 0.2834, p-value = 0.3326
alternative hypothesis: two-sided

On observe e�ectivement une valeur du niveau de signi�cativité assez di�érent
du précédent.

Dans le cas où on veut tester qu'un échantillonX suit bien une loi normale, sans
préciser la moyenne ou la variance (cf section 2.3.2 et exercice 2.4), on peut utiliser
la fonction lillie.test du packagenortest .

> library(nortest)
> lillie.test(x)
Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
data: x
D = 0.2451, p-value = 0.0903

Le test du chi-deux peut se faire à l'aide de la procédurechisq.test . Par
exemple, si on veut tester qu'un échantillonx est à loi discrète à valeurs dans
f 1; : : : ; mg représentée par le vecteur de probabilités prob= ( p1; : : : ; pm ), on peut
utiliser chisq.test(table(x), p=prob) .

2.5.2 Avec Python

Sous Python il y a deux possibilités ; la première, si on veut rester dans l'envi-
ronnement R, est d'appeler les commandes R. Par exemple on peut faire :

from rpy2 import robjects
rks=robjects.r('ks.test')

Ensuite on utilise normalement la fonction qu'on a appeléerks , en prenant garde
de transformer aussi les entrées. Par exemple si on a un échantillon dans le vecteur
x, et si on veut véri�er qu'il s'agit d'un échantillon gaussien standard :

y=robjects.FloatVector(x)
z=rks(y,"pnorm")

Deuxième variante est d'utiliser directement les fonctions natives telles questats.kstest ;
attention toutefois cette fonction se comporte di�éremment en cas d'ex aequo.

from scipy import stats
x =[8.43, 8.70, 11.27, 12.92, 13.05, 13.05, 13.17, 13.44, 13.89, 18.90]
stats.kstest(x,'norm',args=(13.,3.))
Out[1]: KstestResult(statistic=0.283360504031535, pvalue=0.3335868309982381)

x =[8.43, 8.70, 11.27, 12.92, 13.05, 13.0500001, 13.17, 13.44, 13.89, 18.90]
stats.kstest(x,'norm',args=(13.,3.))
Out[2]: KstestResult(statistic=0.283360504031535, pvalue=0.3335868309982381)
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2.6 Exercices

Exercice 2.1. Soit X 1; : : : ; X n
iid� Be(p). On veut tester

H0 : p = 1=2 contre p 6= 1=2:

1. Proposer une procédure de test.

2. Donner l'expression de lap-valeur.

Exercice 2.2. On considère unn-échantil lon i.i.d. X n
1 = ( X 1; : : : ; X n ). On note F

la fonction de répartition et F̂n la fonction de répartition empirique associées à cet
échantil lon. On se donneF0 une fonction de répartition.

1. Montrer que siF0 est continue la loi, sousH0, de la statistique

h+
n (X n

1 ; F0) = sup
t2R

n
F̂n (t) � F0(t)

o

+

est libre deF0.

2. Proposer une procédure de test de

H0 : F = F0 contre H1 : 9 t 2 R F (t) > F 0(t):

Exercice 2.3. On s'intéresse dans cet exercice à la puissance du test de Kolmogorov-
Smirnov. On considère donc un échantil lon i.i.d.(X 1; : : : ; X n ) de loi de cdfF et de
cdf empiriqueF̂n . On veut tester

H0 : F = F0 contre H1 : F 6= F0

où F0 est une loi donnée. On veut savoir si le test est capable de nous dire, avec une
grande probabilité, que l'échantil lon ne suit pas la loiF0, quand c'est bien le cas, et
du moment que la taille de l'échantil lon est su�samment grande. Autrement dit, on
veut savoir si le test est puissant.

1. A l'aide de l'inégalité DKW vue en cours, montrer que le quantile� n;1� � d'ordre
1 � � de la statistique de Kolmogorov-Smirnov, véri�e� n;1� � = O( 1p

n ) quand
n ! 1 .

2. On suppose queF 6= F0, c'est-à-dire que l'échantil lon ne suit pas la loiF0.
Montrer que si on pose

� (F ) = P
X 1 ;:::;X n

iid
� F

�
kF̂n � F0k1 � � n;1� �

�

alors
� (F ) !

n!1
1

Exercice 2.4. On considère unn-échantil lon i.i.d. X n
1 = ( X 1; : : : ; X n ) de variables

aléatoires. On noteF la fonction de répartition et F̂n la fonction de répartition
empirique associées à cet échantil lon. Si les variablesX i sont de lois normales de
paramètres� et � 2, on note égalementN �;� 2 leur fonction de répartition commune.

1. On suppose queF = N �;� 2 . Déterminer l'estimateur du maximum de vraisem-
blance(�̂; �̂ 2) de (�; � 2).
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2. On pose
� n = sup

t2R
jF̂n (t) � N �̂; �̂ 2 (t)j:

Montrer que si F = N �;� 2 , alors la loi de � n ne dépend pas de� et � 2.

3. En déduire un test d'appartenance à la famille des lois normales, c'est-à-dire
un test de

H0 : F 2 F N contre H1 : F 62 FN;

où
F N =

n
G : 9 (�; � 2) 2 (R � R �

+ ) tel que G = N �;� 2

o
:

4. Application (quasi indépendante du reste de l'exercice): La loi de la statistique
de test de la question 3 a été tabulée. On s'intéresse aussi au test, vu en cours
(section 2.3.2 du poly), d'appartenance à la famille exponentielle. On fournit
ci-dessous quelques quantiles intéressants pourn = 4 :

q5% q10% q90% q95%

Stat du test d'appartenance à la loi normale 0.18 0.20 0.36 0.39
Stat du test d'appartenance à la loi expo 0.21 0.23 0.44 0.48

Considérons la réalisation d'un échantil lon de taillen = 4 :

0:66 3:51 1:92 1:05

Nous cherchons à tester si cet échantil lon est distribué selon une loi normale
et s'il est distribué selon une loi exponentielle. Pour cela nous proposons d'ap-
pliquer le test précédemment construit et le test du cours. Sur la �gure 2.2 (à
droite et à gauche) nous avons tracé la fonction de répartition empirique cor-
respondant à l'échantil lon donné. D'autre part, à gauche nous avons tracé la
fonction Nb�; b� 2 où b� et c� 2 sont les estimateurs du maximum de vraisemblance

( b� = 1:78 c� 2 = 1:20). A droite nous avons tracé la fonction de répartition de
la loi exponentielle de paramètreb� (b� = 0:56).

(a) Par une lecture graphique sur la �gure 2.2, donner la valeur de la statis-
tique des 2 tests.

(b) En utilisant les quantiles donnés ci-dessus, e�ectuer les 2 tests pour un
niveau 5%.

(c) Les deux conclusions vous semblent-elles cohérentes ?

Exercice 2.5. L'objectif de cet exercice est d'étudier la performance du test de
Student à un seul échantil lon quand il est e�ectué sur un échantil lon non gaussien.
On suppose que l'on dispose d'un échantil lon iid(X 1; : : : ; X n ) tel queEX 2

1 < 1 . On
note � 2 la variance deX 1 et � = EX 1. On veut testerH0 : � = 0 contre H1 : � > 0
au niveau� pour � 2 (0; 1).
On appelle� le test de Student. On a donc� = 1Tn >q T ( n � 1)

1� �
où qT (n� 1)

1� � est le quantile

d'ordre 1-� de la loi de Student àn � 1 degrés de liberté etTn =
p

n �X
�̂ avec �̂ =

q
1

n� 1

P n
i =1 (X i � �X )2.

49



Figure 2.2 � Exercice 3 : fonction de répartition empirique de l'échantillon (en
escalier) et fonction de répartition à tester.

1. Montrer que, sousH0, Tn tend en loi vers la loi normale standard.

2. Montrer que l'erreur de première espèce du test de Student appliqué à l'échan-
til lon (X 1; : : : ; X n ) tend vers� quandn tend vers l'in�ni.
Pour cela, on admettra le résultat suivant (qui est une généralisation du 2ème
théorème de Dini) : Si(Fn )n� 0 et F des fonctions de répartition, siF est conti-
nue et siFn converge simplement versF alors la convergence est uniforme.

3. Montrer que la puissance du test tend simplement vers 1 quandn tend vers
l'in�ni.

Exercice 2.6. L'objectif de cet exercice est de proposer une procédure de tests mul-
tiples lorsque le nombre d'hypothèses à tester est élevé. On considère dans tout l'exer-
cice (
 ; A ; P� ; � 2 �) un modèle statistique.

Partie A. On se place tout d'abord dans le cadre simple où on veut tester

H0 : � = � 0 contre H1 : � 2 � 1

où � 0 =2 � 1. Pour cela, on dispose d'une observation réelleX de loi P� . Pour � 2 ]0; 1[
donné , on considère un test deH0 contre H1 de la forme� � (X ) = 1 X � k� où k� 2 R .
On note F� la cdf deX sousP� . On suppose queF� est continue.

1. Montrer que lap-valeur observée de ce test s'écrit pour toutx 2 R :

p(x) = P� 0 (X � x): (2.5)

2. Quelle est la loi sousH0 de la p-valeur p(X ) ?

3. Montrer que � peur s'écrire � � (X ) = 1p(X )� � .

50



Partie B. Dans cette partie, indépendante de la partie A, pourm 2 N� , on considère
2m sous-ensembles de� notés � 01; � 11; � 02; � 12; : : : ; � 0m ; � 1m avec pour touti 2
f 1; : : : ; mg

� 0i \ � 1i = ;

et on veut réalisersimultanément m tests

H0i : � 2 � 0i contre H1i : � 2 � 1i ; i = 1; : : : ; m:

On suppose pour simpli�er que les hypothèses nulles sont des singletons� 0i = f � 0i g.
On note I 0 l'ensemble des indicesi pour lesquelsH0i est vraie :

I 0 = f i 2 f 1; : : : ; mg : H0i est vraieg:

On cherche à construire une procédure de tests multiples qui retourne un ensemble
R̂ � f 1; : : : ; mg correspondant aux indicesi pour lesquelsH0i est rejetée. On note FP
le cardinal de l'ensemble des indices correspondant aux hypothèses nulles rejetées à
tort et TP le cardinal de l'ensemble des indices correspondant aux hypothèses nulles
rejetées à raison :

FP = card(R̂ \ I 0); TP = card(R̂ n I 0):

FP est le cardinal des faux positifs et TP celui des vrais positifs. Idéalement, on
cherche une procédure de tests de sorte que FP soit petit et TP soit grand. On note
p̂i la p-valeur du test deH0i contre H1i . Donc p̂i est une statistique satisfaisant, pour
tout u 2]0; 1[,

P� 0i (p̂i � u) = u: (2.6)

1. On propose tout d'abord la procédure de Bonferroni qui permet le contrôle de
FP en posant pour� 2 ]0; 1[ :

R̂ =
�

i 2 f 1; : : : ; mg : p̂i �
�
m

�

:

(a) Montrer que
P(FP > 0) �

X

i 2 I 0

P� 0i (p̂i � �=m ):

(b) En utilisant (2.6), en déduire que

P(FP > 0) � �:

2. La procédure de Bonferroni contrôle le nombre de faux positifs mais peut pro-
duire un trop petit nombre de vrais positifs. On dit que c'est une procédure
trop conservative. Aussi, on propose l'alternative suivante. On se donne une
fonction f : f 0; 1; : : : ; mg ! [0; m] supposée croissante et on ordonne les sta-
tistiques p̂i par ordre croissant :

p̂(1) � p̂(2) � : : : � p̂(m) :

On cherche à contrôler le rapport FDR dé�ni par

FDR = E

"
FP

FP + TP
1f FP+ TPg� 1

#
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avec la convention0=0 = 0.
On pose pour� 2 ]0; 1[,

R̂ =

8
<

:
i 2 f 1; : : : ; mg : p̂i �

�f (k̂)
m

9
=

;

avec

k̂ = max

(

k 2 f 1; : : : ; mg : p̂(k) �
�f (k)

m

)

:

En particulier, on posek̂ = 0 et R̂ = ; si pour tout entier k, p̂(k) > �f (k)
m :

(a) Montrer que
k̂ = card(R̂)

et que pourj � k̂,
f (k̂) � f (min( j; m )):

(b) Établir alors que

FDR =
X

i 2 I 0

E

"

1f p̂i � �f (k̂)=mg �
1f k̂ � 1g

k̂

#

:

(c) Montrer que si k̂ � 1,
1

k̂
=

+ 1X

j =1

1f j � k̂g

j (j + 1)
:

(d) En déduire �nalement que

FDR �
� card(I 0)

m

+ 1X

j =1

f (min( j; m ))
j (j + 1)

:

(e) Conclure que sif satisfait

+ 1X

j =1

f (min( j; m ))
j (j + 1)

� 1 (2.7)

alors
FDR � �:

(f) Donner un exemple de fonctionf satisfaisant (2.7).

Remarque : on peut aussi généraliser ces résultats au cas d'hypothèses nulles
composites (cf examen 2014 ou partiel 2018).

Remarque : si lesm tests sont indépendants, on peut en fait prendref égale à
l'identité : alors on a plus de vrais positifs que dans le cas précédent tout en ayant
quand même un FDR borné par� . La procédure est alors la suivante :

R̂ =

8
<

:
i 2 f 1; : : : ; mg : p̂i �

� k̂
m

9
=

;
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avec

k̂ = max

(

k 2 f 1; : : : ; mg : p̂(k) �
�k
m

)

:

Elle s'appelle la procédure de Benjamini-Hochberg.

Code R : si on a calculé les p-valeurs desm tests indépendants dans le vecteur
p alors on peut utiliser le code suivant pour calculer̂R, l'ensemble des indices des
hypothèses rejetées par la procédure de Benjamini-Hochberg quand on, veut un FDR
plus petit que 5% :

k<-sum(sort(p)<=0.05*(1:m)/m) # k chapeau
R<-(1:m)[p<=0.05*k/m]#

Il existe un certain nombre de méthodes basées sur les p-valeurs pour résoudre
ce type de problème de tests multiples. Par exemple on peut citer la procédure de
Berk-Jones modi�ée.
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Chapitre 3

Tests robustes

L'objectif de ce chapitre est de présenter des tests qui ne nécessitent aucune
hypothèse sur les distributions sous-jacentes, ou alors des hypothèses très faibles.
En ce sens, ces tests sont non-paramétriques. Ils sont également plus adaptés à la
présence d'observations aberrantes dans l'échantillon. On parle de tests robustes.

Note : les programmes enR/ Python sont donnés pour illustrations.

3.1 Un exemple

Un exemple de question à laquelle on souhaite répondre dans ce chapitre est
la suivante : les hommes gagnent-ils plus que les femmes ? Pour répondre à cette
question, imaginons que nous disposions d'un échantillonX n1

1 = ( X 1; : : : ; X n1 ) de
salaires de femmes et d'un échantillonY n2

1 = ( Y1; : : : ; Yn2 ) de salaires d'hommes.
Nous ferons des tests di�érents selon que

1. Les échantillons sont iid et indépendants entre eux i.e.

X 1; : : : ; X n1

iid� X et Y1; : : : ; Yn2

iid� Y X n1
1 ?? Y n2

1

2. Les données sont appariées. Nous donnerons une dé�nition de l'appariement
plus loin. Disons juste ici que si les deux échantillons sont de même taille et si
on a regroupé les données selon l'âge des personnes (i.e. les individus de même
numéro ont le même âge) alors les données sont appariées.

Imaginons pour l'instant que, pour notre exemple lié aux salaires, nous soyons
dans le cas des données regroupées par âge. Nous pouvons considérer les di�érences
de salairesYi � X i . Supposons pour simpli�er que les(Yi � X i )1� i � n sont iid.

Le test que nous souhaitons faire est donc
H0 : les femmes gagnent autant que les hommes

contre
H1 : les hommes gagnent plus que les femmes

Il y a bien sûr plusieurs façons de modéliser le problème. On peut formuler le
problème en utilisant la variable di�érenceY1 � X 1. Nous souhaitons ici faire un
test sur un paramètre de position. Deux exemples usuels de paramètres de position
sont la moyenne et la médiane. On pourrait traduire le fait que les femmes gagnent
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autant que les hommes par "la variable di�érenceY1 � X 1 a une moyenne égale à 0",
ou bien, si on préfère utiliser la médiane, on pourrait le traduire par "la médiane de
la di�érence est égale à 0".

Autrement dit, si nous choisissons la moyenne comme paramètre de position,
H0 : la moyenne deY1 � X 1 est égale à 0

contre
H1 : la moyenne deY1 � X 1 est strictement positive

Et si nous choisissons la médiane comme paramètre de position on fait plutôt le
test :

H0 : la médiane deY1 � X 1 est égale à 0
contre

H1 : la médianeY1 � X 1 est strictement positive

Si nous modélisons le problème à l'aide de la moyenne et si nous supposons les
données gaussiennes, alors nous ferons naturellement le test de Student, qui est un
test paramétrique.

3.2 Un test paramétrique : le test de Student

3.2.1 Un seul échantillon

Soit un n-échantillon iid (X 1; : : : ; X n ) de loi N (�; � 2) avec� et � inconnus. On
veut tester

H0 : � = � 0 contre H1 : � 6= � 0

(ou bien H1 : � > � 0 ou bien H1 : � < � 0. )
Le test de Student est basé sur la statistiquêT =

p
n

�X � � 0
�̂ qui suit une loi de

Student à n � 1 degrés de libertés sousH0, où �̂ 2 = 1
n� 1

P n
i =1 (X i � �X )2. Au niveau

� , le test est � � (X n
1 ) = 1jT̂ j>q T ( n � 1)

1� �= 2
pour H1 : � 6= � 0, � � (X n

1 ) = 1T̂ >q T ( n � 1)
1� �

pour

H1 : � > � 0 et � � (X n
1 ) = 1T̂ <q T ( n � 1)

�
pour H1 : � < � 0.

Problèmes éventuels qu'on peut avoir pour réaliser ce test dans la pratique :

� l'échantillon n'est pas de loi normale,

� les variables sont gaussiennes mais pas de même variance : par exemple on
peut avoir X i � N (�; � 2

i ).

� l'échantillon est contaminé par des outliers (=observations aberrantes)

Disons déjà, en simpli�ant, que le problème éventuel de non-normalité n'est pas
forcément grave si la taille de l'échantillon est grande.

Pour en savoir plus 3.2.1. Toutefois, si on veut tester la nor-
malité d'un échantil lon, on suggère d'abord des représentations gra-
phiques, en particulier un qqplot. On peut faire un des nombreux
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tests de normalité, par exemple Shapiro-Wilk (qui semble être le
plus puissant dans de nombreux cas).

Pour en savoir plus 3.2.2. Implementations : le test de Student
sur un échantil lon peut se faire en R par la procéduret.test et
en Python avecscipy.stats.ttest_1samp . Le test de Shapiro-
Wilk peut se faire en R avecshapiro.test et en Python avec
scipy.stats.shapiro .

3.2.2 Deux échantillons indépendants

On dispose de deux échantillons indépendantsU1; : : : ; Un et V1; : : : ; Vp, pas for-
cément de même taille et on veut tester l'égalité des moyennes. On suppose que

U1; : : : ; Un
iid� N (� 1; � 2

1); V1; : : : ; Vp
iid� N (� 2; � 2

2); � 1 = � 2; V p
1 ?? Un

1

et on veut tester :
H0 : � 1 = � 2 contre H1 : � 1 6= � 2

(ou bien H1 : � 1 < � 2 ou bien H1 : � 1 > � 2)
On note � 2 la variance commune et on suppose que� est inconnu.
On utilise alors la variable

T =
�V � �U

�̂
q

1
n + 1

p

où on a posé

�̂ 2 =
1

n + p � 2

� nX

i =1

(Ui � �U)2 +
pX

i =1

(Vi � �V )2
�

:

SousH0, la variable T suit une loi de student àn + p� 2 degrés de liberté. En e�et,

�
P n

i =1
(Ui � �U)2

� 2 � � 2(n � 1) et
P p

i =1
(Vi � �V )2

� 2 � � 2(p � 1)

� Ces deux variables sont indépendantes donc
P n

i =1
(Ui � �U)2

� 2 +
P p

i =1
(Vi � �V )2

� 2 �
� 2(n + p � 2)

� �U � N (� 1; � 2

n ) et �V � N (� 2; � 2

p ) et �U ?? �V.

� Donc sous H0, �V � �U � N (0; � 2

n + � 2

p ):

Ainsi, on a obtenu que, sousH0,

�V � �U

�
q

1
n + 1

p

� N (0; 1)

et
�̂ 2

� 2
�

� 2(n + p � 2)
n + p � 2

:
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De plus
nX

i =1

(Ui � �U)2 ?? �U;
pX

i =1

(Vi � �V )2 ?? �V ; Un
1 ?? V p

1 :

Donc
�̂ 2 ?? �U � �V

Et �nalement

T =

�V � �U

�
q

1
n + 1

p

�̂
�

� T(n + p � 2):

Et le test pour l'alternative H1 est alors � � = 1jT j>q T ( n + p� 2)
1� �

2

(respectivement

� � = 1T >q T ( n + p� 2)
�

pour H1 : � 1 < � 2 et � � = 1T <q T ( n + p� 2)
1� �

pour H1 : � 1 > � 2).

Le même type de problème que pour le test de Student sur la moyenne d'un
échantillon se pose :

1. Les données ne sont peut-être pas gaussiennes

2. Les données peuvent être gaussiennes mais pas de même variance

3. Les données peuvent être contaminées par des outliers.

Pour en savoir plus 3.2.3. Évoquons d'abord le problème des
variances égales ou non : il existe un test adapté à des données
gaussiennes et qui ressemble au test de Student mais adapté au cas
� 1 6= � 2 (en fait c'est surtout pour le cas� 1 6= � 2 et n1 6= n2). Ce test
s'appelle le test de Welch. La procédure est basée sur la statistique
�X � �Y

�̂ mais �̂ est calculé di�éremment puisqu'on ne suppose plus que
la variance est la même. La statistique ne suit alors plus une loi de
Student mais elle est bien approchée par une Student avec un degré
de liberté non entier et calculé à partir desX , sY et de la taille de
chaque échantil lon.

Un certain nombre d'auteurs disent qu'il est inutile de tester si
les variances des deux échantil lons sont égales ou pas avant de se
décider à faire le test de Welch ou le test de Student, et qu'il vaut
mieux utiliser directement et systématiquement le test de Welch.
C'est l'opinion majoritaire. En e�et, d'une part, ce test est plus
�able quand les tailles d'échantil lon di�èrent nettement et quand les
variances di�èrent nettement, et d'autre part il donne des résultats
très similaires au test de Student dans le cas contraire.

Le problème de variances non égales pour Student n'est pas très
important si les tailles d'échantil lon sont approximativement égales.
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Pour en savoir plus 3.2.4. Implementation :
Pour faire un test de Student ou un test de Welch avec R, on peut

utiliser la fonction t.test , il faut préciser l'argumentvar.equal=T
pour avoir le test de Student carvarequal=F par défaut, et c'est
alors le test de Welch.

En Python : utiliser stats.ttest_ind avec l'option
equal_var = True ou False selon le type de test envisagé.

3.2.3 Echantillons appariés (paired data)

"Dé�nition" de l'appariement
On veut par exemple comparer les e�ets de deux traitements sur deux popula-

tions d'individus que l'on peut apparier.
Expliquons d'abord ce qu'est l'appariement. Concrètement, nous avons à notre

disposition deux échantillons de même taille : U1; : : : ; Un et V1; : : : ; Vn . On parle
de données appariées quand "l'individu"i du premier échantillon est lié à "l'individu"
i du second échantillon.

Donc il faut bien comprendre ici que, pour chaquei , Ui et Vi sont liés, autrement
dit il n'y a pas indépendance entreUi et Vi . En revanche, on a toujours l'indépen-
dance entre les(Ui ; Vi ) pour di�érents i . Concrètement, par exemple on a(U1; V1)
indépendant de(U2; V2) mais U1 et V1 ne sont pas indépendants.

Prenons l'exemple d'un traitement médicamenteux. Imaginons donc qu'on veuille
comparer l'e�cacité de deux médicaments :U1 et V1 vont mesurer l'e�cacité res-
pective du médicament 1 et du médicament 2 sur deux individus qui se ressemblent,
par exemple deux individus de même âge. Il peut aussi s'agir du même individu, à
qui on a donné deux traitements di�érents à deux moments di�érents.

De manière générale, quand on considère des échantillons appariés, cela signi�e
que

� soit Ui et Vi correspondent à une mesure sur le même individu,

� soit les individus sont di�érents mais ils sont regroupés en fonction de cova-
riables (sexe, âge etc).

Les tests pour données appariées sont essentiellement basés sur le fait de prendre
la di�érence des deux mesures et ensuite de faire un test sur l'échantillon résultant.

Le test de Student pour données appariées
On dispose de deux échantillons appariésU1; : : : ; Un et V1; : : : ; Vn . On veut tester

l'égalité des moyennes. On pose

X i = Ui � Vi ; i = 1; : : : ; n

On suppose que

les X i sont iid de loi N (�; � 2)
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On veut donc tester

H0 : � = 0; contre H1 : � 6= 0

(ou bien H1 : � > 0 ou bien H1 : � < 0. )
On fait alors le test de Student pour l'échantillon desX i . Plus précisément cela

donne :
� � (Un

1 ; V n
1 ) = 1jT̂ j>q T ( n � 1)

1� �= 2

où

T̂ =
p

n
�U � �V

�̂
�̂ 2 =

1
n � 1

nX

i =1

(Ui � Vi � �U + �V)2:

Une des hypothèses faites est que la distribution desX i est la même pour tout
i . En particulier la variance doit être la même pour touti . Certains auteurs re-
commandent de faire une véri�cation graphique de cela avec un graphe de "Bland-
Altman". Fréquemment la dispersion est proportionnelle au niveau et une transfor-
mation logarithmique est utile pour remédier à ce problème.

Pour en savoir plus 3.2.5. Implementation R : On peut utiliser
t.test et il faut préciser paired=T pour dire que les données sont
appariées :t.test(x,y,paired=T,var.equal=T) .

De façon équivalente on peut utilisert.test(x-y,var.equal=T) .

3.2.4 Importance des conditions d'application

Les tests non paramétriques s'appliquent dans des situations plus générales et
sont donc plus robustes. On les utilise en général quand les conditions d'application
des tests paramétriques ne sont pas véri�ées (ou pas véri�ables). Toutefois, un test
paramétrique peut devenir performant avec une grande taille d'échantillon même si
les conditions théoriques d'application du test paramétrique ne sont pas exactement
véri�ées. En particulier, pour le test de Student de comparaison de deux populations,
quand les tailles des échantillons sont importantes et sous des conditions assez faibles
sur la loi des échantillons, le test de Student est valide, même si les échantillons ne
sont pas gaussiens. Ce résultat est à rapprocher de ce qui se produit en modèle
linéaire quand les erreurs ne sont pas gaussiennes.

De manière générale, on peut cependant préférer utiliser systématiquement les
tests non-paramétriques de Wilcoxon (voir section suivante) quand on ne sait pas si
les échantillon sont gaussiens. En e�et, la performance des tests de Wilcoxon e�ectué
sur des échantillons gaussiens n'est pas tellement moins bonne que la performance
des tests de Student. De plus, les tests de Wilcoxon ont souvent une meilleure per-
formance que celle du test de Student quand l'échantillon n'est pas gaussien (même
avec une grande taille d'échantillon).
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3.2.5 Illustration numérique - facultatif

Revenons à notre exemple lié aux salaires. Supposons ici que les échantillons
sont iid et indépendants entre eux. Nous avons donc un échantillon iid de salaires
de femmes, de taillen1, et un échantillon iid de salaires d'hommes, de taillen2, et
ces deux échantillons sont supposés indépendants. Supposons que les échelles des
distributions de salaires soient les mêmes (même dispersion).

Si les données sont normales alors nous choisirons le test de Student. Que se
passe-t-il si nous nous trompons et que nous appliquons le test de Student à deux
échantillons de loi non gaussienne par exemple ? Ou s'il y a des outliers dans les
échantillons ?

Dans les simulations qui suivent, nous utilisons aussi le test de Wilcoxon de
la somme des rangs pour comparer deux échantillons indépendants (appelé aussi
"test de Mann-Whitney"). Ce test non paramétrique peut aussi être utilisé pour
comparer les positions de deux populations. Comme tout test non paramétrique, il a
des conditions d'application beaucoup plus générales que les tests paramétriques. En
particulier pour l'appliquer, il n'est pas nécessaire d'avoir des échantillons gaussiens.
Ce test sera étudié dans la suite.

Nous voulons donc illustrer ici ce qui se produit quand on n'est pas dans les
conditions d'application du test de Student (et ensuite comparer sa performance
avec le test de Mann-Whitney) pour montrer l'intérêt des tests non paramétriques.
Plus précisément nous allons simuler des variables de lois normales et aussi des
lois non normales : nous regardons ce qui se passe pour des échantillons de loi de
Student à3 degrés de liberté et de loi de Cauchy. Comme la loi de Cauchy n'a pas de
moyenne, ce que nous utilisons comme paramètre de position pour la loi de Cauchy
est sa médiane.
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3.3 Test du signe

Nous venons de voir un test paramétrique, le test de Student, qui peut être utilisé
pour comparer deux populations indépendantes ou bien comparer deux traitements
sur des données appariées. Ce test repose sur le caractère gaussien des données.

On va construire maintenant des tests reposant sur des hypothèses beaucoup
plus faibles sur les données.

On commence par le test du signe et le test de Wilcoxon des rangs signés, qu'on
peut plus ou moins voir comme des versions non-paramétriques du test de Student.

Dé�nition 3.1. On dit qu'une variable aléatoireU est di�use si

8x 2 R; P(U = x) = 0

Cela revient à dire que sa distribution est continue, c'est-à-dire que sa cdf est conti-
nue

3.3.1 Test du signe sur un seul échantillon

Objectif : Faire un test sur un paramètre de position, qui n'est ici pas la moyenne,
mais la médiane.

Intérêt : ne nécessite justement même pas l'existence d'une moyenne, plus ro-
buste.

Données :X 1; : : : ; X n .

Les conditions:

1. lesX i sont indépendantes

2. LesX i ont une médiane communem.

3. P(X i = m) = 0 , 8i

Remarquez que lesX i ne sont pas nécessairement identiquement distribuées.
L'hypothèse nulle est :

H0 : m = 0

Remarquons quem = 0 implique ici queP(X i � 0) = 1=2.
En e�et si 0 est la médiane commune desX i alors (cf chapitre 2)

P(X i � 0) � 1=2 et P(X i � 0) � 1=2

Ici on suppose en plus queP(X i = 0) = 0 donc la propriété ci-dessus se réécrit

P(X i < 0) � 1=2 et P(X i > 0) � 1=2

et comme on a alors aussiP(X i < 0) + P(X i > 0) = 1, on a forcément

P(X i < 0) = P(X i > 0) = 1=2

et donc P(X i � 0) = P(X i < 0) = P(X i � 0) = P(X i > 0) = 1=2:
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(c'est donc ici qu'intervient encore la condition 3. )
On pose

Yi = 1X i � 0:

Faisons d'abord, pour simpli�er l'exposition, l'hypothèse que lesX i sont de même
loi.

On a
Yi

iid� Be(p); avec p = P(X i � 0):

Donc H0 se réécrit
H0 : p = 1=2:

Donc on se ramène à un test d'égalité sur le paramètrep d'un échantillon iid de
v.a. de Bernoulli Yi .

Imaginons que l'alternative soit la suivante :

H1 : m 6= 0

alors, cette alternative peut aussi s'écrire,

H1 : p 6= 1=2:

Il s'agit donc du test de l'exercice 1 TD2. On utilise donc

� � (Y1; : : : ; Yn ) = 1�

j
P n

i =1
Yi � n=2j>q B ( n; 1=2)

1� �
2

� n
2

�

Avec l'échantillon initial, cela donne

� � (X 1; : : : ; X n ) = 1�

j
P n

i =1
1X i � 0 � n=2j>q B ( n; 1=2)

1� �
2

� n
2

�

Si l'hypothèse alternative est

H1 : m < 0

Dans ce cas, le test est de la forme

� � (X 1; : : : ; X n ) = 1�
P n

i =1
1 f X i � 0g >q B ( n; 1=2

1� �

�

Si l'hypothèse alternative estH1 : m > 0, on remplace
P n

i =1 1X i � 0 par
P n

i =1 1X i � 0

dans la formule ci-dessus.

Maintenant, que se passe-t-il si lesX i ne sont pas de même loi ? Pour simpli�er,
supposons queH1 corresponde au fait que la médiane commune est strictement
négative :

H1 : m < 0

Alors "ça marche quand même " : en e�et, sousH0 on a bien, du fait que 0 est la
médiane commune,

Yi
iid� Be(1=2)
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donc si on pose
� � (X 1; : : : ; X n ) = 1�

P n
i =1

1X i � 0>q B ( n; 1=2)
1� �

� ;

on a bien un test de niveau1 � � .
Est-ce un test adapté au problème ? Cela revient à savoir si la statistique

P n
i =1 1X i � 0

prend bien de grandes valeurs sousH1. C'est bien le cas ici car si on est sousH1, les
X i ont tendance à prendre des valeurs négatives et donc le nombre deX i négatifs
va être grand.

Ce test, qui utilise donc uniquement le signe desX i , est appelé test du signe.

Avec R
On peut utiliser la procédurebinom.test qui fait un test sur le paramètrep

d'un échantillon de va de Bernoulli. Si l'échantillon se trouve dans un vecteurx, et
si a une alternative bilatéral H1 : m 6= 0, on peut utiliser la commande suivante
binom.test(sum(x>0),n=length(x),p=0.5,alternative="two.sided")

Pour l'alternative H1 : m < 0 on met alternative="less"
Pour H1 : m > 0 on met alternative="greater" .

3.3.2 Test du signe sur deux échantillons

On dispose de deux échantillons appariésU1; : : : ; Un et V1; : : : ; Vn . Comme d'ha-
bitude avec les données appariées, on se ramène à un test sur l'échantillon des
di�érences X i = Ui � Vi . Pour �xer les idées, imaginons le cas de deux traitements
que l'on veut comparer. On prend deux populations de même taillen. On les classe
par âge. On donne à un individui un premier traitement dont on mesure l'e�cacité
par Ui et on donne l'autre traitement à un individu du même âge, dont on mesure
l'e�cacité par Vi .

On veut par exemple savoir si le second traitement est plus e�cace que le premier.
On peut modéliser le fait que les deux traitements ont la même e�cacité par l'égalité
P(Ui � Vi ) = P(Vi � Ui ), ce qui donne, en termes desX i , P(X i � 0) = P(X i � 0).
En supposant que, presque sûrement, lesX i ne prennent jamais la valeur 0, ceci se
traduit encore par "la médiane commune desX i est égale à 0". En e�et on a vu
dans la sous-section 3.3.1 quem = 0 signi�e, si la condition P(X i = 0) = 0 est
satisfaite, queP(X i � 0) = P(X i � 0) = 1=2. On va donc faire un test du signe sur
l'échantillon di�érence X n

1 .
On suppose donc que les conditions suivantes, qui sont les conditions du test du

signe sur l'échantillon desX i , sont véri�ées :

� Les X i sont indépendants entre eux.

� Les X i ne sont pas forcément de même loi mais ont une médiane communem.

� P(X i = m) = 0 .

Le test est donc

� � (U1; : : : ; Un ; V1; : : : ; Vn ) = 1�
P n

i =1
1 f U i � Vi g >q B ( n; 1=2)

1� �

�
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Si au contraire, on pense que soit les deux médicaments ont la même e�cacité,
soit le premier est plus e�cace, alors on échange juste les rôle deUi et Vi , ce qui
donne le test

� � (U1; : : : ; Un ; V1; : : : ; Vn ) = 1�
P n

i =1
1 f Vi � U i g >q B ( n; 1=2)

1� �

�

Si on n'a pas d'a priori sur les médicaments, c'est-à-dire si on ne sait pas quel
médicament est susceptible d'être plus e�cace, l'alternative est alorsH1 : m 6= 0 et
on fait le test

� � (X 1; : : : ; X n ) = 1�

j
P n

i =1
1Ui � Vi � n=2j>q B ( n; 1=2)

1� �
2

� n
2

�

Remarque 3.2. Le test du signe n'utilise que très peu d'information sur les variables
Ui � Vi (uniquement leur signe, pas leurs valeurs absolues). C'est donc un test peu
puissant. Quel est alors l'intérêt de parler du test du signe ? Il se peut que les signes
desUi � Vi soit la seule donnée disponible : c'est en e�et le cas si la question posée
aux patients qui ont testé les deux médicaments est "quel est le meilleur des deux ?"
(au lieu de noter les médicaments sur une échelle de 1 à 10 par exemple).

Remarque 3.3. Concrètement, il faut bien véri�er que la valeur 0 n'est pas dans
l'échantil lon.

En pratique, on ne se demandera pas si la condition "lesX i ont une médiane
commune" est réaliste, on supposera simplement que cette condition est véri�ée.

Avec R
Comme il s'agit du test du signe sur les variablesX i , on utilise exactement la

même procédure que dans le cas d'un seul échantillon. Il su�t donc de calculer
l'échantillon des di�érences puis de faire le test sur cet échantillon à l'aide de la
fonction binom.test .

Remarque 3.4. On pourrait utiliser ce test pour tester que les échantil lons sont
de même loi. Supposons que l'on nous donne deux échantil lons indépendantsUn

1 =
(U1; : : : ; Un ) et V n

1 = ( V1; : : : ; Vn ). Supposons que lesUi sont iid de loi F continue,
et lesVi sont iid de loi G continue. Nous voulons donc tester l'égalité des lois :

H0 : F = G contre H1 : F 6= G:

Pour cela nous voulons utiliser le test du signe. Alors nous devons véri�er si, sous
l'hypothèseF = G, l'hypothèse nulle associée au test du signe est véri�ée, c'est-à-
dire si m = 0 en notant m la médiane deV � U. Comme V � U est di�use, cela
revient à montrer que

P(U � V) = P(V � U)

Or on a, sous l'hypothèseF = G,

(U; V) � (V; U)

car U et V sont alors interchangeables. Donc

U � V � V � U
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Donc on a bienP(V � U) = P(U � V).
Remarquons d'une part que l'on ne pourra détecter qu'un changement de para-

mètre de position, contrairement au test de Kolmogorov-Smirnov qui est plus général.
D'autre part, on peut avoir P(U � V) = 1

2 sans queU et V aient la même loi. Autre-
ment dit, l'égalité des lois ne se traduit pas vraiment par la propriétéP(U � V) = 1

2
(qui est la propriété réellement testée par le test du signe). L'égalité des lois est une
propriété beaucoup plus forte et générale que le fait que la médiane des di�érences
est égale à 0.

Il su�t par exemple que U et V soient symétriques, di�uses et indépendantes
pour que la médiane deV � U soit égale à 0. Par exemple, le test du signe ne
sera pas capable de détecter la di�érence de loi entre un échantil lon de loi normale
standard et un échantil lon de loi de Cauchy.

En e�et si U et V sont symétriques, en plus d'être indépendantes et di�uses, on
a

(U; V) � (� U; � V)

Donc
U � V � � U � (� V) = V � U

Ainsi
P(U � V � 0) = P(V � U � 0)

En combinant cette inégalité avec le fait queP(U � V) = 0 on obtient

P(U � V) = P(V � U) = 1 =2:

Ainsi, si on voit le test du signe comme le test d'égalité des lois

H0 : U � V

alors une p-valeur observée grande n'implique pas queH0 est vraie. Par exemple, il
n'est pas rare d'avoir une p-valeur grande si on fait le test du signe sur un échantil lon
de loi normale et l'autre de loi de Cauchy, alors que l'on est bien sousH1 : F 6= G.
Le test du signe, vu comme un test d'homogénéité, est donc un exemple de test
particulièrement peu puissant : "il ne voit" pas certaines alternatives.

3.4 Statistiques d'ordre et de rang

Dé�nition 3.5. SoientX 1; : : : ; X n n v.a. réelles. La statistique d'ordre(X (1) ; : : : ; X (n))
est dé�nie par

f X (1) ; : : : ; X (n)g = f X 1; : : : ; X ng

et
X (1) � X (2) � : : : � X (n)

On pose
X � = ( X (1) ; : : : ; X (n))
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Il existe une permutation aléatoire�̂ 2 S n telle que

(X (1) ; : : : ; X (n)) = ( X �̂ (1) ; : : : ; X �̂ (n)):

Évidemment, comme on peut avoirX i = X j pour i 6= j , il n'y a pas toujours unicité
de cette permutation.

On dé�nit le vecteur des rangsRX comme la permutation inverse dê� . Évidem-
ment, de la même manière quê� , ce vecteur de rang n'est pas unique s'il existei 6= j
tels queX i = X j .

En fait comme son nom l'indique, le vecteur de rangs donne le rang de chaque
variable dans l'échantillon. Exemple :

x = (4 ; 2; 1; 1; 2; 0; 1)
x 4 2 1 1 2 0 1

Rx 7 5 2 3 6 1 4
En théorie, si lesX i sont iid et de loi continue alors, presque sûrement, il n'y

a pas d'ex-aequo (cf TD1). En pratique, comme on l'a déjà signalé, à cause de la
limitation de la précision des mesures et des arrondis, il peut y avoir des ex-aequo
dans un échantillon issu d'une loi continue. Il faut être attentif à ce problème car,
dans les logiciels, les procédures censées fonctionner sur des données de loi continue
ne sont pas toujours prévues pour parer à l'éventualité d'un ex-aequo, et même si
elles le sont, le résultat n'est pas toujours �able (cf plus loin).

3.5 Test des rangs signés de Wilcoxon

3.5.1 Sur un échantillon

On va à nouveau faire un test sur la médiane d'un échantillon.
On considère des variables(X 1; : : : ; X n ) di�uses et indépendantes, mais pas for-

cément de même loi. La proposition suivante montre que le vecteur de rangs deX
est alors unique presque sûrement.

Proposition 3.6. Si les variables aléatoiresX 1; : : : X n sont indépendantes et dif-
fuses alors

P(9i 6= j : jX i j = jX j j) = 0

Démonstration. Pour tout i 6= j on a

P(jX i j = jX j j) � P(X i = X j ) + P(X i = � X j )

=
Z

P(X i = x)dPX j (x) +
Z

P(X i = � x)dPX j (x) = 0

car les variables sont indépendantes et di�uses. Ainsi

P
�
9i 6= j : jX i j = jX j j

�
�

X

i 6= j; (i;j )2 [n]2
P(jX i j = jX j j) = 0 :
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On suppose disposer d'observations(X 1; : : : ; X n ) qui véri�ent les conditions sui-
vantes :

1. LesX i sont indépendantes entre elles.

2. LesX i sont di�uses.

3. LesX i ont une médiane communem.

4. Les lois desX i sont symétriques par rapport àm.

Notez que nous avons besoin d'une hypothèse supplémentaire par rapport au test
du signe : nous devons supposer que lesX i sont symétriques en loi par rapport
à leur médiane communem. Pour simpli�er, nous ne nous intéresserons pas à la
véri�cation de la condition de symétrie, ni à la condition de médiane commune.
Nous nous contenterons de supposer que ces conditions sont bien véri�ées, sans
autre précision.

L'hypothèseH0 est la suivante

H0 : m = 0

On va utiliser à nouveau le signe desX i , mais on suppose en plus qu'on dispose
de la valeur desjX i j. On compte le nombre deX i > 0 mais on leur attribue un
poids d'autant plus grand quejX i j est élevé. Si on dispose des valeurs desjX i j, le
test suivant est préférable au test du signe étudié précédemment, car il utilise plus
d'information tout en ayant des conditions d'application presqu'aussi larges.

On considère la statistique d'ordre associée auxfj X i jg1� i � n . On a donc

jX j(1) < jX j(2) < : : : < jX j(n) ; P � ps:

On note RjX j le vecteur des rangs associé. On pose

W +
n =

nX

i =1

RjX j(i )1f X i > 0g

Exemple 3.7.
X i -0,15 -0,42 0,22 0,6 -0,1
jX i j 0,15 0,42 0,22 0,6 0,1

RjX j(i ) 2 4 3 5 1

Remarque 3.8. On a 0 � W +
n � n(n+1)

2 . Le cas W +
n = 0 correspond à tous les

X i < 0, le casW +
n = n(n+1)

2 correspond au cas où tous lesX i > 0.
Si on pose en plusW �

n =
P n

i =1 RjX j(i )1f X i < 0g et si P(X i = 0) = 0 (ce qui est le
cas si les variables sont di�uses), alors

W +
n + W �

n =
n(n + 1)

2

Expliquons rapidement l'idée derrière ce test. Supposons pour �xer les idées que

H1 : m > 0:

L'idée est que, sousH1, il y a plus deX i positifs que deX i négatifs. Jusque là c'est
même idée que pour le test du signe. Mais en plus, du fait de la symétrie, lesX i
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Figure 3.1 � échantillon de loi symétrique avecm = 0 (à gauche) etm = 10 à
droite

positifs ont tendance à être plus grands en valeur absolue que lesX i négatifs, c'est
là qu'on utilise une information supplémentaire par rapport au test du signe. Donc
sous cette alternative,W +

n sera "grand".
Évidemment si l'alternative estH1 : m < 0, alors W +

n sera au contraire "petit".

Exemple 3.9. Prenons un exemple concret. On simule un premier échantil lonX n
1

de taille n = 30 de loi deT(4) localisé enm = 0, c'est-à-dire dont la densité est
f (x) = 1

� (1+ x2 ) (en noir). On simule ensuite un échantil lon de même taille de loi de
Cauchy localisé enm = 1, c'est-à-dire dont la densité estf (x) = 1

� (1+( x� 1)2 ) . Ces
deux échantil lons sont représentés dans la �gure 3.1. On remarque que

� Le premier échantil lon a quasiment autant de valeurs positives que de valeurs
négatives. De plus, grâce à la symétrie de la loi pa rapport à 0, les valeurs
absolues desx i qui sont positifs n'ont pas tendance à être plus grandes que les
valeurs absolues desx i qui sont négatifs, et vice versa.

� Le deuxième échantil lon a plus de valeurs positives que de valeurs négatives.
Mais en plus si on range par ordre croissant les valeurs absolues desx i , ce
sont lesx i positives qui ont les rangs les plus élevés.

Exemple 3.10. Prenons un autre exemple pour il lustrer la nécessité de la condition
de symétrie. On simule un échantil lon de loi de densitéf (x) = 1

2 exp(� x)1x> 0 +
1
2 exp(+3x)1x< 0. C'est une loi de médiane0 mais non symétrique. L'échantil lon est
représenté sur la �gure 3.2. On voit qu'il y a à peu près autant de valeurs positives
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Figure 3.2 � échantillon de loi non symétrique avec médiane égale à0.

que négatives, mais que lesx i positifs ont tendance à prendre des valeurs absolues
plus grandes.

Théorème 3.11. Les conditions 1-4 page 70 sont supposées véri�ées. On a,sous
H0 : m=0 ,

1. W +
n et W �

n ont même distribution.

2. E[W +
n ] = n(n+1)

4

3. W +
n et W �

n sont libres en loi deX .

4. Var (W +
n ) = n(n+1)(2 n+1)

24 .

5. Asymptotiquement, on a

W +
n � E[W +

n ]
q

Var (W +
n )

loi�! N (0; 1)

On admet la preuve. Cependant pour les étudiants intéressés, voici une partie
de la preuve.

Démonstration. On se place sousH0.

1. On a

W +
n =

nX

i =1

RjX j(i )1X i > 0

=
nX

j =1

j 1f X � j X j ( j ) > 0g

où on a noté� jX j = R� 1
jX j . De même

W �
n =

nX

j =1

j 1f X � j X j ( j ) < 0g
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La loi desX i est symétrique par rapport à 0, donc

X n
1 � � X n

1

Donc, pour toute fonction f (déterministe), on a

f (X n
1 ) � f (� X n

1 ):

Or W +
n est une fonction du vecteurX n

1 . Donc on a

W +
n =

nX

j =1

j 1f X � j X j ( j ) > 0g �
nX

j =1

j 1f� X � j� X j ( j ) > 0g

Or � jX j = � j� X j donc,

W +
n �

nX

j =1

j 1f� X � j X j ( j ) > 0g =
nX

j =1

j 1f X � j� X j ( j ) < 0g = W �
n

Donc W +
n et W �

n sont de même loi.

2. De la même manière que pour l'item 1, la symétrie de la loi deX n
1 implique

que, pour tout 1 � j � n, X � j X j (j ) � � X � j X j (j ) et donc

P(X � j X j (j ) > 0) = P(X � j X j (j ) < 0):

Ainsi, si P(X � j X j (j ) = 0) = 0 . alors

P(X � j X j (j ) > 0) = 1=2

et donc

E(W +
n ) =

nX

i =1

j P(X � j X j (j ) > 0) = n(n + 1) =4

Montrons donc queX � j X j (j ) est di�use. On a pour tout x 2 R

P(X � j X j (j ) = x) =
nX

i =1

P(X i = x; � jX j(j ) = i ) = 0

car lesX i sont di�uses.

3. Le point clé est que la symétrie de la loi desX i par rapport à 0 implique que
les vecteurs(jX 1j; : : : ; jX n j) et (1X 1> 0; : : : ; 1X n > 0) sont indépendants. En e�et
cette propriété, combinée au fait que lesX � j X j (i ) sont di�uses, implique que

(1X � j X j (1) > 0; : : : ; 1X � j X j ( n ) > 0) � (Y1; : : : ; Yn )

où
Y1; : : : ; Yn

iid� Be(1=2):
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En e�et, soit (� 1; : : : ; � n ) 2 f 0; 1gn , on a

P
�

(1X � j X j (1) > 0; : : : ; 1X � j X j ( n ) > 0) = ( � 1; : : : ; � n )
�

=
X

s2 S n

P
�

(1X s(1) > 0; : : : ; 1X s( n ) > 0) = ( � 1; : : : ; � n ); � jX j = s
�

=
X

s2 S n

P
�
(1X s(1) > 0; : : : ; 1X s( n ) > 0) = ( � 1; : : : ; � n )

�
P(� jX j = s)

=
1
2n

X

s2 S n

P(� jX j = s)

=
1
2n

= P
�
(Y1; : : : ; Yn ) = ( � 1; : : : ; � n )

�

On a utilisé
� ligne 2 : les probabilités totales.

� ligne 3 : l'indépendance entre(jX 1j; : : : ; jX n j) et (1X 1> 0; : : : ; 1X n > 0) en-
traine l'indépendance entre(jX 1j; : : : ; jX n j) et (1X s(1) > 0; : : : ; 1X s( n ) > 0) car
s est �xe ! (et � jX j est une fonction dejX ).

� ligne 4 :s est �xe et les variablesX 1; : : : ; X n sont indépendantes donc les
variablesX s(1) ; : : : ; X s(n) sont indépendantes. Donc

P
�
1X s(1) > 0; : : : ; 1X s( n ) > 0) = ( � 1; : : : ; � n )

�

= P(1X s(1) > 0 = � 1) : : : P(1X s( n ) > 0 = � n )

De plus P(X � j X j (i ) > 0) = 1=2 d'après l'item 2.
Ceci prouve l'item 3 : en e�et, W +

n �
P n

j =1 jY j . Ceci permet aussi de trouver
la valeur de la variance : en e�et

Var (
nX

j =1

j 1f X � j X j ( j ) > 0g) =
nX

j =1

j 2Var (Yj )

=
nX

j =1

j 2

4
=

n(n + 1)(2 n + 1)
24

Remarque 3.12. Sous H0, la statistique W +
n a une distribution symétrique par

rapport à sa moyennen(n+1)
4 .

En e�et, sous H0, W +
n � W �

n et commeW +
n + W �

n = n(n+1)
2 on a

W +
n �

n(n + 1)
2

� W +
n

c'est-à-dire
W +

n � 2b� W +
n

avec

b=
n(n + 1)

4
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En conséquence, le test, pour l'alternativeH1 : m 6= 0, est

� (X 1; : : : ; X n ) = 1fj W +
n � n ( n +1)

4 j>q g

pour une certaine valeurq à choisir, fonction du niveau souhaité. En raisonnant
comme dans l'exercice 3 du TD1, on peut montrer que le test au niveau� est

� � (X 1; : : : ; X n ) = 1fj W +
n � n ( n +1)

4 j>q 1� �
2

� n ( n +1)
4 g

où q1� �
2

est le quantile d'ordre1 � �
2 de la loi deW +

n sousH0 (il s'agit de la loi de
P n

j =1 jY j avecY1; : : : ; Yn
iid� Be(1=2) d'après la preuve).

Remarque 3.13. Test exact ou asymptotique ?
On utilise la loi exacte deW +

n sousH0 quandn � 20.
Pour n > 20, on utilise un test asymptotique, conséquence de la convergence en

loi.

Avec R
Pour tester H0 : m = 0 contre H1 : m 6= 0, si l'échantillon se trouve dans

un vecteur x, on peut utiliser wilcox.test(x,alternative="two.sided") . Pour
H1 : m > 0, on met alternative="greater" et pour H1 : m < 0, on met
alternative="less" .

3.5.2 Echantillons appariées

On suppose disposer de deux échantillons appariés de taillen : (U1; : : : ; Un ) et
(V1; : : : ; Vn ) . On veut savoir si l'un des échantillons a "tendance à prendre des valeurs
plus grandes que l'autre" (penser à l'exemple des traitements médicamenteux). C'est
la même problématique que pour le test du signe sur deux échantillons. On modélise
le problème de la même manière.

Comme pour le test du signe, on pose

X i = Vi � Ui

et nous utilisons le test de Wilcoxon des rangs signés sur l'échantillonX n
1 .

Nous supposons donc que
� Les X i sont indépendants entre eux (mais pas forcément de même loi).
� Les X i sont di�uses.
� Les X i ont une médiane communem.
� Les X i sont de loi symétrique par rapport àm.
L'hypothèse nulle est

H0 : m = 0

Si on pense que les seules possibilités sont
- soit on est sousH0

- soit lesUi prennent des valeurs plus petites que lesVi ,
alors on pose comme hypothèse alternative :

H1 : m > 0:
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Remarque 3.14. Comme on l'a déjà remarqué pour le cas du test sur la médiane
d'un seul échantil lon, le test des rangs signés est plus puissant que le test du signe.
Donc il est conseillé d'utiliser le test des rangs signés plutôt que le test du signe si
on peut le faire, c'est-à-dire si on a accès aux valeurs de l'échantil lon desX i et pas
seulement à leur signe et si la loi desX i est symétrique.

Avec R
On peut utiliser la fonction wilcox.test . Si nos échantillons sont dans des vec-

teurs x et y, et si H1 : m 6= 0, on écrit
wilcox.test(x,y,paired=T, alternative="two.sided") .
ou son équivalentwilcox.test(x-y, alternative="two.sided") .
(Mêmes changements possibles d'alternative que précédemment. )
On peut aussi avoir des données correspondants à deux colonnes d'un dataframe.

Un exemple : on veut savoir si les salaires des hommes d'une entreprise sont du même
ordre que les salaires des femmes ou bien plus élevés. On suppose que l'on a apparié
les données (par exemple on a rassemblés les salaires selon l'âge de la personne).
On suppose que ces salaires apparaissent dans un dataframe nommésalaires avec
pour colonnesfemmeset hommes, on peut alors utiliser

wilcox.test(data=salaires, hommes~femmes, paired=T, alternative="greater")

Remarque 3.15. Il faut alors faire attention au problème des ex aequo ("ties" en
anglais) quand on utilise la procédurewilcox.test . On peut quand même faire le
test, mais il n'est jamais exact, c'est-à-dire qu'il repose automatiquement sur une
approximation gaussienne.

Comme l'approximation gaussienne n'est valable que pour des grands échan-
til lons, on ne peut pas trop se �er au résultat dewilcox.test quand il y a des
ex aequo et quand la taille d'échantil lon est trop petite (pas de problème en revanche
avec les éventuels ex aequo si la taille est su�samment grande).

Dans le cas d'ex aequos, on reçoit le message suivantwarning message : cannot
compute exact p-values with ties .

Ce qu'on entend par ex aequo ici, c'est un ex aequo dans l'échantil lonxn
1 des

di�érences ou un ex aequo dans l'échantil lon des valeurs absolues des di�érences
(jx1j; : : : ; jxn j).

Remarque 3.16. Pour tester l'hypothèse de symétrie desX i quand il s'agit d'un
échantil lon i.i.d, on peut par exemple commencer par représenter les données (his-
togramme par exemple ou densité cf chap4), (ou utiliser un des nombreux tests de
symétrie : par exemple le testsymmetry.test du packagelawstat ( attention cette
fonction est un peu lente). En cas d'asymétrie sur l'échantil lon des di�érences il
semble préférable d'utiliser le test du signe.

Certains praticiens utilisent une transformation desX i pour rendre l'échantil lon
symétrique (mais le test fait sur l'échantil lon transformé n'est alors pas un test sur
la médiane desX i )
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3.6 Wilcoxon de la somme des rangs / Mann-
Whitney

3.6.1 Résultats préliminaires sur le vecteur des rangs

On commence par quelques résultats liés au vecteur des rang dans le cas de
données i.i.d.

Théorème 3.17. Soient X 1; : : : ; X n n v.a. i.i.d. de loi continue et de statistique
d'ordre X � et de vecteur des rangsRX . Alors X � et RX sont indépendants et de
plus RX est distribué uniformément surS n .

Démonstration. La loi est continue donc presque sûrement il n'y a pas d'ex-aequo.
RX est clairement à valeurs dansS n . CommeRX est la permutation inverse de� ,
il su�t en fait de montrer que

1. � suit une loi uniforme surS n .
2. � et X � sont indépendants.

Puisque lesX i sont indépendantes et de même loi, elles sont interchangeables donc

8s 2 S n ; P(� = s) =
1

Card (S n )
=

1
n!

:

Par exemple, pourn = 3, on a

P(X 1 < X 2 < X 3) = P(X 1 < X 3 < X 2) = P(X 2 < X 1 < X 3) = P(X 2 < X 3 < X 1)

= P(X 3 < X 2 < X 1) = P(X 3 < X 1 < X 2) = 1 =6

On montre maintenant que� et X � sont indépendantes. On veut montrer que,
pour tout borélien B de Rn et toute permutation s de S n , on a

P(X � 2 B \ � = s) = P(X � 2 B)P(� = s):

Et comme P(� = s) = 1
n! , cela revient à montrer que, pour toute permutation

s 2 S n

P(X � 2 B) = n!P(X � 2 B \ � = s)

Comme lesX i sont indépendantes et de même loi, elles sont interchangeables et
donc, pour tout s et tout B ,

P
�
X � 2 B \ � = s

�
= P

�

X s(1) < : : : < X s(n) ; (X s(1) ; : : : ; X s(n)) 2 B
�

= P
�
X 1 < : : : < X n ; (X 1; : : : ; X n ) 2 B)

D'autre part, le théorème des probabilités totales permet d'écrire :

P(X � 2 B) =
X

s2 S n

P(X � 2 B \ � = s)

=
X

s2 S n

P
�
X 1 < : : : < X n ; (X 1; : : : ; X n ) 2 B)

= n!P
�
X 1 < : : : < X n ; (X 1; : : : ; X n ) 2 B)

= n!P
�
X � 2 B \ � = s

�

où s est une permutation quelconque.
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La principale conséquence de ce théorème est que la loi deRX ne dépend pas de
la loi desX i . On en déduit que toute variable aléatoire qui ne s'exprime qu'à l'aide
du vecteur de rangs d'observations i.i.d. de loi continue a une loi indépendante
de ces observations. C'est bien ce que l'on cherche à obtenir en statistique non
paramétrique, où la loi des observations n'appartient pas à une famille paramétrée
connue. On pourra donc faire de l'estimation et des tests non paramétriques à l'aide
des rangs des observations.

Remarque 3.18. Pour tout s �xé (non aléatoire) dans S n on a

(X s(1) ; : : : ; X s(n)) � (X 1; : : : ; X n )

Mais ça n'est pas vrai si la permutation est aléatoire (à moins qu'elle ne soit indé-
pendante desX i ). Par exemple, on a évidemment

X � = ( X � (1) ; : : : ; X � (n)) � (X 1; : : : ; X n )

Proposition 3.19. Soient X 1; : : : ; X n n v.a. i.i.d. de loi continue de vecteur des
rangs RX = ( R1; : : : ; Rn ). Pour tout entier s tel que1 � s � n, et pour toute suite
d'entiers distincts (r1; : : : ; rs) dans f 1; : : : ; ng, on a

P
�
(R1; : : : ; Rs) = ( r1; : : : ; rs)

�
=

1
n(n � 1) : : : (n � s + 1)

:

En particulier, pour tout i 2 f 1; : : : ; ng, Ri suit une loi uniforme sur f 1; : : : ; ng.

Démonstration. Pour simpli�er, considérons d'abord trois cas simples.

� s = n : P
�

(R1; : : : ; Rn ) = ( r1; : : : ; rn )
�

= P(R = r ) où r = ( r1; : : : ; rn ) 2 S n .

Donc, d'après le théorème précédent, on a

P
�

(R1; : : : ; Rn ) = ( r1; : : : ; rn )
�

=
1
n!

;

ce qui est bien le résultat annoncé.

� s = 1 : P(R1 = s) = P( � X 1 est les-ème plus petit élément de l'échantillon �) =
1
n , toujours du fait que lesX i sont interchangeables.

� s = 2 : alors

P
�

(R1; R2) = ( s1; s2)
�

= P(R1 = s1)P(R2 = s2 j R1 = s1) =
1
n

1
n � 1

Le cas général se traite de la même manière que le cass = 2.

3.6.2 Test de Mann-Whitney

Nous allons maintenant décrire letest de Wilcoxon de la somme des rangs ,
encore appelétest de Mann-Whitney.

On se donne deux échantillonsUn
1 et V p

1 tels que
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1. U1; : : : ; Un
iid� U et V1; : : : ; Vp

iid� V

2. Un
1 et V p

1 sont indépendants

3. U et V sont di�uses.

A noter que les échantillons ne sont pas forcément de même taille.
On note F la fonction de répartition desUi et G celle desVj . On veut tester

H0 : F = G

Ce n'est donc pas un test sur la médiane ou la moyenne contrairement aux tests
précédents ( signe et Wilcoxon des rangs signés). Cependant l'alternativen'est pas
F 6= G. D'ailleurs si vous faites le test avec la commande R associée, il sera écrit
alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0 .

On suppose en fait queU et V ont la même loi, à un paramètre de position près,
c'est-à-dire

� soit U et V ont la même loi (H0)

� soit U a tendance à prendre des valeurs plus grandes queV, ou le contraire
(H1).

Autrement dit

H0 : F = G contre H1 : 9� 6= 0 tel que F (�) = G(� � � ):

Exemple 3.20. On veut tester un nouveau médicament par rapport à un ancien
médicament. On donne le premier à un groupe den personnes, et le deuxième à un
groupe dep personnes, ces deux groupes étant cette fois-ci indépendants. On veut
voir si le nouveau médicament est plus e�cace que l'ancien.

Remarque 3.21. On peut voir le test de Student comme un test d'égalité en loi,
quand on suppose que les données sont gaussiennes et ne peuvent di�érer (éventuel-
lement) que par leur moyenne. En ce sens le test de Mann-Whitney peut être vu
comme vu comme une version non-paramétrique (et plus généralement robuste) du
test de Student sur deux échantil lons indépendants.

On met les deux échantillons ensemble pour former un seul échantillon global de
taille n + p : (U1; : : : ; Un ; V1; : : : ; Vp). On classe ensuite les variablesf Ui ; Vj g par leur
rang global dans cet échantillon global : cela donne un vecteur de rangs que l'on
note RU;V . On note R1; : : : ; Rn les rangs associés aux variablesUi et S1; : : : ; Sp les
rangs associés aux variablesVj .

Exemple 3.22. soient U1 = 3:5 U2 = 4:7 U3 = 1:2 V1 = 0:7 V2 = 3:9. Alors
on a : V1 < U 3 < U 1 < V2 < U 2.

R1 = 3; R2 = 5; R3 = 2; S1 = 1; S2 = 4

On pose

� 1 = R1 + R2 + : : : + Rn ; � 2 = S1 + S2 + : : : + Sp
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Principe : pour simpli�er, prenons d'abord le cas simple où les deux échantillons
soient de même taille. Alors, sousH0, on s'attend à ce que� 1 et � 2 soit à peu près
égaux. Pour �xer les idées, imaginons que l'alternative corresponde au fait que lesUi

ont tendance à prendre des valeurs supérieures auxVi . Alors, sousH1, les rangsRi

desUi dans l'échantillon global seront dans l'ensemble supérieurs aux rangsSj desVj

dans l'échantillon global. Donc sousH1, � 1 sera "grand" (c'est-à-dire "anormalement
grand" par rapport à ce qui se passe sousH0).

Maintenant, même si les échantillons ne sont pas de même taille, sousH1, � 1

aura tendance à être anormalement grand par rapport à ce qui se passe sousH0.
Plus généralement, si on pense queU et V n'ont pas la même loi et que l'une des

deux variables a tendance à prendre des valeurs supérieures à l'autre mais on n'a
pas d'intuition sur laquelle des deux, alors s'attend à ce que� 1 soit "anormalement
grand" ou "anormalement petit" (toujours par rapport à ce qui se passe sousH0).

Maintenant la question est : qu'est-ce qu'une valeur "normale" sousH0 ? Les
résultats suivants répondent à cette question.

Proposition 3.23. On a

n(n + 1)
2

� � 1 � np +
n(n + 1)

2

p(p + 1)
2

� � 2 � np +
p(p + 1)

2
SousH0 : F = G, et sous les conditions 1-3 page 79, on a, pour touti et tout j ,

E(Ri ) = E(Sj ) =
n + p + 1

2

Var (Ri ) = Var (Sj ) =
(n + p)2 � 1

12

E(� 1) =
n(n + p + 1)

2
; E(� 2) =

p(n + p + 1)
2

Var (� 1) = Var (� 2) =
np(n + p + 1)

12

Démonstration.

� 1 � 1 + 2 + : : : + n =
n(n + 1)

2
et

� 2 � 1 + 2 + : : : + p =
p(p + 1)

2

Comme� 1 + � 2 =
P n+ p

i =1 i = (n+ p)( n+ p+1)
2 , on a

� 1 �
(n + p)(n + p + 1)

2
�

p(p + 1)
2

= np +
n(n + 1)

2

De même

� 2 � np +
p(p + 1)

2
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On se place désormais sousH0.
Alors toutes les variablesU1; : : : ; Un ; V1; : : : ; Vp sont i.i.d. Donc on a un échan-

tillon global i.i.d. de taille N = n + p. D'après le théorème 7 (cass = 1), pour
tout i , la v.a. Ri , qui est donc une composante du vecteur de rang de l'échantillon
global RU;V , suit une loi uniforme surf 1; : : : ; Ng. De même pour chaqueSj . Donc
l'espérance et la variance de chacune de ces variables est simplement l'espérance
et la variance d'une variable de loi uniforme surf 1; : : : ; Ng. Donc on a, pour tout
i = 1; : : : ; n, et pour tout j = 1; : : : ; p,

E(Ri ) = E(Sj ) =
1
N

NX

i =1

i =
N + 1

2
=

n + p + 1
2

et

Var (Ri ) = Var (Sj ) =
1
N

NX

i =1

i 2 �
� N + 1

2

� 2

=
(N + 1)(2 N + 1)

6
�

� N + 1
2

� 2

=
N 2 � 1

12

Donc on a

E� 1 = E(R1 + : : : Rn ) = nER1 =
n(n + p + 1)

2
et

E� 2 = E(S1 + : : : Sp) = pES1 =
p(n + p + 1)

2
Il reste le calcul des variances de� 1 et � 2. Attention les variablesRi et Sj sont

de même loi mais pas indépendantes ! On a

Var � 1 = Var (R1 + : : : + Rn ) =
nX

i =1

Var (Ri ) +
nX

i =1

X

j 6= i

Cov (Ri ; Rj )

On a déjà calculé les variances, il faut donc calculer maintenant les covariances. Soit
donc i 6= j ,

Cov (Ri ; Rj ) = E
�

(Ri � ERi )(Rj � ERj )
�

=
X

1� k;l � N;k 6= l

(k �
N + 1

2
)( l �

N + 1
2

)P(Ri = k; Rj = l)

Or, (Ri ; Rj ) a la même loi que(R1; R2) et, d'après le théorème 7, on a, pourk 6= l,

P(R1 = k; R2 = l) =
1

N (N � 1)

Donc

Cov (Ri ; Rj ) = Cov (R1; R2) =
1

N (N � 1)

X

k6= l

(k �
N + 1

2
)( l �

N + 1
2

)
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Or on a

X

k6= l

(k �
N + 1

2
)( l �

N + 1
2

) =
X

1� k;l � N

(k �
N + 1

2
)( l �

N + 1
2

) �
NX

k=1

(k �
N + 1

2
)2

=
� NX

k=1

(k �
N + 1

2
)
� 2

�
NX

k=1

(k �
N + 1

2
)2

De plus
NX

k=1

(k �
N + 1

2
) =

NX

k=1

k �
N (N + 1)

2
= 0

Donc

Cov (Ri ; Rj ) = �
1

N (N � 1)

NX

k=1

(k �
N + 1

2
)2 = �

1
N � 1

Var R1

Et �nalement

Var (� 1) =
nX

i =1

Var (Ri ) +
nX

i =1

X

j 6= i

Cov (Ri ; Rj )

= nVar (R1) + n(n � 1)Cov (R1; R2)

= nVar (R1) �
n(n � 1)
N � 1

Var (R1)

=
n(N � n)

N � 1
N 2 � 1

12

=
n(N � n)(N + 1)

12

=
np(n + p + 1)

12

Le calcul deVar (� 2) se déduit de celui deVar (� 1) en échangeant les rôles den et
p.

Au vu de la proposition, on considère naturellement les statistiques suivantes :

MU = � 1 �
n(n + 1)

2
2 f 0; 1; : : : ; npg

MV = � 2 �
p(p + 1)

2
2 f 0; 1; : : : ; npg

Proposition 3.24. On suppose les conditions1-3 page 79 véri�ées. Alors

1. MU + MV = np p:s:;

2. SousH0 : F = G, la loi de MV est symétrique par rapport ànp
2 ;

3. SousH0 : F = G, MU � MV .

4. MV est égal au nombre de paires(Ui ; Vj ), parmi toutes les paires possibles,
telles queUi < V j .
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Démonstration. 1. � 1+� 2 est égal à la somme des rangs de toutes lesN variables.
Donc � 1 +� 2 =

P N
i =1 i = N (N +1)

2 . DoncMU + MV = � 1 � n(n+1)
2 +� 2 � p(p+1)

2 =
(n+ p)( n+ p+1)

2 � n(n+1)
2 � p(p+1)

2 = np.

2. On se place sousH0. On introduit (S0
1; : : : ; S0

p) les rangs desV1; : : : ; Vp dans
l'échantillon global lorsque les variables sont ordonnées de façon décroissante.
On montre exactement de la même manière que dans la proposition 3.19 que,
pour toute suite d'entiers distincts(r1; : : : ; rp) dans f 1; : : : ; Ng, on a

P
�
(S0

1; : : : ; S0
p) = ( r1; : : : ; rp)

�
=

1
N (N � 1) : : : (N � p + 1)

:

Donc (S0
1; : : : ; S0

p) � (S1; : : : ; Sp). Donc

� 2 � � 0
2 (3.1)

où � 0
2 = S0

1 + : : : + S0
p. Or, pour tout j 2 [p], S0

j = N + 1 � Sj . Donc

� 0
2 = N + 1 � S1 + � � � + N + 1 � Sj + : : : + N + 1 � Sp = ( N + 1) p� � 2 (3.2)

Ainsi, en combinant (3.1) et (3.2), on obtient

� 2 � (N + 1) p � � 2

Ceci implique queMV + p(p+1)
2 � (n + p+ 1) p � (MV + p(p+1)

2 ). Autrement dit
on a

MV � (n + p + 1) p � p(p + 1) � MV = np � MV ;

ce qui se traduit par :MV est symétrique par rapport ànp
2 .

3. On se place sousH0. En combinant l'item 2 et l'item 1 on a

MV � np � MV = np � (np � MU ) = MU :

4. La démonstration de l'item 4 est admise. Cependant, on donne la preuve ici
pour les étudiants intéressés. On se place sousH0. Sans perte de généralité,
on suppose que� est égale à l'identité, autrement dit v1 < : : : < v p. On
va compter, pour tout j 2 [p], le nombre d'éléments du premier échantillon
u1; : : : ; un qui sont plus petits quevj . On rappelle que, pour toutj 2 [p], sj est
le rang devj dans l'échantillon globalu1; : : : ; un ; v1; : : : ; vp. Commençons par
j = 1 : il y a s1 � 1 valeurs plus petites quev1 dans l'échantillon global. Ces
valeurs ne peuvent être que des valeurs du premier échantillon carv1 est la
plus petite valeur de l'échantillonv1; : : : ; vp. Donc il y a s1 � 1 couples(ui ; v1)
tels queui < v 1. Passons au casj = 2. Il y a s2 � 1 valeurs de l'échantillon
global qui sont plus petites quev2, et comme il y a une seule valeur (c'estv1)
du second échantillon qui est plus petite quev2, il y a s2 � 2 couples(ui ; v2)
tels que ui < v 2. De manière générale, pour toutj 2 [p] �xé, il y a sj � j
couples(ui ; vj ) tels queui < v j . Donc le nombre total de couples(ui ; vj ) tels
que ui < v j est égal à

s1 � 1 + : : : + sj � j + : : : + sp � p =
pX

j =1

sj �
pX

j =

j = � 2 �
p(p + 1)

2
= MV :
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Théorème 3.25. On suppose les conditions1-3 page 79 véri�ées. Les lois deMU

et MV sont libres sousH0 : F = G (i.e. elles ne dépendent pas deF , fonction de
répartition des Ui et desVj ). Elles ne dépendent que den et p. Asymptotiquement,
sousH0, quandn et p tendent vers+ 1 ,

MU � E(MU )
q

Var (MU )

loi�! N (0; 1)

(et la même chose pourMV puisqueMU � MV )

E(MU ) =
np
2

Var (MU ) =
np(n + p + 1)

12
:

Démonstration. On admet la convergence en loi.
MU = � 1 � n(n+1)

2 = R1 + : : : + Rn � n(n+1)
2 est une fonction du vecteur

(R1; : : : ; Rn ). On connait la loi de ce vecteur sousH0, cette loi est donnée par
le théorème 7 : pour toute suite d'entiers(r1; : : : ; rn ) à valeur dans[N ], on a

PF = G

�

(R1; : : : ; Rn ) = ( r1; : : : ; rn )
�

=
1

N (N � 1) : : : (N � n + 1)

On voit donc qu'elle ne dépend pas deF et ne dépend que den et p.
L'espérance et la variance deMU se déduisent l de l'espérance et de la variance

de � 1, qu'on a obtenues dans la proposition 3.23.

Remarque 3.26. (Test exact ou asymptotique) Pour les valeurs den et p plus
petites que 10, la loi du test ci-dessus est tabulée. Pour les grandes valeurs, on
utilise l'approximation gaussienne.

Remarque 3.27. (Correction de continuité)
Supposons que la statistique de testTn prenne des valeurs discrètes, disons entières,
mais n étant grand, la loi deTn peut être approchée par une loi gaussienne, qui est
une loi continue. AlorsP(Tn � p) = P(Tn � p� u), pour tout u 2 [0; 1[ et pour tout
p 2 N. La correction du continu consiste à remplacer la valeurp dans l'approximation
gaussienne parp� 0; 5 : plus précisément, si on aan (Tn � tn ) loi! N (0; 1), on approche
comme suit :

P(Tn � p) = P(an (Tn � tn ) � an (p � tn )) � 1 � �( an (p � 0:5 � tn ))

Avec R
C'est exactement la même formulation que le test de Wilcoxon des rangs signés,

sauf qu'on metpaired=F . C'est en fait False par défaut.
Dans l'exemple lié aux salaires, en supposant cette fois que les échantillons de

salaires d'hommes et de femmes sont i.i.d. et indépendants entre eux, on peut utiliser

wilcox.test(data=salaires,hommes~femmes,alternative="greater")
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Quelques détails de plus : l'argumentexact indique si on veut le test exact ou
l'approximation gaussienne. Cet argument est par défaut àtrue si l'un des échan-
tillons a une taille supérieure à 50 et àfalse dans le cas contraire. L'argument
correct indique si on veut la correction de continuité quand on utilise l'approxima-
tion gaussienne. Il est par défaut àTRUE.

Remarque 3.28. En plus d'être adaptés à un plus grand nombre de lois, les tests
basés sur les rangs sont plus robustes à la présence d'observations aberrantes, ou
"outliers", dans l'échantil lon (penser à la di�érence médiane/moyenne) .

Remarque 3.29. Certains auteurs préconisent, avant l'utilisation éventuelle de
Mann-Whitney, de tester si les deux échantil lons ont le même paramètre d'échelle
(même variance par exemple). En e�et, si on considère Mann-Whitney comme un
test d'égalité en loi supposé détecter une di�érence de position, alors il ne semble pas
judicieux d'utiliser Mann-Whitney si les échelles di�èrent (ni d'ail leurs si la forme
général de l'histogramme est très di�érente). Si on fait ce test dans cette optique-là,
alors il parait judicieux de véri�er cette condition sur un graphique par exemple (de
toute façon il faut toujours représenter les données avant toute chose). Il existe aussi
des tests d'échelle (par exemple le test de Levene, qui a des propriétés de robustesse).
Citation de Zimmerman (2004) : "for a wide variety of non-normal distributions,
especially skewed distributions, the Type I error probabilities of both the t test and the
Wilcoxon-Mann-Whitney test are substantially in�ated by heterogeneous variances,
even when sample sizes are equal."

Cependant, certains praticiens utilisent le test de Mann-Whitney comme un test
pour savoir en gros si l'une des deux populations (U ou V) a tendance à prendre des
valeurs plus grandes que l'autre. Il n'est alors pas vu comme un test d'égalité en loi.
A ce moment-là, on n'a pas besoin de véri�er si les lois semblent les mêmes à un
paramètre de position près (et donc pas besoin de véri�er que l'échelle est la même).

Remarque 3.30. Une question naturelle : quel type de test (paramétrique/ non
paramétrique) choisir ?

Souvent, si le modèle paramétrique est correct, les tests paramétriques sont plus
puissants que les tests non paramétriques. Cependant, ils sont aussi plus contrai-
gnants, car il faut véri�er les conditions d'application qui sont plus nombreuses dans
ce cas. On choisira généralement un test non paramétrique lorsque

� les conditions d'application du test paramétrique ne sont pas véri�ées

� ou il est impossible de véri�er ces conditions.

"On préconise aussi parfois l'utilisation de tests non paramétriques dans le cas
de petits échantil lons, mais le fait d'avoir de petits échantil lons ne justi�e pas à lui
seul l'utilisation de tests non paramétriques : si les échantil lons sont petits, mais
que ce type de données a été su�samment étudié pour que l'on puisse supposer la
normalité de la distribution, pas de problème pour utiliser des tests paramétriques.
Ce type de conseils est en général donné par prudence, parce que le petit nombre
de données ne permet pas de véri�er, à partir de l'échantil lon, la normalité de la
distribution. Dans le doute, on peut donc choisir un test non paramétrique. Les tests
non paramétriques sont certes un peu moins puissants que les tests paramétriques,
mais leur e�cacité relative reste bonne" (citation de C. Chabanet, cf biblio).
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Remarque 3.31. De la même manière que le test de Student pour comparer les
moyennes de deux échantil lons se généralise à plus de deux échantil lons par l'analyse
de la variance, "l'équivalent" du test de Wilcoxon de la somme des rangs pour plus
de deux échantil lons existe et s'appelle le test de Kruskal-Wallis.

A nouveau, pour Kruskal-Walllis, les données sont remplacées par leur rang dans
l'échantil lon global mais cette fois on calcule les sommes de carrés intra-groupe.
L'idée est que sous l'hypothèse nulle (la loi ne dépend pas du groupe) le problème se
réduit à nouveau à un problème combinatoire (il y a une uniformité sous-jacente).

Remarque 3.32. Comparons maintenant les tests de Kolmogorov-Smirnov (noté
KS) et le test de Mann-Whitney (noté MW). Le test KS est sensible à tout change-
ment dans les deux distributions. Des di�érences substantielles dans la forme, l'éten-
due ou la médiane vont amener à une petite p-valeur. En revanche, le test MW est
seulement sensible à un changement de position (cf plus loin pour une illustration).
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3.7 Exercices

Exercice 3.1. Une critique régulièrement émise envers l'industrie cinématogra-
phique est une préférence pour les actrices jeunes, alors que les acteurs masculins
de tous âges peuvent avoir accès à des grands rôles. A�n de tester cette hypothèse,
on note l'âge des premiers rôles masculin et féminin des 9 �lms en lice pour l'Oscar
2014 du meilleur �lm.

Age de l'acteur principal 40 57 44 52 39.2 77 48 36 39
Age de l'actrice principale 39.5 55 41.5 49 39.5 84 79 30 23

Table 3.1 � Dans l'ordre : American Blu�, Capitaine Phillips, Dallas Buyers Club,
Gravity, Her, Le Loup de Wall Street, Nebraska, Philomena, Twelve Years a Slave

On cherche à savoir si les actrices sont plus jeunes que les acteurs dans les �lms
américains à succès. On propose d'utiliser le test de Wilcoxon des rangs signés. On
traite l'âge comme une variable continue.

1. Expliquer pourquoi on utilise ici le test de Wilcoxon des rangs signés plutôt
que le test du signe.

2. Énoncer l'hypothèse nulle et l'hypothèse alternative. Rappeler l'expression de
la statistique de testW +

9 et son espérance sousH0.

3. Calculer la p-valeur du test à l'aide de la table ci-dessous, qui correspond à la
loi de W +

9 sousH0.

4. Conclure si on test au niveau� = 5%.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P [W +

9 � k] 0.0019 0.0039 0.0058 0.0097 0.0136 0.0195 0.0273 0.0371 0.0488 0.0644

k 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
P [W +

9 � k] 0.0820 0.1015 0.125 0.1503 0.1796 0.2128 0.2480 0.2851 0.3261 0.3671

k 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
P [W +

9 � k] 0.4101 0.4550 0.5 0.5449 0.5898 0.6328 0.6738 0.7148 0.7519 0.7871

k 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
P [W +

9 � k] 0.8203 0.8496 0.875 0.8984 0.9179 0.9355 0.9511 0.9628 0.9726 0.9804
k 40 41 42 43 44 45

P [w+
9 � k] 0.9863 0.9902 0.9941 0.9960 0.9980 1

Exercice 3.2. On s'intéresse à l'e�et d'une dose faible de Cambendazole sur les
infections des souris par la Trichniela Spiralis. Seize souris ont été infectées par
un même nombre de larves de Trichinella et ensuite réparties au hasard entre deux
groupes. Le premier groupe de 7 souris a reçu du Cambendazole, à raison de 10 mg
par kilo, 60 heures après l'infection. Les 9 autres souris n'ont pas reçu de traitement.
Au bout d'une semaine, toutes les souris ont été sacri�ées et les nombres suivants
de vers adultes ont été retrouvé dans les intestins :
Décrire un protocole statistique pour tester une e�cacité éventuelle du Cambendazole
pour le traitement des infections des souris par la Trichniela Spiralis. En utilisant
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Souris non traitées 51 55 62 63 65 68 71 75 79
Souris traitées 47 49 53 57 60 61 67

uniquement la table de Mann-Whitney donnée ci-dessous, pour quelle valeur de ni-
veau de test� est-on sûr que le test de Mann-Whitney conclura à une e�cacité du
Cambendazole pour le traitement des infections des souris par la Trichniela Spiralis ?

On donne quelques valeurs de la cdfFn;p de la statistique de Mann-Whitney sous
H0 pour n = 9 et p = 7 : F9;7(10) = 0:011 , F9;7(11) = 0:016, F9;7(12) = 0:021.

Exercice 3.3. On veut tester l'e�cacité d'un nouveau traitement contre les mi-
graines. On dispose d'un échantil lon de 18 personnes sujettes aux migraines à qui
on fournit une quantité égale de pilules correspondant au nouveau traitement (A) et
de pilules d'aspirine standard (B). Lorsqu'ils ont utilisé l'intégralité des deux jeux
de pilules on demande à chaque patient de juger quel type de pilule (A ou B) a été
le plus e�cace. Sur les 18 patients, 12 déclarent que le nouveau traitement (A) est
plus e�cace que l'ancien (B). Comment tester l'e�cacité du nouveau traitement ?
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3.8 Corrigés

3.8.1 Exercice 3.1

1. Nous disposons de données appariées(Ui ; Vi )1� i � 9 où Ui ; Vi sont liées au même
i-ème individu, le i -ème �lm, et représentent respectivement l'âge de l'acteur
principale et l'âge de l'actrice principale dans ce �lm.
Nous avons accès aux valeurs des di�érencesX i = Ui � Vi et pas seulement
à leur signe : nous préferons donc utiliser toutes les informations à notre dis-
position et utiliser le test des rangs signés de Wilcoxon plutôt que le test du
signe.
Remarque : nous ne nous occupons pas de la véri�cation de l'hypothèse de
médiane commune, ni de celle de symétrie par rapport à cette médiane, qui
sont des hypothèses nécessaires au test des rangs signés de Wilcoxon et nous
nous contentons de les supposer satisfaites.

2. Rappel des hypothèses du test des rangs signés de Wilcoxon :

� X 1; : : : ; X n sont indépendantes ;

� X 1; : : : ; X n sont de lois di�uses ;

� X 1; : : : ; X n sont de médiane communem ;

� Pour 1 � i � n, la loi de X i est symétrique par rapport àm.

L'hypothèse nulle estH0 : m = 0 , l'hypothèse alternative estH1 : m > 0.
Nous utilisons la statistique de test

W +
9 =

9X

i =1

RjX j(i )1f X i > 0g

où (jX j(1) ; : : : ; jX j(9) ) = ( jX j �̂ j X j (1) ; : : : ; jX j �̂ j X j (9) ) et RjX j = �̂ � 1
jX j .

D'après le cours, nous savons queW +
9 est égal en loi sousH0 à

~h9 :=
9X

j =1

jY j

où Y1; : : : ; Y9
iid� Be( 1

2) et donc EH 0 [W +
9 ] = 9� (9+1)

4 = 22; 5.

3. Les valeurs observées deUi ; Vi ; X i ; 1f X i > 0g; �̂ jX j(i ); RjX j(i ) sont :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ui 40 57 44 52 39.2 77 48 36 39
vi 39.5 55 41.5 49 39.5 84 79 30 23
x i 0.5 2 2.5 3 -0.3 -7 -29 6 16

1f x i > 0g 1 1 1 1 0 0 0 1 1
�̂ jx j(i ) 5 1 2 3 4 8 6 9 7
Rjx j(i ) 2 3 4 5 1 7 9 6 8

La valeur observée deW +
9 est donc

w+
9 = Rjx j(1)+ Rjx j(2)+ Rjx j(3)+ Rjx j(4)+ Rjx j(8)+ Rjx j(9) = 2+3+4+5+6+8 = 28
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Nous utilisons le test� � (X 9
1 ) = 1

f W +
9 >q L ( ~h 9 )

1� � g
où qL (~h9 )

1� � est le quantile d'ordre

1 � � de la loi de ~h9. Comme W +
9 est à valeurs dansN, nous avons aussi

� � (X 9
1 ) = 1

f W +
9 � qL ( ~h 9 )

1� � +1 g
.

Pour le calcul de lap-valeur, nous pouvons utiliser le Cas 2 ou le Cas 3 du
Théorème de Wasserman.
Cas 3 :

� Le test est bien de la forme � � (X 9
1 ) = 1f T (X 9

1 )� k� g avecT(X 9
1 ) = W +

9 et

k� = qL (~h9 )
1� � + 1 ;

� Il existe � 0 2 � 0 tel que pour tout t, sup� 2 � 0
P� (T(X 9

1 ) � t) = P� 0 (T(X 9
1 ) �

t) puisque� 0 = f 0g et donc � 0 = 0.

Cas 2 :

� Le test est bien de la forme � � (X 9
1 ) = 1f T (X 9

1 )� k� g ;

� T(X 9
1 ) a une loi discrète et �xe sousH0 car T(X 9

1 ) = W +
9 est égal en loi

sousH0 à ~h9 qui est à valeurs dansN.

En conclusion, lap-valeur observée est :

p(x9
1) = PH 0 (T(X 9

1 ) � T(x9
1)) = P(~h9 �

9X

i =1

Rjx j(i )1f x i > 0g)

= P(~h9 � 28) = 1 � P(~h9 � 27) = 1 � 0; 7148 = 0; 2852:

d'après la table de la loi deW +
9 sousH0.

4. Nous avonsp(x9
1) = 0 ; 2852 > � = 0; 05, donc nous ne rejettons pasH0 au

niveau � = 5%.

En R :
U <- c(40, 57, 44, 52, 39.2, 77, 48, 36, 39)
V <- c(39.5, 55, 41.5, 49, 39.5, 84, 79, 30, 23)
wilcox.test(U-V, alternative = "greater")

Wilcoxon signed rank test
data: U - V

V = 28, p-value = 0.2852
alternative hypothesis: true location is greater than 0

wilcox.test(U, V, paired = TRUE, alternative = "greater")

Wilcoxon signed rank test
data: U and V

V = 28, p-value = 0.2852
alternative hypothesis: true location shift is greater than 0
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3.8.2 Exercice 3.2

Notons U1; : : : ; U9 le nombre des vers adultes retrouvés dans les intestins des
9 souris non traitées, etV1; : : : ; V7 le nombre des vers adultes retrouvés dans les
intestins des 7 souris traitées.
Rappelons les hypothèses du test de Mann-Whitney :

� U1; : : : ; Un sont i.i.d. de même loi queU ;

� V1; : : : ; Vp sont i.i.d. de même loi queV ;

� Un
1 est indépendant deV p

1 ;

� U et V sont di�uses.

Remarque : la dernière hypothèse ne pose pas de di�culté ici puisqu'il n'y a pas
d'ex-aequo dans les deux séries de valeurs données par l'énoncé.

Notons F (resp. G) la fonction de répartition de U (resp. V).
Nous testons

H0 : F = G (ie lesUi et lesVj ont même loi)

contre

H1 : 9�> 0; F (:) = G(: � � )
(ie le traitement est e�cace : lesVj ont tendance à être plus petits que lesUi ).

Ici n = 9; p = 7. Posons� 1 =
P 9

i =1 Ri , � 2 =
P 7

j =1 Sj , où Ri (resp. Sj ) est le rang
de Ui (resp. Vj ) dans le vecteur global(U1; : : : ; U9; V1; : : : ; V7), Z le vecteur global
ordonné,MU = � 1 � n� (n+1)

2 = � 1 � 45 et MV = � 2 � p� (p+1)
2 = � 2 � 28. Nous avons

donc MV = np � MU = 63 � MU .
Nous savons, d'après la Proposition 3.24, que sousH0, MU et MV sont égales en loi
à ~h9;7 de fonction de répartitionF9;7, et libres deF .
Nous pouvons utiliser un test de la forme� � (U9

1 ; V 7
1 ) = 1f M V <k � g ou un test de la

forme � 0
� (U9

1 ; V 7
1 ) = 1f M U >k 0

� g : nous nous attendons à ce que, sousH1, MV soit
petit et MU soit grand.
Nous avonsPH 0 (MU > k 0

� ) = 1 � PH 0 (MU � k0
� ) = 1 � F9;7(k� ) donc PH 0 (MU >

k0
� ) � � , 1� � � F9;7(k0

� ) et nous prenons donck0
� = qL (~h9;7 )

1� � ie le quantile d'ordre
1 � � de la loi de ~h9;7. Comme MV = 63 � MU , nous avonsPH 0 (MV < k � ) =
PH 0 (63 � k� < M U ) et donc PH 0 (MV < k � ) � � , 1 � � � F9;7(63 � k� ) et nous

prenons donck� = 63 � qL (~h9;7 )
1� � .

CommeMU et MV sont à valeurs dansN, cela revient à utiliser l'un ou l'autre des
deux tests équivalents :

� � (U9
1 ; V 7

1 ) = 1
f M V � 62� q

L ( ~h 9;7 )
1� � g

� 0
� (U9

1 ; V 7
1 ) = 1

f M U � q
L ( ~h 9;7 )
1� � +1 g

Notons respectivement� 1; � 2; r i ; sj ; ui ; vj ; zk ; Mu; M v les valeurs observées des va-
riables � 1; � 2; Ri ; Sj ; Zk ; MU ; MV . Nous observons les valeurs :
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
zk 47 49 51 53 55 57 60 61 62 63 65 67 68 71 75 79

Indice dansu - - 1 - 2 - - - 3 4 5 - 6 7 8 9
Indice dansv 1 2 - 3 - 4 5 6 - - - 7 - - - -

Donc :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
r i 3 5 9 10 11 13 14 15 16

d'où � 1 = 3 + 5 + 9 + 10 + 11 + 13 + 14 + 15 + 16 = 96 , M u = � 1 � 45 = 51, et

j 1 2 3 4 5 6 7
sj 1 2 4 6 7 8 12

d'où � 2 = 1 + 2 + 4 + 6 + 7 + 8 + 12 = 40 , M v = � 2 � 28 = 12.
Remarque : d'après la Proposition 3.24 , nous savons queMV correspond au nombre
de paires(Ui ; Vj ) tel que Ui < V j parmi toutes les paires possibles.
Ici nous observons

f (i; j ) ; ui < v j g =

f (1; 3); (1; 4); (1; 5); (1; 6); (1; 7); (2; 4); (2; 5); (2; 6); (2; 7); (3; 7); (4; 7); (5; 7)g

et nous retrouvons bienM v = 12.

Pour déterminer la p-valeur, nous utilisons le Cas 2 du Théorème de Wasserman.
Véri�ons ses hypothèses pour le test� � (U9

1 ; V 7
1 ) (resp. � 0

� (U9
1 ; V 7

1 ) ) :

� Le test est bien de la forme � � (U9
1 ; V 7

1 ) = 1f T (U9
1 ;V 7

1 )� ~k� g (resp. � 0
� (U9

1 ; V 7
1 ) =

1f T (U9
1 ;V 7

1 )� ~k� g) avec T(U9
1 ; V 7

1 ) = MV (resp. T(U9
1 ; V 7

1 ) = MU ) et ~k� = 62 �

qL (~h9;7 )
1� � (resp. ~k� = qL (~h9;7 )

1� � + 1 ) ;

� T(U9
1 ; V 7

1 ) a une loi discrète et �xe sousH0 car T(U9
1 ; V 7

1 ) est égal en loi sous
H0 à ~h9;7 qui est à valeurs dansN.

En conclusion, lap-valeur observéep(u9
1; v7

1) est d'après les valeurs de l'énoncé :

� Pour le test � � (U9
1 ; V 7

1 ) :

p(u9
1; v7

1) = PH 0 (T(U9
1 ; V 7

1 ) � T(u9
1; v7

1)) = P(~h9;7 � M v)

= P(~h9;7 � 12) = F9;7(12) = 0; 021:

� Pour le test � 0
� (U9

1 ; V 7
1 ) :

p(u9
1; v7

1) = PH 0 (T(U9
1 ; V 7

1 ) � T(u9
1; v7

1)) = P(~h9;7 � M u)

= P(2 �
63
2

� ~h9;7 � M u) = P(63 � ~h9;7 � 51) = F9;7(12) = 0; 021:

en utilisant le fait que ~h9;7 est de loi symétrique par rapport ànp
2 d'après la

Proposition 3.24.
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Pour un niveau de risque� < p (u9
1; v7

1) = 0 ; 021, nous ne rejettons pasH0 au niveau
� (nous ne pouvons pas dire que le traitement est e�cace) ;
pour un niveau de risque� > p (u9

1; v7
1) = 0 ; 021, nous rejettonsH0 au niveau� (au

niveau de risque� de nous tromper nous pensons que le traitement est e�cace).

En R :
U <- c(51, 55, 62, 63, 65, 68, 71, 75, 79)
V <- c(47, 49, 53, 57, 60, 61, 67)
wilcox.test(U, V, alternative = "greater")

Wilcoxon rank sum test
data: U and V

W = 51, p-value = 0.02089
alternative hypothesis: true location shift is greater than 0

3.8.3 Exercice 3.3

Notons Ui (resp. Vi ) l'e�cacité du nouveau traitement (A) (resp. de l'ancien
traitement (B)) sur l'individu i , pour 1 � i � n, n = 18. Notons X i = Ui � Vi . Nous
n'avons accès qu'au signe desX i , ie aux Yi := 1f X i > 0g, puisqu'il est uniquement
demandé au patient de dire si le traitement (A) a été plus e�cace que le traitement
(B) (auquel casX i > 0), ou si le traitement (A) a été plus e�cace que le traitement
(B) (auquel casX i < 0).
Il n'y a pas de réponse nulle possible, ce qui correspond àP(X i = 0) = 0 . Nous
allons donc utiliser le test du signe. Rappelons les hypothèses nécessaires pour ce
test :

� X 1; : : : ; X n sont indépendants ;

� X 1; : : : ; X n sont de médiane communem ;

� Pour 1 � i � n, P(X i = m) = 0 .

Nous testons

H0 : m = 0 (qui modélise "les deux traitements ont la même e�cacité")

contre

H1 : m > 0 (qui modélise "le nouveau traitement est meilleur que l'ancien")

SousH0, Y1; : : : ; Y18
iid� Be( 1

2) car comme sousH0 la médiane est 0, nous avons
P(X i � 0) � 1

2 et P(X i � 0) � 1
2 , mais comme de plusP(X i = 0) = 0 , P(Yi = 1) =

P(X i > 0) = 1
2 . Nous utilisons le test

� � (X 18
1 ) = 1

f
P 18

i =1
1 f X i > 0g > q

B (18 ; 1
2 )

1� � g

ou encore, comme
P 18

i =1 1f X i > 0g est à valeurs dansN,

� � (X 18
1 ) = 1

f
P 18

i =1
1 f X i > 0g � q

B (18 ; 1
2 )

1� � +1 g
.
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Notons x i la valeur observée deX i . La valeur observée de
P 18

i =1 1f X i > 0g est donc
P 18

i =1 1f x i > 0g = 12.
Pour déterminer lap-valeur, nous pouvons utiliser le Cas 2 ou le Cas 3 du Théorème
de Wasserman.
Cas 3 :

� Le test est bien de la forme � � (X 18
1 ) = 1f T (X 18

1 )� k� g avecT(X 18
1 ) =

P 18
i =1 1f X i > 0g

et k� = q
B (18; 1

2 )
1� � + 1 ;

� Il existe � 0 2 � 0 tel que pour tout t, sup� 2 � 0
P� (T(X 18

1 ) � t) = P� 0 (T(X 18
1 ) � t)

puisque� 0 = f 0g et donc � 0 = 0.

Cas 2 :

� Le test est bien de la forme � � (X 18
1 ) = 1f T (X 18

1 )� k� g ;

� T(X 18
1 ) a une loi discrète et �xe sousH0 car T(X 18

1 ) =
P 18

i =1 1f X i > 0g est de loi
B (18; 1

2) sousH0, et donc à valeurs dansN.

En conclusion, lap-valeur observée est :

p(x18
1 ) = PH 0 (T(X 18

1 ) � T(x18
1 )) = PH 0 (T(X 18

1 ) � 12) = 1 � PH 0 (T(X 18
1 ) < 12)

= 1 � F B (18; 1
2 )(11) ' 0:12:

Pour un niveau de risque� < p (x18
1 ) ' 0:12, nous ne rejettons pasH0 au niveau �

(nous ne pouvons pas dire que le nouveau traitement est plus e�cace que l'ancien) ;
Pour un niveau de risque� > p (x18

1 ) ' 0:12, nous rejettonsH0 au niveau � (au
niveau de risque� de nous tromper nous pensons que le nouveau traitement est
plus e�cace que l'ancien).

En R :
binom.test(x = 12, n = 18, p = 1/2, alternative = "greater")

Exact binomial test
data: 12 and 18

number of successes = 12, number of trials = 18, p-value = 0.1189
alternative hypothesis: true probability of success is greater than

0.5
95 percent confidence interval: 0.4459544 1.0000000
sample estimates: probability of success 0.6666667
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Chapitre 4

Estimation de densités par
estimateurs à noyau

4.1 Quelques rappels d'analyse utiles pour les
chapitres 4 et 5

Dé�nition de la di�érentiabilité : soit ` : Rm ! Rp. L'application ` est di�éren-
tiable en u s'il existe une application linéaireD` (u) : Rm ! Rp (qu'on peut donc
représenter par une matrice élément deM pm(R)) telle que :

8� > 0; 9� > 0 : kx � uk � � �! k `(x) � `(u) � D` (u)(x � u)k � � kx � uk

Formule de Taylor-Lagrange : soitf : I ! R où I est un intervalle deR. On
suppose quef est n fois dérivable surI . Alors pour tout x et y de l'intérieur de I ,
il existe � 2 ]0; 1[ tel que

f (y) =
n� 1X

k=0

f (k)(x)
(y � x)k

k!
+ f (n)(x + � (y � x))

(y � x)n

n!

Formule de Taylor avec reste intégral : on suppose cette fois quef 2 Cn (I ) (n
fois continument dérivable) alors, pour tout couple(x; y) de l'interieur de I ,

f (y) =
n� 1X

k=0

f (k)(x)
(y � x)k

k!
+

Z y

x

(y � t)n� 1

(n � 1)!
f (n)(t)dt

4.2 Introduction

Dans tout le chapitre, l'objectif sera d'estimer une densitéf . Pour cela, on s'ap-
puiera sur unn-échantillon iid X = ( X 1; : : : ; X n ) où chacune des variablesX i admet
la densitéf (par rapport à la mesure de Lebesgue).

Mesure de la qualité d'un estimateur:

1. Dé�nition d'une distance sur l'espace des fonctions :
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� Distance Lp : d(f; g ) = kf � gkp =
�

R
jf (x) � g(x)jpdx

� 1
p

Cas usuelp = 2 ou p = 1.

� distance L1 : d(f; g ) = kf � gk1 = supx2 R jf (x) � g(x)j.

� Distance ponctuelle en x0 : d(f; g ) = jf (x0) � g(x0)j

2. Dé�nition d'une fonction de perte ! : R ! R+ telle que ! est convexe et
! (0) = 0 .
Exemple : ! (x) = x2.

3. Dé�nition du risque d'un estimateur f̂ n :

R(f̂ n ; f ) = E[! (d(f̂ n ; f ))]

où E désigne l'espérance sous la loi desX i .

Attention en non-paramétrique, on estime donc des fonctions et non plus des vecteurs
(dimension in�nie contre dimension �nie en gros). Il y a deux "variables" : la variable
x et le vecteur aléatoireX = ( X 1; : : : ; X n ). On a donc : f̂ n = f̂ n (x; X ). On a donc
à la fois, pour chaque valeur deX , une fonction enx (ou plus généralement un
élément deLp) et, pour chaque valeur �xée dex, une variable aléatoire réelle.

Exemples usuels:

� d(f; g ) = jf (x0) � g(x0)j; ! (x) = x2 :

R(f̂ n ; f ) = E[jf̂ n (x0) � f (x0)j2]

� d(f; g ) = kf � gk2; ! (x) = x2

R(f̂ n ; f ) = E[kf̂ n � f k2
2]

On cherche à déterminer̂f n tel que R(f̂ n ; f ) soit minimal. Comme expliqué dans
l'introduction, on ne suppose pas que la fonction de densitéf appartient à une
famille paramétrique. On va faire une hypothèse moins précise :f appartient à une
classe fonctionnelle qu'on noteF . On peut alors dé�nir un risque, qu'on appelle
risque minimax def̂ n sur la classeF , par

R(f̂ n ; F ) = sup
f 2F

R(f̂ n ; f )

On va donc chercher un estimateur̂f n tel que le risqueR(f̂ n ; F ) tende vers zéro le
plus vite possible quandn tend vers l'in�ni.

Dé�nition 4.1. soit (rn )n une suite et une constanteC telles que

8n R(f̂ n ; F ) � Crn

On dit que la suite d'estimateurs(f̂ n )n atteint la vitesse (ou le taux)rn sur la classe
F (pour la distanced et la perte ! . )
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Nous verrons que la vitesse sera d'autant plus grande que la classeF sera une
classe de régularité élevée.

Exemple de classes de fonctions :Ck , la classe de Holder (cf dé�nition ci-dessous),
boule dans un espace de Sobolev ( cf cours d'analyse fonctionnelle).

Dé�nition 4.2. Si � 2 R on note b� c l'entier naturel qui soit le plus grand entier
strictement inférieur à � .

ex : si � = 3; 5 alors b� c = 3 et si � = 4 alors b� c = 3.

Dé�nition 4.3. Pour tout � > 0 et tout L > 0, on dé�nit la classe de Holder de
régularité � et de rayonL par

�( �; L ) = f g : R ! R t.q. g est b� c fois dérivable et

8(x; y) 2 R2 jg(b� c)(y) � g(b� c)(x)j � L jx � yj � �b � cg

Quand on intersecte�( �; L ) avec l'ensemble des densités, on note� d(�; L ) cette
intersection.

Remarque 4.4. � Si � = 1 on obtient l'ensemble des fonctions lipschitziennes
.

� Si � > 1 alors f 0 2 �( � � 1; L).

Proposition 4.5. (admise) Soit � > 0 et L > 0, il existe une constanteM (�; L )
telle que

sup
f 2 � d (�;L )

kf k1 = sup
x2 R

sup
f 2 � d (�;L )

f (x) � M (�; L )

4.3 Estimation non paramétrique de la densité

L'approche classique pour estimer une densité est de supposer un modèle paramé-
trique : par exemple, en dimension 1, on représente les données par un histogramme,
et si la courbe est en cloche avec des queues légères, on conclut qu'il y a de fortes
chances que le modèle suive une loi gaussienne. Il n'y a alors plus qu'à estimer la
moyenne et la variance(�; � 2), c'est-à-dire un paramètre de dimension 2. On peut
aussi se trouver dans un cas où on a des connaissances a priori sur les données,
nous amenant à poser encore une loi paramétrique (ex typique : nombre de voitures
passant par un carrefour par jour, représenté en général par une loi de poisson).

Il y a plusieurs problèmes possibles avec cette approche : en dimension supérieure
à 2 il sera di�cile de représenter les données et d'intuiter une loi connue, parfois on
n'a pas de connaissances a priori sur le sujet etc.

De plus, si on se trompe de modèle, on arrivera à une interprétation erronée des
données.

Un modèle non paramétrique est moins rigide, et fait moins de suppositions a
priori sur les données.

Evidemment, comme pour le cas des tests, si on a des connaissances a priori
�ables sur les données nous indiquant un modèle paramétrique, il faut utiliser le
modèle paramétrique. Autrement dit, si le modèle paramétrique choisi est correct,
ou plus précisément su�samment proche de la réalité, alors le modèle paramétrique
sera en général meilleur qu'un modèle non paramétrique.
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4.3.1 Un estimateur simple de la densité : l'histogramme

Supposons pour simpli�er qu'on soit en dimension 1 et que les variables de
l'échantillon soient à valeurs dans[0; 1] donc f : [0; 1] ! R+ .

On se donne un découpage de[0; 1] en un certain nombre de classes]a1; a2]; : : : ; ]ap; ap+1 ].
Pour simpli�er encore, on suppose que les classes sont de même longueurai +1 � ai =
ai � ai � 1. Cette longueur est notéeh. Estimer f par la méthode de l'histogramme
consiste simplement à estimerf par une fonction constante sur chaque classe, cette
constante étant liée à la proportion deX i tombant dans cette classe. Plus exactement
on pose, pourt 2 ]aj ; aj +1 ],

f̂ n (t) =
1

nh
Card f i : X i 2]aj ; aj +1 ]g

Pour voir très exactement d'où vient cette formule : on a, sif est égale à une
constantecj constante sur]aj ; aj +1 ],

F (aj +1 ) � F (aj ) =
Z aj +1

aj

f (t)dt = cj h

Ensuite on approche la probabilitéF (aj +1 ) � F (aj ), qui correspond à la proba-
bilité que X 2]aj ; aj +1 ], par la proportion de X j se trouvant dans]aj ; aj +1 ]. On a
alors

cj =
F (aj +1 ) � F (aj )

h
�

1
nh

Card f i : X i 2]aj ; aj +1 ]g

La performance de cet estimateur dépend fortement du nombre de classes.
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4.3.2 Estimateurs à noyaux

Un inconvénient de l'estimateur par histogramme précédent est que la fonction
de densité résultantef̂ n n'est pas régulière : il s'agit d'une fonction constante par
morceau, qui a donc des sauts aux extrémités de chaque classe. En général, la densité
à estimer est plus lisse, au moins continue.

L'estimation par noyau a pour but de répondre à cet écueil.

Principe : Si f est continue enx (ce qui va être le cas pour les classes de fonctions
qu'on va considérer) alors

f (x) = F 0(x) = lim
h! 0

F (x + h) � F (x)
h

= lim
h! 0

F (x + h) � F (x � h)
2h

L'idée est donc d'utiliser l'approximation suivante, pourh petit,

f (x) �
F (x + h) � F (x � h)

2h

Pour estimer la densitéf on peut donc passer par un estimateur̂Fn de la cdf F .
Voyons ce qui se passe si on choisit comme estimateur la fonction de répartition
empirique Fn . (On rappelle queFn (x) = 1

n

P n
i =1 1X i � n ) On choisit un h > 0 petit

pour que l'approximation ci-dessus soit valable, et on pose

~f n (x) =
Fn (x + h) � Fn (x � h)

2h
=

1
n

nX

i =1

1
2h

1X i 2 ]x� h;x + h]

Si on poseK 0(x) = 1
21]� 1;1](u) alors on a

~f n (x) =
1
n

nX

i =1

1
h

K 0(
X i � x

h
)

K 0 est appelé le noyau de Rosenblatt. Cet estimateur a le même inconvénient d'ir-
régularité que l'estimateur par histogramme.

On a donc l'idée d'utiliser des noyaux plus réguliers.

Dé�nition 4.6. Soit K : R ! R intégrable et tel que
Z

K (y)dy = 1

alors K est appelé noyau (kernel).

Exemples:

� Noyau triangulaire : K (u) = (1 � j uj)1[� 1;1](u)

� Noyau d'Epanechnikov : K (u) = 3
4(1 � u2)1[� 1;1](u)

� Noyau Biweight : K (u) = 15
16(1 � u2)21[� 1;1](u)

� Noyau Gaussien : K (u) = 1p
2�

exp(� u2

2 )

On dé�nit alors un estimateur à noyau dès qu'on se donne un noyauK et une
fenêtreh > 0.
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Dé�nition 4.7. Etant donné K un noyau eth > 0, on pose

8x 2 R; f̂ n (x) =
1
n

nX

i =1

1
h

K (
X i � x

h
)

Remarque 4.8. � La plupart des noyaux sont symétriques, positifs et sont dé-
croissants sur R+ comme le noyau Gaussien : plusy est proche de 0, plus
K (y) est grand. Donc, pour unx 2 R donné, plus une observationX i est
proche dex, plus K ( X i � x

h ) est grand. Doncf̂ n (x) est d'autant plus grand que
x est proche de beaucoup d'observationsX i (somme de beaucoup de grandes
valeursK ( X i � x

h )).

� L'estimateur est somme de fonctions K ( X i � x
h ) qui sont continues siK est

continu. Donc f̂ n est continu si K est continu.

�
R

f̂ n (x)dx = 1, donc, si K (x) � 0 8x 2 R, alors f̂ n est une densité.

� Le paramètre h > 0 est appelé fenêtre (bandwidth). C'est un paramètre de
lissage : plush est grand, plus l'estimateur est régulier. Comme dans le cas
de l'estimateur à histogramme, le choix deh est délicat, la fenêtreh optimale
devant réaliser un équilibre biais/variance (cf section suivante).

� Dans la pratique, le choix du noyau est peu in�uent, contrairement au choix
de la fenêtre !
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4.4 Risque quadratique ponctuel des estimateurs
à noyau sur la classe des espaces de Holder

Dans cette section, on s'intéresse au risque quadratique ponctuel def̂ n , i.e. étant
donnéx0 2 R

R(f̂ n ; f ) = E
�

j f̂ n (x0) � f (x0)j2
�

Rappelons la décomposition "biais au carré+ variance" du risque quadratique :

E
�

j f̂ n (x0) � f (x0)j2
�

=
�

E[f̂ n (x0)] � f (x0)]
� 2

+ Var (f̂ n (x0))

Dé�nition 4.9. Soit ` 2 N� . On dit que le noyauK est d'ordre ` si 8j 2 f 1; : : : ; `g,
u ! uj K (u) est intégrable et

R
uj K (u)du = 0.

Proposition 4.10. Si f 2 �( �; L ) avec� > 0 et L > 0 et si K est un noyau d'ordre
` = b� c tel que

R
juj � jK (u)jdu < 1 alors pour tout x0 2 R, et pour tout h > 0 le

biais peut être borné comme suit :

jE[f̂ n (x0)] � f (x0)j �
h� L
`!

Z
juj � jK (u)jdu

Démonstration. On a

E[f̂ n (x0)] = E
h1
n

nX

i =1

1
h

K (
X i � x0

h
)
i

E
h1
h

K (
X 1 � x0

h
)
i

=
1
h

Z
K (

u � x0

h
)f (u)du

=
Z

K (v)f (x0 + hv)dv

De plus

f (x0) = f (x0) � 1 = f (x0)
Z

K (v)dv:

Donc
E

h
f̂ n (x0)

i
� f (x0) =

Z
K (v)

h
f (x0 + hv) � f (x0)

i
dv

Comme f 2 �( �; L ), f admet b� c dérivées et par un développement de Taylor-
Lagrange (cf rappel chapitre 1) on a, pour toutx 2 R,

f (x) =
` � 1X

k=0

(x � x0)k

k!
f (k)(x0) +

(x � x0)`

`!
f (` )(x0 + � (x � x0))

avec� 2]0; 1[. Autrement dit on a, avecx = x0 + hv,

f (x0 + hv) � f (x0) =
` � 1X

k=1

(hv)k

k!
f (k)(x0) + f (` )(x0 + hv� )

(hv)`

`!

107



pour un certain � 2 ]0; 1[.Donc
Z

K (v)
h
f (x0 + hv) � f (x0)

i
dv =

Z
K (v)

h ` � 1X

k=1

(hv)k

k!
f (k)(x0) + f (` )(x0 + hv� )

(hv)`

`!

i
dv

=
h`

`!

Z
K (v)v` f (` )(x0 + hv� )dv

CommeK est d'ordre `, on a aussi
R

K (v)v` f (` )(x0)dv = 0. Donc on a
Z

K (v)
h
f (x0 + hv) � f (x0)

i
dv =

h`

`!

Z
K (v)v`

h
f (` )(x0 + hv� ) � f (` )(x0)

i
dv

Or, commef 2 �( �; L ), on a jf (` )(x0 + hv� ) � f (` )(x0)j � L jhvj � � ` . Et �nalement
�
�
�
�

Z
K (v)

h
f (x0 + hv) � f (x0)

i
dv

�
�
�
� �

jhj`

`!

Z
jK (v)jjvj`Ljhvj � � `dv

ce qui signi�e que
�
�
�
�E

h
f̂ n (x0)

i
� f (x0)

�
�
�
� �

L jhj �

`!

Z
jK (v)jjvj � dv

Le biais au carré tend donc vers zéro à la vitesseh2� . Plus la fonction f est
régulière, plus le biais tend vite vers zéro quandh tend vers zéro (à condition bien
sûr que l'ordre du noyau soit su�samment grand).

Proposition 4.11. Si f est bornée et siK est de carré intégrable alors

Var (f̂ n (x0)) �
kf k1 kK k2

2

nh

En particulier, si f 2 �( �; L ) alors

Var (f̂ n (x0)) �
M (�; L )kK k2

2

nh
Démonstration.

Var (f̂ n (x0) = Var
� 1

nh

nX

i =1

K (
X i � x0

h
)
�

=
nX

i =1

Var
� 1

nh
K (

X i � x0

h
)
�

=
nX

i =1

1
n2h2

Var
�
K (

X i � x0

h
)
�

=
1

nh2
Var

�
K (

X 1 � x0

h
)
�

�
1

nh2
E

�
K 2(

X 1 � x0

h
)
�

=
1

nh2

Z
K 2

� u � x0

h

�
f (u)du

=
1

nh

Z
K 2(v)f (x0 + vh)dv
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Et en�n, on utilise la proposition 10 : il existe une constante positiveM (�; L ) tel
que kf k1 � M (�; L ). Ceci implique que

Var (f̂ n (x0) �
1

nh
M (�; L )

Z
K 2(v)dv

Pour que la variance tende vers zéro, il faut quenh tende vers l'in�ni. En parti-
culier, à n �xé, la variance est une fonction décroissante deh au contraire du biais
qui est une fonction croissante deh. Il y a donc une valeur optimale deh qui doit
réaliser l'équilibre entre le biais au carré et la variance. On peut à présent donner
un contrôle du risque quadratique.

Théorème 4.12. Soit � > 0 et L > 0 et K un noyau de carré intégrable et d'ordre
b� c tel que

R
juj � jK (u)jdu < 1 . Alors, en choisissant une fenêtre de la formeh =

cn� 1
2� +1 avec une constantec > 0, on obtient

8x0 2 R; R(f̂ n (x0); � d(�; L ) := sup
f 2 � d (�;L )

E[jf̂ n (x0) � f (x0)j2] � Cn� 2�
2� +1

où C est une constante dépendant deL, � , c et K .

Démonstration. On a

R
�
f̂ n (x0); f (x0)

�
= Biais au carré + Variance

Le terme de biais a été traité dans la proposition 11 et le terme de variance a été
traité dans la proposition 12. On trouve

R
�
f̂ n (x0); f (x0)

�
�

� h� L
`!

Z
juj � jK (u)jdu

� 2

+
M (�; L )kK k2

2

nh

On cherche ensuite la fenêtreh qui optimise cette quantité. Comme on ne soucie
pas vraiment des constantes exactes quand on cherche la vitesse d'un estimateur,

on utilise la notation c1 =
�

L
`!

R
juj � jK (u)jdu

� 2

et c2 = M (�; L )kK k2
2. On doit alors

minimiser enh la quantité
c1h2� +

c2

nh
On a une quantité croissante et une quantité décroissante enh. Encore une fois,
comme on ne se soucie pas des constantes, donc on cherche seulement la fenêtreh
qui nous donne l'ordre minimal du risque. Quandh est trop grand, le biais est trop
grand, et quandh est trop petit, c'est la variance qui est trop grande. On cherche
donc la fenêtreh qui réalise un équilibre entre le biais au carré et la variance :

h2� �
1

nh

où le signe� signi�e ici "de l'ordre de". Cela donne

h � n� 1
2� +1
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Autrement dit, pour une fenêtreh de l'ordre den� 1
2� +1 , le biais au carré et la variance

sont de même ordre. Plus exactement, si on choisit la fenêtreh� = cn� 1
2� +1 , avecc

une constante positive, on a

Biais au carré� h2�
� � variance �

1
nh�

De plus on a alors
h2�

� � n
� 2�

2� +1

Autrement dit, il existe une certaine constanteC telle que, pour cette fenêtreh� , on
a

R
�

f̂ n (x0); � d(�; L )
�

� Cn
� 2�

2� +1

Cette fenêtre est donc optimale à une constante près (si on changec, on changeC

mais ça ne change pas le taux qui estn
� 2�

2� +1 ).

Remarque 4.13. � l'estimateur dépend de � à travers la fenêtreh. Or, sans
connaissance a priori sur la régularité de la fonctionf , on ne peut donc pas
utiliser cet estimateur. On essaie alors de trouver un choix de fenêtre ne dé-
pendant que des données et qui soit aussi performant (ou presque aussi perfor-
mant si ce n'est pas possible d'être aussi performant) que l'estimateur utilisant
cette fenêtre optimale. A ce sujet, on introduit plus loin un choix de fenêtre ne
dépendant que des données et qui est basé sur ce qu'on appelle la validation
croisée (ou "cross validation").

� Plus � est grand, plus la vitesse est grande. A la limite� ! 1 on obtient une
vitesse paramétrique.

� On peut généraliser le concept des estimateurs à noyaux pour une densité à
plusieurs variables. Mais attention, en grande dimension, le problème du ��éau
de dimension" (�curse of dimensionality") se pose souvent. En fait, l'estima-

teur à noyau en dimensiond donne une vitesse den� 2�
2� + d (on retrouve bien le

résultat du théorème avecd = 1). Donc cette vitesse se dégrade très vite avec
la dimension. On évite donc en général d'utiliser un estimateur à noyau en
dimension supérieure à 4 ou 5.

4.5 Construction de noyaux d'ordre `

La section 4.4 est de lecture facultative.
On va montrer que pour tout ` 2 N� des noyaux d'ordre` existent bien.
Soit (� m )m2 N la base orthonormée des polynômes de Legendre dansL2([� 1; 1])

dé�nie par

� 0 �
1

p
2

et pour tout m � 1; � m (x) =

s
2m + 1

2
1

2mm!
dm

dxm
[(x2 � 1)m ]

Cette base est obtenue par orthonormalisation de Gram-Schmidt de la base(x !
xk)k� 0. Elle a les propriétés suivantes :
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�
R1

� 1 � m (u)� k(u)du = 1m= k

� � m est un polynôme de degrém.

� � 2m est pair et � 2m+1 est impair 8m � 0.

Proposition 4.14. Soit K ` : u !
P `

m=0 � m (0)� m (u)1juj� 1. Alors K ` est un noyau
d'ordre `.

Démonstration. 8j 2 N, u 7! uj K (u) est intégrable surR. De plus8j 2 N, 9(aq)q� 0

telle que8u 2 [� 1; 1],

uj =
X

q� 0

aq� q(u) =
jX

q=0

aq� q(u)

Donc

Z
uj K (u)du =

Z 1

� 1

jX

q=0

aq� q(u)K (u)du

=
jX

q=0

aq

Z 1

� 1
� q(u)

X̀

m=0

� m (0)� m (u)du

=
jX

q=0

X̀

m=0

aq� m (0)
Z 1

� 1
� q(u)� m (u)du

=
jX

q=0

aq� q(0)

=

8
<

:
0 si j � 1

1 si j = 0

Remarque 4.15. Comme � 2k+1 est impaire, on a � 2k+1 (0) = 0 et donc K 2k =
K 2k+1 . Et donc l'ordre maximal deK ` est impair.

4.6 Choix de la fenêtre h par validation croisée

Le choix de la fenêtre dans la section précédente est critiquable : comme on l'a
mentionné, il dépend de la régularité qui est en général inconnue. On peut donc
essayer d'estimer cette fenêtre idéale par un estimateurĥ. De façon à souligner la
dépendance à la fenêtreh, on va noter f̂ n;h l'estimateur associé à un choix de fenêtre
h. L'estimateur �nal sera f̂ n; ĥ, une fois le choix dêh fait.

On cherche à minimiser enh le risque quadratique pour la distanceL2 :

R(f̂ n;h ; f ) = E[kf̂ n;h � f k2
2]

Or la fonction f étant inconnue, ce risque n'est pas calculable à partir des don-
nées. On cherche donc à estimer ce risque en utilisant uniquement les données.
Remarquons tout de suite que minimiser enh la quantité R(f̂ n;h ; f ) est équivalent à
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minimiser enh la quantité R(f̂ n;h ; f ) � k f k2
2. On va en fait remplacer la minimisa-

tion de la quantité inconnueR(f̂ n;h ; f ) � k f k2
2 par la minimisation d'un estimateur

R̂(h) de cette quantité. Plus précisément on va chercher un estimateur sans biais de
R(f̂ n;h ; f ) � k f k2

2.
Pour simpli�er on suppose dans le théorème suivant queK est positif (on aurait

pu aussi supposer quef et K sont tels que
R

jK ( u� v
h )jf (u)f (v)dudv est �nie). De

cette manière toutes les quantités que l'on manipulera seront positives (carK et f
sont positives) et on pourra appliquer Fubini. On suppose aussi queR(f̂ n;h ; f ) < 1
et f 2 L2.

Théorème 4.16. Si on pose

R̂(h) = kf̂ n;h k2
2 �

2
n(n � 1)

X

i =1

nX

j =1 ;j 6= i

1
h

K
� X i � X j

h

�

alors R̂(h) est un estimateur sans biais deR(f̂ n;h ; f ) � k f k2
2.

Démonstration. On veut montrer que

ER̂(h) = R(f̂ n;h ; f ) � k f k2
2

Or

R(f̂ n;h ; f ) � k f k2
2 = E

�
kf̂ n;h k2

2 � 2
Z

f̂ n;h (x)f (x)dx
�

= Ekf̂ n;h k2
2 � 2

Z
Ef̂ n;h (x)f (x)dx

(on a appliqué Fubini pour la seconde égalité)
Il su�t donc de montrer que

Z
Ef̂ n;h (x)f (x)dx =

1
n(n � 1)

E
� X

i =1

nX

j =1 ;j 6= i

1
h

K
� X i � X j

h

� �

Le côté gauche donne, d'après le calcul fait dans la proposition 11,
Z h

Ef̂ n;h (x)
i
f (x)dx =

Z � Z 1
h

K (
u � x

h
)f (u)du

�

f (x)dx

Le côté droit donne

1
n(n � 1)

E
� X

i =1

nX

j =1 ;j 6= i

1
h

K
� X i � X j

h

� �

= E
� 1
h

K
� X 1 � X 2

h

� �

=
Z Z 1

h
K

� u � v
h

�
f (u)f (v)dudv

On applique Fubini.
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On dé�nit alors
ĥ = arg min

h2 H
R̂(h)

si ce minimum est atteint. On cherche une fenêtre parmi une grille �nie de valeurs,
grille qu'on a notéeH dans la formule ci-dessus.

L'estimateur f̂ n; ĥ a de bonnes propriétés pratiques et des propriétés de consis-
tance.

La validation croisée est une méthode très générale dont on reparlera plus en
détail dans le prochain chapitre. L'idée d'utiliser un estimateur sans biais du risque
est aussi une idée assez générale (cf critère Cp).
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4.7 Exercices

Exercice 4.1.

Exercice 4.2.
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4.8 Corrigés

4.8.1 Exercice 4.1

1. Nous supposons quef est une densité de probabilité appartenant à la classe
de Holder �( �; L ) pour �; L > 0 c'est-à-dire quef est b� c-fois dérivable sur
R et que pour tousx; y 2 R, jf (b� c)(y) � f (b� c)(x)j � L jx � yj � �b � c.
Partie biais : montrons que pour toutx0 2 R, il existe une constanteCB > 0
telle que pour tout h > 0,

B(f̂ n;s (x0)) := jE[f̂ n;s (x0)] � f (s)(x0)j � CB h� � s:

Pour cela, nous suivons la méthode de la démonstration de la Proposition 4.10.
En utilisant successivement la dé�nition def̂ n;s (x0), la linéarité de l'espérance
et le fait que lesX i sont identiquement distribués, le théorème de transfert et
le fait que X 1 est de densitéf , et le changement de variablev = u� x0

h , nous
obtenons :

B(f̂ n;s (x0)) = jE[
1

nhs+1

nX

i =1

K (
X i � x0

h
)] � f (s)(x0)j

= j
1

hs+1
E[K (

X 1 � x0

h
)] � f (s)(x0)j

= j
1

hs+1

Z

R
K (

u � x0

h
)f (u)du � f (s)(x0)j

= j
1

hs+1

Z

R
K (v)f (x0 + hv)hdv � f (s)(x0)j

D'où
B(f̂ n;s (x0)) = j

1
hs

Z

R
K (v)f (x0 + hv)dv � f (s)(x0)j (4.1)

Comme f 2 �( �; L ), f est b� c-fois dérivable surR, et nous pouvons donc
appliquer la formule de Taylor-Lagrange rappelée dans le cours (paragraphe
4.1) :
pour tout x 2 R, il existe � = � x0 ;x 2]0; 1[ tel que

f (x) =
b� c� 1X

k=0

(x � x0)k

k!
f (k)(x0) +

(x � x0)b� c

(b� c)!
f (b� c)(x0 + � (x � x0))

et donc pour tout v 2 R, en prenantx = x0 + hv, il existe � = � x0 ;x0+ hv 2]0; 1[
tel que

f (x0 + hv) =
b� c� 1X

k=0

(hv)k

k!
f (k)(x0) +

(hv)b� c

(b� c)!
f (b� c)(x0 + � (hv))
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En utilisant cette formule et (4.1), nous obtenons

B(f̂ n;s (x0)) = j
1
hs

Z

R
K (v)

� b� c� 1X

k=0

(hv)k

k!
f (k)(x0) +

(hv)b� c

b� c!
f (b� c)(x0 + �hv )

�
dv � f (s)(x0)j

= j
b� c� 1X

k=0

hk� s

k!
f (k)(x0)

Z

R
K (v)vkdv +

hb� c� s

b� c!

Z

R
K (v)vb� cf (b� c)(x0 + �hv )dv � f (s)(x0)j

= j
hs� s

s!
f (s)(x0)

Z

R
K (v)vsdv +

hb� c� s

b� c!

Z

R
K (v)vb� cf (b� c)(x0 + �hv )dv � f (s)(x0)j

= jf (s)(x0) +
hb� c� s

b� c!

Z

R
K (v)vb� cf (b� c)(x0 + �hv )dv � f (s)(x0)j

= j
hb� c� s

b� c!

Z

R
K (v)vb� cf (b� c)(x0 + �hv )dvj

puisque s � b � c � 1,
R

R K (v)vsdv = s!, et pour tout j 2 f 0; ::; b� cgnfsg,
R

R K (v)vj dv = 0.
Comme

R
R K (v)vb� cdv = 0, nous avons hb� c� s

(b� c)!

R
R K (v)vb� cf (b� c)(x0)dv = 0

d'où :

B(f̂ n;s (x0)) = j
hb� c� s

b� c!

Z

R
K (v)vb� c

�
f (b� c)(x0 + �hv ) � f (b� c)(x0)

�
dvj

�
hb� c� s

b� c!

Z

R
jK (v)jjvjb� cjf (b� c)(x0 + �hv ) � f (b� c)(x0)jdv

�
hb� c� s

b� c!

Z

R
jK (v)jjvjb� cLj(x0 + �hv ) � x0j � �b � cdv

par inégalité triangulaire et dé�nition de la classe de Holder�( �; L ).
Finalement

B(f̂ n;s (x0)) �
Lh b� c� s

b� c!

Z

R
jK (v)jjvjb� cj�hv j � �b � cdv

=
Lh � � s

b� c!

Z

R
jK (v)jjvj � j� j � �b � cdv

�
Lh � � s

b� c!

Z

R
jK (v)jjvj � dv

car j� j � 1 et � � b � c > 0, donc j� j � �b � c � 1.
Comme par hypothèse,

R
R jK (v)jjvj � dv < 1 , avecCB := L

b� c!

R
R jK (v)jjvj � dv

nous avons bienB(f̂ n;s (x0)) � CB h� � s.

Partie variance : montrons que pour tout x0 2 R, il existe une constante
CV > 0 telle que pour tout h > 0,

Var[f̂ n;s (x0)] := E
h�

f̂ n;s (x0) � E[f̂ n;s (x0)]
� 2i

�
CV

nh2s+1
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Pour cela, nous suivons la méthode de la démonstration de la Proposition 4.11.
En utilisant successivement la dé�nition def̂ n;s (x0), et le fait que lesX i sont
indépendants et identiquement distribués, nous obtenons :

Var[f̂ n;s (x0)] = Var[
1

nhs+1

nX

i =1

K (
X i � x0

h
)]

=
1

n2h2(s+1)

nX

i =1

Var[K (
X i � x0

h
)]

=
1

nh2(s+1)
Var[K (

X 1 � x0

h
)]

Or, pour une va réelleZ de carré intégrable nous avons toujours d'après la
formule de Koenig-Huygens Var[Z ] = E[Z 2] � E[Z ]2 � E[Z 2], donc

Var[f̂ n;s (x0)] �
1

nh2(s+1)
E[K (

X 1 � x0

h
)2]

=
1

nh2(s+1)

Z

R
K (

u � x0

h
)2f (u)du

=
1

nh2(s+1)

Z

R
K (v)2f (x0 + hv)hdv

=
1

nh2s+1

Z

R
K (v)2f (x0 + hv)dv

en utilisant le théorème de transfert et le fait quef est la densité deX 1, puis
le changement de variablev = u� x0

h .
D'après la Proposition 4.5, nous savons qu'il existe une constanteM = M (�; L )
telle que jj f jj 1 � M (�; L ) donc :

Var[f̂ n;s (x0)] �
1

nh2s+1

Z

R
K (v)2jj f jj 1 dv

�
M (�; L )
nh2s+1

Z

R
K (v)2dv

Et comme par hypothèsejjK jj 2 < 1 , nous avons bien, avecCV := M (�; L )jjK jj 2
2,

Var[f̂ n;s (x0)] � CV
nh 2s+1 .

2. Montrons qu'il existe une constanteC > 0 telle que, sih est choisie correcte-
ment,

E
h�

f̂ n;s (x0) � f (s)(x0)
� 2i

� Cn� 2( � � s)
2� +1

Tout d'abord, nous avons la décomposition " biais au carré + variance " sui-
vante :

E[
�
f̂ n;s (x0) � f (s)(x0)

� 2
] = jE[f̂ n;s (x0)] � f (s)(x0)j2 + Var[f̂ n;s (x0)]

En e�et,

E
h�

f̂ n;s (x0) � f (s)(x0)
� 2i

= E
h�

f̂ n;s (x0) � E[f̂ n;s (x0)] + E[f̂ n;s (x0)] � f (s)(x0)
� 2i

= E
h�

f̂ n;s (x0) � E[f̂ n;s (x0)]
� 2i

+ E
h�

E[f̂ n;s (x0)] � f (s)(x0)
� 2i

+ 2E
h�

f̂ n;s (x0) � E[f̂ n;s (x0)]
��

E[f̂ n;s (x0)] � f (s)(x0)
�i

= Var[f̂ n;s (x0)] +
�
E[f̂ n;s (x0)] � f (s)(x0)

� 2
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car

E
h�

f̂ n;s (x0) � E[f̂ n;s (x0)]
��

E[f̂ n;s (x0)] � f (s)(x0)
�i

=
�
E[f̂ n;s (x0)] � f (s)(x0)

�
E

h�
f̂ n;s (x0) � E[f̂ n;s (x0)]

�i
= 0

Nous savons d'après la question précédente que, pour touth > 0,

B(f̂ n;s (x0)) � CB h� � s

Var[f̂ n;s (x0)] �
CV

nh2s+1

donc grâce à la décomposition "biais au carré-variance",

E[(f̂ n;s (x0) � f (s)(x0))2] � C2
B h2(� � s) +

CV

nh2s+1

On cherche maintenant, àn �xé, la fenêtre h qui donne l'ordre minimal du
terme de droite.
Méthode 1: Commeh 7! C2

B h2(� � s) est croissante surR�
+ (puisques < b� c) et

h 7! CV
nh 2s+1 est décroissante surR�

+ (puisque2s+ 1 > 0 car s 2 N), on cherche
la fenêtre h qui réalise un compromis entre le biais au carré et la variance
ie (aux constantes près)h2(� � s) = 1

nh 2s+1 ou encoreh2� +1) = n� 1 c'est-à-dire

h = n� 1
2� +1 .

Posonsh� = n� 1
2� +1 , nous avons donch2(� � s)

� = 1
nh 2s+1

�
= n� 2( � � s)

2� +1 et �nalement
nous obtenons bien, pour une certaine constanteC > 0,

E[(f̂ n;s (x0) � f (s)(x0))2] � Cn� 2( � � s)
2� +1

Méthode 2: la fonction A : h 7! C2
B h2(� � s) + CV

nh 2s+1 est de classeC2 sur R�
+ , et

pour tout h > 0,

A0(h) = 2( � � s)C2
B h2(� � s)� 1 � (2s + 1)

CV

nh2s+2

A00(h) = 2( � � s)(2(� � s) � 1)C2
B h2(� � s)� 2 + (2 s + 1)(2 s + 2)

CV

nh2s+3

Cherchonsh > 0 qui annule la dérivée première :

A0(h) = 0 () 2(� � s)C2
B h2(� � s)� 1 = (2 s + 1)

CV

nh2s+2

() h2� +1 =
(2s + 1) CV

2(� � s)C2
B

n� 1 () h = (
(2s + 1) CV

2(� � s)C2
B

)
1

2� +1 n� 1
2� +1

PosonsC� := ( (2s+1) CV
2(� � s)C2

B
)

1
2� +1 et h� := C� n� 1

2� +1 . La fonction A a donc un
unique point critique sur R�

+ : h� .
Montrons maintenant queA atteint son minimum en h� :
- si 2(� � s) � 1 > 0, A00(h) > 0 pour tout h > 0, donc la fonctionA est convexe
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sur R�
+ , et A atteint son minimum en h� ;

- sinon :

A00(h� ) = 2( � � s)(2(� � s) � 1)C2
B h2(� � s)� 2

� + (2 s + 1)(2 s + 2)
CV

nh2s+3
�

= 2( � � s)(2(� � s) � 1)C2
B C2(� � s)� 2

� n� 2( � � s) � 2
2� +1

+ (2 s + 1)(2 s + 2)
CV

C2s+3
� n1� 2s+3

2� +1

=
n� 2( � � s) � 2

2� +1

C2s+3
�

(2(� � s)(2(� � s) � 1)C2
B C2(� � s)� 2+2 s+3

� + (2 s + 1)(2 s + 2) CV )

=
n� 2( � � s) � 2

2� +1

C2s+3
�

(2(� � s)(2(� � s) � 1)C2
B (

(2s + 1) CV

2(� � s)C2
B

) + (2 s + 1)(2 s + 2) CV )

=
n� 2( � � s) � 2

2� +1

C2s+3
�

(2s + 1)(2 � + 1) CV

Donc A00(h� ) > 0 d'où h� est un minimum local deA sur R�
+ , mais comme

c'est aussi l'unique point critique deA sur R�
+ , h� est le minimum global deA

sur R�
+ (cf remarque ci-dessous).

En conclusion, en prenanth = h� , nous avons donc

E
h�

f̂ n;s (x0) � f (s)(x0)
� 2i

� A(h� ) = C2
B h2(� � s)

� +
CV

nh2s+1
�

= C2
B C2(� � s)

� n� 2( � � s)
2� +1 +

CV

C2s+1
� n1� 2s+1

2� +1

= ( C2
B C2(� � s)

� +
CV

C2s+1
�

)n� 2( � � s)
2� +1

D'où E
h�

f̂ n;s (x0) � f (s)(x0)
� 2i

� Cn� 2( � � s)
2� +1 avecC := C2

B C2(� � s)
� + CV

C2s+1
�

.

Remarques :

(a) Soit I un intervalle ouvert deR et � une fonction réelle dérivable surI .
Supposons que� a un unique point critiqueh� sur I et que de plush�

est un minimum (resp. maximum) local de� sur I . Alors h� est l'unique
minimum (resp. maximum) global de� sur I .
En e�et, dans le cas d'un minimum, comme h� est un minimum local de �
sur I et I ouvert, il existe � > 0 tel que ]h� � �; h � + � [� I et pour tout
x 2]h� � �; h � + � [, � (x) � � (h� ). Si il existe x 2]h� � �; h � [ tel que � (x) = � (h� )
alors d'après le théorème de Rolle, il existey 2]x; h � [ tel que � 0(y) = 0 ce
qui est absurde carh� est l'unique point critique de � sur I , donc pour tout
x 2]h� � �; h � [, on a � (x) > � (h� ). De même, pour tout x 2]h� ; h� + � [, on a
� (x) > � (h� ).
Soit x 2 I tel que x � h� � � . Si � (x) < � (h� ) alors comme� (h� � �

2) > � (h� ),
par le théorème des valeurs intermédiaires, il existey 2]x; h � � �

2 [ tel que
� (y) = � (h� ) et donc par le théorème de Rolle, il existez 2]y; h� [ tel que
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� 0(z) = 0 ce qui est absurde donc� (x) � � (h� ).
On montre de même que six 2 I tel que x � h� + � , alors � (x) � � (h� ).
En conclusion, on a donc bien pour toutx 2 I , � (x) � � (h� ) ie h� est un
minimum global de � .
Montrons que c'est l'unique minimum global. Supposons par l'absurde qu'il
existe ~h 2 I nf h� g minimum global de � sur I . Alors, nous avons� (h� ) = � (~h).
Si ~h < h � , d'après le théorème de Rolle il existey 2]~h; h� [ tel que � 0(y) = 0 ce
qui est absurde ; de même si~h > h � , il existe y 2]h� ; ~h[ tel que � 0(y) = 0 ce
qui est absurde. Donch� est l'unique minimum global de � sur I .

(b) Soit � une fonction réelle strictement convexe (resp. strictement concave)
sur C sous-ensemble convexe deRn . Alors � a au plus un minimum
(resp. maximum) global surC. (Attention, cette propriété est fausse si
l'on enlève le mot "strictement" : penser à une fonction constante !)
Dans le cas� strictement convexe, supposons qu'il existe deux minima globaux
h� et ~h de � sur C, on a donc� (h� ) = � (~h). De plus pour tout � 2 ]0; 1[,

� (�h � + (1 � � )~h) < �� (h� ) + (1 � � )� (~h) = � (h� )

ce qui contredit le fait que h� est un minimum global de � sur C.

(c) Soit � une fonction réelle di�érentiable et convexe (resp. concave) surC
sous-ensemble ouvert convexe deRn . Si � a un point critique x0 2 C,
alors x0 est un minimum global de� sur C. Si Si � a un unique point
critique x0 2 C, alors x0 est l'unique minimum global de� sur C.
Comme� est di�érentiable et convexe surC, nous savons que pour tousx; y 2
C,

� (y) � � (x) + r � (x):(y � x)

donc en prenantx = x0, nous avons (puisquer � (x0) = 0 car x0 point critique
de � ), pour tout y 2 C, � (y) � � (x0), ie x0 minimum global de � sur C.
En�n, si x0 est l'unique point critique de � sur C, supposons que~x0 2 Cnf x0g
soit un autre minimum global de � sur C. Alors ~x0 est un point critique de � ,
ce qui amène à une absurdité. Doncx0 est l'unique minimum global de � sur C.

Aparté : utilisation de cette remarque pour la qu.1 Ex.4 TD2:
Rappelons l'énoncé de cette question : nous considérons unn-échantillon i.i.d X n

1 =
(X 1; ::; X n ) de variables aléatoires de loi normaleN (�; � 2) et l'on nous demande de
déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance(�̂; �̂ 2) de (�; � 2).
Notons `n (xn

1 ; �; � 2) la log-vraisemblance ie

`n (xn
1 ; �; � 2) = log

� nY

i =1

(
1

p
2�� 2

e� ( x i � � ) 2

2� 2 )
�

= �
n
2

log(2� ) �
n
2

log(� 2) �
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2

Nous ferons toujours l'hypothèse qu'il existe1 � i 6= j � n tels que x i 6= x j .
Nous cherchons donc à maximiser la fonction(�; � 2) 7! `n (xn

1 ; �; � 2) sur R � R�
+ .

Or
sup(�;� 2 )2 R� R�

+
`n (xn

1 ; �; � 2) = sup� 22 R�
+

(sup� 2 R`n (xn
1 ; �; � 2))
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En e�et, de manière générale, si l'on a une fonction à valeurs réelles� dé�nie sur A � B ,
avecA; B deux ensembles quelconques,

sup(a;b)2 A � B � (a; b) = supb2 B (supa2 A � (a; b))

inf (a;b)2 A � B � (a; b) = infb2 B (infa2 A � (a; b))

car (pour sup) :
- pour tout (a0; b0) 2 A � B , � (a0; b0) � supa2 A � (a; b0) � supb2 B (supa2 A � (a; b)) donc

sup(a0;b0)2 A � B � (a0; b0) � sup(a0;b0)2 A � B supb2 B (supa2 A � (a; b)) = supb2 B (supa2 A � (a; b))

- pour tout (a0; b0) 2 A � B , � (a0; b0) � sup(a;b)2 A � B � (a; b) donc

supa02 A � (a0; b0) � supa02 A sup(a;b)2 A � B � (a; b) = sup(a;b)2 A � B � (a; b)

et
supb02 B (supa02 A � (a0; b0)) � supb02 B sup(a;b)2 A � B � (a; b) = sup(a;b)2 A � B � (a; b)

Commençons donc, pour� 2 > 0 �xé, par déterminer sup � 2 R`n (xn
1 ; �; � 2) : notons

� � 2 : � 2 R 7! `n (xn
1 ; �; � 2). Cette fonction est de classeC2 sur R, et pour tout

� 2 R,

� 0
� 2 (� ) =

nX

i =1

(x i � � )
� 2

� 00
� 2 (� ) = �

n
� 2

Déterminons les points critiques de� � 2 :

� 0
� 2 (� ) = 0 ()

nX

i =1

x i

� 2 � �
n
� 2 = 0 () � =

1
n

nX

i =1

x i

Donc la fonction � � 2 a un unique point critique �̂ := 1
n

P n
i =1 x i .

On peut ensuite raisonner de plusieurs manières pour en conclure quê� est l'unique
maximum global de � � 2 sur R :

� utiliser le fait que � � 2 est une fonction polynôme du second degré en� ;

� dresser le tableau de variations ;

� dire que � 00
� 2 (�̂ ) = � n

� 2 < 0, d'où �̂ est un maximum local de � � 2 , et donc �̂
est l'unique maximum global de � � 2 d'après la remarque ci-dessus (car à la
fois maximum local et unique point critique) ;

� dire que, comme pour tout � 2 R, � 00
� 2 (� ) = � n

� 2 < 0 la fonction � � 2 est
concave, et donc�̂ est un maximum global de � � 2 sur R, et � � 2 est même
strictement concave, donc�̂ est l'unique maximum global de � � 2 sur R .

Nous avons donc sup� 2 R`n (xn
1 ; �; � 2) = `n (xn

1 ; �̂; � 2).
Notons maintenant  : � 2 2 R�

+ 7! `n (x; �̂; � 2). Cette fonction est de classeC2 sur
R�

+ , et pour tout � 2 > 0,

 0(� 2) = �
n

2� 2 +
nX

i =1

(x i � �̂ )2

2(� 2)2

 00(� 2) =
n

2(� 2)2 �
nX

i =1

(x i � �̂ )2

(� 2)3
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Déterminons les points critiques de :

 0(� 2) = 0 ()
1

2(� 2)2 (� n� 2 +
nX

i =1

(x i � �̂ )2) = 0 () � 2 =
1
n

nX

i =1

(x i � �̂ )2

Donc la fonction  a un unique point critique �̂ 2 := 1
n

P n
i =1 (x i � �̂ )2.

De plus

 00(�̂ 2) =
n

2(�̂ 2)2 �
nX

i =1

(x i � �̂ )2

(�̂ 2)3 =
1

(�̂ 2)3 (
n
2

�̂ 2�
nX

i =1

(x i � �̂ )2) =
1

(�̂ 2)3 (�
n
2

�̂ 2) = �
n

2(�̂ 2)2

D'où  00(�̂ 2) < 0, et �̂ 2 est un maximum local de . D'après la remarque ci-dessus,
comme�̂ 2 est de plus l'unique point critique de  , c'est aussi son unique maximum
global.
Nous avons donc sup� 22 R�

+
(sup� 2 R`n (xn

1 ; �; � 2)) = `n (xn
1 ; �̂; �̂ 2)) et (�̂; �̂ 2) est l'es-

timateur du maximum de vraisemblance.

Autre méthode pour déterminer le maximum de vraisemblance:
La fonction � : (�; � 2) 7! `n (xn

1 ; �; � 2) est de classeC2 sur R � R�
+ . Cherchons

ses points critiques ie les points(�; � 2) 2 R � R�
+ qui annulent le gradient de � ,

r � (�; � 2) :=

 
@�
@�(�; � 2)
@�

@�2 (�; � 2)

!

: Pour cela calculons les dérivées partielles de� : pour

tous (�; � 2) 2 R � R�
+ ,

@�
@�

(�; � 2) =
nX

i =1

(x i � � )
� 2 et

@�
@�2

(�; � 2) = �
n

2� 2 +
nX

i =1

(x i � � )2

2(� 2)2

Nous avons donc

@�
@�

(�; � 2) = 0 ()
nX

i =1

x i

� 2 � �
n
� 2 = 0 () � =

1
n

nX

i =1

x i

@�
@�2

(�; � 2) = 0 ()
1

2(� 2)2 (� n� 2 +
nX

i =1

(x i � � )2) = 0 () � 2 =
1
n

nX

i =1

(x i � � )2

d'où

r � (�; � 2) = 0 () (� =
1
n

nX

i =1

x i et � 2 =
1
n

nX

i =1

(x i �
1
n

nX

i =1

x i )2

La fonction � a donc un unique point critique (�̂; �̂ 2) := ( 1
n

P n
i =1 x i ; 1

n
P n

i =1 (x i � �̂ )2)
Etudions la matrice hessienne de� :

H (�; � 2) =

0

B
B
@

@2 �
@�2 (�; � 2) @2 �

@�� 2 (�; � 2)

@2 �
@�� 2 (�; � 2) @2 �

@(� 2)2 (�; � 2)

1

C
C
A =

0

B
B
@

� n
� 2 �

P n
i =1

(x i � � )
(� 2 )2

�
P n

i =1
(x i � � )
(� 2 )2

n
2(� 2 )2 �

P n
i =1

(x i � � )2

(� 2 )3

1

C
C
A

Pour (�; � 2) = ( �̂; �̂ 2), nous avonsH (�̂; �̂ 2) =

 
� n

�̂ 2 0
0 � n

2(�̂ 2 )2

!

car

�
nX

i =1

(x i � �̂ )
(�̂ 2)2 = �

1
(�̂ 2)2

nX

i =1

(x i � �̂ ) = 0
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et

n
2(�̂ 2)2 �

nX

i =1

(x i � �̂ )2

(�̂ 2)3 =
1

(�̂ 2)3

� n
2

�̂ 2 �
nX

i =1

(x i � �̂ )2�
= �

1
(�̂ 2)3

n
2

�̂ 2 = �
n

2(�̂ 2)2

La matrice H (�̂; �̂ 2) est donc dé�nie négative car diagonale à termes diagonaux
strictement négatifs, donc(�̂; �̂ 2) est un maximum local de� et en ce point � atteint
la valeur

� (�̂; �̂ 2) = �
n
2

log(2� ) �
n
2

log(�̂ 2) �
nX

i =1

(x i � �̂ )2

2�̂ 2

Montrons que pour tout (�; � 2) 2 R � R�
+ , nous avons� (�; � 2) � � (�̂; �̂ 2)

� (�̂; �̂ 2) � � (�; � 2) = ( �
n
2

log(2� ) �
n
2

log(�̂ 2) �
nX

i =1

(x i � �̂ )2

2�̂ 2 )

� (�
n
2

log(2� ) �
n
2

log(� 2) �
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2 )

=
n
2

(log(� 2) � log(�̂ 2)) + (
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2 �
nX

i =1

(x i � �̂ )2

2�̂ 2 )

=
n
2

(log(� 2) � log(�̂ 2)) +
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2 �
n
2

=
n
2

(log(� 2) � log(
1
n

nX

i =1

(x i � �̂ )2) � 1) +
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2

=
n
2

(� log(
1
n

nX

i =1

(x i � �̂ )2

� 2 ) � 1) +
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2

donc

� (�̂; �̂ 2) � � (�; � 2) � 0 ()
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2 �
n
2

(log(
1
n

nX

i =1

(x i � �̂ )2

� 2 ) + 1)

Or log( 1
n

P n
i =1

(x i � �̂ )2

� 2 ) = log(1 + 1
n

P n
i =1

(x i � �̂ )2

� 2 � 1) � 1
n

P n
i =1

(x i � �̂ )2

� 2 � 1 car pour
tout y > � 1; log(1 + x) � x.
Donc

n
2

(log(
1
n

nX

i =1

(x i � �̂ )2

� 2 ) + 1) �
n
2

1
n

nX

i =1

(x i � �̂ )2

� 2 =
nX

i =1

(x i � �̂ )2

2� 2

Montrons que
nX

i =1

(x i � �̂ )2

2� 2 �
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2

ie en simpli�ant par 2� 2,

nX

i =1

(x i � �̂ )2 �
nX

i =1

(x i � � )2

Or
P n

i =1 (x i � �̂ )2 =
P n

i =1 x2
i + n�̂ 2 � 2�̂

P n
i =1 x i =

P n
i =1 x2

i + n�̂ 2 � 2n�̂ 2 et
P n

i =1 (x i � � )2 =
P n

i =1 x2
i + n� 2 � 2�

P n
i =1 x i =

P n
i =1 x2

i + n� 2 � 2n� �̂
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Donc

nX

i =1

(x i � �̂ )2

2� 2 �
nX

i =1

(x i � � )2

2� 2 () n�̂ 2 � 2n�̂ 2 � n� 2 � 2n� �̂

() 0 � n� 2 � 2n� �̂ + n�̂ 2 = n(� � �̂ )2

Donc nous avons bien pour tout(�; � 2) 2 R � R�
+ , � (�; � 2) � � (�̂; �̂ 2), donc (�̂; �̂ 2)

est un maximum global de � sur R � R�
+ . De plus s'il existait un autre maximum

global (~�; ~� 2) de � sur R� R�
+ , alors (~�; ~� 2) serait un point critique de � , or � admet

un unique point critique (�̂; �̂ 2). Donc (�̂; �̂ 2) est l'unique maximum global de� sur
R � R�

+ .

3. Soit (� m )m� 0 la base orthonormée des polynômes de Legendre dansL2([� 1; 1]).
Montrons que la fonctionK dé�nie sur R par K (u) =

P b� c
m=0 � (s)

m (0)� m (u)1u2 [� 1;1]

véri�e les conditions de l'énoncé ie :

� pour tout j 2 f 0; ::; b� cg, K j : u 7! uj K (u) est intégrable surR :
K j est, par dé�nition de K , à support compact[� 1; 1], et continue comme
combinaison linéaire de fonctions polynômiales, doncK j est bornée et

Z

R
juj j jK (u)jdu =

Z 1

� 1
jK j (u)jdu � 2jjK j jj 1

� jjK jj 2 < 1 et
R

R juj � jK (u)jdu < 1 :
de la même manière que précédemment, nous avons

Z

R
jK (u)j2du =

Z 1

� 1
jK (u)j2du � 2jjK jj 2

1

et en posantK � : u 7! j uj � jK (u)j qui est continue bornée à support
compact [� 1; 1],

Z

R
juj � jK (u)jdu =

Z 1

� 1
K � (u)du � 2jjK � jj 1

� pour tout j 2 f 0; ::; b� cgnfsg,
R

R uj K (u)du = 0 et
R

R usK (u)du = s! :
Nous savons d'après le cours (paragraphe 4.5) que pour toutm 2 N, � m

est un polynôme de degrém. En assimilant un polynôme réel et sa fonc-
tion polynômiale associée, comme la famille de polynômes réels(� m )m� 0

est échelonnée, nous avons aussi que, pour toutj 2 N, (� m )0� m� j est une
base de l'espace vectorielRj [X ] des polynômes réels de degré� j .

Donc la fonction� j : u 7! uj étant de degréj en tant que polynôme réel, il
existe des réels� 0; ::; � j tel que pour tout réelu, uj =

P j
k=0 � k � k(u). Donc

en utilisant successivement cette décomposition, la linéarité de l'intégrale,
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