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Introduction

Ces notes de cours font suite aux notes du cours d'introduction a la statistique
non paramétriqgue de Catherine Mathias, Vincent Rivoirard et Laétitia Comminges.



Chapitre 1

Introduction et rappels

1.1 Qu'est-ce que la statistique non-paramétrique ?

La statistique paramétrique est le cadre classique de la statistique. Le modele
statistique est dé ni par un parameétre 2 R* pour un certain entierKk.

Exemple 1.1. Modele linéaire gaussien. La loi P des observations vérie
P =N(; 2,).leparamétre =(; 2?2 R" R, suta déterminer la
loi des observations.

Observation du nombre d'arrivées a un guichet :Y  P( ) (Poisson).

Par opposition, en statistique non-paramétrique, le modéle n'est pas décrit par
un nombre ni de parametres (ou de maniere équivalente par un parameéetre de
dimension nie).

Exemple 1.2. Un constructeur automobile étudie le comportement d'achat de ses
clients. Il a la conviction que la somme qu'ils sont préts a débourser est une fonc-
tion de leur revenu et de la distance parcourue quotidiennement et a partir de
observations recueillies par sondage, il postule le modéle statistique suivant :

Y,=f(Xj)+ i;i=1;:5n

ou les ; sontiid de l0iN (0; 2) etX; = ( Xi1; Xi»2) = (revenu,distance) etY; =somme
a débourser.
On peut faire di érentes hypothéses a priori sur la fonctiori (selon I'expérience,
les connaissances a priori sur les données, ou aprés une représentation graphique des
données)

on peut supposer que f est une fonction a ne des variables explicatives, on
obtient alors un modeéle linéaire (ici gaussien puisqu'on a supposé les erreurs
gaussiennes) f (Xi) = 1+ 2Xi1+ 3Xi2

On peut aussi ne faire aucune hypothése sur la forme de la fonctiof, et
faire juste une hypothese de régularité minimum. On obtient alors un modéle
non-parametrique.



1.2 Quelques problemes de statistique non-paramétrique

1.2.1 Estimation de la fonction de répartition

P. Or P est entierement décrite par sa fonction de répartition

E - R ! [0; 1]
x ! P(] 1 ;X))
On construit un estimateur Ifn de F a l'aide desn observationsX 1;:::: Xu

en plus queP est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et on
souhaite estimer sa densité . En général, la dérivée dd-, n'est pas une bonne
solution.

Figure 1.1 Estimation de densité avec python, fonction "gausian_kde" du package
"scipy.stats.kde".

1.2.3 Régression non-paramétrique

On observe une suite de couplegX;;Y;) L obéissant au modele

On cherche a estimer la fonction de régressidn

On peut aussi considérer d'autres problémes de statistique non-paramétrique qui
ne sont pas directement de l'estimation.
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1.2.4 Tests non-paramétriques

Deux exemples de problemes possibles :

Soit X une v.a. etP une distribution donnée. A l'aide deX;:::; X, iid de
méme loi queX , tester :

Ho: X P; contre X 6 P

Soient X etY deux v.a. et(Xq;:::;X,) et (Y1;:::;Yy) des échantillons de
mémes lois respectivement qué et Y. A l'aide des deux échantillons on peut :

tester s'il s'agit de la méme loi: Hp: X Y contreH;: X 6Y

tester l'indépendance entre X etY :Hy: X ? Y contreH; : X etY
sont non indépendants.

1.2.5 Classi cation supervisée

On observen couples (X;;Y;) L ouY; 2f0;1;::;;Lg. Y, est l'étiquette asso-
ciée aX;. On veut trouver la fonction de classi cationg a valeurs dansf 0; 1;:::;Lg
telle queP(Y 6 g(X)) soit la plus petite possible ot(X;Y ) (Xy; Y1).

Figure 1.2 Classication supervisée du dataset CIFAR10 (60000 image32
32 format RGB = trois couleurs) avec L = 10 étiquettes) avec I'environnement
Tensor ow v2.0 (pris du site de la librairie).



1.2.6 Classi cation non-supervisée, exemple génération

Idée : ayant quelques réalisationX 4, ..., X,, i.i.d. de la loi P comment générer
d'autres instances deY;; Y, suivant la méme loi ? Exemple : peintures de paysages.
Ce sont des algorithmes de type GAN (Generative Adversarial Networks), VAE
(Variational auto-encoder), ...

Figure 1.3 Génération non-supervisée de paysages. Image
github.com/robbiebarrat/art-DCGAN

1.3 Rappels d'inégalités classiques

1.3.1 Inégalité de Markov
Soit X une v.a.r. positive telle queE(X) < 1 . Alors 8t> 0

E(X)

PX 1) =

1.3.2 Inégalité de Bienaymé-Tchebyche (B-T)

Soit X une v.a.r. telle queE(X ?) < 1 . Alors pour tout t > 0,

Var (X)

P(GX E(X)j>t) 2




1.3.3 Inégalité de Hoe ding

a8 Yi Db p.s. pourtouti

Alors
8t> O; P(X1 Y, t) exp PnL
- L a)y
Remarque 1.3. Sous les mémes hypothéses, on a aussi
8t>0; P( X Y, t) 2exp PnL
i=1 im(b &)
Remarque 1.4. Comparaison entre Hoe ding et B-T : soit Xq;:::; Xy i Be(p)

avecp 2 (0;1). On cherche un intervalle de con ance bilatéral a gauche de niveau
1 pour p avec l'une des inégalités ci-dessus :

Si on utilise linégalit¢ B-T, P(X pj>c) 22 1 :=  Donc
P(p2[X =X+ ] 1 .Pour =5% etn=100, la précision,

i.e. la longueur, de cet intervalle esti- = 0:22
Si on utilise l'ipégalité de Hoe ding, P(jX p >c) 2exp( 2nc?), Donc

Pp2[x 9.x 4 9y 1 pour =5% etn =100, la
r

2
précision, i.e. la longueur, de cet intervalle est 2% =0:14

1.4 Théorémes de convergence classique

1.4.1 Lemme de Slutsky

Soient(Xn)n o et (Yn)n o deux suites de vecteurs aléatoires tels que
X 1 X o0 X estun vecteur aléatoire quelconque.
Y, Pi°°? ¢ oil ¢ est un vecteur constant.
alors (Xn: Ya) I (X;c).
conséquence X, + Y, X + c, XnYn o cX, et de maniere générale, pour
toute fonction continue f (ou continue la ou les variables prennent leurs valeurs)
f(Xn:Yn) I (X;0).

1.4.2 Delta-méthode

On se donne une suitéU,),, de vecteurs aléatoires dR™, une suite déterministe
(an)n et une application™ : R™ ! RP telles que

a,! +1
9U 2 R™ un vecteur déterministe (=constant) etV un vecteur aléatoire tels
quean(U, U) I v,



" est une fonction di érentiable enU de di érentielle D" (U) 2 My (R).
Alors on a la convergence en loi

a((U)) () " D (U)V:
: id P( ) avec > 0. Alors d'apres le TCL on a
n(X ) N (0; ). Donc on a aussi, d'aprés le théoreme ci-dessus,

q — p_)

p_ foi !
N X NG )

Eneetici R"=RP=R U= X, U= ,a="nV NO ) W="q

doncD*(U)= "9 )= #-etD (U)V N(O; ).

1.5 Petits rappels sur I'espérance conditionnelle

Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dariRk et RP. Pour x 2 RK, on
note P =X la loi conditionnelle deY sachantX = x.

1.5.1 Calcul d'espérance conditionnelle

On rappelle que l'espérance conditionnelle dé sachant X, que I'on note ici
E(Y j X), est une variables aléatoire qui peut s'écrire comme une fonctigxX).
Cette fonction est donnée par

E(Y jX)=9(X) ot g(x)=E(Y]X =x):

Exemples:

1. soientZ et T deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de
paramétre . OnnoteS = Z + T et on cherche a calculer la variables aléatoire
E(Z j S): Soits > 0. On trouve facilement (car tout le monde a une densité ...

) que la densité conditionnelle d& sachantS = s est donnée paff $=5(z) =
él[o;s](z). On a alors immédiatemenE(Z j S=s) = Jzf>5(z)dz = S:Eten
utilisant la propriété que I'on vient de rappeler, on a nalementE(Z j S) = 3.

2. SoitU etV deux v.a. réelrl1es. On rappelle la (Eié nition de la variance condi-
2
tionnelle :Var (UjV)=E (U EUjV))?jV =E[U?jV] E[UjV] :
On a h i
E Var(UjV) = E[g(V)] avecg(v) = Var (UjV = v):

Eneet Var (UjV)= E[U?jV] E[U]jV] 2= (V) (h(V))? avec™(v) =
E[U?jV =v]eth(v)= E[lUjV =vV].Donc (v) h(v)2=Var(UjV = v).
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1.5.2 Propriété du transfert conditionnel

Soitf : RP*X 1 RYune fonction borélienne. Alors la loi conditionnelle d&(X; Y )
sachantX = x vérie

P&y = Py
et donc h i h i
Ef(X;Y)j X=x =Ef(X;Y)] X =X

En particulier si X et Y sont indépendantes, on a

X= _
IDf(x;x\()— I:)f(x:Y)

et donc h i h i
Ef(X;Y)j X=x =Ef(x;Y):

Technique importante 1.5.1.  Supposons qu& et Y sont des v.a.
réelles indépendantes. On a

P(Y X)=E(ly x)=E E[ly x |X] = E[g(X)]

ou
g(x) = E[1y x | X = x]=E[1ly x]= Fy(x)
ou on a notéFy la cdf deY. Donc on a

P(Y X)=E[F(X)]

dés queX et Y sont indépendantes.
On peut aussi écrire :
z
E[lv x]1= 1y xdPxy (X;y)

1, xdPy dPx(y;X)
Z nZ i

P(Y X)

1, xdPy (y)I dPx (x)

Fv (x)dPx (X)
E[Fy (X)I:

Exemple : Reprenons I'exemple de la sous-section précédente T i exp( ). On
veut calculer E(S?Z j S = s) pour s > 0. En utilisant la propriété ci-dessus on

. . . 3
obtient E(S?°Z jS=s)= E(s’ZjS=9)= 5

11



1.6 Rappels sur les quantiles et les lois symétriques

1.6.1 Quantiles

On ne donne ici que la dé nition dans le cas simple ou la loi est de ddfcontinue
et strictement croissante.

Soit X une variable aléatoire réelle de cdf continue et strictement croissante.
Pour 2 (0;1), on appelle quantile d'ordre de la loi F I'unique réel g™ tel que

F(d)=PX d)=
autrement dit

d=F ) (1.1)

Attention, quand la cdf n'est pas continue, I'équation ci-dessus n'a pas toujours
de solution. De plus si la cdf n'est pas strictement croissante, I'équation peut avoir
une in nité de solutions. La dé nition générale d'un quantile sera vue dans le cha-
pitre 2.

1.6.2 Loi symétrique

Une variable réelle X a une loi symétrique (par rapport a 0) siX X.
Sila cdf F est continue, cela se traduit paF(x) =1 F( Xx).
Sila cdf F est continue et strictement croissante, cela se traduit, en terme de

quantile, pargf = o pourtout 2 (0;1).
Si la loi a une densité f, cela se traduit parf ( x) = f (x) pour presque tout
X2 R.

Une v.a. réelle X a une distribution symétrique par rapport abssiX ba une
distribution symétrique par rapport a 0, autrement dit ssiX b X+ Db
autrement dit

X 2b X

Si X a une loi symétrique alorsP(jXj >c) = P(X >c)+ P( X >c) =
2P (X >c).

Silaloide X est symétrique et siP(X =0) =0 alors la variable aléatoirgX |
est indépendante de la variable aléatoirgéy- o. En e et, soit A mesurable, la
symétrie de la loi deX implique

P(iXj2 A;X> 0)=P(j Xj2A;, X>0) (1.2)

et
P(X> 0)=P(X< 0) (1.3)

(1.2) se réécrit

P(iXj2 A;X> 0)= P(jXj2 A; X > 0)

12



ce qui implique

P(Xj2 A)= P(jXj2 A;X > 0)+P(jXj2 A;X < 0)=2P(jXj2 A;X > 0)

(1.3) combinée avec la propriét® (X =0) =0 impliquent -
P(X> 0)= ; (1.5)

(1.4) combiné avec (1.5) impliquent

P(jXj2 A;X > 0) = ;P(ijZ A)= P(X > 0)P(jXj2 A):

Exemples : la loi normale standard et la loi de Student sont des distributions syme-
triques (par rapport a 0). La loi Be(1=2) est symétrique par rapport a 1/2. La loi
B (n; 1=2) est symétrique par rapport an=2.

1.7 Rappels sur les tests (cadre paramétrique)

Test et erreur de test
Situation

On considére une expérience statistique engendrée par une observakoa va-
leurs dans X ;A et associée a la famille de lois de probabilités
n [0}

P: 2

L'ensemble des paramétres est un sous-ensemble de‘, avecd 1.

Principe du test statistique

On veut décider a partir de I'observation de X si une propriété de la loi de
X est véri ée ou non. Cette propriété se traduit mathématiquement par un sous-
ensemble de I'ensemble des parametres, et la propriété signi e que2 .

Dé nition 1.6  (Terminologie de test) On teste I'hypothése nulle notéeHq

Ho : 2 o
contre l'alternative notée H; ou Hj,
H, : 2 o
avec o 1 et o\ 1= ;. Construire un test signi e construire une

procédure = (X) de la forme

8
2 0 siX2R: on accepte I'hypothése nulle
(X)=1¢tx2rg = S
1 siX 2R: on naccepte pas I'hypothése nulle
(1.6)

avecR mesurable.
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Mise en garde 1.7.1. Sauf pour les test triviaux qui acceptent
toujours (ou jamais) Hy, (X) a deux valeurs0 et 1. Donc il est
prévu qu'on se trompe parfois, par exemple rejetéty a tort; donc
il faut étre attentif au langage, préférer si possible dire "les donnéds
ne soutiennent par I'nypothéséHy" plutdt que 'Ho est fausse" ou
méme "on rejetteHy" ; ceci car, a nouveau, on est sirs que parfoi
on se trompera en rejetantH, c'est écrit dans la dé nition du test
(non-trivial).

pé nitiog 1.7.  On désigne indi éremment I'ensembldR A ou bien I'événement
X 2R comme zone de rejet ou encore zone critique du test

Dé nition 1.8.  L'hypotheseH; (j =0 ouj =1) est dite simple si ; est réduit a
un singleton, sinonH; est dite composite.

Par exemple, le test de la forméd, : =1 contre H; : > 1 a une hypothese
nulle simple et une alternative composite.

Erreur de test

Lorsque l'on e ectue un test, il y a quatre possibilités. Deux sont anecdotiques
et correspondent & une bonne décision :

Accepter I'hypothese Hg, alors que 2 o (c'est-a-dire I'hypothéseH, est
vraie).

Rejeter I'hypothese H, alors que 2 ; (c'est-a-dire I'hypothéseH, est
fausse).

Les deux autres possibilités sont celles qui vont nous occuper, et correspondent
a une erreur de décision :

Rejeter I'hypothése Hg alors que 2  (c'est-a-dire I'hypothéseH est vraie).

Accepter I'hypothese Hg, alors que 2 ; (c'est-a-dire I'hypothéseH, est
fausse).

Dé nition 1.9. [Erreur de premiére et seconde espece] L'erreur de pre-
miere espece, ou encore de "type I" correspond a la probabilité maximale

de rejeter I'hypothése alors qu'elle est vraie :

h i h i
supe (X) =supP X 2R :
2 o 2 0

L'erreur de seconde espéce (“"type 1I") correspond a la probabilité maxi-

male d'accepter I'hypothese alors qu'elle est fausse :
h i h i
supE 1 (X) =supP X 2R : 2.7)
2 1 2

14



Intuition 1.7.1. Sur o et il ny a pas de préférence (entre para-
metres) exprimée sous la forme de loi de probabilités. Tous les éléments
sont aussi importants ce qui explique lesup' (= "pire cas") dans la

dé nition.

Intuition 1.7.2.  D'aprés cette terminologie, I'erreur de premiére espece
mesure la probabilité (maximale) de rejeter a tort, et I'erreur de seconde
espéce d'accepter a tort. Dans le langage courant, commettre une erreur
de premiere espéce revient a faire un faux négatif , et commettre une
erreur de seconde espéce revient a faire un faux positif .

Mise en garde 1.7.2. Dans la plupart des situations, o est
plus petit que  etle contrdle de I'erreur de seconde espede?7)
est di cile, surtout si  ; contient des points tres proches de .
On peut imaginer que pour des points de; qui convergent vers un
point de o l'erreur de seconde espéce est d®0% moins I'erreur
de premiere espéce. Elle donne alors peu d'informations nouvellgs
sur le test en question car elle est trop agrégée (a cause du "sup}).
Pour le cas typique d'un 4 singleton et ; son complémentaire,
I'erreur de type Il nN'apporte pas d'information utile pour discriminer
des tests statistiques ayant la méme erreur de type |.
Pour des informations plus précises, on introduit alors la fonction|
de puissance d'un test, qui mesure sa performance locale (= en toyit
point) sur l'alternative.

Dé nition 1.10. La fonction de puissance du test est l'application
1! [01]
dé nie par h i

2 1; ()=P X2R:

Une illustration intuitive des erreurs et paramétres et est donnée en gure 1.4.

1.7.1 Comparaison de test, principe de Neyman

Idéalement, on souhaite que l'erreur de premiere espece et l'erreur de seconde
espéce soient toutes deux simultanément petites. Les deux tests triviaux

1:1;; et 2:1A
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Figure 1.4 Erreurs de premiére et deuxieme espéce,et . Attention : c'est une
"vue d'artiste”, les dé nitions précises sont dans le texte. Crédits : wikipedia section
"Test statistique", 29 Jan. 2020.

qui consistent respectivement a accepter systématiquement I'hypothese et a la rejeter
systématiqguement, sans utiliser I'observatiorX , ont respectivement une erreur de
premiere espece nulle et une erreur de seconde espéce nulle. Malheureusement la
puissance de ; est catastrophique : ( ) = 0 en tout point de toute alternative

1. De méme l'erreur de premiére espece de est égale a 1, méme si I'hypothése
est réduite a un point, quelle que soit I'nypothese.

Une méthodologie, proposée historiquement par Neyman, consiste a imposer une
dissymétrie dans la problématique de test : on décide que le contrble de I'erreur de
premiére espece est crucial. La démarche de construction de test sera alors, parmi
les tests qui ont une erreur de premiere espéce contrdlée, de choisir le (ou les) test(s)
le(s) plus puissant(s), c'est-a-dire ayant une erreur de seconde espéce la plus petite
possible.

Dé nition 1.11.  Soit 2 [0;1] un niveau de risque. Un test est de
niveau  si son erreur de premiere espece est inférieure ou égale a

Remarque 1.12. On ne peut pas toujours faire en sorte que I'erreur de premiére
espece soit égala  (probleme de non continuité d'une fonction de répartition par
exemple, cf chapitre 2 en particulier). C'est pourquoi on se contente d'exiger que
I'erreur de premiéere espéece soplus petite que

Dé nition 1.13. On dit qu'un test est detaille si l'erreur de premiére espece
estégale a

Un test veut mesurer l'adéquation de I'hypothésél, avec les observations. Pour
cela il détermine les valeurs typiques d¥ sousHg. Si la réalisationx de X n'est
pas l'une des valeurs typiques, il rejettédy. Sinon, faute de mieux, il conservél.

Le niveau peut étre vu comme le risque maximal que I'on accepte de prendre
en rejetant a tort Hy,.

On prend pourHy :

une hypothese communément admise
une hypothese de prudence (critére de colt, de sécurité etc)
la seule hypothése sous laquelle on peut travailler mathématiquement.
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En pratique, 2 groupes avec des visées et intéréts di érents auront des couples
(Ho; H1) inverseés (ex : industriels et consommateurs).

Donnons un exemple concret de ce cas : la limite 1égale d'un polluant contenu
dans les déchets d'une usine est de 6mg/kg. On e ectue un dosage sur 20 préleve-
ments sur lesquels on observe une moyenne empiriqgue de 7mg/kg avec un écart-type
empirique de 2.4mg/kg. On admet que la loi de dosage est gaussienne.

de l'usine, I'erreur la plus grave serait de conclure que le niveau de polluant est trop
élevé alors qu'il ne l'est pas. Il choisit donc comme hypotheses

Ho : 6 contre H;: > 6

Prenons maintenant le point de vue de I|'écologiste. Si la limite est supérieure a
8mg/kg, il y a danger. Contrairement au directeur d'usine, I'écologiste considére
gue l'erreur la plus grave serait de conclure que le niveau de polluant n'est pas trop
élevé alors qu'en réalité il I'est. 1l e ectue donc le test suivant

Ho : 8 contre < 8

La mise en oeuvre de ces tests sera faite en exercice (cf TD1 exercice 2).

1.7.2 Explications sur des exemples
Exemple: Xq;:::; X, d N(; 2), connu.

Ho: =3 contre 63

moyenne est égale a 3 ou plus grande que 3, naturellement nous regardons la moyenne
empirique x. Imaginons quex = 3:5. Alors que conclure ? Et bien ¢ca dépend...ca
dépend de plusieurs facteurs, plus exactement, ca dépend icirdet de

En e et, le probleme est que, évidemment, on ne tombera jamais sur 3 exacte-
ment. Imaginons que la vraie moyenne est 3. Alors comme ks sont aléatoires et
gu'on n'en a qu'une quantité nie n, on n'a jamais l'information exacte sur en
utilisant I'échantillon, mais seulement une information approchée et aléatoire.

Donc si la moyenne empirique vaut 3.5, la question est : est-ce que la vraie
moyenne est 3 et que je tombe sur 3.5 parce que c'est aléatoire ? Ou bien est-ce que
c'est parce que ce n'est pas 3 la vraie moyenne ?

Pour répondre a ces questions, il faut utiliser les tests, et surtout utiliser toutes
les informations que I'on a a notre disposition (ou que I'on peut déduire des données),
en particulier la taille de I'échantillon et la variance 2. En e et ce sont ces deux
informations qui vont nous aider a savoir si c'est "normal” de tomber sur 3.5 en
ayant une vraie moyenne de 3, ou bien si c'est "anormal” (ou "atypique").

Ici regardons ce qui se passe soHg, c'est-a-dire quand = 3 (c'est toujours
ce qu'on fait en fréquentiste, on regarde ce qu'il est censé se passer $tyjsdonc
asymeétrie des deux hypotheses). Si on est vraiment sdds, alors la question est :
gu'est-ce qu'une valeur "normale” (ou "usuelle" ou "typique") @& quand =3 7? Il
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su t pour cela de standardiser pour se ramener a une variable normale standard et
utiliser les quantiles deN (0;1). Eneet,si =3 ona

PrX 3 N (0; 1)

Donc, comme le quantile d'ordre 97.5% de la loi normale standard vaut 1.96 (environ)

ona _ _
p_jX 3
n

Ps 1:96 =95%

Autrement dit, on peut dire que, avec une treés grande probabilité, ici plus précisé-
ment avec une probabilité de 95%, la variable aléatoire

T:pﬁx 3

se trouve dans lintervalle[ 1:96;1:96] Autrement dit, une valeur "typique"” de la
statistique T, si on est vraiment soudH, est une valeur entre -1.96 et 1.96.

Ainsi si on tombe sur une valeur qui sort de cette intervalle, on se dit que ¢a
n'est pas une valeur "normale” poull sousH, et donc on rejetteH,.

Il est évidemment toujours possible que, tout en étant soud,, c'est-a-dire ici,
tout en ayant une vraie valeur de égale a 3, on tombe sur une valeur observée de
T qui sorte de l'intervalle[ 1:96; 1:96], puisque la loi normale a son support Sur.
Mais ceci se produit "rarement" et donc la possibilité de se tromper en rejetant a
tort Ho est faible : ici 5% (on prend toujours petit). C'est I'erreur de type I.

Maintenant illustrons cette dépendance par rapport a et n dans notre exemple
(donc on suppose toujours = 3:5) sur notre décision nale .

1. Imagﬁnons d'abord que =1 et n = 100. Alors la valeur observée dd est
1003— 5. Comme 5 est en dehors de l'intervall¢ 1:96;1:96] on
conclut gue c'est une valeur "anormale” pouty et donc on rejetteH,.

2. Jmaginons que = 5 et n = 100. Alors la valeur observée deT estt =
100%2-2 = 1. Alors on accepteH,. L'idée est que c'est trés possible que la

vraie valeur de soit 3 et de tomber sur une valeur aussi grande que 3.5 ici,
car les données ont une grande variance.

3. Imaginons que =1 etn =9. Alors la valeur observée d& estt = P 5&13 =

1.5. Alors on accepte a nouvealt,. L'idée est qu'une valeur dex = 3:5 n'est

pas "anormale" pourH, si on n'a pas beaucoup de données (le résultat est

peu précis si on n'a trés peu de données donc il n'est pas "anormal” d'avoir

vraiment =3 tout en ayant une valeurx un peu "éloignée" de 3).

Une autre alternative H,

Dans I'exemple précédent, nous avons choiki; : 6 3. Comment faire si
Hi: > 3?

On va alors juste modi er la région de rejet. Il faut en fait toujours regardei
pour savoir quand rejeter. On part donc de la statistiqud’, qui suit une loi normale
standard sousH,.

18



Quand on est sousi;, cette statistique a tendance a prendre de grandes valeurs,
car X estun estimateur de etdoncX 3estprochede 3quiest strictement po-
sitif sousH;. Ensuite cette quantite,X 3, qBi sera donc probablement strictement
positive si on est soudd;, est multipliée par  n (et divisée par ) pour obtenir T.
Donc on se dit, au moins sin est su samment grand et si  est su samment éloigné
de 3, que la statistiqueT va étre "grande"” soudd,, donc on rejetteH, quand T est
"trop grand”. Donc la forme de la région de rejet est > ¢ ou ¢ est une constante a
déterminer en fonction, a nouveau, du comportement typique solts, de T. Ici on
a donc un encadrement unilatéral d& sousH,. Le quantile d'ordre 95% deN (0; 1)
vaut environ 1.64. On peut alors dire que

Py(T  1:64) = 95%

C'est-a-dire que, avec une grande probabilité, plus précisément ici 95%, et si on est
vraiment sousH, la statistique T doit étre plus petite que 1.64. Donc on rejettdd
si ce n'est pas le cas.

Fonction puissance

Pour en savoir plus 1.7.1. Un test fréquentiste est toujours basé
sur une statistique dont on connait le comportement soti, et on
a toujours borné l'erreur de premiere espéce par. On sait donc,
par construction, que si on est vraiment soubly et si on rejette
Ho (a tort donc), la probabilité de se tromper est faible. Dans I3
construction, on regarde quand mémk; mais c'est uniguement au
moment de savoir la forme de la région de rejet. En réalité on es
guand méme censé des le départ choisir une statistique qui aura pn
comportement di érent sousH, et sousH,, de facon a pouvoir faire
la di érence entre les deux hypotheses.

~—+

Maintenant, aprés avoir construit le test, on est intéressé par I'erreur de seconde
espéece et par la fonction puissance, c'est-a-dire, on est intéressé par ce qui se passe
sousH;. On veut que la probabilité de rejeteiH, quand on est sou$l 1, soit grande,
c'est-a-dire qu'on veut que la puissance soit grande. Eventuellement la fonction
puissance nous permet de comparer di érents tests. Une des propriétés souhaitées
est alors que, si on a susamment de données, on puisse dire qu'on est sblis
guand on l'est bien, avec une trés grande probabilité. C'est le cas quand le test est
"convergent” (ou "consistant") : la fonction puissance tend vers 1 quandend vers
I'in ni.

Evidemment, comme son nom l'indique, la puissance est une fonction, car elle
dépend de l'alternative exacte. En e et en général, ; est une hypothese composite,
c'est-a-dire que ; n'est pas un singleton et on a souvent une in nité de cas possibles
(exemple: ;1= Rnf3gou ;=]3;+1 [)). Il est évidemment plus facile de voir
gu'on est sousH; quand le vrai vaut 10 que quand il vaut3:5 (toutes choses
etant égales par ailleurs). De plus, la puissance dépend également de la taille de
I'échantillon et de sigma.
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Exemples concrets de calculs de puissance : reprenons I'exemple des don-
iid

nées gaussiennes ci-dessMs;:::; X, N(; ?). Etcalculons la puissance dans
di érents cas. On appelle le niveau dans les 3 exemples ci-dessous.
1. connu et probléeme de tesHy: =3 contreH;: 6 3.

N (0;1
= 1j7j»q avecq= ¢ @

est donnée par

etT = P nX-3, La fonction puissance, pour 6 3,

2

(=P (Ti>q=P (T a—j>q)
P PR 3o+ p PR3 g
:P(pﬁX 3>q)+P(pﬁX pl 3 o)
=P(pﬁX >q+pﬁ3 )+P(pﬁX < q+pﬁ37)
=1 P(pﬁx q+pﬁ3 )+P(pﬁx < q+pﬁ3 )
=1 (a+ PRt (g At

Quelques exemples d'applications numériques avec= 5% (arrondis a deux
chires aprés la virgule) :
Code python pour calculer

import scipy.stats as stat
import numpy as np

def calcul_puissance(alpha,sigma,n,mureel,muHO0):

g = stat.norm.ppf(1.0-alpha/2,loc=0,scale=1)

beta=(1.0- stat.norm.cdf(q + np.sqgrt(n)*(muHO-mureel)/sigma,loc=0,scale=1)
+ stat.norm.cdf(- g + np.sgrt(n)*(muHO-mureel)/sigma,loc=0,scale=1))
print("mu=",mureel,” muHO0=",muHO0," sigma=",sigma,"” n=",n,

" beta(",mureel,")=",np.round(beta,2))

return beta

calcul_puissance(0.05,1,100,3.5,3.0);
calcul_puissance(0.05,1,10,3.5,3.0);

calcul_puissance(0.05,2,100,3.5,3.0);
calcul_puissance(0.05,1,100,3.1,3.0);

murange = np.linspace(0,6,100)
betan100=np.zeros_like(murange)
betan10=np.zeros_like(murange)
betan2=np.zeros_like(murange)
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for index,mureel in enumerate(murange):
betan100[index]=calcul_puissance(0.05,1,100,mureel,3.0);
betan10[index]=calcul_puissance(0.05,1,10,mureel,3.0);
betan2[index]=calcul_puissance(0.05,1,2,mureel,3.0);

plt.figure(14)

plt.rc(‘font',size=14)
plt.plot(murange,betan100,"g",murange,betan10,"b",
murange,betan2,"r" linewidth=4)
plt.ylabel("Puissance",size=14)
plt.xlabel("$\mu$",size=14)
plt.legend(['n=100","n=10","n=2"])

plt.title("Puissance pour $\sigma=1, \mu_{H0}=3.0%$")
plt.savefig("betaplot.pdf")

mu= 3.5 muHO= 3.0 sigma=
mu= 3.5 muHO= 3.0 sigma=
mu= 3.5 muHO= 3.0 sigma=
mu= 3.1 muHO= 3.0 sigma=

n= 100 beta( 3.5 )= 1.0
n= 10 beta( 3.5 )= 0.35
n= 100 beta( 3.5 )= 0.71
n= 100 beta( 3.1 )= 0.17

PN R R

Figure 1.5 Fonction puissance pour les exemples du test bilatéral = 3 contre
6 3.

2. connu et probleme de tesHy: =3 contreH;: > 3.

= 11sq avecq= g ®Pet T = PAX 2 | a fonction puissance, pour > 3,
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est donnée par

(=P a>q=P "nt5q)
=P (pﬁx >q+p_73 )
-1 p Pl g+ Pac

=1 (g+ n—0)

Dans ces deux premiers exemples, on voit immédiatement que la fonction puis-
sance tend verd lorsquen ! 1 . Cela signi e que pour tout de l'alternative

et pour tout > 0, il existe une taille d'échantillonng telle que la probabilité

de rejeter a tort H;, quand on est sou$ pour ce particulier, est plus pe-
tite que sin ng. En revanche, dans les deux cas, on peut montrer que la
fonction puissance ne tend pas vers 1 uniformément, ce qui signi e querge
dépend de (considérer par exemple la suite,, = 3+ nl). L'erreur de seconde
espece, qui est dé nie par un sup, ne tend pas vers 0. Voir aussi I'encadré 1.7.2.

inconnu et probleme de tesHy: =3 contreH,;: > 3.
Si  est inconnu, on ne peut plus baser notre test sur = pﬁH car T
g'est plus calculable. On remplace donc par un estimateur, ici prenons™ =
LT N (X, X)2. Avec cet estimateur® on dé nit donc T = " n*:2. La

loi de cette statistique soudH, est la loi de Student an 1 degrés de liberté.
Eneetona

P_x 3 P—-x 3
_X 3 n nz—2
T= P n——= - = = (1.8)
B —-
avec b X X0z
p_X 3 N(O:1) et T e S UL )
’ 2 n 1 n 1

et X est indépendant de”? (cf. résultat de type Cochrane). On pose donc
= 1y5q avecq= qI(” Y. Ce test est appelé test de Student.
La fonction puissance, pour > 3, est donnée par
p_X 3
()=P @>q)=P ( n—F—>q)
=P CAx + 3>
P Ax  )>qr+RE )
p_
TAN
P (p ﬁX S At n(3 ))
p

p ﬁX g*+ n(3 )

=1 P(
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_ AP e
Sion poseJ = Pax_etv = #* "6 Jona ()=1 P(U V)avecU et

V indépendantes, puisqu& et~ sont indépendantes. Donc, d'apr%s I'exemple
2 de lasection 1.5, ( ) =1 E[Fy(V)] ou Fy est la cdf deU = n%
N (0; 1). On obtient donc nalement

¢+ PRE )

()=1 E ( ) :
On peut ensuite véri er si la puissance tend bien simplement vers 1 quand
n tend vers l'in ni. Pour cela on peut utiliser I'expression ci-dessus. Mais
on peut aussi déduire cette propriété directement, sans faire appel a cette
expression. Rappelons une méthode assez fréquemment utilisée pour montrer
cette propriété : pour xer les idées, on doit montrer que® (T > c,) tend
vers 1 quandn tend vers l'in ni. Il sut alors de :

montrer que la statistique de test T, se décompose ef, = Th.0+ Th1
avec

Th.o = Op (1) ("grand O en probabilité”, typiguement on montre querl,.o
converge en loi)
Tn;l P{oba +1 ,
et ¢, = 0(Q).
Onaici: T, = pﬁxA3 = Tno+ Tn1 avecTo = pﬁxf, To1= n— et

c=q" Y. Ona, sousP avec > 3etquandn! +1,

Tho T(n 1) donc Tho= Op(1):

Tn;l ?:s: +1

etenn oﬂT(” U 02'(0;1) car la loi de Student an 1 degrés de liberté tend

vers la loi normale standard (cf chapitre 2 théoreme 2.20).

1.7.3 La p-valeur

Dé nition 1.14.  Supposons avoir construit une famille de tests (X ), chacun de
niveau , pour 2 [0;1]. La p-valeur associée a cette famille est la variable aléatoire
réelle dé nie par

p(X)=inff 2][0;1]: (X)=1g:

Intuition 1.7.3. Interprétation de la p-valeur : plus lap-valeur obser-
vée est petite, plus on a envie de rejetel, car cela signi e que la valeur
observée de la statistique utilisée pour le test est atypique pbig:

Remarque 1.15. On constate quep(X) est le niveau a partir duquel on se met
a rejeter Ho. C'est comme si on faisait le test sans connaitre le et on tire la
conclusion a la n une fois que le est dévoilé. Donc
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Si
Si

p(x) < alors on rejetteHy au niveau
p(x) > alors on conserveH, au niveau

Mise en garde 1.7.3. Une p-valeur petite ne veut pas dire que
I'on a plus de chances d'étre soud; que sousH, : ¢ca dépend en
fait du comportement de la p-valeur soud;. On sait que, sous cer-
taines conditions du moins (cf chapitre 2), Igpo-valeur suit une loi
uniforme sousH,, mais on ne sait pas forcément le comportement
de lap-valeur sousH;. La question de la probabilité déi, sachant

les données est une question bayésienne a laquelle on peut répondre

si on a un a priori sur l'alternative (il faut aussi parfois un a priori
sur Hg). Attention donc a l'interprétation des p-valeurs, ne pas
dire "la p-valeur est petite donc la probabilité quid, soit fausse est
grande".

Pour autant, une p-valeur importante nimplique pas forcément que
Ho soit vraie. Il se peut que le test ne soit pas puissant. Par exemp
considérons le test (X) 0 : ce test accepte toujourdy. L'en-

semble dans la dé nition de la p-valeur est vide, par convention oh

prend son sup pour dé nir la p-valeur, c'est-a-dire que la-valeur
est égale a 1.

Exemple 1.16. Un exemple de cas ou le calcul de favaleur est trés simple :
supposons que le test est de la forme(X) = 1yx)sk , que o =

og et que la

statistique T(X) a, sousP ,, une loi de cdfF, strictement croissante et continue.
Alorsonak = F,'(1 ). Eton voit facilement que

En e et,

p(x) =1 Fo(T(x)):

Po(T(X)>k )= 0 1 Fok)= 0 k =F'@ )

Et la p-valeur observée est donnée par

p(x) =inff 2]01:T(X)>F,*1 )g
=inff 2]J0;1[Fo(T(X))>1 g
=inff 2]0;1[ > 1 Fo(T(X))g
=1 Fo(T(X):

Dans ce cours, on supposera toujours que
le test est congu de fagon a maximiser la région de rejet.

(X) décroit quand décroit.
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Intuition 1.7.4. La premiere hypothése est naturelle. Dans la dé ni-
tion d'un test de niveau , on exige que l'erreur de premiere espéce sojt
plus petite que . On a alors une in nité de solutions possibles : en e et
siP (T >cy) alorsP (T >cy) pour tout ¢, > c;. Si on veut
minimiser l'erreur de seconde espeéce, il faut alors maximiser la région
de rejet (et donc prendrec le plus petit possible).

La seconde hypothése est aussi trés naturelle. Elle se réécrit

1 2=)R 1 R

2

autrement dit, si on rejette a un niveau ; alors on rejette aussi a tout
niveau - 1.

Théoréme 1.17. ("théoreme de Wasserman")
On suppose que les tests que I'on fait a un niveawdonné maximisent la région
de rejet.

Supposons qu'une famille de tests soit de la forme (X) = 1yx) « , pour
2]0; 1[. Alors, si le test est de taille , la p-valeur s'écrit
p(x) = sup P (TX)  T(X);
0

ou x est la valeur observée d¥ .

Pour une famille de tests de taille de la forme (X) = 1rx) « ,0na
p(x) =sup , (P (T(X) T(x)).

Si la variable T(X) a une loi discrete de cdfFy, xe sousHg et si la famille de
tests est de la forme (X) = 1yx)  alors

p(x) = Fo(T(X)) = Pho(T(X)  T(x))

Si la variable T(X) a une loi discréte de cdfF, xe sous Hg et si la famille
de tests est de la forme (X) = 1yx) k , avec les mémes hypothéses, on a

P(X) = P (T(X)  T(x)).
Ces formules sont encore vraies s'il existe ¢ tel que pour toutt,

supP (T(X) t)=P (T(X) 1)
2 o
si le test s'écrit  (X)= 11(x) k OU

sup P (T(X) t)=P (T(X) 1)
2 o

si le test s'écrit (X)) = 1r(x) «

Admis.

Ce qu'on veut dire par loi xe : T(X) ala méme loi8 2 (. Par exemple c'est
le cas si o = f (0. C'est aussi le cas pour le test de Kolmogorov-Smirnov, le test
du signe et les tests de Wilcoxon (cf chapitre 2).

Exemples de calculs de p-valeurs
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Soit Xq;:ii Xp ! N(; ?)avec et ?inconnus. On veut tester

Ho: =2 contre 2.

Le test utilisé est alors le test de Student (cf "exemples de calcul de puissance”,
item 3). Le test estalors = 1. +x » avecT = " n%; 2. On est alors dans
les conditions d'application du théoreme de Wassermann, item 1 : en e et,
puisque la loi de Student est une loi continue, on a bien un test de taille(et
pas seulement de niveau). La p-valeur observée est donc donnée par

p(x1) = Frn 2(T(X1))
ou T(x7]) est I'observation de la statistiqueT (X 7).

Application numérique :n = 20, " % x; = 1:34et L 2 (x; x)? =

1:06, ce qui donne la valeur observég(x7) = = 20(134 2)=1.06 = 278 La
p-valeur observée est donnée pa(x7) = 0:0L On peut trouver cette valeur
sur R en utilisant la commandept(-2.78,19) . Pour obtenir directement ce
résultat sans faire de calcul, on peut utiliser la commande R

t.test(-2.78,mu=2,alternative="less")
Soit Xq;::::Xn " Be(p). On veut tester
Ho:p=1=2 contre p> 1=2:

- - P o L .
On utilise la statistique T = [, X; qui suit, sousHg, une loi binomiale
B(n;1=2). Au vu de H4, on rejette quand T est trop grand. Donc on pose
= 11 OU c est déterminé par le fait que le test est de niveau

Pio(T >c) (1.9)

Attention ici la statistique T est discrete donc sa cdfg n.1-2) SOUSP 1, n'est
pas continue. Donc on ne peut pas toujours avoir I'égalité.
On verra au chapitre 2 que le plus petit entierc véri ant (1.9) est donné par
c= ™ je. le quantile d'ordrel de la loi binomialeB (n; 1=2). Cela
donne le test suivant

= 1T>q?(n; 1=2) .
Remarquez que, commd est presque srement a valeurs entiéres, ce test
peut aussi s'écrire = 1. @14 g Donc il a bien l'une des formes indi-
guées dans le théoreme de Wassermann. Nous sommes bien dans les conditions
d'application de ce théoréme (2éme item), donc la p-valeur observée est donnée

par
p(x1)=P(Z T(x)=1 PEZ<T(X]))=1 Femi(T(x]) 1)

ou Z désigne une variable aléatoire de |@ (n; 1=2).

Par exemple, sin = 20, et si la valeur observée de L, X; est 11 alors la
p-valeur du test estp(x]) = 0:41 Donc on a tendance a acceptéd, au vu
des données.

On peut obtenir cette valeur sur R avec la commandpbinom(10,20,1/2) .
On retrouve cettep-valeur directement utilisant la commande
binom.test(11,20,1/2,alternative="greater")
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Remarque 1.18. Attention aux inégalités strictes versus inégalités larges, elles ont
leur importance, surtout pour des variables discrétes. Dans le théoreme de Wasser-
mann, il s'agit d'inégalités larges.

Pour une variable discréte, on dé nira le test a partir d'inégalités strictes comme
ci-dessus. On peut toujours transformer ce type de test en un test avec égalité large
(ex:T>3(0) T 4siT prend des valeurs entieres).

Méthode pour construire un test
1. Choix deHg et H;.

2. Détermination deT(X), la statistique de test. On doit connaitre sa loi sous
Ho. Evidemment on souhaite aussi que cette statistique ait un comportement
di érent sous Hq et sousH; pour pouvoir discriminer les deux hypotheses.

3. Allure de la zone de rejet en fonction del, (i.e. en fonction du comportement
de T(X) sousH,).

4. Observation de la réalisationT (x) de T(X).

5. Calcul de lap-valeur associé@(x) et comparaison a un seuil xé par un non-
statisticien.

6. Conservation ou non deH,.

1.7.4 Interprétation des p-valeurs : d'autres exemples et dé-
tails

Comme lap-valeur est dé nie comme up in mum, ce n'est pas forcément un
"min" donc on ne sait pas a priori sp(x) 2 2]0;1[: (x) =1 ou pas, c'est-
a-dire gu'on ne sait pas si on rejettddo pour le niveau = p(x). Appelons la
p-valeur p(x) de facon a la considérer comme un niveau. Pour Xxer les idées (¢a
ne change rien au raisonnement), supposons que (x) = 1, autrement dit, pour
le niveau  on rejette Hy. On rappelle que le niveau est choisi comme étant la
probabilité de rejeter a tort Ho (ou un majorant de cette probabilité si on ne peut
pas avoir I'égalité pour tout ).

Donc si on regarde la p-valeur comme un niveau , alors on rejette pour ce
niveau et, si  esttrés petit, alors la probabilité de rejeter a tort est trés faible.
En quelque sorte, plus la p-valeur observée est petite, plus on on a envie de rejeter
Ho.

Supposons que l'on ait observé une p-valeur ge= 0:001, qui est donc tres
petite. Alors pour le niveau = 5% on rejette Hy puisque 0:001 < 0:05. Mais en
plus, le fait de connaitre la p-valeur nous apporte une information supplémentaire :
le fait que p soit vraiment petit ici nous donne une certaine con ance dans notre
rejet. Par exemple si on avait eyp = 0:04 alors on aurait aussi rejeté au niveau

= 5% mais on l'aurait fait avec moins d'assurance.

Les logiciels de statistique donnent toujours la p-valeur quand on leur demande
de faire un test. Prenons I'exemple du test de Student. On a dans un vecteur
un échantillon de gaussiennes de moyenne et variance inconnues et on veut tester
Ho: =1:5contre 6 1:500 estlamoyenne. Alors on peut utiliser la commande
R suivante
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t.test(x,mu=1.5)

dont la sortie est

One Sample t-test

data: x
t = -1.9561, df = 19, p-value =
0.06532
alternative hypothesis: true mean is not equal to 1.5
95 percent confidence interval:
0.6181763 1.5298237
sample estimates:
mean of x
1.074

On tombe sur une p-valeur d'environ0:06 donc on accepte (tout juste)H, au
niveau 5%. La encore, comme la p-valeur est proche du niveau, on n'a pas une
con ance énorme en le résultat nal.

Interprétation a l'aide du théoreme de Wassermann

Reprenons un des exemples précédents : premier item de "exemples de calculs
de p-valeurs". Lap-valeur s'écrit dans cet exemplg(x}) = Fru 1)(T(x})). Dans
I'application numérique, la valeur observée de la statistiqu&é estt = 2:78 Si on
est vraiment sousHy, t est alors censée étre la valeur observée d'une statistique
qui suit une loi de Student a 19 degrés de liberté, et la p-valeur mesure alors la
probabilité qu'une variable de Student a 19 degrés de liberté soit plus petite que
-2.78, c'est-a-dire la probabilité d'observer une valeur dé plus petite que -2.78
si on est vraiment sous Hg. Donc la p-valeur mesure en quelque sorte le cété
atypique de la valeur observée, par rapport a ce qu'il est censé se passer styls

Ici, si on était vraiment sousHy, il y aurait une probabilité de 1% d'observer
une valeur inférieure ou égale a 2:78 pour la statistique T. Donc -2.78 est plutét
une valeur atypique pourH, et on penche donc pour le rejet dél,.
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1.8 Exercices

Exercice 1.1. Soit X une variable aléatoire réelle, absolument continue de densité

de méme loi queX. On considére la statistiquel qui ordonne I'échantillon dans le
sens croissant :

avecXq Xy Xmy: X5 Xmy) s'appelle la statistique d'ordre.

1. On suppose pour cette question uniquement que ¥ssont seulement indé-
pendants et de lois continues (c'est-a-dire que l&s sont indépendants et ont
tous une fonction de répartitionF; continue, mais pas forcément absolument
continue). Montrer que

POiI6j: Xi=X;)=0;

et que dans la dé nition de la statistique d'ordre, on peut donc se limiter a des
inégalités strictes : Xy <X 2y < <X !

Déterminer la fonction de repartition F et la densitef de X .
Montrer que SiE[jX|] est nie, alors il en est de méme d&[jX (]l

Rappeler les densités des lois &g,y et X, et déterminer la densité du couple
(X ;X ny). Quelle est la loi deW,, = Xy Xy ?

6. On considére une suitgU;)i>n de variables i.i.d. selon la loi uniforme sur
[0; 1], et on pose

a bk DN

Y, = min U, Zo=max U, min Y,
1in 1 i n 1in

(a) Montrer que nY, converge en loi vers une loi exponentielle.

(b) Etudier la convergence en loi d&,,, puis sa convergence en probabilité et
LL.

(c) Soit > 0. CalculerP[jZ, 1j > ]. En déduire queZ, converge presque
strement.

(d) Rappeler les implications logiques entre les modes de convergence étudiés :
en loi, en probabilité, en norme_?, en normelL?, presque s(re.

Exercice 1.2. On reprend un exemple du cours. La limite légale d'un polluant
contenu dans les déchets d'une usine est de 6mg/kg. On e ectue un dosage sur
20 prélevements sur lesquels on observe une moyenne empirique de 7mg/kg avec un
écart-type empirique de 2.4mg/kg. On admet que la loi de dosage est gaussienne.

1. Faire un test de niveau pour le probléme de test suivant :

Ho : 6 contre H;: > 6
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N . . P
2. On calcule a partir de ces données = 7 et 22 = L 20 (x; x)? = 2:4%

Calculer la p-valeur observée et conclure si on choisit le niveau= 5%.

Be(p).
1. Proposer une procédure de test pour le probléme suivant

Ho:p=1=2 contre H;:p> 1=2
2. Proposer une procédure de test pour le probleme suivant
Ho:p=1=2 contre H;:p61=2

3. Proposer un test asymptotique pour le probléme de la question précédente.

4. Calculer la puissance du test asymptotique de la question 3. La puissance tend-
elle simplement vers 1 quand tend vers l'in ni ?

5. Application numérique. On calcule a l'aide des données,= 100, x = 0:59,
Ob:os = 58, (h.975 = 60 ou on noteq le quantile d'ordre de la loi binomiale
B (100 1=2). Quelle est la conclusion des deux premiers tests ci-dessus, au
niveau = 0:05, pour ces données?
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Chapitre 2

Estimation de la fonction de
repartition

2.1 Consistance des fonctions de repartition em-
piriques

On considereX [ = ( X3;:::;Xy) unn-échantilloniid de cdfF :8x 2 R; F(x) =
P(X1 x).On rappelle que :
F est croissante
F est continue a droite
limy +1 F(X)=1 etlimy,; F(X)=0.

On peut préciser que, étant croissante, elle a une limite a gauche en tout point
et elle admet au plus un nombre dénombrable de discontinuités aux pointgel que
P(X; =x)860.

Il existe un estimateur naturel deF : la fonction de répartition empirique.

Dé nition 2.1.  la fonction de répartition empirique associée X1 = (Xy;:::;Xp)
I .
est la fonction aléatoire dé nie par :F, : R , 1P rEO’ 1
X B n i=1 1X, X
Remarque 2.2. Pour insister sur le caractére aléatoire dé-,, on peut écrire parfois
Fn(l;x ) au lieu deFy(x). Fn(!;x ) désigne donc la valeur de la cdf, en x quand
I'observation est! .

Remarque 2.3. On construit facilement F. car c'est une fonction en_escalier.
Fixons! et écrivons(xy;:::;Xn) = (X1(! );::::Xn(1)). Alors Fr(l;x ) = % L1y«

X(l) X(z) :::X(n):



La fonction F(!; ) est discontinue aux points Gy(! ). Elle a un saut égal au nombre
de fois ou la valeurX;(! ) apparait dansf X (! );:::; X, (! )g. En particulier si tous
les Xi(!) sont distincts, i.e. X(j)(! ) < X +1(!) pour tout j, alors Fa(lix) = L

pour tout X 2 [X (! ); X+1) (! )[. Dans tous les cas, elle vaut 0 syr1 ;X (! )]
et Lsur[Xm(t);+1[.

Proposition 2.4. Soit x 2 R, F(x) est un estimateur sans biais dE (x)
etlimy,  Fn(x) = F(X) p.s. Par ailleurs

P— i

NF.)  FOO) IR (O F) F(x)
Démonstration. F,(x) = %P N 1y, xavecly, ,'° Be(F(x)) donclimuy; Fn(x) =
F (x) p.s. découle de la LGN. La deuxieme propriété vient du théoreme limite central
en remarquant queVar (1x, x) = F(X)(1 F(x)). O

iid

Ce résultat est de nature paramétrique cax est xé. On peut aller plus loin.

tion de répartition F. Alors la fonction de répartition empirique est un estimateur
fortement consistant deF pour la norme de la convergence uniforme :

lim kP, Fky = lim supjF.(x) F(x)j=0 p.s.
n'l n'l Xx2R

La preuve sera donnée dans la section 2.3.

Dé nition 2.6. A toute fonction de répartition F on associe son inverse généralisé
F( D dé nie comme suit :

8g2[0:1] F(Y(@=inffx2R:F(X) qg
F( D est aussi appelée la fonction quantile.

Proposition 2.7. OnaF( Y =F ! quandF est bijective. De plus,

1. F(FC Y(g) qpour tout g2 [O;1].
8x2R;802[0;1, F(x) q, x F(Yq.
SiU UJ[0;1] alors F( Y(U) est une v.a. de fonction de répartitiorF .
Si F est continue alorsF (F( Y (q)) = g. pour tout g 2]0; 1].
Si Z admet pour fonction de répartitionF continue alorsF(Z) UJO0; 1].
F( D est croissante.

o 0k wb

Démonstration. 1. Par dé nition de F( Y(qg), il existe une suite(u,), o telle que

F(u) qgetuy ! F( Y(g) en décroissant (c'est donc une limite a droite) .
CommeF est continue a droite,F (u,) ! F(F( Y(q). DoncF(F( Y(q) aq.
2. SiF(x) qalors par dé nition F( Y(g) x.

Six F(Y(q) alors par croissance d& on aF(x) F(F( Y(q)) donc
F(x) qpar litem 1.
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Figure 2.1 Fonction de répartition (en rouge) avec palier et saut

3. Dapréslitem2onaP(F( Y(U) t)= P(U F(t)etP(U F(t)= F(t)
car F(t) 2 [0; 1].

4. D'apres litem 1, il sut de montrer que F(F( Y(g) ¢ SiF est continue
alors]0;1[ Im(F), d'aprés le théoreme des valeurs intermédiaires. Donc |l
existe Xq 2 R tel que F(Xq) = g. Donc par dé nition F( Y(g) x4 Donc par
croissance d&, F(F( Y(g) «q.

5. Soitt 2]0; 1. On a

P(F(Z)<t)=1 P(F(Z) )
=1 Pz F(HW)

P(Zz <F (D)

F(FC ()

=t

ou on a utilisé l'item 2 pour la 2éme ligne, le fait qué& est continue pour la
4eme ligne, et l'item 4 pour la derniére ligne. Commlel ;x]=\px] 1 ;t[
onaP(F(Z) x)=Ilimy xex P(F(Z) <t)=Ilimy xox t = X. DoNncF(2)
u[o0; 1].

6. Soitqy;p 2 [0;1]avecy . Alorsfx2 R:F(x) g f x2 R:F(x)

g doncF( V() FC (p).
0
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Remarque 2.8. Les item 1 et 4 peuvent "se déduire" a partir d'un dessin. On "voit"
également que les paliers de correspondent & un point de discontinuité de( V) et
qu'un saut deF correspond & un palier de&( D,

Remarque 2.9. Dans un certain nombre de cas (cf exemples ci-dessous), la p-valeur
p(X) d'un test suit une loi uniforme sousHy.

de testHg : = o, contre Hy : o. On utilise le test de Student =

1. RICIER Alors d'apres le théoreme de Wassermann, la p-valeur observée s'écrit

P(X]) = Frin 1(T(x1)). Donc la p-valeur p(X1'), en tant que variable aléatoire, vé-
e p(X7)= Frpn o(T(X7)). Or T(X]) T(n 1)sousH,. Donc, d'apres l'item
5 de la proposition précedentep(X 1) suit une loi uniforme sousH,.

Exemple 2.11. : méme contexte mais avekl; : o. Alors le test s'écrit =
1. g - Et la p-valeur observée satisfaip(x]) = P (T(X]) T(x})) = P(Z
T(x7)) avecZ T(n 1). Doncp(x?)=1 Frn 1p(T(x})). Ainsi la p-valeur, en
tant que variable aléatoire, satisfaip(X1) =1 Fr 1h(T(XT)). A nouveau, sous
Ho, Fr(n »(T(X7)) U[G; 1] doncp(Xy) U[0;1].

Exemple 2.12. Méme contexte mais avetl; : 6 . Alors le test s'écrit =

1J.TJ. RICIEE et la p-valeur observée s'écrit
1z

PO =inf 20 1ETONN Frd o o)
Sinf 2101 Fre o(TOM) 1 20
it 2101F 21 Fre oGTOD)
=2[1 Fre (TR
Ainsi h i
pX1)=2 1 Fren n(TXD)))

Pour simpli er, on note T(X{)=T etFy;, 1y = F. On a alors six 2 [0; 1],

io

P 21 F(Tj)] x

=P F(GT) 1 2
2
=P F(T) 1%;T 0+P F(T) 1%;T 0
=2P F(T) 1 g;T 0
X
=2P F(T) 1
= X

On a utilisé
pour la 3eme ligne : la symétrie de la loi deT.
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pour la 4eme ligne : 1 3 > 1=2six 2]0;1[. Or F estla cdf deT(n 1), doncF
est continue et correspond a une loi symétrique. Dofgx) =1 F( x). Donc
F(0) = 1=2 et commeF est strictement croissante, on & (x) % =) x 0

pour la derniere ligne : 1 F(T) U[0;1]etl 3 2]0;1[.
Donc, a nouveau,p(X7) UJO; 1].

2.2 Estimation de quantiles

Pour la construction de tests et de régions de con ance, on s'appuie sur la notion
de quantiles. On rappelle la dé nition générale d'un quantile.

Dé nition 2.13. Pour 2 [0;1], on appelle quantile d'ordre d'une loi de proba-
bilité P a support dansk la quantité

g =infffx2R:P(Q 1 ;x)) g

Autrement dit, en utilisant la fonction inverse généralisé, sP admet F pour
fonction de répartition

q=F.I()
Exemple 2.14. Soit la loi ©*3*2. La quantile de25%estO0 et celle de75%est 3.

Proposition 2.15. 1. quand la fonction de répartitionF est inversible, le quan-
tile d'ordre  est égale & 1( ) et alors on aF(q) = . Et le quantile est
I'unique solution de cette équation.

2. Plus généralement sk est continue, on aF(q ) = . (mais la solution n'est
pas unique)
3. On a toujoursF(q ) et, F(q ) ,l.eP(X<q) . Autrement dit
PX q) etP(X q) 1

Démonstration. 1. évident.
2. F(g)= estlitem 4 de la proposition 2.7.

3.F(X ) limy xiex F(t) =1limy xiex PQ 1 t]) = P(Q 1 ;Xx[). De plus si
x<q alors, par dé nition de q , on aF(x) < . DoncF(q,)
O

Exemple 2.16. La médianem véri e
P(X m) 1= et P(X m) 1=2
EtonaP(X m)=P(X m)=1=2quandF est continue.

Remarque 2.17. D'autres conventions existent pour la dé nition d'un quantile. On
peut aussi dé nir un quantile de maniere non unigue. Souvent, on appelle quantile
d'ordre de la loiF tout nombreq tel que

PX q) etP(X q) 1 (2.1)
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Proposition 2.18. Soit X une variable aléatoire réelle de cdf, et 2]0; 1. Le
plus petit réelc tel queP (X >c¢) est égal agf

Démonstration. P(X > c¢) , PX ¢ 1 . Par dé nition, le plus petit
réel c véri ant cette inégalité est F( V(1 ). O

Exemple 2.19. Soit Xq;:::; X, d Be(p). On veut tester au niveau

Ho:p=1=2 contre p> 1=2

On utilise une procédure de test = 1P " X;>c Qvecc choisi de fagcon a ce que le
niveau du test soit plus petit que et tel que la région de rejet soit maximisée. On
choisit doncc = ¢ ™2,

Si on veut tester au niveau
Ho:p=1=2 contre p< 1=2

On utilise une procédure de test de la forme = 1P x, o Attention ici, la valeur ¢ = g

i=1
ne fonctionne pas (ni avec le test = 1P X, ¢ ni avec = 1P n ). On sait en e et

i1 - Xi<C
seulement queP ( i“:l Xi q) (alors qu'on souhaite ). Dans cet exemple, on pourrait
utiliser c= ¢, ° "2,

Ce type de probléeme ne se pose pas pour les variables continues puisque dans ce cas on a
I'égalité (et en plus le fait d'utiliser une inégalité large ou stricte n'a pas d'importance). Dans la
suite, nous nutiliserons essentiellement que des tests de la forndg». ou 1j1jc, que la loi deT
soit continue ou discréte.

On admet le théoreme suivant. Une preuve, pour les étudiants intéressés, se
trouve dans les annales de I'examen 2018.

Théoréme 2.20. Soit (F,), o une suite de fonctions de répartition suR et F une
fonction de répartition sur R. Alors F,, converge verg- en tout point de continuité
de F si et seulement siF{ P converge versF( Y en tout point de continuité de
FOD,

Exemple 2.21. La loi de Student an degrés de liberté tend vers la loi normale

standard. ! est continue. Donc, pour tout 2]0;1[, g" (™ Lo 01,

On a besoin des quantiles pour les procédures de tests ainsi que pour les régions
de con ance. Parfois on ne sait pas calculer les quantiles de la loi mais on sait
simuler cette loi. Le quantile empirique peut alors étre utilisé en remplacement du
vrai quantile.

On rappelle la notation suivante pour les statistiques d'ordre :

X(l) . X(n)
Dé nition 2.22. Le quantile empirique d'unn échantillon iid X = (Xq;:::;X})
est dé ni, pour 2]0; 1], par

6 = Ff V()
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Intuition 2.2.1. Il s'agit donc des quantiles des cdf (lois) empiriques,

Proposition 2.23.
FOD()= X o

ou on a notédte=minfm2 N: m tg.

Intuition 2.2.2.  Dans la formule précédenteX 4, ¢ est en pratique la
valeur de ladn e-éme variable de la statistique d'ordre.

Démonstration. On va utiliser la propriété immédiate suivante : pour toutx,
X dxe<x +1:
1. Iy aau moinsdn eindicesi 2 [n] tels queX; X ¢ donc

EaXan o) 22)

2. Soitx< X (g ¢- llyaauplusdn e 1indicesi 2 [n] tels queX; x donc

dh e 1
- <

Fn(X) (2.3)

(2.2) et (2.3) donnent le résultat. O

Le théoréme de Glivenko-Cantelli assure qué~, Fk; ! O presque srement.
On s'attend donc a ce que},. soit proche deq quandn est grand.

Théoréme 2.24. Soit 2]0;1[ tel queF( Y est continue en . Alors on a

im . =q p:s:

nll
Démonstration. D'aprés le théoréme de Glivenko-Cantelli, il existe un ensemble me-
surableA tel que P(A) =1 etsi! 2 A, kP, (5; ) F()ky 10 Soit! 2 A. On
a en particulier F(!;t) I F(t) pour tout t 2 R. Donc F(D(t) A (9
en tout point de continuité t de F( V) d'aprés le théoréme 2.20. O

Remarque 2.25. Un point de continuité pour F( Y correspond & point de crois-
sance stricteq pour F.

Remarque 2.26. On voit donc que si on ne sait pas calculer facilement le quantile
d'une loi, mais si on sait simuler cette loi, on peut avoir une valeur approchée de ses
guantiles en simulant un échantillon su samment grand et en calculant le quantile
empirique. Une question associée est : quelle est la taille d'échantillon nécessaire
pour avoir une précision donnée ? Le théoreme suivant donne en partie une réponse a
cette question. Sa preuve dépasse le cadre de ce cours donc on admettra ce théoreme.
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Théoréeme 2.27. SiF est dérivable erq avecFYq ) > 0 alors

a )
2
Fqa)
Remarque 2.28. Les conditions du théoreme sont en particulier véri ées si la loi

F est a densitéf strictement positive surR. Pour construire un IC pour q , il faut
alors connaitref (q ).

He. )t o

2.3 Test d'ajustement a une loi ou a une famille
de lois

2.3.1 Ajustement a une loi donnée

On xe une loi de référence, de fonction de répartitiorF, et on observe un
n-échantillon iid X} = (X4;:::;X;,) dont on note F la fonction de répartition com-
mune. On veut tester

Ho:F=Fy contre H;:F 6 Fg
On va naturellement utiliser la statistique de test suivante
ha(X{;Fo) = kP Foks

Remarque 2.29. |l s'agit bien d'une statistique, c'est-a-dire qudn, est bien mesu-
rable. En e et on peut montrer (grace a la continuité a droite) que

ha(X];Fo) =sup Fn(x) Fo(x) :
x2Q
Proposition 2.30. On supposeFq et F continues. Alors
. Cq
hn(X1;Fo) = max maXfJﬁ Fo(X()): Fo(Xg)) JTQ

Démonstration. CommeF est continue, presque srement, tous &g sont distincts
(cf TD). Donc Xy < X (z < ::: < X (). Donc on peut décrireF,, de la maniére
suivante : 8
3 0 six<X (1)

r—“n(x)=gjﬁ six2 [Xgy Xg+nlb 2] n o1
1 Si X X(n)

On va donc utiliser I'égalité suivante

hn(X]r_];FO): Sup Mj
0j n

ou,pourl j n 1,

Mj= sup  Fua(x) Fo(x)

X2[X 5y X+ [
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et
Mo= sup Fn(X) Fo(x) et My= sup Fn(x) Fo(x)

X<X (1) X X(n)
En utilisant la croissance deF, on obtient

Mp= sup 1 Fo(x) = sup f1 Fo(X)g=1 Fo(Xn)

X X(n) X X(n)

et
Mo= sup O Fo(x) = sup Fo(x) = Fo(X )

x<X x<X

Et par la continuité de Fo,
Mo = Fo(X (1)
Considérons maintenantvl; pourl j n 1.Ona
M; = sup L Fo(X) :
X2[X ()X g+ [

Soit f une fonction croissante et continue sur un segmefd; . On a

sup jf (X)] = sup nsup‘f(x); f(x)go

a x<b a x<b
n

0]
=sup supf(x); sup f(x)
a x<b a x<b o
=sup sup f(x); inf f(x)
a x<b a x<b

=maxf(f (b); f(a)g

En appliguant cette propriété a la fonction croissante et continugg Jﬁ on obtient

sl

Mj = maxf Fo(X(j +1) ) ) FO(X(j))g:

I
n
En rassemblant tous les résultats on obtient nalement
ey b j . .
ha(X{';Fo) = max max [fFo(X(+1)) g, max S| n Fo(X())g Fo(X0));1 Fo(X(n))
On obtient le résultat nal en remarquant que
j . _ j
max  max | P Fo(Xi))g:1 Fo(Xmy) = Enjaxnf P Fo(X(j))9
et
b _ i1
max. max fFo(Xg.) G Fo(X@) =max maxiFo(Xq) — —8Fo(Xw)

_ _ ] 1
—{njéanfFo(X(J)) Y
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Dé nition 2.31. On dit qu'une variable Z estdiuse si sa cdf est continue.

Silaloi h,(X];Fg) ne dépend pas d&, on dit que la statistiqueh,(X7; Fo)
est libre deFg .

Nous faisons maintenant deux remarques utiles pour la preuve de la proposition
suivante.

Remarque 2.32. SiF :R! [0;1] est une fonction de répartition alors
F continue , ]0;1[ F(R)

En e et

Si  F est continue alors on peut appliquer le théoréme des valeurs intermé-
diaires.

Si F n'est pas continue, alors il y a au moins un saut en un certaix 2 R,
alors les valeurs entre$ (x) et F(x ) ne sont pas prises paF .

di use. En e et, pour tout x,
X«
P(Z=x) P([.fX] = xg) P(X;=x)=0
j=1

Proposition 2.34. SousHy, si Fq est continue alorsh, (X 7; Fp) est une statistique
libre de Fq et de loi continue.

10;1[ SousHo, commeX; ™ Fo, on a (Xy:::Xn)  (FS P ES Pun)
d'aprés la proposition 2.7. On a donc aussi, soity,

11X
hn(X]r_], FO) E;JFE) ﬁ - lFé l)(Ui) X FO(X)

En utilisant I'item 2 de la proposition 2.7, on obtient

1 1 F 1 1 F
Sup — X) =sup — : X
leg ni., FSO D) x o(X) XZFR) n ., Ui Fo(x) o(X)
X
= sup = 1y s S

s2Im (Fg) N i=1

En utilisant la remarque 2.32, ceci donne, presque slrement,
X 11X

sup — ly s S =sup — 1y s s:
s2im (Fo) N =1 s210,1] Ny
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. P
Eneetonal0l] Im(Fo) [0;1]etlavaleurdelafonctions7! 2 " 1, ¢ s

n

ens=0 etens=1 est égale a 0 presque sirement. On a donc obtenu que, ddys
ha(X1;Fo)  ha(U[;G)

ou on a notéG la fonction de répartition de la loi uniforme sur[0; 1], i.e. la fonction
dé nie par G(s) = s pour s 2 [0; 1]. Cela montre que la loi, souslo, de h,(X]; Fo)
est libre deF,.

On prouve maintenant que la loi deh,(U;'; G) est continue. D'aprés la proposi-
tion 2.30, commeG est continue,

j j 1
hn(U7; G) = xf = Uiy Y
n(Ur:G) = max - maxf — Ug);Ug)  ——9

Comme la loi desU; est absolument continue, celle d&y aussi (fait en TD1, on
a méme iciU;y Beta(j;n j +1), toujours d'apres le TD1). Donc, d'apres la
remarque 2.33h,(UJ'; G) est bien de loi continue. O

( x) est la cdf. de la loi normale) :

1 11X X
Sup L 1Xi X ( X) Sup . lYi X (1 exp( X)) Sup . 1Ui S S
x2R N4 x>0 N4 s2]0;] N -

Pour tout  2]0; 1], si on note . le quantile d'ordre de la loi de la statistique
h,(UJ'; G), on a donc, par continuité de cette loi,

Pxiiid Fo(hn(X?;FO) n; )=

Pour les petites valeurs den, on a tabulé les quantiles de cette statistique.
On en déduit une bande de con ance de niveal en posant

B(n; )= f fonctions de répartitionsG : 8x 2 R Fn(X)  n1 G(X) Fa(X)+ n1
:fGZhn(X;?;G) n1t 9

Pour testerHy : F = Fo contre H; : F 6 Fg, on pose
(X1) = LhaxDFo) ns
On a donc obtenu le résultat suivant

Théoréme 2.36. (Test de Kolmogorov) Soit(Xq;:::;Xp) un n-échantillon iid de
fonction de répartition F. Le test (X[) est de taille pour testerHy : F = Fo
contre H, : F 6 Fg quandF, est continue.

Remarque 2.37. QuandFq nest pas continue, le test n'est plus de taille mais il
reste de niveau . En e et on a, d'apres la preuve de la Proposition 2.34,

n 1
hn (X1 Fo) sup  — 1y, s S
s2im (Fo) M =g
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(En e et, la continuité de Fq n'est pas nécessaire pour obtenir cette égalité en loi).
Et comme

11X 11X
sup - 1Ui s S sup — 1Ui R
s2im (Fo) N =1 s2jo;a Mg
on a
PXl;:IZ;Xniid Fo hn(X1:Fo) P h(UiG)  ma =

Remarque 2.38. Quand le nombre de donnéesest grand, on utilise un test asymp-
totique.
On a aussi l'inégalité de Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz, et qui est valable sans

condition sur Fo. SousHg : X1;::: X, " Fo,

P(kE, Foky > ) 2e 2° pourtoutn2 N ettout > 0

On termine en donnant les preuves du théoréme de Glivenko-Cantelli. On aura
besoin du résultat d'analyse suivant, que I'on admet (niveau assez élementaire, peut
étre trouvé dans beaucoup de livres d'analyse, par exemphke, [Thm. 7.13, p. 150]).

Théoréme 2.39. (2eme théoréme de Dini) Soi{f,)n o une suite de fonctions crois-
santes sur un segmenfa;j dans R, qui converge simplement vers une fonction
continue f . Alors (f,), o converge uniformément ver$ sur [a; Q.

La propriété suivante sera aussi nécessaire a la preuve :

Si(Xn)n o (Yn)n o alors X, converge p.s. vers 0 Y, converge p.s. vers 0.
(2.4)

OnaeneetfX, ?* 0g, P ImX,=0)=1, P( 2q[pn\n ofXa g =
1

La propriété aurait été fausse avec seulemeKt, Y, pour tout n.
Preuve du théoréeme de Glivenko-Cantelli

Presque sdrementf, converge simplement verd d'aprés la proposition 2.4.
On est donc tenté d'utiliser le 2éme théoreme de Dini pour obtenir la convergence
uniforme. Plusieurs problemes se posent alors :

La fonction F n'est pas forcément continue.

La convergence n'a pas lieu sur un segment.

La convergence presque sdre se traduit ici par : il existe un ensembla(x)
de probabilité 1 tel que, pour! 2 A(X), Fn(l;x ) n'!l F (x). Autrement dit
I'ensemble sur lequel la convergence a lieu dépendxde
Pour régler les deux premiers problemes, on va a houveau se ramener a des variables

uniformes sur[0; 1]. En e et, on a, pour tout n, d'aprés la preuve du théoréme de
Kolmogorov-Smirnov,

) X
sup — 1y, ¢+ F(1) sup — 1y s S
2R N s2im(F) N
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P P
PosonsV, = sUpr = 1oy Ix, ¢ F(t), etWn =Supgimey & o 1y s S-0N
a méme

(Vn)n 0 (Wn)n 0

Donc, d'apres la propriété 2.4, pour prouver qu¥, converge presque sdrement vers
0, il sut de prouver que Vg converge presque strement vers 0. Pour cela, il sut
de prouver quesupyio.q; » i=1 lu, s S converge p.s. vers O car

11X 11X
sup — 1Ui s S sup — 1Ui s S:
s2im(F) N s2[0;11 N

On est alors ramené a prouver le résultat pour des variables uniformes $0r1],

pour lesquelles les deux premiers problémes ne se posent pas, puisque la cdf est ici
G(x) = x, dé nie sur le segment[0; 1], et continue. Il reste donc & prouver que,
presque slrement(s, converge uniformément ver$. Pour cela, il reste a régler le
dernier probléme. Il su rait, pour conclure a l'aide de Dini, de prouver qu'il existe

un ensemble mesurablé de probabilité 1 tel que, si' 2 A, alors pour tout X,
Gn(!;:x ) tend versG(x). On poseA = \ eo p:A(d). Si! 2 A on a donc

Gu(tq) | G(@: 892 Q\ [0;1]

De plus, commeQ est denombrable,P (A) = 1: Il reste a prouver que, pour tout

s 2 [0;1], on a aussiG,(!; s) G(s), si! 2 A. Soitdonc! 2 A, s 2 [0;1] et
> 0. Par densité deQ dansR II existe des rationnelsy, et @, tels ques (o]

s @ s+ .Parcroissance dé5, on a

Cn(a) Gn(s) Gu(@)

Donc en passant a la limite sup et la limite inf (attention a ce stade on ne sait
pas encore ques,(!;s) converge, donc on doit utiliser les limites supérieures et
inférieures qui, elles, existent toujours), on obtient

s h = G(cy) lim inf Gn(l;s) |im3¥pén(!;s) G(p)= @ S+ :

Ces inégalités étant vraies pour tout > 0, on a bienlimp;; Gn(!;s) = setla
preuve est terminée.

2.3.2 Ajustement a une famille paramétrique de lois : le cas
des familles exponentielles

Soit (X1;:::;X;,) un n- échantillon iid de variables positives de fonction de ré-
partition F. On veut tester si la loi desX; est exponentielle, c'est-a-dire on veut
tester s'il existe un > OtelqueF = F avecF (x)=(1 e *)1gr-(x) pour tout
x 2 R. Cette hypothese correspond &l.

SousHy on va estimer le paramétre . L'estimateur du maximum de vrai-
semblance (noté EMV) est” = Xi On considére alors la statistiquen(X ) =

SUP R ) F (X)  FA(x)].
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Proposition 2.40. SousHy, la loi de h?(X ) est libre du paramétre . De plus
cette loi est continue.

Démonst{ation. On se place sou#dy. On poseY; = X i, pour 1 i n. Alors
Yii Y " exp(l).

1
hO(XM) =sup = 1x, x (@1 e x)
x>0 Moy
su 1 1 a1 ev)
= — Yi Y
o0 i=1 §
1 t
=sup — 1y ¢ (1 ev)
>0 Ny
. P t Sy
La statistique sup., £ L; 1y, ¢ (1 e v) aune loi indépendante de .
On admet la continuité de cette loi. O

On en déduit un test de taille en posant

(X1) = 1ngxD) ann

N . : P t
ou g1 estle quantile d'ordrel de laloidesup,g £ 1y, ¢ (1 e Yln)

Remarque 2.41. On peut aussi faire le méme style de test avec un certain nombre
de familles de lois (cf exercice 2.4 pour un exemple avec les lois normales).

2.4 Test d'homogénéité de Kolmogorov Smirnov

indépendants entre eux, aveen qui peut étre di érent de n. On veut tester si les
deux échantillons ont la méme loi. Autrement dit, si on noté= la cdf desX; et G
la cdf desY;, on veut tester

Ho:F =G contre H,:F 6 G:

On note comme précédemmerf, et G,, les fonctions de répartitions empiriques

Rgm (X5 Y{™) = sup Fa(t)  Gm(b)]

Proposition 2.42. SousHy : F = G et siF est continue alors la loi dén,., (X1; Y,")
ne dépend pas dé.
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Ainsi on obtient, sousHy,

n. my — 1)@ 1)(”
hn;m(XlaYl )—SUD . 1Xi t . 1Yi t
2R Ny M=
X 1 X 1
Sup — ( V(U C Dyv
tsz N, POty TROYM)
1 1
=sup — 1y — 1y
tzg n., U F() m._, Vi F(t)
1 1
= Ssup - 1Ui S — 1Vi S
s2im(F) Nz m,_,
s: X 1
Zsup = 1y s — 1y s
s210:1f N m -

On a utilisé la proposition 2.7 ainsi que la continuité dé&. En e et, si F est conti-
nue, ]0; 1] Im&F) [0;1] et an véri e immeédiatement que, presque slrement, la
fonctons7! 2" L 1y s = 2,1y svautOens=0ets=1. O

Cette loi est tabulée. On pose
(Xi]’ Ylm) = 1hn;m (XTYM)>X nom; 1

oUXnm:1 estle quantile d'ordrel  de laloi de la statistiqueh,.m (X7;Y,") sous
Ho.

Remarque 2.43. Le probleme que nous venons de traiter concerne l'ajustement
d'une distribution inconnue a une distribution théorique. Il existe un autre test pour
cela et qui est encore plus connu : le test dif ("chi-deux"). Voici les di érences
essentielles entre le test de Kolmogorov-Smirnov et le test dt:

Le test du 2 est plus adapté aux lois discrétes. Si on veut l'utiliser pour des
lois continues, c'est possible, mais il faut discrétiser en choisissant des classes
(quelles classes ? combien de classes ?).

Le test de Kolmogorov-Smirnov a la particularité d'étre exact pour de petits
échantillons : la loi est libre &0 ni. Le testdu 2 est uniquement asymptotique
(basé sur le TCL). Donc pour des échantillons de petite taille, on préférera le
test de Kolmogorov-Smirnov.

Remarque 2.44. De facon similaire, il existe un test d'indépendance adapté a des
variables ne prenant qu'un nombre ni de valeurs (des facteurs). Par exemple : tester
I'indépendance entre le fait qu'une mere a fumé pendant sa grossesse et le fait que
le bébé a une malformation a la naissance. On utilise le test d'indépendance du

45



2.5 Implementations

25.1 Avec R

Pour tester si deux échantillons et y ont la méme loi, on peut utiliserks.test
du packagestat . La formule estks.test(x,y)

lllustrons maintenant les sections précédentes.

Si on veut véri er gu'un échantillon x suit bien une loi gaussienne de moyenne 3
et d'écart-type 2 :

ks.test(x,"pnorm“,3,2)

Si on veut véri er gu'un échantillon x suive bien une loi gamma avec 3 comme
paramétre de forme et 2 pour le taux :

ks.test(x,"pgamma”,3,2)

Mise en garde 2.5.1. Attention, la fonction ks.test se com-
porte mal en cas d'ex aequo (dans le cas du test d'égalité des lois|de
deux echantillons, il ne faut pas avoir un ex aquo de type= ;).
Normalement, en théorie, on ne peut avoir deux valeurs identiquds
si la loi sous-jacente est continue. Mais dans la pratique, on peut
avoir des mesures pas assez précises qui donnent donc un échan-
tillon avec des ex aequo.

Voyons ce qui se passe avec la fonctike.test de R sur un exemple numeérique
présentant des ex aequo (tiré des documents pédagogiques de F-G Carpentier, cf
biblio). L'échantillon se nommex.

> x= ¢(8.43, 8.70, 11.27, 12.92, 13.05, 13.05, 13.17, 13.44, 13.89,

18.90)
> ks.test(x,"pnorm",mean=13, sd=3)

One-sample Kolmogorov-Smirnov testdata: x

D = 0.2834, p-value = 0.3982

alternative hypothesis: two-sided

Warning message:

cannot compute correct p-values with ties in: ks.test(x, "pnorm”, mean
= 13, sd = 3)

On peut éviter le message d'avertissement concernant les ex aequo en modi ant
légerement l'une des valeurs 13.05 :

> X <- ¢(8.43, 8.70, 11.27, 12.92, 13.05, 13.050001, 13.17, 13.44, 13.89,
18.90)

> ks.test(X,"pnorm",mean=13, sd=3)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: x
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D = 0.2834, p-value = 0.3326
alternative hypothesis: two-sided

On observe e ectivement une valeur du niveau de signi cativité assez di érent
du précédent.

Dans le cas ou on veut tester qu'un échantilloX suit bien une loi normale, sans
préciser la moyenne ou la variance (cf section 2.3.2 et exercice 2.4), on peut utiliser
la fonction lillie.test du packagenortest .

> library(nortest)

> lillie.test(x)

Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test

data: x

D = 0.2451, p-value = 0.0903

Le test du chi-deux peut se faire a l'aide de la procédurehisq.test . Par
exemple, si on veut tester qu'un échantillorx est a loi discrete a valeurs dans

utiliser chisq.test(table(x), p=prob)

2.5.2 Avec Python

Sous Python il y a deux possibilités; la premiére, si on veut rester dans l'envi-
ronnement R, est d'appeler les commandes R. Par exemple on peut faire :

from rpy2 import robjects
rks=robjects.r('ks.test’)

Ensuite on utilise normalement la fonction qu'on a appeléiks, en prenant garde
de transformer aussi les entrées. Par exemple si on a un échantillon dans le vecteur
X, et si on veut véri er gu'il s'agit d'un échantillon gaussien standard :

y=robjects.FloatVector(x)
z=rks(y,"pnorm")

Deuxieme variante est d'utiliser directement les fonctions natives telles gamats.kstest
attention toutefois cette fonction se comporte di éremment en cas d'ex aequo.

from scipy import stats

x =[8.43, 8.70, 11.27, 12.92, 13.05, 13.05, 13.17, 13.44, 13.89, 18.90]
stats.kstest(x,'norm’,args=(13.,3.))

Out[1]: KstestResult(statistic=0.283360504031535, pvalue=0.3335868309982381)

x =[8.43, 8.70, 11.27, 12.92, 13.05, 13.0500001, 13.17, 13.44, 13.89, 18.90]

stats.kstest(x,'norm’,args=(13.,3.))
Out[2]: KstestResult(statistic=0.283360504031535, pvalue=0.3335868309982381)
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2.6 Exercices

Exercice 2.1. Soit Xq;:::; X, i Be(p). On veut tester

Ho:p=1=2 contre p61l=2

1. Proposer une procédure de test.
2. Donner l'expression de lgp-valeur.

la fonction de répartition et F,, la fonction de répartition empirique associées a cet
échantillon. On se donnd- une fonction de répatrtition.

1. Montrer que siFq est continue la loi, sousH,, de la statistique

n [0}
hy (XT3Fo) =sup Fo(t)  Fo(t)

est libre deF,.
2. Proposer une procédure de test de

Ho:F=Fy contre Hyi:9t2R F(t) > Fo(t):
Exercice 2.3. On s'intéresse dans cet exercice a la puissance du test de Kolmogorov-

cdf empiriqueF,. On veut tester
Ho:F=Fy contre Hi:F 6 Fy

ou Fq est une loi donnée. On veut savoir si le test est capable de nous dire, avec une
grande probabilité, que I'échantillon ne suit pas la I&iy, quand c'est bien le cas, et

du moment que la taille de I'échantillon est su samment grande. Autrement dit, on
veut savoir si le test est puissant.

1. Al'aide de l'inégalité DKW vue en cours, montrer que le quantilg.;  d'ordre
1 de la statistique de Kolmogorov-Smirnov, vérie,; = O(pl—ﬁ) guand
n'l

2. On suppose qué& 6 Fq, c'est-a-dire que I'échantillon ne suit pas la loF.
Montrer que si on pose

----- n

7(F)= PX1 X iidF kr—An Fokl n:1

alors
L1

Exercice 2.4. On considére unn-échantillon i.i.d. X7 = (Xy;:::;X,) de variables
aléatoires. On noteF la fonction de répartition et F,, la fonction de répartition

empirique associées a cet échantillon. Si les variablés sont de lois normales de
parametres et 2, on note égalemeni . - leur fonction de répartition commune.

1. On suppose qué = N. 2. Déterminer I'estimateur du maximum de vraisem-
blance(® ~?) de(; 2).

48



2. On pose
2 =SUPiFR(t) Ny aa()]:
t2R

Montrer que siF = N. ., alors la loi de , ne dépend pas de et 2.

3. En déduire un test d'appartenance a la famille des lois normales, c'est-a-dire
un test de
Ho:F2FN contre H;:F 62 FN;

ou n o
FN= G: 9(; »2(R R ,) telque G=N. >

4. Application (quasi indépendante du reste de I'exercice)La loi de la statistique
de test de la question 3 a été tabulée. On s'intéresse aussi au test, vu en cours
(section 2.3.2 du poly), d'appartenance a la famille exponentielle. On fournit
ci-dessous quelques quantiles intéressants pour 4 :

O6% Chow Obow Obsw
Stat du test d'appartenance a la loi normale 0.18 0.20 0.36 0.39
Stat du test d'appartenance a la loi expo 0.21 0.23 0.44 0.48

Considérons la réalisation d'un échantillon de taille = 4 :
0:66 351 192 105

Nous cherchons a tester si cet échantillon est distribué selon une loi normale
et s'il est distribué selon une loi exponentielle. Pour cela nous proposons d‘ap-
pliquer le test préecédemment construit et le test du cours. Sur la gure 2.2 (a
droite et a gauche) nous avons tracé la fonction de répartition empirique cor-
respondant a I'échantillon donné. D'autre part, a gauche nous avons tracé la
fonction Ny, , ol b et €2 sont les estimateurs du maximum de vraisemblance

(b=1:78 ©2=1:20). A droite nous avons tracé la fonction de répartition de

la loi exponentielle de paramétr® (P = 0:56).

(a) Par une lecture graphique sur la gure 2.2, donner la valeur de la statis-
tique des 2 tests.

(b) En utilisant les quantiles donnés ci-dessus, e ectuer les 2 tests pour un
niveau 5%.

(c) Les deux conclusions vous semblent-elles cohérentes ?

Exercice 2.5. L'objectif de cet exercice est d'étudier la performance du test de
Student a un seul échantillon quand il est e ectué sur un échantillon non gaussien.

note 2 la variance deX; et = EX;. On veut testerHy: =0 contreH;: > 0
au niveau pour 2 (0;1).
T(n 1)

On appelle le test de Student. On a donc= 1. SqTC D ouq est le quantile

p_
d'ordre 1- de la loi de Student an 1 degrés de liberté ef, = X avec” =

Tll in=1 (Xi X)Z-
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Figure 2.2 Exercice 3 : fonction de répartition empirique de I'échantillon (en
escalier) et fonction de répartition a tester.

1. Montrer que, sousHg, T, tend en loi vers la loi normale standard.
2. Montrer que l'erreur de premiéere espéce du test de Student appliqué a I'échan-

Pour cela, on admettra le résultat suivant (qui est une généralisation du 2eme
théoréme de Dini) : Si(Fn)n o et F des fonctions de répartition, siF est conti-
nue et siF, converge simplement vers alors la convergence est uniforme.

3. Montrer que la puissance du test tend simplement vers 1 quamdend vers
I'in ni.

Exercice 2.6. L'objectif de cet exercice est de proposer une procédure de tests mul-
tiples lorsque le nombre d'hypothéses a tester est élevé. On considére dans tout I'exer-
cice( ;A;P; 2 ) un modele statistique.

Partie A. On se place tout d'abord dans le cadre simple ou on veut tester
Ho: = o contre Hy: 2

ou o2 4. Pourcela, on dispose d'une observation réelle de loiP . Pour 2]0;1]
donné , on considere un test dely contreH,; de laforme (X)=1x ¢ ouk 2R.
On noteF la cdf deX sousP . On suppose qué& est continue.

1. Montrer que lap-valeur observée de ce test s'écrit pour towt2 R :
p(x)= P, (X x): (2.5)

2. Quelle est la loi sousdy de lap-valeur p(X) ?
3. Montrer que peur s'écrire (X) = 1px)
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Partie B. Dans cette partie, indépendante de la partie A, poum 2 N , on considere
2m sous-ensembles de notés o1; 11, o2, 12;:::; om; 1m avec pour touti 2

o\ 1=

et on veut réalisersimultanément m tests
Hoi: 2 o contre Hy: 2 4 i=1;::;m:

On suppose pour simpli er que les hypothéses nulles sont des singletofiss f 0.
On note | I'ensemble des indices pour lesqueldHq est vraie :

lo=fi2f1:::;mg: Hg estvraigy:

On cherche a construire une procédure de tests multiples qui retourne un ensemble
R f 1;:::;mg correspondant aux indice$ pour lesqueld est rejetée. On note FP

le cardlnal de I'ensemble des indices correspondant aux hypothéses nulles rejetées a
tort et TP le cardinal de I'ensemble des indices correspondant aux hypotheses nulles
rejetées a raison :

FP = card(R\ Io); TP = card(R nlo):

FP est le cardinal des faux positifs et TP celui des vrais positifs. Idéalement, on
cherche une procédure de tests de sorte que FP soit petit et TP soit grand. On note
P la p-valeur du test deH; contre H. Donc f est une statistique satisfaisant, pour
tout u 2]0; 1],
Py u)=u (2.6)
1. On propose tout d'abord la procédure de Bonferroni qui permet le contréle de
FP en posant pour 2]0;1]:

R= i2fL:::;mg: p

(a) Montrer que X
P(FP > 0) Po(® =m):

i2lo
(b) En utilisant (2.6), en déduire que
P(FP > 0)
2. La procédure de Bonferroni controle le nombre de faux positifs mais peut pro-

duire un trop petit nombre de vrais positifs. On dit que c'est une procédure
trop conservative. Aussi, on propose l'alternative suivante. On se donne une

fonction f :f0;1;:::;mg! [0; m] supposée croissante et on ordonne les sta-
tistiques P par ordre croissant :
Py P 0 Py
On cherche a contrbler le rapport FDR dé ni par
" #

FP
FOR=E o 7pLFP+ TPy 1
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avec la convention0=0 = 0.
On pose pour 2]0;1],

8 0 9
< f =
R = i2f1;:::;mg @) rr(1):
avec ( ¢ (K )
R=max k2f1:::;mg:  Puo n(1)
En particulier, on posek =0 et R = ; si pour tout entier k, By > %:
(a) Montrer que
R = card(R)
et que pourj K,
f(R)  f(min(j;m)):
(b) Etablir alors que
#
]'fﬁ g .

X
FOR= E Lyt @emg  —
i2lg

(c) Montrer que sik 1,
1_X Ly g,

R LI+

(d) En déduire nalement que

card(lo) X* f (min(j;m))

FDR —
m o J0+1)

(e) Conclure que sif satisfait

Xt f (min(j;m))

G+ @7)

alors
FDR

(f) Donner un exemple de fonctiorf satisfaisant (2.7).

Remarque : on peut aussi généraliser ces résultats au cas d’hypothéses nulles
composites (cf examen 2014 ou partiel 2018).

Remarque : si lesm tests sont indépendants, on peut en fait prendfe égale a
l'identité : alors on a plus de vrais positifs que dans le cas précédent tout en ayant
guand méme un FDR borné par . La procédure est alors la suivante :

9
Ifé::<i2f1;:::;mg: o} mQ_



avec ( K’
R=max k2f1:::;mg: Puo

Elle s'appelle la procédure de Benjamini-Hochberg.

Code R : si on a calculé les p-valeurs des tests indépendants dans le vecteur
p alors on peut utiliser le code suivant pour calculeR, I'ensemble des indices des
hypothéses rejetées par la procédure de Benjamini-Hochberg quand on, veut un FDR
plus petit que 5% :

k<-sum(sort(p)<=0.05*(1:m)/m) # k chapeau
R<-(1:m)[p<=0.05*k/m]#

Il existe un certain nombre de méthodes basées sur les p-valeurs pour résoudre
ce type de probleme de tests multiples. Par exemple on peut citer la procédure de
Berk-Jones modi ée.
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Chapitre 3

Tests robustes

L'objectif de ce chapitre est de présenter des tests qui ne nécessitent aucune
hypothése sur les distributions sous-jacentes, ou alors des hypothéses tres faibles.
En ce sens, ces tests sont non-paramétriques. lls sont également plus adaptés a la
présence d'observations aberrantes dans I'échantillon. On parle de tests robustes.

Note : les programmes eiR/ Python sont donnés pour illustrations.

3.1 Un exemple

Un exemple de question a laguelle on souhaite répondre dans ce chapitre est
la suivante : les hommes gagnent-ils plus que les femmes? Pour répondre a cette
question, imaginons que nous disposions d'un échantillogf* = (X q;:::;X,,) de

Nous ferons des tests di érents selon que
1. Les échantillons sont iid et indépendants entre eux i.e.

Xl;:::;Xm"dX et Yl;:::;YnziidY X[t 2?2 Y

2. Les données sont appariées. Nous donnerons une dé nition de I'appariement
plus loin. Disons juste ici que si les deux échantillons sont de méme taille et si
on a regroupé les données selon I'age des personnes (i.e. les individus de méme
numéro ont le méme age) alors les données sont appariées.

Imaginons pour l'instant que, pour notre exemple lié aux salaires, nous soyons
dans le cas des données regroupées par age. Nous pouvons considérer les di érences
de salairesY; X;. Supposons pour simpli er que legY; Xj)1 i n sont iid.

Le test que nous souhaitons faire est donc

Ho : les femmes gagnent autant que les hommes
contre
H, : les hommes gagnent plus que les femmes

Il'y a bien s0Or plusieurs facons de modéliser le probléme. On peut formuler le
probleme en utilisant la variable di érenceY; Xi. Nous souhaitons ici faire un
test sur un parametre de position. Deux exemples usuels de parametres de position
sont la moyenne et la médiane. On pourrait traduire le fait que les femmes gagnent
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autant que les hommes par "la variable di érenc¥; X; a une moyenne égale a 0",
ou bien, si on préfére utiliser la médiane, on pourrait le traduire par "la médiane de
la di érence est égale a 0".
Autrement dit, si nous choisissons la moyenne comme parametre de position,
Ho : la moyenne deY; X, est égale a 0
contre
H; : la moyenne deY; X, est strictement positive

Et si nous choisissons la médiane comme parametre de position on fait plutot le
test :
Ho : la médiane deY; X, est égale a 0
contre
H, : la médianeY; X, est strictement positive

Si nous modélisons le probleme a l'aide de la moyenne et si nous supposons les
données gaussiennes, alors nous ferons naturellement le test de Student, qui est un
test paramétrique.

3.2 Un test paramétrique : le test de Student

3.2.1 Un seul échantillon

Soit un n-échantillon iid (X4;:::;X,) de loiN(; ?2) avec et inconnus. On
veut tester
Ho: = o contre H;: 6
(ou bienH;: > goubienH;: < .)
Le test de Student est basé sur la statistiqud = P n*-—2 qui suit une loi de
Student an 1 degrés de libertés soup, ou ~? = -~ " (X; X)2. Au niveau

n 1 =
,letestest (X7)= 1._+tw oy pourH;: 6 o (X])= 1f>qnn 1y pour
=2 1

iti>a;
Hl: > Oet (X]r_]): 1-fk<qT(n 1 pour Hl: < 0-

Problemes éventuels qu'on peut avoir pour réaliser ce test dans la pratique :

I'échantillon n'est pas de loi normale,

les variables sont gaussiennes mais pas de méme variance : par exemple on
peut avoir X;  N(; 2.

I'échantillon est contaminé par des outliers (=observations aberrantes)

Disons déja, en simpli ant, que le probleme éventuel de non-normalité n'est pas
forcément grave si la taille de I'échantillon est grande.

Pour en savoir plus 3.2.1. Toutefois, si on veut tester la nor-
malité d'un échantillon, on suggére d'abord des représentations grg-
phiques, en particulier un ggplot. On peut faire un des nombre
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tests de normalité, par exemple Shapiro-Wilk (qui semble étre fe
plus puissant dans de nombreux cas).

Pour en savoir plus 3.2.2. Implementations : le test de Student
sur un échantillon peut se faire en R par la procéduretest et
en Python avecscipy.stats.ttest 1samp . Le test de Shapiro-

Wilk peut se faire en R avecshapiro.test et en Python avec
scipy.stats.shapiro

3.2.2 Deux échantillons indépendants

UpsnUn NG B ViV N2 2 1= 20 W2 Up

et on veut tester :
Ho: 1= - contre Hy: 16

(ou bienH;: 1< ,oubienH;: 1> )
On note 2 la variance commune et on suppose queest inconnu.
On utilise alors la variable

vV U

T= 1 1

N = 4+ =

n p

ol on a posé
1 X X
M= (U U+ (M V)P

n+p 2, i=1

SousHy, la variable T suit une loi de student an+ p 2 degrés de liberté. En e et,
P U U)? P Vi V)2
L 2n pet L MR (p
. o P . P :
Ces deux variables sont indépendantes donc ", & W* 4 7P (M V)°
n+p 2

U N(uq)etV N(z5)etU? V.

2

Donc sous Ho, V. U N(O;{+ F):
Ainsi, on a obtenu que, sou$lg,

2

vV U
+

N (0; 1)

S
Tl

et
N Pn+p 2)

2 n+p 2
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De plus

X 2 X 2
(U U)*? U; Vi V)22 Vv; U2 Vv
i=1 i=1
Donc
"2 UV
Et nalement
Yy
1,1
T=—+—"2 T(n+p 2)
Et le test pour l'alternative H; est alors = 1jTj>qT(n+p 2 (respectivement
17
= 1T>qT(n+p s pourH;: 1< et = 1T<qI(n+p 2 pourH;: 1> 2).

Le méme type de probleme que pour le test de Student sur la moyenne d'un
échantillon se pose :

1. Les données ne sont peut-étre pas gaussiennes
2. Les données peuvent étre gaussiennes mais pas de méme variance
3. Les données peuvent étre contaminées par des outliers.

Pour en savoir plus 3.2.3. Evoquons d'abord le probléeme de
variances égales ou non : il existe un test adapté a des donnges
gaussiennes et qui ressemble au test de Student mais adapté au|cas

16 5 (enfaitc'estsurtoutpourlecas ;6 ,etn; 6 n,). Cetest
s'appelle le test de Welch. La procédure est basée sur la statisti¥e

XY mais ~ est calculé di éremment puisqu'on ne suppose plus g
la variance est la méme. La statistique ne suit alors plus une loi
Student mais elle est bien approchée par une Student avec un degré
de liberté non entier et calculé a partir desy, sy et de la taille de
chaque échantillon.

Un certain nombre d'auteurs disent qu'il est inutile de tester si|
les variances des deux échantillons sont égales ou pas avant d¢ se
décider a faire le test de Welch ou le test de Student, et qu'il valit
mieux utiliser directement et systématiquement le test de Welc;r.
C'est I'opinion majoritaire. En e et, d'une part, ce test est plus
able quand les tailles d'échantillon di erent nettement et quand les
variances di erent nettement, et d'autre part il donne des résultats
tres similaires au test de Student dans le cas contraire.

Le probléme de variances non égales pour Student n'est pas ties
important si les tailles d'échantillon sont approximativement égales.
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Pour en savoir plus 3.2.4. Implementation :
Pour faire un test de Student ou un test de Welch avec R, on pefit
utiliser la fonction t.test , il faut préciser I'argumentvar.equal=T
pour avoir le test de Student cavarequal=F par défaut, et c'est
alors le test de Welch.
En Python : utiliser stats.ttest_ind avec l'option
equal_var = True ou False selon le type de test envisagé.

3.2.3 Echantillons appariés (paired data)

"Dé nition" de l'appariement

On veut par exemple comparer les e ets de deux traitements sur deux popula-
tions d'individus que I'on peut apparier.

Expliquons d'abord ce qu'est I'appariement. Concrétement, nous avons a notre
disposition deux échantillons de méme taille : Ug;:::;U, et Vi;:::;V,. On parle
de données appariées quand "l'individu"du premier échantillon est lié a "l'individu”

i du second échantillon.

Donc il faut bien comprendre ici que, pour chaquie U; et 'V, sont liés, autrement
dit il n'y a pas indépendance entreJ; et V;. En revanche, on a toujours l'indépen-
dance entre leqU;; V) pour diérents i. Concretement, par exemple on 4U;; V;)
indépendant de(U,; V,) mais U; et V; ne sont pas indépendants.

Prenons I'exemple d'un traitement médicamenteux. Imaginons donc qu'on veuille
comparer I'e cacité de deux médicaments U; et V; vont mesurer I'e cacité res-
pective du médicament 1 et du médicament 2 sur deux individus qui se ressemblent,
par exemple deux individus de méme age. Il peut aussi s'agir du méme individu, a
qui on a donné deux traitements di érents a deux moments di érents.

De maniére générale, quand on considere des échantillons appariés, cela signi e
que

soit U; etV, correspondent a une mesure sur le méme individu,

soit les individus sont di érents mais ils sont regroupés en fonction de cova-
riables (sexe, age etc).

Les tests pour données appariées sont essentiellement basés sur le fait de prendre
la di érence des deux mesures et ensuite de faire un test sur I'échantillon résultant.

Le test de Student pour données appariées
I'égalité des moyennes. On pose
Xi=U V; i=1;:::;n
On suppose que

lesX; sontiid de loiN(; ?)
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On veut donc tester
Ho: =0; <contre H;: 60

(ou bienH;: > OoubienH;: < 0.)
On fait alors le test de Student pour I'échantillon des{;. Plus précisément cela

donne :
(Urvh =1

T(n 1)

ifiza; ",

4_PU Vo, 10

A n 1
Une des hypotheses faites est que la distribution d&s est la méme pour tout
i. En particulier la variance doit étre la méme pour touti. Certains auteurs re-
commandent de faire une véri cation graphigue de cela avec un graphe de "Bland-
Altman". Fréquemment la dispersion est proportionnelle au niveau et une transfor-
mation logarithmique est utile pour remédier a ce probleme.

(U V. U+ V)%

i=1

Pour en savoir plus 3.2.5. Implementation R : On peut utiliser
t.test et il faut préciser paired=T pour dire que les données son
appariées :t.test(x,y,paired=T,var.equal=T)

De facon équivalente on peut utilisertest(x-y,var.equal=T)

3.2.4 Importance des conditions d'application

Les tests non paramétriques s'appliquent dans des situations plus générales et
sont donc plus robustes. On les utilise en général quand les conditions d'application
des tests paramétriques ne sont pas véri ées (ou pas veéri ables). Toutefois, un test
paramétrique peut devenir performant avec une grande taille d'échantillon méme si
les conditions théoriques d'application du test paramétrique ne sont pas exactement
véri ées. En particulier, pour le test de Student de comparaison de deux populations,
guand les tailles des échantillons sont importantes et sous des conditions assez faibles
sur la loi des échantillons, le test de Student est valide, méme si les échantillons ne
sont pas gaussiens. Ce résultat est a rapprocher de ce qui se produit en modele
linéaire quand les erreurs ne sont pas gaussiennes.

De maniere générale, on peut cependant préférer utiliser systématiquement les
tests non-paramétriques de Wilcoxon (voir section suivante) quand on ne sait pas Si
les échantillon sont gaussiens. En e et, la performance des tests de Wilcoxon e ectué
sur des échantillons gaussiens n'est pas tellement moins bonne que la performance
des tests de Student. De plus, les tests de Wilcoxon ont souvent une meilleure per-
formance que celle du test de Student quand I'échantillon n'est pas gaussien (méme
avec une grande taille d'échantillon).
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3.2.5 lllustration numérique - facultatif

Revenons a notre exemple lié aux salaires. Supposons ici que les échantillons
sont iid et indépendants entre eux. Nous avons donc un échantillon iid de salaires
de femmes, de taillen;, et un échantillon iid de salaires d'hommes, de tailla,, et
ces deux échantillons sont supposés indépendants. Supposons que les échelles des
distributions de salaires soient les mémes (méme dispersion).

Si les données sont normales alors nous choisirons le test de Student. Que se
passe-t-il si nous nous trompons et que nous appliquons le test de Student a deux
échantillons de loi non gaussienne par exemple? Ou s'il y a des outliers dans les
échantillons ?

Dans les simulations qui suivent, nous utilisons aussi le test de Wilcoxon de
la somme des rangs pour comparer deux échantillons indépendants (appelé aussi
"test de Mann-Whitney"). Ce test non paramétrique peut aussi étre utilisé pour
comparer les positions de deux populations. Comme tout test non paramétrique, il a
des conditions d'application beaucoup plus générales que les tests paramétriques. En
particulier pour I'appliquer, il n'est pas nécessaire d'avoir des échantillons gaussiens.
Ce test sera étudié dans la suite.

Nous voulons donc illustrer ici ce qui se produit quand on n'est pas dans les
conditions d'application du test de Student (et ensuite comparer sa performance
avec le test de Mann-Whitney) pour montrer l'intérét des tests non paramétriques.
Plus précisément nous allons simuler des variables de lois normales et aussi des
lois non normales : nous regardons ce qui se passe pour des échantillons de loi de
Student a3 degreés de liberté et de loi de Cauchy. Comme la loi de Cauchy n'a pas de
moyenne, ce que nous utilisons comme parameétre de position pour la loi de Cauchy
est sa médiane.
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3.3 Test du signe

Nous venons de voir un test paramétrique, le test de Student, qui peut étre utilisé
pour comparer deux populations indépendantes ou bien comparer deux traitements
sur des données appariées. Ce test repose sur le caractere gaussien des données.

On va construire maintenant des tests reposant sur des hypotheses beaucoup
plus faibles sur les données.

On commence par le test du signe et le test de Wilcoxon des rangs signés, qu'on
peut plus ou moins voir comme des versions non-paramétriques du test de Student.

Dé nition 3.1.  On dit qu'une variable aléatoireU est di use si
8x2R; PU=x)=0
Cela revient a dire que sa distribution est continue, c'est-a-dire que sa cdf est conti-

nue

3.3.1 Test du signe sur un seul échantillon

Objectif : Faire un test sur un parametre de position, qui n'est ici pas la moyenne,
mais la médiane.

Intérét : ne nécessite justement méme pas l'existence d'une moyenne, plus ro-
buste.

Les conditions:

1. lesX; sont indépendantes
2. LesX; ont une médiane communen.
3. P(X;=m)=0, 8i

Remarquez que leX; ne sont pas nécessairement identiquement distribuées.
L'hypothése nulle est :

Ho:m=0

Remarquons quan = 0 implique ici queP(X; 0)=1=2
En e et si 0 est la médiane commune deX; alors (cf chapitre 2)

P(Xi 0) 1=2 et P(X; 0) 1=2
Ici on suppose en plus que (X; =0) =0 donc la propriété ci-dessus se réécrit
P(Xi<0) 1=2 et P(X;j>0) 1=2
et comme on a alors aus$? (X; < 0)+ P(X; > 0) = 1, on a forcément
P(Xi<0)=P(X;>0)=1=2

etdoncP(X; 0)=PXi<0)=P(X; 0=PX;j>0)=1=2
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(c'est donc ici qu'intervient encore la condition 3.)
On pose

Yi = 1x, o:
Faisons d'abord, pour simpli er I'exposition, I'nypothése que leX; sont de méme

loi.
On a i
Y, " Be(p); avec p=P(X; O):

Donc Hy se réécrit

Ho:p=1=2

Donc on se ramene a un test d'égalité sur le paramétped'un échantillon iid de
v.a. de Bernoulli ;.
Imaginons que l'alternative soit la suivante :

Hi:m60
alors, cette alternative peut aussi s'écrire,
Hi:p61=2
Il s'agit donc du test de I'exercice 1 TD2. On utilise donc

(YooY =1 p

I Y n=2gp D

1 5 2

(Xl;:::;xn): 1 P B(n;1=2) n
- 2

j in:l 1Xi 0 n=2j>ql
Si I'hypothese alternative est
Hi:m<O0

Dans ce cas, le test est de la forme

n B (n; 1=2
i=1 1fxi Og>q1

. R . P P
Si I'nypothése alternative esH; : m > 0, onremplace ; 1x, opar L; 1x, o
dans la formule ci-dessus.

Maintenant, que se passe-t-il si leX; ne sont pas de méme loi? Pour simpli er,
supposons queH; corresponde au fait que la médiane commune est strictement
négative :

Hy:m<O

Alors "ca marche quand méme " : en e et, soudy on a bien, du fait que 0 est la
médiane commune,

Y, " Be(1=2)
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donc si on pose
Xg;iiXp)=1
n P in:l 1, 0>qls(n; 1=2)

on a bien un test de niveaul P

Est-ce un test adapté au probléeme ? Cela revient a savoir si la statistiqué-; 1x, o
prend bien de grandes valeurs solt;. C'est bien le cas ici car si on est sou$,, les
X; ont tendance a prendre des valeurs négatives et donc le nombreXdenégatifs
va étre grand.

Ce test, qui utilise donc uniqguement le signe des;, est appelé test du signe.

Avec R

On peut utiliser la procédurebinom.test qui fait un test sur le parametre p
d'un échantillon de va de Bernoulli. Si I'échantillon se trouve dans un vecteu, et
si a une alternative bilatéralH, : m 6 0, on peut utiliser la commande suivante
binom.test(sum(x>0),n=length(x),p=0.5,alternative="two.sided")

Pour l'alternative H; : m < 0 on met alternative="less"

Pour H; : m > 0 on met alternative="greater"

3.3.2 Test du signe sur deux échantillons

bitude avec les données appariées, on se ramene a un test sur 'échantillon des
di érences X; = U; V. Pour xer les idées, imaginons le cas de deux traitements
gue l'on veut comparer. On prend deux populations de méme tailite On les classe
par age. On donne a un individu un premier traitement dont on mesure I'e cacité

par U, et on donne l'autre traitement a un individu du méme age, dont on mesure
I'e cacité par V.

On veut par exemple savoir si le second traitement est plus e cace que le premier.
On peut modéliser le fait que les deux traitements ont la méme e cacité par I'égalité
P(U V)= P(V, U),cequidonne, entermesdes;, P(X; 0)=P(X; 0).

En supposant que, presque slrement, |&5 ne prennent jamais la valeur O, ceci se
traduit encore par "la mediane commune deX; est égale a 0". En eet on a vu
dans la sous-section 3.3.1 qua = 0 signi e, si la condition P(X; = 0) = 0 est
satisfaite, queP(X; 0)= P(X; 0)=1=2. On va donc faire un test du signe sur
I'échantillon di érence X7'.

On suppose donc que les conditions suivantes, qui sont les conditions du test du
signe sur I'échantillon desX;, sont véri ées :

Les X; sont indépendants entre eux.
Les X; ne sont pas forcément de méme loi mais ont une médiane commume
P(X;=m)=0.

Le test est donc

n B (n; 1=2)
i=1 1fu; vig>dy
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Si au contraire, on pense que soit les deux médicaments ont la méme e cacité,
soit le premier est plus e cace, alors on échange juste les réle te et V;, ce qui
donne le test

(U iin U Vi Vn) = 1 P, e
iy upear Y

Si on n'a pas d'a priori sur les médicaments, c'est-a-dire si on ne sait pas quel
médicament est susceptible d'étre plus e cace, l'alternative est alord; : m 6 0 et
on fait le test

] in:l ly; v n=2j>Q?(r;1:2) 5

Remarque 3.2. Le test du signe n'utilise que trés peu d'information sur les variables
UV (uniguement leur signe, pas leurs valeurs absolues). C'est donc un test peu
puissant. Quel est alors l'intérét de parler du test du signe ? Il se peut que les signes
desU; V, soit la seule donnée disponible : c'est en e et le cas si la question posée
aux patients qui ont testé les deux médicaments est "quel est le meilleur des deux ?"
(au lieu de noter les médicaments sur une échelle de 1 a 10 par exemple).

Remarque 3.3. Concretement, il faut bien véri er que la valeur 0 nest pas dans
I'échantillon.

En pratique, on ne se demandera pas si la condition "l&§ ont une médiane
commune" est réaliste, on supposera simplement que cette condition est véri ée.

Avec R

Comme il s'agit du test du signe sur les variableX;, on utilise exactement la
méme procédure que dans le cas d'un seul échantillon. Il sut donc de calculer
I'échantillon des di érences puis de faire le test sur cet échantillon a l'aide de la
fonction binom.test .

Remarque 3.4. On pourrait utiliser ce test pour tester que les échantillons sont

de méme loi. Supposons que I'on nous donne deux échantillons indépendahts

et lesV; sont iid de loi G continue. Nous voulons donc tester I'égalité des lois :
Ho:F=G contre H,:F 6 G:

Pour cela nous voulons utiliser le test du signe. Alors nous devons veéri er si, Sous
I'nypotheseF = G, I'hnypothese nulle associée au test du signe est véri ée, c'est-a-
dire sim = 0 en notant m la médiane deV U. CommeV U est diuse, cela
revient a montrer que

PU V)=P(V U

Or on a, sous I'hypothésé = G,
uv) (V;U)
car U et V sont alors interchangeables. Donc

u v VvV U
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Donc on a bienP(V U)=P(U V).

Remarquons d'une part que I'on ne pourra détecter qu'un changement de para-
metre de position, contrairement au test de Kolmogorov-Smirnov qui est plus général.
D'autre part, on peut avoirP(U V) = % sans queJ etV aient la méme loi. Autre-
ment dit, I'égalité des lois ne se traduit pas vraiment par la propriété(U V) = %

(qui est la propriété réellement testée par le test du signe). L'égalité des lois est une
propriété beaucoup plus forte et générale que le fait que la médiane des di érences
est égale a 0.

Il sut par exemple que U et V soient symétriques, di uses et indépendantes
pour que la médiane d&/ U soit égale a 0. Par exemple, le test du signe ne
sera pas capable de détecter la di érence de loi entre un échantillon de loi normale
standard et un échantillon de loi de Cauchy.

En eetsi U etV sont symétriques, en plus d'étre indépendantes et di uses, on

a
(Usv) (U, v)
Donc
u Vv u (Vv)=Vv U
Ainsi

PU V 0=P( U 0
En combinant cette inégalité avec le fait que(U V) =0 on obtient
PU V)=P(V U)=1=2
Ainsi, si on voit le test du signe comme le test d'égalité des lois
Ho:U V

alors une p-valeur observée grande nimpliqgue pas dtig est vraie. Par exemple, il
n'est pas rare d'avoir une p-valeur grande si on fait le test du signe sur un échantillon
de loi normale et l'autre de loi de Cauchy, alors que I'on est bien sdds: F 6 G.

Le test du signe, vu comme un test d'homogénéité, est donc un exemple de test
particulierement peu puissant : "il ne voit" pas certaines alternatives.

3.4 Statistiques d'ordre et de rang

Dé nition 3.5.  SoientXy;:::; X, nv.a. réelles. La statistique d'ordrgX 1);:::; X(n))
est dé nie par

et
X(l) X(z) L X(n)

On pose
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Il existe une permutation aléatoire™ 2 S, telle que

Evidemment, comme on peut avoiX; = X; pouri 6 j, il n'y a pas toujours unicité
de cette permutation.
On dé nit le vecteur des rangsRx comme la permutation inverse dé. Evidem-
ment, de la méme maniére qué, ce vecteur de rang n'est pas unique s'il existes |
tels queX; = Xj.
En fait comme son nom l'indique, le vecteur de rangs donne le rang de chaque
variable dans I'échantillon. Exemple :
X=(4;21,1;,2,0;1)
x4 211201
Ry \ 75 2 3 6 1 4
En théorie, si lesX; sont iid et de loi continue alors, presque sdrement, il n'y
a pas d'ex-aequo (cf TD1). En pratique, comme on l'a déja signalé, a cause de la
limitation de la précision des mesures et des arrondis, il peut y avoir des ex-aequo
dans un échantillon issu d'une loi continue. Il faut étre attentif a ce probléme car,
dans les logiciels, les procédures censées fonctionner sur des données de loi continue
ne sont pas toujours prévues pour parer a l'éventualité d'un ex-aequo, et méme si
elles le sont, le résultat n'est pas toujours able (cf plus loin).

3.5 Test des rangs signés de Wilcoxon

3.5.1 Sur un échantillon

On va a nouveau faire un test sur la médiane d'un échantillon.

cément de méme loi. La proposition suivante montre que le vecteur de rangsXe
est alors unique presque sdrement.

Proposition 3.6. Si les variables aléatoires(;;::: X, sont indépendantes et dif-
fuses alors
P(9i 6 ) :jXij=jX;j)=0

Démonstration. Pour tout i 6 j on a
P(Xij = jX;]) ;(Xi = Xj)+ P(Xi = ZXJ')
= PX;=x)dPx;(x)+ P(Xij= x)dPx,(x)=0
car les variables sont indépendantes et di uses. Ainsi

. . . - . - X . . . -
P 9i 6 :jXi=jXjj P(Xij = jX;j)=0:
i8j; (i )2[n]?
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vantes :
1. LesX; sont indépendantes entre elles.
2. LesX; sont di uses.
3. LesX; ont une médiane communen.
4. Les lois desX; sont symétriques par rapport am.

Notez que nous avons besoin d'une hypothese supplémentaire par rapport au test
du signe : nous devons supposer que IEs sont symétriques en loi par rapport
a leur médiane communem. Pour simpli er, nous ne nous intéresserons pas a la
véri cation de la condition de symétrie, ni a la condition de médiane commune.
Nous nous contenterons de supposer que ces conditions sont bien veri ées, sans
autre precision.

L'hypothese Hq est la suivante

Ho:m=0

On va utiliser a nouveau le signe deX;, mais on suppose en plus qu'on dispose
de la valeur desjX;j. On compte le nombre dexX; > 0 mais on leur attribue un
poids d'autant plus grand quejX;j est élevé. Si on dispose des valeurs d&sj, le
test suivant est préférable au test du signe étudié précédemment, car il utilise plus
d'information tout en ayant des conditions d'application presqu'aussi larges.

On considere la statistique d'ordre associée afixXijg; i »n. On a donc

Xig < iXjg <1< [Xjmy; P ps:
On note R;x; le vecteur des rangs associé. On pose
+ X .
Wi = Rixj(Dlixi>0g
i=1

X; |-015 -042 022 06 -0,1
Exemple 3.7. ~ jXj | 0,15 042 0,22 06 01
Rix;(1) | 2 4 3 5 1

Remarque 3.8. Ona0 W; "% e casW; =0 correspond & tous les

X; < 0, le casW; = "2 correspond au cas ou tous leX; > O.

Si on pose en plusV, = L, Rixj(i)1ix,<og €t Si P(X; =0) =0 (ce quiestle
cas si les variables sont di uses), alors

n(n+1)

W, + W, = 5

Expliquons rapidement l'idée derriere ce test. Supposons pour xer les idées que
Hi:m> 0O:

L'idée est que, sousdy, il y a plus de X; positifs que deX; négatifs. Jusque la c'est
méme idée que pour le test du signe. Mais en plus, du fait de la symétrie, }¥es
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Figure 3.1 échantillon de loi symétrigue aveam = 0 (a gauche) etm = 10 a
droite

positifs ont tendance a étre plus grands en valeur absolue que ¥snégatifs, c'est
la qu'on utilise une information supplémentaire par rapport au test du signe. Donc
sous cette alternative, W, sera "grand".

Evidemment si l'alternative estH; : m < 0, alors W, sera au contraire "petit".

Exemple 3.9. Prenons un exemple concret. On simule un premier échantillof]
de taille n = 30 de loi deT(4) localisé enm = 0, c'est-a-dire dont la densité est
f(X) = —zrxz (en noir). On simule ensuite un échantillon de méme taille de loi de
Cauchy localisé erm = 1, c'est-a-dire dont la densité esf (x) = 7. Ces
deux échantillons sont représentés dans la gure 3.1. On remarque que
Le premier échantillon a quasiment autant de valeurs positives que de valeurs
négatives. De plus, grace a la symétrie de la loi pa rapport a 0, les valeurs
absolues deg; qui sont positifs n'ont pas tendance a étre plus grandes que les
valeurs absolues des qui sont négatifs, et vice versa.

Le deuxieme échantillon a plus de valeurs positives que de valeurs négatives.
Mais en plus si on range par ordre croissant les valeurs absolues ggsce
sont lesx; positives qui ont les rangs les plus élevés.

Exemple 3.10. Prenons un autre exemple pour illustrer la nécessité de la condition
de symétrie. On simule un échantillon de loi de densif§x) = Zexp( X)1wo+
%exp(+3x)1X< o. C'est une loi de médianed mais non symeétrique. L'échantillon est
représenté sur la gure 3.2. On voit qu'il y a a peu pres autant de valeurs positives
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Figure 3.2 échantillon de loi non symétriqgue avec médiane égaleda

gue négatives, mais que les positifs ont tendance a prendre des valeurs absolues
plus grandes.

Théoréme 3.11. Les conditions 1-4 page 70 sont supposées Véri ées. Onsaus
Ho : m=0 ,

W, et W, ont méme distribution.
- 1
E[W,]= "5
W, et W, sont libres en loi deX.
— 1)(2 n+1
Var (W;) = W
Asymptotiguement, on a

a s N PRE

Wo  EMWT g

Var (W) ©:D

On admet la preuve. Cependant pour les étudiants intéressés, voici une partie
de la preuve.

Démonstration. On se place souslo.

1. Ona
+ X H

Wn = Rij(|)1Xi>0

i=1
= )1 ix,0)> 09

i=1

N z _ 1 A

ouonanote jx; = R;;. De méme

X
W, = Jlx ix;0)<00



La loi desX; est symétrique par rapport a 0, donc
X7 X{
Donc, pour toute fonctionf (déterministe), on a
f(X7) £ X1):
Or W, est une fonction du vecteurX ;. Donc on a

LU X X
1= =

Or iXi = 0 Xij donc,

DoncW; et W, sont de méme loi.
. De la méme maniere que pour l'item 1, la symétrie de la loi d€] implique
que, pour toutl j n, X ) X y et donc

ix i (i

P(X Gq) = 0) = P(X xi) < 0)

X
Ainsi, si P(X ,, () =0)=0. alors

P(X . > 0)=1=2

ix (i
et donc 0
E(W;): JP(X ix () > O): n(n+1):4

i=1
Montrons donc queX , () est di use. On a pour tout x 2 R
X N
P(X jxj(j): X): P(Xi:X; ij(J): I):O
i=1

car lesX; sont di uses.
. Le point clé est que la symétrie de la loi des; par rapport a 0 impliqgue que

ou
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= P (Ix,p>0 i Ixy>0) =( 150055 n); jxj =S
s2Sn

= P (Ix,>0 111 Ixg>0) = (131115 n) PO jxj = 9)
S2Sq
1 X

==  P(ixj=59)
2” SZSn

1

oo

=P (YY) =( 10055 n)

On a utilisé

ligne 2 : les probabilités totales.

traine lindépendance entre(jX 1j;::1;jXnj) €t (1x 4 5000115 Ix,,>0) car
sest xe! (et jx; estune fonction dgX).

ligne 4 :s est xe et les variablesX y;:::; X, sont indépendantes donc les
variables X g1y; 1115 Xg(n) sont indépendantes. Donc

= P(1x5(1)>0: 1):::P(1X5(n)>0: n)

De plusP(X i > 0)=1=2 d'agrés litem 2.
Ceci prouve litem 3 : en eet, W i=1 JY;. Ceci permet aussi de trouver
la valeur de la variance : en e et

X X

Var (- jlix  )>00) = j2Var (Y;)
j=1 ) j=1

X j2  n(n+1)(2n+1)

i 4 24

]

Remarque 3.12. SousHy, la statistique W; a une distribution symétrique par

PN n(n+1)
rapport a Sa moyenneT.

En eet, sous Ho, Wi W, et commeW, + W, = "% ona

nn+1
wy Mg
2
c'est-a-dire
W 2o W,
avec
b= n(n+1)
- 4
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En conséquence, le test, pour l'alternativél; : m 6 0, est
(X300 Xn) = Ly "0 g
pour une certaine valeurg a choisir, fonction du niveau souhaité. En raisonnant
comme dans l'exercice 3 du TD1, on peut montrer que le test au niveauest

(X1,...,Xn)— 1fJWrT n(n4+1) j>q1 5 n(n4+1) g

ol ¢ . estle quantile d'ordrel - de la loi deW, sousHy (il s'agit de la loi de
" Be(1=2) d'aprés la preuve).

Remarque 3.13. Test exact ou asymptotique ?

On utilise la loi exacte deW; sousHy quandn  20.

Pour n > 20, on utilise un test asymptotique, conséquence de la convergence en
loi.

Avec R

Pour tester Hp : m = 0 contre H; : m 6 0, si I'échantillon se trouve dans
un vecteur X, on peut utiliser wilcox.test(x,alternative="two.sided") . Pour
Hy : m > 0, on met alternative="greater" et pour H; : m < 0, on met
alternative="less"

3.5.2 Echantillons appariées

plus grandes que l'autre” (penser a I'exemple des traitements médicamenteux). C'est
la méme problématique que pour le test du signe sur deux échantillons. On modélise
le probleme de la méme maniére.

Comme pour le test du signe, on pose

Xi=Vi U
et nous utilisons le test de Wilcoxon des rangs signés sur I'échantillr'.
Nous supposons donc que
Les X; sont indépendants entre eux (mais pas forcément de méme loi).
Les X, sont di uses.
Les X; ont une médiane communen.
Les X; sont de loi symétrique par rapport am.
L'hypothése nulle est
Ho:m=0

Si on pense que les seules possibilités sont

- soit on est souH

- soit lesU; prennent des valeurs plus petites que la§,
alors on pose comme hypothése alternative :

Hi:m> 0O:
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Remarque 3.14. Comme on I'a déja remarqué pour le cas du test sur la médiane
d'un seul échantillon, le test des rangs signés est plus puissant que le test du signe.
Donc il est conseillé d'utiliser le test des rangs signés plutdt que le test du signe si
on peut le faire, c'est-a-dire si on a acceés aux valeurs de I'échantillon déset pas
seulement a leur signe et si la loi des; est symétrique.

Avec R

On peut utiliser la fonction wilcox.test . Si nos échantillons sont dans des vec-
teursx ety, et siH; : m 6 0, on écrit

wilcox.test(x,y,paired=T, alternative="two.sided")

ou son équivalentwilcox.test(x-y, alternative="two.sided")

(Mémes changements possibles d'alternative que précédemment. )

On peut aussi avoir des données correspondants a deux colonnes d'un dataframe.
Un exemple : on veut savoir si les salaires des hommes d'une entreprise sont du méme
ordre que les salaires des femmes ou bien plus élevés. On suppose que I'on a apparié
les données (par exemple on a rassemblés les salaires selon I'age de la personne).
On suppose que ces salaires apparaissent dans un dataframe norsatd@ires avec
pour colonnesfemmeset hommeson peut alors utiliser

wilcox.test(data=salaires, hommes~femmes, paired=T, alternative="greater")

Remarque 3.15. |l faut alors faire attention au probleme des ex aequo ("ties" en
anglais) quand on utilise la procéduravilcox.test . On peut quand méme faire le
test, mais il n'est jamais exact, c'est-a-dire qu'il repose automatiquement sur une
approximation gaussienne.

Comme l'approximation gaussienne n'est valable que pour des grands échan-
tillons, on ne peut pas trop se er au résultat devilcox.test quand il y a des
ex aequo et quand la taille d'échantillon est trop petite (pas de probléme en revanche
avec les éventuels ex aequo si la taille est su samment grande).

Dans le cas d'ex aequos, on recoit le message suivaatning message : cannot
compute exact p-values with ties

Ce qu'on entend par ex aequo ici, c'est un ex aequo dans I'échantilidhdes
di érences ou un ex aequo dans I'échantillon des valeurs absolues des di érences

Remarque 3.16. Pour tester I'hnypothése de symétrie des; quand il s'agit d'un
échantillon i.i.d, on peut par exemple commencer par représenter les données (his-
togramme par exemple ou densité cf chap4), (ou utiliser un des nombreux tests de
symétrie : par exemple le tesdfymmetry.test du packagdawstat ( attention cette
fonction est un peu lente). En cas d'asymétrie sur I'échantillon des di érences il
semble préférable d'utiliser le test du signe.

Certains praticiens utilisent une transformation desX; pour rendre I'échantillon
symétrique (mais le test fait sur I'échantillon transformé n'est alors pas un test sur
la médiane desX;)
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3.6 Wilcoxon de la somme des rangs / Mann-
Whitney

3.6.1 Reésultats préliminaires sur le vecteur des rangs

On commence par quelques résultats liés au vecteur des rang dans le cas de
données i.i.d.

d'ordre X et de vecteur des rangRyx . Alors X et Rx sont indépendants et de
plus Ry est distribué uniformément surs,,.

Démonstration. La loi est continue donc presque slrement il n'y a pas d'ex-aequo.
Rx est clairement a valeurs dans ,,. CommeRy est la permutation inverse de
il sut en fait de montrer que

1. suit une loi uniforme surS,.

2. et X sontindépendants.
Puisque lesX; sont indépendantes et de méme loi, elles sont interchangeables donc
1 1
8s2S,;P( =9= Card (51 = m:

Par exemple, pourn =3, on a
P(X1<X2<X3)=P(X1<X3<X3)=P(Xz2<X1<X3)=P(X2<X3<X)
= P(X3<X2<X1)=P(X3<X1<X) =16

On montre maintenant que et X sont indépendantes. On veut montrer que,
pour tout borélien B de R" et toute permutation s de S, on a

P(X 2B\ =s)=P(X 2B)P( =)

Et comme P( = s) = % cela revient a montrer que, pour toute permutation
s2S,

P(X 2B)=nlP(X 2B\ =5)

Comme lesX; sont indépendantes et de méme loi, elles sont interchangeables et
donc, pour tout s et tout B,

PX 2B\ =5 =P Xgq <:i:<X gy (Xsys 1013 Xgmy) 2 B

I
-
X
A
A
A
X
z.
<
e,
X
N
N
(o8]

D'autre part, le théoreme des probabilités totales permet d'écrire :

X
P(X 2B)= P(X 2B\ =05)
s2S

= P Xy<:i:<X n;(Xqgp:::5Xp) 2B)

=nlP X 2B\ =5

ou s est une permutation quelconque. ]
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La principale conséquence de ce théoreme est que la lIoRje ne dépend pas de
la loi desX;. On en déduit que toute variable aléatoire qui ne s'exprime qu'a l'aide
du vecteur de rangs d'observations i.i.d. de loi continue a une loi indépendante
de ces observations. C'est bien ce que I'on cherche a obtenir en statistique non
paramétrique, ou la loi des observations n'appartient pas a une famille paramétrée
connue. On pourra donc faire de I'estimation et des tests non paramétriques a l'aide
des rangs des observations.

Remarque 3.18. Pour tout s xé (non aléatoire) dansS,, on a

Mais ca n'est pas vrai si la permutation est aléatoire (a moins qu'elle ne soit indé-
pendante desX;). Par exemple, on a évidemment

Proposition 3.19. Soient Xy;:::; X, n v.a. i.i.d. de loi continue de vecteur des
rangsRx = (Ry;:::;Rp). Pour tout entier s tel quel s n, et pour toute suite
d'entiers distincts (rq;:::;rs) dansfl;:::;ng, on a

nin 1):::(n s+1):

ce qui est bien le résultat annonce.

s=1:P(Ry=5s)= P( X; estles-eme plus petit élément de I'échantillon) =
%, toujours du fait que lesX; sont interchangeables.
s=2 :alors

1 1

P (RiiR2) = (s1:%) =P(Ri=s)P(Re= jRi= )= —

Le cas général se traite de la méme maniere que le sas2.

3.6.2 Test de Mann-Whitney

Nous allons maintenant décrire l¢éest de Wilcoxon de la somme des rangs ,
encore appelétest de Mann-Whitney.
On se donne deux échantillong)} et V} tels que
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id
2. U et VP sontindépendants

3. U et V sont di uses.

A noter que les échantillons ne sont pas forcément de méme taille.
On note F la fonction de répartition desU; et G celle desV,. On veut tester

Ho:F =G

Ce n'est donc pas un test sur la médiane ou la moyenne contrairement aux tests
précédents ( signe et Wilcoxon des rangs signés). Cependant I'alternativest pas
F 6 G. D'allleurs si vous faites le test avec la commande R associée, il sera écrit
alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

On suppose en fait quéJ et V ont la méme loi, a un paramétre de posmon pres,
c'est-a-dire

soit U etV ont la méme loi Ho)

soit U a tendance a prendre des valeurs plus grandes due ou le contraire
(H1).
Autrement dit

Ho:F = GcontreH;:9 60 telqueF ()= G( ):

Exemple 3.20. On veut tester un nouveau médicament par rapport a un ancien
médicament. On donne le premier a un groupe depersonnes, et le deuxieme a un
groupe dep personnes, ces deux groupes étant cette fois-ci indépendants. On veut
voir si le nouveau médicament est plus e cace que Il'ancien.

Remarque 3.21. On peut voir le test de Student comme un test d'égalité en loi,
guand on suppose que les données sont gaussiennes et ne peuvent di érer (éventuel-
lement) que par leur moyenne. En ce sens le test de Mann-Whitney peut étre vu
comme vu comme une version non-paramétrique (et plus généralement robuste) du
test de Student sur deux échantillons indépendants.

On met les deux échantillons ensemble pour former un seul échantillon global de
taille n+ p: (Ug; i Us; Vi i V). On classe ensuite les variabldd);; V, g par leur
rang global dans cet échantillon global : cela donne un vecteur de rangs que I'on
note Ry . On note Ry;:::; R, les rangs associés aux variablés et S;;:::;S; les
rangs associes aux variableg .

Exemple 3.22. soientU; =35 U, =47 U3=1:2 V;=0:7 V,=3:9 Alors
ona:Vi<Ujz<U;<V,<U,.

Ri=3; Ry=5; Rz3=2; S5 =1; S=4

On pose

1= R+ R+ 1ii+ Ry 2= 51+ S+ i+ S,

79



Principe : pour simpli er, prenons d'abord le cas simple ou les deux échantillons
soient de méme taille. Alors, sously, on s'attend a ce que ; et , soit a peu prées
egaux. Pour xer les idées, imaginons que l'alternative corresponde au fait que lgs
ont tendance a prendre des valeurs supérieures aux Alors, sousH, les rangsR;
desU; dans I'échantillon global seront dans I'ensemble supérieurs aux rargysdesV,
dans I'échantillon global. Donc sousi;, ; sera"grand" (c'est-a-dire "anormalement
grand” par rapport a ce qui se passe soty).

Maintenant, méme si les échantillons ne sont pas de méme taille, sdtis
aura tendance a étre anormalement grand par rapport a ce qui se passe dopis

Plus généralement, si on pense qli£et V n'ont pas la méme loi et que l'une des
deux variables a tendance a prendre des valeurs supérieures a l'autre mais on n'a
pas d'intuition sur laquelle des deux, alors s'attend a ce que; soit "anormalement
grand" ou "anormalement petit" (toujours par rapport a ce qui se passe sads).

Maintenant la question est : qu'est-ce qu'une valeur "normale" sou$,? Les
résultats suivants répondent a cette question.

Proposition 3.23. On a

nin+1 nin+1
RS R GRe
Pp+ 1) np+ PO D
SousHg : F = G, et sous les conditions 1-3 page 79, on a, pour touet tout j,
n+p+1
E(R)= E(S)= 2=
2
1
Var (R;) = Var (Sj) = %
12
nin+ p+1 n+p+1
E( 1):—( P ); E( 2):—p( p+1)
2 2
Var (1) = Var ( 2) = np(n + p+1)
12
Démonstration.
. 1+2+:::+n= M
2
et
2 1+2+ i1+ p= p(p;—l)
Comme 1+ o= TP = R0 on g
(n+p(n+p+1) pp+l) _ np+ n(n +1)
2 2 2
De méme L
+
np+ PP L)

2
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On se place désormais sous,.

tillon global i.i.d. de taille N = n + p. D'aprées le théoreme 7 (cas = 1), pour
tout i, la v.a. R;, qui est donc une composante du vecteur de rang de I'échantillon

1 N+1 n+p+1
ER)= E(§)= o i=->—= "0

i=1 2 2
et
_ _1X S N+1 2
Var (R;) = Var (§)) = Ni:l [ >
_(N+1)(2N+1)  N+1 2
B 6 2
N2 1
12
Donc on a 1
+ p+
E 1:EGQ+::R@:r£R1:nm;’)
et ( 0
n+p+
EZ:H&+:S@:ﬁ&:B—%L—

Il reste le calcul des variances de; et ,. Attention les variablesR; et S§; sont
de méme loi mais pas indépendantes! On a

X XX
Var ;=Var(Ri+ :::+ Rp) = Var (R;) + Cov(Ri;Rj)
i=1 i=1 j6i

On a déja calculé les variances, il faut donc calculer maintenant les covariances. Soit
donci 6 j,

COV(R,,RJ): E (R| ER|)(RJ ERJ)
X
= (k M)U M)P(Ri = k;Rj =1)
1 kil N;kél 2 2

Or, (Ri;Rj) a la méme loi qug(R1; Ry) et, d'apres le théoréme 7, on a, pok 6 I,

1

P(Rl— k,Rz— I)— m
Donc

1

N(N 1)

N+1

Cov(Ri;Rj) = Cov(R1;R2) = >

X N +1
(k==X )

k6|
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Orona

X N +1 N+1 X N +1 N+1, X N +1
(k )(! )= k ——)l ) (k )?
k6| 2 2 1 Kkl N 2 2 k=1 2
X! N+1 2 X N+1
= k —) (k )?
k=1 2 k=1 2
De plus
N+1 X N(N +1
(k ) = k N(N +1) =0
k=1 2 k=1 2
Donc 2
1 N +1 1
R;R)= — (kK 2= Var R
COV( K} J) N(N 1)k:l( 2 ) N 1 ar 1
Et nalement
X0 XX
Var ()=  Var (Ri)+ Cov(Ri;R;)
i=1 i=1 |6i
= nVar (Ry) + n(n 1)Cov (R31;Ry)
nn 1
= nVar (R,) I(\I 1)Var (Ry)
~n(N n)N2 1
N 1 12
~n(N n)(N +1)
- 12
_np(n+ p+1)
- 12
Le calcul deVar ( ,) se déduit de celui devar ( 1) en échangeant les roles de et
p. O

Au vu de la proposition, on considére naturellement les statistiques suivantes :

My= 1 n(r]2+1)2f0;1;:::;npg
My = p(p;l)ZfO;l;:::;npg

Proposition 3.24. On suppose les conditions1-3 page 79 véri ées. Alors
My + My = np p:s;

SousHg : F = G, la loi de My est symétrique par rapport & ;

SousHgy : F =G, My My.

My est égal au nombre de pairedJ;;V;), parmi toutes les paires possibles,
telles queU; <V;.

HwDnh PR
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Démonstration. 1. p1t 2est égal a la somme des rangs de toutes e wvariables.
Donc 1+ = I i=NER DoncMy+My = ; 24, R o

(n+p)(n+p+l) n(n+1) p(p+l) —
2 2 > — Np.

I'échantillon global lorsque les variables sont ordonnées de fagon décroissante.
On montre exactement de la méme maniére que dans la proposition 3.19 que,

9 (3.1)
ou 9=8P+:::+ S). Or,pourtoutj 2 [p], = N+1 S.Donc
9=N+1 S+ +N+1 S+:::+N+1 S;=(N+1)p (3.2
Ainsi, en combinant (3.1) et (3.2), on obtient
2 (N+1)p

Ceci implique queMy + B (n+ p+1)p (My + &) Autrement dit
on a
My (n+p+l)p p(p+l) My =np My;

ce qui se traduit par :My est symétrique par rapport a.
3. On se place soubly. En combinant l'item 2 et I'item 1 on a

My np My=np (np My)= My:

4. La démonstration de l'item 4 est admise. Cependant, on donne la preuve ici
pour les étudiants intéressés. On se place sddg. Sans perte de généralité,
on suppose que est égale a l'identité, autrement ditv; < ::: < v . On
va compter, pour toutj 2 [p], le nombre d'éléments du premier échantillon

j =1:ilyas; 1valeurs plus petites ques; dans I'échantillon global. Ces
valeurs ne peuvent étre que des valeurs du premier échantillon carest la
plus petite valeur de I'echantillonvy;:::;v,. Doncily as; 1 couples(u;;vi)
tels queu; < v;. Passons au cag = 2.1lya s, 1 valeurs de I'échantillon
global qui sont plus petites quer,, et comme il y a une seule valeur (c'est;)
du second échantillon qui est plus petite que,, ily a s, 2 couples(u;; Vy)
tels queu; < v,. De maniere géenérale, pour touf 2 [p] xé, ilya s j
couples(u;; v;) tels queu; < vj. Donc le nombre total de couplegu;;v;) tels
queu; <Vv; est égal a

X x° 1
S l+:ii+s jHiii+s p= s = 2 p(p;r):

My:
[
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Théoréme 3.25. On suppose les conditions1-3 page 79 véri ées. Les lois dg
et My sont libres sousH, : F = G (i.e. elles ne dépendent pas de, fonction de
répartition des U; et desV;). Elles ne dependent que de et p. Asymptotiqguement,
SousHy, quandn et p tendent vers+1 ,

Mu E(Mu) i
Aq: .

N(0; 1
Var (My) D

(et la méme chose pouMy puisqueMy My)

np

EMu)= T Var (M) = PNEPED,

12
Démonstration. On admet la convergence en |oi.

My = 1 " = R+ i+ R, @1 est une fonction du vecteur
(Ry;:::;Rp). On connait la loi de ce vecteur sously, cette loi est donnée par
le théoréme 7 : pour toute suite d'entiergrq;:::;r,) a valeur dans[N], on a

1

NN 1) (N n+1)

On voit donc qu'elle ne dépend pas dE et ne dépend que da et p.
L'espérance et la variance d&, se déduisent | de I'espérance et de la variance
de 4, qu'on a obtenues dans la proposition 3.23. O

Remarque 3.26. (Test exact ou asymptotique) Pour les valeurs de et p plus
petites que 10, la loi du test ci-dessus est tabulée. Pour les grandes valeurs, on
utilise l'approximation gaussienne.

Remarque 3.27. (Correction de continuité)

Supposons que la statistique de tegt prenne des valeurs discrétes, disons entieres,
mais n étant grand, la loi deT, peut étre approchée par une loi gaussienne, qui est
une loi continue. AlorsP(T, p)= P(T, p u), pourtoutu 2 [0; 1] et pour tout

p 2 N. La correction du continu consiste a remplacer la valeyr dans I'approximation
gaussienne pap 0;5: plus précisément, sion a, (T, t,) I°N (0; 1), on approche
comme suit :

P(Th P =P@(T t) a( t) 1 (a( 05 t)

Avec R

C'est exactement la méme formulation que le test de Wilcoxon des rangs signés,
sauf qu'on metpaired=F . C'est en fait False par défaut.

Dans I'exemple lié aux salaires, en supposant cette fois que les échantillons de
salaires d'hommes et de femmes sont i.i.d. et indépendants entre eux, on peut utiliser

wilcox.test(data=salaires,hommes~femmes,alternative="greater")
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Quelques détails de plus : I'argumengéxact indique si on veut le test exact ou
I'approximation gaussienne. Cet argument est par défaut tiue si 'un des échan-
tillons a une taille supérieure a 50 et dalse dans le cas contraire. L'argument
correct indique si on veut la correction de continuité quand on utilise I'approxima-
tion gaussienne. Il est par défaut aRUE

Remarque 3.28. En plus d'étre adaptés a un plus grand nombre de lois, les tests
basés sur les rangs sont plus robustes a la présence d'observations aberrantes, ou
"outliers", dans I'échantillon (penser a la di érence médiane/moyenne) .

Remarque 3.29. Certains auteurs préconisent, avant l'utilisation éventuelle de
Mann-Whitney, de tester si les deux échantillons ont le méme paramétre d'échelle
(méme variance par exemple). En e et, si on considére Mann-Whithey comme un
test d'égalité en loi supposé détecter une di érence de position, alors il ne semble pas
judicieux d'utiliser Mann-Whitney si les échelles di érent (ni d'ailleurs si la forme
général de I'histogramme est tres di érente). Si on fait ce test dans cette optique-Ia,
alors il parait judicieux de véri er cette condition sur un graphique par exemple (de
toute facon il faut toujours représenter les données avant toute chose). Il existe aussi
des tests d'échelle (par exemple le test de Levene, qui a des propriétés de robustesse).
Citation de Zimmerman (2004) : "for a wide variety of non-normal distributions,
especially skewed distributions, the Type | error probabilities of both the t test and the
Wilcoxon-Mann-Whitney test are substantially in ated by heterogeneous variances,
even when sample sizes are equal.”

Cependant, certains praticiens utilisent le test de Mann-Whitney comme un test
pour savoir en gros si l'une des deux populationtl (ou V) a tendance a prendre des
valeurs plus grandes que l'autre. Il n'est alors pas vu comme un test d'égalité en loi.
A ce moment-la, on n'a pas besoin de vérier si les lois semblent les mémes a un
parametre de position prés (et donc pas besoin de véri er que I'échelle est la méme).

Remarque 3.30. Une question naturelle : quel type de test (paramétrique/ non
paramétrique) choisir ?

Souvent, si le modéle paramétrique est correct, les tests paramétriques sont plus
puissants que les tests non paramétriqgues. Cependant, ils sont aussi plus contrai-
gnants, car il faut véri er les conditions d'application qui sont plus nombreuses dans
ce cas. On choisira généralement un test non paramétrique lorsque

les conditions d'application du test paramétriqgue ne sont pas véri ées
ou il est impossible de véri er ces conditions.

"On préconise aussi parfois l'utilisation de tests non paramétriques dans le cas
de petits échantillons, mais le fait d'avoir de petits échantillons ne justi e pas a lui
seul l'utilisation de tests non paramétriques : si les échantillons sont petits, mais
gue ce type de données a été su samment étudié pour que l'on puisse supposer la
normalité de la distribution, pas de probleme pour utiliser des tests paramétriques.
Ce type de conseils est en général donné par prudence, parce que le petit nombre
de données ne permet pas de véri er, a partir de I'échantillon, la normalité de la
distribution. Dans le doute, on peut donc choisir un test non paramétrique. Les tests
non paramétriques sont certes un peu moins puissants que les tests paramétriques,
mais leur e cacité relative reste bonne" (citation de C. Chabanet, cf biblio).
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Remarque 3.31. De la méme maniére que le test de Student pour comparer les
moyennes de deux échantillons se généralise a plus de deux échantillons par lI'analyse
de la variance, "l'équivalent” du test de Wilcoxon de la somme des rangs pour plus
de deux échantillons existe et s'appelle le test de Kruskal-Wallis.

A nouveau, pour Kruskal-Walllis, les données sont remplacées par leur rang dans
I'échantillon global mais cette fois on calcule les sommes de carrés intra-groupe.
L'idée est que sous I'hypothese nulle (la loi ne dépend pas du groupe) le probléme se
réduit a nouveau a un probléme combinatoire (il y a une uniformité sous-jacente).

Remarque 3.32. Comparons maintenant les tests de Kolmogorov-Smirnov (noté
KS) et le test de Mann-Whitney (noté MW). Le test KS est sensible a tout change-
ment dans les deux distributions. Des di érences substantielles dans la forme, I'éten-
due ou la médiane vont amener a une petite p-valeur. En revanche, le test MW est
seulement sensible a un changement de position (cf plus loin pour une illustration).
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3.7

Exercices

Exercice 3.1. Une critique régulierement émise envers l'industrie cinématogra-
phique est une préférence pour les actrices jeunes, alors que les acteurs masculins
de tous ages peuvent avoir accés a des grands rbles. A n de tester cette hypothése,
on note I'dge des premiers réles masculin et féminin des 9 Ims en lice pour I'Oscar

2014

du meilleur Im.

Age de l'acteur principal| 40 | 57| 44 | 52|39.2| 77 |48| 36| 39

Age

de l'actrice principale| 39.5| 55| 41.5|/49|39.5/84| 79| 30| 23

Table

3.1 Dans l'ordre : American Blu, Capitaine Phillips, Dallas Buyers Club,

Gravity, Her, Le Loup de Wall Street, Nebraska, Philomena, Twelve Years a Slave

On cherche a savoir si les actrices sont plus jeunes que les acteurs dans les Ims
ameéricains a succes. On propose d'utiliser le test de Wilcoxon des rangs signés. On

traite 'a&ge comme une variable continue.
1. Expliquer pourquoi on utilise ici le test de Wilcoxon des rangs signés plutot
gue le test du signe.
2. Enoncer I'hypothése nulle et I'hypothése alternative. Rappeler I'expression de
la statistique de testWg et son espérance soud .
3. Calculer lap-valeur du test a I'aide de la table ci-dessous, qui correspond a la
loi de Wy sousHy,.
4. Conclure si on test au niveau = 5%.
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P[WE;r k] | 0.0019 | 0.0039 | 0.0058 | 0.0097 | 0.0136 | 0.0195 | 0.0273 | 0.0371 | 0.0488 | 0.0644
k 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
P[W9+ k] | 0.0820 | 0.1015 | 0.125 0.1503 | 0.1796 | 0.2128 | 0.2480 | 0.2851 | 0.3261 | 0.3671
k 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
P[Wg k] | 0.4101 | 0.4550 0.5 0.5449 | 0.5898 | 0.6328 | 0.6738 | 0.7148 | 0.7519 | 0.7871
k 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
P[Wg k] | 0.8203 | 0.8496 | 0.875 | 0.8984 | 0.9179 | 0.9355 | 0.9511 | 0.9628 | 0.9726 | 0.9804
k 40 41 42 43 44 45
P [W; k] | 0.9863 | 0.9902 | 0.9941 | 0.9960 | 0.9980 | 1

Exercice 3.2. On s'intéresse a l'e et d'une dose faible de Cambendazole sur les
infections des souris par la Trichniela Spiralis. Seize souris ont été infectées par
un méme nombre de larves de Trichinella et ensuite réparties au hasard entre deux
groupes. Le premier groupe de 7 souris a recu du Cambendazole, a raison de 10 mg
par kilo, 60 heures apres l'infection. Les 9 autres souris n'ont pas recu de traitement.
Au bout d'une semaine, toutes les souris ont été sacri ées et les nombres suivants
de vers adultes ont été retrouvé dans les intestins :

Décrire un protocole statistique pour tester une e cacité éventuelle du Cambendazole

pour

le traitement des infections des souris par la Trichniela Spiralis. En utilisant
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Souris non traitées| 51 55 62 63 65 68 71 75 79
Souris traitées | 47 49 53 57 60 61 67

uniquement la table de Mann-Whitney donnée ci-dessous, pour quelle valeur de ni-
veau de test est-on sOr que le test de Mann-Whitney conclura a une e cacité du
Cambendazole pour le traitement des infections des souris par la Trichniela Spiralis ?

On donne quelques valeurs de la déf, de la statistique de Mann-Whitney sous
Ho pour n = 9 et p= 7 - F9;7(10) =0:011, F9;7(11) =0:016 Fg;7(12) =0:021

Exercice 3.3. On veut tester I'e cacité d'un nouveau traitement contre les mi-
graines. On dispose d'un échantillon de 18 personnes sujettes aux migraines a qui
on fournit une quantité égale de pilules correspondant au nouveau traitement (A) et
de pilules d'aspirine standard (B). Lorsqu'ils ont utilisé l'intégralité des deux jeux
de pilules on demande a chaque patient de juger quel type de pilule (A ou B) a été
le plus e cace. Sur les 18 patients, 12 déclarent que le nouveau traitement (A) est
plus e cace que l'ancien (B). Comment tester I'e cacité du nouveau traitement ?
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3.8 Corrigés

3.8.1 Exercice 3.1

1. Nous disposons de données appari€els; Vi), i ¢ ouU;;V; sont liées au méme
i-eme individu, lei-éme Im, et représentent respectivement |'age de l'acteur
principale et I'dge de l'actrice principale dans ce Im.

Nous avons acces aux valeurs des di érenc¥s = U, V; et pas seulement

a leur signe : nous préferons donc utiliser toutes les informations a notre dis-
position et utiliser le test des rangs signés de Wilcoxon plutét que le test du
signe.

Remarque : nous ne nous occupons pas de la véri cation de I'hypothése de
médiane commune, ni de celle de symétrie par rapport a cette médiane, qui
sont des hypotheses nécessaires au test des rangs signés de Wilcoxon et nous
nous contentons de les supposer satisfaites.

2. Rappel des hypotheses du test des rangs signés de Wilcoxon :

X1;::1; Xy sont indépendantes ;
Xq::0: X, sont de lois di uses:;
Xq;::0 X, sont de médiane communen
Pour 1 i n,laloideX; estsymétrique par rapport am.

L'hypothése nulle estHy : m = 0 , I'hypothese alternative estH; : m > 0.
Nous utilisons la statistique de test

+ X .
Wy = Rix (i) Lix >o0g

i=1

oU (X jay: 50X @) = (IXiny @i 150X ay @) € Rxj = 2.
D'apres le cours, nous savons qu&, est égal en loi sousl, a
X
o= JY;

j=1

[ 1 12 3 |4 5  6|7|8|9
Ui 40 | 57| 44 | 52|39.2| 77| 48 | 36| 39
Y 39.5(55/415{49|395/84| 79 | 30| 23

xi, | 05| 2|25]|3]|-03|-7|-29]6 |16
Tiwoog| 1 |1 1 [1] 0 0|0 |1]1
A |5 1] 2 3] 486 ]9]7
R | 2 |3 4 |5] 1 7|9 6|8

La valeur observée d&Vy est donc

Wg = ijj(1)+ ijj (2)+ ijj 3)+ ijj (4)+ ijj (8)+ ijj (9) = 2+3+4+5+6+8 = 28
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L (M)

Nous utilisons le test (XJ) = 1fw+>q“"‘9>g ou ¢ est le quantile d'ordre
9 1

1 de la loi dehg. Comme Wy est a valeurs dansN, nous avons aussi
9\ —
(Xl) - lfwg q'l‘(”9)+1g'
Pour le calcul de lap-valeur, nous pouvons utiliser le Cas 2 ou le Cas 3 du
Théoreme de Wasserman.

Cas 3:
Le test est bien de la forme  (X?) = Lirxs) « g avecT(X7) = Wy et
k — q;-(h9) +1 .

llexiste o2 otelque pourtoutt,sup, P (T(X?) t)= P (T(XJ)
t) puisque o= fOg et donc o=0.

Cas 2:
Le test est bien de la forme  (X?) = Lirxs) « g

T(X?) a une loi discrete et xe sousHg car T(X ) = Wy est égal en loi
sousHg a iy qui est a valeurs dans\.

En conclusion, lap-valeur observée est :

X
P(x7) = Puo(T(XD)  T(x3)) = P(M Rjxj(1)11x;> 0g)

i=1

=Py 28)=1 P(hy 27)=1 0;7148=02852

d'apres la table de la loi deWg sousHg.

. Nous avonsp(x}) = 0;2852> = 0;05, donc nous ne rejettons pas#l, au
niveau =5%.

EnR:

U <- c(40, 57, 44, 52, 39.2, 77, 48, 36, 39)

V <- ¢(39.5, 55, 41.5, 49, 39.5, 84, 79, 30, 23)
wilcox.test(U-V, alternative = "greater")

Wilcoxon signed rank test
data: U - V
V = 28, p-value = 0.2852
alternative hypothesis: true location is greater than O

wilcox.test(U, V, paired = TRUE, alternative = "greater")

Wilcoxon signed rank test
data: U and V
V = 28, p-value = 0.2852
alternative hypothesis: true location shift is greater than O
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3.8.2 Exercice 3.2

intestins des 7 souris traitées.
Rappelons les hypothéses du test de Mann-Whitney :

U est indépendant deVy;

U et V sont di uses.
Remarque : la derniere hypotheése ne pose pas de di culté ici puisqu'il n'y a pas
d'ex-aequo dans les deux séries de valeurs données par I'énoncé.

Notons F (resp. G) la fonction de répartition de U (resp. V).
Nous testons

Ho:F = G (ie lesU; et lesV; ont méme loi)
contre

Hi:9>0F()=6G(: )
(ie le traitement est e cace : lesV, ont tendance a étre plus petits que leb); ).

. P P .
Icin=9;p=7.Posons 1= R, 2= [, S, 0uR (resp.S) est le rang

ordonnéMy = ; U = | 45etMy = , P&% = , 28 Nousavons
doncMy = np My =63 My.

Nous savons, d'aprés la Proposition 3.24, que sadg, My et My sont égales en loi
a g7 de fonction de répartition Fq.7, et libres deF.

Nous pouvons utiliser un test de la forme (U7; V) = 1tm, <« g OU un test de la
forme °(U?; V) = 1im,skoq : NOUS nous attendons a ce que, sot;, My soit

petit et My soit grand.

Nous avonsPy,(My > k% =1 Py,(My k% =1 Fgz(k ) doncPy,(My >

k) , 1 Fo7(k°) et nous prenons don&® = o ™" ie le quantile d'ordre

1 de la loi dehg;. CommeM, = 63 My, nous avonsPy,(My <k ) =

Py, (63 k <My) etdoncPy,(My <k ) , 1 Fo7(63 Kk ) et nous
L (Fg;7)

prenons donck =63 q

CommeMy et My sont a valeurs dans\, cela revient a utiliser I'un ou l'autre des
deux tests équivalents :
UV = 1

L(Ng:7)
i1

My 62 q g

O(Uf; V17) = 1fM |l_(rrg;7)

u g +1g

Notons respectivement 1; 2;ri;Sj; UiV ; Z; My; My les valeurs observées des va-
riables 1; 2;Ri;S;;Zk;My;My. Nous observons les valeurs :
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k 1123/ 4|5|,6|7|8|9]10|{11/12|13|14|15| 16
Zx 47149|51|53|55|57|60|(61|62|6365|67|68|71|75|79
Indicedansu | - | - | 1| - | 2| - -/ -13|4|5|-]16|7|8]9
Indicedansv| 1| 2| -3 |-14/5|6|-|-|-17/|-1-1-1-

Donc :

i |11/2/3|4|5|6|7|8]|09
ri3(5/9/10|11/13|14|15]| 16

dou ;=3+5+9+10+11+13+14+15+16=96 ,M,= ; 45=5]1 et

i [1[2[3[4[5]6] 7
s |1]2]4[6|7|8]12

dou ,=1+2+4+6+7+8+12=40 ,M,= , 28=12

Remarque : d'apres la Proposition 3.24 , nous savons gug correspond au nombre
de paires(U;; V;) tel que U; <V, parmi toutes les paires possibles.

Ici nous observons

Fij)sui<vig=
F(L:3); (1;4); (1:5); (1:6); (1, 7): (2:4): (2 5); (2: 6); (2 7): (3:7); (4:7); (5. 7)g

et nous retrouvons bierM, = 12.

Pour déterminer la p-valeur, nous utilisons le Cas 2 du Théoreme de Wasserman.

Véri ons ses hypothéses pour le test (U?;V)') (resp. °(U?; V) ) :
Le test est bien de la forme  (U?;V/) = Loy g (TEsp. o(u V) =
Lirsvyy & o) avec T(U V) = My (resp. T(U?;V)) = My) etk =62
o ™7 (resp.k = ™7 +1);

T(U?;V/) a une loi discréte et xe sousH, car T(U7; V') est égal en loi sous
Ho a fg.7 qui est a valeurs dans\.

En conclusion, lap-valeur observée(u$; v/) est d'apres les valeurs de I'énoncé :
Pour le test  (U7;V)) :
p(uz; Vi) = Pug(T(USVY) - T(ugivi) = P(Rer  My)
= P(hgﬂ 12) = F9;7(12) =0;021
Pour le test  °(U?; V) :
p(u;vi) = Puo(T(USVY)  T(u3ivi) = P(Rgr M)
63

= P(2 ? ﬁ9;7 Mu) = P(63 h9;7 51) = F9;7(12) = O, 021

en utilisant le fait que Mg est de loi symétrique par rapport &% d'apres la
Proposition 3.24.
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Pour un niveau de risque < p (u$;v{) = 0;021 nous ne rejettons paso au niveau
(nous ne pouvons pas dire que le traitement est e cace);

pour un niveau de risque > p (u$;v{) = 0;021 nous rejettonsH, au niveau (au

niveau de risque de nous tromper nous pensons que le traitement est e cace).

EnR:

U <- ¢(51, 55, 62, 63, 65, 68, 71, 75, 79)
V <- c(47, 49, 53, 57, 60, 61, 67)
wilcox.test(U, V, alternative = "greater")

Wilcoxon rank sum test
data: U and V
W = 51, p-value = 0.02089
alternative hypothesis: true location shift is greater than 0

3.8.3 Exercice 3.3

Notons U; (resp. V;) I'e cacité du nouveau traitement (A) (resp. de l'ancien
traitement (B)) sur l'individu i, pourl i n,n=18. NotonsX; = U; V. Nous
n'‘avons acces qu'au signe des;, ie aux Y; = lix >0 puisqu'il est uniquement
demandé au patient de dire si le traitement (A) a été plus e cace que le traitement
(B) (auquel casX; > 0), ou si le traitement (A) a été plus e cace que le traitement
(B) (auquel casX; < 0).

Il n'y a pas de réponse nulle possible, ce qui correspondP&X; = 0) = 0. Nous
allons donc utiliser le test du signe. Rappelons les hypothéses nécessaires pour ce
test :

Pour 1 i n,P(X;=m)=0.
Nous testons

Ho : m =0 (qui modélise "les deux traitements ont la méme e cacité")
contre

H; : m> 0 (qui modélise "le nouveau traitement est meilleur que I'ancien™)
d Be(%) car comme soudH, la médiane est 0, nous avons
P(X; 0) % etP(X; 0) 3, mais comme de plu®(X; =0)=0,P(Y, =1)=

P(X; > 0) = 5. Nous utilisons le test

(X%S) = 1fP 18 B(18;3)

i=1 lei>Og >q1
P .
ou encore, comme % 1y o4 €st a valeurs dans\,
18\ —
(X1%) = 1fP 18 B (18:3)

i=1 lei>Og q; +1g
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. . P
Blotons x; la valeur observée deX;. La valeur observée de % lix,>0g €St donc
1 —
Pour déterminer lap-valeur, nous pouvons utiliser le Cas 2 ou le Cas 3 du Théoreme
de Wasserman.

Cas 3:
: =
Letestestbiendelaforme  (X{%) = li7xs  gavecT(X{®) =" {8 Lix;>og
1
etk = qlB(18’2)+1;

llexiste 2 otelquepourtoutt,sup, P (T(Xi%) t)= P (T(X{®) 1)
puisque o= fOg et donc o=0.

Cas 2 :
Le test est bien de la forme  (X{%) = Lir(x) « o

T(X 18) a une loi discréte et xe sousHo car T(X18) = = 8, 1¢x,50q €St de lOi
B(18; 1) sousHg, et donc a valeurs dans\.

En conclusion, lap-valeur observée est :

P(x1%) = Pro(T(X1%)  T(x%) = Puo(T(X:%) 12)=1 Py (T(X1®) < 12)
=1 FBW(11)' 012

Pour un niveau de risque < p (x18) ' 0:12 nous ne rejettons pasd, au niveau
(nous ne pouvons pas dire que le nouveau traitement est plus e cace que l'ancien);
Pour un niveau de risque > p (xi%)' 0:12 nous rejettonsH, au niveau (au
niveau de risque de nous tromper nous pensons que le nouveau traitement est
plus e cace que l'ancien).

EnR:
binom.test(x = 12, n = 18, p = 1/2, alternative = "greater")

Exact binomial test
data: 12 and 18
number of successes = 12, number of trials = 18, p-value = 0.1189
alternative hypothesis: true probability of success is greater than
0.5
95 percent confidence interval: 0.4459544 1.0000000
sample estimates: probability of success 0.6666667
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Chapitre 4

Estimation de densités par
estimateurs a noyau

4.1  Quelques rappels d'analyse utiles pour les
chapitres 4 et 5
Dé nition de la di érentiabilité : soit ~ : R™ ! RP. L'application ~ est di éren-

tiable en u s'il existe une application linéaireD" (u) : R™ ! RP (qu'on peut donc
représenter par une matrice élément del,,(R)) telle que :

8 >09 > 0:kx uk 'k "(x) (U D (u(x uwk kx uk

Formule de Taylor-Lagrange : soitf : 1 ! R oul est un intervalle deR. On
suppose qud estn fois dérivable surl . Alors pour tout x ety de l'intérieur del,
il existe 2]0; 1] tel que

(y x)"
n!

f= " 10 o )
k=0 k!

Formule de Taylor avec reste intégral : on suppose cette fois gfie2 C"(1) (n
fois continument dérivable) alors, pour tout coupldx;y) de l'interieur de |,

K 1 k Z n
fy)= ol k!X) s 700

k=0

1
o 1)!f(”)(t)dt

4.2 Introduction

Dans tout le chapitre, I'objectif sera d'estimer une densité. Pour cela, on s'ap-
puiera sur unn-échantillon iid X = ( Xq;:::;Xy) ou chacune des variableX; admet
la densitéf (par rapport a la mesure de Lebesgue).

Mesure de la qualité d'un estimateur.

1. Dé nition d'une distance sur l'espace des fonctions :
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Distance L, :d(f;g)= kf gk, = ij (x)  g(x)jPdx ’
Cas usuelp=2 oup=1.
distance L; :d(f;g) = kf gk =sup,,gif (X) 9(X)].
Distance ponctuelle en xo : d(f;g) = jf (Xo)  9(Xo)j
2. Dé nition d'une fonction de perte! : R! R* telle que! est convexe et
1(0)=0.
Exemple :! (x) = x2.
3. Dé nition du risque d'un estimateur f’, :

R(fh;f) = E[! (d(f5;f))]

ou E désigne l'espérance sous la loi d&s.

Attention en non-paramétrique, on estime donc des fonctions et non plus des vecteurs
(dimension in nie contre dimension nie en gros). Il y a deux "variables" : la variable

a la fois, pour chaque valeur de&X, une fonction enx (ou plus généralement un
élément deL ) et, pour chaque valeur xée dex, une variable aléatoire réelle.

Exemples usuels
d(f;g) = jf (xo) 9g(x0)j; ! (x)= x*:

R(fh:f) = Efifa(x0) f(x0)j’]

d(f;ig) = ki gk ! (x)= x?
R(fh:f)= Ekf, fk3]

On cherche a déterminef, tel que R(fy; f) soit minimal. Comme expliqué dans
I'introduction, on ne suppose pas que la fonction de densifé appartient a une
famille paramétrique. On va faire une hypothése moins précisé appartient a une
classe fonctionnelle qu'on notd-. On peut alors dé nir un risque, qu'on appelle
risque minimax def’, sur la classeF , par

R(fh; F) =sup R(fn; f)
f 2F

On va donc chercher un estimateuf’, tel que le risqueR(f}; F) tende vers zéro le
plus vite possible quandch tend vers I'in ni.

Dé nition 4.1.  soit (r,)n une suite et une constant€ telles que
sn R(f,;F) cCr,

On dit que la suite d'estimateurgf},), atteint la vitesse (ou le taux), sur la classe
F (pour la distanced et la perte! .)
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Nous verrons que la vitesse sera d'autant plus grande que la claBsesera une
classe de régularité élevée.

Exemple de classes de fonction€¥, la classe de Holder (cf dé nition ci-dessous),
boule dans un espace de Sobolev ( cf cours d'analyse fonctionnelle).

Dé nition 4.2. Si 2 R on noteb c I'entier naturel qui soit le plus grand entier
strictement inférieur a

ex:si =3;5alorsb c=3 etsi =4 alorsb ¢c=3.

Dé nition 4.3. Pour tout > OettoutL > 0, on dé nit la classe de Holder de
régularité et de rayonL par

( ;L)=fg:R! Rtq.gestb cfois dérivable et
8(xy) 2 R? jg®9y) d® o) Lix yji° g

Quand on intersecte( ;L ) avec I'ensemble des densités, on notg( ;L ) cette
intersection.

Remarque 4.4. Si =1 on obtient 'ensemble des fonctions lipschitziennes

Si > lalorsf®2 ( 1;L).

Proposition 4.5. (admise) Soit > OetL > 0, il existe une constanteM ( ;L )
telle que

sup kfky =sup sup f(x) M(;L)
f2 4q(;L) X2Rf2 4(;L)

4.3 Estimation non paramétriqgue de la densité

L'approche classique pour estimer une densité est de supposer un modeéle paramé-
trique : par exemple, en dimension 1, on représente les données par un histogramme,
et si la courbe est en cloche avec des queues légeres, on conclut qu'il y a de fortes
chances que le modele suive une loi gaussienne. Il n'y a alors plus qu'a estimer la
moyenne et la variancg ; ?2), c'est-a-dire un paramétre de dimension 2. On peut
aussi se trouver dans un cas ou on a des connaissances a priori sur les données,
nous amenant a poser encore une loi paramétrique (ex typigue : nombre de voitures
passant par un carrefour par jour, représenté en général par une loi de poisson).

Il'y a plusieurs problémes possibles avec cette approche : en dimension supérieure
a 2 il sera dicile de représenter les données et d'intuiter une loi connue, parfois on
n'a pas de connaissances a priori sur le sujet etc.

De plus, si on se trompe de modéle, on arrivera & une interprétation erronée des
données.

Un modele non paramétrique est moins rigide, et fait moins de suppositions a
priori sur les données.

Evidemment, comme pour le cas des tests, si on a des connaissances a priori
ables sur les données nous indiquant un modéle paramétrique, il faut utiliser le
modele paramétrique. Autrement dit, si le modele paramétrique choisi est correct,
ou plus précisément su samment proche de la réalité, alors le modele paramétrique
sera en général meilleur qu'un modele non paramétrique.
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4.3.1 Un estimateur simple de la densité : I'hnistogramme

Supposons pour simplier qu'on soit en dimension 1 et que les variables de
I'échantillon soient a valeurs dang0; 1] doncf : [0;1]! R*.

Pour simpli er encore, on suppose que les classes sont de méme longagur a =

a8 @& 1. Cette longueur est notéen. Estimer f par la méthode de I'histogramme
consiste simplement a estimefr par une fonction constante sur chaque classe, cette
constante étant liée a la proportion de&<; tombant dans cette classe. Plus exactement
on pose, pourt 2]a; g+1],

fu(t) = nthardfi : Xi 2]a5; 84119

Pour voir tres exactement d'ou vient cette formule : on a, di est égale a une
constantec constante surla;; & 411,

Z aj +1
Faa) F@)= — f(Odt=gh
]
Ensuite on approche la probabilitéF (a;.1) F (&), qui correspond a la proba-
bilité que X 2]a;;a+1], par la proportion de X; se trouvant dansja;;a+1]. On a

alors = = 1
Cj = (ai"'l)h (aj) mCardfl X|2]aj!a1+1]g

La performance de cet estimateur dépend fortement du nombre de classes.
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4.3.2 Estimateurs a noyaux

Un inconvénient de I'estimateur par histogramme précédent est que la fonction
de densité résultantef}, n'est pas réguliére : il s'agit d'une fonction constante par
morceau, qui a donc des sauts aux extrémités de chaque classe. En général, la densité
a estimer est plus lisse, au moins continue.

L'estimation par noyau a pour but de répondre a cet écueil.

Principe : Sif est continue enx (ce qui va étre le cas pour les classes de fonctions
gu'on va considérer) alors

F(x+h) F(x) _ im F(x+h) F(x h)
h T hio 2h
L'idée est donc d'utiliser I'approximation suivante, pourh petit,
F(x+h) F(x h)
2h

f ()= FY) = lim_

f(x)

Pour estimer la densitéf on peut donc passer par un estimateuf, de la cdfF.
Voyons ce qui se passe si on choisit comme estimateur la fonction de répartition
empirique F,. (On rappelle queF,(x) = % L, 1x, n) On choisit un h > 0 petit
pour que l'approximation ci-dessus soit valable, et on pose

Fa(x+h) Fa(x h) _ 1% 1

fa(x) = SnXi2lx hix+n]
" 2h n,_, 2h 7er
Si on poseKo(X) = 31; 11yu) alors on a
~ _ 11X 1 Xi X
)=~ CKo(Fh)

i=1

K, est appelé le noyau de Rosenblatt. Cet estimateur a le méme inconvénient d'ir-
régularité que I'estimateur par histogramme.
On a donc l'idée d'utiliser des noyaux plus réguliers.

Dé nition 4.6. SoitK : R! R intégrable et tel que
z

K(y)dy =1
alors K est appelé noyau (kernel).

Exemples:
Noyau triangulaire : K (u) =(1 j uj)l; 1.5(u)
Noyau d'Epanechnikov : K (u) = 3(1  u?)1; 1y(u)
Noyau Biweight : K (u) = (1 u?)?1[ 1.4(u)
Noyau Gaussien : K (u) = »1-exp( %)

On dé nit alors un estimateur a noyau dées qu'on se donne un noyad et une
fenétreh > 0.
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Dé nition 4.7.  Etant donnéK un noyau eth > 0, on pose

0 .
B 2R o=+ K
i=1

Remarque 4.8. La plupart des noyaux sont symétriques, positifs et sont de-
croissants surR* comme le noyau Gaussien : plug est proche de 0, plus
K (y) est grand. Donc, pour unx 2 R donné, plus une observatioX; est
proche dex, plus K (Xih—x) est grand. Doncfy(x) est d'autant plus grand que
X est proche de beaucoup d'observatioXs (somme de beaucoup de grandes
valeursK (¥-2)).

L'estimateur est somme de fonctions K(Xih—x) gui sont continues siK est
continu. Donc f}, est continu siK est continu.

R . "
fi(x)dx =1, donc, siK (x) 0 8x 2 R, alors f}, est une densité.

Le paramétre h > 0 est appelé fenétre (bandwidth). C'est un parametre de
lissage : plush est grand, plus I'estimateur est régulier. Comme dans le cas
de l'estimateur a histogramme, le choix dk est délicat, la fenétreh optimale
devant réaliser un équilibre biais/variance (cf section suivante).

Dans la pratique, le choix du noyau est peu in uent, contrairement au choix
de la fenétre!
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4.4 Risque quadratique ponctuel des estimateurs
a noyau sur la classe des espaces de Holder

Dans cette section, on s'intéresse au risque quadratique ponctuelf’dei.e. étant
donnéxgp 2 R

R(fh;f) = E jfa(xo) f (Xo0)j

Rappelons la décomposition "biais au carré+ variance" du risque quadratique :
2
E jifa(x0) f(X0)i? = E[fa(xo)] f(xo)] + Var (f(xo))

Dé nition 4.9.  Soit” 2 N . On dit que le noyaLK estdordre” si8j 2f1;:::; g,
u! WK (u) estintégrable et u K (u)du=

Proposition 4.1(}e Sif 2 ( ;L)avec > OetL> OetsiK estun noyau dordre
"= b ctel que juj jK(u)jdu < 1 alors pour toutxg 2 R, et pour touth > 0 le
biais peut étre borné comme suit :

- o hL?%

JEfa(xo)] f(Xo)] — juj jK(u)jdu
Démonstration. On a

h1X 1 Xi xo.!

E[f/\n(xo)]:Eﬁ HK( h )
|1 )
E K( X1 Xo)'
ey
b

= K (V)f (Xo+ hv)dv

De plus Z
f(Xg) = f(Xg) 1=1(Xo) K(Vv)dv:

Donc h i YA h [
E fu(xo)) f(xo)= K() f(xo+hv) f(xo) dv

Commef 2 ( ;L), f admetb c dérivées et par un développement de Taylor-
Lagrange (cf rappel chapitre 1) on a, pour touk 2 R,

XO)kf (k)(XO) + (

f(x)= Kl

X1 (x X\'XO)\f(‘)(XojL (X Xo))

k=0

avec 2]0;1[. Autrement dit on a, avecx = Xg + hv,

(hV)

f(xo+ hv) f(xo)= (hll’)kﬂk)(x )+ FO(xo + hv )

k=1
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pour un certain 2]0; 1[.Donc

z h i X 1 k ti
K(V) f(xo+ hv) f(Xo) dv- K() (h:) ( ) dv
h Z -
= < K (V)V fO(xo+ hv )dv
CommeK est d'ordre ™, on a aussi K (V)v f O)(xg)dv =0. Donc on a
z h i h £ h . [
K(v) f(xo+ hv) f(xo) dv= < K(VV fO(xo+ hv )  fO(xe) dv
Or, commef 2 ( ;L),onajf Oxg+ hv ) fO(xg)j Ljhvj .Et nalement
z h i jhj ¢ . .
K(v) f(xo+ hv) f(xo) dv ~ JK(V)jjvj Ljhvj  dv
ce qui signi e que
h i Ljhj . .
Efaxo) f(o) < JKWijyj dv
]

Le biais au carré tend donc vers zéro a la vites$8 . Plus la fonction f est
réguliere, plus le biais tend vite vers zéro quankl tend vers zéro (a condition bien

sdr que l'ordre du noyau soit su samment grand).
Proposition 4.11. Sif est bornée et sK est de carré intégrable alors

Kf ky KK K2

Var (fh(xo)

En particulier, si f 2 ( ;L) alors

M ( ;L )KK K2

Var (7 (xo) -

Démonstration.

_ 11X Xi Xo
Var (fi,(xo) = Var ﬁ.le( )

I
X 1 Xi Xo
Var —K
ar - ( )

_ X 1 Xi Xo
= 2hzVar K( h

_ 1 X1 Xo

= hzVar K( H )

1

nh?
I !
nhz, h
= nlh K 2(V)f (xo + vh)dv

i=1

)

O f (u)du
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Et en n, on utilise la proposition 10 : il existe une constante positiveM ( ;L ) tel
quekfk,  M(;L ). Ceciimplique que
1 z
Var (f1(Xo) ML) K 2(v)dv

]

Pour que la variance tende vers zéro, il faut queh tende vers I'in ni. En parti-
culier, an xeé, la variance est une fonction décroissante de au contraire du biais
qui est une fonction croissante dé. Il y a donc une valeur optimale deh qui doit
réaliser I'équilibre entre le biais au carré et la variance. On peut a présent donner
un contréle du risque quadratique.

Théoréme 4,12. Soit > OetL > 0etK un noyau de carré intégrable et d'ordre
b ctel que juj jK(u)jdu < 1 . Alors, en choisissant une fenétre de la formie =
1

ch 7+ avec une constante > 0, on obtient

8%0 2 R;  R(fh(xo); d(;L):=fzsu(p_L)E[jf’\n(xo) f(xo)j2] Cn zw7

ou C est une constante dépendant de, , cetK.
Démonstration. On a
R fn(Xo);f (Xo) = Biais au carré + Variance

Le terme de biais a été traité dans la proposition 11 et le terme de variance a été
traité dans la proposition 12. On trouve

4 2 . 2
=7 K jdu + MOL RS

On cherche ensuite la fenétré qui optimise cette quantité. Comme on ne soucie
pas vraiment des constantes exactes quand on cherche la vitesse d'un estimateur,
2

R 1 (xo); f (Xo)

|

on utilise la notation ¢; = % juj jK(u)jdu etc,= M(;L )kK k2. On doit alors

minimiser enh la quantité .
2 2
Clh + N
On a une quantité croissante et une quantité decroissante én Encore une fois,
comme on ne se soucie pas des constantes, donc on cherche seulement la fénétre
gui nous donne l'ordre minimal du risque. Quandh est trop grand, le biais est trop
grand, et quandh est trop petit, c'est la variance qui est trop grande. On cherche

donc la fenétreh qui réalise un équilibre entre le biais au carré et la variance :
h?2 i

nh

ou le signe signi e ici "de l'ordre de". Cela donne

1

h n z-
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. ~ , 1 .. , .

Autrement dit, pour une fenétreh de I'ordre den 2+, le biais au carré et la variance
A . .. A _1

sont de méme ordre. Plus exactement, si on choisit la fenéfne = cn z+7, avecc

une constante positive, on a

.. , ) 1
Biais au carré h? variance -

De plus on a alors

h2 nﬁ
Autrement dit, il existe une certaine constanteC telle que, pour cette fenétrén , on
a

R fy(xo); a(;L) CnzoT

Cette fenétre est donc optimale a une constante prés (si on charg@n changeC

2
mais ¢a ne change pas le taux qui esf *1). m
Remarque 4.13. I'estimateur dépend de  a travers la fenétreh. Or, sans

connaissance a priori sur la régularité de la fonctiori, on ne peut donc pas

utiliser cet estimateur. On essaie alors de trouver un choix de fenétre ne dé-
pendant que des données et qui soit aussi performant (ou presque aussi perfor-
mant si ce n'est pas possible d'étre aussi performant) que I'estimateur utilisant
cette fenétre optimale. A ce sujet, on introduit plus loin un choix de fenétre ne

dépendant que des données et qui est basé sur ce qu'on appelle la validation

croisée (ou "cross validation™).

Plus est grand, plus la vitesse est grande. A la limite! 1 on obtient une
vitesse paramétrique.

On peut généraliser le concept des estimateurs a noyaux pour une densité a
plusieurs variables. Mais attention, en grande dimension, le probléme du éau
de dimension" ( curse of dimensionality") se pose souvent. En fait, I'estima-

teur a noyau en dimensiord donne une vitesse da 273 (on retrouve bien le
résultat du théoréme aved = 1). Donc cette vitesse se dégrade tres vite avec
la dimension. On évite donc en général d'utiliser un estimateur a noyau en
dimension supérieure a 4 ou 5.

4.5 Construction de noyaux d'ordre

La section 4.4 est de lecture facultative.
On va montrer que pour tout™ 2 N des noyaux d'ordre” existent bien.
Soit ( m)m2n la base orthonormée des polyndmes de Legendre dan{ 1;1])
dé nie par
S

2m+1 1 dm
2  2"mldxm

0 pl—éet pourtout m 1, n(X)= [(x* 1)

Cette base est obtenue par orthonormalisation de Gram-Schmidt de la base!
x¥) o. Elle a les propriétés suivantes :
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R
om(u) k(u)du = 1pei

m €est un polyndme de degrén.

om €st pair et ,y+1 €stimpair8m 0.

. . P .
Proposition 4.14. Soit K- :u! m=0 m(0) m(u)lj,; 1. Alors K- est un noyau

d'ordre ".

Démonstration. 8j 2 N, u 7! u' K (u) est intégrable surR. De plus8j 2 N, 9(ag)q o
telle que8u 2 [ 1;1],

X X
U= ay qu)=  ag ¢(u)

q o0 =0
Donc
Z 21y
U K (u)du = agq (U)K (u)du
14=0
X 21 X
= q(U) m(0) m(u)du
q=0 1 m=0
X Z,
= aq m(0) q(U) m(u)du
=0 m=0 1
X
= aq ¢(0)
gzo
<0 sij 1
i1 sij=0

]

Remarque 4.15. Comme 1 est impaire, on a x4+ (0) = 0 et donc Ky =
K o+1 . Et donc l'ordre maximal deK- est impair.

4.6 Choix de la fenétre h par validation croisée

Le choix de la fenétre dans la section précédente est critiquable : comme on l'a
mentionné, il dépend de la régularité qui est en général inconnue. On peut donc
essayer d'estimer cette fenétre idéale par un estimatefir De facon a souligner la
dépendance a la fenétrh, on va noterf'}uh I'estimateur associé a un choix de fenétre
h. L'estimateur nal sera f} 4, une fois le choix deh fait.

On cherche a minimiser erh le risque quadratique pour la distancé. ; :

R(fun;f) = Elkfon  fK3]

Or la fonction f étant inconnue, ce risque n'est pas calculable a partir des don-
nées. On cherche donc a estimer ce risque en utilisant uniquement les données.
Remarquons tout de suite que minimiser eh la quantité R(f'\n;h ;) est équivalent a
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minimiser enh la quantité R(f'\n;h;f) k f k3. On va en fait remplacer la minimisa-
tion de la quantité inconnueR(f},;f) k f k2 par la minimisation d'un estimateur
R(h) de cette quantité. Plus précisément on va chercher un estimateur sans biais de
R(fhn:f) k fK2

Pour simpli er on suppose dans le théorgme suivant qu€ est positif (on aurait
pu aussi supposer qué et K sont tels que jK (*+¥)jf (u)f (v)dudv est nie). De
cette maniére toutes les quantités que I'on manipulera seront positives (daret f
sont positives) et on pourra appliquer Fubini. On suppose aussi qﬁt(f'\mh;f) <1
etf 2 Lo.

Théoreme 4.16. Si on pose

2 X X 1 X X
R(h) = kfhnkd ——— K = )
") " n(n 1) izt j=14ei N h

alors R(h) est un estimateur sans biais dR(f'\n;h;f) k fk3.
Démonstration. On veut montrer que
ER(h) = R(fhn;f) k fk3

Or
Z
R(finif) k fk3=E kffnkd 2 fhn(0f (x)dx
Z
= Ekfrnkd 2 Efhn (X)f (x)dx

(on a appliqué Fubini pour la seconde égalité)
Il sut donc de montrer que
z 1 X X1 X X

Efhn () (X)dx = mE i=1j=1;i6i HK h

Le c6té gauche donne, d'apres le calcul fait dans la proposition 11,
Zh Z Z4

i
Efun (x) f (x)dx = ~K e - X\ (u)du £ (x)dx
Le c6té droit donne

1 X X 1 Xi X 1 Xl X2
—E —K ! - E K — =
n(n 1) i=1j=1;j6i h h . Zh h

1
= K ! - Y £ (u)f (v)dudv

On applique Fubini.
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On dé nit alors
fi=arg min R(h)

si ce minimum est atteint. On cherche une fenétre parmi une grille nie de valeurs,
grille qu'on a notéeH dans la formule ci-dessus.

L'estimateur f,:uﬁ a de bonnes propriétés pratiques et des propriétés de consis-
tance.

La validation croisée est une méthode trés générale dont on reparlera plus en
détail dans le prochain chapitre. L'idée d'utiliser un estimateur sans biais du risque
est aussi une idée assez générale (cf critéere Cp).
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4.7 Exercices

Exercice 4.1.

Exercice 4.2.
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4.8 Corrigés

4.8.1 Exercice 4.1

1. Nous supposons gque est une densité de probabilité appartenant a la classe
de Holder ( ;L) pour ;L > 0 c'est-a-dire quef estb c-fois dérivable sur
R et que pour tousx;y 2 R, jf®9(y) Pk I9(x)j Ljx vyj P c.
Partie biais : montrons que pour toutx, 2 R, il existe une constanteCg > 0
telle que pour touth > 0,

B(fhs(xo0) := jElfns(xo)] f©(xo)j Cgh =

Pour cela, nous suivons la méthode de la démonstration de la Proposition 4.10.
En utilisant successivement la dé nition da"‘n;S (Xo), la linéarité de lI'espérance
et le fait que lesX; sont identiquement distribués, le théoréme de transfert et
le fait que X est de densitéf, et le changement de variabler = “2X, nous

obtenons :
B f/\ - iE 1 X K Xi Xo f(s) )
(fralio) = By KT 1900)
|:
o1 X X .
= Jper EK (50 F9(0)]
=lper K )T(Wdu 15(Xo))
ZR
= e RK(V)f (xo+ hv)hdv  f & (xo)j
D'ou Z

B (fiis(Xo)) = J'hls KW (X0 + hv)dv f & (xo)j (4.1)

Commef 2 ( ;L), f estb c-fois dérivable surR, et nous pouvons donc
appliquer la formule de Taylor-Lagrange rappelée dans le cours (paragraphe

41):
pour tout X 2 R, il existe = ,x 2]0; 1[ tel que

P L (x  xo)K X Xo)P ¢

f0= O+ KT 900r (0 x0)
et donc pour toutv 2 R, en prenantx = Xo+ hv, il existe =, .x,+n 2]0;1[
tel que
f (Xo+ hv) = o le (k)(x ) + Mf (b C)(X + (hv))
0 o K %" (b o) 0
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En utilisant cette formule et (4.1), nous obtenons

Z bye 1
1 X * (hv)k
B(NsGa)= i KW 0§ 0 +
hs r o K!
byt 1k s z bcsZ
f ) (xo) RK(v)v"dv+ b
hs s z becsZ
=g P00 Kvdve S KOV AR 900+ hvidv £5(x0)
bcsZ

b cl

(hV)b c

o fP9(xo+ hv) dv fO(xp)j

k!

=]

KWV F P 9(xg+ hv)dv O (xo)j
k=0 R

= jf O (xo) +

KV F P 9(xo+ hv)dv O (x)j
R

.hb csZ
“Ipa

K (V)VP ¢F P 9(xo+ hv)dyj
R

. R .

uisques b c¢ 1, gK(v)v®dv = sl et pour tout j 2 f0;:;;b cgnfsg,
r K (v)vJRdv =0. R
ClComme =K (V)V? ¢dv = 0, nous avonsh(i)—cc)f R K(WVP of ® O9(xp)dv = 0
‘ou :

bcsZ
B (fiis(Xo) = ] oo KOV TR+ hv) T 9(xg) dyi
. R
hb csZ
oo KMV GEC o+ hv) T 9(xg)jdy
. R
heesZ .
b MWV Li(xo+ hv)  xof 7 dv

par inégalité triangulaire et dé nition de la classe de Holder ;L ).
Finalement

thc sZ

b c
Lh s?
b cl
Lh s?

b cl

B (fhis(Xo))

K (Wiivi® 5 hvj © “dv
R

JKMWVE ) > Cdv

RJK(V)JJVJ dv
carj j let b c>p0 doncjj boc 1,

R
Comme par hypothese, z jK (V)jjvj dv < 1 , avecCg = ﬁ rIK (V)jjvj dv
nous avons bierB (fl,s(Xo)) Cgh *.

Partie variance : montrons que pour toutX, 2 R, il existe une constante

Cv > O telle que pour touth > 0,

' G
nh25+l

h
Var[fns(Xo)] := E frs(Xo)  E[fns(Xo)] ’
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Pour cela, nous suivons la méthode de la démonstration de la Proposition 4.11.
En utilisant successivement la dé nition der’}“s(xo), et le fait que lesX; sont
indépendants et identiquement distribués, nous obtenons :

Varl_y K ()

nhS+l )
_ 1 X Xi Xo
e Var[K ( H
_ 1 X1 Xo
= anr[K( h )]
Or, pour une va réelleZ de carré intégrable nous avons toujours d'apres la
formule de Koenig-Huygens VdZ] = E[Z?] E[Z]? E[Z?], donc
1 X1 Xo 2
npeesn EIK ()]

= X0y )y
R h

nh2(5+1)

- 1 2

= nhTS’fl)z RK(v) f (Xo + hv)hdv
1

= T K (v)?f (xo + hv)dv

Varffis (Xo)]

)]

Varffiys (Xo)]

en utilisant le théoréme de transfert et le fait qué est la densité deX ,, puis
le changement de variabley = =X,

D'apres la Proposition 4.5, nous savons qu'il existe une constamte= M ( ;L )
telle quejjfjji  M(;L) donc:

z

nhzs K (v)%jif i1 dv

M(;L)?
nh25+1

Et comme par hypotheséjK jj» < 1 , nous avons bien, ave€y = M ( ;L )jjKjj3,
Var[f/\n;s (Xo)] nhczﬁ

Var[ﬁ;s (Xo)]

K (v)2dv
R

. Montrons qu'il existe une constanteC > O telle que, sih est choisie correcte-
ment,

h i .
E frs(x) fO(x)  Cn =7

Tout d'abord, nous avons la décomposition " biais au carré + variance " sui-
vante :

E[ a(xo) fO(xo) 1= JEMa(xo)] O (xo)j2 + Var[fis (Xo)]
En e et,
h i h i
E o) TO(Xo) = E fis(Xo) Elfns(Xo)]+ Elfns(Xo)] & (xo)
h 5 h i
=E f?q;s(xO) Elfns(xo)] = + E E[fns(xo)] f<s>§xO>
+2E fhs(Xo) E[fns(X0)] Elfns(Xo)] f©(xo)
= Var[fys(xo)] + Elfhs(xo)] @ (xo) ~
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car

h i
E f/\n;s (Xo) E[ﬁns (Xo)] E[f:n;s (Xo)] f ®) (Xo) i
= E[f/\n;s (xo)] f®(xo) E fAn;s(XO) E[f/\n:s (X)) =0

Nous savons d'aprés la question précédente que, pour tdut O,

B (fl\n;s (X0)) Cgh °

C
Var([f s (Xo)] nhZ%
donc grace a la décomposition "biais au carré-variance",
E[(f" FO(x)?2  CRhA 9+
[( n;s(XO) (XO)) ] B nhzs+1

On cherche maintenant, an xé, la fenétre h qui donne l'ordre minimal du
terme de droite.

Méthode 1: Commeh 7! C2h2 9 est croissante suR, (puisques < b c) et

h 7! h2s+1 est decr0|ssante SuR, (puisque2s+1 > Ocars 2 N), on cherche
la fenétre h qui réalise un compromis entre le biais au carré et la variance
ie (aux constantes presh? ® = __L ou encoreh? *Y) = n ! c'est-a-dire
h=n zw.

Posonsh = n z°T, nous avons dont™ ¥ = _i. =n %" et nalement
nous obtenons bien, pour une certaine constan@ > 0,

E[(fhs(x)) f©(xo)?] Cn =

Méthode 2: la fonction A : h 7! CZh? 9 + _Sv est de classe€? sur R, , et
pour tout h > 0,

Adh)y=2( s)Czh* 9 1 (2s+1) hM

A%h)y =2(  s)2( s) 1CIhA 9 24+ (2s+1)(2s+2) ——

h2$+3
Cherchonsh > 0 qui annule la dérivée premiére :
Ath)y=0 0 2( s)Cih* 9 t=(2s+1) hzs+2
25+ 1) Cy (2s+1)Cy )
h2 +1 — ( n 1 h= 1 n z+
0 2 9c" 0 "l g
PosonsC = (ZS”S))EV )z eth := Cn z+. La fonction A a donc un

unique point critique surR, : h.
Montrons maintenant queA atteint son minimum en h
-si2(  s) 1> 0,A%h) > Opourtout h> 0, donc la fonctionA est convexe
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sur R, , et A atteint son minimum enh ;
- sinon :

A%h)=2( s)2( s) 1)C2hH 9 24+(25+1)(2s+2) Cv

nh2$+3
=2(  s)@2( s 1C2cA 9 2n
Cv
+(2$+1)(28+2)m
2( s) 2
n 2 +1 s
= —cma @0 9@ 9 1)C2CA 9 22543 4 (25+1)(2s+2)Cy)
T (2s+1)C
_ n 2 +1 : S v
= W(Z( s)(2( s 1)Cg (m) +(2s+1)(2s+2)Cy)
2( s) 2
n z+
= CZT(ZS + 1)(2 + 1) Cv

Donc A°%%h ) > 0 d'ou h est un minimum local deA sur R,, mais comme
c'est aussi l'unique point critique deA sur R, , h est le minimum global deA
sur R, (cf remarque ci-dessous).

En conclusion, en prenanth = h , nous avons donc

Cv
nh2$+l

- c2cd 9 g OV

h i
E st fOxo) ~ A(h)= C3h2l 9+

75+l
C2s+ip! =

2 s)
2 +1

C
=(Ccgc* 9+ 7C25V+1 )n

h 2 2 s)
D'oU E frs(Xo) f&(xo) Cn 77 avecC:= C2C* 9+ e

Remarques :

(a) Soit| un intervalle ouvert deR et une fonction réelle dérivable suf.
Supposons que a un unique point critiqueh sur | et que de plush
est un minimum (resp. maximum) local de surl. Alors h est l'unique
minimum (resp. maximum) global de sur|.

En e et, dans le cas d'un minimum, comme h est un minimum local de
sur | et | ouvert, il existe > 0 tel que ]h ;h + [ | et pour tout
x2lh  ;h + [, (X) (h).Siilexistex 2]h  ;h [telque (X)= (h)
alors d'aprés le théoréme de Rolle, il existey 2]x;h [ tel que Yy) = 0 ce
qui est absurde carh est l'unique point critique de  sur |, donc pour tout
x 2]h ;h [,ona (x) > (h). De méme, pour toutx 2]h ;h + [,ona
(x)> (h).
Soitx 21 telquex h .Si (x) < (h)alorscomme (h 35)> (h),
par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existey 2]x;h 5[ tel que
(y) = (h) et donc par le théoréme de Rolle, il existez 2]y;h [ tel que
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Yz) =0 ce qui est absurde donc (x) (h).
On montre de méme que sk 2 | telquex h + ,alors (x) (h).
En conclusion, on a donc bien pour toutx 2 1, (x) (h)ieh estun
minimum global de
Montrons que c'est l'unique minimum global. Supposons par l'absurde qu'il
existe N 2 I nfh g minimum global de sur . Alors, nous avons (h )= (h).
Sih<h , daprés le théoréme de Rolle il existey 2]i;h [ tel que {y) =0 ce
qui est absurde ; de méme sh > h , il existe y 2]h ;n[ tel que qy) =0 ce
qui est absurde. Donch est I'uniqgue minimum global de sur 1.

(b) Soit une fonction réelle strictement convexe (resp. strictement concave)
sur C sous-ensemble convexe d&'. Alors a au plus un minimum
(resp. maximum) global surC. (Attention, cette propriété est fausse si
I'on enléve le mot "strictement"” : penser a une fonction constante!)
Dans le cas strictement convexe, supposons qu'il existe deux minima globaux
h ethde surC,onadonc (h)= (h).De plus pourtout 2]0;1],

(h +@ Hm< (h)+@ ) M= (h)

ce qui contredit le fait que h est un minimum global de sur C.

(c) Soit une fonction réelle di érentiable et convexe (resp. concave) s@
sous-ensemble ouvert convexe &8. Si  a un point critique xg 2 C,
alors xo est un minimum global de sur C. Si Si a un unique point
critique xo 2 C, alors xq est l'unique minimum global de sur C.
Comme est di érentiable et convexe surC, nous savons que pour tous;y 2
C,

) +r Xy x)
donc en prenantx = Xg, nous avons (puisque  (Xg) = 0 car Xg point critique
de ), pourtout y2 C, (y) (Xp), ie Xo minimum global de sur C.
Enn, si Xp est l'unique point critique de  sur C, supposons quexy 2 Cnfxpg
soit un autre minimum global de sur C. Alors xp est un point critique de
ce qui ameéne a une absurdité. Dongg est I'unique minimum global de surC.

Aparté : utilisation de cette remarque pour la qu.1 Ex.4 TD2
Rappelons I'énoncé de cette question : nous considérons mréchantillon i.i.d X7 =
(X1;::;Xp) de variables aléatoires de loi normaleN (; 2) et I'on nous demande de
déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance(t ~?) de(; 2).
Notons " (x]; ; ?) la log-vraisemblance ie
~ n 2 ¥ 1 i )2
nOL; f=log  (p—e 7))
i=1
n n Xo(xi )?
= —<log(2 —log( 2 —
Nous ferons toujours I'hypothese qu'il existel 6 j ntels quex; 6 X;.
Nous cherchons donc & maximiser la fonctiof; 2) 7! "n(x];; ?)surR R,.
Or

sup; 2)2r R, n(X1;; ?) = sup 22r, (SUP 2R n(X1; ; %)
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En e et, de maniére générale, si I'on a une fonction a valeurs réelles dé nie sur A B,
avecA; B deux ensembles quelconques,

SUPaby2a B (80 = SUpy,g(supaa (27D)

infapza B (@50 = infrap (infaza (a;h)

car (pour sup) :
-pourtout (%) 2 A B, (&%) sup,a (@) supy,g(sup,a (a;b) donc

SUPao00)2A B (%1 SUPaoh02A B SUP B (SUPa2a (5D) = SUPy, g (SUPaza (851)
-pourtout (%) 2 A B, (%K) supapya s (&b donc
SUP;02 A @%0) SUP02 A SUPaby2a B (&0 = SUPGapy2a & (5D
et

SUPwz g (SUPop . (8% 1)) SUP2 g SUPaby2a & (&5 D) = SUPapy2a & (5D

Commengons donc, pour 2 > 0 xé, par déterminer sup ,g n(X7;; 2) : notons

2. 2 RT "nh(x];; ?). Cette fonction est de classeC? sur R, et pour tout
2 R,
X (x:
02( ): ( | 5 )
i=1
n
%)= 2

Déterminons les points critiques de 2 :

XX n X
%()=0 9 *Iz — =01 = o X
i=1 i=1
: . : . _ 1P,
Donc la fonction 2 a un unique point critique * := - i) Xj.

On peut ensuite raisonner de plusieurs maniéres pour en conclure gdeest l'unique
maximum global de 2 surR:

utiliser le fait que 2 est une fonction polynéme du second degré en;
dresser le tableau de variations;

dire que  %(*)= M < 0, d'ou ~ est un maximum local de -, et donc "
est l'unigue maximum global de - d'aprés la remarque ci-dessus (car a la
fois maximum local et unique point critique) ;

dire que, comme pour tout 2R, %9 )= 1% < 0lafonction - est
concave, et donc” est un maximum global de 2 sur R, et 2 est méme
strictement concave, donc” est I'unique maximum global de 2 surR.

Nous avons donc sup,g n(X7;; 2)= "n(x];2 2.
Notons maintenant : 22 R, 7! h(x;” 2). Cette fonction est de classeC? sur
R, , et pour tout 2> 0,

- n X (xi ")?
2= 22t e
g 2y_ N X(xi M?
? )= 2( 2)2 - ( 23
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Déterminons les points critiques de

1 X X
1?=09 2 2)2( n2+‘ (xi M?)=0 0 2=ﬁ_ (i "?
i=1 i=1
P
Donc la fonction  a un unique point critique A2 := 1° L (x; )2
De plus
n X (xi "? 1 n,, X 1 n n
A = Soams ( T 3) e G R U R e (U U A2\2
20 o, (M) (G S (*2) 2("?)

Dot %72) < 0, et A2 est un maximum local de . D'aprés la remarque ci-dessus,
comme”? est de plus l'unique point critique de , c'est aussi son unique maximum
global.

Nous avons donc supz;g, (SUP 2r n(XT; 5 %) = “n(x7;4 7?)) et (4 ~?) est l'es-

timateur du maximum de vraisemblance.

Autre méthode pour déterminer le maximum de vraisemblance

La fonction : (; 2) 7! "h(x];; ?) est de classeC? sur R R, . Cherchons

ses points critiques ie les points(; 2) 2 R R, qui annulent le gradient de |,

At

rGoy= gl
oz 9

tous ( ; 2)ZR R, ,

: Pour cela calculons les dérivées partielles de : pour

@, »_ " (x ) oo n X (x )2
@(’ )= i=1 2 o @(’ )= FJF i=1 2( 2)2
Nous avons donc
—(; 9=0 - =019 = — X
@ i=1 2 2 Ny
@ . 5 _ 2 X _ 2y _ 2 _ 11X , 2
@ 9700 3 2)2( N G0 9=00 f=l k)
d'ou 0 0 0
1 1 1
r(c =00 (=7- xetf=-0(x - Xx)
Ny Ny Ny
lP

. . . " P
La fonction a donc un unique point critique (4 A%):= (3" Ly xi; 2 L (x M)
Etudions la matrice hessienne de :

0 1 0 P ' !
G,(; ? § - b
H(; 2)=% %
@ (. 2 (: ? Ph n P )2
IRAY @2)2 =1 (97 20?2 =103
!
no9
Pour (; ?)=(% "%, nous avonsH (4 "% = b
)@(Xizzl\): 212'2)@()(i N =0
i=1 (A ) (A ) i=1
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et

n X (Xi /\)2: 1 NA2 X (Xi /\)2 = 1 E/\Zz _n
2(/\2)2 (/\2)3 (/\2)3 2 - | (/\2)32 2(/\2)2

i=1

La matrice H (4 ~?) est donc dé nie négative car diagonale a termes diagonaux
strictement négatifs, donc(® ~2) est un maximum local de et en ce point atteint

la valeur
Xo(xi ?

A A2\ — n n N2
("= Jlog2 ) Slog("?) -

i=1
Montrons que pourtout (; 2)2 R R,,nousavons (; 2) (% "?
o(xi )?

A N2 .2y = n n A2
(M) G0 Gog2) Fleatr) L)

n n X (x
(§|09(2) §|09( %) _ T)

X
= Z(log( 3 log("3) +
i=1

= S(og( %) log("?) + g
i=1

_n 2 1 x A2

= §(|09( ) |09(ﬁi=1 (Xi )) L+ =
n 1X (x; )2 X(xi )2

= E( |09(ﬁi:1 —) D+ ~ ——

donc

M3 00 T2 §(|09(* |72) +1)
P A P _ P A
Orlog(: 1, M) = log(1+ 1" n, G D% gy 10, M 1 car pour
tout y> 1;log(l+ x) x.
Donc " 5 " 2 s 5
1 . N l . N . N
2 n i=1 i=1 i=1

Montrons que

ie en simpli ant par 2 2,

P P P P
pr =y (Xi A)Zp: Ly X7+ nn2 7 L1 Xig= Ly X7+ nr2 2n2 et
=1 (Xi )= Lixf+n? 2 Lixi= [Lyxf+n? 2n A
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0 n"2 2nf2 n 2 9on A
0 0 n?2 2n"r+nM=n( 73

Donc nous avons bien pour tout(; 2)2R R,, (; 2 (& ?),donc (" 9
est un maximum global de sur R R, . De plus s'il existait un autre maximum
global (+ ~%) de surR R,,alors (< ~?) serait un point critique de , or admet
un unique point critique (4 ~?). Donc (4 "?) est l'unique maximum global de sur
R R,.
. Soit( m)m o labase orthonormée des polyndbmes de Legendre dap§ 1;1]).
Montrons que la fonctionK dé nie surRparK (u)= ' mS% ©(0) m(U)luz 14
veéri e les conditions de I'énonce ie :
pour tout j 2f0;:;b cg K; :u 7! UK (u) est intégrable surR :
K; est, par dé nition de K, a support compact{ 1, 1], et continue comme
combinaison linéaire de fonctions polynémiales, dot¢; est bornee et
z zZ,
K idu= K (idu 25K, s

iKjiz<1 et gjuj jK(u)jdu<1
de la méme maniere que précédemment, hous avons

z Z,
K(ujrdu= jK(uj*du  2jKjjf
R 1

et en posantK : u 7! juj jK(u)j qui est continue bornée a support
compact[ 1;1],

z zZ,

uj K (Widu= K (udu 2K jj,

pour tout | 2f0;:;b cgnfsg, RR WK (u)du=0 et RR usK (u)du = s!:
Nous savons d'aprés le cours (paragraphe 4.5) que pour tont2 N, |,
est un polyndme de degré. En assimilant un polynéme réel et sa fonc-
tion polyndmiale associée, comme la famille de polynémes réels)m o
est echelonnée, nous avons aussi que, pour tp N, ( m)o m j estune
base de I'espace vectorid®; [X] des polynémes réels de degré;j .

Donc la fonction ; : u 7! u' étant de degr§ en tant que polyndéme réel, il

existe des réelsg; ::; ; tel que pour tout reelu, u = k=0 k k(u). Donc
en utilisant successivement cette décomposition, la linéarité de l'intégrale,
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