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Esitietovaatimuksisista

Ohjelmointitaito Kurssilla ei (juurikaan) kayteta Javaa tai muuta
varsinaista ohjelmointikielta. Paapaino on yleisilla periaatteilla, jotka
esitetaan kayttamalla luonnollista kielta, kuvia, pseudokoodia jne. Kuitenkin

e pseudokoodiesitysten pyoOrittely vaatii sujuvaa ohjelmoinnin perusteiden
hallintaa ja

e motivaation kannalta on oleellista, etta yleiset periaatteet voidaan
realisoida kaytannon sovelluksissa.

Java-toteutusta harjoitellaan erikseen harjoitustyossa.

Matematiikka Kurssilla tarvitaan vain vahan varsinaisia matemattisia
tietoja (teoreemoja yms.). Diskreetit perusrakenteet kuten verkot (eli
graafit) tulevat kayttoon, ja jonkin verran tarvitaan joukko-oppia ja
laskutaitoa. Oleellisempaa kuitenkin on, etta tietorakenteiden kasittely
vaatii samantyyppista ajattelua kuin (diskreetti) matematiikka.



Annettava opetus, kurssin suorittaminen

e luentoja 2 + 2 tuntia viikossa

e harjoituksia 2 tuntia viikossa alkaen 14.1.; tarkemmin seuraavilla
kalvoilla

e kaksi kurssikoetta (kummankin periodin tenttiviikolla)
e (ei luentoja eika harjoituksia tenttiviikoilla eika valiviikolla)
e Kokeissa osattava luennoilla ja harjoituksissa kasitellyt asiat

e Huom. kurssin arvioitu tyomaara on 213 tuntia (eli 14 viikon aikana
keskimaarin yli 15 tuntia viikossa)

e maksimipisteet harjoituksista 12, tenteista 24 + 24, yhteensa 60;
hyvaksymisraja n. 30, arvosanan 5/5 raja n. 50



Oppimateriaali

e Kokeissa edellytetaa luennoilla ja harjoituksissa esitetyt asiat.
Luentomateriaali (eli nama kalvot) ilmestyvat kurssin kotisivulle kurssin
edetessa.

e Luennot perustuvat Matti Nykasen ja Matti Luukkaisen aiempaan
luentomonisteeseen seka taman pohjalla olevaan vanhempaan
luentomateriaaliin.

e Oheismateriaaliksi suositellaan kirjaa

Cormen, Leiserson, Rivest, Stein: Introduction to Algorithms.
MIT Press 2001.

Kurssin monet (mutta ei kaikki) keskeiset asiat perustuvat tahan
Kirjaan.

o Kalvokokoelmaa ei ole tarkoitettu itseopiskeluun; se saattaa tarvita
tuekseen luentojen tai Kirjan seuraamista.



Laskuharjoitukset

Osa tehtdvista (noin joka toisella viikolla noin puolet) tehdaan ryhmissa.
Ryhmat muodostetaan toisella laskuharjoituskerralla (21.—25.1.), jolloin
pitaa osallistua "omaan’” ryhmaan.

Suurin osa tehtavista tehdaan itsendisesti (laitoksen " normaali” kaytanto),
mutta niistakin voi mielellaan keskustella ryhmissa.

Osa tehtavista tehdaan verkossa T RAKLA2-tietorakennesimulaattorilla.
Tasta annetaan myohemmin lisaohjeita.

Kurssin suorittaminen edellyttaa, etta kaikista harjoituksista yhteensa
(ryhma 4+ henk.koht + TRAKLA) ainakin 25% on tehty.

Tekemalla 25% tehtavista saa 0/12 pistetta.
Tekemalla 85% tehtavista saa 12/12 pistetta.



Sisalto

@ 0 W b -

Johdanto: oikeellisuus, vaativuus, matemaattisia tyokaluja
Perustietorakenteita: pino, jono ja lista, niiden toteutus ja kayttaminen
Hakupuut: eras tehokas tapa suurten tietomaarien organisoimiseen
Hajautus: toinen tehokas tapa suurten tietomaarien organisoimiseen
Jarjestaminen ja kekorakenne

Verkot: tallettaminen, perusalgoritmit, polunetsinta, virittavat puut

Kurssilla etsitaan vastauksia seuraavanlaisiin kysymyksiin:

miten laskennassa tarvittavat tiedot organisoidaan tehokkaasti
miten varmistumme toteutuksen toimivuudesta
miten analysoimme toteutuksen tehokkuutta ja

millaisia tunnettuja tietorakenteita voimme hyodyntaa.



1. Johdanto

Tarkastelemme esimerkkien valossa joitain peruskasitteita:
e tietorakenne
e abstrakti tietotyyppi

e algoritmi.

Tutustumme silmukkainvariantteihin, jotka ovat keskeinen keino analysoida
algoritmien oikeellisuutta.

Tietorakenteiden ja algoritmien tehokkuuden tarkastelua varten tarkastellaan
funktioiden kertaluokkia.



Tietorakenteet: mita ja miksi

Tietorakenne (data structure) on tapa organisoida dataa (tyypillisesti
tietokoneen muistiin) siten, etta se on tarvittavalla tavalla kdytettavissa ja
muokattavissa. Tietorakenteeseen kuuluu

talletusrakenne: miten data esitetdaan koneen muistissa (tms.)

operaatiot: miten tietorakennetta muokataan ja siella oleva data
saadaan kayttoon.

Ohjelmointikielista tuttu perusesimerkki on taulukko: esim.
5 x 10-ulotteinen kokonaislukutaulukko voitaisiin esittaa Javassa muuttujana

int[]J[] a = new int[5] [10].
Talletusrakenne voisi olla, etta alkio a(i,j) talletetaan muistipaikkaan
B+ 10i+ 7 jollain B. (Tassa 0<i<4 ja0<j<9.) Taulukkoa kasitellaan

indeksoimalla:

al3][8]= 15; x= al[2,7];



Tietorakenteeseen liittyy laheisesti kasite abstrakti tietotyyppi. Abstrakti
tietotyyppi maarittelee tietorakenteen sallitut operaatiot ja niiden tulokset,
mutta ei ota kantaa toteutukseen.

Esimerkki 1.1: Tarkastellaan puhelinluetteloa, jossa on pareja
(nimi, puhelinnumero). Abstrakti tietotyyppi puhelinluettelo voisi sallia
seuraavat operaatiot:

init: luo tyhja puhelinluettelo

add(n,p): lisaa pari (n,p)

del(n): poista henkilo n luettelosta

find(n): palauta henkilon n puhelinnumero

list: listaa kaikki nimet ja numerot aakkosjarjestyksessa.

Oletetaan, etta seka nimet etta numerot ovat pituudeltaan sopivasti
rajoitettuja merkkijonoja.



Mahdollisia talletustapoja:

talletetaan taulukkoon (nimi, numero)-pareja mielivaltaisessa
jarjestyksessa

talletetaan taulukkoon (nimi, numero)-pareja nimen mukaan
aakkosjarjestyksessa

talletetaan taulukkoon osoittimia erilliselle talletusalueelle, jossa
(nimi, numero)-parit sailytetaan

binadrihakupuu (esitellaan myohemmin kurssilla)
B-buu (esitelldaan mydhemmin kurssilla)

hajautustaulukko (esitellaan myohemmin kurssilla)

"Paras’ talletustapa riippuu tilanteesta:

kuinka paljon dataa on
kuinka usein mitakin operaatiota suoritetaan
mitka ovat eri operaatioiden nopeusvaatimukset

onko muistitilasta pulaa jne.
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Helin 44604
Nurmi 44250
Karhu 44124
Palin 44449
Rinne 44478
Autio 44602
Lokki 44245
Lahti 44247

Talletus taulukkoon
(jarjestys mielivaltainen)

:E; ////%>' Karhu 44124
| ] Nurmi 44250
_;:”’)Ki////%> Autio 44602
| ] Palin 44449
:EE Lahti 44247
. Rinne 44478

Lokki 44245

Helin 44604

Erillinen talletusalue
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Esimerkki 1.2: Lyhimman reitin etsiminen

Annettu: Suomen paikkakuntien valiset suorat maantie-etaisyydet
Kysymys: paljonko matkaa Helsingista Nuorgamiin?
Jatkokysymys: lyhin reitti Helsingista Nuorgamiin?

HelsinkKi
Helsinki—Lahti 106 km — Lahti
Helsinki—Turku 166 km — Heinola
Turku—Pori 138 km o
Lahti—Tampere 127 km = — Sodankyla

SN Nuorgam
Sodankyla—Nuorgam 368 km
yht. 1328 km
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Sopiva matemaattinen malli tilanteelle: painotettu suuntaamaton verkko.

Sodankyla

Kysymyksessa on lyhimman polun etsiminen verkosta. Kurssin loppupuolella
esitetaan tehokas ratkaisumenetelma nimeltaan Dijkstran algoritmi.
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Triviaaliratkaisu:

e kaydaan jarjestyksessa lapi kaikki mahdolliset reitit (paikkakuntien
jarjestykset eli permutaatiot).

e oletetaan 30 paikkakuntaa = 30! ~ 2,7 - 1032 permutaatiota

e Oletetaan kone testaa miljoona permutaatiota sekunnissa = tarvitaan
8,5 - 108 vuotta.

e (Alkurdjahdyksestd on luokkaa 109 vuotta.)

Heuristinen ratkaisu:

e ihminen ratkaisee ongelman kayttamalla hyvaksi paikkakuntien
maantieteellista sijaintia

e voidaan kayttaa myos tietokoneella (esim. A*-algoritmi, Tekoaly)

e ¢i tarvita nain pieniin ongelmiin
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Talla kurssilla esitettavat algoritmit:

Dijkstran algoritmi: laskee lyhimmat reitit esim. Helsingista kaikille
muille paikkakunnille

Floydin algoritmi: laskee yhdella kertaa Iyhimmat etaisyydet minka
tahansa kahden paikkakunnan valilla

Kumpikin toimii nain pienilla aineistoilla "silmanrapayksessa” . (Dijkstra
vaatii karkeasti samaa luokkaa olevan ajan kuin jarjestaminen, Floyd vahan
enemman.)

Dijkstran algoritmissa keskeinen aputietorakenne on keko (eli kasa, engl.
heap). Se tukee (mm.) seuraavia operaatioita:

Insert(k): lisaa avaimen k kekoon
Min: palauttaa pienimman keossa olevan avaimen
DelMin: poistaa keosta pienimman avaimen

Vastaavaa abstraktia tietotyyppia sanotaan prioriteettijonoksi.

(Ideana on karkeasti, etta " potentiaalisesti matkaa edistavat” yhteydet
viedaan kekoon, josta niita poimitaan suuruusjarjestyksessa.)

15



Y hteenveto

Tietorakenteita ja abstrakteja tietotyyppeja tarvitaan
e ongelmien mallintamiseen
e suurten tietomaarien hallintaan

e laskennan valivaiheiden kasittelyyn.

Tietorakenteet ja algoritmit liittyvat erottamattomasti toisiinsa:
e tietorakenteiden toteuttamiseen tarvitaan algoritmeja

e Oikeat tietorakenteet tekevat algoritmista tehokkaan.

Samat operaatiot voidaan yleensa toteuttaa usealla eri tavalla. Tilanteesta
riilppuu, mika on paras.
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Miksi pakollinen kurssi ” Tietorakenteet”

vaikka kurssilla kasiteltavat tietorakenteet ja algoritmit I0ytyvat valmiina
erilaisista kirjastoista:

e kurssilla ndemme (hieman), mita on tarjolla
e sopivan (tehokkaan) tietorakenteen valitseminen ei aina ole helppoa

e perustietorakenteet ovat niin keskeinen osa tietojenkasittelytiedetta,
ettd ne pitaa tuntea pintaa syvemmalta (myos toteutus)

e tietorakenteisiin liittyvat perusalgoritmit ovat opettavaisia esimerkkeja
algoritmien suunnittelelutekniikoista.
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Tietokoneet nopeutuvat, mutta tehokkuus on silti tarkeaa:
e Kkasiteltavat datamaarat kasvavat
e halutaan ratkaista yha vaikeampia ongelmia (tekoadly, grafiikka, ...)

e tehokkaan ja tehottoman ratkaisun ero voi olla niin suuri, etta mikaan
laskentatehon kasvu ei kompensoi sita.

Paradoksaalisesti laitetehojen parantuminen saattaa jopa tehda algoritmin
tehokkuudesta tarkeampaa:

e algoritmien tehokkuuserot nakyvat yleensa selvasti vasta suurilla
syoOtteilla

e tehokkaat koneet mahdollistavat yha suurempien syotteiden
kasittelemisen.
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Muuttuva ymparisto tuo myos uusia tehokkuushaasteita:

e sensoriverkot yms. tuottavat dataa jatkuvasti
— kasittelyn oltava (lahes) reaaliaikaista

e tarve rinnakkaistaa laskentaa
e mobiililaitteiden rajoitettu kapasitetti
e Mmuistihierarkiat

e jne.

Talla kurssilla keskitytaan kuitenkin klassisiin perusasioihin.
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Algoritmit: oikeellisuus ja vaativuus

Esitamme algoritmit yleensa pseudokoodina, joka
e OnN riittavan tarkka, etta algoritmi osattaisiin toteuttaa mutta

e ¢i ota kantaa esim. ohjelmointikielesta riippuviin yksityiskohtiin.

Esimerkki 1.3: Seuraava algoritmi etsii kokonaislukutaulukon A[l..n]
pienimman alkion indeksin:

Find-Smallest(A)

ind — 1
for i < 2 to length[A]
do
> Invariantti: A[ind] = min A[1..7— 1]
if A[i] < Alind]
then ind «— 1

~NOoO O WN -

return ind

(Rivi 4 on kommentti; palaamme sen sisaltdodn mydhemmin.)
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Selityksia pseudokoodimerkinnoille:

sisennys ilmaisee lohkorakenteen (Javassa { ... });

rivijako ja -numerointi ei merkityksellista

kommenttimerkki > , sijoitusmerkki <, yhtasuuruusvertailu =
Ali] taulukon i:s alkio; A[i..j] osataulukko (Al:], Ali 4+ 1],...,A[5])

Jos rakenteella C on esim. kentat key ja data, niihin viitataan key[C] ja
data[C] (Javassa C.key ja C.data)

loogiset ehdot evaluoidaan vasemmalta oikealle " oikosulkuisesti” : jos
esim. x on epatosi ja y ei maaritelty, niin "z and y" on epatosi

esimerkki oikosulkemisesta:
if p %= Nil and key[p] = ...

missa Nil on nollaosoitin (ts. viite olioon, jota ei ole olemassa)

silmukan for 7 « 1 to n jalkeen muuttujan 7 arvona on n+ 1 (olettaen
n>1)
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Algoritmista Find-Smallest nakee suoraan, etta se on
e oOikeellinen eli tuottaa halutun tuloksen ja

e aikavaativuudeltaan suunnilleen niin hyva kuin mahdollista.

Kaytamme sita kuitenkin esimerkkina havainnollistamaan oikeellisuuden ja
aikavaativuuden analysoinnissa kaytettavia tekniikoita:

e Silmukkainvariantti

e funktion kertaluokka ("iso-O-notaatio”)
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Silmukkainvariantti

Invarianteilla voidaan todistaa algoritmin oikeellisuus haluttaessa hyvinkin
formaalisti. Meidan kannaltamme on kiinnostavampaa kayttaa niita
algoritmien laatimiseen ja toimintaperiaatteen kuvailemiseen.

Algoritmin Find-Smallest for-silmukan invariantti on kirjoitettu kommentiksi
Silmukan alkuun:

Alind] = min A[1..7 — 1],
missa on kaytetty merkintaa

min{ A[i], A[s + 1],..., A[j] }
pienin luvuista A[i], Ali + 1], ..., A[j].

min Alz . . j]
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Intuitiivisesti algoritmin Find-Smallest silmukkainvariantti
Alind] = min A[1..7 — 1],

kertoo, etta silmukan periaate on seuraava:

1. Ensimmaisella kierroksella (1 = 2)
e Oletetaan, etta silmukan ulkopuolella on saatettu voimaan
Alind] = min A[1..2 — 1] = A[1], ja
e oOletusta hyvaksikayttaen saatetaan voimaan
Alind] = minA[1..(241) — 1] = min A[1..2].

2. Toisella kierroksella (7 = 3)
e Oletetaan, etta edellisella Kierroksella on saatettu voimaan
Alind] = min A[1..3 - 1] = min A[1..2], ja
e Oletusta hyvaksikayttaen saatetaan voimaan
Alind] = minA[1.. (34 1) — 1] = min A[1..3].
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Yleisemmin silmukan invariantti on (ohjelman tietorakenteita koskeva
looginen) vaittama, joka

1. on voimassa kun silmukkaan tullaan ensimmaista kertaa
2. pysyy voimassa kun silmukkaa suoritetaan yksi kierros ja

3. vhdessa silmukan lopetusehdon kanssa sanoo jotain mielenkiintoista.

Huomaa, etta ehdoista 1 ja 2 yhdessa seuraa, etta invariantti on voimassa
silmukan jokaisen suorituskerran alussa ja myoOs silmukasta poistuttaessa.
(Tama on analogista luonnollisten lukujen induktion kanssa.)

Silmukkainvariantti on samanhenkinen suunnittelu- ja todistustekniikka kuin
aliohjelmien esi- ja jalkiendot (precondition, postcondition).
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Esimerkin invariantilla on halutut ominaisuudet:
1. Aluksi ind =1 ja 1 = 2, joten
Mmin A[1..7i— 1] = min A[1..1] = A[1] = A[ind].
2. Silmukan runkoa suoritettaessa joko
(a) A[i] < minA[l..i— 1], jolloin min A[1..(:+ 1) — 1] = A[¢] ja ind saa
arvon z, tai

(b) A[:] > minA[1..7— 1], jolloin minA[1..(:+ 1) — 1] = min A[1..7— 1]
ja wnd pysyy ennallaan,

joten kummassakin tapauksessa invariantti pysyy voimassa.

3. Silmukan paattyessa i = length[A] 4+ 1, joten min A[1..7 — 1] on haluttu
taulukon pienin alkio.
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Algoritmin vaativuus

Vaativuutta tarkastellaan erilaisten resurssien kannalta:
e laskentaan kuluva aika
e |laskennan vaatima muistitila
e tarvittavan tietoliikenteen maara

Talla kurssilla esiintyvilla algoritmeilla mielenkiintoiset erot ovat yleensa
aikavaativuudessa, joten keskitymme siihen. MyOs tilavaativuutta
(muistintarvetta) tarkastellaan jonkin verran.

Jos algoritmien tilavaativuudessa on suuria eroja, tama on usein ratkaisevaa.
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Tarkastelemme resursseja lahinna skaalautuvuuden kannalta: kuinka
algoritmin/tietorakenteen resurssitarve kasvaa, kun sydtteen koko kasvaa.

Arvioimme siis aika- ja tilavaativuutta syotteen koon n funktiona. Esim.
kutsulla Find-Smallest(A) syotteen kooksi ajatellaan n = length[A].

Olemme kiinnostuneet tapauksesta, jossa n on suuri. Tama antaa yleiskuvan
siita, mitka algoritmit ja tietorakenteet soveltuvat minkinlaisiin tilanteisiin.

Yksittaisessa sovelluksessa on tietysti tarkeampaa suorituskyky: millaiset
vasteajat saadaan silla kuormalla, joka jarjestelmassa oikeasti esiintyy.
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Esimerkki 1.4: Tarkastellaan edelleen algoritmia Find-Smallest. Oletetaan
ensin, etta pseudokoodin kunkin riviin ¢ suorittaminen yhden kerran vaatii
ajan ¢;. Tarkastellaan, montako kertaa kukin rivi suoritetaan, kun

length[A] = n.

Find-Smallest(A)

aika suorituskertojen |km.

1 nd<«—1 c1 1

2 for i «— 2 to length[A] co n—1

3 do 0] n—1

4 > ... 0 n—1

5 if Ali] < A[ind] cs n—1

6 then ind «— 1 cg O<Ilkm.<n-1
7 return nd cr 1

Tassa co esittaa for-silmukan laskurin kasvattamista ja testaamista ja cs
if-ehdon testaamista jne.
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Paras tapaus: Suoritusaika on pienin, jos A[1] on taulukon pienin alkio.
Talloin rivia 6 ei suoriteta kertaakaan. Aikaa kuluu

Tin(n) = (c24+cs5)(n—1)+c1+cr
= ain+ b1,

mMissa a1 = co> +c¢5 ja by = c1 — ¢co — ¢cs5 + c7.

Pahin tapaus: Suoritusaika on suurin, jos A on laskevassa jarjestyksessa,
jolloin rivi 6 suoritetaan joka kerta. Aikaa kuluu

Tmax(n) = (c24+cs+c)(n—1)4c1+cr

= aon + by,

Missa a» = co+c5+c ja bo =c1 —co — c5 — cg + c7.

Tassa esimerkissa parhaan ja pahimman tapauksen valilla ei nayttaisi olevan
suurta eroa.
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Yleensa paras tapaus ei ole hyodyllinen algoritmien vertailussa, silla mika
tahansa algoritmi yleensa toimii hyvin jollain syotteella.

Pahin tapaus taas on toisinaan turhankin pessimistinen.

Voidaan analysoida myos keskimaaraista tapausta: mika on aikavaativuuden
odotusarvo, jos A on satunnaisessa jarjestyksessa. Tamakin on
ongelmallista:

e tarvitaan kyseenalaisia ja eparealistisia oletuksia syotteen jakaumasta
e Silti analyysi on teknisesti erittain vaikeaa

e odotusarvo on usein huono tunnusluku jakaumalle (ja mediaanin tms.
analysoiminen vield vaikeampaa).

Tyydymme siksi kayttamaan pahimman tapauksen aikavaativuutta
tehokkuusmittarina. Yleensa tama antaa oikean kuvan tilanteesta.
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Vakiot c1,...,c7 ovat monella tapaa ongelmallisia:
e todelliset ajat riippuvat laitteistosta ja ohjelmointikielesta

e annetulle laitteistolle jne. ajat riippuvat jarjestelman muusta kuormasta
ymSs.

e tulokset ovat hankalia ja epahavainnollisia

Siis vakioiden tarkka maarittaminen on (a) mahdotonta ja (b) hyodytonta.

Taman takia maarittelemme kohta suuruusluokkamerkinnan, jota kayttaen
"unohdamme’” ikavat vakiot ja kirjoitamme

Thmin(n) = O0(n) ja Tmax(n) = O(n).

Tama sanoo suunnilleen, etta suurilla n syotteen koon kaksinkertaistaminen
kaksinkertaistaa myos laskenta-ajan.
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Tarkastellaan oikeellisuutta ja aikavaativuutta vahemman triviaalissa
esimerkissa:

Esimerkki 1.5: Lisaysjarjestaminen (insertion sort): Algoritmi jarjestaa
taulukon A[1..n] vaiheittain. Vaiheessa j

e oletetaan, etta A[l..j] on jarjestyksessa

e jarjestetdaan A[l..j 4 1] tyontamalla A[j + 1] sopivaan valiin A[1..j]:ssa

Seuraavan sivun kuva esittaa lisaysjarjestamisen vaihetta 5, kun

Al <ARI<...< AR < A[j+ 1] < Ak + 1] < ... < A[j].
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jarjestyksessa

Al1]

A[2]

Al1]

A[3]

A[2]

A[3]

A[K]

Alk + 1]

A[K]

Alj+1]

Alj]

Alk + 1]

Alj +1]

Alj + 2]

Alj]

Alj + 2]

Aln]

Aln]

jarjestyksessa
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Lisaysjarjestaminen pseudokoodina:

Insertion-Sort(A)
1 for j «— 2 to length[A]

do
> Invariantti: A[1..j — 1] jarjestyksessa
2 key «— A[j]
3 1—7—1
4 while 7 > 0 and A[i] > key
do
5 Ali 4+ 1] «— A[7]
6 1+—1—1
7 Alt + 1] « key
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Merkitaan n = length[A]. Silmukasta poistuttaessa j = n + 1, joten jos

invariantti on voimassa, koko taulukko A = A[1..(n+ 1) — 1] on
jarjestyksessa.

Silmukkaan ensi kertaa tullessa j = 2. Siis A[1..j — 1] on yhden alkion
kokoinen ja invariantti varmasti patee.

Oletetaan, etta kierroksen j — 1 jdlkeen A[1l..7] on jarjestyksessda. Olkoon k
kuten edella:

Al < ARl <... < ARl S A+ 1] <A+ 1] < ... < A[j];
jos A[j + 1] > A[j], niin k= j ja

All] <A[2] <... < A[J] < Alj + 1].
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Tarkastelemalla while-siimukkaa nahdaan, etta sen suorituksen jalkeen
e A[l..k] on sama kuin ennen
e uusi A[k 4+ 1] on vanha A[j + 1]
e uusi A[k+2..57+ 1] on vanha A[k+ 1..74].

Oletuksen mukaan
e vanha A[l..k] ja vanha A[k 4+ 1..j] ovat jarjestyksessa ja

e Vanhat A[k], A[k + 1] ja A[j + 1] ovat jarjestyksessa
Alk] < Alj + 1] < Alk 4+ 1].

Siis uusi A[1..7 4 1] on jarjestyksessa.

Olemme todenneet, etta algoritmi toimii oikein.
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Arvioidaan suoritusaikaa samoin kuin edella. Olkoon t; while-silmukan

ehtotestien suorituskerrat kierroksella j.

Insertion-Sort(A)

1

~WON

~N O O

for 7 «— 2 to length[A]
do
> ...
key < Alyj]
1—g3—1
while 7 > 0 and A[i] > key
do
Ali 4 1] — A[i]
1+—1—1

Ali + 1] « key

aika
C1

Cc2

C3
Cq

Cs5
C6
Cr

kertaa
n
n—1
n—1
n—1
n—1
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Aikaa siis kuluu

cin+ (co+c3+cr)(n—1) + C4th + (c5 + c6) Z(tj —1).

J=2 J=2

Paras tapaus: Jos taulukko on valmiiksi jarjestyksessa, niin t; = 1 kaikilla j.
Aikavaativuus on

Tmin(n)

(ci+c2+c3a+ca+cr)n—(c2+c3+ca+cr)
an—+ b,

missd ' =c1+co+cz+ca+crjatl =—(co+ c34ca+ cr).

Kuten edellisessa esimerkissa, parhaan tapauksen aikavaativuus on
lineaarinen ja syoOtteen kaksinkertaistaminen kaksinkertaistaa laskenta-ajan.
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Pahin tapaus: Jos taulukko on kaanteisessa jarjestyksessa, niin t; = j

kaikilla 5. Aikavaativuus on
Tmax(n) = cin+(coc+c3+c7)(n—1)
—I—C4§n:j ~+ (¢5 + ¢5) En:(j - 1)
j=2 j=2
= cn+(c2+cztcr)(n—1)+cq

1
+(C5+C6)n—; (n—1)

= an2—|—bn—|—c,

missd a = (ca +c5+c¢c6)/2, b=c1+co+c3+ca/2+ c7 ja
c= —cp—c3—ca—c5/2—ce/2 —cy. TAssa on kaytetty kaavaa

n +

"2 1)

Siis Tmax(n) on nelidllinen: pahimmassa tapauksessa syotteen
kaksinkertaistaminen suunnilleen nelinkertaistaa laskenta-ajan.
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Funktioiden kertaluokat

Haluamme paasta eroon edellisten aikavaativuusarvioiden vakioista c¢1, ¢co jne.

Olkoot f ja g funktioita N — R. Ajatus on, etta f on jonkin algoritmin
aikavaativuus (esim. Tmax edelld) ja g sen sopivasti yksinkertaistettu versio.

Sanomme, ettd f kuuluu kertaluokkaan O(g), ja kirjoitamme f = O(g), jos

voidaan valita sellaiset vakiot d > 0 ja ng > 0, etta
kaikilla n € N patee:

jos n > ng niin 0 < f(n) < dg(n).

Motivaatio:

e algoritmin kayttaytyminen pienilla syotteilla usein epatyypillista, joten
"liilan pienet” syotteet (n < ng) voidaan jattada huomiotta

e suurillakin syotteilla vakiokertoimet jatetaan edella esitetyista syista
huomiotta.
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Esimerkki 1.6: Olkoon T'(n) = an + b ja g(n) = n kaikilla n, missa b > 0 ja
c>0. Valitaan d=a+ 1 ja no =5b. Jos nyt n > ng, niin

T(n)=an+b=an+ng<an+n = (a+ 1)n = dn.

Siis T'= 0(g). Yleensa merkitsemme taman yksinkertaisemmin (ja
epatasmallisemmin)

T(n) = O(n).

Esimerkki 1.7: Olkoon T(n) = an® + bn + ¢, missa a, b ja c ovat
ei-negatiivisia. Vaitamme, ettd T(n) = O(n?). Valitaan ng =1 ja
d=a-+ b+ c. Kun n > ng, patee

T(n) =an’+bn+c<an’4+bn-n+c-n?>=(a+b+ c)n? = dn?
eli haluttu ylaraja.
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Yleisemminkin polynomifunktiossa ylimmanasteinen termi antaa kertaluokan:

jos T(n) = apn* + ap_1n* 1+ ... +ain + ag Missa a; > 0 ja k on vakio, niin
T(n) = O(n").

Toinen tapa ajatella sama asia: Kertaluokka antaa ylarajan funktion

kasvunopeudelle. Jos funktiossa on useita eri nopeudella kasvavia termeja,
nopeimmin kasvava voittaa.

Edellisen perusteella voimme todeta, etta algoritmin Find-Smallest
aikavaativuus on O(n) seka parhaassa etta pahimmassa tapauksessa.
Lisdysjarjestamisen pahimman tapauksen aikavaativuus on O(n?), mutta
parhaan tapauksen aikavaativuus vain O(n).
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O-merkinta ilmaisee vain ylarajan funktion kasvunopeudelle. Jos T on
lisdysjarjestamisen parhaan tapauksen aikavaativuus, niin seka T'(n) = O(n)
ettd T(n) = O(n?) ovat tosia vaittamid, mutta ensimmainen on
huomattavasti informatiivisempi.

Otamme kayttoon vastaavan merkinnan alarajoille. Sanomme, etta f kuuluu
kertaluokkaan Q(g), ja kirjoitamme f = Q(g) (tai f(n) = Q(g(n))), jos

voidaan valita sellaiset vakiot d > 0 ja ng > 0O, etta
kaikilla n € N patee:

jos n > ng niin 0 <dg(n) < f(n).

Esimerkki 1.8: Olkoon T'(n) = an + b, missa a,b > 0. Nyt T'(n) = Q(n),
silla valitsemalla no = 1 ja d = a saadaan T'(n) > dn kun n > ng.

Toisaalta ei pade T(n) = Q(n?): Olkoot d ja ng mielivaltaiset. Jos valitaan
n = max{1,ng,(a+b+1)/d}, niin

T(n) =an+b < (a+b)n < dn?
eli ehto ei toteudu.
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Maarittelemme vield, ettd f kuuluu kertaluokkaan ©(g), ja kirjoitamme
f=©(g) (tai f(n) =2(g(n))), jos

voidaan valita sellaiset vakiot di > 0, d> > 0 ja ng > 0O, etta
kaikilla n € N patee:

jos n > ng niin 0 < dig(n) < f(n) < dag(n).

Helposti nahdaan, etta seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
o f=0©(g)
o f=0(g) Jja f=2(9)
o f=0(g) ja g=0(f).
Intuitiivisesti
e f = O(g) tarkoittaa, etta f kasvaa korkeintaan yhta nopeasti kuin g
e = Q(g) tarkoittaa, ettd f kasvaa ainakin yhta nopeasti kuin g
e f = O©(g) tarkoittaa, etta f kasvaa tasan yhta nopeasti kuin g.
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Yleisesti esiintyvia aikavaativuusluokkia:
e O(1) (vakio) [alkion hakeminen taulukosta]

e O(logn) (logaritminen) [indeksoitu haku tietokannasta, jossa n
tietuetta]

e O(n) (lineaarinen) [yksinkertainen perustietojenkasittely]

e O(nlogn) [tehokkaat jarjestamisalgoritmit jne.]

e O(n?), O(n3) jne. (polynominen) [tehokkaat verkkoalgoritmit]
e O(2™), O(3™) jne. (eksponentiaalinen) [tekodlyongelmat jne.]

Polynomisten ja eksponentiaalisten algoritmien skaalautuvuudessa on
merkittava ero.

e Eksponentiaaliset (ja korkea-asteiset polynomiset) kaytanndllisia vain
pienilla syotteilla

e ""Pieni” voi olla esim. n = 50 tai n = 5000

e Eksponentiaalisilla aikavaativuuksilla on eroja! 3" ei ole O(2")!
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' ' ' ' ' ' 1.5e-3*x*log(x)/log(2) —+—

le-4*x**2 ' x

1e-6*X**3 % K

1e-3*2*+(x/1Q) " 1 ¥

X *

Sox
0.8 K ;‘ 1
0.6 F i
04 F -
02 F —
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Tarkastellaan neljaa algoritmia, joiden aikavaativuudet ovat

Ti(n) = anlogsn, To(n) = bn2, T3(n) = cn® ja Ta(n) = d2"/10. Vakiot a, b, ¢
ja d valittu siten, etta jokainen algoritmi vie yhden yksikon aikaa, kun

n = 100.
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% 1.5e-3*x*log(x)/log(2) —+—
0 / le-4*x**2
1e-6*Xx**3 ---*---
le-3*2**(x/10) &

100 150 200 250 300 350 400 450 500

Kuinka paljon suurempia syotteita voidaan kasitella, jos aikaa onkin 10
yksikkoa? Algoritmi 1: n ~ 710; algoritmi 2: n ~ 320; algoritmi 3: n =~ 220;
algoritmi 4: n =~ 130.
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Pikakertaus: logaritmi

Koulumatematiikasta muistetaan, etta log,x on sellainen luku z, jolla
a® = x. T assa oletetaan yleenta a > 0 ja x > 0.

Luonnollinen logaritmi on Inxz = loge x, missa kantalukuna on Neperin luku
e=Ilim,_.(1+1/n)"=~2,718.

Kaksikantainen logaritmi log, n kertoo
e luonnollisen luvun n pituuden bitteina (miinus 1)

e montako kertaa n pitaa puolittaa, etta paastaan alle 2:n.

Laskusaantoja:
log,(ry) = log,x+ 109,y
log,(z¥) = ylog,x
lo
log,x = ki
log, a
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Aikavaativuuden perussaannot

" Riittavan yksinkertaiset” perusoperaatiot vievat vakioajan (voidaan
toteuttaa vakiomaaralla konekaskyja):

e vakiokokoisen muuttujan sijoitusoperaatio
e aritmeettiset perustoimitukset
e yksinkertaiset syotto- ja tulostusoperaatiot

e jne.

Kun tarkastelemme vain kertaluokkia, tama riittaa.
Toisinaan kuitenkin asiaa kannattaa miettia tarkemmin:
e aritmeettiset operaatiot hyvin suurilla luvuilla
e haku levymuistista

e jne.
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Perakkaisyys: Jos Si:n aikavaativuus on O(f1(n)) ja S>:n aikavaativuus on
O(f2(n)), niin yhdistelman {Si; S»; } aikavaativuus on O(fi1(n) + f2(n)).

Perustelu: Olkoon n syotteen koko ja di, d», n1 ja no sellaiset, etta
e kun n > ni, niin S1 menee ajassa di f1(n).

e Kun n > np, niin S> menee ajassa d»f>(n).

Pitaa Ioytaa d ja no s.e.

e Kun n > ng, niin S1; S> menee ajassa di fi(n).

Voidaan valita d = d; + d2 ja no = max{ni,n2}. Jos n > max{ni,ny}, patee
naet

{S1;S2; }:n aika S1:n aika 4 So:n aika
d1f1(n) + d2f2(n)

(d1 + d2)(f1(n) + fa(n)).

IAINA
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Edellisen saannon yhteydessa on hyodyllista, etta

fi(n) + fa(n) = O(max{ fi(n), f2(n) }).

Tama seuraa siita, etta a + b < 2max{a,b} kaikilla a,b.

Yleisemminkin

fi(n) + ...+ fi(n) = O(max{ fi(n),..., fr(n) })

mille tahansa vakiolle k (ts. termien maara ei saa riippua muuttujasta n).

Ehtolause: Edellisten perusteella ehtolauseen
if £ then P; else @

aikavaativuus on O(max{ fg(n), fr(n), fo(n) }), missa fr on ehtolausekkeen
E evaluoinnin aikavaativuus ja fp ja fg haarojen P ja ) aikavaativuudet.
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Silmukat: for-silmukan

for 1 «<— a to b do
S;

aikavaativuus on
b
f(n) — ZfS(nai)a

missa fs(n,7) on silmukan rungon S aikavaativuus, joka tyypillisesti riippuu
silmukkamuuttujasta . Yleensa a tai b riippuu syotteen koosta, joten
max-saantoa ei voi soveltaa.
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Edelleen kahdelle sisakkaiselle silmukalle

for 1 «<— a to b do
for j«— c to d do
S;

saadaan

b d
f(n) — ZZfS(naivj)a

t=—a j=c

missa S:n aikavaativuus voi riippua seka 2:sta etta j:sta, jne.

Yleensa c tai d riippuu ulommasta silmukkamuuttujasta : tai syotteen koosta
n, joten taaskaan max-saantoda ei voi soveltaa.
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Summien
b
f() =" fs(n,i)

yksinkertaistamisessa on toisinaan hyotya erilaisista summakaavoista.

Usein kuitenkin saadaan riittavan tarkka tulos tekemalla turvallinen
ylaraja-arvio

b
> Is(n.i) = O((b — a+ 1) max fs(n, ))

eli arvioimalla

summa < (termien Ikm) - (suurin termi).

Tama olettaa a <b. Jos a > b, niin silmukkaa ei suoriteta ja aikavaativuus
on vakio (ehdon "a < b" testaamiseen kuluva aika).
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Tarkastellaan sitten while-silmukkaa

while E do S:

Jos tiedetaan, etta silmukka suoritetaan O(k(n)) kertaa ja E ja S menevat
joka kerta ajassa O(fr(n)) ja O(fs(n)), niin silmukan aikavaativuus on

O(k(n) - max{ fe(n), fs(n) }).

Yleisessa tapauksessa suureen k(n) maarittaminen voi olla mahdotonta,
mutta normaalissa tietorakenteiden ohjelmoinnissa sille yleensa |0ytyy
kohtuullinen vylaraja.
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Esimerkki 1.9: vaikeasti analysoitava while-silmukka. Tarkastellaan eri
alkuarvoilla a silmukkaa

n <— a
while n > 1
do if n on parillinen
then n «— n/2
else n«—3n-+1

On kuuluisa avoin ongelma, pysahtyyko silmukka kaikilla alkuarvoilla a.
Yleisesti uskotaan, etta pysahtyy; tama vaite tunnetaan Collatzin
konjektuurina. O
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Aliohjelmakutsu: Tarkastellaan seuraavasti maariteltya aliohjelmaa:

P(z1,..., o)
S.

Siis aliohjelman P runkoa merkitaan S. Kutsu
P(ai,...,ax)

analysoidaan korvaamalla se jonolla

T1 < ai

Lk < Ak

S.

APOWONR

Tama tietenkaan ei toimi, jos P on rekursiivinen. Rekursiivisia aliohjelmia
analysoidaan palautuskaavoilla, joita esitelladan myohemmin (lyhyesti).
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Esimerkki: binaarihaku

Oletetaan, etta kokonaislukutaulukko A[1..n] on (kasvavassa)
jarjestyksessa. Seuraava algoritmi selvittaa, onko luku z taulukossa:

Binary-Search(A[l..n],x)

1 left — 1

2 right <—n

3 while left < right

4 do

5 mid «— LleftzrightJ

6 if A[mid] < x

7 then left — mid +1

8 else if A[mid] > x

9 then right «— mid —1
10 else right <« left — mad
11  return Alleft] = =

Tassa |-| on alaspdin pyoristys: |z| on suurin kokonaisluku k, jolla k < z.
(Vastaavasti [z]| on pienin kokonaisluku k, jolla k > z.)
Merkinta z < y « a tarkoittaa, etta seka z etta y saavat arvon a.
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Algoritmin (ja sen analyysin) idea on suunnilleen seuraava:
e Kaikki alkion z mahdolliset esiintymat pidetaan valilla left .. right.
e Silmukan jokaisella kierroksella tama vali lyhenee puoleen entisesta.

e Silmukka paattyy, kun valin pituus on 1.

e Siis silmukan kesto on sama kuin puolitusten lukumaara, etta n:sta
paastaan 1:een, eli logsn.

Seuraavaksi esitetaan tama hieman tasmallisemmin.
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Ensin toteamme algoritmin oikeellisuuden. Vaitamme, etta silmukalla on
invariantti

jos z esiintyy taulukossa A[l..n]
niin x esiintyy osataulukossa Alleft .. right].

Silmukasta poistuttaessa left > right, joten Alleft .. right] voi sisaltaa vain
yhden alkion. Jos invariantti patee ja x on taulukossa, sen on oltava tama
ainoa alkio eli A[left] = x. Siis algoritmi toimii oikein, jos voimme osoittaa
invariantin patevan.

Selvasti invariantti patee silmukkaan tultaessa, koska talldin
A[l..n] = Alleft .. right]. Todetaan vield, etta invariantti myos pysyy
voimassa.
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Oletetaan, etta invariantti patee ennen silmukan rungon suorittamista. Jos
x ei esiinny taulukossa, niin invariantti triviaalisti patee aina. Oletetaan siis,
etta x on taulukossa, ja siis myos osataulukossa Alleft .. right].

1. Jos A[mid] < z, niin x ei esiinny osataulukossa Alleft..mid], joten se
esiintyy osataulukossa A[mid +1 .. right].

2. Jos A[mid] > z, niin z ei esiinny osataulukossa A[mid .. right], joten se
esiintyy osataulukossa Alleft .. mid —1].

3. Jos A[mid] = z, niin x tietysti esiintyy osataulukossa A[mid .. mid].

Joka tapauksessa rajojen paivityksen jalkeen edelleen x on osataulukossa
Alleft .. right]. Invariantti patee.

Siis algoritmi toimii oikein edellyttaen, etta silmukka ylipaansa pysahtyy.
Analysoidaan nyt tata.
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Olkoon m = right — left +1 osataulukon A[left .. right] koko.
Jos m = 0 tai m = 1, niin silmukka pysahtyy.

Tarkastellaan sitten tapausta, etta m > 2 ja m on parillinen. Siis m = 2p
missa p > 1. Osataulukkoon Alleft..mid —1] tulee p — 1 alkiota ja
osataulukkoon A[mid +1 .. right] tulee p alkiota. Siis seuraavalla kierroksella
osataulukon Alleft.. right] koko on korkeintaan p = m/2.

Tarkastellaan viela tapausta, etta m > 3 ja m on pariton. Siis m =2p+1
missa p > 1. Osataulukoihin Alleft..mid —1] ja ja A[mid +1 .. right] tulee
kumpaankin p alkiota. Siis seuraavalla kierroksella osataulukon Alleft .. right]
koko on korkeintaan p < m/2.
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Olkoon nyt m; osataulukon A[left .. right] koko, kun silmukkaa on suoritettu 1
kierrosta.

e Aluksi koko taulukko on mukana: mg = n.

e Jokaisella kierroksella mukana oleva osuus pienenee ainakin puolella:
mit1 < m;/2.

Tasta seuraa induktiolla, etta jos silmukkaa ylipaansa suoritetaan ¢
Kierrosta, niin m; < n/2".
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Olkoon k suoritettavien Kierrosten lukumaara. Koska k — 1 Kkierroksen
jalkeen suoritus viela jatkuu, niin

mg_1 > 2.
Toisaalta edellisen puoliintumistarkastelun perusteella
me_1 < n/2k_1.
Yhdistamalla edelliset saadaan
2 < my_1 <mn/2F1
eli
pl < n.

Ottamalla logaritmi puolittain saadaan silmukan suorituskertojen
lukumaaralle ylaraja

k <logsn.

Silmukan runko menee selvasti vakioajassa, joten algoritmin aikavaativuus
on O(logn).
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2. Joukko ja sen perustoteutukset:
pino, jono, lista
Tarkastelemme abstraktia tietotyyppia joukko, joka tassa on ajan mukana
Mmuuttuva kokoelma avaimella yksiloitavia alkioita.
Tarkastelemme ensin erikoistapauksia pino (stack) ja jono (queue):
e sopiva johdatus asiaan
e itsessaan tarkeita tietorakenteita

e ecjvat toteuta yleisia joukko-operaatioita.

Linkitetty lista on eras tapa toteuttaa yleinen joukko. MyOs varsinaisesta
linkitetysta listasta on runsaasti variaatioita (kahteen suuntaan linkitetty,
rengas, tunnussolmullinen, ...).
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Joukko abstraktina tietotyyppina

Tietotyyppina joukko on kokoelma alkioita:
e alkoita voidaan lisata ja poistaa
e yleensa alkiot ovat tietueita, joissa on avain ja muuta dataa

e esim. avain = opiskelijanumero ja
data = opiskelijan nimi, osoite ja puhelinnumero

e jatkossa usein avaimille on maaritelty jarjestys (numerojarjestys,
aakkosjarjestys, ...)

e datan muoto ja sisaltd voivat olla mita vaan

e toteutuksen kannalta avain ja data voidaan tallentaa yhteen tietueeseen,
tai avaimeen voidaan liittaa osoitin dataan (" satelliittitietue”)

Tallaista tietotyyppia kutsutaan myos dynaamiseksi joukoksi erotukseksi
matemaattisista joukoista.
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Tietotyypin "joukko” alkioihin liittyy lisaksi osoite, joka kertoo alkion
Ssijainnin tietorakenteessa.

e tyypillisesti osoitin tietueen sijaintiin tietorakenteessa
e yKksityiskohdat vaihtelevat sen mukaan, mita tietorakennetta kaytetaan

e nopeuttaa toimintaa tietyissa tilanteissa

Joukko voidaan toteuttaa useilla erilaisilla tietorakenteilla:
e taulukko
e crilaiset linkitetyt listat
e hakupuu (joka voi olla tasapainotettu)
e hajautusrakenne

e keko

Kurssin alkupuoli kuluu naiden lapikayntiin suunnilleen tassa jarjestyksessa
(mutta taulukosta ei ole paljon sanottavaa).
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Toteutukseen kaytetysta tietorakenteesta riippumatta joukolle on maaritelty
seuraavat operaatiot:

search(S, k): etsii avaimen k joukosta S ja palauttaa osoitteen
tietueeseen, jonka avain k on

insert(S,x): lisaa joukkoon osoittimen x osoittaman tietueen (avain
ja data)

delete(S, z): poistaa osoittimen z osoittaman tietueen

min(S) / max(S): palauttaa osoittimen avaimeltaan pienimpaan /
suurimpaan tietueeseen joukossa

pred(S,z) / succ(S,z): palauttaa osoittimen tietueeseen, joka
avainten maaraamassa jarjestyksessa valittomasti edeltaa /
seuraa x:n osoittamaa
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Eri operaatioiden aikavaativuus sen sijaan vaihtelee huomattavasti
tietorakenteen mukaan:

operaatio listal lista2 tasap. hajautus
(ei jarj.) | (Jarj.) | hakupuu
search O(n) O(n) | O(logn) O(1)
insert O(1) O(n) | O(logn) O(1)
delete O(1) O(1) | O(logn) O(1)
min, max O(n) O(1) | O(logn) O(n)
succ, pred O(n) O(1) | O(logn) O(n)

Jatkossa kasitellaan
e eri tietorakenteiden toteutusta
e oOperaatioiden nopeutta

e valintaa eri vaihtoehtojen valilla.



Pino ja jono
Pinossa poisto kohdistuu viimeksi lisattyyn alkioon
(last in, first out eli LIFO).

e vrt. puhtaat lautaset ruokalassa

e usein tehokas tapa hoitaa asiat.

Jonossa poisto kohdistuu ensiksi lisattyyn alkioon
(first in, first out eli FIFO)

e Vvrt. asiakkaat ruokalassa

e kaytetaan jos "reiluus’ tarkeaa.

Seka pino etta jono voidaan toteuttaa joko taulukkona tai linkitettyna
rakenteena.
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Pino
Pinon S operaatiot ovat seuraavat:

push(S,z): lisda x:n osoittaman alkion pinon paallimmaiseksi

pop(S): palauttaa arvonaan pinon paallimmaisen tietueen ja
poistaa sen pinosta

empty(S): palauttaa True jos pinossa ei ole yhtaan alkiota.
Koska datakentille ei tassa tehda mitaan, esitamme asian jatkossa ikaan
kuin pinossa olisi pelkat avaimet:

push(S, k): lisdaa avaimen k pinon paallimmaiseksi

pop(S): palauttaa arvonaan pinon paallimmaisen avaimen ja
poistaa sen pinosta

empty(S): palauttaa True jos pinossa ei ole yhtaan avainta.
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Pinon taulukkototeutuksen idea on seuraava:

e AlKiot talletetaan taulukkoon S[1..n], missa n on ennalta annettu
ylaraja pinon koolle.

e Kun pinossa on i alkiota, ne on talletettu osataulukkoon S[1..1].

e Alkoiden lukumaadrasta pidetdaan kirjaa muuttujassa top[S], joka siis
samalla osoittaa pinoon viimeksi lisatyn alkion paikan.

e Alussa top[S] = 0 ja pino on tyhja.
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Pino-operaatiot voidaan nyt toteuttaa seuraavasti:

push(S, k)

top[S] < top[S] + 1
S[top[S]] — k

pop(S)

top[S] + top[S] — 1
return S[top[S] + 1]

empty(S)
return top[S] = 0

e vanhat alkiot jaavat "roskaamaan’” pinoa
e top[S] kertoo, mika osa pinosta sisaltaa "oikeita" alkioita

e Kkukin operaatio toimii selvasti vakioajassa O(1)
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palauttaa 11 palauttaa 7

push(11) pop pop push(13)

8: ? 8: ? 8: ? 8: ? 8:

7. v 7. ? 7. v 7. K 7.

6: e 6: e 6: e 6: e 6: /
5: 7 (5)| 11 5:] 11 5:] 11 5:] 11
7 4l 7 7 4| 7 13
HEE HIEE HEE SIHE HEE
2: 3 2: 3 2: 3 2: 3 2: 3
1: 2 1: 2 1: 2 1: 2 1: 2

top = 4 top =5 top = 4 top =3 top = 4

Esimerkki pino-operaatioiden taulukkototeutuksesta. Huomaa, etta vaikka
alkio 11 sailyy toistaiseksi talletusrakenteessa, siihen ei enaa koskaan viitata.
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Emme edella ottaneet kantaa virhetilanteisiin:
Ylivuoto: push kun top[S] =n
Alivuoto: pop kun top[S] = 0.

Periaatteessa asiaan voi suhtautua kahdella tavalla:

e tietorakenteen toteutuksessa tehdaan aina virhetarkistukset ja
aiheutetaan poikkeus, jos tietorakennetta kaytetaan vaarin

e i tehda virhetarkistuksia, luotetaan etta tietorakennetta kaytetaan
oikein.

Kummallakin on etunsa. Talla kurssilla jatamme virhetarkistukset valiin
esityksen yksinkertaistamiseksi.
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Pinon sovellus: sulutuksen tasapainoisuus

Sulutuksen tasapainoisuus tarkoittaa, etta kullekin alkusululle [0ytyy
vastaava loppusulku ja kaantaen, eivatka erilaiset sulut mene ristiin:
Tasapainoinen sulutus: ¢ [ () { } 1)

( L ( ) { } ] )

R I S S N

Epatasapainoisia sulutuksia: ( [ ) 1ja ( [ 1]

( [ ) ] ( [ ]

] | L]

7



Sulutusongelman yleistetty versio on keskeinen ohjelmointikielten
syntaksitarkistuksessa. Tamantyyppisia ongelmia kasitellaan (jonkin verran)
kurssilla Laskennan mallit.

Oletetaan, etta funktio readnext palauttaa aina seuraavan merkin
syOtteesta. Ratkaistaan ongelma viemalla merkkeja pinoon:

e alkusulut painetaan pinoon
e |loppusulku "sy0” pinon paalta vastaavan alkusulun
e pinon alivuoto tarkoittaa lilan vahan alkusulkuja

e jOs pinoon jaa alkioita, niin alkusulkuja on liikaa.
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Saadaan seuraava algoritmi:

S «— tyhja merkkipino
while syoOtetta riittaa
do
cp «— readnext
if co on jokin merkeista (, [ tai {
then push(S, co)
else if empty(S)
then ERROR "liian vahan alkusulkuja”
else
c1 < pop(S)
if (c1 =' (/ and not ¢, ='))
or (c;1 ='[' and not ¢ =']’)
or (c1 ="{ and not ¢, ='})
then ERROR " sulut ristissa”
if not empty(S)
then ERROR "liikaa alkusulkuja”

Selvasti kukin syotemerkki kasitellaan vakioajassa eli aikavaativuus on O(n),
missa n on syotemerkkien lukumaara.
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Jono

Jonon @ operaatiot ovat seuraavat:

enqueue(Q, k): lisda avaimen k jonon viimeiseksi
dequeue(Q): poistaa jonosta ensimmaisen alkion ja palauttaa sen

empty(Q): palauttaa True jos jono on tyhja.

Toteutus on hieman hankalampi kuin pinolla, koska operaatioita kohdistuu
seka alku- etta loppupaahan.
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Jonon taulukkototeutuksen ymmartamiseksi kuvitellaan ensin, etta
kaytettavissa on rajoittamattoman suuri taulukko Q[1---]:

e jos jonossa on ¢ alkiota, ne ovat osataulukossa Q[i..i+ ¢ — 1] jollain 4

e muuttuja head[Q] = ¢ osoittaa taulukon ensimmaista kaytossa olevaa
kohtaa

e muuttuja tail[Q] = ¢ + ¢ osoittaa taulukon seuraavaa vapaata kohtaa

e aiemmin lisatyt alkiot ovat taulukon alussa.
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Operaatiot voidaan toteuttaa seuraavasti:

enqueue(Q, k)

Q[tail[Q]] — k
tail[Q] < tail[Q] + 1

dequeue(Q)

z — Q[head[Q]]
head[Q] < head[Q] + 1

return x

empty(Q)
return head[Q] = tail[Q]

Jono alustetaan tyhjaksi asettamalla head[Q] = tail[Q] = 1.
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Jos jonon koko on rajoitettu, myos talletusalueen koko voidaan rajata:
e Oletetaan, etta jonossa on kerralla korkeintaan n alkiota

e Siis edellisessa "ratkaisussa” aina tail — head[Q] < n.

e Havainto: kun tail[Q] saa arvon n + 2, niin oletuksen mukaan
head[Q] > 2

e siis paikka @[1] voidaan ottaa uusiokayttoon

Yleisemmin sen sijaan, etta talletettaisiin jotain aarettoman @Q-taulukon

kohtaan 7 missa i > n + 2, talletetaankin se kohtaan imod(n + 1), missa
mod tarkoittaa jakojaannosta.

Koska taulukon kaytossa olevan osan pituus on alle n + 1, mitkaan kaksi
alkiota eivat mene paallekkain.
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Korkeintaan n-alkioiselle jonolle saadaan siis seuraava toteutus:

enqueue(Q, k)

Q[tail[Q]] — k
tall[Q] «— (tail[Q] + 1) mod(n + 1)

dequeue(Q)

z — Qlhead|Q]]
head[Q] <« (head[@Q] + 1) mod(n + 1)
return «

empty(Q)
return head[Q] = tail[Q]

Kuten pinolla, kukin operaatio toimii vakioajassa.
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head tail head tail

2 3 5 7 ? ? ? ? 2 3 5 7 ? ?
dequeue head tail head tail
>< 3 5 7 ? ? ? ? >< 3 5 7 ? ?
enqueue(11) head tail head tail
> 3| s |7 || 2| 2|7 > 3| s |7 |11] 7
enqueue(13) head tail tail head
> 3| s |7 ||| 2|7 > 3| s | 7 |11]13
dequeue head tail tail head
(> s | 7|3 2| 2 > > s | 7 |11 ] 13
enqueue(17) head tail tail head
> s | 7|13 ]| ? 17 [ > | s | 7 | 11|13

Esimerkki jono-operaatioista rajoittamattomassa ja rajoitetussa taulukossa
(jonon maksimipituus n = 5, taulukossa 6 paikkaa). Rastilla on merkitty
talletusrakenteeseen jaaneet alkiot, jotka eivat enaa ole jonossa.
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Linkitetyt rakenteet

Edella esitetyssa pinon ja jonon toteutuksessa taulukosta loytyy milla
tahansa ¢ vakioajassa rakenteen alkio numero z.

Tallainen yleinen indeksointi ei kuitenkaan ole tarpeen, koska rakenteita
kasitelldan vain osoittimien top, head ja tail kautta ja nama osoittimet
muuttuvat kerralla vain yhdella.

Esim. pinon tapauksessa riittaisi, etta
e pino "tietad’ mista sen paallimmainen alkio |0ytyy

e pinon jokainen alkio tietaa, mista sen alla oleva alkio 10ytyy.

Tata hyodyntamalla voidaan

e sallia mielivaltaisen alkion poistaminen tai lisaaminen ilman koko
rakenteen uudelleenorganisointia

e kayttaa muistia tasan tarvittava maara.
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Pino taulukkoon talletettuna:

top =5

1 2 3 4 5
a b c d e
Pino linkitettyna rakenteena:
e

Np
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Kaytannossa tama tarkoittaa, etta pinon alkiot talletetaan tyyppia
pinosolmu oleviin tietueisiin, joissa on kentat

key: alkion avain
data: alkioon liittyva muu data (tai linkki satelliittitietueesee)

next: viite pinossa taman alkion alla olevan alkion
pinosolmu-tietueeseen.

Jatamme taas data-kentan huomiotta.

Pinon pohjimmaisen alkion next saa arvon Nil (osoitin joka osoittaa
ei-minnekddn, kuvassa —|).
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Linkitetyn pinon operaatiot voidaan nyt toteuttaa seuraavasti:

push(S, k)

T «— NEeW pinosolmu
key[x] < k

next[x] < top[S]
top[S] «— =

pop(S)

x <« top[S]
top[S] < next[x]
return key|x]

empty(S)
return top[S] = Nil

Kutsu " new pinosolmu’™ varaa tilaa tyyppia pinosolmu olevalle tietueelle ja
palauttaa osoittimen siihen. Toisaalta pop-operaatio jattaa roskia eli
solmuja, joihin ei ole viitetta. Naiden kasittely riippuu ohjelmointikielesta.

Pino alustetaan tyhjaksi asettamalla S < Nil.
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pop(S):

push(sS, f):
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Esimerkki linkitettyjen rakenteiden toteuttamisesta Javalla:

public void push(Object k) {
PinoSolmu uusi
= new PinoSolmu(k,top);

public class Pino {
private class PinoSolmu {

Object key; o = nuni
PinoSolmu next; ) p ;
private PinoSolmu
(Object k, _ _
PiioSolmu seur) { public Object pop() {
key = k; PinoSolmu pois = top;
} ’ return pois.key;
} }
giiX?ge{PlnoSolmu top; public boolean empty() {
top = null; return (top == null);
= ; ,
’ }

91



Lista

Tietotyyppi joukko voidaan toteuttaa linkitettyna listana, josta on eri
variaatioita:

e yvhteen tai kahteen suuntaan linkitetty
e jarjestetty tai ei
e rengas tai ei

e tunnusssolmullinen tai ei.

Naiden valisista eroista tarkeimmat (operaatioiden kertaluokkiin vaikuttavat)
ovat

e jarjestetty lista toteuttaa operaatiot min, max, succ ja pred vakioajassa,
jarjestamaton lineaarisessa

e delete-operaation toteuttaminen vakioajassa vaatii kahteen suuntaan
linkitetyn listan tai pienta temppuilua.

Mikaan naista ei toteuta search-operaatiota (laheskdan) yhta hyvin kuin
myohemmin esiteltavat tasapainoiset hakupuut ja hajautusrakenteet.
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56

head

/

78

e

key

next

12

Avaimet 56, 78,

prev

12, 4 ja 32 linkitetyssa listassa




Listan alkio talletetaan tyyppia listasolmu olevaan tietueeseen, jossa on
kentat

key. alkion avain

data: alkioon liittyva mahdollinen muu tieto
next: viite seuraavaan solmuun listassa

prev. viite edelliseen solmuun listassa

Koko listaan L liittyva attribuutti head[L] osoittaa listan ensimmaista solmua.

e data-kentta voi olla mita tahansa, mutta ei vaikuta toteutukseen;
jatamme sen jatkossa(kin) huomiotta

e yhteen suuntaan linkitetyssa listassa ei ole prev-kenttaa
e listan viimeisen (ensimmaisen) alkion nexst (prev) on Nil
e "seuraava’ ja "edellinen’” viittaa listan talletusjarjestykseen, ei avainten

jarjestykseen (vrt. succ ja pred)
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Listasta haetaan avainta tarkastamalla alusta lahtien solmuja next-osoittimia
seuraten. Jos avainta ei |loydy, palautetaan Nil.

search(L, k)

x < head[L]

while z #= Nil and k # key[z] do
x «— next|[x]

return «

Aikavaativuus kun listassa n alkiota:
e alustukset O(1), silmukan yksi iteraatio O(1)
e Silmukan toistoja pahimmillaan n

= operaation aikavaativuus ©(n)
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Lisaaminen tehdaan listan alkuun, jolloin se selvasti sujuu vakioajassa:

insert(L, k)

x «— new listasolmu
key[x] < k
next[x] < head[L]
prev[xz] < Nil
if head[L] # Nil
then prev[head[L]] <+ =
head[L] «— x
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head f

27

head\

56 78 / 12 / 32
insert(L,27)
56 78 / 12 / 32

A
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MyOs poisto sujuu vakioajassa, koska argumenttina oletetaan olevan suoraan
0soitin solmuun:

delete(L,z)

y < prev[z]
z «— next[x]
if y = Nil
then head[L] « z
else next[y] — =
if 2 % Nil
then prev[z] <y

Jos halutaan poistaa avain k, sen osoite pitaa ensin hakea
search-operaatiolla:

x <« search(L, k)

if % Nil
then delete(L, z)
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heac/f

headf

27

27

56 78 12 / 32
delete(L,search(L,12))
56 78 12 / 32
et Py et

99



Pienimman avaimen loytaminen edellyttaa koko listan lapikayntia:

min(L)
x < head[L]
p < head[L]
while p #= Nil do

if key[p] < key[x]
then x «—p

p «— next[p]
return «

Koko lista kdaydaan aina lapi, joten aikaa kuluu ©(n).

Operaatio max toteutetaan vastaavasti.
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MyOs seuraavaksi suurimman avaimen loytaminen edellyttaa koko listan
lapikayntia:

succ(L,x)

y — Nil
p «— head[L]
while p # Nil do
if key[p] > key[x] and (y = Nil or key[p] < key[y])
then y «—p

p «— next[p]
return y

Koko lista kdydaan aina lapi, joten aikaa kuluu ©(n).

Operaatio pred toteutetaan vastaavasti.
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Jarjestetty rengaslista

Avainten jarjestykseen liittyvat operaatiot min, max, pred ja succ saadaan
toimimaan vakioajassa tallettamalla listan alkiot avaimen mukaisessa
jarjestyksessa.

Vastapainona lisaysoperaatio vaikeutuu, koska alkiolle pitaa etsia sen oikea
paikka.

Koska max joka tapauksessa tarvitsee osoittimen myos listan loppuun,
esitamme jarjestetysta listasta rengasversion:

e Viimeisen alkion next osoittaa listan ensimmaista alkiota

e ensimmaisen alkion prev osoittaa listan viimeista alkiota.
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headj

12

32

/

56

/

78

-

Jarjestetty rengaslista
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Jarjestykseen liittyvat kyselyt ovat nyt hyvin helppoja:

min(L)
return head[L]

max(L)

if head[L] = Nil
then return Nil
else return [prev[head[L]]

succ(L,x)

if next[x] = head[L]
then return Nil
else return nest[z]

pred(L,x)

if x = head[L]
then return Nil
else return prev|z]
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Poisto-operaatio on oleellisesti kuten ennen:

delete(L,z)

y < prev|x]
z «— next[z]

if £ =z > Listassa vain yksi alkio
then head[L] < Nil
else

next|y] < z
prev(z] <y
if © = head[L]
then head[L] « z
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Etsimista voidaan hieman tehostaa lopettamalla, kun tulee vastaan liian
suuri avain:

search(L, k)
if head[L] = Nil
then return Nil
x <« head[L]
while next[z] # head[L] and k > key[x] do
x «— next[x]
if keylx] =k
then return x
else return Nil

Pahimmassa tapauksessa koko lista joudutaan kuitenkin kaymaan lapi, joten
aikavaativuus on ©(n).
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Lisaaminen on sotkuista lahinna monien erikoistapausten takia:

insert(L, k)

x < new listasolmu;  keyl[z] «<— k; p <« head[L]
if p = Nil > Lisays tyhjaan listaan

then

next[x] < prev[z] « head[L] « x

elseif k < key[p]

then

else

> Lisays listan alkuun
next[x] «— p

prev(z] <« prev(p]
next[prev[x]] < prev[next[x]] < head[L] «— x

while next[p] #& head[L] and key[p] < k do  p <« next[p]
if k> key[p]
then > Lisays listan loppuun
next[x] < head[L];  prev[z] <~ p
prev|[next[x]] < next[prev[x]] «— x
else > Lisays listan keskelle
next[x] «<— p;  prev[z] <« prev[p]
prev[nexst[x]] < next[prev([z]] — x
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Tunnussolmullinen lista

Liitetaan listan alkuun ylimaarainen tunnussolmu, johon ei liity mitaan
avainta:

e merkitdaan listan L tunnussolmua nil[L]

e next[nil[L]] osoittaa listan ensimmaista varsinaista solmua
e prev[nil[L]] osoittaa listan viimeista solmua

e kuten yleensa, prev[nexst[nil[L]]] = next[prev[nil[L]]] = nil[L]
e tyhjalla listalla next[nil[L]] = prev[nil[L]] = nil[L]

Tunnussolmu vahentaa hankalien erikoistapausten maaraa.

Esitetaan tasta vain jarjestamaton versio.

108



—

head/

56

=~

78

/

12

/

/

/32

_

)

Tunnussolmullinen jarjestamaton rengaslista
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Etsinta sujuu kuten ennenkin:

search(L, k)

x «— next[nil[L]]
while z # nil[L] and k # key[z] do
x «— next|x]
if x = nil[L]
then return Nil
else return x
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Poisto ja lisayskin ovat hyvin suoraviivaisia:

delete(L,x)

next[prev[x]] < next[x]
prev[next[x]] < prev[x]

insert(L, k)

x «— new listasolmu

key[x] «— k

next[x] < next[nil[L]]

prev|z] <« nil[L]

prev[next[x]] < next[prev[x]] «— =
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3. Hakupuut

Hakupuu on listaa tehokkaampi dynaamisen joukon toteutus. Erityisesti
suurilla tietomaarilla hakupuu kannattaa tasapainottaa, jolloin
paivitysoperaatioista tulee hankalampia toteuttaa mutta etsiminen nopeutuu
huomattavasti.

B-puu on hakupuun laji, joka sopii mm. tietokantasovelluksiin, joissa rakenne
on talletettu kiintolevylle eika keskusmuistiin.

Puita yleensa kaytetaan paitsi tietorakenteena myos abstraktina mallina
erilaisille tietojenkasittelytehtaville:

e ongelmanratkaisun mallintaminen peruuttavana etsintana ( Tekoaly)
e tietokoneohjelman jasennyspuu (Laskennan mallit)

e shakin tms. pelipuu.
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Vapaa puu (free tree)

Vapaa puu on erikoistapaus myohemmin esiteltavasta verkosta (graafi, engl.
graph). Se koostuu solmuista (vertex, node) ja kahta solmua yhdistavista

kaarista (edge). Puussa minka tahansa kahden solmun valilla on tasan yksi
kaarista muodostuva reitti eli polku. (Sahaamista edestakaisin ei lasketa eri

o OO, &)
Wb

Myohemmin esiteltavaa verkkoterminologiaa kayttaen vapaa puu on
yhtenainen sykliton suuntaamaton verkko.
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Juurellinen puu (rooted tree)

Jatkossa (jos ei muuta mainita) " puu” tarkoittaa juurellista puuta, jossa yksi
solmu on asetettu erikoisasemaan juureksi. Tama asettaa samalla muutkin
solmut eri asemaan sen perusteella, kuinka kaukana ne ovat juuresta.

Tietojenkasittelytieteessa puu piirretaan juuri ylospain. Alla siis juurena on

solmu e.
()

¥ /\
©

/N
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Jos juuresta solmuun = meneva polku kulkee solmun y kautta, niin
e solmu x on solmun y seuraaja eli jalkelainen

e solmu y on solmun x edeltaja eli esi-isa.

Jos lisaksi y %= x, niin solmu x on solmun y aito seuraaja solmu y on solmun
x aito edeltaja. Siis jokainen solmu on seka oma esi-isansa etta jalkelaisensa.

Jos lisaksi solmujen x ja y valilla ei ole muita solmuja, niin
e solmu z on solmun y lapsi

e solmu y on solmun x vanhempi.

Kaytamme muutenkin sukupuista periytyvaa terminologiaa. Esim. solmut
ovat sisaruksia, jos niilla on sama vanhempi.

Solmu on sisasolmu, jos silla on ainakin yksi lapsi. Muut kuin sisasolmut
ovat lehtia.
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Esimerkkeja solmuterminologiasta

(&) (9)
/N
(<)
/N
@ ©®
e solmun c esi-isat ovat ¢, d ja e
e solmun g jalkelaiset ovat g, f, h ja 2
e solmut d ja g ovat sisarukset
e solmu g on solmun ¢ seta, ja e on solmun c isoisa

e puun sisasolmut ovat e, d, g, cja h
e puun lehdet ovat a, b, f ja 2.
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Maarittelemme tasmallisemmin, etta polku on sellainen jono solmuja
x1,...,TE, €tta solmujen z; ja x;41 valilla on kaari kaikilla : <7<k —1. Polun
pituus on silla olevien kaarten lukumaara eli tassa k — 1. Erityisesti jokaisesta
solmusta itseensa on polku, jonka pituus on O.

Solmun taso eli syvyys puussa on siihen juuresta johtavan polun pituus. Siis
juuren syvyys on O.

Solmun korkeus on pisimman solmusta sen jalkelaiseen johtavan polun
pituus. Siis lehden korkeus on O.

Koko puun korkeus on sen juuren korkeus, eli syvimman lehden syvyys.

Havainto: koska juurta lukuunottamatta jokaisella solmulla on tasan yksi
vanhempi,

kaarten Ikm. = solmujen |[km. — 1.
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syvyys = 0 korkeus = 3

syvyys =1
korkeus = 2

Syvyys = 2
korkeus = 1

syvyys = 3 @ @ syvyys = 3
korkeus = 0 korkeus = 0

Puun korkeus on 3.

SYVyys = 2
korkeus = 0

syvyys =1
korkeus =1
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Puu rekursiivisena rakenteena

Juurelliselle puulle voidaan verkkoformalismin sijaan antaa myos
rekursiivinen maaritelma:
e ONn olemassa tyhja puu, jota merkitaan Nil

e jOS On olemassa solmu r ja puut Ti,...,T;, missa k > 0, niin voidaan
muodostaa puu, jonka

— juurena on r
— alipuina ovat T1,...,T}.

Jos esim. ajatellaan, etta jokaiseen solmuun z liittyy kokonaisluku wval[z], niin
koko puussa T olevien arvojen summa Sum[T] voidaan nyt maaritella
rekursiivisesti

e Sum[Nil] =0
e jOs puulla T" on juuri r ja alipuut T4,...,T, niin

k
Sum[T] = val[r] + Z Sum|[T;].
i=1

Tasta saadaan suoraan rekursiivinen algoritmi summan laskemiseksi.
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2] (o] L]

Puu verkkona ja rekursiivisena rakenteena

120



Binaaripuu
Erotukseksi tavallisesta juurellisesta puusta

e solmulla voi olla korkeintaan kaksi lasta

e lapset on "nimetty’ : solmulla on vasen lapsi ja oikea lapsi, joista toinen
tai molemmat voi puuttua.

Merkinnat left[z] ja right[x] tarkoittavat viitetta solmun x vasempaan ja
oikeaan lapseen. Lapsen puuttumista merkitaan arvolla Nil.

Solmuun left[z] juurtuvaa puuta sanotaan solmun x vasemmaksi alipuuksi.
Vastaavasti maaritellaan oikea alipuu. Jos lasta ei ole, vastaava alipuu on
tyhja. Tyhjasta binaaripuusta kaytetaan (taas) merkitaan Nil.
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Vasen ja oikea lapsi kuvataan piirroksessa ilmeisella tavalla.

Huom. seuraavat binaaripuut ovat eri binaaripuita, vaikka vastaavat
juurelliset puut ovat samat:
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Lause 3.1: Bindaripuun tasolla (= syvyydelld) ¢ on korkeintaan 2! solmua.
Todistus: Induktio tason 7 suhteen.
Jos ¢ = 0, niin tasolla ¢ on vain puun juuri, ja 29 = 1.

Olkoon sitten ¢ > 1. Tehdaan induktio-oletus, etta missa tahansa
bindaripuussa tasolla i — 1 on korkeintaan 2~1 solmua. Nyt missa tahansa
binaaripuussa tasolla 7 olevat solmut voidaan jakaa kahteen luokkaan:

e vasemman alipuun tasolla 2 — 1 olevat solmut

e Oikean alipuun tasolla 7+ — 1 olevat solmut.

Kumpiakin on induktio-oletuksen nojalla korkeintaan 2i—1 ‘kappaletta, joten
kaikkiaan tasolla i on solmuja korkeintaan 2¢—1 4 2i—1 = 2i kappaletta. O

123



Lause 3.2: Jos bindadripuun korkeus on k, niin siind on korkeintaan 2Ft1 — 1
solmua.

Todistus 1: Induktio puun korkeuden k suhteen.
Jos korkeus on k = 0, niin solmuja on korkeintaan 1 = 20+ _ 1.

Oletetaan nyt, etta £ > 1 ja korkeutta k — 1 olevassa binaaripuussa on
korkeintaan 2(:-1D+1 _ 1 — 2k _ 1 solmua. Siis korkeutta k olevassa
binaaripuussa on korkeintaan

e YKSi solmu juuressa
e 2F — 1 solmua vasemmassa alipuussa ja

e 2F — 1 solmua oikeassa alipuussa

eli yhteensd 1 +2-(2F —1) =21 _ 1 solmua. O
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Todistus 2: Korkeutta k olevassa puussa on tasot 0,1,2,...,k. Edellisen
lauseen nojalla siina on

e korkeintaan 2° = 1 solmu tasolla 0
e korkeintaan 2! = 2 solmua tasolla 1
e korkeintaan 22 = 4 solmua tasolla 2

e korkeintaan 2% solmua tasolla k

eli yhteensa korkeintaan

1 — 2k+1
1+2+4+...+2’f:ﬁ=2k+1—1
solmua, missa on kaytetty geometrisen sarjan summakaavaa
q — ———
i=0 l1—gq
O
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Binaaripuu on

taysi jos jokaisella solmulla on O tai 2 lasta
taydellinen jos se on taysi ja kaikki lehdet ovat samalla tasolla

vain yksi
lapsi

/

R

lehdet eri
tasolla

taysi, ei taydellinen ei taysi taydellinen

Siis taydellisessa binaaripuussa on kaikki solmut, jotka sen korkuiseen
mahtuvat.
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Edellisista todistuksista nahdaan helposti, etta korkeutta k olevassa
taydellisessa binaaripuussa on

e tasan 2Ft1 _1 solmua

e tasan 2F lehte3.

Lause 3.3: Jos binaaripuussa on n solmua, niin sen korkeus on ainakin
[logo(n+1)] — 1.

Todistus: Olkoon n-solmuisen binaaripuun korkeus h.
Edellisen lauseen mukaan n < 2h+1 1,

Ratkaisemalla tama saadaan h > log>(n+ 1) — 1.
Lisaksi tietysti ~ on kokonaisluku. O

Yhtasuuruus h = log>(n+ 1) — 1 patee, jos ja vain jos binaaripuu on
taydellinen.
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Toisaalta n solmusta ei mitenkaan saa aikaan pidempaa lehteen vievaa
polkua kuin n — 1, joten patee

Lause 3.4: Jos binaadripuussa on n solmua, niin sen korkeus on korkeintaan
n—1. 0

Siis n-solmuisen binaaripuun solmuja n
korkeus h on valilla

korkeus=n—1

logo(n+1)—1<h<n-1,

ja kumpikin raja voidaan
saavuttaa.
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Binaaripuualgoritmien perusrakenne

Monet binaaripuualgoritmit syntyvat luonnostaan kayttamalla rekursiota
puun rekursiivista rakennetta noudattaen.

Jos esim. binaaripuussa on avaimina kokonaislukuja, niin avainten summa
voidaan laskea kutsulla Sum(x), missa = on puun juuri:

Sum(xz)
if x = Nil
then return O > tyhja puu

else
x «— Sum(left[z])
y «— Sum(right[x])
return key[z] +x + vy

(Muuttujia « ja y on kaytetty havainnollistamaan algoritmin rakennetta,
tietysti voitaisiin yksinkertaisesti palauttaa
key[z] + Sum(left[x]) + Sum(left[x]).)
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Binadripuun tallettamisessa on usein katevaa (mutta ei valttamatonta)
liittaa kuhunkin solmuun myos viite sen vanhempaan.

Siis solmussa x on seuraavat kentat:

key[x]: solmuun talletettu avain

data[x]: solmuun talletettu muu tieto
left[x]: osoitin vasemman alipuun juureen
right[x]: osoitin oikean alipuun juureen
plx]: osoitin vanhempaan.

Emme taas jatkossa kiinnita huomiota data-kenttaan.
Kentat left[x] ja right[z] saavat arvon Nil, jos vastaava alipuu on tyhja.
Kentta p[x] saa arvon Nil, jos £ on koko puun juuri.

Puun T juureen osoittaa root[T].
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=

Binaaripuun talletusrakenne
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Monet binaaripuualgoritmit perustuvat puun solmujen lapikayntiin jossain
nimenomaisessa jarjestyksessa.

Seuraava algoritmi tulostaa solmujen avaimet sisajarjestyksessa:

Inorder-Tree-Walk(x)

if % Nil
then
Inorder-Tree-Walk(left[x])
print key[x]
Inorder-Tree-Walk(right[x])

Tulostamisen sijaan voidaan tietysti tehda kullekin solmulle jokin
mutkikkaampikin operaatio.
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Solmut voidaan tulostaa myos esijarjestyksessa

Preorder-Tree-Walk(x)

if © £ Nil
then
print key[x]
Preorder-Tree-Walk(left[x])
Preorder-Tree-Walk(right[z])

tai jalkijarjestyksessa

Postorder-Tree-Walk(x)

if % Nil
then
Postorder-Tree-Walk(left[x])
Postorder-Tree-Walk(right[z])
print key[x]
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Binaaripuun solmut

sisajarjestyksessa: 4, 2, 5,7, 1, 6, 3
esijarjestyksessa: 1, 2,4, 5,7, 3, 6
jalkijarjestyksessa: 4, 7, 5, 2, 6, 3, 1
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Olettaen, etta yksittdiseen solmuun kohdistuva operaatio (edella print)
sujuu vakioajassa, kaikkien kolmen lapikayntialgoritmin resurssivaativuudesta
voidaan todeta seuraavaa.

Aikavaativuus on ©(n), missa n on solmujen lukumaara. Jokaista solmua
kohti nimittain tehdaan kerran seuraavat toimet:

1. valmistellaan rekursiivinen kutsu vasemmalla alipuulla
2. valmistellaan rekursiivinen kutsu oikealla alipuulla

3. kasitellaan solmu itse.

Tilavaativuus on ©(h), missa h on puun korkeus. Nimittdain tilavaativuus
on verrannollinen rekursiopinon maksimisyvyyteen, ja pinossa on kerrallaan
aina yhta puun haaraa vastaavat kutsut.

Lapikaynnit on mahdollista toteuttaa myos ilman rekursiota vakiotilassa
olettaen, etta kahden osoittimen yhtasuuruusvertailu on mahdollista (HT).
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Binaarihakupuu
Oletamme nyt, etta puuhun talletetut avaimet ovat kokonaislukuja tai niille
muuten on maaritelty jarjestysrelaatio <.

Binaarihakupuu on binaaripuu, jossa avaimet toteuttavat
binaarihakupuuehdon

jos solmu x on solmun y vasemmassa alipuussa niin key[x] < key|[y] ja
jos solmu z on solmun y oikeassa alipuussa niin key[y] < key[z].

Alla on kaksi erilaista binaarihakupuuta avaimille 2,3,5,7,11,13,17:

SR

Huom. kun binaarihakupuun avaimet tulostetaan sisajarjestyksessa, ne
tulostuvat samalla suuruusjarjestyksessa.
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Joukko-operaatiot binaarihakupuussa

Oletamme yleensa, etta sama avain voi esiintya puussa vain kerran.

Binaarihakupuuehdon avulla avaimen k etsiminen puusta 7' voidaan suoraan
ohjata haluttuun solmuun kutsulla Search(root[T], k). Jos avainta ei ole,
palautetaan Nil.

Search(z, k)

if x = Nil or key[x] =k
then return «x

if k< key[x]
then return Search(left[z], k)
else return Search(right[x], k)

Operaation aikavaativuus on verrannollinen lapikaydyn polun pituuteen, eli
pahimmassa tapauksessa ©(h), missa h on puun korkeus.

Muistetaan, ettda h on Q(logn) ja O(n), missa n on solmujen lukumaara.
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Rekursiivisella Search-algoritmilla myos muistintarve on verrannollinen polun
pituuteen. Vakiomuistitilaan paastaan helposti iteratiivisella versiolla:

Search(z, k)

while z #= Nil and key[z] # k do
if k< key[x]
then z « left[z]
else x « right[x]
return x

Pienin avain I0ydetaan menemalla aina vasemmalle:

Min(z)

while left[z] # Nil do
x «— left[x]
return «

Operaatio Max saadaan vaihtamalla kumpikin left right:iksi.

Operaation Min ja Max vaativat nekin pahimmassa tapauksessa ajan ©(h).
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Solmun z seuraajaa Succ(xz) voidaan joutua etsimdan joko sen jalkeldisista
tai esi-isista.

Jos solmulla x on oikea alipuu, seuraaja on taman alipuun pienin alkio.

Muuten mikaan solmun x jalkelainen ei ole sita suurempi, ja pitaa etsia
sopiva esi-isa. Sopiva esi-isa on sellainen z, etta jollain solmujonolla

Y1,--., Y, Patee
® y1==zjay, =2
o yo = left[yi]

e y,+1 = right[y;] kun 2 <i < k.

Toinen tapa sanoa sama asia: Etsitdaan laajin alipuu, jossa key[xz] on suurin
avain. Nyt Succ(z) on taman alipuun vanhempi.
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Solmu z on solmun x seuraaja.
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Miksi tama toimii? Pitaa osoittaa, etta key[x] < key[z] mutta millaan y ei
pade key[z] < keyly] < key[z].

Ehto key[x] < key[z] patee, koska x on alipuussa left[z].
Valitaan nyt mielivaltainen solmu y.
e Jos y on solmun z oikeassa alipuussa, niin key[y] > key[z].

e JOs y on solmun z vasemmassa alipuussa ja y #= x, niin keyly] < key|[x]
(silla x = Max(left[z])).

e Jos y ei lainkaan ole solmuun z juurtuvassa alipuussa, niin solmusta y
katsoen z ja x ovat samassa alipuussa, joten
joko keylz] < keyly] Ja keylz] < key[y]
tai key[z] > key[y] ja key[x] > keyly].

Missdan tapauksessa ei pade key[z] < keyly] < key[z].
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Kunkin solmun seuraaja on merkitty nuolella.
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Saadaan seuraava pseudokoodi:

Succ(x)

if right[x] # Nil
then return Min(right[x])
else
y < plz]
while y #= Nil and x = right[y] do
r<—1Y
y < ply]
return y

Tamankin operaation aikavaativuus on pahimmassa tapauksessa ©(h),
koska voidaan joutua menemaan puuta ylospadin tai (operaatiossa Min)
alaspain lahes koko sen korkeus.
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Avaimen lisaamisessa etsitaan ensin Search-proseduurin tapaan paikka, jossa
avaimen pitaisi olla.

Nyt siina kohtaa onkin tyhja puu, joka korvataan uudella solmulla.

Koska tyhjasta puusta ei (tietenkdan) ole linkkia vanhempaan, pidetaan
tasta kirjaa apumuuttujassa y.

Pseudokoodi on seuraavalla kalvolla. Kuten edellisilla operaatioilla,
aikavaativuus on O(h) ja tilavaativuus O(1).

Siirrymme kohta tasapainoisiin puihin, joissa lisayksen yhteydessa voidaan
muutenkin muokata puun rakennetta tavoitteena korkeuden vahentaminen.
Tassa kuitenkin solmu vain lisataan sopivaan paikkaan. Jos esim. lisataan n
solmua avainten mukaisessa jarjestyksessa, syntyy korkeutta n — 1 oleva puu.
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Insert(T, k)

z «+— New puusolmu
keylz] < k
left[z] < right[z] < Nil
if root[T] = Nil
then root[T] «+ z
P[z] < Nil
else z «— root[T]
while z % Nil do
Yy
if k< key[x]
then x « left[z]
else z « right[z]
plz] — vy
if k< keyly]
then left[y] «— =
else right[y] « z

145



Solmun z poistaminen on operaatioista hankalin. Se jakautuu eri tapauksiin
sen mukaan, kuinka monta lasta solmulla z on.

z on lehti: helppoa, solmu vain poistetaan

solmulla z tasan vyksi lapsi: helppoa, kuten poisto kahteen suuntaan
linkitetysta listasta: osoittimet vedetaan poistettavan solmun
ohi.

solmulla z on kaksi lasta: hankala tapaus. Solmua z ei voi poistaa
rikkomatta puuta. Sen sijaan

e vaihdetaan solmun z ja seuraajasolmun y = Succ(z) sisalto
e poistetaan solmu y.

Koska tdssa tapauksessa y = Min(right[z]), niin solmulla y on
korkeintaan yksi lapsi. Koska key[z] ja key[y] ovat perdakkaiset,
vaihto ei riko hakupuuominaisuutta.

Koska rakenteesta poistuva solmu voi olla y # 2z, palautetaan osoitin tahan,
jotta sille varattu muisti voidaan haluttaessa vapauttaa.

Kuten edella, aikavaativuus on O(h) ja tilavaativuus O(1).
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Delete(7)

Kaksilapsisen solmun poisto
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Pseudokoodi poisto-operaatiolle:

Delete(T, z)
if left[z] = Nil and right[z] = Nil
then > ei lapsia
w «— p|z]
if w = Nil

then root[T] < Nil
elseif z = left[w]

then left[w] « Nil
else right[w] < Nil
return z

> jatkuu . ..
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> Delete jatkuu . ..

if left[z] = Nil or right[z] = Nil
then > yksi lapsi
if left[2] % Nil
then z « left[z]
else x « right[z]
w «— p|z]
it w = Nil
then root[T] <+ x
elseif z = left[w]
then leftfw] «— =
else right[w] «— x
plr] « w
return z

> jatkuu ...
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> Delete jatkuu . ..

> Nyt left[z] & Nil and right[z] 7 Nil; kaksi lasta
y <« Succ(z) > joten left[y] = Nil
x «— right[y]

w «— ply]
if y = left[w]
then left[w] «— x
else right[w] <+ =
if % Nil
then plx] «— w

key(z] < keyly]
return y

> Delete loppu
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Yhteenveto: osaamme toteuttaa kaikki joukko-operaatiot binaarihakupuuta
kayttaen ajassa O(h), missa h on puun korkeus. Tasta tiedetaan

logo(n+1)—1<h<n-—1.

Jos voisimme taata h = O(logn), tietorakenteeseen voisi olla hyvin
tyytyvainen. Edella esitetyilla operaatioilla voidaan kuitenkin paatya
tilanteeseen h = Q2(n) (esim. lisatdaan solmut jarjestyksessa).

Voimme taata h = O(logn), ja siis joukko-operaatioden toteutumisen
logaritmisessa ajassa, kayttamalla tasapainoisia binaarihakupuita. Tama
voidaan tehda monella eri tavalla, mutta perusidea on lisaysten ja poistojen
vhteydessa korjata puurakennetta, jos puussa on lehtia kovin eri korkeuksilla.
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Tasapainoiset hakupuut

Tavoitetta toteuttaa joukko-operaatiot ajassa O(logn) voidaan lahestya eri
tavoin:

AVL-puut: historiallisesti ensimmainen (1962) ja toteutukseltaan
yksinkertaisin

punamustat puut: AVL-puun idean tehostettu versio; kaytetaan
esim. Javan standardikirjastoissa.

B-puut: tehokkaita levymuistia kaytettaessa

splay-puut: ei takaa tasapainoisuutta, mutta operaatioiden
aikavaativuus silti O(logn) per operaatio kun tarkastellaan koko
operaatiojonoa

skip-lista: ei puurakenne, vaan usean listan hierarkia; aikavaativuus
O(logn) odotusarvoisesti

treap: satunnaisuutta kayttava puun ja keon (heap) yhdistelma;
""odotusarvoisesti tasapainoinen”

Esittelemme tassa AVL-puut ja B-puut.
152



Hakunopeuden kannalta paras tilanne on taydellinen puu. Talloin n-alkioisen
puun korkeus on log,(n + 1) — 1. Puuta on kuitenkin vaikea pitaa edes
suunnilleen taydellisena, kun siihen lisataan ja siita poistetaan alkioita.

Pahin tilanne on lineaarinen puu, jossa kaikki oikeat tai kaikki vasemmat
alipuut ovat tyhjia. Korkeus on n — 1.

Intuitiivisesti puu on "tasapainoinen”, kun se muistuttaa muodoltaan
enemman taydellista kuin lineaarista puuta. Eri tavat maaritella
tasapainoisuus tasmallisesti johtavat hieman erilaisiin tietorakenteisiin (esim.

AVL-puu tai punamustat puu).

lineaarinen tasapainoinen? melkein taydellinen
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Teknisesti ottaen haluamme maaritella jonkin taydellisyytta hieman
heikomman tasapainoehdon, joka

e ONn helpompi pitaa voimassa kuin taydellisyys mutta

e takaa kuitenkin, ettd puun korkeus on ©(logn).
Siis yvllapidon helpottamiseksi loysennamme ehtoa niin, etta puun korkeus
kasvaa enintaan vakiokertoimella.

Tasapainoehdon intuitiivinen merkitys on yleensa karkeasti, etta jokaisen
solmun vasen ja oikea alipuu ovat jossain mielessa suunnilleen
samankokoiset.

Huomaa, etta pelkastaan juuren tarkasteleminen ei riita:

Juuren vasen ja oikea alipuu nayttavat samankokoisilta, mutta puun korkeus
on |n/2]| eli puu ei ole tasapainoinen.

154



AV L-puut [Adel’'son-Vel'skii ja Landis 1962]

Normaalin bindaripuun solmussa olevien kenttien key, left, right ja P lisaksi
jokaisessa AVL-puun solmussa on kentta height, joka ilmoittaa solmun
korkeuden.

Muistin virkistykseksi:

e Solmun korkeus on kaarten maara pisimmalla johonkin sen jalkelaiseen
johtavalla polulla.

e Esityisesti lehden korkeus on O.

e Puun (tai alipuun) korkeudella tarkoitetaan sen juuren korkeutta.
Edellisen kanssa on yhteensopivaa, etta tyhjan binaaripuun Nil korkeudeksi
maaritellaan —1. Siis olettaen height-kentat voidaan puun korkeus laskea
funktiolla

Height(T")

if T'= Nil
then return —1
else return height[T]
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AVL-puulta vaaditaan, etta se toteuttaa seuraavan tasapainoehdon:

minka tahansa solmun vasemman ja oikean alipuun korkeuksien
erotus on joko —1, O tai 1.

Toisin sanoen vaaditaan
| Height(left[x]) — Height(right[x]) | < 1 kaikilla solmuilla .
Haluamme osoittaa, etta

e jos tasapainoehto on voimassa, niin puun korkeus on O(logn)

e jOS tasapainoehto rikkoutuu avaimen lisayksen tai poiston yhteydessa,
se voidaan saada taas voimaan ajassa O(logn) puuta sopivasti
muokkaamalla.
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Allaolevaan kahteen puuhun on merkitty solmujen korkeudet ja selvyyden
vuoksi myos Nil-alipuut (musta nelid).

/3@\1\/@\/

() (1)
L d W Mo e W
= BA

Vasemmanpuoleinen puu toteuttaa AVL-tasapainoehdon,
oikeanpuoleinen ei toteuta.
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Tarkastellaan ensin AVL-puun korkeuden ja solmujen lukumaaran suhdetta.

Lause 3.5: Jos AVL-puun korkeus on h, niin siina on ainakin Fjp43 —1
solmua, missa F; on 2:s Fibonaccin luku.

Ennen lauseen todistusta tarkastellaan sen seurauksia.

Fibonaccin luvut 0,1,1,2,3,5,8,13,... maaritellaan palautuskaavalla
Fo=20
=1

Fn_|_2 = Fn_|_1 + F, kun n > 0.
Fibonaccin luvuille tunnetaan myos eksplisiittinen kaava

1 14+ +v5\" 1—v5\"
F, = — — ] 4+ | — :
V5 2 2
Kaavan voi johtaa esim. generoivien funktioiden avulla, mutta tama

tekniikka ei kuulu kurssin alueeseen. Kaava on kuitenkin helppo todeta
oikeaksi induktiolla.
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Luku (1 ++/5)/2 ~ 1,618 tunnetaan kultaisena suhteena. Koska toinen
potenssiin korotettava luku (1 —+/5)/2 ~ —0,618 on itseisarvoltaan ykkdst3
pienempi, termi ((1 —+/5)/2)" pienenee nopeasti, kun n kasvaa. Itse asiassa

Sl

missa [z] tarkoittaa reaalilukua x pyoristettyna lahimpadan kokonaislukuun.

Olkoon S(h) pienin solmujen lukumaara korkeutta h olevassa AVL-puussa.
Lauseen mukaan

S(h) =Fpy3 — 1=~

1 /14+v5\"" 16183
— 1=
V5 2 2,236

Solmujen lukumaara kasvaa siis eksponentiaalisesti korkeuden funktiona.
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Olkoon puolestaan H(n) suurin n-solmuisen AVL-puun korkeus.
H(n) = h, niin

1,618"+3
> S(h) = F; — 1~ = —1
n > S(h) h+3 2 236
Unohtamalla pyoristysvirheet ja ratkaisemalla saamme
1,618*3
n > —
- 2,236

2.236-(n4+1)>1,618"13
logs(n + 1) 4109, 2,236 > (h 4+ 3) log, 1,618
logs(n + 1) + log, 2,236
log, 1,618 B
~ 1,44109>(n+1) —1,33.

Siis H(n) = O(logn) eli puun korkeus kasvaa logaritmisesti.

h<

Selvasti jos

3
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Lauseen 3.5 todistus: Halutaan muodostaa pienin AVL-puu, jonka korkeus
on h. Koska ainakin toisen alipuun korkeuden on oltava h — 1 ja alipuiden
korkeuksien erotus on korkeintaan 1, kannattaa alipuiden korkeuksiksi valita
h—1 ja h — 2. Lisaksi alipuut kannattaa valita mahdollisimman
vahasolmuisiksi. Siis

S(h)y=Sh-1)4+S(h—-2)+1,

missa on laskettu yhteen kummankin alipuun solmut seka juurisolmu.

Yllaoleva patee, kun A > 2. Pienia puita tarkastelemalla nahdaan lisaksi
S(—=1)=0ja S(1) =1.

Ratkaisemisen helpottamiseksi maaritellaan P(h) = S(h) + 1. Nyt
P(-1)=1
P(0) =2
P(h4+2)=P(h+1)+ P(h).

Funktio P(h) toteuttaa saaman palautuskaavan kuin Fibonaccin luku Fj,.
Lisaksi P(—1) =1 = F> ja P(0) = 2 = F3, joten ratkaisuksi saadaan
P(h) = Fhpy3. Siis S(h) =P(h) —1= Frpiz—1. O
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Johtopaatos: jos binaarihakupuu saadaan toteuttamaan AVL-puun
tasapainoehto, niin joukko-operaatiot sujuvat ajassa O(logn).

Ongelma: miten lisays ja poisto suoritetaan rikkomatta tasapainoehtoa?

Ongelman ratkaisu on soveltaa lisayksen tai poiston jalkeen sopivia Kkiertoja,
joilla mahdollisesti rikkoutunut ehto saadaan taas voimaan.

Kierto on paikallinen operaatio, joka nostaa joitain alipuita ylemmas ja
painaa joitain alemmas. Binaarihakupuuehto pysyy voimassa. Kiertoja
sovelletaan myods muissa hakupuurakenteissa (punamusta, splay).
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Left-Rotate(x) e pR

Right-Rotate(y) e

Vasemmassa kierrossa A painuu ja C nousee; oikeassa Kierrossa pain vastoin.

Binaarihakupuuehto pysyy voimassa:

A:n avaimet < x < B:n avaimet < y < C:n avaimet.
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Sovimme, etta kierto-operaatio palauttaa osoittimen (ali)puun uuteen
juureen. Tyypillinen kutsu voisi siis olla esim.

right[z] «— Left-Rotate(right[z]).

Saamme seuraavat algoritmit:

Left-Rotate(x) Right-Rotate(z)

y «— right[z] y «— left[x]

ply] < plz] ply] < plz]

right [x] < left[y] left[x] < right[y]

plright[z]] « = plleft[z]] < =

left[y] «— = right[y] < x

plz] — vy plz] —y

height[x] «— max { Height(left[x]), height[x] «— max { Height(left[x]),
Height(right[x])} + 1 Height(right[z])} + 1

height[y] < max{ Height(left[y]), height[y] < max{ Height(left[y]),
Height(right[y])} + 1 Height(right[y])} + 1

return y return y
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Alkion z lisaaminen AVL-puuhun tapahtuu seuraavasti:

1. Lisaa z niin kuin mihin tahansa binaarihakupuuhun valittamatta
tasapainoehdosta.

2. Jos lisayksen jalkeen jokin solmu on epdtasapainossa (ts. tasapainoehto
ei pade), korjaa tilanne tekemalla kiertoja.

Kohta 2 voi vaikuttaa ongelmalliselta, koska

e ¢i ole selvaa, ovatko pelkat Kkierrot riittavan voimakas tyokalu minka
tahansa ongelmatilanteen korjaamiseen

e Kierrot saattavat aiheuttaa epatasapainoja solmuihin, jotka aiemmin
olivat tasapainossa.

Osoittautuu kuitenkin, etta jos puu ennen lisaysta toteuttaa
AVL-tasapainoehdon (kuten tdssa tietysti oletetaan), niin lisdyksen jdlkeen
riittaa suorittaa yksi tai kaksi kiertoa puun saamiseksi taas tasapainoon.
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Tarkastellaan solmuja, jotka xz:n lisays saattoi epatasapainoon. Nama ovat
kaikki uuden solmun z esi-isia. Olkoon p naista syvimmalla. Tarkastellaan
tapausta, etta x lisattiin solmun p oikeaan alipuuhun. Lisays vasempaan
alipuuhun on symmetrinen.

Olkoon A vasemman alipuun korkeus, joka on sama ennen ja jalkeen
lisayksen. Koska lisays oikeaan alipuuhun rikkoi tasapainoehdon, niin

e Oikean alipuun korkeus oli h+ 1 ennen lisaysta ja h + 2 lisayksen jalkeen

e solmun p korkeus oli h 4+ 2 ennen lisaysta ja h + 3 lisayksen jalkeen.

h+2 -7 T\ h+3

h h+1 h h+2

/N /N

Kolmion pohja esittaa alipuun alimman lehden tasoa.
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Tarkastelu jakautuu kahteen tapaukseen:

Tapaus 1: x on oikean lapsen r oikeassa alipuussa
Tapaus 2: x on oikean lapsen r vasemmassa alipuussa.

A7

tapaus 1

tapaus 2 A

Koska oletuksen mukaan p oli syvin epatasapainoon joutunut solmu, alkion x
lisays

e kasvatti oikean lapsen r korkeutta mutta

e ¢&j saattanut r:ta epatasapainoon

joten r:n ennallaan sailyneen alipuun korkeuden on oltava h, kuten kuvaan
on merkitty.

167



Tapauksessa 1 solmu p saadaan tasapainoon kiertamalla vasemmalle.

N h+3 PRAEEERENN ~ h+2
ot o
h

AR AR L

Huomaa, etta kierto pienensi alipuun korkeutta. Alipuu on siis nyt saman
korkuinen kuin ennen lisaysta. Siis tasapaino palautui myos kaikkiin esi-isiin,
jotka mahdollisesti olivat epatasapainossa.

Koko puu on tasapainossa, lisatoimia ei enaa tarvita.
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Tapauksessa 2 solmu x on siis lisatty solmun p oikean lapsen r vasempaan
lapseen. Meidan taytyy viela tarkastella taman vasemman lapsen gq
kumpaakin alipuuta erikseen.

e
RN

Jatkon kannalta ei ole olennaista, onko x solmun g vasemmassa vai oikeassa
alipuussa. Kuvassa se on konkreettisuuden vuoksi merkitty vasempaan.

Oleellista sen sijaan on, etta solmun ¢ toinen alipuu on korkeudeltaan tasan
yvhta pienempi. Tama seuraa taas siita, etta z:n lisays

e kasvatti ¢g:n korkeutta mutta
e ¢ei saattanut g:ta epatasapainoon.

169



Teemme ensin kierron oikealle solmussa r:

L2777

i h+3
Qh/%@
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Solmu p on edelleen epatasapainossa. Nyt olemme kuitenkin oleellisesti
samassa tilanteessa kuin tapauksessa 1. Puu tasapainottuu kiertamalla viela
vasemmalle solmussa p.

Taas alipuun korkeus palasi lisaysta edeltaneeseen, joten muukin 0osa puusta
on nyt tasapainossa.
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Tapauksessa 2 tarvittavat kaksi kiertoa on usein havainnollista yhdistaa
vhdeksi operaatioksi, jota kutsutaan oikea-vasen-kaksoiskierroksi.

1 ’——5 1
: s A L h+2

h_|_2 h—|—1 /6)\ h—|—1

o 0
kel ARRR

Tassa siis ei ole valia, kumpi alipuista B ja C on korkeampi.
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Esitetaan taydellisyyden vuoksi viela pseudokoodi
oikea-vasen-kaksoiskierrolle ja sen peilikuvalla vasen-oikea-kaksoiskierrolle,
jota tarvitaan lisayksessa vasemman alipuun oikeanpuoleiseen haaraan.

Right-Left-Double-Rotate(x)

right[x] <+ Right-Rotate(right[x])
return Left-Rotate(x)

Left-Right-Double-Rotate(x)

left[x] <+ Left-Rotate(left[x])
return Right-Rotate(x)

Kirjoitamme koko lisaysalgoritmin rekursiivisena funktiona AVL-Insert.
Funktio saa argumenttina lisattavan avaimen ja osoittimen puun juureen.
Funktio palauttaa osoittimen puuhun, johon avain nyt on lisatty.

Avain k siis lisataan puuhun T kutsulla

root[T] « AVL-Insert(root[T], k).
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AVL-Insert(x, k)
if x = Nil
then x «— new puusolmu
keylx] «— k
left[x] « right[x] < Nil
elseif k > key[xr] > Lisdys oikeaan alipuuhun
then right[x] < AVL-Insert(right[x], k)
if Height(right[z]) = Height(left[z]) + 2
then if k > key[right[z]]
then > Tapaus 1 edella
x «— Left-Rotate(x)
else > Tapaus 2 edella
x «— Right-Left-Double-Rotate(x)
elseif k < key[x] > Lisdys vasempaan alipuuhun
> Peilisymmetrinen edellisen kohdan kanssa
then left[xz] < AVL-Insert(left[x], k)
if Height(left[z]) = Height(right[z]) + 2
then if k < key[left[x]]
then z «— Right-Rotate(z)
else = « Left-Right-Double-Rotate(x)
else > Avain on jo puussa.
> Ald tee mitaan.
height[x] < max{ Height(left[x]), Height(right[x]) } + 1
return x
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Y hteenveto lisayksesta AVL-puuhun:

Olkoon R(h) lisayksen aikavaativuus, kun puun korkeus on h.
Tarkastelemalla rekursiivista algoritmia ALV-Insert nahdaan, etta

R(h+1) < c+ R(h)

jollain vakiolla ¢. VVakio ¢ sisaltaa vertailuihin, Kiertoihin yms. yhdessa
solmussa kuluvan ajan.

Tasta nahdaan suoraan, ettd R(h) = O(h). Siis lisaaminen n-alkioiseen

puuhun sujuu ajassa O(logn), silla puun korkeus on AVL-tasapainoehdon
takia ©(logn).

Lisaksi tiedamme, etta itse asiassa Kierto joudutaan tekemaan korkeintaan
yhdessa solmussa kunkin lisayksen yhteydessa.
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Poistaminen AVL-puusta noudattaa samaa perusajatusta kuin lisays:
1. Tee poisto kuten tasapainottamattomasta hakupuusta.
2. Tasapainota puu suorittamalla sopivat kierrot poistuneen solmun
esi-isissa.
Poiston yhteydessa kiertoja voidaan kuitenkin joutua suorittamaan useassa

solmussa, toisin kuin lisayksessa.

Huom. punamustien puiden eras etu on, etta myos poiston jalkeen
tarvitaan vain vakiomaara kiertoja.
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Tarkastellaan tilannetta, jossa poisto solmun r oikeasta alipuusta on saanut
puun epatasapainoon. Olkoon h oikean alipuun korkeus ennen poistoa.
Poiston jalkeen oikean alipuun korkeus on siis h — 1 ja epatasapainoisuuden
takia vasemman alipuun korkeus h + 1.

Jos vasemman alipuun alipuiden A ja B korkeudet ovat h ja h— 1, niin solmu
r tasapainottuu kiertamalla oikealle:

h+2 RN h41

Tassa koko tarkasteltavan alipuun korkeus pienenee, joten esi-isia voidaan
joutua edelleen tasapainottamaan. Jos myos B:n korkeus olisi h, puu tulisi
kuntoon talla yhdella kierrolla.
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Jos vasemman alipuun vasemman alipuun A korkeus on h — 1, tehdaan
kaksoiskierto:

h+2

Kuvassa on oletettu puiden C ja D kummankin korkeudeksi h — 1. Puu tulee
talla operaatiolla tasapainoon, vaikka toinen naista olisikin h — 2.

Taas havaitaan, etta voimme joutua jatkamaan tasapainotusta ylempana
puussa.
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Esitamme AVL-puun poisto-operaation pseudokoodin kayttaen apuna
tasapainottamattoman binadrihakupuun poisto-operaatiota (algoritmi Delete
sivuilla 148—150). Muistetaan, etta Delete palauttaa osoittimen poistetun
avaimen sisaltaneeseen solmuun,

e johon ei enaa ole linkkeja muualta puusta mutta

e jossa edelleen on jaljella vanhat linkit vanhempaan jne.

Poistuneen solmun vanhempi on alin solmu, jonka tasapaino on voinut
hairiintya. Etenemme tasta solmusta ylospain korjaten tasapainohairiot ja
paivittaen solmujen korkeudet.

Kaytamme apumuuttujaa y osoittamaan kierrossa syntyneen alipuun
juureen, jotta p[z] sailyy osoitteena kasiteltavan puun vanhempaan.
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AVL-Delete(T, k)

z +— p[Delete(T, k)] > ks. s. 148-150
while z # Nil
do if Height(left[z]) = Height(right[z]) + 2
then if Height(left[left[z]]) = Height(left[z]) — 1
then y «+— Right-Rotate(z)
else y « Left-Right-Double-Rotate(z)
elseif Height(right[z]) = Height(left[z]) + 2
then if Height(right[right[z]]) = Height(right[z]) — 1
then y « Left-Rotate(z)
else y <« Right-Left-Double-Rotate(z)
if p[z] #& Nil
then if z = left[p[z]]
then left[p[z]] < v
else right[p[z]] < vy
else root[T] «— y
height[z] <— max{ Height(left[z]), Height(right[z]) } + 1
z — p[2]
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Yhteenveto AVL-puista:

e AVL-tasapainoehto takaa puun korkeuden ©(logn), missa n on
alkioiden lukumaara

e Siis Search toimii aina ajassa O(logn)

e tasapainoehtoa pidetaan ylla tekemalla vakioiaikaisia Kiertoja
hakupolulla

e pahimmassa tapauksessa tarvitaan yksi kierto-operaatio kussakin
hakupolun solmussa

= kaikki dynaamisen joukon operaatiot toimivat pahimmassakin
tapauksessa ajassa O(logn)

Tasapainottamattomaan puuhun verrattuna AVL-puut tarvitsevat kuhunkin
solmuun ylimaaradisen height-laskurin, jolle kaytanndossa riittaa 8 bittia.
Periaatteessa muistia voitaisiin hieman saastaa tallentamalla vain vasemman
ja oikean alipuun korkeuksien ero (—1, 0 tai +1; 2 bittia).
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B-puut

AV L-puut soveltuvat hakemistorakenteeksi, kun kaikki data mahtuu
keskusmuistiin:

e pienin osoitettava yksikkO on sana eli pari tavua
e mika tahansa sana |loytyy vakioajassa

e hakuaika alle mikrosekunti

Usein dataa on niin paljon, etta tarvitaan levymuistia:
e yKksittaisen alkion hakuaika vaihtelee, tyypillisesti useita millisekunteja

e oOleellisesti samassa ajassa saadaan kokonainen lohko (vahintaan joitain
kilotavuja) fyysisesti lahekkain talletettua dataa

B-puu on tasapainoinen puurakenne, joka ottaa huomioon levymuistin
erityispiirteet: lyhennetaan polkuja lisaamalla solmujen kokoa.

Huom. yllaoleva on yliyksinkertaistus; erityisesti valimuistin (cache)
vaikutus keskusmuistin kasittelyyn on yleensa merkittava.
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B-puu yleistaa hakupuun kasitteen tilanteeseen, jossa yhdella solmulla voi
olla enemman kuin kaksi lasta.

Esittelemme tassia Bt-puut, joissa varsinaiset avaimet ja muu data
talletetaan vain lehtisolmuihin. Sisasolmuihin talletetaan vain
reititysinformaatiota, jonka perusteella avain loydetaan samantyylisella
hakuproseduurilla kuin binaarihakupuussa.

Bt-puun lehtisolmussa z on seuraavat kentit:
e bitti leaf[x] = True merkiksi, etta kyseessa on lehti

e avainarvot keyq[z],..., key, [x] ja osoittimet vastaavaan dataan
datai[x], ..., datam,[x]

e laskuri n[z] < m kertoo, kuinka monta avainta solmussa todella on.

Avainarvot ovat jarjestyksessa:
keyq[z] < keyolz] < ... < key,lz];
arvot key, 41, - - -, key,,[z] eivat ole (juuri nyt) kaytossd.

Parametri m on ennalta kiinnitetty vakio. Ideana on, etta solmun koko on
lohko tai pari, jolloin m voi olla satoja tai tuhansia.
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BT-puun sisdsolmussa = on seuraavat kentit:
e leaf [x] = False
e viitta-arvot routeri[z], ..., router,,_1[x] ja lapsiosoittimet ci[z],..., cn[x]
e laskuri n[z] < m — 1 kertoo, kuinka monta viitta-arvoa solmussa todella
on.
Viitta-arvot ja lapsiosoittimet noudattavat ehtoa

k1 < routeri[x] < ka2 < routera[z] < ... < k) < router,y[x] < kyay+1,

missa k; on mika tahansa alipuussa ¢;[z] oleva avain. Viitta-arvot eivat
valttamatta ole puussa esiintyvia avaimia.

Arvot router,p41,- - ., routerm_1[x] ja c,42, ..., cm €ivat ole kaytdssa.

Kaytamme jatkossa Bt-puista termia " B-puu”. Alkuperiisissid B-puissa
myds sisdsolmuissa on avaimia ja niihin liittyvid dataosoittimia. BT-puun
etuja:

e kun lohkokoko on vakio, niin haarautumisaste on suurempi, koska
sisasolmuissa ei tarvi varata tilaa data-kentille

e oOperaatiot ovat hieman yksinkertaisempia.
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Esimerkki B-puusta.
e kenttid n[z] ja leaf[z] ei ole merkitty nakyviin

e kaytannossa solmut ovat paljon isompia
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B-puulle asetetaan seuraavat tasapainoisuusehdot:
1. Jokainen juuresta lehteen johtava polku on yhta pitka.

2. Juurta lukuunottamatta jokainen solmu on ainakin puolillaan: Olkoon t
vakio ja s(x) lehden z avainten lukumaara tai sisasolmun x lasten

lukumaara. Nyt
e jOS x on puun ainoa solmu, niin 1 < s(x) < 2t
e jOS x on juuri ja puussa on muitakin solmuja, niin 2 < s(x) < 2t

e muuten t < s(x) <2t

Kaikki polut siis pidetaan tasan saman pituisina, mutta liikkumavaraa
saadaan vaihtelemalla solmujen kokoa.
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Lause 3.6: Jos B-puun korkeus on h > 1, siind on ainakin 2t" avainta.

Todistus: Syvyydella 1 on ainakin 2 solmua. Jos syvyydella d on z solmua,
niin syvyydella d + 1 on ainakin tx solmua, ellei taso d ole jo lehtitaso. Siis
syvyydelld h on ainakin 2t"1 solmua. Kussakin lehdessd on ainakin t
avainta. O

Lause 3.7: Jos B-puussa on n avainta, sen korkeus on korkeintaan

logi(n/2).
Todistus: Jos korkeus on h, niin edellisen mukaan
n > 2th
n/2 > t"
logi(n/2) > h.
O
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Haku B-puussa

Haku alkaa juuresta ja etenee binaaripuun tapaan:
e Jos ollaan lehdessa, kay avaimet lapi ja katso, |0ytyiko haluttu.

e Jos ollaan sisdsolmussa z, etsittavdna avain k ja router,p, [z] < k, niin
siirrytadn solmuun c,p,141[z].

e Muuten siirrytaan solmuun c¢;[z], missa i on pienin, jolla k < router;[z].
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Sovitaan joistain algoritmin esitykseen liittyvista seikoista:

e Solmun x kasittely aloitetaan kutsulla DiskRead(z), joka hakee solmun
x kKeskusmuistiin.

e Jos solmua x muutetaan, muutokset pitaa lopuksi tallettaa kutsulla
DiskWrite(x).

e Oletamme, ettd juuri root[T] on valmiiksi keskusmuistissa.

Huomioita:

e DiskRead ja DiskWrite voivat vaatia 10 000-kertaisen ajan muihin
operaatioihin verrattuna.

e Algoritmien nopeutta kannattaa mitata ensisijaisesti levyoperaatioiden
maaralla; tassa tilanteessa O-notaatio on harhaanjohtava.

e Tietokanta-algoritmeilla on muitakin kriteereja kuin yksittaisen
operaation nopeus, esim. rinnakkaistuvuus ja virheista toipuminen.
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B-puun hakuoperaatiolle saadaan seuraava pseudokoodi:

BTreeSearch(T, k)

x <« root[T]
while not leaf [x]
doz+ 1
while i < n[z] and k > router;[x] do ¢ +—i+ 1
x «— c;[x]
DiskRead(x)
1+— 1
while i < n[x] and k > key;[z] doi— i+ 1
if i« <nlx] and key;[z] =k
then return (z,1)
else return Nil
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Hakuoperaation aikavaativuus:
e Kasiteltavien solmujen lukumaara on puun korkeus 4+ 1 = O(log; n).
e Solmua kohti tehdaan O(t) operaatiota.
= Aikavaativuus on O(tlog;n).
e Kun ajatellaan, etta t on vakio, niin aikavaativuus on O(logn).

e DiskRead-kutsuja korkeintaan log;(n/2) kappaletta.

Jos esim. t = 100, niin kaikilla n < 2000000 kolme DiskRead-operaatiota
riittaa.

Aikavaativuus O(tlog,n) kertoo sisimman silmukan suorituskertojen
lukumaaran, mutta tassa ei ole yhtaan levyoperaatiota.

Tiettyyn rajaan saakka DiskRead-operaatiot dominoivat, joten kaytannossa
el ole jarkevaa ajatella, etta aikavaativuus kasvaisi t:n kasvaessa.

(Jos kuitenkin ajatellaan, etta t ei ole vakio, saadaan aikavaativuus
O((logst)(log;n)) = O(log, n) kayttamalla bindarinakua kunkin solmun
sisalla.)
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Lisays B-puuhun

Lisattaessa avain k etsitaan ensin lehti y, johon se kuuluisi, kuten
BTreeSearch-operaatiossa.

Jos solmussa y on alle 2t avainta, lisataan k oikeaan kohtaan. Muuta ei
tarvita.

Jos solmu y on tdaynna, se pitaa halkaista:
e |luodaan uusi solmu z
e sSiirretaan solmun y avaimista viimeiset ¢ solmuun z
e lisataan k solmuun y tai z oikeaan kohtaan avainten jarjestyksessa

e liita z solmun y sisareksi sen oikealle puolelle; lisaa valiin viitta-arvoksi
solmun y suurin avain

e jos solmun y vanhemmalla oli jo 2t lasta, jatka edelleen sen
halkaisemisella.
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Lehden halkaisu kun vanhemmassa on tilaa
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Seuraavalla kalvolla on tilanne, jossa joudutaan halkaisemaan sisasolmu:

e Kkuten edella, lisataan avain 27 tayteen lehteen, ja lehden halkaisussa
syntynyt viitta-arvo 28 halutaan sijoittaa lehden vanhempaan

e nyt vanhempi on taynna ja joudutaan halkaisemaan

e halkaisussa uusia lapsikenttia syntyy vksi enemman Kuin
viitta-arvokenttia

= yhdelle viitta-arvolle (tassa 57) joudutaan etsimdan uusi sijoituspaikka:

e Se menee jaetun sisasolmun vanhempaan erottamaan juuri halkaistun
solmun puolikkaita

Pahimmassa tapauksessa halkaisuja joudutaan jatkamaan juureen saakka.
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Edellisen kuvan tilanne yksityiskohtaisemmin:

57

25

28

42

57

Avain 27 lisataan tayteen lehteen. Lehden halkaisussa syntyy uusi

28

25

27

28

57

lapsiosoitin ja sen viittaa-arvo. (jatkuu ..

)

42

57
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% 9 82

— "\ L\

28 17 57 72 28 17 72
@ halkai stun solmun vasen puoli halkai stun solmun oikea puoli

Halkaistun lehden vanhempi on taysi, joten se pitaa edelleen halkaista.
Keskimmainen viitta-arvo jaa lisattavaksi isovanhempaan. (jatkuu ...)
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Laitetaan uuden lehden osoitin ja viitta-arvo paikalleen. Koska isovanhempi

ei ollut taysi,

rekursiivisesti isovanhemman halkaisemisella.

proseduuri paattyy sen taydentamiseen. Muuten jatkettaisiin

198



Lisayksen aikavaativuus on oleellisesti sama kuin haun:
e kokonaisajankulutus O(tlog;n)

e levyoperaatioita O(log; n).

Tassa kuitenkin levyoperaatioita tulee enemman kuin yksi per kohdattu
solmu, koska muuttuneet solmut pitaa myos Kirjoittaa levylle. Pahimmillaan
joudutaan suorittamaan log; n halkaisua ja kirjoittamaan jokaisen halkaistun
solmun kumpikin puolisko.

Lisays voidaan myoOs tehda yhdella lapikaynnilla ylhaalta alas niin, etta
varmuuden vuoksi halkaistaan kaikki hakupolulla tavatut taydet solmut.
Haittana on, etta toisinaan tehdaan turhia halkaisuja.
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Poisto B-puusta

Etsitaan lehti z, jossa poistettava avain k sSijaitsee, ja poistetaan se. Jos
solmussa x on poiston jalkeen vahintaan t avainta, ei tarvita jatkotoimia.

Jos solmuun z jaa t — 1 avainta, suoritetaan tasapainotus:

e JOS toisessa vajaan solmun viereisista sisarista on korkeintaan ¢t + 1
avainta, tiivistetaan naiden kahden solmun avaimet yhteen solmuun.
Vanhemman lapsilinkit ja viitta-arvot paivitetaan. Lisaksi jos
vanhemmalla on nyt vain ¢ — 1 lasta, suoritetaan edelleen sen
tasapainotus.

e JoOs vajaan solmun kummallakin viereisella sisarella on ainakin ¢t 4+ 1
avainta, jaetaan solmun ja sen sisaren avaimet tasan naiden kahden
solmun kesken. Vanhemman viitta-arvot pitaa paivittaa, mutta muita
jatkotoimia ei tarvita.

Pahimmassa tapauksssa tasapainotus etenee rekursiivisesti aina juureen
saakka. Jos juurelle jaa vain yksi lapsi, juuri poistetaan ja puun korkeus
pienenee yhdella.
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Helpoin tapaus: Kahden lehden avaimet jaetaan tasan. Vanhemman
viitta-arvot korjataan. Puun rakenne ei muutu.
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Kaksi sisarta yhdistetaan. Vanhemmasta poistuu yksi viitta-arvo ja
lapsiosoitin. Tassa esimerkissa vanhemmalla on edelleen riittavasti lapsia,
joten proseduuri paattyy tahan.
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Jos sisasolmulta on poistunut lapsia, se voidaan edelleen joutua
tasapainottamaan. Tassa esimerkissa tasapainotukseen riittaa sisarten
viitta-arvojen ja lasten uudelleenjako, ja proseduuri paattyy. Huomaa
viitta-arvojen liitke vanhemmasta lapseen ja toisin pain.
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root[T] root [T
F R F

o R
\\\@% NIRY

Sde b

MyOs sisasolmun tasapainotuksessa voidaan joutua yhdistamaan solmuja.
Talloin voi edelleen syntya tarve tasapainottaa yhdistettyjen solmujen
vanhempaa.
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root[T] - root[T] - root[T]
F , N ~ A f , N ~ A
32

N N\

\ & & o e \\@\@)
e e gw/ 2\
® & © ® ® © ©

Sisasolmujen tasapainotus etenee rekursiivisesti tarvittaessa aina juureen
asti.
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Aikavaativuus on kuten lisayksella:
e O(log,n) levyoperaatiota

e kaikkiaan laskenta-aika O(tlog;n).

MyoOs poisto voidaan toteuttaa yhdella lapikaynnilla juuresta lahtien:
hakupolulla kohdatut tasan puolillaan olevat solmut tasapainotetaan.
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Yleisen puurakenteen esittaminen

Puita kaytetaan yleisesti erilaisten hierarkioiden esittamiseen
tietojenkasittelyssa ja muualla:

asvi eIa{n
Enansikl@ ( koivu ) (nisékés) ( lintu ) (ahven)
( koira ) (Iehmé) ( Kiuru )

Talloin yhdella solmulla voi olla mielevaltainen maara lapsia.
e binaaripuussa lapsia voi olla vain kaksi

e B-puussa rakenne sallii mielivaltaisen vakiomaaran lapsia, mutta
tilantarve on sama vaikka lapsia olisi vain vahan.

Tarvitsemme paremmin yleisten puiden esittamiseen sopivan rakenteen.
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Jarjestamme kunkin solmun lapset vasemmalta oikealle. Kuhunkin solmuun
tulee seuraavat kentat:

key: avain kuten ennenkin

data: muu tieto kuten ennenkin

last: True jos solmulla ei ole sisaria oikealla puolella

child: viite vasemmanpuoleisimpaan lapseen; lehtisolmulla Nil

next: jos last = False niin viite seuraavaan sisareen oikealla: muuten
viite vanhempaan; juurella Nil

Kuten yleensa, jatamme data-kentat huomiotta.
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key

last

@ a next
/)/ \(\ True 4{ child
b C d e
False False False True
| |
_L_ _L_
f g h
False True True
| | |
_ _ 1

Yleinen puu ja sen talletusrakenne
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Vanhemman etsiminen (vaihtoehtoisesti voitaisiin tallettaa joka solmuun
p-0soitin):

Parent(x)

while not last[x]
do z «— next|[x]
return next|[x]

Ensimmaisen lapsen etsiminen:

First-Child(z)
return child[x]

Seuraavan lapsen etsiminen, kun lapsi y on annettu:

Next-Child(y)

if last[y]
then return Nil
else return next[y]
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Kuten binaaripuu, yleinen puu voidaan kayda lapi esi- tai jalkijarjestyksessaa
(sisajarjestykselle ei ole yhta luontevaa vastinetta):

Preorder-Tree-Walk(x)

kasittele key[x]
Y Fil’St—Ch”d[m]
while y % Nil
do Preorder-Tree-Walk(y)
y «— Next-Child(y)

Postorder-Tree-Walk(x)

y «— First-Child[z]
while y # Nil
do Postorder-Tree-Walk(y)
y <+ Next-Child(y)
kasittele key|[x]

(Ylla on oletettu root[T] # Nil.)
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asvi ea{n
ansikkd  ( koivu ) (nisakas) (tintu ) (Cahven )
(koira ) (tehma ) ( kiuru )

esijarjestys: elio, kasvi, mansikka, koivu, elain, nisakas, koira, lehma, lintu,
kKiuru, ahven

jalkijarjestys: mansikka, koivu, kasvi, koira, lehma, nisakas, kiuru, lintu,
ahven, elain, elio
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Esi- ja jalkijarjestys ovat syvyyssuuntaisia: solmun koko alipuu kaydaan lapi
ennen sen oikeaa sisarta.

Voidaan myos tehda leveyssuuntainen lapikaynti tasoittain:

Levelorder-Tree-Walk(x)

() <+ tyhja solmujono
Enqueue(Q, root[T])
while not Is-Empty(Q)
do z «— Dequeue(Q)

kasittele z

y < First-Child(x)

while y # Nil

do Enqueue(Q,y)
Y — Next—ChiId[y]
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Puut ongelmanratkaisussa

Puurakenteella voidaan mallintaa monia etsintaongelmia, joissa asteittain
tarkentaen rakennetaan ratkaisu johonkin ongelmaan.

Puun solmut vastaavat osittaisia ratkaisuja:

e Juuressa on alkutilanne, jossa ratkaisua ei viela ole alettukaan
rakentaa.

e Jos solmussa x on osittaisratkaisu r, niin solmun «x lapsiin tulee r:n
kaikki laajennukset, joissa r:aan on lisatty yksi " ratkaisupalikka™ .

e |Lehtisolmuissa on valmiita ratkaisuehdotuksia, joista nakee suoraan,
tayttavatkd ne halutut ehdot.

Sovelluksesta riippuen tama voi kaytannossa tarkoittaa hyvin eri asioita.

214



Yleisia perusideoita:

e Puun lapikayminen vastaa loogisesti kaikkien mahdollisten ratkaisujen
kokeilemista.

e Puu on olemassa vain implisiittisesti:

— sitd ei talleteta puutietorakenteena (mika veisi kohtuuttomasti
muistia)

— tyypillisesti puu kaydaan lapi syvyyssuuntaisesti, jolloin muistissa on
kerrallaan yksi aktiivinen solmu ja siihen johtava polku juuresta

— toisinaan lapikaynti pitaa tehda leveyssuuntaisesti, jolloin muistissa
on puun vyksi taso kerrallaan, mutta tama vie huomattavasti
enemman muistia

e tehokkuutta parannetaan karsimalla ennakoivasti haarat, joista ei voi
tulla hyvaa ratkaisua (branch-and-bound, a-(@-karsinta)

e ... mutta algoritmit ovat silti pohjimmiltaan raakaan voimaan
perustuvia ja vaativat paljon aikaa.
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Kahdeksan kuningattaren ongelma

Tama on klassinen esimerkki edellisen idean soveltamisesta.

Tehtavana on sijoittaa 8 x 8 -shakkilaudalle kahdeksan kuningatarta siten,
etta mitkaan kaksi eivat uhkaa toisiaan. Tehtava vleistyy luonnollisesti
n X n -laudalle.

. WYy
BN N N
i
Y Wy X,A;f
IRl WY
BN N N
[ ] [] | | W W
O O i W
Kuningatar uhkaa kaikkia nappuloita, Tapaukselle n = 4 yksi oikea ratkaisu
jotka ovat samalla rivilla, sarakkeella tai ja  kaksi virheellista ratkaisua (tai
diagonaalilla (varjostetut ruudut). tasmallisemmin " ei-ratkaisua’ ).
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Sovelletaan edellisia periaatteita tahan:

Osittaisessa ratkaisussa laudalla on sijoitettu 0 < k < n kuningatarta.
Alkutilanne on tyhja lauta (kK = 0).

Osittainen ratkaisu on laillinen, jos mitkaan sijoitetut kaksi kuningatarta
eivat uhkaa toisiaan.

Jos kK = n, ratkaisu on valmis; se on oikea ratkaisu ongelmaan, joS se on
laillinen.

Jatamme suoraan pois ne laittomat ratkaisut, joissa kaksi kuningatarta on
samalla rivilla. Taman yksinkertaistuksen jalkeen

Osittaisessa ratkaisussa riveille 1,...,k on kullekin sijoitettu tasan yKksi
kuningatar jollain 0 < k < n.

Osittaista ratkaisua laajennetaan sijoittamalla yksi kuningatar
seuraavalle tyhjalle riville.
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Juuri ja ensimmaisen laajennuksen vaihtoehdot (n = 4).
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Ensimmaisen laajennusvaihtoehdon seuraavat jatkolaajennukset, joista kaksi
voidaan suoraan karsia laittomina.
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W W Osaratkaisujen
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W W W .
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Tallaista implisiittisen puun lapikayntia kutsutaan peruuttavaksi etsinnaksi
(backtracking): umpikujaan jouduttaessa palataan puussa sellaiseen
ylempaan solmuun, johon viela liittyy kokeilemattomia vaihtoehtoja.

Tahan laheisesti liittyva tekniikka on branch-and-bound, jossa osa haaroista
karsitaan jo ennen niiden lapikayntia.

Tassa karsimisehto on melko triviaali: karsitaan jos osaratkaisu on jo
valmiiksi laiton. Termi "bound” viittaa lahinna optimointiongelmiin (kuten
jaljempana esitettava kauppamatkustajan ongelma), joissa tilanne on
yleensa hienovaraisempi.
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Esitetaan kuningatarongelman ratkaisu tasmallisemmin. Valitaan
osaratkaisun esitykseksi totuuarvotaulukko table[l..n,1..n], missa
table[r,s] = True tarkoitaa, etta rivin r sarakkeeseen s on sijoitettu

kuningatar.

Oletetaan annetuksi apufunktio check, jolle

False jos table sisaltaa kaksi toisiaan uhkaavaa kuningatarta

check(table) :{ True muuten.

Siis erityisesti jos table sisaltaa n kuningatarta, jotka eivat uhkaa toisiaan,
niin check(table) = True.
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Seuraava algoritmi etsii mahdolliset laajennukset osaratkaisulle table, jossa
on jo r — 1 kuningatarta:

Put-Queen(table, r)

if not check(table)
then return False > osaratkaisu jo valmiiksi laiton
ifr=n-+1
then print(table)
return True
for s<—1ton
do table2 «— table > erillinen kopio lahtotilanteesta
table2|[r, s] < True
if Put-Queen(table2,r+ 1)
then return True
return False > kaikki vaihtoehdot kokeiltu

Ratkaiseminen kaynnistyy kutsulla Put-Queen(table0, 1), missa table( sisaltaa
n X n False-arvoa.
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Puuta voidaan karsia tehokkaammin korvaamalla check jollain testilla, joka
palauttaa False useammin, kunhan seuraava ehto pysyy voimassa:

jos check(table) = False, niin osaratkaisua table ei voi taydentaa
kelvolliseksi ratkaisuksi lisaamalla nolla tai useampia kuningattaria.

Siis ei saa karsia haaroja, joissa on kelvollisia ratkaisuja.

Ongelmasta riippuu, onko olemassa voimakkaita karsintakriteereja, jotka
kuitenkin voidaan testata nopeasti.
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Algoritmin vaativuutta on vaikea analysoida tarkasti, koska karsinnan
tehokkuutta ei tiedeta.

Karkeasti arvioiden edella esitetyn puun koko on

1+n+n’+...+n"=0m"")

solmua. Kerralla kuitenkin pidetaan muistissa vain yhta juuresta lahtevaa
polkua. Koska yhden solmun koko on tdassa O(n?), algoritmin muistintarve
on O(n3).

Yhden solmun kasittely vie ajan O(n3), joten kaikkiaan aikavaativuudelle
saadaan karkea ylaraja

O(n3-n"t) = o).

Edella esitettya algoritmia on helppo jonkin verran optimoida, mutta joka
tapauksessa talla lahestymistavalla aikavaativuus on parametrin n suhteen
eksponentiaalinen.
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Permutaatioiden tuottaminen

Halutaan tuottaa kaikki lukujen 1,...,n permutaatiot (jarjestykset), joita siis
on n! kappaletta. Toimitaan seuraavasti:

e Valitaan ensimmaiseksi alkioksi 1. Tuotetaan rekursiivisesti kaikki
lukujen 2,...,n permutaatiot ja liitetaan niista jokaisen eteen 1.

e Valitaan ensimmaiseksi alkioksi 2. Tuotetaan rekursiivisesti kaikki
lukujen 1,3,...,n permutaatiot ja liitetaan niista jokaisen eteen 2.

e Valitaan ensimmaiseksi alkioksi 3. Tuotetaan rekursiivisesti kaikkKi
lukujen 1,2,4,...,n permutaatiot ja liitetaan niista jokaisen eteen 3.

e Valitaan ensimmaiseksi alkioksi n. Tuotetaan rekursiivisesti kaikki
lukujen 1,...,n — 1 permutaatiot ja liitetaan niista jokaisen eteen n.

Menettely vastaa seuraavan sivun puun kaikkien lehtien lapikayntia
jarjestyksessa.
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Osa joukon
{1,2,3,4}
permutaatioita
vastaava puuta

(Juuri va.semmalla, T T
lehdet oikealla).

Al [ ]

2 [ ]

3l [ []

4l [ 1]

2] | |

EIEINN

(1]a []

21 []

23] | |

(2[a] [ ]

EIFINN

32 [ ]

3fal | ]

EIEIEIN
HEIN
HEIEIN
1[3]a] ]
(1]a]2] ]
EIEIEIN
2[1[3] ]
2[1]a] |
2[3[1] ]
2[3[a] ]
2[af1] ]
2[4[3] ]
EIFEIN
3[1fa] |
EIEIET
3[2[a] |
3laf1] ]
3[af2] |

1]2]3]4]
1]2]a]3]
1]3]2]4]
1[3]a]2]
(1]a]2]3]
1]a]3]2]
2[1]3]4]
2[1]a]3]
2[3]1]4]
2[3]a]1]
2]a]1]3]
2[a]3]1]
3[1]2]4]
3[1]a]2]
3[2[1]4]
3[2]a]1]
3]a]1]2]
3]e[2]1]
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Seuraava algoritmi tulostaa kaikki sellaiset joukon {1,...,n} permutaatiot,
joissa ensimmaiset k — 1 lukua ovat osataulukon table[1 ...k — 1] mukaiset.
Lisaksi oletetaan, etta used[i] = True, jos ja vain jos luku 7 esiintyy
osataulukossa table[1 ...k — 1].

Generate(table, used, k)

if k=n-+1
then print(table)
else fori«1ton
do if not used|[7]
then wused?2 «— used

used2[i] < True
table2 < table
table2[k] «— 1
Generate(table2, used2,k + 1)

Toiminta kaynnistyy kutsulla generate(table, used, 1), missa used[i] = False
kaikilla <.
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Kaikki lehdet halutaan siis kayda lapi, joten karsinta ei ole mahdollista.
Solmujen lukumaara on taas O(1 +n+n?+ ... +n") = O(n").
Yhden solmun kasittely vie ajan O(n), joten kokonaisaika on O(n"*t1).

Muistissa on taas korkeintaan n solmua Kkerrallaan, joten tilavaativuudeksi
tulee O(n?).
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Kauppamatkustajan ongelma

Tampere
114 126

On annettu joukko kaupunkeja ja

240

niiden maantie-etaisyydet. Pori Lanti
Tehtavana on kayda kerran
jokaisessa kaupungissa ja palata 130 | 157 176 | 10

lahtokaupunkKiin.

Turku ———— Helsinki

Sallittuja ratkaisuja ovat kaikki kaupunkien permutaatiot. (Viimeisesta
kaupungista palataan suorinta tieta Iahtokaupunkiin.)

Optimaalinen ratkaisu on sallituista ratkaisuista se, jonka kokonaispituus on
pienin (ml. viimeinen osuus takaisin lahtokaupunkiin).

Kyseessa on erikoistapaus kauppamatkustajan ongelmasta (Travelling
Salesman Problem, TSP).
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Naiivi ratkaisu:
e Kadydadan lapi kaikki reitit (permutaatiot) kuten edella.
e Lasketaan jokaisen reitin pituus.

e Valitaan pienin pituus.

Hieman kehittyneempi ratkaisu:

e Pidetaan kirjaa parhaasta tahan mennessa saavutetusta reitin
pituudesta (aluksi +o00).

e Reittia tuotettaessa pidetaan Kkirjaa tahanastisen osareitin pituudesta.

e JoOs osareitin pituus ylittaa parhaan pituuden, karsitaan osareitti.

Esim. jos on jo |Oydetty valmis reitti
Helsinki—Lahti—Tampere—Pori—Turku—Helsinki (kaikkiaan 648 km), ei
kannata miettia jatkoa osareitille Helsinki—Pori—Lahti—Turku—=? (ainakin 690
km).
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at7 |\
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386/ 1 344N X/ >600
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52% | 48% 568 570\[ | Gl%v | wi | ?_bl |
PORI! TKU | PORI! TRE] TKU | TRE | TKU
1 748 ! 780 | 81§ |
%v 6&% (e2) 82% 825 % 746 %v 780 %v 816
HKI HKI HKI HKI HKI HKI

Osa kauppamatkustajan puun lapikaynnista. Huomaa lyhimman |0ytyneen
reitin pituus 648 ja karsitut tata pidemmat reitit.
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gen(best, length, visited, cur, k)

if k=n
then return length 4+ dist[cur, 1]
mybest «— +oo
fori«<—2ton
do if not wisited][i]
then vis2 «— wisited
vis2[i] < True
if length + dist[cur,i] < best
then newp < gen(best,
length + dist[cur,1]),
vis2,i,k + 1)
if newp < mybest
then mybest «— newp
if newp < best
then best «— newp
return mybest

Haku kaynnistyy kutsulla gen(4-oc0, 0, vis, 1,1), missa vis[i] = False kaikilla 1.
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Kaupungit on numeroitu 1,...,n; lahtOkaupunki on 1

dist[i, j]: kaupunkien i ja j etdisyys

visited[7]: True jos nykyinen osareitti jo kdy kaupungissa i
best: kaikkiaan parhaan Idydetyn pituus

mybest. parhaan tdlle osareitille Ioydetyn jatkon pituus
cur: nykyisen osareitin viimeisin kaupunki

k: nykyisen osareitin kaupunkien Ikm.

length: nykyisen osareitin pituus tahan asti
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Tilavaativuus yhdelle solmulle ( = aliohjelmakutsun aktivaatiotietueelle) on
O(n). Siis kaikkiaan tilavaativuus on O(n?).

Aikavaativuus yhtd solmua kohti on O(n?). Solmujen lukumaarastad on
vaikea sanoa muuta, kuin ettd se on taas O(n"). Kaytannossa karsinta
pienentaa sita jonkin verran. Joka tapauksessa aikavaativuus on kaupunkien
lukumaaran suhteen eksponentiaalinen.

Huomautuksia:

e Kauppamatkustajan ongelma on NP-taydellinen; polynomisessa ajassa
toimivaa algoritmia ei tunneta, ja sellaisen loytymista pidettaisiin
yllattavana. (Lisaa kurssilla Laskennan vaativuus.)

e Ongelma ja sen muunnelmat ovat sovelluksissa tarkeita ja edellista
tehokkaampia branch-and-bound-menetelmia tunnetaan.

e Sovelluksissa kaytetaan myos heuristisia algoritmeja: saadut ratkaisut
ovat vleensa kelvollisia, mutta eivat optimaalisia, ja mitaan takuita ei
ole.
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Pelipuu

Perinteinen ristinolla: Pelimerkkeja asetetaan
vuorotellen 3 x 3 -ruudukkoon, kolme perakkain
voittaa. Jos kumpikaan ei saa kolmea perakkain,
peli paattyy tasan.

O]O[X

Kysymys: Mika on paras siirto annetussa tilanteessa?
Oletus: Vastustaja tekee aina parhaan siirtonsa.

Perusidea on muodostaa (taas vain implisiittisesti) puu, jossa on kaikKi
mahdolliset jatkot annetusta tilanteesta.
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Osa ristinollan pelipuusta
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Tarkastellaan tilannetta pelaajan risti kannalta. Ristilla on annetussa
tilanteessa voittostrategia, jos oikein pelaten risti voittaa, teki vastustaja
mita tahansa.

Siis ristilla on voittostrategia, jos
e ristilla on jo kolme perakkain (eli han on jo voittanut); tai

e ON ristin vuoro, ja ristilla on edelleen voittostrategia jonkin oman
siirtonsa jalkeen:; tai

e on nollan vuoro, ja ristilla on edelleen voittostrategia kaikkien
mahdollisten nollan siirtojen jalkeen.

Vastaavasti maaritellaan nollan voittostrategia.
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Maaritellaan pelin loppuasemille arvot (payoff) ristin kannalta:

+1: risti on voittanut
0: peli on paattynyt tasan
—1: nolla on voittanut.

Yleistetaan arvot myos muille kuin lopputilanteille:

+1: ristilla on voittostrategia

0: kummallakaan ei ole voittostrategiaa
—1: nollalla on voittostrategia.

Edellisen mukaan

e JOS asemassa on ristin vuoro, niin aseman arvo on suurin
seuraaja-asemien arvoista

e jOS asemassa on nollan vuoro, niin aseman arvo on pienin
seuraaja-asemien arvoista.
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Pelipuun solmujen arvot
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Saadaan seuraava minimax-algoritmi aseman v arvon laskemiseen. Jos
maksimiin pyrkiva risti on vuorossa, kutsutaan Eval-Max(v). Oikea siirto on
se, jonka jalkeinen asema w tuotti suurimman arvon newval.

Jos taas minimiin pyrkiva nolla on vuorossa, kutsutaan Eval-Min(v).

Eval-Max(v) Eval-Min(v)
if asemassa v kolme ristia perakkain if asemassa v kolme ristia perakkain
then return 41 then return 41
elseif asemassa v kolme nollaa perakkain elseif asemassa v kolme nollaa perakkain
then return —1 then return —1
elseif asemassa v lauta taynna elseif asemassa v lauta taynna
then return O then return O
else mybest «— —oo else mybest «— +o0
for aseman v seuraajille w for aseman v seuraajille w
do newval «— Eval-Min(w) do newval «— Eval-Max(w)
if newval > mybest if newval < mybest
then mybest «— newval then mybest «— newval
return mybest return mybest
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Realistisemmissa peleissa kuten shakki

e pelipuuta karsitaan a-B-karsinnalla (hieman kuin branch-and-bound)

e pelipuuta ei voi muodostaa lehtiin saakka, vaan rekursio lopetetaan

"sopivalla” syvyydella ja asemaan sovelletaan evaluointifunktiota
(nappuloiden maara jne.)

e kaytetaan avaus- ja loppupelikirjastoja ym.

Joissain peleissa tietokone voittaa ihmisen helposti, joissain koneet ovat
viela kaukana.

Minimax voidaan vyleistaa satunnaisuutta sisaltaville peleille kuten

backgammon laittamalla min- ja max-solmujen valiin odotusarvosolmuja
esittamaan nopanheittoa.
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4. Hajautus

Hajautus (hashing) on vaihtoehto tasapainoisille puille dynaamisen joukon
toteuttamisessa:

e Search, Insert ja Delete yleensa ajassa O(1) (tasapainoisella puulla
O(logn))

e pahimmassa tapauksessa Search jne. voivat vieda Q2(n)

e hyvan hajautusfunktion loytaminen voi vaatia hieman kokeilua, mutta
muuten menetelma on helppo toteuttaa

e avainten jarjestykseen liittyvia operaatioita Succ, Pred, Min ja Max ei
erityisemmin tueta (aika O(n), kun tasapainoisella puulla O(logn)).
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Hajautuksen perusidea

Oletetaan:

e kaikkien mahdollisten avainten joukko U on erittain suuri (jopa aareton)
Esim. U = kaikki alle 50 merkin merkkijonot

e sovelluksessa todella esiintyvien avainten joukko K on hyvin paljon
pienempi kuin U (mutta silti suuri)
Esim. K = kaikkien helsinkilaisten nimet

e halutaan tallettaa avaimet taulukkoon T[0..m — 1], jonka koko m on
vain hieman suurempi kuin n = | K |
Esim. m = 1 miljoona

Perusratkaisu: valitaan hajautusfunktio h: U — {0,...,m —1} ja
talletetaan avain k paikkaan T[h(k)].

Perusongelma: vaistamatta monille avainpareille k1 #= ko patee
h(k1) = h(k>) (yhteentdrmays).
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h(ks) = h(ks)

m—1

245



Peruskysymyksia, jotka voidaan ratkaista eri tavoin:

Mika on hyva talletusalueen koko m? Kun merkitaan talletettavien avainten
lukumaarad n = | S|, niin keskeinen suure on tayttdaste (loading factor)
a=n/m.

Miten valitaan hajautusfunktio? Yleensa tama jaetaan kahteen osaan:

e ensin valitaan funktio g: U — N, joka kuvaa avaimet luonnollisiksi
luvuiksi

e sitten valitaan funktio h: N — {0,...,m — 1}, jolloin avaimen k€ U
talletuspaikka on T'[h(g(k))].

Jatkossa yleensa ajatellaan, etta avaimet ovat valmiiksi luonnollisia lukuja.
Palaamme ensimmaiseen osakysymykseen erikseen.

Miten yhteentormaykset kasitellaan? Yhteentormayksia tulee vaistamatta,
sita enemman mita suurempi «.
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Ylivuotoketjut

Ketjuttaminen (chaining) on perustapa yhteentormaysten kasittelemiseen:

e periaatteessa mielivaltaisen monella avaimella k voi olla sama
hajautusfunktion arvo h(k) =1

e taulukon alkioon 7 mahtuu vain vakiomaara dataa

= talletetaan alkioon T'[¢] vain osoitin listaan, jossa on kaikki esiintyneet
avaimet k, joilla h(k) = 1.
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Mmahdolliset avaimet U T

esiintyneet avaimet K

Hajautus ja ketjuttaminen

248



Kun hajautusfunktio A on annettu, hajautustaulun operaatiot Search, Insert
ja Delete saadaan suoraan tutuista linkitettyjen listojen operaatioista:

Hash-Search(T, k) Hash-Insert(T, k) Hash-Delete(T, x)
L — T[h(k)] L — T[h(k)] L — T[h(key[z])]
return List-Search(L, k) return List-Insert(L, k) return List-Delete(L, z)

Aiemmin esitetyn perusteella Hash-Insert ja Hash-Delete sopivasti
toteutettuina toimivat vakioajassa.

Haun Hash-Search(T, k) aikavaativuus on O(1 4+ ¢), missa £ on listan T[h(k)]
pituus. Vakiotermi 1 esittaa hajautusfunktion laskemista ja muita
alkutoimia, ennen kuin listan lapikaynti alkaa.

Pahimmassa tapauksessa kaikki talletetut avaimet saavat saman
hajautusfunktion arvon, jolloin ¢ = n ja aikavaativuudet ovat samat Kkuin

linkitetylla listalla. Tama ei kuitenkaan ole tyypillista (ellei hajautusfunktio
ole huonosti valittu).
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Tarkastellaan nyt haun Hash-Search(T, k) keskimaaradista aikavaativuutta.

Oletetaan, etta kaikilla ¢ € {0,...,m — 1} tapahtuman " h(k) = i"
todenndkdisyys on 1/m. Tama on suunnilleen realistinen oletus, jos
hajautusfunktio h on osattu valita kohtuullisen hyvin.

Edellisen perusteella haun aikavaativuus on O(1 + ¢), missa ¢ on listan
T[h(k)] pituus.

Koska avainlistojen yhteispituus on n, niiden keskipituus on n/m = «. Siis

haun keskimaarainen aikavaativuus on O(1 + «) eli lineaarinen tayttdasteen
suhteen. Huomaa, etta voimme sallia a > 1.
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Edella esitettya menettelya kutsutaan suoraksi ketjutukseksi.

Erillisessa ketjutuksessa taulukossa T' itsessaan varataan tilaa yhdelle
avaimelle osoitetta kohti, ja vasta yhteentormayksen sattuessa aletaan
rakentaa linkitettya listaa.

e sddstaa aikaa siind (toivotussa) tapauksessa, etta yhteentormayksia on
vahan

e kuluttaa paljon muistia, jos tayttoaste on kohtuullinen ja siis monet
taulukon alkioista tyhjia.

Levymuistille talletettavassa hajautustaulussa
e talletusalue varataan lohkoina
e Saman hajautusavaimen saavat avaimet talletetaan samaan lohkoon

e linkitetty lista rakennetaan vasta, jos lohko tuli tayteen.

Siis yhteentormayksen sattuessakin voimme selvita vain yhdella levyhaulla.
(Yksityiskohdat sivuutetaan.)
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Merkkijonon muuntaminen luvuksi

Oletataan, etta avain k on p-merkkinen merkkijono
k=a1...ap

Halutaan funktio g, joka muodostaa avaimesta k luonnollisen luvun k&' = g(k).

Tulkitaan jokainen merkki a; luonnolliseksi luvuksi v;. Voidaan esim. sopia,
ettd v; on merkin a; ASCII-koodi (v; € {0,...,255}). Suoraviivainen valinta
olisi
b
g(k) = Z’Ui-
=1
Tama on helppo laskea ja ottaa jokaisen merkin huomioon.

Saadut arvot ovat kuitenkin melko pienia. Jos esim. talletettavina avaimina
on kaikki 256 - 256 = 65536 kahden mittaista merkkijonoa, niin arvot g(k)
pakkautuvat kaikki valille 0 < g(k) < 255 4 255 = 510. Lisaksi merkkien
jarjestys ei vaikuta hajautukseen.

Tama siis ei usein ole hyva valinta.
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Laajempi arvoalue saataisiin valitsemalla

p

g(k) = Z v; 2561

=1
eli tulkitsemalla suoraan k:n binaariesitys etumerkittomaksi kokonaisluvuksi.

Tama kuitenkin johtaa nopeasti aritmeettiseen vylivuotoon. Asia voitaisiin
korjata pitamalla vain (esim.) 32 alinta bittia,

b
g(k) = (Z v¢256i1> mod 232

=1
missa mod tarkoittaa jakojaannosta. Tama on nopeaa, koska kokonaisjako
kakkosen potenssilla tapahtuu sivuttaissiirtona. Tama kuitenkin on sama,

kuin etta otettaisiin mukaan .vain nelja ensimmaista merkkia
(256 = 28 = 232/4 joten 256! mod 232 =0 kun i > 5).
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Puute voidaan korjata tekemalla kokonaisjako jonkin toisen kantaluvun

suhteen:
p .
g(k) = (Z vi256z_1> mod a

i=1
missa a ei ole kakkosen potenssi. Jos a = m (talletusalueen koko), nain

saadaan suoraan hajautusfunktion arvo pian esitettavalle
jakojaannosmenetelmalle. Tama kuitenkin on hidas laskea pitkilla avaimilla.

Edellisista on runsaasti variaatioita: otetaan mukaan joka toinen merkki;
ensimmainen, viimeinen ja keskimmainen; jne.
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Jakojaannosmenetelma

Oletetaan nyt, etta avain k on luonnollinen luku. Perustapa kuvata se
joukkoon {0,...,m — 1} on ottaa jakojaannds

h(k) = kmodm.
Tama toimii usein hyvin, kun m valitaan sopivasti:
Jos m = rs joillain r ja s ja talletettavat avaimet sattuvat olemaan r:n
monikertoja k; = ir, niin k;/m = i/s. Siis jakojaannokselld on vain s eri
arvoa, eika koko taulukko tayty.

Johtopaatos: talletusalueen koon m tulisi olla alkuluku (eli jaoton).
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Olkoon toisaalta m = 294 r jollain " pienella” r. Jaetaan k lohkoihin, joissa ¢
bittia:

Jos r = 0, niin h(k) = ug eli riippuu vain alimmista biteista.

Jos r = —1, niin voidaan osoittaa, etta h(k) riippuu vain lohkojen summasta
>, vi, €i jarjestyksesta.

Yleisemmin jos r on " pieni”, niin h(k) = Zi B;v; joillain " pienilla” vakioilla 3;
eika siis jakaudu tasaisesti alueen {0,...,m — 1} yli.

Johtopaatos: talletusalueen m pitaa olla alkuluku joka ei ole kovin lahella
kakkosen potenssia.
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Esimerkki Hajautettavia avaimia on noin n = 10000, ja halutaan pitaa
tayttoaste a < 2. Siis m > 5000.

Lihimmat kakkosen potenssit ovat 212 = 4096 ja 213 = 8192. Niiden
puolivali on 6144.

Taulukosta |oydetaan, etta 6143 on alkuluku.

Valitaan talletusalueen kooksi m = 6143. O
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Kertolaskumenetelma

Olkoon |z] = max{i e N |i <z} positiivisen reaaliluvun x kokonaisosa ja
fr(r) = x — |x] murtolukuosa. Kertolaskumenetelmadssa hajautusfunktiona on

h(k) = [mfr(kA)],

missa A on sopivasti valittu vakio. Teoreettiset tarkastelut ehdottavat

valintaa
V5 -1
2

A ~ 0,618.

Talletusalueen koko m ei nyt ole niin tarkea. Laskujen yksinkertaistamiseksi
valitaan mielellaan m = 2P jollain p.
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Oletetaan, ettd k£ on korkeintaan w bittid. Valitaan A = s/2% jollain s € N,
esim. s = |0,618-2"], jolloin A on 0,618 pyO0ristettyna Iahimpaan w-bittiseen
murtolukuun. Valitaan m = 2P jollain p.

Kerrotaan w-bittiset luvut k£ ja s = 2% - A. Niiden tulo on 2w-bittinen:
ks =2% - kA =2" r1 + ro,
missa ro ja r1 ovat w-bittisia. Siis
fr(kA) = fr(r1 + ro/2%) = ro/2%.

Kertolasku mfr(ks) suoritetaan siirtamalla murtolukua ro/2% vasemmalle p
bittia, joten kokonaisosaksi saadaan binaariluvun rg p merkitsevinta bittia.
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Esimerkki Kuten edella, oletetaan n = 10000 ja halutaan a < 2 eli
m > 5000. Valitaan m = 213 =8192.

Oletetaan, etta avaimet ovat korkeintaan 32-bittisia. Ratkaistaan yhtalo
s/232 = (/5 — 1) /2 ja pyoristetdan kokonaislukuun, jolloin saadaan
s = 2654435769 ja siis A = 2654435769/232. Hajautusfunktioksi saadaan

h(k) = [2"3fr(k - 2654435769/27) | .
O
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Esimerkki Havainnollistetaan hajautusfunktion laskemista (eparealistisen)
pienilla luvuilla. Oletetaan etta avaimet ovat 8-bittisia ja valitaan

m = 2% = 16. Valitaan A = 158/28 = 100111102/28, silla
((v/5—-1)/2)-28 ~ 158,217. Hajautetaan avain k= 151 = 100101115.

binaarilukuna desimaalilukuna

284 1001 1110 158
k 1011 1100 151
28k A 0101 1101 0011 0010 23858
kA 0101 1101.0011 0010
fr(kA) 0.0011 0010
24fr(kA) 0011.0010
| 24fr(kA) | 0011 3

Siis h(151) = 3. O
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Universaalihajautus

Hajautusfunktio pitdisi valita siten, ettd hajautusosoiteiden h(k) jakauma
olisi mahdollisimman lahella joukon {0,...,m — 1} tasaista jakaumaa. Tata
kriteeria on mahdoton arvioida, jos emme tieda avainten k jakaumaa (ja
vaikka tietdisimme, se voi olla kdaytannodssa hyvin vaikeaa).

Voimme siis tyhmyyttamme valita sovellustamme ajatellen juuri vaaran
hajautusfunktion.

Universaalihajautuksessa valitsemme satunnaisen hajautusfunktion, joka
milla tahansa avainten k jakaumalla on keskimaarin hyva.

Nyt siis huonon hajautusfunktion saaminen edellyttaa (hyvin) huonoa tuuria.

Toinen tapa ajatella asiaa: Milla tahansa yksittaisella hajautusfunktiolla A on
joitain pahimman tapauksen avainjakaumia, joilla haku vaatii ajan Q2(n).
Universaalihajautuksella ei ole mitaan yksittaista pahinta tapausta, vaan
milla tahansa avainjakaumalla on pieni todennakoisyys, etta hajautus menee
huonosti.

Tallainen riskien tasapainottaminen on usein suotavaa.
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Valitaan hajautusfunktio h seuraavasti:

e Oletetaan, etta p on jokin kiintea alkuluku, jolle 0 < k < p kaikille
avaimille k. Koska talletusalueen koko on pienempi kuin avainten
arvoalue (tai muuten tehtava on triviaali), patee myos m < p.

e Valitaan satunnaiset kokonaisluvut 1 <a<p—-—1ja0<b<p-—1.

e Hajautusfunktio on nyt
h(k) = ((ak + b) mod p) mod m.
Lause 4.1: Kiinnitetaan mitka tahansa kaksi eri avainta k1 # kz. Kun h

valitaan edellisen menetelman mukaan, niin yhteentormayksen h(k1) = h(k>)
todenndkdisyys on korkeintaan 1/m.

Todistus: Sivuutetaan; ks. Cormen et al. s. 235—236. O

Siis minka tahansa yksittaisen avainparin yhteentormaystodennakoisyys on
korkeintaan sama, kuin jos osoitteet valittaisiin satunnaisesti. Tallaisen
ehdon tayttavaa hajautusta sanotaan universaaliksi.
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Avoin hajautus (open addressing)

Avoimessa hajautuksessa ei kayteta erillisia ylivuotolistoja. Kaikki avaimet
talletetaan suoraan taulukkoon T'[0..m — 1]. Avaimia siis mahtuu
korkeintaan m.

Etuja:
e ¢&j osoittimia tilaa viemassa

e ¢i tarvita dynaamista muistinvarausta.

Haittoja (kuten jatkossa selitetaan):
e haut hidastuvat taulukon tayttyessa

e poisto-operaatiot ongelmallisia (jos niita on paljon).
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Sen sijaan, etta avaimeen k aiemmin liittyi vain yksi osoite
h(k) € {0,...,m — 1}, siihen nyt liittyy kokonainen jono osoitteita
h(k,0),h(k,1),h(k,2),...,h(k,m — 1), h(k,i) € {0,...,m — 1} kaikilla 1.

Avaimen lisaaminen: kokeillaan jarjestyksessa osoitteita h(k,0), h(k, 1),
h(k,2) jne., kunnes |0ytyy vapaa paikka.

Avaimen etsiminen: kokeillaan jarjestyksessa osoitteita h(k,0), h(k, 1),
h(k,2) jne. kunnes joko

e avain |loytyy tai

e |Oytyy tyhja paikka, jolloin avain ei ole taulukossa.

Jonoa (h(k,0),h(k,1),...,h(k,m)) kutsutaan avaimen k kokeilujonoksi
(probe sequence). Vaadimme, ettd jokaisella avaimella se on jokin jonon
(0,1,...,m — 1) permutaatio, ts. jokainen taulukon T indeksi esiintyy
kokeilujonossa tasan yhden kerran.
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Esittelemme kohta vaihtoehtoja kokeilujonon valitsemiseen. Katsotaan
ensin, miten annetulla kokeilujonolla lisays ja etsiminen sujuvat:

Hash-Insert(T, k) Hash-Search(T, k)
1+— 0 1+—0
repeat j « h(k,1) repeat j « h(k,1)
if T[j] = Nil if T[j] =k
then T[j] «— k then return j
return j 1+—14+ 1
t—1+1 until T[j] = Nil or i = m
until : = m return Nil

error " ylivuoto”

Tassa oletetaan, etta taulukon alkiot on alustettu arvoon Nil. Hash-Insert
palauttaa lisatyn avaimen todellisen osoitteen taulukossa. Avaimeen liittyva
Mmuu data on taas jatetty huomiotta.
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Alkioon T[] talletetun alkion poisto voidaan toteuttaa asettamalla
T[j] + Del, missa Del on tahan tarkoitukseen varattu erikoisarvo.

Lisayksessa tilanne T'[j] = Del rinnastetaan tilanteeseen T'[j] = Nil: alkio j
on vapaa, lisays voidaan suorittaa.

Haussa tilanne T'[j] = Del tarkoittaa T'[j] % Nil ja T'[j] # k kaikilla " oikeilla"
avaimilla k, joten haku jatkuu.

Jos poistoja tehdaan paljon, hakuketjuista voi muodostua pitkia, vaikka
taulukon tayttoaste olisi alhainen. Tassa tilanteessa ylivuotoketjut voivat
olla parempi ratkaisu.

Tarkastelemme jatkossa vain lisayksia ja hakuja.
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Lineaarinen kokeileminen: Yksinkertaisin kokeilujono saadaan valitsemalla
h(k,i) = (R (k) + i) modm,

missa h'(k) = h(k,0) on vastaava hajautusfunktio kuin ylivuotolistoja
kaytettaessa (esim. hA/(k) = kmodm).

Siis kokeileminen lahtee alkiosta T'[h'(k)], mistd edetdaan yksi alkio kerrallaan
siirtyen taulukon lopusta takaisin alkuun.

A\ -\ l’/ﬂ/‘&/‘i 7\

h(k,m —j 4+ 1) h(k,m—1) h(k,0) h(k,1) h(k,2) h(k,m — 5)

1 2 3 j—1 j i+1

A _
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Esimerkki Valitaan m = 11 ja h/(k) = kmod 11. Lisatdaan avaimet 148, 119,
127, 137, 188, 183, 152 ja 159. Katsotaan ensin kokeilujonojen alkukohdat:

W)Y 0 | 1 | 2 | 31 4 5] 6 7] 8] 910
k 188 148 | 127 | 183 119
137 152
159

Taulukkoon tulee siis

7 0 1 2 3 4 5 §) 7 8 9 10
T[j] | 159 | 188 148 | 127 | 137 | 183 | 119 | 152
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Edellinen (hieman eparealistinen) esimerkki tuo esille lineaariseen kokeiluun
liittyvan ensisijaisen kasautumisen (primary clustering):

e taulukkoon muodostuu laajoja yhtenaisia varattuja alueita

e kaikkien talle alueelle osuvien avaimien kokeilujonot yhtyvat.

IImi® esiintyy, vaikka arvot h/(k) jakautuisivat taulukkoon tasaisesti:

e Vvarattuja alueita muodostuu aina jonkin verran, koska yvhteentormayksia
sattuu pienillakin tayttoasteilla

e syntymapaivaparadoksi: jos taulukossa on +/2m avainta, todennakoisyys
valttya kokonaan yhteentdormayksilta on alle 1/2, vaikka tayttoaste on

a=+2m/m=2/y/m< 1

e mMita suurempi varattu alue on, sita todennakoisemmin se myOs laajenee.
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Avoimessa hajautuksessa siis

e ci riita, ettd kokeilun alkukohdat h(k,0) jakautuvat tasaisesti joukkoon
{0,...,m—1}

e koko kokeilujonojen ((h(k,0),...,h(k,m — 1)) pitdisi jakautua tasaisesti
kaikkien joukon {0,...,m — 1} permutaatioiden yli.

Lineaarinen kokeilu ei selvasti tayta jalkimmaista ehtoa, koska mahdollisia
kokeilujonoja on vain m, kun taas permutaatioita on m! > m.

Lisaksi mahdolliset m jonoa menevat pahasti " paallekkain™:

Jos h(ky,i) = h(ko,7) joillakin k1, k2,14, 7, niin myos h(ki1,7+ 1) = h(ko,j + 1),
h(ki,7+ 2) = h(k2,7 + 2) jne. kunnes jompi kumpi jono loppuu.
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Neliollinen kokeileminen: valitaan sopivat vakiot c¢1 ja ¢c» ja asetetaan
h(k,i) = (W' (k) + c1i + c2i?) mod m.

Arvojen ci ja co valinnalla on valia.

Jos m = 2" jollain r, valinta ¢; = cp = 1/2 antaa kokeilujonon, joka on jonon

(0,...,m — 1) permutaatio (todistus sivuutetaan). Lisaksi se on helppo
laskea:

h(k,0) = h'(k)

h(k,1) = n'(k) + 1

hk,2) =hW(k)+3 =h(k,1)+2
h(k,3)=H(k)+6 =h(k2)+3
h(k,4) = h'(k) + 10 = h(k,3) + 4
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13

12

Nelidllinen kokeilujono kun m = 16 =2% ja ¢1 = ¢cp = 1/2.
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Jos m on alkuluku, kokeilujonoksi ei yleensa voi saada jonon (0,...,m —1)
permutaatiota. Useimmat valinnat (esim. ¢; = 0 ja ¢> = 1) kuitenkin
takaavat, etta kokeilujonon |m/2| ensimmaista arvoa ovat erillisia.

Neliollinen kokeilu valttaa ensisijaisen kasautumisen. Yleensa jos kaksi
kokeilujonoa sattuu samaan paikkaan, ne kuitenkin jatkavat eri
askelpituudella eivatka mene paallekkain.

Neliollinen kokeilu kuitenkin karsii toissijaisesta kasautumisesta: jos
h'(k1) = h/(k2), niin avainten ki ja k, kokeilujonot ovat kokonaan samat.

Erilaisia nelidllisia kokeilujonoja (kiinteilla c1 ja ¢z) on edelleen vain m < ml.
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Kaksoishajautuksessa tarvitaan kaksi hajautusfunktiota A’ ja h”, jotka
vhdistamalla saadaan kokeilujono

h(k,i) = (W' (k) + i - h"(k)) mod m.

Kokeilujono siis on kullakin avaimella k lineaarinen, mutta askelpituus h”(k)
rilppuu avaimesta. Jotta kokeilujono kavisi lapi koko taulukon, luvuilla m ja
h"(k) ei saa olla yhteisia tekijoita (paitsi tietysti 1).

Mahdollisia valintoja:
e m = 2" ja h'(k) pariton, esim. h'(k) =2k +1
e m alkuluku ja 1 <A"(k) <m —1, esim. k' (k) =1+ (kmod(m — 1))

Kokeilujonojen lukumaara on nyt ©(m?2), mika (hieman) ldhempana
teoreettista paamaaraa m! kuin lineaarisen ja neliollisen kokeilun m.
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Oheisessa taulukossa on lineaarisen kokeilun ja kaksoishajautuksen vaatima
kokeilujen lukumaara tayttoasteella a = n/m. Kummallekin on kaksi
tapausta: haettu alkio ei ole / on taulukossa. Oletuksena on, etta arvot
h'(k) jakautuvat tasaisesti.

ei |10oydy lOytyy
1 1 1 1
lineaarinen | — (1 _— — 11
2( +<1—a>2) 2( +1—a>
1 1 1
kaksoish. —1In
1 —«o o 1—«

Kaavat ovat likiarvoja, jotka patevat suurilla m.

Neliollisen kokeilun on havaittu kayttaytyvan samaan tapaan kuin
kaksoishajautuksen.
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10 T T T T T I — .
lineaarinen/eiole ----:---
kaksois / ei ole ——
lineaarinen/on
kaksois / gn

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Vaaka-akselilla o prosentteina; pystyakselilla haun vaatimat kokeilut
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Taulukon laajentaminen

Tarkastellaan (teoreettiselta kannalta) tilannetta, jossa
e emme ennakolta tieda talletettavien alkioiden maara ja

e haluamme pitaa tayttoasteena korkeintaan omax.

Varataan aluksi kokoa m = mg oleva taulukko T'[0..mg — 1]. Kun
talletettujen alkioiden arvo saavuttaa asetetun rajan n = amaxm,
laajennetaan taulukko:

e Muodostetaan kokoa m/ > m oleva tyhja taulukko T'[0..m' — 1].

e Kaydaan taulukko T lapi ja hajautetaan kaikki [Oydetyt avaimet
yksitellen taulukkoon T".

e Vapautetaan taulukko T'.

Nyt kaytetdaan taulukkoa T’, kunnes sekin saavuttaa tayttorajansa
n = amaxm’, jolloin taas laajennetaan.
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Kopiointivaiheen aikavaativuus on ©(m + m’), eli paljon. Kannattaa kopioida
mahdollisimman harvoin. Siis laajennetaan kerralla taulukko
kaksinkertaiseksi: m' = 2m.

Laajennushetkella n = amaxm, joten aikavaativuus on
©(n/amax + 2n/amax) = ©(n). Valitaan yksikot niin, etta taman kustannus
on tasan 2n " euroad” eli kaksi euroa per siirrettava alkio.

Voidaan olettaa, etta talloin normaali lisays maksaa suunnilleen yhden euron.

Tarkastellaan koko toimenpidejonon tasoitettua vaativuutta (amortized
complexity) kayttamalla kirjanpitomenetelmaa.
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Asetamme yhden lisayksen tasoitetuksi kustannukseksi viisi euroa:
e Aluksi meilla ei ole yhtaan rahaa.
e Saamme viisi euroa jokaisesta lisatysta alkiosta.

e Kun varojen kaytto suunnitellaan oikein, nain saadut tulot riittavat
kattamaan menot, eli

— yksi euro per normaali lisays
— lisaksi 2n euroa aina kun kopioidaan n alkiota.

Jos tama onnistuu, niin tiedamme, etta n lisaysta taulukon
kahdentamisineen aiheuttaa kustannuksia korkeintaan 5n euroa eli viisi
kertaa niin paljon kuin lisaykset valmiiksi oikean kokoiseen taulukkoon.

Siis taulukon dynaaminen laajentaminen lisaa kokonaisaikaa vain
vakiokertoimella, vaikka jonkin yksittdiset lisaykset (ne joista seuraa
laajennus) ovat hyvin raskaita.
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Avaimen k lisaamisesta saatavat 5 euroa jaetaan seuraavasti:

e vksi euro maksaa avaimen k lisayksen
e Kkaksi euroa annetaan avaimelle k " talteen”
e Kaksi euroa annetaan talteen jollekin avaimelle, jolla ei viela ole yhtaan

rahaa.

Kun taulukko kahdennetaan, jokaisella avaimella on tallessa kaksi euroa,
joista se voi maksaa oman siirtonsa:

e Edellisen kahdennuksen jaljilta taulukossa oli amaxm " vanhaa” avainta,
joiden rahat menivat kahdennuksessa.

e Koska m/ = 2m ja tayttoraja amax pPysyy samana, uuden kahdennuksen
tullessa myoOs avainten lukumaara on kaksinkertaistunut.

e Siis jokaista vanhaa avainta kohti on yksi "uusi” avain, jolta se on
saanut tarvittavat rahat.
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Yhteenveto

Hajautusfunktio: Parhaan |oytaminen vaikeaa, mutta perusmenetelmat
(kuten jakojaanndsmenetelmad) yleensa "riittavan hyvid”. Kannattaa kokeilla.

Ylivuotoketjut:
e tyypillinen tayttdbaste a~ 1,0
e ¢ei kovin herkka suurille tayttoasteille
e poistot voidaan toteuttaa normaalisti
e joustavaa jos avainten lukumaaraa ei tiedeta ennakolta.

Avoin hajautus:
e tyypillinen tayttoaste o« < 0,5

e Saastaa muistia ylivuotoketjuihin verrattuna, joten pienempi tayttoaste
on mahdollinen

e talletusalueen koko staattinen: etu ja haitta
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Tasapainoiset hakupuut vs. hajautus:
e hajautus yleensa tehokas ja yksinkertainen
e huono hajautusmenetelma voi johtaa huonoon tulokseen
e tasapainoinen hakupuu takaa suoritusajan O(logn) aina

e hakupuu mahdollistaa avainten kasittelemisen jarjestyksessa jne.

Eri hakemistorakenteet kdyttaytyvat eri tavoin muistihierarkiassa (levymuisti,
keskusmuisti, valimuisti, ...). Tasta voi aiheutua vaikeasti ennustettavia
sovelluskohtaisia eroja. Esim. avoin hajautus lineaarisella kokeilulla voi
joissain tilanteissa toimia paremmin kuin " kehittyneemmat” ratkaisut.
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5. Keko

Tietorakenne keko eli kasa (heap) on tehokas toteutus abstraktille
tietotyypille prioriteettijono, jonka operaatiot ovat seuraavat:

Insert(S,z): lisaa avaimen x prioriteettijonoon S

Maximum(S): palauttaa prioritettijonon S suurimman avaimen

Delete-Max(S): palauttaa prioritettijonon S suurimman avaimen ja
poistaa sen prioriteettijonosta

Increase-Key (S, z,k): jos key[x] < k niin kasvattaa avaimen key[x]
arvoon k; muuten ei tee mitaan.

Oleellinen ero normaaliin joukkoon verrattuna on, etta olemme luopuneet
yleisesta hausta Search(S, k). Korvauksena yo. operaatiot saadaan hyvin
tehokkaiksi.
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Edellisen kalvon tietotyyppi on tarkemmin maksimiprioriteettijono.
Symmetrisesti voidaan myos toteuttaa minimiprioriteettijono, jonka
operaatiot ovat Insert, Minimum, Delete-Min ja Decrease-Key. Valinta on
joko-tai: sama tietorakenne ei tue maksimi- ja minimioperaatioita.

Tyypillisia prioriteettijonon kayttokohteita:
e Kkayttojarjestelman tydjono

e Simulaatiojarjestelman tapahtumajono: minimiversio, alkioina tulevat
tapahtumat, prioriteetteina tapahtuma-ajat

e sovellukset muissa algoritmeissa: kekojarjestaminen, Dijkstran algoritmi
lyhimpien reittien 10ytamiseksi jne. (ndihin palataan).

Erityisesti sovellukset muiden algoritmien aputietorakenteena motivoivat
prioriteettijonon erilaisia toteutuksia (joita on paljon muitakin kuin keko).

285



Seuraavaksi esiteltava tietorakenne keko toteuttaa Maximum-operaation
vakioajassa ja muut prioriteettijonon operaatiot ajassa O(logn).

Samaan paastaisiin itse asiassa tasapainoisilla hakupuilla:

e pidetaan erikseen muistissa pienin alkio, ja paivitetaan se ajassa
O(logn) poistojen yhteydessa

e Increase-Key voidaan toteuttaa poistamalla alkio ja lisaamalla se
uudella avaimella.
Keko on kuitenkin
e yksinkertaisempi toteuttaa

e vakiokertoimiltaan pienempi.

Lisaksi keosta voidaan " helposti” tehda parannettuja versioita kuten
binomikeko ja Fibonacci-keko (jotka eivat kuulu taman kurssin alueeseen).
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Motivoivana esimerkkina ennen kekoa esitetaan, miten jarjestaminen sujuu
prioriteettijonon avulla:

Heap-Sort(A[l..n])

fori«— 1 ton

do Min-Insert(Q, A[z])
fori«— 1 ton

do A[i] < Delete-Min(Q)

Tassa on kaytetty proseduurin nimena Min-Insert selventamaan, etta
kysymys on minimiprioriteettijonosta. Kaytamme tata konventiota jatkossa
silloin, kun asia ei muuten ole selva.

Jos Min-Insert ja Delete-Min sujuvat ajassa O(logn), niin tama selvasti
sujuu ajassa O(nlogn):

e suurilla n oleellisesti parempi kuin lisdysjarjestamisen O(n?)
e tietyssda mielessa optimaalista (vrt. Johdatus diskreettiin

matematiikkaan).
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Maksimikeko on puu, johon tallennetut avaimet toteuttavat kekoehdon
key[parent[x]] > key[x] kaikilla solmuilla .

Tasta seuraa, etta jokaisen alipuun suurin avain on kyseisen alipuun juuressa.

Minimikeolle vastaavasti key|[parent[z]] < key[z], jolloin juuressa on pienin
avain.

Huomaa keon oleellinen ero hakupuihin: lasten avainten jarjestys on vapaa.

Talla kurssilla keot ovat aina binaarikekoja, jolloin kyseiset puut ovat
binaaripuita. Lisaksi vaaditaan, etta ne ovat melkein taydellisia: syvinta
tasoa lukuunottamatta tasolla ¢ on tdydet 2¢ solmua, ja syvimman tason
solmut ovat niin vasemmalla kuin mahdollista.

Taman yleistys olisi k-keko, jossa puun jokaisella sisasolmulla on tasan k
lasta (paitsi mahdollisesti yhdella, joka on vajaa).
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" puuttuvat lehdet”

12-alkioisessa keossa 15 solmun taydellisesta puusta puuttuu kolme
"viimeista' lehtea.
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Koska puu on hyvin tasapainoinen, se voidaan tallettaa tehokkaasti
taulukkoon ilman osoittimia.

Tallettaminen tapahtuu tasoittain:
e tasolla 0 on 1 solmu, joka menee paikkaan A[1]
e tasolla 1 on 2 solmua, jotka menevat paikkoihin A[2.. 3]
e tasolla 2 on 4 solmua, jotka menevat paikkoihin A[4..7]

e tasolla i on 2¢ solmua, jotka menevat paikkoihin A[2¢..2¢71 — 1]
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heap-size[A] = 12 length|A] = 15

A | 97 86 76 81 51 64 25 19 11 36 34 59

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Keon talletusrakenne; length on talletusalueen maksimikoko ja heap-size
kaytossa oleva osuus.
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Talletetaan lisaksi viimeisen lehden osoite muuttujaan heap-size[A].

Nyt solmun vanhempi, vasen lapsi ja oikea lapsi saadaan helposti:

Parent(7)
return |i/2]

Left(s)

if 2¢ > heap-size[A]
then return Nil
else return 2z

Right(7)

if 20 4+ 1 > heap-size[A]
then return Nil
else return 27+ 1
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Keon kasittelyssa keskeinen apuproseduuri on Heapify(A,7), joka korjaa
kekoehdon, jos se on rikki solmun ¢ kohdalla.

Oletus on, etta solmun 2 vasen ja oikea alipuu toteuttavat kekoehdon.

Kutsun Heapify(A,i) jdlkeen koko solmusta ¢ ldahteva alipuu toteuttaa
kekoehdon.

Maksimikeon tapauksessa menettely on seuraava:

e Jos A[i] on pienempi kuin toinen lapsistaan, vaihdetaan se suuremman
lapsen kanssa.

e Jatketaan rekursiivisesti muuttuneesta lapsesta.

Minimikeolla luonnollisesti valitaan pienempi lapsista, jos juuri on sita
suurempi.
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Max-Heapify(A, 1)

[ — Left(d)

r «— Right(2)

if [ < heap-size[A] and A[l] > Al7]
then next «— I
else next «— 1

if r < heap-size[A] and A[r] > A[next]
then next «— r

if next =1
then vaihda A[i] < A[next]

Max-Heapify(A, next)

Aikavaativuus on verrannollinen puun korkeuteen eli O(logn).

Tilavaativuus yllaolevassa rekursiivisessa toteutuksessa on sekin O(logn),
mutta proseduuri voidaan helposti toteuttaa iteratiivisesti vakiotilassa.
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Heapify(A, 1)

- — -

7 Heapify(4,2)

AI
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Suurin alkio on aina keon juuressa:

Maximum(A)
return A[1]

Nyt voimme helposti toteuttaa myoOs sen poiston:
e prioriteettijonosta halutaan poistaa avain A[1]
e talletustaulukosta pitdaa vapauttaa viimeinen alkio A[heap-size[A]]

= vaihdetaan avain A[1l] positioon A[heap-size[A]] ja korjataan rikki
menneet kekoehdot.

Heap-Delete-Max(A)
mazimum «— A[1]
A[1l] <« Alheap-size[A]]
heap-size[A] «— heap-size[A] — 1
Heapify(A, 1)
return maximum

Selvasti aikavaativuus O(logn) ja tilavaativuus O(1) kuten Heapify.
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maximum

maximum

97

. . /,
mazximum maximum k

97 97
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Vastaavasti lisaaminen aloitetaan seuraavasta vapaasta positiosta
Alheap-size[A] + 1].

Lisattya avainta siirretaan ylospain, kunnes se ei enaa riko kekoehtoa.
Huomaa, etta jos lisatty avain maksimikeossa on suurempi Kuin
vanhempansa, se on myos suurempi kKuin sisarensa, joten vaihto voidaan

suorittaa.

Max-Heap-Insert(A, k)

if heap-size[A] = length[A]

then error "ylivuoto”
i < heap-size[A] + 1
heap-size[A] < i
while ¢ > 1 and A[Parent(:)] < k

do A[i] «— A[Parent(z)]
i «— Parent(7)

Ali] — k

Aikavaativuus on verrannollinen puun korkeuteen eli O(logn), tilavaativuus
vakio.
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Lisataan avain 83 maksimikekoon.
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Avaimen kasvattaminen toimii kuten lisaaminen, paitsi etta nyt uusi avain
voi ilmestya mihin tahansa kohtaan puuta.

Koska oletuksen mukaan uusi avain on suurempi kuin vanha, riittaa siirtaa
sita ylospain.

Heap-Increase-Key(A, i, k)

if k> Ali]
then while 1 < 1 and A[Parent(z)] < k
do A[i] «— A[Parent(s)]
1 «— Parent(7)
Ali] — k

Aikavaativuus on taas O(logn) ja tilavaativuus vakio.
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Avaimen kasvatus Heap-Increase-Key(A,9,91), missa 91 on uusi avain ja 9
vanhan avaimen 11 indeksi taulukossa.
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Muita keko-operaatioita

Operaatiolla Heap-Increase-Key vastakkainen operaatio
Max-Heap-Decrease-Key(A, i, k) pienentdaa maksimikeon paikkaan A[i]
talletetun avaimen arvoksi k. Oletus on, etta vanha arvo on suurempi kuin k.

Max-Heap-Decrease-Key(A, i, k)

if k< Ali]
then A[i] — k
Heapify(A,1)

Koska avainta A[i] pienennettiin, se siirtyy maksimikeossa alaspain. Mitaan
vaikutuksia ei sateile muihin osiin kekoa.
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Avaimen A[i] vaihtaminen mielivaltaiseen arvoon k voidaan nyt toteuttaa
kutsumalla Heap-Increase-Key(A, i, k) tai Heap-Decrease-Key(A, i, k) sen
mukaan, onko k > Al[:] vai k < A[i].

Kohdassa ¢ oleva avain voidaan poistaa seuraavasti:

1.

Olkoon k = Alheap-size[A]] talletusrakenteen viimeinen avain.

2. Jos k > A[i], suorita Heap-Increase-Key(A, i, k).
3.
4

Muuten suorita Heap-Decrease-Key(A, i, k).

. Aseta heap-size[A] < heap-size[A] — 1.

Kaikkien naiden operaatioiden aikavaativuus on edelleen O(logn).
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Keon muodostamista annetuista alkioista tarvitaan esim. osana kohta
esitettavada kekojarjestamista (heapsort). Se voidaan tehda ajassa O(nlogn)
lisaamalla alkiot yksitellen aluksi tyhjaan kekoon.

Seuraava algoritmi kuitenkin selviytyy tehtavasta ajassa O(n). Oletus
on,etta avaimet ovat jo taulukossa A[l..n], missa n = length[A], mutta eivat
(valttamattad) toteuta kekoehtoa.

Build-Max-Heap(A)

heap-size[A] < length[A]
for i «— |length[A]/2| downto 1
do Max-Heapify(A,1)

Minimikeon muodostamiseksi tarvitsee vain vaihtaa kutsun Max-Heapify
tilalle Min-Heapify.

Analysoimme nyt algoritmia Build-Max-Heap tarkemmin.
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Algoritmin toiminta perustuu silmukkainvarianttiin:

kaikilla 7 < j < length[A] solmusta j lahteva alipuu toteuttaa
kekoehdon.

Miksi tama patee:

e Aluksi i = |length[A]/2]. Jos j > i, niin 2j > length[A], jolloin solmulla j
ei ole lapsia. Yksisolmuinen alipuu toteuttaa triviaalisti kekoehdon.

e Oletetaan, etta invariantti patee, kun silmukan runko alkaa. Siis
erityisesti solmuista Left(i) = 27 > ¢ ja Right(i) = 2i+ 1 > alkavat
alipuut toteuttavat kekoehdon. Toisin sanoen kutsun Max-Heapify(A,1)
ennakkoehdot ovat voimassa. Kutsun jalkeen myos solmusta ¢ alkava
alipuu toteuttaa kekoehdon.

Siis lopuksi kekoehto patee koko puussa.
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Naiivi analyysi antaisi aikavaativuudeksi O(nlogn):
e Silmukka suoritetaan O(n) kertaa.

e Silmukan yhta suorituskertaa dominoi proseduuri Max-Heapify, jonka
aikavaativuus on O(logn).

Tarkemmalla analyysilla saadaan kuitenkin tarkempi arvio O(n). Perusidea:

e Kutsun Max-Heapify(A, i) aikavaativuus on itse asiassa O(h), missa h on
solmun ¢ kKorkeus puussa.

e Useimmilla solmuilla h < logn. Esim. noin puolet solmuista on lehtia,
joilla h = 0.

Olkoon h(i) solmun i korkeus puussa. Algoritmin Max-Heapify aikavaativuus
on siis O(>_; h(¢)). Analysoidaan tatd summaa tarkemmin.
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Olkoon n = length[A] ja k = [log>n]| koko puun korkeus.

Syvyydelld d on korkeintaan 2% solmua. N&iden solmujen korkeus on k — d tai
k—d—1 eli korkeintaan k — d.

Ryhmittelemalla solmut tasoittain voimme siis arvioida

k
Y hG) < ) 2% (k—d)
7 d=0

k
Z 2k_j : j7
j=0

missa on vaihdettu summausmuuttujaksi j = kK — d. Seuraavan kalvon
kaavanpyoritys osoittaa

k
> 2 j<2n,
=0

joten algoritmin Build-Max-Heap aikavaativuus on O (3", h(3)) = O(n).
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Kaavoja pyoritellaan seuraavasti:

k 00
2,270 < 22
k - 1)’
=) T
> (3)
7=0
o0 1 j
< n - | =
< 035 (3)
j=0
= 2n,
missa on kaytetty hyvaksi tietoa k£ < log-,n ja summakaavaa
o0 . T
joxr = —-—— kun |z| <1
20T =y

arvolla z = 1/2.
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Edellisen kalvon summakaava voidaan johtaa lahtemalla geometrisen sarjan

summasta
(0. @]
. 1
D v =1
j=0 B

Derivoidaan termeittain:

kun |z | < 1.

1
D
1 —

ixj =§:Dacj
j=0 j=0
eli

1—:16)2 Z] o

Kertomalla puolittain luvulla «x saadaan haluttu tulos.

Huom.: Koulumatematiikasta tiedamme, etta aarellisen summan voi
derivoida termeittdin eli D(f + g) = Df + Dg. Aarettomille sarjoille tama ei
aina pade, mutta tassa on kysymyksessa potenssisarja, jollaiset ovat tassa
suhteessa ongelmattomia. Asiaa kasitellaan tarkemmin analyysin
peruskursseilla.

309



Datan tallettaminen prioriteettijonoon

Edella on tarkasteltu prioriteettijonoa ja sen kekototeutusta vain avainten
kannalta. Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa prioriteettijonon alkioon kuuluu
avaimen lisaksi muuta dataa.

Koska keossa alkioita joudutaan siirtelemaan paljon, on yleensa
tarkoituksenmukaista kayttaa satellittitietueita: Taulukkoon A talletetaan
kustakin prioriteettijonon tietueesta avain k£ ja osoitin x muuhun dataan.
Talloin itse datoja ei tarvitse yhtenaan siirrella paikasta toiseen.
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Halutaan toteuttaa operaatiot

Heap-Insert(A, z, k): lisdaa kekoon osoittimen x osoittama tietue
avaimen arvolla k

Heap-Max(A): palauta osoitin avaimeltaan suurimpaan tietueeseen

Heap-Del-Max(A): palauta osoitin avaimeltaan suurimpaan
tietueeseen ja poista tietue

Heap-Increase-Key(A, x, k): kasvata z:n osoittaman tietueen avain
arvoon k.

Naista kolme ensimmaista onnistuvat suoraviivaisesti edellaesitetyn pohjalta.
Viimeinen vaatii jatkokehittelya, koska nyt x ei kerro, missa kohdassa kekoa
tietueen avain on.
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Ongelma ratkaistaan yksinkertaisesti siten, etta osoittimen x osoittama
tietue sisaltaa

e avaimen key[x] (voidaan jattaa poiskin)
e muun datan data[x]

e kahvan handle[z], joka on avaimen sijainti keossa.

Siis key[A[handle[z]]] = key[x].
Nyt
e Siirreltaessa avaimia keossa pitaa aina paivittaa vastaavat handle-arvot

e uusi Heap-Increase-Key(A, z, k) voidaan suoraan toteuttaa kayttamalla
vanhaa algoritmia Heap-Increase-Key(A, handle[x], k).
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Keko, datatietueet ja kahvat
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6. Jarjestaminen

On annettu jono lukuja tai muita alkioita, joiden valille on maaritelty
suuruusjarjestys. Tehtavana on saattaa alkiot suuruusjarjestykseen.

Tama on eras klassisimpia tietojenkasittelyongelmia, sita on analysoitu
runsaasti ja ratkaisuja toteutettu kaikkiin mahdollisiin ymparistoihin.

Jarjestaminen on hyva perusesimerkki, jonka yhteydessa voidaan esitella
erilaisia algoritmisia tekniikoita ja kysymyksenasetteluja:

e hajoita ja hallitse -menetelma algoritminsuunnittelussa
e pahin vs. keskimaarainen tapaus

e laskennan mallit ja alarajat.
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Tieddmme ennestdaan, miten n lukua voidaan jarjestaa ajassa O(n?) esim.
lisays- tai kuplajarjestamisella.

Jarjestaminen voidaan tehda ajassa O(nlogn) kayttamalla tasapainoisia
bindaarihakupuita (esim. AVL-puita):

e lisda annetut n alkiota yksitellen hakupuuhun ajassa O(logn) per lisays

e tulosta puu sisdjarjestyksessa ajassa O(n).

Koska m voi olla hyvin suurin, vaativuusluokkien O(n?) ja O(nlogn) on
merkittava. Tasapainoisissa binaarihakupuissa puissa kuitenkin

e vakiokertoimet ovat suuria ja

e tarvitaan lisamuistia osoittimia varten

joten tama ratkaisu ei viela ole tyydyttava.
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Kekojarjestaminen (heapsort)
Algoritmin perusidea tulee selvimmin esille seuraavasta:

Heap-Sort-0.1(A[1..n])

Build-Max-Heap(A)
for : <— n downto 1

do BJi] <« Heap-Delete-Max(A)
return B

Tama selvasti palauttaa taulukossa B taulukon A alkiot kasvavassa
jarjestyksessa. Toteutuksessa on tehostamisen varaa.

316



Edella taulukkoa B kasvatetaan samalla kun kekoa A pienennetaan. Mitaan
erillista taulukkoa B ei siis kannata varata, vaan voidaan tallettaa suoraan

A:sta vapautuvaan osaan.

Ottamalla huomioon operaation Heap-Delete-Max toiminta saadaa algoritmi
muotoon

Heap-Sort(A[l..n])

Build-Max-Heap(A)
while heap-size[A] > 1
do vaihda A[1] < Alheap-size[A]]
heap-size[A] «— heap-size[A] — 1
Max-Heapify(A, 1)

Algoritmi pitaa siis ylla invarianttia

e osataulukko Al[heap-size[A] + 1..n] sisaltada n — heap-size[A] taulukon A
suurinta lukua jarjestyksessa

e osataulukossa A[l.. heap-size[A]] on loput luvut kekoehdon mukaisesti.

317



Kekojarjestamisen aikavaativuus on selvasti O(nlogn):
e Build-Max-Heap vie ajan O(n)

e Max-Heapify vie ajan O(logn) ja suoritetaan n — 1 kertaa.

Jos Heapify toteutetaan iteratiivisesti (eika rekursiivisena), sen tilavaativuus
on vakio, kun syotteen tarvitsemaan tilaa ei lasketa. Siis koko algoritmi
toimii vakiotyotilassa (in place).

Kekojarjestaminen on myos huomattavasti yksinkertaisempi toteuttaa kuin
tasapainoinen hakupuu, ja vakiokertoimet ovat melko pienia.
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Lomitusjarjestaminen (merge sort)

Perusajatuksena on seuraava menetelma jarjestaa (mahdollisesti vajaa)
korttipakka:

1. Jos pakassa on vain yksi kortti, ala tee mitaan.

2. Muuten

(a) Jaa pakka kahteen suunnilleen yhta suureen osaan A ja B.
(b) Jarjesta osa A soveltamalla tata menetelmaa rekursiivisesti.
(c) Jarjesta osa B soveltamalla tatda menetelmaa rekursiivisesti.

(d) Lomita nyt jarjestyksessa olevat osapakat A ja B siten, etta koko
pakka tulee jarjestykseen.

Lomittaminen tapahtuu esim. asettamalla osapakat A ja B kuvapuoli

ylospain poydalle ja ottamalla kahdesta nakyvissa olevasta kortista aina
pienempi.
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Sovelletaan samaa menettelya taulukon jarjestamiseen. Kutsu
Merge-Sort(A, p,r) jarjestaa osataulukon Afp..r].

Merge-Sort(A, p,r)

if p<r > ainakin kaksi alkiota
then ¢ — [(p+1r)/2] > puolivili
Merge-Sort(A, p, q)
Merge-Sort(A,q+ 1,7)
Merge(A, p,q,r)

Tassa kutsu Merge(A, p,q,r) lomittaa jo jarjestetyt osataulukot A[p..q] ja

Alg+ 1..r] siten, etta koko osataulukko A[p..r] tulee jarjestykseen.
Palaamme sen toteutukseen kohta.
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Lomituslajittelu on esimerkki hajoita ja hallitse -tyyppisesta
ongelmanratkaisusta:

1. Ongelma jaetaan pienempiin osaongelmiin.
2. Osaongelmat ratkaistaan rekursiivisesti.

3. Osaongelmien ratkaisut yhdistetaan koko ongelman ratkaisuksi.

Laskennallisen tehokkuuden kannalta on yleensa tarkeaa, etta osaongelmista
saadaan mahdollisimman samankokoiset. Palaamme asiaan Merge-Sortin
aikavaativuusanalyysin yhteydessa.
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Lomitus on helpointa tehda kopioimalla ensin alku- ja loppupuoli
aputaulukoihin L ja R. Lisaamalla aputaulukoihin viimeiseksi arvo oo
valtetaan aputaulukon lopun kasitteleminen erikoistapauksena.

Merge(p, q,r)

Varaa aputaulukot L[1..q—p+2]ja R[1..r — g+ 1]
L[l..q—p+ 1] «— A[p..q] > Kopioi taulukon alkupuolisko
R[1..r—q] <~ Alg+1..7] > Kopioi taulukon loppupuolisko
Llg—p+2] < R[r —qg+ 1] « o0
1— 73— 1
for k< ptor
do if L[i] < R[]
then A[k] «+ L[]
1—14+1
else Alk] — R[j]
J—J+1

Aputaulukot vievat (¢ —p+2)+ (r—qg+ 1) = r — p+ 3 muistipaikkaa, joten
tilavaativuus on O(¥), missa £ = r — p 4+ 1 on lomitettavien taulukoiden
yhteispituus.

Myds aikavaativuus on selvasti O(¥).
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Lomitusjarjestamisen aikavaativuus

Olkoon T'(n) algoritmin Merge-Sort(p,r) pahimman tapauksen
aikavaativuus, kun n =r — p 4 1 on jadrjestettavan (osa)taulukon koko.

Merge-Sort(A, p,r)

ifp<r
then q — [(p+1)/2]
Merge-Sort(A, p, q)
Merge-Sort(A,q+ 1,7)
Merge(A,p,q,r)

OOPPWONDR

e alustukset, rivin 1 testi ja poistuminen vievat jonkin vakioajan ai

e rivin 2 sijoitus ja aliohjelmakutsujen alustukset jne. vievat jonkin
vakioajan as

e rivin 3 rekursiivinen kutsu vie ajan T'([n/2])
e rivin 4 rekursiivinen kutsu vie ajan T'(|n/2])

e rivin 5 Merge vie ajan asz + aan joillain vakioilla a3 ja ag4.
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Saamme siis aikavaativuudelle palautuskaavan eli rekursioyhtalon

T(1) a1
T(n) = T(n/2]))+T(n/2])+ aan+ a1 + a2 + a3 kun n > 1.
Muodostamme tasta yksinkertaistetun version

(1) = c
T(n) = T(n/2])+T(n/2])+ cn kun n > 1.

Valinnalla ¢ = a1 + a> + a3 + a4 yksinkertaistettu yhtala antaa ylarajan
alkuperdiselle funktiolle T'. Vastaavasti valitsemalla ¢ = min{ai,a4 } saamme
alarajan. Kuten on odotettavissa, nama yla- ja alaraja ovat vakiokertoimen
paassa toisistaan. Siis yksinkertaistettu yhtalon antaa ©-merkinnan
tarkkuudella oikean vastauksen alkuperaiseen yhtaloon.
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Yksinkertaistamme yhtdloa edelleen olettamalla, etta n = 2P jollakin p € N.
Talloin jakolaskut menevat tasan ja yhtalo tulee muotoon

T(1) c
T(n) = 2T(n/2)+cn kun n = 2P missa p > 1.
Tarkastelemme myohemmin, miten tapaus n #* 2P kasitellaan.

Ratkaisemme taman rekursioyhtalon muodostamalla rekursiopuun:

e puun juureen tulee kutsu Merge-Sort(A,1,n)

e solmun Merge-Sort(A,p,r) lapsiin tulee vastaavat rekursiiviset kutsut
Merge-Sort(A, p,q) ja Merge-Sort(A,q+ 1,r)

e merkitsemme solmuun nakyviin vastaavan kutsun aikavaativuuden paitsi
rekursiivisiin kutsuihin kuluvaa aikaa.

Puun solmuihin tulevien aikojen summa on koko algoritmin aikavaativuus.
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Rekursiopuun muodostuminen
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Rekursiopuun tasolla k
e kussakin solmussa on aika cn /2"
e solmuja on 2F kappaletta

= tason solmujen yhteisaika on 2% .cn /2% = cn.

Viimeinen taso on se, jolla n/2k =1eli k=10og,n = p.

Siis kaikkiaan tasoja on p+ 1 (koska juuri on tasolla 0). Koko puuhun
tulevien aikojen summa on (p+ 1) -cn = cn(logon + 1).

Saamme ratkaisuksi

T(n) = cn(logon+ 1) = ©(nlogn).
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Enta jos n ei ole muotoa 2P millaan p7? Talloin jollakin p > 1 patee
2P < n < 2PT1 Helposti nahdaan, ettd T on kasvava funktio. Siis

T(n)

koska 2Pt1l <« 2n. Vastaavasti
T(n) >

>

IA

VARWA

T(Qp-i-l)

c2PT(log, 2PT 4+ 1)
c-2n(log,(2n) + 1)
2cn(logon + 2),

T(2P)
c2P(10g, 2P + 1)
¢ (n/2)(10g2(n/2) + 1)

¢ log
—MN .
2 2

Siis T'(n) = ©(nlogn) patee ilman rajoituksia.
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Iteratiivinen lomitusjarjestaminen

Edella esitetyssa versiossa rekursiiviset Merge-Sort-kutsut vain jakavat
taulukkoa pienempiin osataulukoihin. Tama on turhaa tyota, koska
tiedamme ilman muuta, mita osataulukoita tarvitaan:

e ensin lomitetaan A[l] ja A[2]; seka A[3] ja A[4]; jne.
e sitten lomitetaan A[l1..2] ja A[3..4]; sekda A[5..6] ja A[7..8]; jne.

o lomitetaan A[1..2"71] ja A[2""1 4 1..27]; sekd A[2'41..2" 4 2'"1] ja
A28 4271 +1..2.29; jne.

e lomitetaan A[l..n/2] ja A[n/2 + 1..n] (olettaen yksinkertaisuuden
vuoksi n = 2P).
Siis lomituksen vaiheessa i lomitetaan pituutta 2 olevia osataulukoita.
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Ottamalla huomioon, etta viimeinen lohko voi jaa vajaaksi, saadaan
seuraava algoritmi:

Merge-Sort-2(A[1..n])

u«— 1 > lomitettavien lohkojen pituus
while u < n
dov+1 > lomitettavan lohkoparin alkukohta
while v +u < n
dop=w
qgq=v+u—1

r=min{q+u,n}
> viimeinen lohko voi olla alimittainen
Merge(A,p, q,7)
v<— v+ 2u
u «— 2u
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Lomitusjarjestaminen ilman rekursiota
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Selvasti Merge-kutsut dominoivat algoritmin aikavaativuutta. Merge-kutsut
ovat samat kuin rekursiivisessa toteutuksessa, ja niihin meneva aika on

tietysti myds sama. (Vaihtoehtoisesti sen voisi laskea suoraan samanlaisella
puulla kuin rekursion tapauksessa.) Siis aikavaativuus on edelleen ©@(nlogn).

Tilavaativuutta dominoi suurin Merge-kutsussa tarvittava aputaulukko,
jonka koko on n/2. Siis tilavaativuus on ©(n).

335



Lomitusjarjestaminen listoilla

Todetaan ensin, etta kaksi jarjestyksessa olevaa listaa voidaan lomittaa
helposti. Tahan ei edes tarvita yleisia listaoperaatioita, vaan jono riittaa:

List-Merge(B, L, R)

> lomitetaan jonot L ja R jonoksi B

Enqueue(L, o) > loppumerkki kumpaankin syotejonoon
Enqueue(R, o)

while First(L) # oo or First(R) # oo
do if First(L) < First(R)
then Enqueue(B, Dequeue(L))
else Enqueue(B, Dequeue(R))

Tassa First(Q) palauttaa jonon @ karjessa olevan alkion, mutta ei poista
sita jonosta.

Lomituksen tulos liitetaan jonon B hantaan. Jonossa B mahdollisesti jo
olleet alkiot sailyvat siella.
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Linkitettya listaa ei voi puolittaa pelkastaan indekseja laskemalla kuten
osataulukkoa. Seuraava alirutiini erottaa jonon A karjesta v alkiota ja
palauttaa niista muodostetun uuden listan. Alkioiden jarjestys sailyy. Jos
jonossa A on alle u alkiota, koko lista A siirretaan.

Take(A,u)

C < tyhja jono
t—0
while t < u and not Empty(A)
do Enqueue(C, Dequeue(A))
t—t+1
return C
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Voimme nyt esittaa lomitusjarjestamisen seuraavasti:

List-Merge-Sort(A)

n «— jonon A pituus
u— 1 > lomitettavien listojen pituus
while u < n
do B « tyhja jono
repeat
L «— Take(A,u)
R «— Take(A,u)
List-Merge(B, L, R)
until Empty(A)
A+— B
U «— 2u
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MyOs lomitusjarjestamisen listaversion aikavaativuus on O(nlogn), mika
voidaan todeta kuten iteratiivisen taulukkoversion tapauksessa.

Lomittaminen voidaan nyt hoitaa osoittimia siirtelemalla. Siis lomittamiseen
ei tarvita ylimaaraista talletusaluetta. Lisatilan tarve alkuperaisen
syotejonon lisaksi on vakio. Pitaa kuitenkin ottaa huomioon, etta
taulukkototeutukseen verrattuna tassa osoittimet vievat lisatilaa.

Vastaavalla lomitusidealla voidaan jarjestaa myOs perakkaistiedostoja.

Kaikki edelld esitetyt lomitusjarjestamisen versiot ovat vakaita (stable):

e Oletetaan, etta jarjestettavat arvot ovat avaimia, joihin kuhunkin liittyy
muutakin tietoa.

e Jos kahdella eri tiedolla on sama avain, niin vakaa jarjestamisalgoritmi
ei muuta naiden kahden tiedon keskenaista jarjestysta.

e Vakaus on toisinaan tarkeaa, esim. jarjestettaessa perakkain usean
avaimen suhteen.

339



Pikajarjestaminen (quicksort)

Pikajarjestaminen on toinen hajoita ja hallitse -menetelma. Se on
kaytannossa suosittu, koska

e aikavaativuus on keskimaarin O(nlogn)
e Vvakiokertoimet ovat pienia

e tyoOtilan tarve on vain O(logn).

Haittapuolina
e pahimman tapauksen aikavaativuus ©(n?)

e kayttaytyminen riippuu syotteesta monimutkaisella tavalla.
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Pikajarjestamisen toiminta-ajatus on seuraava:

Hajoita: Valitse taulukosta A[l..n] jakoalkio (pivot) a. Ryhmittele taulukko
uudestaan siten, etta

Ali]
Aly]

a kun 1 <:<gq
kun g+ 1 <3 <n.

IV IA
S

Ratkaise osaongelmat: Jarjesta osataulukot A[l..q] ja Alg+ 1..n]
soveltamalla algoritmia rekursiivisesti.

Yhdistaminen: Mitaan ei enaa tarvitse tehda, taulukko on jo jarjestyksessa.

Lomitusjarjestamiseen verrattuna hajoitusvaihe on tyolaampi. Naemme pian,
miten se toteutetaan ajassa O(n). Lisaksi jakokohta ¢ ei ole ennalta
tiedossa, vaan maaraytyy taulukon sisallon perusteella. Erityisesti
osataulukoista voi joillain syotteilla tulla hyvinkin eri kokoisia, mika on paha
tehokkuuden kannalta. (Vrt. lomitusjarjestamisen tasajako vakioajassa.)

Vastineeksi hajoitusvaiheessa tehdysta lisatyosta osaratkaisujen
yhdistaminen on triviaalia. (Vrt. lomitus O(n).)
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Edella esitetty hajoitusvaihe voidaan toteuttaa monella tavalla.
Tarkastelemme tata kohta. Olkoon Partition jokin hajoituksen toteuttava

algoritmi.

Taulukon A[1..n] pikajarjestaminen tapahtuu kutsulla Quicksort(A,1,n),
missa Quicksort(A, p,r) jarjestaa osataulukon Alp..r]:

Quicksort(A, p,r)

ifp<r
then g «— Partition(A, p,r)
Quicksort(A, p, q)
Quicksort(A,q+ 1,7)
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Valitsemme tarkasteltavaksi seuraavan yksinkertaisen version
Partition-algoritmista:

Partition(A,p,r)

a — Alp]

1+—p—1

j—r—+1

while i < j

do repeat ¢ «+— i+ 1 until A[i] > a

repeat j «— 7 — 1 until A[j] <a
if ¢ < j then vaihda A[i] «— A[j]

return j

e Jakoalkioksi valitaan tassa taulukon ensimmainen alkio.
e Muutkin jakoalkiot olisivat mahdollisia; palaamme tahan jatkossa.

e Yhdessa while-silmukan iteraatiossa etsitaan
— vasemmanpuoleisin alkio A[:], joka voisi olla loppuosassa
— oikeanpuoleisin alkio A[j], joka voisi olla alkuosassa.
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Algoritmin oikeellisuuden toteamiseksi havaitaan ensin, etta
Partitition-algoritmissa patee silmukkainvariantti

Alk] < a kun p <k <i, ja A[k] >a kun j <k <r

paitsi ehka viimeisen iteraation jalkeen.
Aluksi « < p ja 5 > r, joten invariantti patee triviaalisti.

Kun "repeat 7" -silmukka on suoritettu, niin A[k] <a kun p <k <1, ja
Ali] > a.

Samoin kun "repeat 5" -silmukka on suoritettu, niin A[k] > a kun 7 < k <,
ja Alj] <a.

Jos silmukka ei paaty, vaihdetaan A[i] < A[j], ja invariantti tulee taas
voimaan.

344



while-silmukan iteraatio kun suoritus ei paaty
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Tarkastellaan nyt silmukan viimeista iteraatiota, jonka lopuksi siis 53 < 3.
Vaitamme, etta ¢ = 5 on sopiva jakokohta eli

Akl <a kun p< k<3, ja A[k] >a kun j+1<k<r.

Kuten edella,

e kun "repeat " -silmukka on suoritettu, niin A[k] <a kun p <k <1, ja
Ali] > a.

e kun "repeat 5" -silmukka on suoritettu, niin A[k] > a kun j <k <7, ja
Alj] < a.

Siis vaitteen jalkimmainen osa patee ilman muuta.

Koska 7 > j ja Al[k] <a kun p <k <1, niin A[k] < a patee kun k < j. Lisaksi
Alj] < a, joten my0Os vaitteen ensimmainen osa patee.
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while-silmukan viimeinen iteraatio (tapaukset i=jjat =45+ 1)
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Olemme todenneet, etta Partition(A, p,r) toimii oikein eli organisoi taulukon
ja palauttaa arvon q siten, etta

Alk] <a kun p<k<gq, ja Alk] >a kun ¢+ 1< k<r

Aikaa kuluu
e vakiomaara alustuksiin
e vakiomaara jokaista indeksin kasvatusta ¢ «— ¢ 4+ 1 kohti
e vakiomaara jokaista indeksin pienennysta 5 «<— 5 — 1 kohti

e vakiomaara iteraatiota kohti muihin toimiin while-silmukassa.

Karkeana ylarajana kumpaakin indeksia voidaan muuttaa korkeintaan
r —p+ 2 Kertaa. Lisaksi jokainen while-iteraatio muuttaa kumpaakin
indeksia, joten tama on samalla ylaraja while-iteraatioiden maaralle.

Kokonaisaikavaativuus on siis ©(r — p+ 1) eli lineaarinen osataulukon
pituuden suhteen.
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a=All]l=6

Kutsun Partition(A, 1,8) suoritus kun A =1[6,5,3,8,7,1,2,4]
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Kutsun Quicksort(A4,1,8) suoritus kun A =1[6,5,3,8,7,1, 2, 4]
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Pikajarjestamisen aikavaativuus

Olkoon T'(n) kutsun Quicksort(A,p,r) aikavaativuus, kun n=r —p-+ 1 on
jarjestettavan osataulukon koko:

Quicksort(A,p,r)

1 ifp<r

2 then g «— Partition(A, p,r)
3 Quicksort(A, p, q)

4 Quicksort(A,q+ 1,7)

Koska Partition vie ajan O(n), lahtokohtana on rekursioyhtalo
T(l) = ¢
T(n) = T(k)+Tn—k)+cn kun n > 1,

missa rekursiivisesti jarjestettavien taulukoiden koot ovat k=r—q+ 1 ja
n—k=gq—p. (Tassa on tehty vastaavat yksinkertaistukset kuin
lomitusjarjestamisen analyysissa.) Ongelmana on, etta k vaihtelee sydtteen
mukaan, joten tasta ei suoraan paasta eteenpain.
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Pahimmalle tapaukselle voidaan kirjoittaa ylarajaksi

Tmax(l) =

On kohtuullisen helppo osoittaa, ettd pahin tapaus syntyy, kun £ =1 (tai
symmetrisesti k =n — 1):

Tmax(l) =
Tmax(n) = Tmax(l) —l— Tmax(n — 1) —I_ cn kun n > 1. (2)

Intuitiivisesti pahin tapaus syntyy, kun jako on mahdollisimman epatasainen.

Tasmallisemmin tama todistettaisiin ratkaisemalla (2) ja tarkistamalla, etta
saatu ratkaisu toteuttaa alkuperdisen yhtalon (1). Sivuutamme jatkossa
tarkistusvaiheen.
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Yhtadlo (2) voidaan helposti ratkaista purkamalla:

Tmax(n) Tmax(l) + Tmax(n - 1) + cn
Tmax(]-) + Tmax(l) + Tmax(n — 2) + C(n — 1) + cn
3 - Thmax(1) + Tmax(n —3) +c((n—2)4+(n—1) +n)

n

= (n—1) Tmax(1) 4 Tmax(1) + ¢ i
=2
= en+ce(n—1)- 5

Siis pahimman tapauksen aikavaativuus on neliollinen.

Huom. Edella oletettu maksimaalisen epatasainen jako &k = 1 on todella
mahdollinen. Edella esitetylle Partition-versiolle se syntyy, jos syote on jo
valmiiksi jarjestyksessa.
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Parhaassa tapauksessa jako on mahdollisimman tasainen:

Tmin(1) = ¢
Tmin(n) = Tmm(fn/Q])—I—Tmin(Ln/Zj)—I—cn kun n > 1.

Tama on sama rekursioyhtald kuin lomitusjarjestamiselle, joten parhaan
tapauksen aikavaativuus on ©(nlogn).

Keskimaaradisen tapauksen aikavaativuus on sekin ©(nlogn), mika on
paljon kKiinnostavampaa kuin paras tapaus. Keskimaaraisella tapauksella
tarkoitetaan aikavaativuuden odotusarvoa, kun syotteen kaikki jarjestykset
ovat yhta todenndkoisia. Sivuutamme todistuksen (ks. esim. Cormen et al.
luku 7.4).
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Keskimaaraisen tapauksen valaisemiseksi kuvitellaan tilanne, jossa Partition

tuottaa aina kokoa 1=n ja 5n olevat osataulukot:

10
T(l) = c
T(n) T(9n/10) +T(n/10) + cn kun n > 1

(sivuutamme tassa pyoristysongelmat). Ratkaisu nahdaan helpoimmin
rekursiopuusta:

e Syvyys on
logon
109>(10/9)

silla rekursion tasolla d suurimmankin osataulukon koko on
n-(9/10)¢ =n/(10/9)? =n/n = 1.

d =10919/9n = ~ 6,58109;5n,

e Kunkin tason vaatima aika on korkeintaan cn (vahemman, jos Syvyys on
yli l1ogign, jolloin pienet osataulukot alkavat tyhjentya).

e Siis aikavaativuus on
1 I
log, (10/9)

T(n) <(d+ 1)en = cn ( ogon + 1) = ©O(nlogn).
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Yleisemmin jos jakosuhde on aina a: 1 —«a missa 0 < a < 1/2 on vakio, niin
aikavaativuus on

1

1092(1/(1 — ))
Yleens'a jakojen tasaisuus tietenkin vaihtelee. Jos esim. joka toinen jako on
l D= Ja joka toinen 1—10 : 190, niin edelliseen verrattuna rekursiopuuhun tulee
kaksmkertalnen maara tasoja, joista joka toisella tasolla laskenta ei " etene’.
Tama tuottaa silti vain vakiokertoimen 2 aikavaativuuteen.

cnlogon = ©(nlogn).

Yleisessa tapauksessa jakosuhteiden vaihtelu ei tietenkaan ole nain helposti
analysoitavissa. Kuitenkin aikavaativuus Q(n?) edellyttdd, ettd huonoja
jakoja tulee systemaattisesti paljon perakkain. Satunnaisesti valitulla
syOtteella tama on hyvin epatodennakoista.
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Pikajarjestamisen tilavaativuus

Koska Quicksort ja Partition vaativat vain vakiomaaran apumuuttujia,
pikajarjestamisen tyotilavaativuus on verrannollinen rekursion
maksimisyvyyteen. Pahimmassa tapauksessa se on edella esitetylla
toteutuksella ©(n). Tama voidaan kuitenkin parantaa arvoon O(logn)
toteutusta optimoimalla.

Ensimmainen askel on korvata Quicksort-kutsun paattava rekursiivinen
kutsu eli hantarekursio iteraatiolla:

Quicksort2(A, p,r)

while p < r
do g <« Partition(A,p,r)
Quicksort2(A, p, q)
> Quicksort(A,q+ 1,r) korvataan iteraatiolla:

p—q+1

Monet kaantajat tekevat tallaisen optimoinnin automaattisesti. Tama ei
viela muuta pahimman tapauksen vaativuutta, koska pahimmassa
tapauksessa rekursiivisesti kasiteltava osataulukko A[p..q] on edelleen kokoa

n—1.
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Tilavaativuuteen O(logn) paastaan valitsemalla pienempi kahdesta
osataulukosta rekursion kohteeksi. Suurempi jatetaan iteraation
kasiteltavaksi, mihin ei kulu lisatilaa:

Quicksort3(A, p,r)

while p < r
do g « Partition(A,p,r)
ifqg—p+1<r—gq
then Quicksort3(A,p, q) > alkuosa on pienempi

p—qg+1 > Quicksort(A,q+ 1,r) iteraatiolla
else Quicksort3(A,q+ 1,r)
r <« q > Quicksort(A,p,q) iteraatiolla

Nyt pahin tapaus onkin tasajako, ja tilavaativuus toteuttaa

S(1) = ¢
S(n) < S(n/2)+c

eli S(n) = O(logn) pahimmassa tapauksessa ja siis tietysti myos keskimaarin.
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Pikajarjestaminen kaytannossa

Pikajarjestamisen vakiokertoimet ovat pienia, mutta pienilla n hyva
O(nz)-algoritmi, kuten erityisesti lisaysjarjestaminen, voittaa sen silti.
Rekursio kannattaa siis pysayttaa ennen kuin ehditaan kokoa 1 oleviin
osataulukoihin:

Quicksort(A, p,r)

if p< 20
then InsertionSort(Alp..r])
else q « Partition(A,p,r)

Quicksort(A, p, q)
Quicksort(A,q+ 1,7)

Luvun 20 tilalla voi tietysti olla jokin muukin arvo k. Keskimaarainen
aikavaativuus on asymptoottisesti O((n/k)k? 4+ nlog(n/k)) = O(nlogn) kun
k on vakio. Tassa O(k?) on k:n mittaisen osataulukon jarjestdmiseen kuluva
aika, n/k naiden osataulukoiden lukumaara, log(n/k) rekursiopuun korkeus ja
O(n) yhden tason kokonaisaika kuten edelld (s. 356).
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Edella esitetyn Partition-algoritmin pahin tapaus on, jos syote on jo valmiiksi
jarjestyksessa.

Valmiiksi jarjestetty syote on tietysti helppo kasitella erikoistapauksena.
Joissain sovelluksissa voi kuitenkin esiintya syoOtteita, jotka ovat " melkein
jarjestyksessa’, ja em. Partition toimii silloinkin huonosti.

Vahemman herkka versio saadaan valitsemalla jakoalkioksi a
suuruusjarjestyksessa keskimmainen kolmesta alkioista

e Alp] (taulukon alku)

e Allp—+ r]| /2] (taulukon keskikohta)
e A[r] (taulukon loppu).

Tallekin voidaan 10ytdd oma pahin tapauksensa Q(n?), mutta sen
esiintyminen kaytannossa olisi jo yllattavampaa.
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Varma menettely taata rekursion syvyys O(logn) olisi valita jakoalkioksi a
lukujen A[p], Alp + 1], ..., A[r] mediaani eli suuruusjarjestyksessa
keskimmadinen (| (r 4+ p)/2]:s) alkio.

Yllattaen tama on mahdollista tehda ajassa O(r — p+ 1) eli vakiokerrointa
vaille samassa ajassa kuin edella esitetyt helpot Partition-versiot. Tama
antaa pikajarjestamisesta version, jonka aikavaativuus on O(nlogn) myos
pahimmassa tapauksessa.

Etsittdessa mediaani ajassa O(n) vakiokerroin on kuitenkin suuri ja algoritmi
monimutkainen. Tama menetelma ei siis kaytannossa ole suositeltava, koska
se kadottaa pikajarjestamisen paaasialliset edut esim. kekojarjestamiseen
verrattuna.
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Kompromissi edellisten valilta on valita jakoalkioksi satunnainen alkio
osataulukosta A[p..r]:

Randomized-Partition(A, p, r)

1 +— Random(p,r)
vaihda A[p] < A[i]
return Partition(A,p,r)

Tassa Random(p,r) palauttaa satunnaisen luvun joukosta {p,p+1,...,7} ja
Partition on sama kuin edella.

Pahin tapaus on Q(n?) kuten ennen, mutta nyt se ei esiinny milldan
yKksittaisella syotteella.

Sen sijaan tapaus Q(n?) voi esiintyd milla tahansa syotteelld, mutta tama
edellyttaa hyvin huonoa onnea satunnaislukujen arvonnassa.

Algoritmin aikavaativuus on odotusarvoisesti ©(nlogn), missa satunnaisuus
nyt liittyy vain algoritmin sisaisiin valintoihin eika oletukseen syotteen
jakaumasta.
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Alaraja vertailuihin perustuvalle jarjestamiselle

Edella esitetyt jarjestamisalgoritmit ovat kaikki vertailuihin perustuvia: ne
kasittelevat jarjestettavia arvoja vain

e testaamalla jarjestysehtoja A[i] < A[j], Ali] = Al[j], A[i] > A[j] jne.

e vaihdoilla A[i] < A[j] ja yleisemmin sijoituksilla x < A[7] jne.

Esimerkki muusta kuin vaihtoihin perustuvasta algoritmista voisi olla
sellainen, joka olettaa alkioiden olevan kokonaislukuja ja esim. kayttaa
keskiarvoa (A[1l] + A[n])/2 tai testaa, onko A[i] parillinen.

Kurssilta Johdatus diskreettiin matematiikkaan tiedamme, etta vertailuihin
perustuva jarjestamisalgoritmi suorittaa pahimmassa tapauksessa Q2(nlogn)
vertailua. Kertaamme lyhyesti taman vaitteen takana olevat ajatukset.
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Lahtokohtana on jokin vertailuihin perustuva jarjestamisalgoritmi jollekin
kKiintealle syotteen koolle n.

Alla on esimerkkina vuokaavio lisaysjarjestamiselle, kun n = 3.

kylla ei

l Al2] < A[1]

A[1] = A[2]

kyll3 @ ei

A[2] + A[3] [ loppu ] A[2] < A[3] I loppu I

A[1] — A[2] I loppu I A[1] « A[2] | loppu I
I loppu I I loppu I
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Saamme vuokaavioesityksesta paatospuun, kun jatamme sijoitusoperaatiot
pois ja merkitsemme muuttujien A[1], A[2] ja A[3] alkuperadisia arvoja a, b ja
c. Paatospuun lehdesta nahdaan, mika on alkioiden a, b ja ¢ jarjestys.

|c<b<a| |b<c<a| I c<a<b| |a<c<b|

(Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, etta alkiot ovat erisuuria.)
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Yleisesti jarjestamisalgoritmia vastaavassa paatospuussa
e sisasolmuina on ehtotesteja
e jokaisella sisasolmulla on kaksi lasta
e lehtind on n alkion jarjestyksia (permutaatioita)

e puun korkeus on pahimmassa tapauksessa tehtavien vertailujen
lukumaara.

Jotta algoritmi toimisi oikein, jokaiselle syoOtteen jarjestykselle pitaa olla
(ainakin) yksi lehti.

Siis lehtia on ainakin n!.

Koska kyseessa on binaaripuu, sen korkeus on ainakin log,(n!). Tama on siis
samalla alaraja algoritmin pahimman tapauksen aikavaativuudelle.
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Teemme nyt hyvin karkean arvion

logo(n(n —1)(n—2)...-3-2-1)
logon 4+ logr(n—1) 4+ ...+ 10g,3 + 10g,2 + 109, 1

= zn: log- k
k=1

> > logyk

k=[n/2]
> [n/2]10gs [n/2] .

Siis mika tahansa vertailuihin perustuva jarjestamisalgoritmi tekee
pahimmassa tapauksessa ainakin (n/2)log,>(n/2) = Q(nlogn) vertailua.

logo(n!)

Siis kekojarjestamisen ja lomitusjarjestamisen aikavaativuudet ovat
vakiokerrointa vaille optimaalisia, kun rajoitutaan vertailuihin perustuviin
algoritmeihin.

368



Toistojen havaitseminen

Edella esitettyjen jarjestamisalgoritmien sovelluksena tarkastelemme
seuraavaa ongelmaa:

Annettu: taulukko A[l..n]
Kysymys: onko taulukossa A toisto, ts. ¢« #= j joilla A[i] = A[j].

Ongelma voidaan ratkaista ajassa O(n?) vertailemalla kaikkia n(n —1)/2
paria.

Jos alkioille voidaan maaritella mika tahansa jarjestysrelaatio (niin kuin
yleensa voidaan), ongelma voidaan ratkaista tehokkaammin ajassa

O(nlogn +n) = O(nlogn) jarjestamalla taulukko ja vertailemalla sitten vain
perakkaisia alkioita.

Itse asiassa mika tahansa vertailuihin perustuva algoritmi vaatii pahimmassa
tapauksessa Q2(nlogn) vertailua, mika voidaan osoittaa paatospuuanalyysilla
kuten vastaava tulos jarjestamiselle [Reingold 1972].

Siis jarjestaminen on yleisessa tapauksessa vakiokerrointa vaille optimaalista,
ja kaytannossakin hyva ratkaisu. Jos alkiot ovat esim. kokonaislukuja,
hajauttaminen tyypillisesti toimii ajassa O(n), mutta pahin tapaus on Q(n?).
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Kayttamalla tunnettuja jarjestamisalgoritmien osasia hieman toisin paastaan
aikaan O(n 4+ mlogn), missa m on ensimmaisen toiston paikka jarjestetyssa
taulukossa, tai m = n jos toistoja ei ole. Tama on pahimmassa tapauksessa

edelleen Q2(nlogn), mutta toisinaan parempi.

Duplicates(A)

Build-Max-Heap(A)
while heap-size[A] > 1
do b «— Heap-Delete-Max(A)
if b = Heap-Max(A)
then return True
return False

Siis luodaan keko ajassa O(n) ja poimitaan alkioita jarjestyksessa ajassa
O(logn) per alkio, kunnes toisto 10ytyy.
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Jarjestaminen lineaarisessa ajassa

Laskemisjarjestaminen (counting sort) jarjestaa n alkiota ajassa ©(n + k),
kun alkiot ovat kokonaislukuja valilta O0..k — 1.

Perusidea on yksinkertainen:

e Lasketaan jokaisen luvun O,...,k esiintymien lukumaara taulukossa A.
Olkoon C[¢] luvun ¢ esiintymien maara.

e Nyt jarjestamisen jalkeen taulukossa A pitaa olla luku ¢ kohdissa
Ala;..b;], missa

1—1

a; = ZC[J]+1
j=0

bi = ZC[]]
j=0

Seuraava hieman hiottu versio on vakaa, mista on hyotya jatkossa.
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Counting-Sort(A,n, k)

for 1 +— 0 to k
do C[i] «— O
for j«— 1ton
do C[A[j]] «— ClA[j]] + 1
> Nyt C[i] on avaimen ¢ esiintymien maara.
for:«<— 1 to k
do C[i] « C[i] 4+ C[: — 1]
> Nyt C[i] on avainten O,...,7 esiintymien yhteismaara.
> Siis avaimen ¢ viimeinen esiintyma kuuluu paikkaan A[C]i]].
for j «— n downto 1 > A[j] oikealla paikalle aputaulukkoon B
do z «— A[j]
B[C[z]] + =
Clz] — Clz] — 1 > " Kaytettiin” yksi z.
A+— B

Algoritmin aikavaativuus on selvasti ©(n 4+ k), samoin tyotilan tarve.
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ja niin edelleen . ..
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Reikakorttijarjestamisessa (radix sort) jarjestettavissa avaimissa on
d kenttaa, joista kullakin on k£ mahdollista arvoa.

Historiallisesti
e normaalissa reikakortissa on d = 80 saraketta

e Kussakin sarakkeessa on k = 10 kohtaa, joista yksi voidaan rei’ittaa
esittamaan jotakin numeroista 0,...,9 (ja pari lisareian paikkaa muun
Kuin numerodatan koodaamiseen)

e mekaanisesti voidaan jakaa reikakorttipakka 10 osapakkaan sen mukaan,
missa kohdassa jollain yhdella valitulla sarakkeella on reika.

Kysymys: miten kortit saadaan kaikki sarakkeet huomioon ottavaan
jarjestykseen?
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Numeroidaan sarakkeet vasemmalta oikealle, eniten merkitseva sarake ensin.
Olkoon ¢; kortin ¢ sarakkeessa 7 oleva numero. Siis kortti a on jarjestyksessa
ennen korttia b, jos jollain 1 <13 <k patee a; < b; ja a;j =b; kun 1 <j <17 — 1.

Ensimmainen idea:
e ensin lajitellaan koko pakka 10 osapakkaan sarakkeen 1 mukaan

e toisessa vaiheessa sailytetaan osapakkojen keskinainen jarjestys ja
lajitellaan kukin sarakkeen 2 mukaan

Ongelma: Kun ehditddn sarakkeeseen i, jarjestettdvid osapakkoja on 101,
Osapakkoja ei voi yhdistaa, koska talloin myohemmat vaiheet sotkisivat
aiempien vaiheiden tulokset.

Ratkaisu: Jarjestaminen aloitetaan vahiten merkitsevasta sarakkeesta.
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Oletetaan siis annetuksi taulukko A[1..n,1..d], jonka alkiot ovat joukosta
{0,...,k—1}. Jarjestetaan taulukon rivit (" reikakortit’") siten, etta sarake 1
on eniten merkitseva:

Radix-Sort(A, d)

for 1 +— d downto 1
do jarjesta A sarakkeen 7 mukaan
jollain vakaalla jarjestamisalgoritmilla

Jos sarakkeiden mukaiset jarjestamiset tehdaan laskemisjarjestamisella,
kokonaisaikavaatimus on ©(d(n 4+ k)).

Algoritmin oikeellisuus perustuu invarianttiin, etta k jarjestamiskierroksen
jalkeen A on jarjestyksessa, kun huomioon otetaan vain k viimeista
saraketta. Vakautta tarvitaan, ettei sarakkeen ¢ jarjestaminen sotke
sarakkeita 1 4+ 1,...,d.
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.’ N7 N7 hS
4 3 2 1 3 1 2 1 2 3
4 3 1 2 3 2 1 1 2 4
2 3 2 3 3 2 3 2 2 4
3 1 2 3 1 2 3 3 1 2
1 2 2 4 2 2 4 3 2 1
3 1 2 4 1 2 4 3 2 3

jarjesta jarjesta jarjesta
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Yhteenveto jarjestamisesta

algoritmi aika tyoOtila vakaa
lisaysjar]. O(n?) O(1) kyll3
kekojarj. O(nlogn) O(1) ei
lomitusjarj. O(nlogn) O(n) kylla
pikajarj. keskim. | O(nlogn) O(logn) ei
pikajarj. pahin O(n?) O(n) ei
reikdkorttijarj. | O(d(n+k) O(n—+k) kylls

Taulukossa on algoritmien perusversiot, joita yleensa kaytetaan. Niista on
erilaisia lahinna teoreettisesti kiinnostavia variantteja, kuten edella mainittu
mediaaniin perustuva pikajarjestaminen.

Kaytannossa vyleisin ratkaisu on pikajarjestaminen, paitsi jos
e syOte hyvin pieni = lisaysjarjestaminen

e pahin tapaus tarkea = esim. kekojarjestaminen.
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7. VVerkkoalgoritmit

Verkko (graph) on perustietorakenne, joka on tarkea

e reaalimaailman ilmididen vastineena: tieverkko, viemariverkosto,
Internet jne.

e tietojenkasittelyjarjestelmien sisaisena ilmiona: esim. erilaiset
kaavioesitykset ohjelmistojen ja tietokantojen suunnittelussa

e matemaattisena mallina ilmioille, jotka paalta pain eivat valttamatta
nayta verkoilta: esim. etsintaongelmat tai laskennan eteneminen

Verkkoihin liittyy runsaasti vaikeudeltaan vaihtelevia algoritmisia ongelmia ja
niiden ratkaisutekniikoita, joista tassa esitellaan vain hyvin pieni osa.
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Verkko koostuu solmuista (vertex, node) ja kahta solmua yhdistavista
kaarista eli sarmista (edge). Kuvassa verkon solmut tyypillisesti esitetdaan
ympyroina tms. ja kaaret niita yhdistavina viivoina.

Suuntaamattomassa verkossa kaaren kumpikin paa on samanarvoinen.
Suunnatussa verkossa kaarella on alku- ja loppupaa, ja solmusta a voi olla
kaari solmuun b riippumatta siita, onko solmusta b kaari solmuun a.
Suuntaaminen esitetaan kuvassa nuolenkarjilla.

Painotetussa verkossa jokaiseen kaareen liittyy paino, joka on esim.

luonnollinen luku mutta voi olla muutakin (toisinaan jotain hyvinkin
abstraktia).
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Suuntaamaton verkko, painotettu suuntaamaton verkko ja suunnattu verkko
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Esimerkkeja verkoista ja verkko-ongelmista

Tietokoneverkon yhtenaisyys (" 2-yhtendiset komponentit”):

solmut: tietokoneita
kaaret: tietoliikenneyhteyksia; ei suuntausta, ei painoja(?)

ongelma: mitka yhteydet ovat sellaisia, etta niiden katkeaminen
jakaisi verkon kahteen toisistaan eristettyyn osaan

Robotin navigointi:

solmut: sopivalla tarkkuustasolla esitettyja maantieteellisia
sijainteja

kaaret: tunnettuja vaylia; ei suuntausta, ei painoja

ongelma: ohjaa robotti paikasta A paikkaan B

382



Maantieverkosto:

solmut: kaupunkeja

kaaret: maanteita; ei suuntausta

painot: kaupunkien valisia etaisyyksia

ongelma: mika on lyhin reitti kaupungista A kaupunkiin B

Logistiikkaverkosto (" monihyddykevuo" ):

solmut: varastoja

kaaret: olemassaolevia kuljetusreitteja; ei suuntausta

painot: useasta tavaralajista tieto, kuinka paljon sita voidaan
tietyssa ajassa kuljettaa mitakin reittia pitkin

ongelma: miten saadaan halutut maarat tavaroita kulkemaan eri
varastojen valilla
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Tilasiirtymaverkko:

solmut: reaaliaikaisen jarjestelman tiloja
kaaret: tilojen valisia siirtymia; suunnattu
painot: mika ulkoinen tapahtuma aiheuttaa minkin tilasiirtyman

ongelma: voiko jokin tapahtumajono johtaa johonkin epatoivottuun
tilaan

Aarellinen automaatti (kurssilla Laskennan mallit):

solmut: abstraktin automaatin laskennan tilanteita

kaaret: abstraktin automaatin laskenta-askelia

painot: Kirjaimia

ongelma: Voiko tilasta A kulkea tilaan B siten, etta kuljettujen
kaarten painoista muodostuu haluttu merkkijono
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Verkkojen perusmaaritelmat

Matemaattisesti verkko G on pari G = (V, E), missa
e solmujen joukko V on mika tahansa aarellinen joukko

e kaarten joukko E on karteesisen tulon V x V osajoukko; siis yksittaiset
kaaret ovat pareja (u,v), missa ueV javeV.

Suuntaamattomassa verkossa vaaditaan, etta £ on symmetrinen eli
(u,v) € E jos ja vain jos (v,u) € E.

Yleensa suuntaamattomassa verkossa ei sallita kaaria solmusta itseensa:
pitdaa patea (u,u) € E kaikilla v € V. Suunnatussa verkossa myos (u,u) € E
on mahdollista.

Painot esitetdaan funktiona w: EF — N (tai mika painojen arvoalue sitten
onkin).
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Suuntaamaton painotettu verkko:

' 6 i o V={a,bcd}
e £ =1{(a,b),(b,a),(a,c),(c,a),(a,d),(d,a),(c,d),(d,c)}
) () o w(a,b) = wb,a) =7, wled =wldc) =2 jne.
(=) (4)
Suunnattu (painottamaton) verkko:
e V={a,bcd}
O © o B={(a0)(ba),(cd),(da), (dc),(dd)}
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Jos solmusta u solmuun v on kaari eli (u,v) € E, sanomme, ettda v on solmun
u vieressa ja merkitsemme

u — .

Solmut w ja v ovat naapureita, jos uw on v:n vieressa tai toisin pain;
suuntaamattomalle verkolle nama ovat sama asia. Jos lisaksi painotetussa
verkossa kaaren paino on w(u,v) = x, voidaan merkita

X
u — .
Solmujono (vg,v1,...,v;) on polku solmusta vg solmuun v, jos (vi_1,v;) € E
kaikilla 1 <i < k eli
vg — V1 — ... — V.

Jos solmusta v on polku solmuun v, sanomme, etta solmu v on
saavutettavissa solmusta v ja merkitsemme

U~ 0.

Polun pituus on silla olevien kaarten lukumaara. Mista tahansa solmusta u
itseensa on pituutta 0 oleva polku (u) (siis k =0 ja vo = v, = u).

Painotetussa verkossa polun paino on silla olevien kaarten painojen summa.
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Suunnatun tai suuntaamattoman verkon polku (vg,...,v;) on yksinkertainen,
jos se ei leikkaa itseaan eli v; = v; kKun ¢ # j.

Suunnatussa verkossa polkua (vg,...,v;) sanotaan sykliksi eli kehaksi, jos
vo = v ja k> 1. Siis jos (vg,vo) € E, niin (vg,vo) muodostaa pituutta 1
olevan syklin. Sen sijaan nollan mittaista polkua (vg), jollainen on olemassa
kaikilla vg, ei lasketa sykliksi.

Jos syklissa (vo, ..., v) lisdksi v; # v; Kaikilla 0 <i < j < k eli se ei

paatepisteita lukuunottamatta leikkaa itseaa, sita sanotaan yksinkertaiseksi
Sykliksi.
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Suuntaamattomassa verkossa ei ole jarkevaa laskea sykliksi saman kaaren
kulkemista edes takaisin. Koska solmusta ei saa olla kaarta itseensa, tasta
seuraa erityisesti, etta syklin pituus on vahintaan 3. Tasmallisemmin
suuntaamattoman verkon polku (vg,...,v;) on sykli, jos vg = v ja millaan
0<4,5<k-—1eipade v; =wvj41 ja v; = v;51. Yksinkertainen syKiIi
maaritellaan kuten suunnatussa tapauksessa.

Suunnattu tai suuntaamaton verkko on sykliton (acyclic), jos siina ei ole
yhtaan syklia. Selvasti jos verkko ei ole syklitdn, niin siina on myos ainakin
yKsi yksinkertainen sykili.

Suuntaamaton verkko on yhtendinen (connected), jos u ~ v kaikilla u,v € E.

Suunnattu verkko on vahvasti yhtendinen (strongly connected), jos u ~» v
kaikilla u,v € E. "Vahva" korostaa, etta kaarten suuntauksia on
kunnioitettava.
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Tarkeita erikoistapauksia

Suunnattu sykliton verkko (directed acyclic graph eli DAG): esim. kurssien
suoritusjarjestysta koskevat rajoitukset; maarittaa solmujen valille osittaisen
jarjestyksen.

Vapaa puu on suuntaamaton verkko, joka on seka sykliton etta yhtenainen.
Puussa minka tahansa kahden solmun valilla on tasan yksi yksinkertainen
polku.

Juurellinen puu on usein luontevaa esittaa muodostamalla vastaava vapaa
puu ja suuntaamalla sitten kaaret juurta kohti.
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Verkkojen tallettaminen

Merkintojen yksinkertaistamiseksi oletetaan V ={1,...,n}, missa n = |V |
on solmujen lukumaara.

Vieruslistaesitys sisaltaa kullekin solmulle i, 1 <4 < n, vieruslistan Adj[i],
jossa on lueteltu sen viereiset solmut eli ne 7, joilla (i,7) € E. Vieruslistat
toteutetaan tyypillisesti yhteen suuntaan linkitettyina.

Tilaa tarvitaan
e kullekin solmulle i osoitin listan Adj[i] alkuun ja

e kullekin kaarelle (z,7) vakiokokoinen tietue solmun i vieruslistassa

eli yhteensa O(|V |+ | F ).
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Adj

e 4 1 3 4 ——“

Suunnattu verkko ja sen vieruslistaesitys
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Suuntaamattomassa verkossa jokaisesta kaaresta (u,v) tulee tietue seka
vieruslistaan Adj[u] etta vieruslistaan Adj[v].

Vieruslistaan voidaan helposti tallettaa my0Os kaarten painot.

1 2 | 7 3 | 6 4 | 11 ——“
—®
2 1|7 ——“

~
N

e e 4 1| 11 3 | 2 |

Joissain algoritmeissa (ei talla kurssilla) kaariin liittyvia tietoja (esim.
painoja) joudutaan paivittamaan. Talldin on katevaa linkittaa aina toisiinsa
saman kaaren (u,v) kaksi listaesiintymaa (u listassa Adj[v] ja v listassa
Adj[u]).
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Vierusmatriisiesityksessa verkko esitetaan n x n-matriisina A, missa

. [ 1 jos (i,j) €eE
A[Z’j]_{ 0O muuten.

Painotetun verkon tapauksessa matriisiin laitetaan suoraan painot:
e w(i,7) Jjos (i,5) € E
Alé, g1 = { 0 tai co muuten,

missa tilanteen mukaan joko O tai co on yleensa sopiva arvo koodaamaan
kaaren puuttumisen.

Jos verkko on suuntaamaton, vierusmatriisi on symmetrinen eli

Ali, j] = A[j,4]. Tata hyddyntamalla voidaan tarvittaessa sadstaa puolet
matriisin muistintarpeesta.
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11

1| oo

7 2 > | 7
6

(2) (3) =

4 | 11

Suuntaamaton painotettu verkko vierusmatriisina
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Vieruslistaesitys:
+ sasstsd tilaa, jos verkko on harva eli |E| < |V |?

—+ harvalla verkolla saastaa my0Os aikaa tyypillisilla algoritmeilla, joissa
perusrakenne on

toista seuraava kaikilla solmun « naapureille: .. ..

— ehdon " (u,v) € E?" testaaminen vie pahimmassa tapauksessa ajan
V).

Vierusmatriisiesitys:
+ s33staa tilaa, jos verkko on tihed eli |E| = ©(V %)
+ mika tahansa kaari tai paino loytyy vakioajassa

— tehoton, jos verkko on harva.

Jatkossa esitettavista algoritmeista jotkin vaativat listaesityksen, jotkin
matriisiesityksen, toimiakseen tehokkaasti.
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Verkon lapikaynti

Verkon leveyssuuntainen ja syvyyssuuntainen lapikaynti ovat kaksi
perustavinta verkkoalgoritmia. Kumpikin

e lahtee liikkeelle parametrina saadusta lahtosolmusta s
e Vvierailee kaikissa solmusta s saavutettavissa olevissa solmuissa

), kun verkko on esitetty

e toimii ajassa O(|V |4 | E|) ja tyotilassa O(|V
vieruslistoina

e toimii sekd suunnatuille ettd suuntaamattomille verkoille (mutta
tulosten tulkinta voi poiketa).
Ilmeinen sovellus kummallekin on |oytaa polku lahtosolmusta s haluttuun

kohdesolmuun ¢t.

Algoritmit tuottavat myos erilaista lisainformaatiota verkon rakenteesta,
joten niita kaytetaan muissakin verkkoalgoritmeissa esiprosessorina tai

rakennusalustana.
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Leveyssuuntainen lapikaynti (breadth-first search, BFS)

LahtOosolmusta s saavutettavissa olevat solmut kaydaan lapi taso kerrallaan.
Tasolle ¢ tulee solmut, joihin lyhimman polun pituus solmusta s on tasan :
e tasolle O tulee solmu s.
e tasolle 1 tulee kaikki solmun s viereiset solmut

e tasolle 2 tulee kaikki tason 1 solmujen viereiset solmut, paitsi ne jotka
ovat jo tasolla O tai 1.

Olemme nahneet (kalvo 213), miten juurellisen puun tasottainen lapikaynti
onnistuu jonon avulla.

Jono toimii myos vleisella verkolla. Lisaksi taytyy pitaa kirjaa siita, missa
solmuissa on jo kayty. Muuten verkon syklit voisivat vieda algoritmin
silmukkaan.
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Kirjanpitoa varten liitamme jokaiseen solmun varin, joka on aluksi valkoinen
ja lapikaynnin edetessa voi muuttua ensin harmaaksi ja sitten mustaksi.

Solmu uw on

valkoinen jos lapikaynti ei viela ole edennyt solmuun «

harmaa jos lapikaynti on ehtinyt solmuun «w, mutta solmusta u
edelleen vievia kaaria ei ole viela kasitelty

musta jos solmusta u lahtevat kaaret on kasitelty (jolloin koko
solmu u on loppuunkasitelty).

Aluksi lahtosolmu s on harmaa, muut valkoisia.

Algoritmin pysahtyessa kaikki solmusta s saavutettavissa olevat solmut ovat
mustia, muut valkoisia.
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Lapikaynnin ohella algoritmi muodostaa leveyssuuntaisen puun.
Leveyssuuntaisen puun juurena on s ja sisasolmuina kaikki solmusta s
saavutettavat solmut. Puun rakenne kirjataan muutujiin

e plu]: solmun v vanhempi puussa
e d[u]: solmun wu taso (eli syvyys) puussa.

Puusta tekee leveyssuuntaisen se, etta
e jos u = p[v], niin (u,v) € E
e lyhimman polun pituus solmusta s solmuun u verkossa G on d[u].

Tasta seuraa, ettd jos (s,v1,...,vx_1,u) On leveyssuuntaisen puun polku
juuresta s solmuun u, niin
e (s,v1,...,v5_1,u) On polku myds verkossa G

e verkossa G ei ole lyhyempaa polkua s~ u

eli (s,v1,...,v5_1,u) on erads lyhin polku solmusta s solmuun u.
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Esitamme nyt algoritmin ja toimintaesimerkin, minka jalkeen perustelemme
oikeellisuutta tarkemmin.

BFS(G, s)

for jokaiselle solmulle uw € V
do colour[u] < white

d[u] «— oo
plu] < Nil

colour(s] « gray

d[s] < O

Q) «— tyhja jono

Enqueue(Q), s)

while not Empty(Q)

do u «— Dequeue(Q)
for jokaiselle solmulle v € Adj[u]

do if colour[v] = white
then colour[v] < gray
d[v] < d[u] + 1
plv] < u
Enqueue(Q,v)
colour[u] < black
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:
;

Suuntaamattoman verkon leveyssuuntainen lapikaynti

vieruslistojen olettu olevan aakkosjarjestyksessa

Q tyhja
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Jonoon vietava solmu on aina valkea ja muuttuu samalla harmaaksi.
Harmaa ei koskaan muutu takaisin valkeaksi.

Siis sama solmu viedaan jonoon korkeintaan kerran.
Tilavaativuus:
e edellisen perusteella jonossa on korkeintaan |V | solmua.

e jonoon todella tulee |V | — 1 solmua, jos kaikki muut solmut ovat
lahtosolmun naapureita

= tilavaativuus on pahimmassa tapauksessa ©(| V' |).

Aikavaativuus:
e jokainen vieruslista kaydaan lavitse korkeintaan kerran
= while-silmukan aikavaativuus on O(| E|)
e for-silmukka vie ajan ©(|V|)
= kokonaisaikavaativuus on O(|V |+ | E|)

e pahimmassa tapauksessa kaikki vieruslistat kaydaan lapi ja
aikavaativuus on ©(|V |+ | E ).
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Vaitamme, etta algoritmin suorituksen jalkeen kaikilla solmuilla u patee, etta

e jOS u on saavutettavissa solmusta s, niin w on musta ja df[u] on
lyhimman polun pituus s~ u

e muuten u on valkoinen ja d[u] = oo.
Taman patevyydesta on melko helppo vakuuttua algoritmia tarkastelemalla
ja simuloimalla. Seuraavassa esitettava hieman matemaattisempi tarkastelu

on kuitenkin hyodyllinen valmistava esimerkki ajatustavoista, joita tarvitaan
hankalampien algoritmien ymmartamiseen.
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Varityksia koskeva osa algoritmin toiminnasta on helppo todeta oikeaksi.

Algoritmista nahdaan suoraan, etta while-silmukassa patee invariantti

e jos solmu on valkoinen, se ei ole kaynytkaan jonossa

e jOS solmu on harmaa, se on parhaillaan jonossa

e jOS solmu on musta, se on poistettu jonosta

e jOS solmu on musta, sen viereiset solmut ovat harmaita tai mustia.
Erityisesti algoritmin paattyessa

e harmaita solmuja ei ole, koska jono on tyhja

e |lahtosolmu on musta

e jOS s~ u ja wu olisi valkoinen, niin polku hyppaisi jossain kohdassa
mustasta valkoiseksi

= kaikki saavutettavissa olevat solmut ovat mustia.
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Tehdaan toisaalta vastaoletus, etta algoritmi varittaa harmaaksi ainakin
yhden solmun, joka ei ole saavutettavissa. solmusta s. Olkoon v naista
algoritmin suoritusjarjestyksessa ensimmainen harmaaksi varitettava.

Ennen kuin v voidaan varittaa harmaaksi, algoritmin on pitanyt varittaa
harmaaksi jokin solmu u, jolla v € Adj[u]. Koska oletuksen mukaan v oli
ensimmainen "vaarin” varitetty, solmu v on saavutettavissa. Mutta
oletuksen v € Adj[u] mukaan myos v on nyt saavutettavissa; ristiriita.

Siis solmu varitetaan algoritmin kuluessa harmaaksi, jos ja vain jos se on
saavutettavissa solmusta s. Koska kaikki harmaat solmut tulevat mustiksi
ennen suorituksen loppua, niin varien osalta algoritmi toimii vaitetylla tavalla.
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Polkujen pituuksien tarkastelemiseksi olkoon olkoon D(w) lyhimman polun
pituus lahtosolmusta solmuun u. Lisaksi merkitaan D(u) = oo, jos polkua ei
ole. Vaitamme siis, etta lopuksi d[u] = D(u) kaikilla wu.

On helppo nahda, etta algoritmi sailyttaa invariantin d[u] > D(u) kaikilla wu.
Aluksi d[u] = oo ja invariantti selvasti patee.

Kun algoritmi myohemmin paivittaa
d[v] « d[u] + 1,

niin (u,v) € E. Talloin D(v) < D(uw) + 1, ja yhtasuuruus patee, jos jokin lyhin
polku s ~» v kulkee solmun u kautta. Jos siis d(u) > D(u), niin paivitys ei
riko ehtoa d(v) > DJ[v].

Tama argumentti perustuu siihen, etta algoritmin laskema arvo d[u] on
jonkin polun pituus s ~ u. Ongelmaksi jaa osoittaa, etta algoritmi todella
loytaa lyhimman polun. Algoritmin BFS tapauksessa tama on melko
suoraviivaista, koska (kuten kohta perustellaan) algoritmi I0ytaa solmut
arvon D(uw) mukaan kasvavassa jarjestyksessa. Myohemmin kohtaamme
vastaavan tilanteen painotetuissa verkoissa (Dijkstran algoritmi), jolloin
dynamiikka on monimutkaisempi.
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Analysoimme arvojen d[u] laskemista jakamalla suorituksen vaiheisiin. Vaihe
k paattyy, kun viimeisen kerran muutetaan mustaksi solmu wu, jolla

dlu] = k — 1. Lisaksi sovimme, ettad vaihe O koostuu alustuksista ennen
while-silmukan alkua.

Todistamme induktiolla arvon k£ suhteen, etta vaiheen k paattyessa
e jos D(u) < k, niin w on musta (eli poistunut jonosta)
e jos D(u) = k, niin w on harmaa (eli parhaillaan jonossa)
e jos D(u) > k, niin uw on valkoinen (eli ei ole vield ollut jonossa)
e jOos u on harmaa tai musta, niin d[u] = D(u).

Alustusten jalkeen vaite selvasti patee.
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Oletetaan nyt, etta vaite patee vaiheen k paattyessa.

Siis jonossa on tasan ne solmut u, joilla D(u) = k. Maadritelman mukaan
D(v) =k + 1, jos ja vain jos

e v € Adj[u] jollain u, jolla D(u) =k, ja

e v ¢ Adj[w], jos D(w) < k.

Tasmalleen nama solmut viedaan jonoon vaiheen k£ 4+ 1 aikana:
e kaikki ehdon D(u) = k tayttavat vieruslistat Adj[u] kdaydaan lapi

e jos v € Adj[w] missa D(w) < k, niin induktio-oletuksen mukaan w on
kaynyt jonossa aiemmilla kierroksilla, jolloin v on muutettu harmaaksi.

Siis ehto patee vaiheen k£ + 1 jalkeen.
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Algoritmin paattyessa edella todetun mukaan
e Kkaikki lahtosolmusta saavutettavat solmut ovat mustia ja

e kaikille mustille solmuille u patee d[u] = D(u).

Toisaalta muut kuin saavutettavat solmut uw ovat valkoisia, ja niilla on
voimassa alkuasetus d[u] = .

Siis lopuksi d[u] = D(w) kaikilla u, kuten haluttiin.
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Tarkastellaan viela p-osoittimia. Jos u = p[v], niin d[v] = d[u] + 1 eli
D(v) = D(u) + 1. Siis eras lyhin polku lahtdsolmusta solmuun v saadaan
seuraavasti:

e kulje ensin jotain lyhinta polkua s~ u
e kulje sitten kaarta (u,v).

Siis eras lyhin polku solmusta s solmuun u on (s,v1,...,v;, u), MiSSa
k=d[u] —1 ja

e s = plvy]
o v; =plvi41] kun 1 <<k

o v, = plu]

eli taas haluttu tulos.
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Syvyyssuuntainen lapikaynti (depth-first search, DFS)

Syvyyssuuntaisessa lapikaynnissa edetaan aina yhta polkua pitkin eteenpain,
kunnes tullaan umpikujaan. Sitten peruutetaan viimeisimpaan solmuun,

jossa on kokeilemattomia vaihtoehtoja.

Loydetyille poluille ei ole yhta luontevaa tulkintaa kuin leveyssuuntaisen
lapikaynnin lyhimmille poluille. Ne tarjoavat kuitenkin hyvan pohjan

jatkokehitykselle:

e syklittomyyden testaaminen
e topologinen jarjestaminen

e vahvasti yhtenaisten komponenttien |Ioytaminen.

Palaamme jatkossa naihin sovelluksiin.
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Pidamme taas vylla vareja. Solmu on

valkoinen jos sita ei viela ole saavutettu
harmaa jos se on saavutettu, mutta sita ei ole kasitelty loppuun
musta jos se on kasitelty loppuun.

Jokaiselle solmulle u merkitaan myos
e |0ytymishetki d[u] (discovery): milloin solmu muuttui harmaaksi
e paattymishetki f[u] (finish): milloin solmu muuttui mustaksi.

Aikaa mitataan kaikkiaan tehtyjen varinmuutosten maaralla.

Voisimme myoOs kirjata osoittimia p kuten leveyssuuntaisessa lapikaynnissa,
jolloin saisimme syvyyssuuntaisen metsan (eli joukon syvyyssuuntaisia puita.)
Syvyyssuuntainen puu kertoo paljon verkon rakenteesta, mutta emme
jatkossa tarvitse ekplisiittisia p-osoittimia, joten jatamme ne pois.

Syvyyssuuntainen lapikayntialgoritmi toimii sellaisenaan seka suunnatulle
etta suuntaamattomalle verkolle, mutta syvyyssuuntaisen metsan tulkinta on
erilainen.
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Seuraava algoritmi DFS-all kay syvyyssuuntaisesti lapi koko verkon, ei vain
annetusta lahtosolmusta saavutettavia solmuja. Tama sopii paremmin
jatkossa esitettaviin sovelluksiin.

Varsinainen lapikaynti tehdaan rekursiivisella proseduurilla DFS-Visit.

DFS-all(G) DFS-Visit(u)
for jokaiselle u € V colour[u] < gray
do colour[u] < white time «— time +1
time «— O d[u] « time
for jokaiselle u € V for jokaiselle v € Adj[u]
do if colour[u] = white do if colour[v] = white
then DFS-Visit(u) then DFS-Visit(v)

colour[u] < black
time «— time +1
flu] < time

Esimerkki suunnatusta tapauksesta seuraavilla kolmella kalvolla: solmujen d-
ja f-arvot merkitty muodossa d[u]/f[u]; edetyt kaaret vahvennettu.

414






3/— 4/5

g
3/ a5 12
g
7/8 6/9
1/— 2/11 3/10 a5 L2
- /N
N
S g

7/8 6/9



1/12 2/11 3/10 1/12 2/11 3/10

7272

13/- /f/ 13/— 14/—
1
1/12 2/11 3/10 1/12 2/11 3/10
13/— 14/15 13/16 14/15

417



Aikavaativuus:

e DFS-all lukuunottamatta DFS-Visit-kutsuja vie ajan ©(| V' |).

e Kutsu DFS-Visit(u) suoritetaan vain, jos w on valkoinen. Taman jdlkeen
u ei enda koskaan ole valkoinen. Siis DFS-Visit(u) suoritetaan tasan
kerran kullakin wu.

e DFS-Visit(u) lukuunottamatta for-silmukkaa vie ajan O(1).

e Kaikkien DFS-Visit-kutsujen for-silmukat yhteensa kayvat kertaalleen
lapi kaikki vieruslistat, joten rekursiivisia kutsuja lukuunottamatta niissa
kuluu aika ©(| E).

=- Aikavaativuus on kaikkiaan ©(|V |+ | E|)

Tilavaativuus:
e T[yoOtilavaativuus on vakio plus rekursion vaatima pino.

e Jokaisella rekursiotasolla on DFS-Visit(u) eri solmulla u, joten pinon
syvyys on korkeintaan |V |.

e Syvyys | V| todella esiintyy esim. jos verkko muodostuu yhdesta polusta
v] — V2 — ... — U, Ja lapikaynti alkaa solmusta v;

= Pahimman tapauksen tyotilavaativuus on ©(|V |).
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Syvyyssuuntaisen lapikaynnin perusteella voidaan muodostaa verkon
syvyyssuuntainen metsa. Tama on kokoelma juurellisia puita, missa solmun
u lapsina on ne solmut v, joilla DFS-Visit(u) suoraan kutsui DFS-Visit(v).

Syvyyssuuntainen metsa ei ole yksikasitteinen, vaan riippuu valitusta
solmujen ja vieruslistojen jarjestyksesta.

Syvyyssuuntaisen metsan tulkinta DFS-Visit-kutsukaaviona antaa suoraan
seuraavan "sulkumerkkiteoreeman’ mille tahansa syvyyssuuntaiselle puulle:

Lause 7.1: Mille tahansa solmuille v ja v patee jokin seuraavista:
1. d[u] < d[v] < f[v] < flu], ja solmu v on solmun w jalkeldinen
2. d[v] < d[u] < flu] < f[v], ja solmu « on solmun v jdlkeldinen.

3. dlu] < flu] < d[v] < flv] tai d[v] < flv] < d[u] < f[u], ja solmuista
kumpikaan ei ole toisen jalkelainen

O

Lause sanoo, etta kutsujen alku- ja loppumisajat vastaavat alku- ja
loppusulkuja hyvinmuodostetussa lausekkeessa.
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Suunnatun verkon syvyyssuuntaisen metsan perusteella kaaret voidaan jakaa
neljaan luokkaan: kaari (u,v) on

puukaari jos solmu v on solmun w vanhempi

eteneva jos solmu v on solmun u lapsenlapsi tai etaisempi
jalkelainen

takautuva jos solmu v on solmun wu esi-isa (mukaanlukien tapaus
Uu="uv)

poikittainen jos se ei kuulu mihinkaan edellisista luokista.

Poikittaiset kaaret voivat olla puunsisaisia tai kahden puun valisia.

Suuntaamattomassa verkossa kaaret jaetaan puukaariin ja takautuviin
kaariin: takautuvia ja etenevia ei voi erottaa, ja poikittaisia ei voi esiintya.
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Edellisen lapikaynnin kaaret luokiteltuina ja puumaisemmin piirrettyna.
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Seuraava valkosolmulause patee suunnatuissa ja suuntaamattomissa
verkoissa. Se on tarkea jatkossa esiintyvien syvyyssuuntaiseen lapikayntiin
perustuvien algoritmien ymmartamisessa.

Lause 7.2: Solmu v tulee solmun w jalkeldiseksi syvyyssuuntaisessa
metsassa, jos ja vain jos kutsun DFS-Visit(u) alkaessa on olemassa pelkista
valkoisista solmuista koostuva polku u ~ v.

Todistus: <: Kun v on wu:n jalkelainen, olkoon (u,w1,...,ws,v) puukaaria
pitkin kulkeva polku u ~ v. Sulkumerkkiteoreeman mukaan

dlu] < dlw1] < ... < d[wg] < d[v], joten kutsun DFS-Visit(u) alkaessa kaikki
polun solmut ovat valkoisia.

=: Olkoon (u,w1,...,ws,v) valkoisista solmuista koostuva polku, kun
DFS-Visit(u) alkaa. Tehddan vastaoletus, etta ainakin yksi polun solmuista
ei tule u:n jalkelaiseksi. Olkoon ¢ naista ensimmainen. Olkoon lisaksi p
solmua ¢q edeltava solmu polulla. Sulkumerkkiteoreeman mukaan

dlu] < d[p] < flp] < flu] < dlq] < flq].

Mutta solmu g on solmun p vierussolmu eika siis voi olla valkoinen, kun p on
musta; ristiriita. O
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Suunnatun verkon syklittomyyden testaaminen

Suunnatussa verkossa on sykli, jos ja vain jos siina on ainakin yksi takautuva
kaari. Ongelma siis palautuu takautuvien kaarten havaitsemiseen.

Tarkastellaan verkon valmista syvyyssuuntaista puuta (eli syvyyssuuntaisen
metsan yhta komponenttia, jos niita on useita). Merkitaan siihen solmujen
varit milla tahansa ajanhetkella lapikaynnin kestaessa.

Sulkumerkkiteoreeman perusteella \

e juuri on harmaa
e harmaalla solmulla on korkeintaan

yksi harmaa lapsi ® Q
e Mmustan solmun lapset ovat mustia z
e valkoisen solmun lapset ovat ® O

valkoisia /

O O

vain puukaaret merkitty
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Harmaista solmuista muodostuu polku. Polun viimeinen solmu on se u,
jonka DFS-Visit(u) on silla hetkella aktiivinen (rekursiopinon
paallimmaisend): seuraavaksi

e joko muutetaan harmaaksi jokin solmun u valkoinen lapsi, josta tulee
aktiivinen

e tai muutetaan v mustaksi, ja solmun v vanhemmasta tulee aktiivinen.
Kun solmu « on aktiivinen, harmaita solmuja ovat se itse ja sen esi-isat. Siis

verkossa on takautuva kaari, jos ja vain jos jossain vaiheessa
aktiivisen solmun vieruslistasta [0ytyy harmaa solmu.
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Saadaan seuraava algoritmi:

Cyclic(@) Cyclic-Visit(u)

for jokaiselle u € V colour[u] < gray

do colour[u] < white for jokaiselle v € Adj[u]
for jokaiselle u e V do if colour[v] = gray

do if colour[u] = white then return True

then if Cyclic-Visit(u) if colour[v] = white
then return True then if Cyclic-Visit(v)

return False then return True

colour[u] < black
return False

Selvasti pahimman tapauksen aikavaativuus on ©(|V |+ | E|) Jja
tilavaativuus ©(] V' |) kuten proseduurilla DFS.
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Topologinen jarjestaminen
Tehtavana on jarjestaa suunnatun verkon solmut topologiseen jarjestykseen:
jos (u,v) € E, niin solmu « on jarjestyksessa ennen solmua v.

Topologinen jarjestaminen on mahdollista, jos ja vain jos verkko on sykliton
(DAG). Tama voidaan testata juuri esitetylla algoritmilla.

Esimerkki: On annettu joukko rajoitteita " kurssi w pitaa suorittaa ennen
kurssia v". Opiskelija haluaa (jostain kumman syystd) suorittaa kurssit yksi
kerrallaan. Tehtavana on l0ytaa jokin laillinen jarjestys. (Tyypillisesti
kelvollisia vastauksia on useita.)

Esimerkki (hieman realistisempi): missa jarjestyksessa osat voidaan liittaa
yhteen autotehtaan kokoonpanolinjalla?
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Kurssien esitietovaatimukset voisivat nayttaa esim. talta.
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Ongelma voidaan ratkaista seuraavasti:
1. Suorita syvyyssuuntainen lapikaynti DFS-all(G).

2. Luettele solmut arvon f[u] mukaan vahenevassa jarjestyksessa.

Erillinen jarjestamisvaihe voidaan valttaa liittamalla solmuja tuloslistan
karkeen sita mukaa, kun ne muuttuvat mustiksi.

Algoritmin oikeellisuus todetaan tarkastelemalla tilannetta, kun solmu v
kohdataan solmun wu vieruslistassa:

e Jos v on musta, niin f[v] on pienempi kuin nykyinen ajanhetki time.
Koska DFS-Visit(u) on viela kdaynnissa, arvoksi f[u] tulee vahintdan
time.

e Jos v on valkoinen, suoritetaan DFS-Visit(v) tassa kohdassa, eika u
muutu mustaksi, ennen kuin v muuttuu. Siis lopuksi f[v] < flu].

e JOs v on harmaa, edella esitetyn perusteella verkossa on sykli eli syote ei
ole kelvollinen.

Siis mikali verkko on sykliton, f[v] < flu] patee aina, kun (u,v) € E.
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Erds syvyyssuuntainen lapikayntijarjestys (d/f-arvot) ja sen tuottama
topologinen jarjestys.
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Kriittiset tyovaiheet

Mallinnetaan ohjelmistoprojektia suunnattuna painollisena verkkona:

solmuina projektiin liittyvat tarkistuskohdat: ensimmainen demo
valmis, suorituskykymittaukset tehty, kayttoohje valmis jne.

kaarina tarkistuskohtien valilla tarvittavat tyovaiheet
painoina tyovaiheiden kestot.

Kuinka nopeasti projekti voi valmistua? (Jatetaan huomiotta eri
tyovaiheiden mahdollisesti tarvitsemat yhteiset resurssit jne.)

Tama voidaan suoraan ratkaista etsimalla verkosta painavin polku, missa
polun painon on silla olevien kaarten painojen summa.

Oletus on taas, etta verkko on sykliton.
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Ratkaistaan ongelma laskemalla jokaiselle solmulle

h[u] = painavimman solmusta u alkavan polun paino.

Polkujen paatepisteita siis ei ole maaritelmassa Kiinnitetty. Kaytannossa
paatepisteina on solmuja, joista ei lahde yhtaan kaarta. Painavin polku ei
tietysti yleensa ole yksikasitteinen (ts. usea polku voi saavuttaa saman
maksimaalisen painon).

Jos solmusta u ei lahde kaaria, h[u] on triviaalin polun (u) paino eli 0. Koska
verkko oletetaan syklittomaksi, millaan polulla ei voi olla yli | V| solmua,
joten d[u] on aina hyvin maaritelty ja aarellinen.

Koko verkon painavimman polun pituus on tietysti
max{ hfu] |u eV},

silla polun on alettava jostain solmusta w.
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Jos (u,v) € E, niin
hlu] > w(u,v) + hlv],

silla painavin solmusta v alkava polku on ainakin niin painava kuin polku,
joka ensin menee solmuun v ja jatkaa siita mahdollisimman painavana.
Toisaalta jos v on ensimmainen solmu jollain painavimmalla solmusta «
alkavalla polulla, niin

hlu] = w(u,v) + h[v].
Siis jos solmulla u ei ole naapureita, niin h[u] = 0, ja muuten
hlu] = max{w(u,v) + hlv] | (u,v) € E}.

Eras ratkaisu olisi ensin jarjestaa verkko topologisesti ja sitten kayda solmut
lapi kaanteisessa topologisessa jarjestyksessa. Talloin tiedetaan varmasti,
etta arvoa hlu] laskettaessa tiedetaan h[v] kaikilla v, joilla (u,v) € E.
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Sama tulos saadaan sijoittamalla laskut suoraan syvyyssuuntaiseen
lapikayntiin:

Max-Path(G) DFS-Visit-2(u)
for jokaiselle uw € V colour|u] < gray
do colour[u] < white hlu] < O
for jokaiselle u e V for jokaiselle v € Adj[u]
do if colour[u] = white do if colour[v] = white
then DFS-Visit-2(u) then DFS-Visit-2(v)
return max{ hfu] |u eV} if hlu] < w(u,v) 4+ hlv]

then hlu] «— w(u,v) + h[v]

(Solmujen varittaminen mustaksi on turhana jatetty pois.)
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Vahvasti yhtenaiset komponentit

Olkoon G = (V, E) suunnattu verkko. Merkitaan u ~ v, jos verkossa G on
seka polku u~» v etta polku v ~ u. Selvasti ~ on ekvivalenssirelaatio eli
toteuttaa ehdot

1. v~ v kaikilla u

2. jJOS u ~ v niin v~ u

3. josu~wvjav~w Nnin u~ w.
Tasta seuraa [Johd. diskr. mat.], etta solmut voidaan jakaa sen suhteen
ekvivalenssiluokkiin Vj;, jolloin

e jokaisella u patee u € V; tasan yhdella 1

e josueV,javeV, ninu~wv

e josucV;javeV;, missa i # j, niin u % v.
Ekvivalenssiluokkia V; sanotaan verkon vahvasti yhtenaisiksi komponenteiksi.

Verkko on vahvasti yhtenainen, jos silla on vain yksi vahvasti yhtenainen
komponentti V eli u~ v ja v~ u Kaikilla u,v € V.
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Vahvasti yhtenaisten komponettien perusteella voidaan muodostaa
komponenttiverkko Go¢¢ = (V3¢ ESCC) miss3

e solmujoukko VSCC koostuu alkuperdisen verkon vahvasti yhten3isist3
komponenteista

e (A, B) € E5CC, jos ja vain jos (u,v) € E joillakin u € A ja v € B.

Komponenttiverkko on sykliton: jos siina olisi sykli, niin syklilla olevista
solmuista muodostuisi uusi entista isompi komponentti.
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Vahvasti yhtenaiset komponentit voidaan muodostaa seuraavalla algoritmilla:

Strongly-Connected-Components(G)

1. Suorita verkon G = (V, E) syvyyssuuntainen lapikaynti. Ota
talteen paattymisajat flu].

2. Muodosta verkon G transpoosi GT = (VT,ET), missa VT =V
ja ET ={(v,u) | (u,v) € E}.

3. Suorita verkon G syvyyssuuntainen Idpikdynti. Jokainen
syvyyssuuntaisen metsan puu on verkon G vahvasti yhtenainen
komponentti. Aina kun yksi puu on tullut lapikaydyksi, seuraava

DFS-Visit(u) alkaa f-arvoltaan suurimmasta viela
lapikaymattomasta solmusta wu.

Selvasti pahimman tapauksen aikavaativuus on ©(|V |+ | E|) Jja
tyotilavaativuus ©(| V' |) kuten syvyyssuuntaisella lapikaynnilla.

Esimerkin jalkeen tarkastellaan, miksi algoritmi antaa oikean lopputuloksen.
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alkuperdinen verkko syvyyssuuntainen etsinta alkuperadisessa verkossa

LA

transpoosi, solmut numeroitu laskevan f-arvon mukaan transpoosin syvyyssuuntainen metsda
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Algoritmin toiminta perustuu seuraavaan havaintoon:

Lause 7.3: Jos A # B ovat kaksi vahvasti yhtendista komponenttia ja
(u,v) € E joillain u € A ja v € B, niin

max flz] > max flyl.

Siis jos komponentista A on kaari komponenttiin B, niin vaiheessa 1
komponentin B lapikaynti loppuu ennen kuin komponentin A lapikaynti.

Todistus: Kaksi tapausta sen mukaan, kumman komponentin lapikaynti
alkaa ensin.

Oletetaan ensin, etta komponentin A lapikaynti alkaa solmusta z € A, kun
kaikki komponentin B solmut ovat viela valkoisia. Koska x ~ u — v~y
milla tahansa y € B ja kutsun DFS-Visit(x) alkaessa kaikki nama solmut
ovat valkoisia, valkopolkulauseen mukaan jokainen y € B tulee solmun x
jalkelaiseksi. Siis fly] < flx] kaikilla y € B.

Oletetaan nyt, etta komponentin B lapikaynti alkaa solmusta y € B, kun
kaikki komponentin A solmut ovat viela valkoisia. Koska komponenttiverkko
on sykliton, solmusta y ei ole polkua mihinkaan komponentin A solmuun.
Siis kaikista komponentin B solmuista tulee mustia, ennen kuin mikaan
komponentin A solmu on edes harmaa. O
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Lause 7.4: Algoritmi Strongly-Connected-Components tuottaa oikein
verkon vahvasti yhtenaiset komponentit.

Todistus: Todistamme induktiolla k:n suhteen, etta k£ ensimmaista
vaiheessa 3 tuotettua puuta ovat verkon G vahvasti yhtenaisia
komponentteja.

Tapaus k£ = 0 on triviaali. Oletetaan, etta ensimmaiset £k — 1 puuta ovat
oikein ja tarkastellaan puuta numero k.

Olkoon y puun numero k juuri, ja olkoon B se vahvasti yhtenainen
komponentti, johon y kuuluu.

Induktio-oletuksen mukaan aiemmat puut eivat sisaltaneet komponentin B
solmuja, joten kaikki komponentin B solmut ovat kutsun DFS-Visit(y)
alkaessa valkoisia. Valkopolkulauseen mukaan ne tulevat solmun y
jalkelaisiksi transpoosin syvyyssuuntaisessa puussa.
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Pitaa viela osoittaa, etta solmun y jalkelaisiksi ei tule yhtaan solmua =,
missa x kuuluu johonkin toiseen komponenttiin A #= B.

Ei-valkoisista solmuista ei tietenkaan enaa tehda kenenkaan jalkelaisia.
Olkoon A # B jokin vield valkoisista solmuista koostuva komponentti.

Solmu y valittiin siten, ettd fly] > f[z] kaikilla x € A. Edellisen lauseen
mukaan verkossa G ei voi olla kaarta komponentista A komponenttiin B.
Siis transpoosissa G T ei ole kaaria komponentista B komponenttiin A.

Taten solmun y jalkelaisiksi tulee tasan kaikki komponentin B solmut. O
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Lyhimmat polut painotetussa verkossa

Leveyssuuntainen lapikaynti I10ytaa annetusta lahtosolmusta pituudeltaan
pienimman polun jokaiseen saavutettavissa olevaan solmuun. Muistetaan,
etta pituus on polun kaarien lukumaara.

Hieman harhaanjohtavasti painotetussa verkossa yleensa puhutaan
"lyhimmasta” polusta, kun tarkoitetaan painoltaan pieninta. Muistetaan,

ettd jos p = (vo,...,v;) on pituutta k oleva polku vg ~» vy, Sen paino on

k

w(p) = Z w(vi—1, vi).

1=1
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Tarkastelemme kahta eri versiota ongelmasta |oytaa lyhimmat polut
annetusta lahtosolmusta kaikkiin muihin verkon solmuihin:

e jOS kaarten painot voivat olla mielivaltaisia, ongelma ratkeaa ajassa
O(|V || E|) soveltamalla Bellmanin-Fordin algoritmia

e jos kaarten painot oletetaan ei-negatiivisiksi, ongelma ratkeaa ajassa
O((|]V|+|FE]|)]log]|V]) soveltamalla Dijkstran algoritmia.

Tapaukseen, jossa halutaan lyhin polku lahtosolmusta v vain yhteen
annettuun kohdesolmuun v, ei tunneta yleisessa tapauksessa tehokkaampaa
ratkaisua kuin laskea samalla kaikki lyhimmat polut lahtosolmusta.

Lisaksi

e lyhimmat polut kaikkien |V|2 solmuparin valille voidaan kerralla laskea
ajassa O(|V |?) soveltamalla Floydin algoritmia.
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Maaritellaan

d(u,v) = lyhimman polun u~» v paino,

mikali lyhin polku on olemassa. Jos solmusta u ei ole polkua solmuun v,
merkitaan §(u,v) = co. Maaritellaan vastaavasti w(u,v) = oo, jos (u,v) € E.

Jos negatiiviset painot ovat sallittuja, solmusta « voi olla solmuun v polkuja,
joiden paino on mielivaltaisen pieni. Tama edellyttaa, etta jollain polulla
solmusta v solmuun v on keha, jonka paino on negatiivinen. Talloin

merkitaan §(u,v) = —oo.

o

polku paino
(a,b,c,e) 24+14+2=5
(a,b,c,d,b,c,e) +14+43-9414+2=0

(a7 b7 C’ d? b7 C’ d7 b7 C? 6)
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Tarkastellaan nyt solmusta s alkavien lyhimpien polkujen etsimista.

Kuten leveyssuuntaisessa lapikaynnissa, liitamme jokaiseen saavutettuun
solmuun v osoittimen p[v], jonka aiottu tulkinta on seuraava:

Eras lyhin polku s ~ v saadaan kulkemalla
e ensin lyhin polku s~ p[v] ja
e sitten kaari p[v] — v.

Siis jos m = (s, v1,...,v;) on sellainen polku, etta s = plv1] ja v; = plvit1]
kaikilla 1 <7<k — 1, niin §(s,v;) = w(m).

Mikali osoittimilla p todella on tama ominaisuus, ne muodostavat Iyhimpien
polkujen puun. Talldin erityisesti §(s,v) = (s, p[v]) + w(p[v],v).
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Seka Bellmanin-Fordin etta Dijkstran algoritmi pitavat ylla taulukkoa d,
jossa d[v] on lyhimman toistaiseksi |I0ydetyn polun s ~» v paino.

Siis aina d[v] > 6(s,v), ja algoritmin paattyessa halutaan d[v] = d(v, s).

Algoritmin suorituksen aikana osoittimista p muodostuu polunpituuksia d
vastaava puu:

dlv] = dlp[v]] + w(plv], v).

Suorituksen paattyessa siis p antaa halutun puun.
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Taulukot d ja p alustetaan seuraavasti:

Initialise-Single-Source(G, s)
for kaikilla v € V
do d[v] <« oo
plv] < Nil
d[s] < O

Siis aluksi mitaan polkuja ei ole |oydetty.
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Keskeinen paivitysoperaatio on kaaren (u,v) l0ysaaminen (relaxation):

Relax(u, v, w)

if d[v] > d[u] + w(u,v)
then d{v} — d[u] + w(u,v)
plv] «— u

Loydettyjen polkujen perusteella v nayttaisi olevan etdisyydella d[u] ja v
etdisyydella d[v]. Jos kuitenkin d[v] — d[u] > w(u,v), kaaressa (u,v) on
"jannitysta”, jonka Relax(u,v,w) poistaa siirtamalla solmua v lahemmas.

Kun operaatiossa Relax(u,v,w) pienennetaan arvoa d[v], niin vastaavasti
solmusta v alkaviin kaariin (v,r) voi syntyad jannitteita eli tilateita

d[r] > d[v] + w(v, 7).

Erityisesti nain voi kayda, vaikka kaari (v,r) olisi aiemmin l0ysatty, jolloin
aiempi loysays tavallaan osoittautuu hukkatyoksi.
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Seka Bellmanin-Fordin etta Dijkstran algoritmin runko on seuraava:

Shortest-Paths(G, w, s)

Initialise-Single-Source(G, s)
while verkossa on jannityksia
do valitse kaari (u,v)
Relax(u, v, w)

Huomaa, etta silmukassa patee invariantti d[v] > d(s,v) kaikilla v € V.
Lisaksi operaation Relax(u,v,w) jalkeen u = p[v] ja d[v] = d[u] + w(u,v).

Algoritmien ero on loysaamisoperaatioiden jarjestamisessa. Dijkstran
algoritmi jarjestaa operaatiot niin tehokkaasti, etta kutakin kaarta tarvitsee
loysata vain kerran. Taman onnistuminen voidaan kuitenkin taata vain, jos

verkossa ei ole negatiivisia painoja.
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Bellmanin-Fordin algoritmi

Loysaamisjarjestysta ei yritetakaan optimoida. Kaikki kaaret kaydaan
jarjestyksessa lapi useita kertoja, kunnes tulos on valmis.

Kuten pian ndemme, |V | — 1 |apikayntid riittaa, ellei verkossa ole
negatiivisen painoisia sykleja. Jos taman ajan jalkeen on jannitteita jaljella,
algoritmi palauttaa False merkiksi negatiivisen painoisesta syklista.

Bellman-Ford(G, w, s)

Initialise-Single-Source(G, s)
fori—1to|V]|—-1

do for jokaiselle kaarelle (u,v) € E

do Relax(u,v,w)

for jokaiselle kaarelle (u,v) € E

do if d[v] > d[u] + w(u,v)

then return False

return True
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Seuraava lemma sanoo oleellisesti, ettd |V | — 1 iteraatiota riittad kaikkien
jannitteiden |oysaamiseen, ellei verkossa ole negatiivisen painoisia kehia:

Lemma 7.5: Jos
e solmusta s on polku solmuun v ja

e solmusta s ei voi saavuttaa mitaan negatiivisen painoista kehaa

niin algoritmin Bellman-Ford suorituksen paattyessa d[v] = 6(s,v).

Todistus: Oletusten mukaan jokin yksinkertainen polku
™= (s,v1,...,V5_1,v) on lyhin polku s ~» v. Merkitadan s = vg ja v = v. Nyt
mi = (vo,...,v;) on lyhin polku s ~ v; kaikilla 1 <3 <k,

Huomaa, etta d[u] ei koskaan kasva millaan u. Invariantista du] > 6(s,u)
seuraa, etta jos ehto d[u] = §(s,u) kerran tulee voimaan, se pysyy voimassa.
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Osoitetaan induktiolla indeksin ¢ suhteen, etta kun for-silmukkaa on iteroitu
i kertaa, patee d[v;] = d(s,v;). Koska k < |V |— 1, tasta seuraa vaite.

Tapaus 1+ = 0 patee selvasti.

Oletetaan, etta d[v;] = §(s,v;) patee iteraation i jdlkeen. Kun on seuraavan
kerran suoritettu Relax(v;, v;4+1,w), patee

d[vi+1]

d[vi] + w(vi—1,v;)

d(s,v;) + w(vi_1,v;)

5(S7Ui+1)7

missa viimeinen askel perustuu oletukseen, etta s ~ v; — v;41 on lyhin polku.
§~ v;jy1. U

6(s,vit1)

Il IAIA
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Seuraavat kaksi lemmaa perustelevat, etta algoritmin lopussa tehtava testi
menee oikein.

Lemma 7.6: Jos solmusta s ei voi saavuttaa negatiivisen painoisia kehia,
Bellman-Ford palauttaa True.

Todistus: Edellisen lemman mukaan lopuksi patee d[v] = §(s,v) kaikilla
v € V. Siis kaikilla w € V saadaan

d[v] d(s,v)
d(s,u) + w(u,v)
dlu] + w(u,v).

O

Il IA
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Lemma 7.7: Jos verkossa on keha ¢ = (vg,v1,...,v,), Missa v, = vp ja
e vp ON Saavutettavissa solmusta s ja

e kehan paino w(c) = Zlew(vi_l,vi) on negatiivinen

niin Bellman-Ford palauttaa False.

Todistus: Tehdaan vastaoletus, etta Bellman-Ford palauttaa True. Talldoin
erityisesti d[v;+1] < d[v;] + w(wi, v;41) kaikilla i. Saadaan

d[v] dlvi—1] +w(vr—1,vz)

<
< dlvg_2] + w(vgp—2,vp-1) + w(vgp_1,v%)

VAN

k
d[vo] + Z w(vi_1,v;).
i=1

Koska vg = v ja d[vg] < oo, patee Zle w(vi—_1,v;) > 0, mika on ristiriita
oletuksen w(c) < 0 kanssa. O
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Edellisten kolmen lemman perusteella

e Bellman-Ford palauttaa True, jos ja vain jos solmusta s ei voi saavuttaa
negatiivisen painoista kehaa ja

e talloin lopuksi patee d[v] = §(s,v) kaikilla v € V.

Jos halutaan ehto d[v] = é6(s,v) voimaan joka tapauksessa, pitdaa lopuksi
kdayda korjaamassa d[v] «+ —oo niilla v, joihin paasee solmusta s jonkin
negatiivisen painoisen kehan kautta.

Edella esitetyn mukaan jokaiselta negatiivisen painoiselta kehalta [0ytyy
v; = u ja viy1 = v, joilla d[v] > d[u] + w(u,v). Korjaus tehdaan asettamalla
esim. syvyyssuuntaisella lapikaynnilla d[r] + —oo kaikilla r, jotka ovat
saavutettavissa tallaisesta v.
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Dijkstran algoritmi

Bellmanin-Fordin algoritmissa vaikka kaari (u,v) oli 1dysennetty, siihen
saattoi tulla uudelleen jannitetta, jos d[u] pieneni.

Mieluummin haluaisimme |0ysentda kaaren (u,v) vasta, kun solmulle u patee
dlu] = 6(s,u), eika siis d enaa pienene.

Kaantaen emme halua, etta arvon d[v] pienentaminen jannittaa uudelleen
kaaria, jotka on jo loysennetty.

Dijkstran algoritmissa pidamme ylla joukkoa S C V, jonka alkioille v € S
tiedetaan etta d[v] = 6(s,v). Joukkoa S laajennetaan lisaamalla siihen aina
se veV -8, jolla d[v] on pienin mahdollinen.
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Algoritmi on siis seuraava.

Dijkstra(G, w, s)

Initialise-Single-Source(G, s)
S0
@ < tyhja min-prioriteettijono
for kaikille v e V
do Insert(Q, v, d[v])
while @ ei ole tyhja
do u < Delete-Min(Q)
S—Su{u}
for kaikille v € Adj[u]
do Relax(u,v,w)
Decrease-Key(Q, v, d[v])

Prioriteettijonoon @ talletetaan solmut v avaimen d[u] mukaisesti. Talldin
operaatio Decrease-Key olettaa, etta prioriteettijonon toteutuksessa on
kaytetty kahvoja (s. 312).

459



460



Ennen oikeellisuustarkasteluja arvioidaan algoritmin aikavaativuutta.
Oletetaan prioriteettijono toteutetuksi kekona. Siis yksittainen operaatio
sujuu ajassa O(log |V |).

Aikavaativuutta dominoi selvasti while-silmukka. Lukuunottamatta sisinta
for-silmukkaa tassa tehdaan yksi Delete-Min verkon jokaista solmua kohti.
Siis taman osan aikavaativuus on O(|V |log |V |).

Sisimmassa for-silmukassa kaydaan lapi solmun v vieruslista. Tama
suoritetaan tasan kerran jokaiselle solmulle v, jolloin for-silmukan iteraatioita
vhteensa yli kaikkien while-iteraatioiden tulee vieruslistojen yhteispituuden
verran eli | E|. Yksi iteraatio vie ajan O(log|V'|), eli yhteensa aikaa kuluu
O(| E|log|V]).

Kokonaisajaksi saadaan O((|V |+ |E|)log|V|). Jos verkko on yhtendinen,
mika on yleensa kiinnostavin tapaus, patee |E| > |V | — 1. Aikavaativuus on
talloin O(| E'|log |V ]).

Tyotilavaativuus on selvasti O(|V'|).
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Dijkstran algoritmissa Decrease-Key-operaatioita tehddan O(| E |) kappaletta
ja muita prioriteettijono-operaatioita O(] V' |) kappaletta. Usein |E|> |V |.
Tama motivoi etsimaan prioriteettijonolle toteutusta, jossa Decrease-Key
olisi muita operaatioita halvempi.

Tallainen toteutus onkin loytynyt: Fibonacci-keko. Kun prioritettijono
toteutetaan Fibonacci-kekona, Dijkstran algoritmin asymptoottiseksi
aikavaativuudeksi saadaan O(|E |+ |V |log |V |). Fibonacci-keko on
kuitenkin hyvin monimutkainen tietorakenne. Toteuttaminen on vaikeaa ja
vakiokertoimet niin suuria, etta talla menetelmalla on lahinna teoreettinen
arvo.
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Dijkstran algoritmin oikeellisuus todetaan helpoimmin osoittamalla
while-silmukalle seuraava invariantti:

kaikilla v € S patee d[v] = §(s,v).

Alustusten jalkeen tama selvasti patee. Jos tama patee viela lopuksi, kun
S =V, algoritmi toimii oikein.

Pitaa siis enaa osoittaa, etta invariantti pysyy voimassa silmukkaa
iteroitaessa. Tehdaan vastaoletus, etta jollain u patee d[u] # §(s,u) sen
Kierroksen jdlkeen, jolla on asetettu S «— SU{wu}. Valitaan ensimmadinen
tallainen v ja johdetaan ristiriita.

Jatkossa S ja d tarkoittavat naiden muuttujien arvoa juuri ennen sijoitusta
S—Sufu}l.
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Olkoon nyt =« Iyhin polku s~ u. Koska s € S ja u € S, polulla w on ainakin
yksi kaari (z,y), jolla x € S ja y ¢ S. Valitaan naista ensimmainen.

Polku 7 voidaan nyt jakaa osiin
S™~~> T — Y~~~ Uu,

Mmissa 0sa s ~» x sisaltaa vain joukon S solmuja ja y € S. Osapoluista s ~ x
ja y ~ u kumpikin voi olla yhden solmun mittainen.
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Osoitamme ensin, ettd sijoitettaessa S «— SU{u} patee dly] = d(s,vy).
Tama seuraa siita etta

e polku s~ x — y on lyhin polku s~y

e d[z] =6(s,xz), koska =z € S ja u oletettiin ensimmaiseksi ehdon rikkojaksi

e lisdttdessa x joukkoon S suoritettiin Relax(z,y,w), jolloin d[y] sai arvon
dlz] + w(z,y) = 6(s,y).
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Siis vaikka onkin y € S, patee silti
e dly] =d(s,y).
Lisaksi

e 6(s,y) <d(s,u), silla lyhin polku s~ y on lyhimman polun s ~» u alkuosa
ja oletamme etta kaarten painot ovat ei-negatiivisia

e §(s,u) <d[u] kuten aina ja kaikilla solmuilla.

Siis

dly] = 6(s,y) < 6(s,u) < dful.
Toisaalta solmun uw valinnan perusteella

dlu] < d[y].

Siis itse asiassa patee yhtalona

dly] = 6(s,y) = d(s,u) = d[u],
eli u ei rikokaan ehtoa d[u] = §(s,u); ristiriita.

Siis invariantti patee ja algoritmi tuottaa oikeat d-arvot.
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Sovellusesimerkki: vankilapako

Esitetaan "vankila” (2m + 1) x (2m + 1)-ruudukkona B[0..2m,0..2m],
missa ruudussa (i,5) on joko seina (BJi,7] = 1) tai kaytava (B][z, 5] = 0).

Lahtopaikka on keskiruutu (m,m). Tavoitteena on padasta ruudukon reunalle
eli johonkin ruutuun (¢,7), missa 4 tai 5 on 0 tai 2m + 1.

Ruudusta voidaan siirtya mihin tahansa sen neljasta naapuriruudusta
(pohjoinen, ita, eteld, lansi). Jos kohderuudussa on seina, siihen pitaa
kaivautua. Jos kohderuudussa on kaytava, siihen voi hiipia.

Paras reitti minimoi ensisijaisesti kaivautumisten maaraa. Kaivautumisten
maaran ollessa sama hiipimisten maara ratkaisee.
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muuri

Vankila ja optimaalinen pakoreitti, jossa yksi kaivautuminen ja nelja
hiipimista.
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Motivaatio: vankilapako on (yli)yksinkertaistettu versio
VLSI-piirisuunnittelusta.

Komponentit sijoitetaan piisirulle sopivasti valitun ruudukon pisteisiin.
Komponenttien valiset kytkennat vedetaan suorina tai suorakulmaisina.

Minimoitavia suureita ovat mm. yhteyksien pituus ja kytkentojen
risteyskohtien lukumaara.

Jos halutaan lisata piiriin yksi yhteys, ongelma vastaa vankilapakoa.
Yhteyden vetaminen tyhjan tilan lapi on " hiipimista” . Toisen yhteyden
kanssa risteaminen vaatii " kaivautumista” .

Mutta kaytannossa VLSI-suunnittelun kriteerit ovat monimutkaisempia ja
optimointiongelmat usein algoritmisesti hankalia (NP-tdydellisia; ks.
Laskennan vaativuus).
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Esitamme vankilan painotettuna verkkona, jossa on (2m + 1)? 4+ 1 solmua:
e vksi solmu jokaiselle sijainnille (i,7), missa 0 <1,5 <2m

e vksi lisasolmu t esittamaan vankilan ulkopuolista tilaa

ja 4-(2m + 1)? kaarta:
e Jos p=(i1,71) ja g = (i2,j2) mMissa joko i, = i1 ja jo = j1 £ 1 tai jo = 51
ja i, =141 £ 1, niin (p,q) on kaari. Kaaren paino on
— 1 jos g on kaytavaa
— (2m +1)?+ 1 jos g on muuria.

e Jos p=(4,7) missa 7 tai j on O tai 2m, niin (p,t) on kaari ja w(p,t) = 0.

Kaarten painot on valittu siten, etta yksikin kaivautuminen painaa enemman
kuin pisin mahdollinen hiiviskeleminen. Siis lyhin polku (m,m) ~ t vastaa
optimaalista pakoreittia.

Tassa mallissa kaivautumisesta laskutetaan, vaikka kuljettaisiin toistamiseen
jo aiemmin kaivetusta kohdasta. Tama ei vaikuta ratkaisuun, koska
optimireitti ei kay missaan paikassa kahta kertaa.
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Vankilapako-ongelma voidaan siis ratkaista etsimalla Dijkstran algoritmilla
edella kuvatusta verkosta Ilyhimmat polut solmusta (m,m) lahtien.

Toteusteknisia huomioita:

e Koska halutaan vain polku solmuun t, algoritmin suoritus voidaan
keskeyttaa, kun t tulee lisatyksi joukkoon S.

e Vieruslistoja ja painoja ei tarvitse tallettaa, vaan ne voidaan laskea
lennosta aina tarvittaessa.
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Kaivautumisen ja hiiviskelyn ero voidaan esittaa suoremminkin. Valitaan
kaaripainoksi kokonaislukupareja (z,y ), missa x,y € N.

e Jos (p,q) on kaari ja ¢ on kdytavaa, niin w(p,q) = (0,1).
e Jos (p,q) on kaari ja ¢ on muuria, niin w(p,q) = (1,0).

e Jos (p,t) on kaari, niin w(p,t) = (0,0).

Maaritellaan tallaisille painoille

yhteenlasku: (a,b) + (c,d) =(a+c,b+ d)
suuruusjarjestys: (a,b) < (c,d), jos ja vain jos

a<ctai (a=cjab<d).
Polun paino on edelleen sen kaarten painojen summa.

Painoltaan pienin polku antaa taas optimaalisen pakoreitin. Se voidaan
Ioytaa Dijkstran algoritmilla, kun vain yhteenlaskut ja suuruusvertailut
muokataan yllaesitettyyn muotoon.
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Kaikki lyhimmat polut

Merkintojen yksinkertaistamiseksi oletetaan, etta solmujoukko on
V={1,...,n}, missa n on solmujen lukumadra. Halutaan muodostaa

n X n-matriisi D, missa DJi, j] on lyhimman polun paino i~ j.

Jos kaarten painot ovat ei-negatiivisia, ongelma voidaan ratkaista
suorittamalla Dijkstran algoritmi n kertaa. Olettamalla prioriteettijono
toteutetuksi kekona saadaan aikavaativuudeksi

O(n-(n+ m)logn) = O((n? + nm)logn), missa m = | E|. Jos verkko on
tihed eli m = ©(n?), tama on O(n3logn).

Floydin-Warshallin (tai vain Floydin) algoritmi ratkaisee ongelman ajassa
O(n3), mika siis tiheilld verkoilla on asymptoottisesti parempi kuin Dijkstran
toistaminen. Lisaksi Floyd-Warshall

e sallii negatiiviset painot (mutta ei negatiivisia kehia)

e on helppo toteuttaa; vakiokertoimet ovat pienia.
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Verkko oletetaan annetuksi vierusmatriisina A[1..n,1..n]. Oletetaan
Ali, j] = oo, jos (i,5) € E.

Laskennan vilivaiheina muodostetaan matriisit D®[1..n,1..n], k=0,...,n,
missa

D®)[;, §] on pienin sellaisen polun i — v1 — ... — v; — j paino, Missi
kaikki vdlisolmut vi,...,v; ovat joukossa {1,...,k}.

Siis erityisesti

e DOJ[; 4] = Al[i, j], koska tapauksessa k = 0O sallittujen valisolmujen
joukko on tyhja

e D™ = D eli haluttu lopputulos, koska poluille ei ole mitdan rajoituksia.

Kuten kohta ndhdiain, matriisista D(*~1) saadaan lasketuksi matriisi D)
ajassa O(n). Tama on esimerkki dynaamisena ohjelmointina (tai
taulukointina) tunnetusta algoritmitekniikasta.
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Olkoon nyt p painoltaan pienin sellainen polku z’«p»j, jonka valisolmut
kuuluvat joukkoon {1,... k}. Siis D®[i, 4] on polun p paino. Koska
verkossa ei oletuksen mukaan ole negatiivisia kehia, voimme olettaa, etta &
esiintyy polulla p korkeintaan kerran.

1. Jos solmu k ei esiinny polulla p, niin vadlisolmut kuuluvat joukkoon
{1,...,k—1}. Tdssa tapauksessa

DWIi, 5] = DY Vi, 4].
2. Jos solmu k esiintyy polulla p, niin p voidaan jakaa osiin i~ k«‘ij,

missa r on lyhin polku 7 ~» k ja s on lyhin polku k£~ 7, kun sallittujen
valisolmujen joukko on {1,...,k— 1}. Tassa tapauksessa

DWW, 5] = DYV k] + DEDIE, 4].

Yhdistamalla nama vaihtoehdot saamme paivityssaannon

D@, j] = min{ DEVpi, 1, DEDE K] + DE Dk, 5]}
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Saamme algoritmin raakaversion

Floyd-Warshall-0.1(A)

fori«— 1 ton
do
for j«— 1ton
doif 1=
then DO[; j] — 0
else DO, 5] — A[3, 4]
for k<1 ton
do
fori«— 1 ton
do
for j«— 1ton

do DM, 5] — min { D*-D[4, j],
D®-D[i, k] + D D[k, 4] }

Aikavaativuus on selvasti ©(n3).

Tilavaativuus on tdssa versiossa ©(n3), mutta apumatriisien D& kiyttoa
voidaan tehostaa.
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Tilantarve saadaan helposti pudotetuksi luokkaan @(nQ) toteamalla, etta
matriisin D) |askemiseen ei en3d3 tarvita matriiseja DO D) DE=2)
Riitt3a siis pitda muistissa kaksi viimeisintd matriisia D = D®) ja D’ = D¢-1),

Tastakin voidaan saastaa puolet: tarvitaan vain yksi matriisi D, jonka
paivitys on

Dli, j] < min{ D[i, j], D[i, k] + DIk, j] }.
Tama seuraa siita, etta kaikilla ¢z, 5 ja k patee
DW(i, k] = D% V[i,k]  ja  DWIk,j] = D¥ Dk, j].

Solmuun k rajautuvissa poluissa ei nimittain ole valia, sallitaanko k&
valisolmuna.
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Lisataan algoritmiin viela Kirjan pitaminen itse poluista eika vain painoista.

Samaan tapaan kuin aiemmin, muodostetaan taulukko P[1..n,1..n], missa
PJi, j] kertoo viimeista edellisen solmun lyhimmalla polulla i~ 5. Lyhin
polku 2 ~» j siis tulostetaan takaperin seuraavasti:

Print-Path(z, 7)
print j
while 7 %1
do j « Pz, j]
print j
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Saadaan ajassa ©(n3) ja tyotilassa ©(n?) toimiva algoritmi

Floyd-Warshall(A)

fori— 1 ton
do
for j«—1ton
doif 1=
then DJi,j] <+ O
else Dli, j] +— Al[q, j]
if 1 =4 or Ali,j] = o
then PJi, j] < Nil
else Pli,j] «— 1
for k<1 ton
do
fori— 1 ton
do
for j«—1ton
do if Dl[i, k] + D[k, j] < DI, j]

then DJi, j] < Dl[i, k] + DIk, j]

Pli, j] < P[k, j]
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Transitiivinen sulkeuma

Suunnatun verkon G = (V, E) transitiivinen sulkeuma on verkko G* = (V, E*),
missa

(u,v) € E* jos ja vain jos verkossa G on polku u ~» v.

Esimerkki 7.8: Jos G on vahvasti yhtendinen, niin E* =V x V.

Yleisemmin jos v ja v kuuluvat samaan vahvasti yhtenaiseen komponenttiin,
niin kaikilla w € V patee

(u,w) € E* jos ja vain jos (v,w) € E*
(w,u) € E* jos ja vain jos (w,v) € E*.
Taman perusteella verkon transitiivinen sulkeuma voidaan laskea
e muodostamalla ensin komponenttiverkko G=¢€ ja

e laskemalla sitten komponenttiverkon transitiivinen sulkeuma.

Tama3a sddstdd laskentaa, jos GoCC sisidltda paljon vihemman solmuja kuin
G. O
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Esimerkki 7.9: Olkoon G = (V, E) suunnattu sykliton verkko. Nyt
(u,v) € E*, jos ja vain jos kaikissa verkon G topologisissa jarjestyksissa
solmu u tulee ennen solmua w:

U— 81 — ... — S — v, Nii iKi iSi
Jos verkossa G on polku niin kaikissa topologisissa
jarjestyksissa nama solmut ovat maaritelman mukaan jarjestyksessa

Uy 81y« .-y Sk, V.

Jos polkua u~» v ei ole, voidaan muodostaa seuraavanlainen topologinen
jarjestys:

1. kaikki ne w, joilla on olemassa polku w ~» v, viimeisena solmu v

2. kaikki ne w, joilla on olemassa polku u ~» w, ensimmaisena solmu u

Mistaan jalkimmaisen luokan solmusta ws ei ole polkua ensimmaisen luokan
solmuun wi, koska muuten olisi v ~ wy ~ w1 ~ v. O

484



Transitiivinen sulkeuma voidaan laskea ajassa ©(|V |?) soveltamalla
Floydin-Warshallin algoritmia:

1. Asetetaan kaikille kaarille (u,v) € E jokin aarellinen paino, esim.
w(u,v) = 1.

2. Suoritetaan Floydin-Warshallin algoritmi.

3. Nyt (u,v) € E*, jos ja vain jos D[u,v] < oo.

Algoritmia voidaan hieman virtaviivaistaa:
e Unohdetaan P, koska emme ole kiinnostuneita itse poluista.

e Pidetdan kirjaa ainoastaan siitd, onko DJi, j] aarellinen vai aareton.
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Saadaan seuraava algoritmi:

Transitive-Closure(A)

for i« 1 ton
do
for j«—1ton
do if 1 =5 or A[i,j] < oo
then T[i,j] «— 1
else T[i,j] < O
for k—1ton
do
fori«— 1 ton
do
for j«— 1ton
doif T[i,k] =1 and T[k,j] =1
then T[:,j] «— 1

Ajassa ©(n3) saadaan taulukko T, missa T[i,j] = 1 jos (i,5) € E*, ja
T[7, 5] = 0 muuten.
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Pienin virittava puu (minimum spanning tree)

Jatkossa " puu” tarkoittaa vapaata puuta (ks. s. 113) eli suuntaamatonta
verkkoa, joka on

vhtenainen: minka tahansa kahden solmun valilla on polku

sykliton: minka tahansa kahden solmun valilla on korkeintaan yksi
yksinkertainen polku.

Yhtendisen suuntaamattoman verkon G = (V, E) virittava puu on mika
tahansa puu (V,T), missa T'C E. (Usein termia "virittava puu” kaytetdan
myOs pelkadsta kaarijoukosta T'.)

Siis virittava puu saadaan valitsemalla joukosta £ mahdollisimman vahan
kaaria niin, etta verkko pysyy yhtenaisena. Virittavan puun kaarten
lukumaara on aina |7 | = |V |- 1.

Pienin virittava puu on virittava puu, jonka paino w(T) = ZeeTw(e) on
pienin mahdollinen.
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Verkko ja sen kaikki virittavat puut
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Painollinen verkko ja sen eras pienin virittava puu
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Jatkossa esitettavat algoritmit pienimman virittavan puun loytamiseksi
noudattavat seuraavaa peruskaavaa:

Spanning-Tree(G)

F—10
while |F| < |V |-1
do valitse sellainen (u,v) € E — F' ettd verkossa
(V,FU{(u,v)}) ei ole kehaa
F—FuU{(u,v)}

Kysymyksia:
1. Mista tiedamme, ettd sopiva kaari (u,v) on aina olemassa?
2. Miten kehan olemassaolo testataan tehokkaasti?

3. Miten (u,v) pitaa valita, ettda saadaan pienin virittava puu?
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Eras tapa muodostaa virittava puu. Valivaiheina syntyneiden virittavien
metsien komponentit (selitetadan pian) ymparoity katkoviivalla.
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Virittava puu liittyy laheisesti verkon yhtenaisyyden kasitteeseen.

Olkoon G = (V, F) suuntaamaton verkko, joka ei valttamatta ole
vhtenainen. Merkitaan u ~ v, jos verkossa GG on polku u ~» v. Relaatio ~ on
selvasti ekvivalenssirelaatio:

1. u~ u kaikilla uw
2. u~ v, JOS ja vain jos v ~ u

3. joSu~wvjav~w, NiiN u~ w.

Voimme siis muodostaa sen ekvivalenssiluokat eli solmujoukot Vi,...,V; CV,
missa

e jokaisella v € V on olemassa tasan yksi ¢, jolla u € V;
e jOS u,v €V, niin u ~wv
e josuecV;javeV; missa i # j, niin u % v.

Naita ekvivalenssiluokkia kutsutaan verkon yhtenaisiksi komponenteiksi, ja
ne voidaan helposti muodostaa esim. syvyyssuuntaisella lapikdaynnilla (mita
emme kuitenkaan tarvitse jatkossa).

(Vertaa suunnatun verkon vahvasti yhtenadisiin komponentteihin, s. 435.)
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Kun verkon G = (V, E) yhtendiset komponentit V; on annettu, voidaan
osittaa myos F = F1 U...U FE;, missa luokkaan E; tulevat komponentin V;
solmujen valiset kaaret. Maaritelman mukaan eri komponentteihin kuuluvien
solmujen valilla ei ole kaaria. Verkko siis jakautuu osaverkkoihin

G; = (V;, E;), jotka ovat yhtenaisia.

Jos F C E on sellainen, etta verkko (V, F) on syklitdn, sanomme verkkoa
(V, F) verkon (V, E) virittavaksi metsaksi. Jos metsadlle (V, F) muodostetaan
yhtendiset komponenttiverkot (V;, F;) yllaesitettyyn tapaan, kukin (V;, F;) on

e sykliton, koska F; C F ja (V, F) on sykliton

e yhtenainen, koska kyseessa on yhtenainen komponentti.

Siis kukin (V;, F;) on puu. Virittava metsa on kokoelma puita
e jotka yhdessa kattavat koko verkon mutta

e joita ei ole yhdistetty toisiinsa.
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Palataan nyt algoritmihahmotelmaan Spanning-Tree. Edella esitettya
terminologiaa kayttaen se pitaa ylla verkon (V, E) virittavaa metsaa (V, F).

Aluksi F' = () eli metsa kadsittda | V' | yksisolmuista puuta.
Jokaisella askelella algoritmi lisaa joukkoon F' yhden kaaren (u,v), joka ei luo

verkkoon (V, F') sykleja. Algoritmi siis pitaa ylla invariantin, etta (V, F) on
virittava metsa.

Lopuksi | F'| = |V | —1 eli metsdassa on vain yksi |V |-solmuinen puu.
Vaitamme, etta Spanning-Tree ei voi joutua "umpikujaan’, eli jos

| F'| < |V |—1, on aina mahdollista valita sellainen (u,v) € E — F, etta
(V,FU{(u,v)}) on sykliton.
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Olkoon | F'| < |V |—=1ja (V, F) sykliton. Siis virittavassa metsassa (V, F') on
ainakin kaksi puuta (Vi, F1) ja (Vo, F»). Olkoon p € Vi ja g € Vo. Koska G on
yhtendinen, siina on polku p ~» gq. Olkoon (u,v) taman polun ensimmainen
kaari, jolla w € Vi mutta v € Vi. Merkitaan F' = F U { (u,v) }. Vaditamme,
etta (V, F’) on sykliton.

Koska (V, F') on sykliton, niin mika tahansa verkon (V, F’) sykli kulkisi kaaren
(u,v) kautta. Sykli voitaisiin siis kirjoittaa muotoon (u,v,w1,...,w u), MIissa
kaaret (v, w;), (wy,u) ja (wi,w;41) kKaikilla 1 <4 <t —1 kuuluvat joukkoon F.
Siis (v, w1, ..., ws, u) olisi polku v~ u verkossa (V, F). Tama olisi vastoin
oletusta, etta w ja v ovat eri puissa. Siis verkossa (V, F’) ei ole sykleja.

Olemme todenneet, etta sovelias lisattava kaari (u,v) on aina olemassa,
kunnes virittavassa metsassa on vain yksi komponentti. Siis algoritmi
tuottaa virittavan puun (V, F).
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Tarkastellaan seuraavaksi tehokasta testausmenetelmaa algoritmin
Spanning-Tree ehdolle

verkko (V, FU{ (u,v)}) on sykliton,

missa siis (V, F') voidaan olettaa syklittomaksi.

Edella esitetyn perusteella jos u ja v kuuluvat metsassa (V, F) eri puihin, niin
(V, F U {(u,v)}) on sykliton.

Toisaalta jos solmut u ja v kuuluvat samaan puuhun ja u #= v, niiden valilla
on polku (u,w1,...,w:v), jonka kaaret kuuluvat joukkoon F'. Siis verkossa
(V,FU{(u,v)}) on sykli (u,wi,...,wv,u).

Olemme todenneet, etta yllaoleva ehto voidaan kirjoitaa muotoon
solmut u ja v ovat metsassa (V, F) eri puissa.

Taman voi testata esim. syvyyssuuntaisella lapikaynnilla ajassa
O(|V |+ | E]|). Ndita testeja joudutaan kuitenkin tekemaan hyvin paljon.
Suoritusta voi oleellisesti nopeuttaa pitamalla ylla sopivaa tietorakennetta.
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Erillisten joukkojen yvhdisteet

Esittelemme tietorakenteen, josta on hyotya yleisemminkin kuin virittavan
metsan komponenttien yllapidossa.

On annettu perusjoukko X ja kokoelma S sen erillisia osajoukkoja. Siis
S={51,...,5 }, missa S; C X ja S;NS; =0, jos i # j. Haluamme tukea
seuraavanlaisia operaatioita:

Union(S;, Sj): Kokoelmaan S liitetaan uusi joukko, joka saa
alkioikseen joukkojen S; ja S; alkiot. Vanhat joukot S; ja S;
poistuvat kokoelmasta.

Find(x): palauttaa sen joukon S; tunnuksen, johon z kuuluu.

497



Tasmennamme tata niin, etta joukon S; tunnuksena on jokin sen alkio
x € 5;. Joukon tunnus voi ajan myota vaihtua, mutta annetulla ajanhetkella
se on yksikasitteinen.

Saamme seuraavat operaatiot:

Make-Set(z): luo uuden joukon {x }, jonka tunnukseksi tulee .
Union(z,y): yhdistaa joukot, joiden tunnukset ovat z ja y.
Find(xz): palauttaa sen joukon tunnuksen, johon x kuuluu.

Siis erityisesti operaation Union(Find(z), Find(y)) jalkeen kutsujen Find(x) ja
Find(y) pitdaa palauttaa sama alkio. Koska mikdaan operaatio ei pilko
joukkoja, tama patee jatkossa aina.
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Esimerkki 7.10:

operaatio joukot
Make-Set(1), ... Make-Set(9) | {1} {2} {3} {4} {5} {6} {7} {8} {9}
Union(1,3) {1,3} {2} {4} {5} {6} {7} {8} {9}
Union(2,5) {1,3r{2,56} {4}t {6} {7} {8} {9}
Union(6,5) {1,3{2,56} {4} {7} {8} {9}
Find(7) palauttaa 7
Find(6) palauttaa 5
Union(7,8) {1,3}{2,5,6} {4} {7,8} {9}
Unlon(5,9) {l73} {2757679} {é} {178}
UﬂiOﬂ(?,l) {l737778} {2757679} {é}

Joukkojen edustajat alleviivattu (mutta olisi voitu valita toisinkin). O
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Toteutamme erilliset joukot puurakenteena:

e Jokainen joukko esitetaan juurellisena puuna, jonka solmuissa on joukon
alkiot.

e Jokaiseen alkiooon z liittyy osoitin p[x]:
— Jos z on puun juuri (mukaanluettuna yksisolmuinen puu), niin
plz] = =.
— Muuten p[x] osoittaa solmun x vanhempaa puussa.

e Puun juuressa on joukon tunnusalkio.
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Esimerkki 7.11: Joukkojen {1,3,7,8}, {2,5,6,9} ja {4} puuesitys.

AT TN
|

8
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Jos tehokkuudesta ei valiteta, operaatiot on suoraviivaista toteuttaa:

Make-Set-0.1(x)

plz] « =

Union-0.1(z,vy)
ply] — =z

Find-0.1(z)

while p[x] # =
do z « plx]
return «

Operaatiot Make-Set ja Union sujuvat selvasti vakioajassa, mutta Find vie
hakupolun pituuden suhteen lineaarisen ajan. Kahdella helpolla optimoinnilla
polut lyhenevat oleellisesti:

tasapainotus Union-operaatiossa
poluntiivistys Find-operaatiossa.
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Tasapainottavan Union-toteutuksen idea on liittaa jokaiseen solmuun x
luokitus rank|[x], joka kertoo pisimman solmuun z johtavan polun pituuden
(kun mahdollisia silmukoita  — x ei lasketa).

Siis suurin luokitus max, rank[z] on ylaraja Find-operaation vaativuudelle.

Alustus tulee muotoon

Make-Set(x)

pla] — =
rank[z] < O
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Jotta Union-operaatiot sujuisivat nopeasti, halutaan pitaa rank-arvot
mahdollisimman pienenda. Kun sijoitetaan p[y] < z, niin luokitusta rank[x]
pitaa paivittaa seuraavasti:

rank|[x] < max{ rank[z], rank[y] + 1 }.

Jos rank[y] < rank[x], niin luokitukset eivat kasva! Siis kannattaa sijoittaa
pienempi luokitus suuremman luokituksen alipuuksi:

Union(x,y)

if rank[y] < rank[x]
then ply] «— =

elseif rank[x] < rank|y]
then p[x] — Yy

else

plyl — =
rank|[x] < rank[x] 4+ 1
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Union ja tasapainotus rank-arvoilla.
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Induktiolla nahdaan helposti, etta jos rank[xz] = k, niin solmulla z on ainakin
2k j5lkeldista puussa.

Siis jos alkioita kaikkiaan on n, niin kaikki polunpituudet ovat O(logn). Mika
tahansa m Union-Find-operaation jono voidaan suorittaa ajassa O(mlogn).

Tietorakennetta voidaan viela tehostaa suorittamalla Find-operaation
yhteydessa poluntiivistys: Kun on |O0ydetty polku

x — plx] — plp[r]] — ... — y, Missa y on puun juuri, niin oikaistaan KkaikkKi
osoittimet p[x], p[p[z]] jne. osoittamaan suoraan juureen y. Talldin
seuraavat Find-operaatiot nopeutuvat.
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Find(a)

Find ja poluntiivistys
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Saadaan seuraava algoritmi:

Find(x)

Z T
while p[z] # 2

do z « p[z]
y — 2
Z T
while p[z] # 2

do z,p[z] < plz],y
return y

Huomaa, etta rank-arvoja ei Find-operaatiossa paiviteta, joten ne
menettavat tarkan vastaavuutensa polunpituuksiin.

Tasapainotusta ja poluntiivistysta kaytettdessa voidaan osoittaa, etta m
Union-Find-operaatiota n alkion perusjoukossa vie vain ajan O(ma(n)),
Mmissa « on eras erittdin hitaasti kasvava funktio: karkeasti arvioiden a(n) < 4
kun n < 1080, (Todistus sivuutetaan, ks. esim. Cormen et al. luku 21.)

Sama asymptoottinen aikavaativuus saadaan muillakin samanhenkisilla
tasapainotus- ja polunoikaisuheuristiikoilla.
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Kruskalin algoritmi

Meilla on nyt tarvittavat komponentit pienimman virittavan puun
tehokkaaseen loytamiseen. Kruskalin algoritmissa virittavan puun
perusalgoritmiin lisataan yksinkertainen ahne heuristiikka: kokeillaan aina
painoltaan pieninta jaljella olevaa kaarta.

Kruskal(G)

F —0
for kaikille v e V

do Make-Set(v)
Jarjesta E kaaren painon mukaan kasvavasti.
for kaikille (u,v) € E painon mukaan kasvavassa jarjestyksessa

do if Find(u) # Find(v)

then FF — FU{ (u,v)}
Union(Find(u), Find(v))

return (V, F)

Jos usealla kaarella on sama paino, ne voidaan kasitella missa tahansa
jarjestyksessa.

509



Esimerkki Kruskalin algoritmin toiminnasta.
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Tarkastellaan seuraavaksi Kruskalin algoritmin aikavaativuutta:

e Make-Set-operaatiot O(|V|)

e muut Union- ja Find-operaatiot yhteensa O(|E|a(|V']))
e kaarten jarjestaminen O(| E|log | E|)
e muu kirjanpito yms. O(| E|).

Siis aikavaativuutta dominoi kaarten jarjestamisen O(| E|log| E|).
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Usein virittava puu tulee valmiiksi, ennen kuin kaikki kaaret on kasitelty.
Tallaisissa tapauksissa algoritmia voidaan jonkin verran tehostaa
kayttamalla kekoa sen sijaan, etta heti jarjestetaan kaikki kaaret:

Kruskal-with-Heap(G)

F—10
for kaikille v eV

do Make-Set(v)
H « Build-Heap(F)
while | F| < |V] -1

do (u,v) < Heap-Delete-Min(H)

if Find(u) #= Find(v)
then F — FU{ (u,v)}
Union(Find(u), Find(v))

return (V, F)

Asymptoottinen pahimman tapauksen aikavaativuus on kuitenkin sama kuin
ennenkin.
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Kruskalin algoritmi oikeellisuus ei ole aivan ilmeinen. Todetaan ensin, etta
se palauttaa jonkin virittavan puun (V, F):

Kaaren (u,v) sisallyttaminen joukkoon F' aiheuttaa yhdistamisen
Union(Find(u), Find(v)). Siis ehto Find(u) #= Find(v) on tosi vain, jos u ja v
ovat verkon (V, F') eri komponenteissa. Aiemmin esitetyn perusteella (V, F)
pysyy syklittomana. Siis algoritmin palauttama (V, F) on virittava metsa.

Oletuksen mukaan G on yhtendinen. Jos (V, F') algoritmi suorituksen
paattyessa ei olisi yhtendinen, niin verkossa G olisi jokin kahta metsan (V, F")
puuta yvhdistava kaari e, jota ei ole otettu mukaan joukkoon F'. Koska puut
eivat suorituksen aikana lisaanny, e yhdisti kahta eri puuta jo silloin, kun e oli
kokeiltavana, jolloin se olisi pitanyt ottaa mukaan joukkoon F'; ristiriita.

Siis suorituksen padattyessa (V, F') on virittava puu.
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Seuraavan tuloksen perusteella voidaan osoittaa, etta algoritmin palauttama
virittava puu on pienin:

Lause 7.12: Olkoon U CV, U=V —U ja (u,v) € E painoltaan pienin
sellainen kaari, jonka toinen paatepiste on joukossa U ja toinen joukossa U.

Olkoon lisaksi F' sellainen joukko kaaria, etta

e jos (r,s) € F', niin r ja s ovat joko kumpikin joukossa U tai kumpikin
joukossa U

e F C T jollekin pienimmalle virittavalle puulle (V,T).

Nyt FU{(u,v)} C T’ jollekin pienimmalle virittavalle puulle (V,T").
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Lauseen 7.12 avulla nahdaan, etta algoritmi pitaa ylla invarianttia
F C T jollakin pienimmalla virittavalla puulla (V,T).

Aluksi F' = (, joten invariantti patee triviaalisti.

Kun joukkoon F' ollaan lisdaamassa kaarta (u,v), valitaan joukkoon U ne

solmut, jotka ovat (ennen lisdaystd) solmun u kanssa samassa puussa.

Joukko U toteuttaa lauseen ehdot, joten lauseen nojalla F U { (u,v) }
toteuttaa invariantin.

Lopuksi (V, F') on virittava puu, joten invariantin nojalla se on pienin
sellainen, kuten haluttiin.
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Lauseen 7.12 todistus: Olkoon (V,T) pienin virittava puu, jolla F C T.
Jos (u,v) € T, vdite on selva.

Oletetaan (u,v) ¢ T. Verkossa (V,T U{ (u,v)}) on kehd, joka sisaltaa kaaren
(u,v) ja sen lisaksi ainakin yhden toisen kaaren (p,q), jonka toinen
padtepiste on joukossa U ja toinen joukossa U. Erityisesti (p,q) € F.
Valitaan 7" =T U { (u,v) } = {(p,q) }.

Kaaren (p,q) poistaminen jakaa puun (V,T) kahteen komponenttiin, jotka
(u,v) taas yhdistaa. Siis (V,T") on virittava puu.

Oletuksen mukaan w(u,v) < w(p,q), joten

S we) =Y w(e) —wp,q) + wlu,v) <3 wle).

ecT” ecT ecT

Koska (V,T) on pienin virittava puu, niin myos (V,T') on. O
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Primin algoritmi

Perusidea on samantapainen kuin Kruskalin algoritmissa. Nyt kuitenkin
pidetaan ylla vain yhta puuta ja lisataan siihen kaaria yksi kerrallaan.

Toisin sanoen algoritmi pitaa ylla puuta (S5,7), missa S CV ja T C E. Kuten
Kruskalin algoritmissa, nytkin pidetaan ylla invarianttia

jollakin pienimmalla virittavalla puulla (V,T') patee T C T".

Puuhun lisataan seuraavaksi aina se solmu v € V — S, jonka etaisyys
key[v] = minw(u, v)
ues
on pienin. Solmut pidetaan taman avaimen mukaisessa prioriteettijonossa.

Kun v liitetaan joukkoon S, samalla joukkoon T liitetaan (u,v), missa u € S
on sellainen, etta w(u,v) = key[v].
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Algoritmi ei pida eksplisiittisesti kirjaa joukoista S ja T'.
Joukon S solmuja ovat ne, jotka eivat enaa ole prioriteettijonossa Q.

Jokaiseen solmuun v € V — S liitetaan osoitin p[v], joka kertoo sita lahinna
olevan joukon S solmun. Kun v liitetadan joukkoon S, arvo p[v] jaadytetaan.
Lopulta puuhun T tulee kaikki kaaret (v, p[v]), missa v #£ r.

Annamme algoritmille parametrina solmun r, joka toimii puun "siemenena’ .

Prim(G,w,r)

for jokaiselle v € V do key[v] «— o
key[r] < O
for jokaiselle v € V do Insert(Q, r, key|[r])
while Q # 0
do u « Delete-Min(Q)
for jokaiselle v € Adj[u]
do if v € Q and key[v] > w(u,v)
then key[v] «— w(u,v)
Decrease-Key(Q, v, w(u,v))
plv] < u
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EsimerkkKi

Primin algoritmin toiminnasta.
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Algoritmista nahdaan suoraan, etta arvot key[v] ja p[v] ovat kuten edellad
sanottiin:

key[lv] = Teiglw(u,v) kun v &€ S
w(plv],v) = key[v],

missa S =V — Q.
Lisaksi kun maaritellaan T'= { (p[v],v) |v € S —{r} }, niin verkko (S,T) on

sykliton, silla joukkoon T ei koskaan lisata kaaria joukossa S jo olevien
solmujen valille.

Algoritmin oikeellisuuden ei-trivaali osuus on osoittaa invariantti
jollekin pienimmalle virittavalle puulle (V,T') patee T C T".

Tahan kdytamme jalleen lausetta 7.12 (s. 514).
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Olkoon S ja T kuten edella. Tarkastellaan algoritmia, kun ollaan lisaamassa
S «— SuU{wu}. Tehddan induktio-oletus, etta T' C T’ jollain pienimmalla
virittavalla puulla (V,T").

Kaikilla v € V — S kaari (p[v],v) on painoltaan pienin kaari joukosta S
solmuun v, ja kaaren paino on key[v]. Algoritmi valitseen sen u, jolla avain
key[u] on pienin. Siis (p[u],v) on painoltaan pienin kaari joukosta S joukkoon
V — S. Koska joukossa T' ei ennestaan ole kaaria joukosta S joukkoon V — S,
lauseen 7.12 ehdot patevat. Siis T U { (p[u],u) } CT” jollekin pienimmalle
virittavalle puulle (V,T").

Siis invariantti patee. Lopuksi S =V ja (S,T) on koko verkon pienin
virittava puu.
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Primin algoritmin ensimmadinen for-silmukka vie ajan O(| V' |).

Jos prioriteettijono toteutetaan kekona, sen alustaminen voidaan suorittaa
ajassa O(] V' |) kayttamalla algoritmia Build-Heap.

Delete-Min-operaatioita suoritetaan |V | ja Decrease-Key-operaatioita
korkeintaan | E | kappaletta. Kekototeutuksella kukin ndistd menee ajassa
O(log |V |). Siis while-silmukan ja samalla koko algoritmin aikavaativuudeksi
tulee O((|V |+ | E|)log |V |) eli sama kuin Kruskalin algoritmilla.

Kuten Dijkstran algoritmissa, tassakin asymptoottista aikavaativuutta
voidaan parantaa toteuttamalla prioriteettijono Fibonacci-kekona. Talloin
kutakin Decrease-Key-operaatiota kohden tarvitaan vain vakioaika.
Kokonaisaikavaativuudeksi tulee O(|E |+ |V |[log |V ]).
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Jos verkko on tihed eli | E| = ©(| V |?), Primin algoritmi Fibonacci-keolla

toteutettuna saa aikavaativuuden O(|E| 4 |V |log|V]) = O(]V |?). Sama
aikavaativuus saadaan helpomminkin:

Prim-Dense(G, w, )

key[r] < O
S—{r}
for jokaiselle v eV —{r}
do key[v] < w(r,v)
plv] «r
while S £ V
do valitse u, jolla key[u] on pienin
S—Sufu}
for kaikille v e V
do if v €S and w(u,v) < key[v]
then key[v] «— w(u,v)
plv] < u

Siis Primin algoritmi aikavaativuus tiheille verkoille on O(|V |?) (my®ds ilman
Fibonacci-kekoa, jonka vakiokertoimet ovat suuret).
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Tiheilld verkoilla Primin algoritmin aikavaativuus O(] V |?) on parempi kuin
Kruskalin O(| E|log | E|) = O(|V |?log |V |).

Harvoilla verkoilla Kruskalin pahimman tapauksen aikavaativuus
O(| E|log |V |) on sama kuin Primin (jos unohdetaan Fibonacci-keko).

Monissa tilanteissa Kruskal on kuitenkin parempi, kuin pahimman tapauksen
analyysi antaa ymmartaa:

e jOS pienimpaan virittavaan puuhun tulevat kaaret ovat kaikki hyvin

kevyita, algoritmi pysahtyy, ennen kuin kaikkia kaaria on tarvinnut kayda
lapi

e jOS painot ovat pienia kokonaislukuja, jarjestaminen sujuu nopeammin
kuin Q(|E|log| E|).

Siis algoritmien keskinainen paremmuus on tapauskohtaista.
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Esimerkki 7.13: Halutaan osittaa verkon G = (V, E) solmut kahteen
luokkaan Vi ja V5 siten, etta luokkien valinen pienin etaisyys

d(Vl,VQ) = min {w(u,v) | ueVi,v e VQ}

on mahdollisimman suuri. (Muistetaan, etta osituksessa Vi1 N Vo = 0 ja
Viuv, =V.)

Intuitiivinen tulkinta on, etta
e w(u,v) on jokin mitta alkioiden w ja v erilaisuudelle

e alkiot halutaan jakaa kahteen mahdollisimman selvasti toisistaan
erottuvaan luokkaan.
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Annettu ongelma on erikoistapaus ryvastamisesta, joka on tarkea
menetelma data-analyysissa. Halutaan osittaa perusjoukko X rypaisiin
X1,...,X siten, etta

e eri rypadseen kuuluvilla uw ja v erilaisuus d(u,v) on mahdollisimman suuri
ja

e samaan rypadaseen kuuluvilla u ja v erilaisuus d(u,v) on mahdollisimman
pieni.

Tavoite voidaan tasmentaa eri tavoin, mutta yleensa ongelma on
laskennallisesti hankala. Tassa tarkasteltu erikoistapaus ratkeaa kuitenkin
helposti muodostamalla pienin virittava puu.
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Vaitamme, etta ongelma ratkeaa seuraavalla algoritmilla:
1. Muodosta verkolle pienin virittava puu (V,T).
2. Olkoon e joukon T painoltaan suurin kaari.

3. Valitse luokiksi V7 ja Vo metsan (V,T — {e}) yhtendiset komponentit.

Tulos on sama, kuin jos ajettaisiin Kruskalin algoritmia, mutta lopetettaisiin
juuri ennen viimeisen kaaren lisaamista virittavaan puuhun.
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Todetaan ensin, etta muodostettujen luokkien V7 ja Vo pienin etaisyys on
min{ w(u,v) | v € Vi,v € Vo } = w(e).

Valitaan mitka tahansa ue Vi jav e Vo. Nyt T/ = (T —{e}) U{(u,v) } on
virittava puu, jonka paino on

w(T") = w(T) — w(e) + w(u,v).
Koska T on pienin virittava puu, on oltava w(u,v) > w(e).

Siis e on luokkia V7 ja Vo yhdistavista kaarista painoltaan pienin.
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Todetaan sitten, etta milla tahansa solmujen osituksella (U1, U,) patee

min{ w(u,v) | v € Uy,v € Uz } < w(e).

Tama seuraa suoraan siita, etta ainakin yksi puun 7' kaari yhdistaa joukkoja
Ui ja Us, ja e on puun T kaarista painoltaan suurin.

Edellisista kahdesta toteamuksesta seuraa, etta algoritmin tuottama ositus
(V1,V2) maksimoi lyhimman etadisyyden

min{ w(u,v) |u € Vi,v e Vo }.
O
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8. Yhteenvetoa

Tietorakenteet ja abstraktit tietotyypit:

abstrakti tietotyyppi: mita datalle halutaan tehda

tietorakenne: miten se tehdaan (talletusrakenne, operaatioden
toteutus)

Tietorakenteet ja algoritmit:

e tietorakenteiden toteuttamisessa voidaan tarvita ei-triviaaleja
algoritmeja (esim. AVL-puiden tasapainotus)

e algoritmien tehokkaassa toteuttamisessa voidaan tarvita ei-triviaaleja
tietorakenteita (esim. Kruskalin algoritmi: keko ja Union-Find).
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Millaisia asioita olemme oppineet

Toisin sanoen mita kurssista olisi hyva muistaa viela ensi vuonna.

Perustietorakenteita ja -algoritmeja, jotka on hyva osata jopa koodata
melko sujuvasti:

e pino, jono, linkitetty lista, puu

e Syvyyssuuntainen ja leveyssuuntainen lapikaynti

Yleisesti tarvittavia tietorakenteita ja algoritmeja, joita ei yleensa tarvitse
(tai kannata) itse koodata, mutta keskeiset periaatteet pitdaa tuntea:

e hakemistorakenteet: puu vs. hajautus; keskusmuisti vs. levy

e jarjestaminen: O(n) vs. O(nlogn) vs. O(n?); pikajarjestamisen vaikeat
tapaukset.
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Mallinnustekniikoita: etenkin puiden ja verkkojen kayttaminen
ongelmanratkaisun mallina

e tekoaly: pelipuut, abstraktin puun tai verkon lapikaynti, graafiset mallit
(verkkopohjaisia todennakoisyysmalleja)

e tietoliikenne: esim. reitittaminen Dijkstran algoritmilla

e ohjelmointi ja ohjelmointikielet: jasennyspuu, verkkopohjaiset
kaavioesitykset

e tietojenkasittelyteoria: puut ja verkot abstraktien laskennan mallien
esittamisessa.
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Algoritmien suunnittelutekniikoita:

invariantit: perustekniikka, josta on iloa myos perusohjelmoinnissa turhien
virheiden valttamiseksi

hajoita ja hallitse: keskeinen tekniikka edistyneemmassa
algoritmisuunnittelussa; analyysi perustuu rekursioyhtaloihin; esim.
lomitusjarjestaminen

ahne algoritmi: idea on usein luonteva, mutta oikeellisuus vaikea perustella;
esim. Kruskal

taulukointi (dynaaminen ohjelmointi): monipuolinen tekniikka, itse asiassa
varsin intuitiivinen kun siihen tottuu; esim. Floyd-Warshall.

Etenkin hajoita ja hallitse, ahneus ja taulukointi voivat olla vaikeita soveltaa.
Niita voi harjoitella lisaa kurssilla Algoritmien suunnittelu ja analyysi. Talla
kurssilla paatavoite on ymmartaa esitettyjen esimerkkialgoritmien ideat ja
osata soveltaa niita hieman muuntaen.
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Algoritmit, tietorakenteet ja muu maailma

Kaytannossa algoritmit

toteutetaan tietokonelaitteistolla ja

liittyvat osaksi sovellusohjelmaa.

Talla kurssilla on lahinna tarkasteltu asymptoottista pahimman tapauksen
aikavaativuutta (" O-notaatio” ), joka kertoo yksinkertaisessa muodossa
algoritmin skaalautuvuuden. Sovelluksessa tarvitaan muutakin:

Kuinka isoja syoOtteet todella ovat? Helppoja vai vaikeita?

Mika on riittava suorituskyky? Mika oikeasti on jarjestelman
pullonkaula?

Jos algoritmia pitaa tosissaan ruveta viilaamaan, miten se suhtautuu
kaytettavissa olevaan suoritusymparistoon (rinnakkaistuminen,
valimuistin kaytto jne.)?

Kaytannon tekijat: vllapidettavyys, virheesta toipuminen jne.
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Kertaustehtavia

Kaydaan kertauksena lapi kevaan 2005 toisen kurssikokeen tehtavat.
Tehtava 1: Eraaseen sovellukseen tarvitaan seuraavanlainen tietorakenne R:

e Sen mahdolliset hakuavaimet k ovat 64-bittisia etumerkittomia

kokonaislukuja (eli valiltd 0...2% —1 = 18 446 744 073 709 551 615) ja
niiden jakauma on tasainen.

e Hakuoperaatio lookup(R, k) vastaa, 10ytyyko avain k talla hetkella
rakenteesta R vaiko ei.

e Lisaysoperaatio insert(R, k) lisaa avaimen k rakenteeseen R, ellei se jo
ole siina.
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Koska sovelluksessa taytyy saastaa muistia, niin rakenteessa R saa olla yhta
aikaa korkeintaan 229 = 1 048 576 avainta. Jos rakenne R on jo tdynna, niin
uusi avain k korvaa sen vanhan avaimen k/, jonka edellisesta kasittelysta (eli
lisdyksesta insert(R, k') tai hausta lookup(R, k’)) on mahdollisimman kauan.

Sovelluksessa on tarkeinta, etta onnistuvat haut (eli ne, joilla lookup(R, k)
vastaa true) olisivat keskimaadrin hyvin nopeita. Muut operaatiot eivat ole
niin kriittisia.

(a) Ehdota talle rakenteelle R sopiva toteutus. Perustele valintasi.

(b) Anna kohdan (a) toteutuksessasi pseudokoodi rakenteen R
hakuoperaatiolle lookup(R, k).

(c) Anna kohdan (a) toteutuksessasi pseudokoodi rakenteen R
lisdysoperaatiolle insert(R, k).
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Tehtavan 1 ratkaisuidea: Tarkeimmaksi kriteeriksi on annettu
onnistuneen haun keskimaarainen aikavaativuus. Ensimmaisena mieleen
tulee hajautus. Koska tehtavassa lisaksi avaimet ovat kokonaislukuja ja
jakautuneet tasaisesti, esim. jakolaskumenetelma toimisi varsin hyvin.

Valitaan siis perusratkaisuksi hajautus jakolaskumenetelmalla. Koska
joudutaan suorittamaan myos poistoja, yhteentormaykset on katevampaa
hoitaa ketjuttamalla (eika avoimella hajautuksella).

Valitaan talletusalueen kooksi p alkuluku lahelta lukua

(218 4 219) /2 = (3/4) - 219 = (3/8) - 220. Tall6in se on kaukana kakkosen
potensseista, ja tayttdasteeksi tulee korkeintaan 8/3 eli varsin kohtuullinen.
(Muutkin valinnat ovat mahdollisia.)
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Mietitaan nyt poistojen toteuttamista.

Koska poistettavaksi valitaan kauimmin joutilaana ollut avain, ensimmaisena
tulee mieleen tallentaa avaimet jonoon. Ongelmana on, etta
lookup-operaatiot " nuorentavat” avaimia, joten jonon " first in, first out”
-jarjestysta pitaa paasta muokkaamaan.

Tahan ongelmaan sopii suoraan ratkaisuksi prioriteettijono (maksimiversio)
varustettuna DecreaseKey-operaatiolla. Ikava kylla DecreaseKey vaatii
logaritmisen ajan, ja tassa sovelluksessa se jouduttaisiin aina suorittamaan
lookup-operaation yhteydessa. Menettaisimme siis lookup-operaation
(keskimaaradisen) vakioaikaisuuden, mika oli hajautuksen keskeinen hyoty.
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Tarkemmin ajatellen emme kuitenkaan tarvitse tassa yleista
DecreaseKey-operaatiota, silla lookup vie |0ydetyn avaimen aina
poistojarjestyksessa viimeiseksi.

Siis talletetaan avaimet listaan siten, etta
e lisaykset tehdaan listan loppuun
e poistot tehdaan listan alusta

e |lookup-operaation yhteydessa alkio siirretaan listan viimeiseksi.
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Jokainen lisattava avain tulee varsinaisessa hajautustaulussa talletetuksi
yvlivuotolistaan, ja lisaksi tarvitaan lista avainten poistojarjestyksesta. Koska
listoista tehdaan myos poistoja, toteutetaan ne kahteen suuntaan
linkitettyina.

Eras mahdollinen ratkaisu olisi luoda jokaiselle avaimelle kaksi listasolmua,
toinen hajautustaulun ylivuotolistaan ja toinen poistolistaan. Nama pitaisi
kuitenkin viela linkittaa toinen toisiinsa. Tehokkaampaa lienee tallentaa
kukin avain vain yhteen solmuun, ja liittaa tahan kahdet linkitykset.
Solmuun r tulee siis seuraavat kentat:

key[r]: avain

next[r]: seuraaja ylivuotolistassa
prev[r]: edeltdja ylivuotolistassa
newer[r]: seuraaja poistolistassa
older[r]: edeltdja poistolistassa.

Olkoon hajautustaulun talletusalue A[O..p — 1]. Toteutetaan poistolista L
tunnussolmullisena rengaslistana. Siis poistolistan alku- ja loppusolmut ovat
newer[L] ja ja older[L]; kenttia next[L] ja prev[L] ei kaytetd. Laskuri n pitaa
Kirjaa avainten lukumaarasta.
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Kirjoitetaan ensin apuproseduuri search, joka etsii avainta k ja jos loytaa,
niin siirtaa vastaavan tietueen poistolistan loppuun:

search(R, k)

r «— A[k mod p]
while r = Nil and key[r] £ k
do r « next[r]
if r % Nil
then newer[older[r]] < newer|[r]

older[newer[r]] < older[r]
older[r] < [older[L]]
newer[r] < L
newer[older[r]] < r
older[newer[r]] < r

return r
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Operaation lookup saadaan suoraan apuproseduurista search:

lookup(R, k)
return search[R, k] #= Nil

Operaatio insert hoituu sekin pelkalla search-kutsulla, mikali avain loytyy.
Muuten se taytyy lisata, mika jakautuu kahteen paahaaraan.

Jos avainten lukumaara on suurin sallittu, niin poistolistasta pitaisi poistaa
ensimmainen solmu ja lisata uusi avain viimeiseksi solmuksi. Teemme taman
"Kiertamalla” kehalistaa niin, etta ensimmaisesta solmusta tulee uusi
tunnussolmu ja uusi avain talletetaan vanhaan tunnussolmuun. Talloin
poistuva avain pitaa poistaa myos itse hajautustaulusta.

Jos lukumaara ei ole suurin sallittu, luodaan tavalliseen tapaan uusi solmu.

Kummassakin tapauksessa uusi avain lisataan vastaavan ylivuotoketjun
alkuun.
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insert(R, k)

if search[R, k] = Nil
then if n = 220

then r — L
key[r] «— k
L «— newer[L]
if prev[L] = Nil

else

then Alkey[L] mod p] < next[L]
else next[prev[L]] < next[L]

if next[L] 7= Nil
then prev[next[L]] + prev[L]

r < new listasolmu

n<+—n-+1

key[r] < k

newer[r] < L

older[r] < newer|[L]

older[newer|[r]] « newer[older[r]] < r

next[r] «<— A[k mod p]
prev[r] « Nil
Alkmodp] «r
if next[r] # Nil
then prev[next[r]] < r
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Tehtava 2: Mika keko-, pika- ja lomitusjarjestamisalgoritmeista on se, joka
tarvitsee vahiten muistia?

Perustele vastauksesi selittamalla, mihin ne kaksi muuta tarvitsevat
enemman muistia kuin se.

Tehtavan 2 ratkaisu: Kekojarjestaminen toimii vakiotyotilassa ja vie nain
ollen algoritmeista vahiten muistia.

Pikajdrjestaminen tarvitsee rekursiopinoa varten keskimaarin ©(logn) ja
pahimmassa tapauksessa ©(n) tyomuistia.

Lomitusjarjestamisessa lomittamiseen tarvitaan alkuperaisen taulukon
kokoinen aputaulukko, joten tyotilaa kuluu ©(n).
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Tehtava 3: Labyrinttiin on asetettu sinne tanne hiiria ja juustoja oheisen
kuvan tapaan. (Voit olettaa, ettd aluksi mitkaan kaksi hiirta eivat ole
samassa labyrintin ruudussa.) Jokainen hiiri voi siirtya yhdella askeleella
viereiseen ruutuun, ei kuitenkaan viistosti eika seinien lapi. Tehtavanasi on
selvittaa, milla hiirista on lyhyin matka sita lahimman juuston luokse.

3

o
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Kehita tahan ongelmaan sellainen algoritmi,

jonka suoritusaika on lineaarinen labyrintin

pinta-alan suhteen. Anna algoritmistasi

(a) lyhyt sanallinen selitys sen
toimintaperiaatteesta

(b) kohdan (a) selitystdsi vastaava pseudokoodi

(c) perustelu kohdan (b) koodisi suoritusajalle.
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Tehtavan 3 ratkaisuidea: Ensimmaisena mieleen tuleva ratkaisu on laskea
Floydin-Warshallin algoritmilla taydellinen etaisyystaulukko ja valita kaikista

hiiri-juustopareista etaisyydeltaan pienin. Tama on kuitenkin hyvin kaukana
lineaarisesta ajasta.

Seuraava idea on laskea erikseen kullekin juustolle etaisyys lahimpaan
hiireen. Koska verkossa ei ole painoja, ei tarvita Dijkstran algoritmia, vaan
leveyssuuntainen ldpikaynti riittda. Tama vaatii ajan O(|V |+ | E|) per
juusto, missa (V, E) on labyrinttia esittava verkko.

Koska |V | on sama kuin labyrintin pinta-ala (sopivalla yksikdlla mitattuna)
ja |E| < 4| FE|, aika on pinta-alan suhteen lineaarinen yhdelle juustolle. Jos
juustoja voi olla mielivaltaisen monta, tama ei viela kelpaa.
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Edellinen ratkaisuyritys tekee paljon paallekkaista laskentaa, koska eri
juustoista lahtevat polut voivat yhtya, mutta tata ei mitenkaan oteta
huomioon.

Tasta saadaan taulukointi-idea: muodostetaan labyrintin kokoinen taulukko
A, missa Alz, 5] on ruudun (7,7) etaisyys lahimmasta juustosta.

Aluksi asetetaan A[i, j] < O, jos ruudussa (7,5) on juusto, ja Az, j] «— oo
muuten.

Vaiheessa k asetetaan Alz, j] < k kaikilla ruuduilla (z,7), joilla A[z, 7] on
toistaiseksi co mutta joilla on naapuriruutu (r,s), jolla A[r,s] =k — 1.

Tamakaan ei viela toimi lineaarisessa ajassa, jos joka vaiheessa joudutaan
kaymaan koko taulukko lapi ja etsimaan muuttuvia kohtia.
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Nyt kuitenkin havaitaan, etta vaiheessa k tarvitsee tarkastella vain vaiheessa
k — 1 muuttuneiden ruutujen naapureita. Laittamalla nama jonoon paastaan
tilanteeseen, jossa jokainen taulukon ruutu kasitellaan vain kerran.

Nyt kun on paadytty jonoon, havaitaan itse asiassa, etta ongelmalla on
Seuraava vyksinkertainen ratkaisu:

1. Yhdista verkossa (V, E) kaikki juuston sisdltavat solmut yhdeksi
maalisolmuksi.

2. Tee leveyssuuntainen lapikaynti maalisolmusta lahtien. Lopeta, kun
ensimmainen hiiri 10ytyy.

(Taman olisi tietysti voinut keksia suoraankin.)

Kuten edella todettiin, leveyssuuntainen lapikaynti sujuu labyrintin pinta-alan
suhteen lineaarisessa ajassa. Ratkaisua voidaan viela yksinkertaistaa
jattamalla etaisyyksien laskenta pois, jos riittaa |Ioytaa yksi lahin hiiri.
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Seuraavassa F[i, 7] = 1, jos ruutuun (7,5) on jo |0ydetty polku jostain
juustosta, ja F[i,j] = 0 muuten.

Hiiret-ja-juustot(Labyrinttr)

@ < tyhja jono
for kaikilla labyrintin ruuduilla (7, 7)
do if ruudussa (7,7) on juusto
then F[i,j] — 1
Enqueue(Q, (4,5))
else Fli,j] < O
while not Empty(Q)
do (i,5) + Dequeue(Q)
for kaikille ruudun (z,45) naapureille (r,s)
do if ruudussa (r,s) on hiiri
then return (r,s)
elseif F[r,s] =0
then F[r,s] «— 1
Enqueue(Q,(r,s))
return " ei ratkaisua”
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Algoritmin rivi
For kaikille ruudun (4, 7) naapureille (r,s)

tarkoittaa, etta toistetaan seuraaville korkeintaan neljalle solmulle:

1. (r,s) = (i4+1,75), paitsi jos i + 1 on suurempi kuin rivien lukumaara tai
valilla (¢,7) < (i+ 1,5) on seina

2. (r,s) = (4,7 4+ 1), paitsi jos 7+ 1 on suurempi kuin sarakkeiden
lukumaara tai valilla (7,7) < (4,7 + 1) on seina

3. (r,s) =(i1—1,7), paitsi jos i —1 <0 tai valilla (z,7) < (¢ —1,7) on seina

4. (r,s) = (i,j — 1), paitsi jos j — 1 < 0 tai vililld (4,5) < (i,j — 1) on seini.
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Alustukset menevat selvasti labyrintin koon suhteen lineaarisessa ajassa.

Taman jalkeen tehdaan vakiomaara tyota jokaista jonosta poimittavaa
ruutua (¢,7) kohti. Koska jonoon viedaan vain ruutuja (r,s), joilla

F[r,s] = 0, ja samalla asetetaan F|[r,s] < 1, mikdaan ruutu ei kdy jonossa
kuin korkeintaan kerran.

Siis kokonaisaika on lineaarinen labyrintin ruutujen lukumaaran suhteen.
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