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SUL TETRAEDRO A FACCE EGUALI

ﬁ-—-&m.‘-———- "

Fra i tetraedri parli.;;ﬁlliri sono notevoli quelli che hanno
gli spigoli opposti a due a due eguali, e quelli in ‘cui gli
spigoli opposti sono a due a due perpendicolari. Nei primi
sono fra loro eguali le guattro facce, e quindi le quattro
altezze, nei secondr le qnntl.ru altezze passano per uno stesso
punto. La proprieta, da ultimo wenzionata, ¢ dimostrata mnel
trattato del Balizer, insieme alla sua inversa; altre proprieth
del tetraedro in cni le quattro altezze passano per uno stésso
punto, sono esposte in una Memoria pubblicata nel 1838 dal
Sig. Michele Reiss, (°) ed anche in un recente lavoro del
Slg Gellenthin. (**)

Nel presente scritto sono eapusl‘.c nlcnne proprieta del
I.el.raedm a facce eguali.

I.

4. S'indichino con S, A, B, C i quattro verticj d'un te-
traedro, e pongasi:

SA=a, SB=5, SC=¢, BC=a,, CA=b,, AB=c,,
ang BSC=a, angCSA=f, angASB=y,
area ABC=8§,, area SH:T=S,, area SCA =§,, area SAB=S,,
diedroSA=A, diedro SB=0, diedroSC=C,
diedro BC= A, , diedroCA=B,, diedro AB=C,,
cosA =3, cosB=p, cosC=v,
cosA = 2 TN J:ns'ﬂ =pg cosC,=v,.

Hl
(*) Essai analytigue et yiumlﬂqrﬂ par Michel Reiss (Correspondance Ma-
thémaligwe et physigue publiée par A. Quelelet, Bruxelles, 1838).
(**} H. Gellenthin, Deber einige Eigenschaflen des Telraeders {Archiv der
Mathematik und Physik, gegriundet von I, A. Gronerk, fortgesetzt von K.
Hoppe, Leipzig 1885).
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Si hanno, com’e nolo, le ;.qunz,mnl,:

nSl +S,p,+$;r, |
e 3, = E?., +S1|F + Sy i
S,= Sﬂu=+51r+“$l
S; =8y +S;x + 8

le quall si dimostrano famlmente rojettando ciascun vertice
sul piano della faccia oppesta; ediipplicando il teoréma sul
rapporto dell’area d’un Lriangolo n’q,"_. la' della sua projezione.
Mulllplmandﬂ .I]'uesle quattro equazmni brdinatamente per
S,,8,,8,, 8, poi dalla somma di thle ‘delle risultanti
togliendo la somma delle alure due, si ottengnuo le:
S.; - S: ESDSF?. =8} + 5§ - rr!rS,S,t
SE"'S!“ES‘:FLZS + —3"}:5341 (2)

S+ 8; —988y, =87 +8] - ﬁﬁ,ﬂﬁ-

che sono relazioni fra le aree delle quail.rn I'aﬂ:ea i coseni
" di doe diedri opposti. -
2 B poto che. la funzione: Pogle i

M= 1 - cos*a — cos*P — cos*y + acosi cosp cosy,

¢ sempre posiliva, e che, indicando ‘ébn 'V il volume del
tetraedro, si ha: i g e
36V? = @*b*c? sen®P sen®y sen”A
= a*b*c*M ,
ed anche
1V =iMab?c*=a’al(b+b}+c*+¢—a~a})+b*b(a* +ai+c e 1-b"-b])+
+e’cHarai+b? +bi-c*~¢)-(a*cbi+b aci+c*b a+alblc}) ('
Rammento inoltre che, mﬂlmﬂﬂﬂ con R il raggio della
sfera circoscritla al tetraedro, 51 i

516V*R*=(aa,+bb,+cc,)(bb,+cc,—aa, )(cc,+aa ~bb,)aa,+bb,—cc,).

(*) Egvagliando a zero quest'espressione si otliene. la nota relazione fra ke
distanze di ggoattro punli d'un pianv. :
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II.

3. Se un tetraedro ha gli spigoli opposti a due
a due eguali, le quatiro facce sono egunali;
e reciprocamente.

L'eguaglianza dei quattro triangoli SAB, SBC, SCA, ABC
& un'immediata conseguenza dell'ipotesi: a =a,, b=b, c=c,,

Dall’ eguaglianza dei triangoli SAB, ABC risulta: g =n,,
b=~b,; oppure: a="5, ; B=a,. Nel secondo caso i trangoli
SAC, SBC sarcbbero isosceli, e dalla loro eguaglianza risul-
terebbe ancora: @=a,, b =b,. Percio 1 eguaglianza declle
quattro facce implica quella degli spigoli opposti.

L. Se i diedri opposti di un tetraedro sono a
due a doe egvali, le quatiro facce sono
eguali; e reciprocamente,

Poiche i diedri SA, AC sono I'iﬂip.(.‘!.li‘l.i";[lmi!ﬂte egnali ai
diedri BG, SB, e il :diedro AB 2 comune ai duoe triedn
di vertici A e B, gli angoli SAB, SBA saranno rispettisa-
mente egvali agli angoli ABC, CAB; e in couseguenza sa-
ranno eguali i due triangoli SAB, ABC. Similwente si di-
mostrera I'eguaglianza degli aliri triangoli.

Suppongasi ora che sieno fra loro eguali le quattro facce,
e quindi (3) gli spigeli opposti. Dai triedri di vertici A ¢ B
si ricaver: 1 egnaglianza dei diedri SA, BC, e dei diedn
AC, SB; e similmente dui lriedni di verticdi B e C si rica-
vera |’ egnaglianza dei diedni AD, SC,

5. Seun telraedro ha le facce eguali, queste devono
essere triangoli ncutaugnl.i; e veciprocamente,
dato um triangolo acutangolo, si pud sempre
costruire un tetraedro colle quattro facce ad
esso eguali.

Se le quattro facce sono eguali, i tre angoli del trian-
golo ABC sono rispettivamente eguali ai tre angoli del trie-




- & o
dro S, eppercid ciascuno di essi & minore della somma degli
altri due.

Ora sia dato un triangolo acutangolo ABC. Poicht la
somma di doe dei tre angoli BAC, CBA, ACB & maggiore
del terzo, e la somma di tutti e tre ¢ minore di 880°, si
potra costruire un triedro S (A’ B'€)) coi tre angoli B'SC,
C'SA’, A'SP' rispettivamente rgnn!i agli angoli BAC, CBA,
ACB; poi, presi sngli spigoli i segmenti SA'~BC, SB'=CA,
SC'=AB, & chiaro che risultera B'C'=BC, C'A'=CA, A'B'=AB,
¢ che in conseguenza il tetraedro SA'BC' avra le quattro
facce eguali al triangolo ABC.

6. Se le quatiro facce d'un tetraedrosonoequi-
valenti esse devono essere egunali.

Dalle equazioni: _
S!+8!—288,, =8} +81-25.S4
§? 4 52— 28 8,p1, = 87 + 57 —25,8,.
S48 —28 Sy =s=+s=-=s,s.4"

(o 4 |
dimostrate al N. 1, posto:
§, =S8, =8, =S5,
81 ricava:
L=k py=p =9,
le quali provano I'egunaglianza dei diedri opposti, e quindi (1)
il teorema enunciato.

7. Nel tetraedro a facce eguali la somma dei
cosenl deil diedri adiacenti ad una slessa
faccia, &, per c:ascnnn faﬂnla. eguale al-
I'unita.

Questa proposizione risulta immediatamente dalle equa-
zioni (1) del N. 1, quando vi si ponga:

SI'EFS] =S.=Sg.



N

8. Se la somma dei coseni dei diedri adiacenti
ad una stessa faccia d'nn tetraedro &, per
tre facce di esso, eguale all’unita, il te-
traedro ha le quattro facce eguali.

Infatti dalle:
Ay +p+yveq,
petv+Aet,
YA+ petg,
che si suppongono verificate, e dalle:
8, =852; + 8,v + 83,
S,=8p, +5v+8;,
S3=8y, +8,p+8§,},
s1 ricava:
=S5, =8) +(S; =S+ (S3-S)r=0,
(S;=8S—(S.~8) +(S3~S)A =0,
(S: =Sy + (S3 —SJA—(83~8) =w,
le quali equazioni richiedono che sia
§,=8,=5,=8,,

poiché il determinante :

-4 W I
v -1 A |l==1+2%+p v 4 20py
g A =i

¢ diverso da zero. (%)

(*) Infatti nel triedro S{ABC) =i ha:,

__ {cosA 4 cosB cosC\ *
STw = (_ﬁ'ﬁﬁ senG )

0t 14— (a3 -I-_jnl._"*+ ¥? 4 2huv)
sen’B senC




e
. Se la somma ‘dégli angohi- piani -d'nn triedro &
eguale a 180°; la somma dei coseni dei diedri &
eguale all’nnitd; e reciprocamente, '
Indicati con «, 8, 7 i tre angoli piani, e con A, B, C
i diedri rispettivamente opposti, si ha:
senasenfiseny(cos A+ cosB+cosC—1)=senacosa+senfcosB+senycosy—cosficosysena

—cosycosasen—cosacosPseny—senasenfiseny,

ossia
zsenasenfseny(cosA + cosB +cosC—1)=sen(2a) + sen(sf) +sen(2y)—

—asen(z + B + y)— ssena senf seny
e questa, con facili trasformazioni, diviene :
ssena senf seny(cosA + cosB + cesC —1)
=3 sen(arf)—seny } | cos(a—B)—cosy |
= BCOS (g+2+7) gen (ﬁ-'t_ﬂ) 351!(“-1_19) ﬂt‘-!l( ﬂ‘ijz_j)

Dall'egnaglianza’ ora dimostrata risalta che’ néli’iputesi:

a+fB+y=180°%
dev’ essere ; |
cosA + cosB + cosC = 1.

E dalla stessa eguaglianza risulta pure che, se la somma
dei coseni dei diedri & eguale all’unita, si deve annullare 1l
coseno che sta al secondo membro, e in conseguenza la
somma dei tre ‘angoli piani dev'essere eguale a 180.°

A0. Se la somma dei tre angoli piani & eguale a 180"

in tre triedri d’un tetraedro, questo ha le quat-
tro facce fra loro eguali. |

Se la somma degli angoli piani & cguale a 180° in cia-
scuno dei Llriedri A, B, C, si ha, pel leorema precedente:

Adbpy+vy=1, p+d+v,=4, Vv+A +p, =1,

8
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nediante le quali si possono eliminare 1, g, v dalle:
8, S8+ 8+ Sy
8, =8 + 8y +8:,
83 - S+ S;p + S

M |

flettuata quest’eliminazione, e avuto riguardo alla:

8, =8,A, + 8., + S,
oltengono le:

(S, +5.-8, -8, =8 +8,-8,-83,

(S, +S:—83-8,)u, =8, +8,-5 -8, ,

(S, +8, -8, ~8, ;=8 +85,-8§,-8,,
ille quali risulta:
+8,—8,-83=0, § +8,-83-8,=0, §,+8;-85, -8, =0,
isia ¢

8,=§,=85,=§,,

quali provano (6) il teorema enmncialo.
I. 8¢ i raggi dei circoli circoscritti alle quattre

facce d'un tetraedro sono fra loro eguali, le
facce sftesse devooo essere fra loro eguali.

Indicati con «,, B,, y,, gli angoli BAC, CBA, ACB del
iangolo ABC, si avra, per l'ipotesi fatta,

sena = sena, , senf =senB;, seny=seny,,
quindi:
cosa = h cosa; , cosP =k cosB, , cosy =1cosy, ,

iendo h, &k, I eguali ad 1 od a — 1.

»
Percio sara:

M=1-cos’® —cos’BP —cos’y + 2cos« cosf cosy

= 1 = cos’a, — cos’P; — cos’y, + 2Rkl cosx, cosf, cosy, ,




0ssia :

= M = 2t + kkl) cos, cosP, cosy, ,

dn‘la!liluh]e risulta che il prodotto &kl non pud essere eguale
a —1, ¢ che, in conseguenza, la quantita positiva M & eguale
al. quadruplo prodotto:dei coseni dei tre angoli del triangolo
ABC; eppercid & chiaro che questi tre angoli devono es-
sere acoil.

Similmente si dimostrera che ciascuno degli altri tre
iriangoli & acatangolo, ¢ che, in conseguenza, la somma dei
tre angoli piani, in ciascuno dei guattro triedri, & eguale
alla somma dei tre angoli della faccia opposta; e, in forza
del rcorema precedente, si conchiuderd quello che ora si trat-
tava di dimostrare.

12. Nel tetraedro a facce egumali il centro di gra-
vila, il centro della sfera circoscritta e il centro
della sfera inscritta coincidome in wuno stesso
punto.

Indicati con A, B, C', §' i centii'di gravita delle facce
rispettivamente opposte ai'vertici A, B, C, S, 'si" ha:

58 =3 (e*+ b+ ¢*) -5 (a] + b} +c})
AArP=L(@*+ b +c])-5la] + B+ %)
ii_]?’:E{n:+b’+cf]-—${u’+bf+ﬂ‘)

CO =L (a2 + b1 +0%) -4 (a®+ b* + o})

(=)

dalle quali risulta che, se gli spigeli opposti sono a due a
due eguali, devono essere fra loro egua[i i segmenti che
uniscono ciascun vertice al centro di gravith della faccia
opposta, e che, in conseguenza, il centro di gravita del te-
traedro & equidistante dai quattro vertici. Inoltre la distanza
del centro di gravita da una faccia ¢ un quarto dell’altezza
corrispondente a quella faccia, ePp-Er-::iﬁr, essendo eguali le
quattro altezze, il centro di gravita sard equidistante dalle
quattro facce.




13. Se in un tetraedro coincidono due dei tre punti:
il centro di gravith, il centro della sfera circo-
scritta e il centro della sfera inscritta, quel te-
traedro ha le facce eguali.

1) Se il centro di gravith coincide col centro della sfera
circoscritta, devono essere fra loro eguali i segmenti che
uniscono ciascun vertice al centro di gravith della faceia op-
posta, eppercio, dalle formole (2) del N? precedente, risnlta:

bi—b*=¢*~0c},

ci—¢c*=a*-aj,

-a,’—alzb‘— e
e in couseguenza:

a=a,, b=b,, c=o0,.

2) Se il centro di gravita coincide col centro della sfera
inscritta, devono essere fra loro eguali le quattro altexze;
eppercio equivalenti, e quindi eguali (s), le quattro facce.

3} Se il centro della sfera inscritta coincide col centro
della sfera circoscritta, devono essere fra loro eguali i ragg
dei circoli circoscritti alle quattro facce, eppercid (1) le
facce stesse,

14. Espressioni del volume del tetraedro a facce
eguali e del raggio della sfera circoscritta.

L’ espressione dei volume del tetraedro in funzione de-
gh spigoli, rammentata al N. 1, diviene, quando gli spigoli
opposti sono eguali,

144V? = 200 (b?+¢%—a?) + 2bY (¢*+a*~b%) + 8¢’ (a*+b7-¢%) - 4a*b*c?
&
od anche:

72V? = (b* + 6* = a®) {¢* + a®* - b?) (a® + b* — ¢*).
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Dalla formola pel raggio della sfera t:lr[:uscnlla, dilala
neHo stesso numero si ba: :

s1aV2R?=(a* + b* +¢*) (B* + 6"~ a?) {é"-i-'a‘*‘—b‘] (a* +b* - ¢?)

e questa, In fm—za della precedente, &Iv:ene.
| BH t—a"ﬂ- b* + 2, =
la quale 51 jrud rlcavnre Eman{hu dalle furmole {:t} ﬂﬂl N. 1s.

5. Se in un Lelraed:n- la somma dei quadrati di
due spigoli opposti & eguale alla somma dei
gquadrati di altri. doe spigoli opposti, il quinto
ed il sesto spigolo sono ,fra lora perpendico-
lari; e reciprocamente, se due spigoli opposti
sono fra loro perpendicolari, la somma dei qua-
drati di altri due spigoli opposti ¢ eguale alla
somma dei guadrati della lerza coppia di spi-
guli opposti. (*) |
Guidata -dal - vertive:.8 .Ia 8L -parallela; alla BS e dulla

banda opposta di questa rispetto . allo spigelo SC, e indi-

calo con (aa,) I'angolo LSA, si ha, dal priedro S (ACL):

tnstna ) = cosf cos( LSC) — senf sen{LbG] f:ual]

cosy —~ cusz c.uq?r
sena

= cosf cos(SCB) — sen{SC H}

ma dal triangolo SCA risulla :

cos(SCB) = M ’ sen(SCB) = 3'-’— sent,
a; o
eppercio sarj : '

¢ cosB— b cosy
k3
ay

cos(aa,) =

ossia :
¢* +ci—(b* +bj)
¥
2aa,

Eus{mi l} P

dalla quale si ricavano subito i teoremi enunciali.

P —

(") Questo teorema si trova, altrimenti dimosirato, nella cilata Memoria del Reiss,
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16. Nel tetraedra a facce egmali ciascuno dei seg-
menti che uniscono i punti di mezzo di due
spigoli opposti ¢ perpendicolare a questi due
spigoli. '

Infatti, iodicati con L, M, N, L,, M,, N, i punti di
mezzo degli spigoli 8A, SB, &C, B,C,, G,A,, A,B,, i seg-
menti SL,, AL, saranno fra loro eguali, per I'eguaglianza
dei triangoli SBC, ABC, eppercio la LL, sara perpendicolare
alla SA; e cosi dall’' egnaglianza dei triangoli SAB, SAC, e
quindi - delle LB, LC, risulta che la LL, & perpendicolare
alla BC. Nell'istesso modo si provera che la MM, ¢ perpen-
dicolare agli spigoli opposti SB, AC, e che la NN, & per-
pendicolare agli spigoli opposti SC, AB.

17. Se due delle congiungenti i punti medi delle
coppie di spigoli opposti d'un tetraedro souo

rispettivamente perpendicolari a quelle due cop-
pie, il tetraedro ha le facce eguali.

Nell'ipotesi che la LL, sia perpendicolare agli spigoli
S4, BC, e che la MM, sia perpendicolare agli spigoli SB,
AC, si hanno le eguaglianze:

L,A=LS, LB=L1C, M,B=MS, MC=MA,
ossia le:
b* + ¢* =b; + ¢} , a“+£”=a:+cf
b* +ei =0} + 0%, a® + ¢} =aj + C*,
dalle quali si vicava:
a=a,, b=b, e=c,

18. Se le altezze d'un telraedro a lacce egunali pas-

sano per uno stesso punto, quel tetraedro &
regnlnre. »

Infatti se le altezze d'un tetraedro passano per uno stesso

punto, gli spigoli opposli sono Ifra loro perpendico'ari, ¢ in
conseguenia (45), bannpo Jungu le eguagliﬂnze:
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a*+a}=b*+b}=c*~+0!,

le quali, nell'ipotesi fatla, devono:sussistere insieme alle:

| a=a,, b=b,, ¢=c¢,;
eppercio sara:
g=bug=a;=b,=g,.

19. Se le altezze d'un tetraedro passano pel cen-
tro di gravita, o pel centro della sfera circo-
scritta, quel tetraedro & regolare.

. Nella citata Memoria del Sig. Michele Reiss & dimostrato
che, se le altezze d'un -tetraedro passano. per uno stesso
punto, guesto punto; e:il centro della: sfera - eircoscrilta,
sono gli estremi d'un segmento il cui punte di’ mezzo @ il
centro di gravita del tetraedro. Percid, nell'ima e nell'altra
ipotesi, il centre di gravith coincide col centro della sfera
circoscritta, e dai teoremi dei N. 13, 18, si_ conchinde che il
letraedro dev'essere regolare. '

20. Se le altezze d’un tetraedro Bas;npo, pel cen-
tro della sfera inscritta, qna‘ t.nl;raeclro re—
golare.

Indicati con A', B, C, §' i PlEdl & Ber]::endmnlnn
condolte dai vertici A, B, C, S sullé la nspetttram-te
opposte, e con O il centro della sfera’ mm:nl'.ta sl avra,
per ipotesi: '

0A' = 0B' = 0C' = 08.

Percio, se con H g'indica il punto in cui il piano delle
AA', 8§' incontra le spigolo BC, le altezze AA', SS8' del
triangolo SAH, s'incontrano in nn puato 0 equidistante dai
lati SH, AH, e in conseguenza saramnno egnali questi due
lati 8H, AH, i quali sono le altezze dei triangoli SBC, ABC,
corrispopdenti al loro lato comune BC. Di qui risulta I'e-
quivalenza dei dee triangoli SBC, ABC; e cosi si provera
che le quattro facce del tetraedro sono equivalenti, e dai
teoremi dei N. 6 e 18 si conchinderh che il tetraedro & regolare.

D. Bssso.




