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Z GLOSOW PRASY.

,»Ktokolwiek zajmuje si¢ sztukami plastycznemi, niechaj nie darzy
obojetnoscia dzieta K. Bartla, ktére jest powazne, Sciste, a przy-

tem tak powabne, tak pieknie wydane*.
M. Treter, Swiat, r. 1928, nr. 20.

K. Bartel daje artystom w swej drobiazgowej i $cistej ksigzce wie-
dze. ArtySci beda wiedzieli, co z nig zrobi¢. Literaturze polskiej, tak
ubogiej w dzieta naukowe z dziedziny sztuki, przybywa kSIQZka na-
prawde pozyteczna. Jezeli w tomie drugim z takg sama $cistoscia,
jak w tomie pierwszym, poddane beda analizie pytania, ktérych czes¢
wyzej wyliczono, to dzieto K. Bartla przyczyni¢ sie moze do tego, ze
przestaniemy nareszcie obraca¢ sie w sterze nastrojow, gdy mowi¢ be-
dziemy o rysunku, o formie, o stylu*.

J. Kleczynski, Kurjer Warszawski, r. 1928, nr. 151.

»Nach den Andeutungen der Vorrede zu schlieRen, dirfen wir hier
auch eine groRangelegte Geschichte der Perspektive er-
warten, nicht nur eine Geschichte der Zentralperspektive, d. h. der seit
einigen Jahrhunderten in der abendlédndischen Malerei herrschenden
Form der Raumdarstellung, sondern auch eine Ubersicht der hochst
merkwurdigen und interressanten Formen der Raumdarstellung der mit-
telalterlichen und antiken, vielleicht auch der ostasiatischen Malerei®.

M. Wallis, Pologne Litteraire, r. 1928, nr. 22.

K. Bartel

GEOMETRJA WYKRESLNA

Wyd. Il. popr. i uzupetnione. Z 584 rysunkami. Str. 4 nlb. -)- 436. Z}. 8*—.

Podstawowe dzieto dla kazdego technika, odznaczajace sie zaréwno
wyczerpujaccm opracowaniem, jak i przystepnoscia wyktadu.
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Zaktady Graficzne Ski Akc. Ksigznica-Atlas we Lwowie



W step.

Postanowienie realizacji ponownego wydania, ogtoszonej przeze
mnie, w r. 1914, ksigzki p. t. ,,Geometria rzutéw cechowanych®,
przerodzito sie w catkowicie nowe opracowanie tematu, jakotez
nowe wykonanie wszystkich, bez wyjatku, rysunkéw, przy znacz-
nem powiekszeniu ich ilosci. Fakt ten upowaznia mnie do wydania
tej ksigzki, jako odrebnej pracy, pod tytutem, ktéry uznatem za
odpowiedniejszy.

Przyjmujac, ze czytelnik posiada elementarne wiadomosci z geo-
metrji, a z geometrji wykreslnej w szczeg6lnosci, nie budowatem
wykladu systematycznego utwordw przestrzennych, a z powierzchni
uwzglednitem te tylko, na ktérych nastepnie opartem — w sfor-
mutowaniu geometrycznem — przyktady zastosowan praktycznych.

Poniewaz chodzi o geometrje wykre$lng, przywigzywatem
wage do starannego wykonania rysunkéw. W pracy tej pomocnymi
mi byli, asystenci przy mojej katedrze, pp. Mieczystaw Teli6zek,
inz. J6zef Tin z, Franciszek Otto i Grzegorz Syniewski — za co
wyrazam im podziekowanie.

Wydanie ksigzki, wymagajgcej znacznego wkiadu pienieznego,
w czasie powszechnej ,kompresji“, jest niewatpliwie rzadko,
w tym stopniu, spotykanem zapoznaniem interesu materjalnego,
ze strony wydawcy. Tern tez wiekszg wdziecznos¢ mojg wywotuje
S. A Ksigznica-Atlas, ktorej, takze i za piekne wyposazenie wy-
dawnictwa, serdeczng sktadam podzieke.

We Lwowie, w kwietniu 1931 r.

Kazimierz Bartel.
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Rozdziat pierwszy.

Punkt, prosta, ptaszczyzna.

1. Uwagi wstepne. 0 wyborze metody geometrycznego od-
wzorowania, w zagadnieniach praktycznych, decyduje celowos$é.
Objekty architektoniczne i maszynowe, wymagajg uzycia rzutéw
prostokatnych na dwie, wzglednie wiecej, ptaszczyzn; do przed-
stawienia pierwszych zastosujemy takze czesto rzuty S$rodkowe,
do drugich rzuty aksonometryczne.

Ale metody te okaza sie nieodpowiednie, gdy chodzi¢ bedzie
0 zadania, odnoszace sie do obszaru powierzchni ziemi, do po-
wierzchni topograficznej. W tych wypadkach postugujemy sie
wytgcznie metodg rzutéw prostokatnych na jedng, z reguty po-
zioma, ptaszczyzne rzutéw. Z rzutem kazdego punktu zwiazana
jest liczba, wyrazajgca, w przyjetej jednostce miary, oddalenie tego
punktu od ptaszczyzny rzutéw; kazdy punkt ma swojg ceche, a ten
spos6b odwzorowania nazywaé bedziemy metodg rzutéw cechowa-
nych* Jest ona sposobem wyrazania sie topografa, geodety, inzy-
niera drég wodnych, bitych i zelaznych.

Pozioma ptaszczyzna rzutéw nosi, w tej metodzie odwzorowa-
nia, nazwe ptaszczyzny poréwnawczej; wszystkie inne pta-
szczyzny poziome tworzg rownolegty pek piaszczyzn warstwo-
wych, ktérym nadajemy miana liczb, wyrazajacych, w przyjetych
jednostkach miary, ich oddalenia od ptaszczyzny poréwnawcze;j.
Z reguty plaszczyzny warstwowe przyjete sg w réwnych od siebie
odlegtosciach, tworzagc warstwy. Odlegtosci ptaszczyzn warstwo-
wych, lezacych nad plaszczyzng porownawczg od tej ptaszczyzny,
nazywamy ich wysokos$ciami, oddalenia ptaszczyzn warstwo-
wych, przyjetych pod plaszczyzng poréwnawczg od niej, okre-
$lamy jako ich gtebokosci.

*Nazwe te wprowadzitem, po raz pierwszy, przy poprzedniem opracowaniu tego
tematu w r. 1914, jako odpowiednik francuskiego ,,Projection cotée®, wzgled-

nie ,Géométrie cotée*”, zastepujacy bezsensowny jezykowo ,,rzut kotowany*“
1takagz , ko te“.

1 Rzuty cechowane.



2. Rzut punktu i prostej. Polozenie punktu A w przestrzeni,
ktérego rzutem poziomym jest punkt A', a cecha liczba a, jest
wyznaczone jednoznacznie, skoro dang jest jednostka dtugosci,
uzyta do wyrazenia cechy. Ceche punktu ujmujemy w nawias,
piszac ja obok litery, okre$lajacej miano danego punktu. Gdy
punkt lezy nad ptaszczyzng rzutdw, to oddalenie jego od tej pta-
szczyzny nazywamy wysokos$cig. Gdy punkt lezy pod pta-
szczyzng poréwnawczg, to wowczas méwimy o jego gtebokosci,
nadajac cesze tego punktu znak ujemny.

Ptaszczyzna (p, przechodzaca przez, przyjeta w przestrzeni, pro-
stg p i prostopadta do plaszczyzny poréwnawczej n, przecina te
ptaszczyzne podtug prostej p, bedacej rzutem prostokatnym pro-
stej p na ptaszczyzne n. Piaszczyzna (przucita prostg p na pta-
szczyzne n.

Prosta jest wyznaczona dwoma punktami, a poniewaz rzut jej
jest linjg prosta, wiec cechowany rzut dwdch punktow prostej
wyznacza potozenie prostej w przestrzeni, w odniesieniu do pta-
szczyzny poréwnawczej, w sposb jednoznaczny.

J Im
tSStfalaifia, 1 13D

Rys. 1a—h.

Rys. la podaje rzut cechowany p prostej p, ktérej potozenie
w przestrzeni, wyznaczone jest punktami A i B; wysoko$¢ pierw-
szego wynosi 3, a drugiego 5 jednostek. Jako jednostke miary
przyjeto 1 cm, co zaznaczono na rysunku, ktory wykonany jest
w naturalnej wielko$ci (n. w.). Strzatka, na prostej p, oznacza kie-
runek nachylenia prostej p, t. j. kierunek nastepstwa jej punk-

tow, ktdrych wysokosci (cechy) maleja.

Z reguty przyjmujemy, jako jednostke

miary, 1 metr, wobec czego rysowac

musimy zawsze w pewnem pomniejsze-

niu, czyli jak méwimy: w podziatcc
dInpomniejszajacej. Stopieh pomniejszc-

- nia, czyli podziatka, zaznaczone by¢ mu-

Rys. 2 szg na rysunku. Czynimy to w dwo-
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jaki sposéb: pierwszy, ktéryby nazwa¢ moza stowny, widzimy
na rys. Ib, drugi, rysunkowy, podaje rys. 2, gdzie zamieszczona
podziatka zawiera zarobwno jednostke miary, jak i stopied zmniej-
szenia.

3. Stopniowanie, modut i nachylenie prostej. Wyobrazmy
sobie pek poziomych ptaszczyzn, oddalonych od ptaszczyzny po-
rébwnawczej o jedna, dwie, trzy i t. d. przyjetych jednostek miary.
Plaszczyzny te utworza warstwy, lezace nad i pod ptaszczyzng
porébwnawczg, o gruboSciach rownych jednostce.

Rzucajgca pionowo, prostg p, ptaszczyzna @ przetnie przyjety
pek ptaszczyzn warstwowych podiug prostych poziomych, a te
przetng prostg p, w réwno od siebie oddalonych punktach. Rdznice
wysokos$ci tych punktow bedg réwne jednostce miary. Obréémy
ptaszczyzne (p, wraz z lezaca
na niej prostag p i owemi pro-
stemu poziomemi, okoto jej
§ladu poziomego t. j. okoto
prostej p, na ptaszczyzne po-
réwnawczg czyli — jak moé-
wimy — wykonajmy kiad pro-
stej p na ptaszczyzne rzutow

(rys. 3).

Proste poziome utworzg pek
promieni ug°®, w2, ... —uaQ
—w2, ..., rownolegtych do

prostej p i oddalonych od sie-

bie o 1m, w podziatce rysunku.

Przyjmijmy, ze prosta p° jest ktadem prostej p na ptaszczyzne po-
réwnawczg i rzuémy otrzymane na niej punkty 1°,20... —1°, —2°,...,
prostopadle, na prostg p. Punkt, oznaczony liczbg 0, lezy na pta-
szczyznie porownawczej i jest Sladem poziomym prostej p.
Punkty i, 2' 3',... prostej p, sg rzutami punktéw prostej p, kto-
rych wysoko$ci, mierzone w jednostkach podziatki rysunku, wy-
razone sg wiasnie temi liczbami. (W dalszym ciggu kreski u gory
liczb wskazujacych pominiemy). Punkty —1', —2', ... sg rzutami
punktéw prostej p, znajdujacych sie pod ptaszczyzng poréwnaw-
czg. Wyznaczenie na prostej punktéw, ktorych wysokosSci sg licz-
bami catkowitemi uktadu naturalnego, nazywamy zestopnio-
waniem tej prostej. Liczby —2,—1,0, 1, 2, ... na prostej //,
zwane punktami jej podziatu, stanowig t.zw. podziatke nachy-
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lenia. Jednostke podziatki nachylenia nazywamy modutem pro-
stej i oznacza¢ go bedziemy stale litera m z wskaznikiem danej
prostej. Jest nim odcinek prostej p', ograniczony dwoma punk-
tami, ktérych roznica cech wynosi jednostke, a wiec m,,= 0 1=
=0-1= 23= ...

Kat a, zawarty miedzy prostemi p i p°, rowny katowi, jaki
prosta p zawiera ze swoim rzutem p, jest kagtem nachylenia pro-
stej p do ptaszczyzny poréwnawczej, a wiec i do kazdej ptaszczyzny
warstwowej. Z rys. 3 widzimy, ze wzrost kata a pocigga za sobg
zmniejszenie modutu prostej, ze proste nachylone do poziomu, pod
tym samym katem, majg réwne moduty, a wiec jednakowe po-
dziatki nachylenia, ze modut prostej, prostopadtej do ptaszczyzny
poziomej, jest rowny zeru, prostej nachylonej pod 45° réwny jed-
nostce, a prostej poziomej jest nieskonczenie wielki.

Styczng trygonometryczna, kata nachylenia a, prostej do pta-
szczyzny poziomej, nazywamy nachyleniem tej prostej i ozna-
czamy literg n.

Rownanie to moéwi, ze liczby, wyrazajgce nachylenie
np prostej p i jej modut m,, sg liczbami odwrotne mi.
Znajomo$¢é modutu prostej okre$la wiec — przy danej podziatce
rysunku — jej nachylenie i odwrotnie.

Rzut prostej, cecha jednego jej punktu, modut i kierunek na-
chylenia wyznaczajg potozenie prostej w przestrzeni.

Gdy potozenie prostej w przestrzeni jest wyznaczone zapomocg
rzutbw cechowanych dwoch jej punktéw, to modut — wyra-
zony w jednostkach podziatki rysunku — jest ilorazem z dtugo-
§ci odcinka, ograniczonego temi rzutami cechowanemi i roznicy
ich cech.

Do stopniowania prostych, wyznaczonych dwoma punktami,
uzywa sie chetnie milimetrowej podziatki, a to w nastepujgcy
sposéb: Przez dane punkty A'(3'7) i B' (5'4) poprowadzimy, w do-
wolnym Kierunku, proste réwnolegte a i b (rys. 4). RoOznica mie-
dzy wysokosciami punktéw A i B wynosi 54— 3-7= VI. Ustawmy
podziatke milimetrowg tak, aby jej kreska zerowa lezata na pro-
stej a, za$ kreska, odcinajaca 17 mm, wzglednie ich wielokrotnos¢,
na prostej b. Uzycie wielokrotnosci liczby, wyrazajgcej réznice
cech punktéw A' i B', stanie sie — jak w naszym przypadku —
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koniecznos$cia, gdy oddalenie prostych ai b, wyrazone w pewnych
jednostkach miary, jest wieksze anizeli liczba, wyrazajaca réznice
cech tych punktéow, w tych

samych jednostkach. Przyje-

lismy mnoznik 3, awiec punk-

tem koncowym podziatki, le-

zacym na prostej b, bedzie

kreska, okre$lajgca diugoscé

3.17 = 51 mm. Na odcinku

0—51 podziatki mamy 17 jed-

nostek po 3 mm. Odmierzmy

3 takie jednostki od punktu 0,

a 4 jednostki od punktu 51,

to punkty, oznaczone liczbami

9 i 39, dzielg odcinek 0—51,

krawedzi podziatki milimetro-

wej, w tym samym stosunku, Rys. 4.

w jakim podzielony ma byc¢

odcinek Al B'. Proste, réwnolegte do prostej a, poprowadzone
przez punkty 9 i 39, przetng prosta p w punktach C'(4) i D' (5).
Odcinek CD' jest modutem prostej p.

Graficzny spos6b zestopniowania prostej, ktorej dwa cecho-
wane punkty A'(5'6) i B'(4) sg dane, wskazuje rys. 5.

Przez punkt A! poprowadzimy dowolng prostg g, na ktorej
odmierzymy odcinek A' VI, rowny 0'4 dowolnej jednostki, a nastep-
nie odcinki VIV — VIV i réwne
tej samej jednostce. Proste row-
nolegte do 1VB', poprowadzone
z punktéow V i VI, wyznaczag na
prostej p podziatke nachylenia,
ktérej modutem m,, jest odcinek
"85=5"6.

4. Dwie proste. Mogg one
posiada¢ jeden punkt wspélny
w odlegtosci skonczonej, a wtedy
okre$lamy je mianem prostych Rys. 5.
przecinajgcych sie. Gdy
punkt wspélny dwdch prostych lezy nieograniczenie daleko, czyli
jest punktem niewtasciwym, to proste takie nazywamy réw-
nolegte mi. Gdy proste nie posiadajag ani wasciwego ani nie-
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wilasciwego punktu wspolnego, to moéwimy, ze sg skosne lub
wichrowate.

Z okreslen tych wynika wprost sposéb odwzorowania tych pro-
stych na ptaszczyznie, metoda rzutow cechowanych. Zestopniowane
proste p' i g’ (rys. 6a) sg rzutem dwdch prostych, posiadajgcych
punkt wspolny A w wysokoSci 5. Proste, #gczace jednakowe
wskazniki podziatek na p iq', sa do siebie rdwnolegte i odwrotnie,

Rys. 6a—hb.

jesli proste, taczace réwnowartosciowe wskazniki podziatek nachy-
lenia dwoch prostych, sg do siebie rownolegte, to podziatki te
odnoszg sie do dwdch prostych przecinajacych sie.

Rzuty prostych réwnolegtych sg prostemi rdéwno-
legtemi; moduty ich sg réwne, a kierunki nachylenia
zgodne (rys. 6b). Proste, tgczace réwnowartosciowe wskazniki
podziatek nachylenia dwoch prostych réwnolegtych, sa do siebie
réwnolegte.

5. Ptaszczyzna. Wiadomo, ze ptaszczyzne wyznaczajg dwie
proste przecinajace sie, dwie proste réwnoleglte, prosta i punkt,
wzglednie trzy punkty.

Plaszczyzny warstwowe przecinajg dang ptaszczyzne a podiug
prostych poziomych, ktére nazywamy linjami warstwowemi tej
ptaszczyzny. Rzut prostokatny linij warstwowych, na ptaszczyzne
poréwnawcza, jest pekiem prostych réwnolegtych | a, 2a, 3a, ...
(rys. 7), ktére nazywamy warstwicami ptaszczyzny a. Pek war-
stwie stanowi plan warstwowy ptaszczyzny.
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Prosta la, lezagca na plaszczyznie a, a prostopadta do jej linij
warstwowych, nazywa sie lin jg spadu tej plaszczyzny. Jej rzut
poziomy la bedzie prostopadty do warstwie, gdyz rzut kata pro-
stego jest katem prostym, gdy jedno ramie
tego kata jest réwnolegte do ptaszczyzny
rzutébw. Podziatke nachylenia linji spadu
l& nazywamy podziatkg nachylenia
ptaszczyzny, modut ma podziatki na-
chylenia plaszczyzny — modutem tej
ptaszczyzny. Odwrotna warto$¢ liczby,
wyrazajgcej modut ptaszczyzny, jest jej na-
chyleniem na

Im wiekszy jest modul, tern mniejsza
jest styczna trygonometryczna kata, jaki
dana pfaszczyzna zawiera z piaszczyzng Rys. 7.
poréwnawczg, wzglednie warstwowa.

Prosta p, ktérej podziatka nachylenia powstata z przeciecia sie
warstwie plaszczyzny a z rzutem p tej prostej, lezy na pia-
szczyznie a.

6. Dwie ptaszczyzny. Dwie ptaszczyzny przecinajg sie wzdtuz
prostej, zwanej ich krawedzig. Okresli¢ ja mozna jako miejsce
geometryczne punktéw przeciecia sie linij warstwowych obu pia-
szczyzn, lezgcych parami na ptaszczyznach warstwowych. Prosta k
(rys. 8a) jest rzutem cechowanym krawedzi ptaszczyzn ai”™, wy-
znaczonych zestopniowanemi linjami spadu la i //.

Jezeli warstwice obu ptaszczyzn sg do siebie rownolegte, a wiec
gdy roéwnolegte sg takze ich linje spadu l'ai I'p (rys. 86), to kra-
wedz h bedzie linjg pozioma, a jej rzut k' prostg, réwnolegta do
warstwie. Aby wyznaczy¢ jeden punkt prostej k' potgczmy réwno-
warto$ciowe wskazniki linij spadéw danych ptaszczyzn. Poniewaz
szeregi punktéw na prostych i I/ sg podobne i podobnie po-
tozone, wiec promienie, tgczace ich homologiczne punkty przejdg
przez jeden punkt P'. Prosta k przejdzie przez punkt P', réwno-
legle do warstwie obu ptaszczyzn. Cecha punktu przeciecia sie
prostej k' z linjg spadu jednej z obu plaszczyzn wyraza wyso-
ko$¢ prostej h, réwnolegtej do ptaszczyzny poréwnawczej.

Jezeli pek plaszczyzn warstwowych przetniemy ptaszczyznami
réwnolegtemi a, /?, ..., to otrzymamy peki promieni réwnolegtych,
stanowigcych linje warstwowe ptaszczyzn a, p, ... Rzut tych linij
warstwowych na ptaszczyzne poréwnawczg bedzie pekiem réwno-
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legtych warstwie ptaszczyzn a, fi, ... Linje spadu tych plaszczyzn
bedg do siebie rownolegte, a moduty rébwne. A wiec rownolegte,

Rys. 8a—h.

0 jednym kierunku nachylenia i jednym modutem ze-
stopniowane linje spadu, wyznaczajg ptaszczyzny
rownolegte.

7. Prosta prostopadta do ptaszczyzny. Prosta prostopadia
do ptaszczyzny jest prostopadig do wszystkich prostych, lezacych
na tej plaszczyznie, a wiec i do linij warstwowych. Rzut wiec
prostej, prostopadtej do ptaszczyzny, jest prostopa-
dty do warstwie tej ptaszczyzny, a zatem rownolegty
do jej linji spadu.

Wyznaczmy prostg a, przechodzacg przez punkt A i prostopadig
do ptaszczyzny a (rys. 9).

Rzut poziomy a' prostej a bedzie réwnolegty do linji spadu /«
ptaszczyzny a, kierunek nachylenia przeciwny. Aby znalez¢ modut
tej prostej, wyobrazmy sobie, ze z punktu A poprowadzilismy,
procz prostej a, prostopadiej do ptaszczyzny a, prosta b, réwno-
legtg do linji spadu /« Proste a i b wyznaczajg ptaszczyzne rzu-
cajacg, ktorg obroémy na ptaszczyzne warstwowg np. 9. W tym
celu odmierzmy na prostopadtej, wykreslonej w punkcie A' do
prostej a'm b' odcinek A'A°= 1m w podzialce rysunku, a na
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prostej b' odcinek A'M'= mh réowny modutowi ma ptaszczyzny a
Prosta b°— (A°M") jest ktadem prostej bna ptaszczyzne warstwowag 9;

wykreslona w punkcie A° prostopadia a°,
do prostej b°, jest ktadem szukanej prostej a,
za$ odcinek A'N'— ma jej modutem.
Z rys. 9 czytamy, ze:

1
mh m
co oznacza, ze liczba, wyrazajaca, w przy-
jetej jednostce miary, modut mBprostej a,
prostopadiej do plaszczyzny a, jest odwrot-
noscig liczby, ktéra wyraza, w tejsamej jed-
nostce, modut ma tej ptaszczyzny. W skro-
ceniu wypowiadamy to zdaniem: modut ma
prostej a, prostopadtej do ptaszczy-
zny a, jest réwny jej nachyleniu n(

m,, m,,= 1, czyli ma

8. Ktad ptaszczyzny. Przez kiad pia-

szczyzny rozumiemy sprowadzenie jej, za-
pomoca obrotu okoto ktorejkolwiek z jej
linij warstwowych, na odnos$ng ptaszczyzne

Rys. 9.

warstwowg. Osig obrotu jest linja warstwowa, okoto ktérej obracamy
dowolny punkt danej ptaszczyzny, ptaszczyzng obrotu plaszczyzna
rzucajaca, przechodzaca przez, obrdcic sie majgcy punkt, prostopadle

do osi obrotu. Slad poziomy ptaszczyzny obrotu jest prosta, prosto-

padtg do warstwicy, bedacej osig obrotu. Na rys. 10 przyjeliSmy,

obrécic¢ sie majacy punkt A, na warstwicy

Osig obrotu jest war-

stwica 3V; punkt S' jest rzutem Srodka obrotu. Promieniem obrotu

jest przeciwprostokatna w trojkacie, ktérego
wierzchotkami sg punkt A, jego rzut A' na
ptaszczyzne warstwowg 3 i punkt S', uwa-
zany za punkt, lezacy na warstwicy 3V.

Trojkat S'A'AXjest ktadem, tréjkata S'A'A,
na ptaszczyzne warstwowa, na ktdra obra-
camy dang ptaszczyzne <p Rowno oddalone
od siebie proste 3V, 4V, 5?° wyrazajg do-
konany obrot.

Miedzy rzutem cechowanym ptaszczyzny,
jako uktadu ptaskiego, a jej kiadem, zacho-
dzi prostokatne powinowactwo Srodkowe,
ktérego osig jest o$ dokonanego obrotu.
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9. Plaszczyzny o danem nachyleniu, przechodzace
przez prostg. Przez kazdy punkt A, danej prostej p, poprowadzic¢
mozna nieograniczong ilos¢ ptaszczyzn, nachylonych do ptaszczyzny

poziomej pod danym
katem y= Plaszczyzny
te powtdcza obroto-
wy stozek o osi piono-
wej, ktory nazywaé
bedziemy stozkiem
stokowym (rys. 11).
Dwie z ptaszczyzn po-
witbczacych ten sto-
zek, a mianowicie
a i 3 przechodzi¢ be-
dg przez prostg p.
Aby wyznaczy¢ te
ptaszczyzny wezmy
pod uwage dowol-
ng plaszczyzne war-
stwowg nt, na ktorg rzu¢my dowolny punkt A, prostej p. Promien
podstawy Cu stozka stokowego, ktérego tworzace majg nachyle-
nie wyrazi sie¢ rbwnaniem:

d d ,
r= — = —=d.ma
tg'/ na
jesli d = AA' jest oddaleniem punktu A od ptaszczyzny a ma

modutem tworzacych stozka, réwnym modutowi jego ptaszczyzn
stycznych. Plaszczyzna a, przechodzgca przez prostg p i nachylona
pod katem i jest wyznaczona tg prostg i styczng dokota Cu
wykres$long z punktu Su w ktérym prosta p przebija ptaszczyzne jt,.
Prosta p i styczna zg wyznaczajg ptaszczyzne /2.

Ptaszczyzna warstwowa n2, potozona symetrycznie wzgledem
punktu A, przetnie stozek stokowy w kole C2 o tym samym co
koto Cu promieniu r, a prosta p w punkcie S2 Punkt A jest
$rodkiem odcinka  S2 Oddalenie punktu S2 od ptaszczny jest
rowne podwojnemu oddaleniu punktu A od ptaszczyzny twv

Jezeli, zamiast punktu Slt weZmiemy pod uwage punkt S2, a za-
miast kota C koto C2 to ptaszczyzny a i /? bedg wyznaczone
prostg p i prostemi s2 i u2 wykre$lonemi z punktu S2 stycznie do
kota C2



11

Jezeli kat ty jest wiekszy, anizeli kgt nachylenia y prostej p,
to ptaszczyzny a i /? s rzeczywiste; jezeli kat ty jest mniejszy od
kata y, zadanie ma rozwiazanie urojone; jesli ty= y —to obie pla-
szczny schodzg sie.

Przejdzmy do rozwigzania zadania w rzucie cechowanym

(rys. 12). Zatozmy, ze tgty = % Punkt A, prostej p, niechaj ma
wysokos$¢ 5, a punkt 5)
wysokos$¢ 3 jednostek.
Koto * lezy na pta-
szczyznie warstwowej 3;
wysokos$¢ d stozka, row-
na réznicy wysokosci
punktow A i Si, wy-
niesie 2 m wiec pro-
mien r kota 4 réwny
bedzie:

r—d.ma= 2.8§—3m.

Styczne s/ i u/, wy-
kreSlone z punktu Si'
do kota Ci, sg warstwi-
cami 3ai 3$ ptaszczyzn
a i 7, przechodzacych
przez prostg p i nachy-
lonych w stosunku 2: 3. Rzuty // i // tworzacych, wzdtuz ktorych
ptaszczyzny a i [? stykajg sie ze stozkiem stokowym, sg kierun-
kami podziatek nachylenia  i// tych ptaszczyzn.

Zamiast punktu 5/(3) mozemy uzy¢ punktu 5/(7), z ktérego
poprowadzimy styczne s2 i «/ do kota ¢/ = c/. Styczna s/||s,
bedzie warstwicg 7 ptaszczyzny a, a styczna u/||«/ warstwicg 7
ptaszczyzny 7.

10. Proste, o danem nachyleniu, lezgce na danej pta-
szczyznie. Z kazdego punktu, danej ptaszczyzny a, poprowadzié
mozna nieograniczenie wiele prostych, nachylonych do ptaszczyzny
poziomej, pod danym katem. Wszystkie one utworzg stozek obro-
towy (stokowy) o osi pionowej, ktéry ptaszczyzna a przetnie po-
dlug dwobch tworzacych. Tworzace te moga byé rzeczywiste, uro-
jone lub schodzi¢ sie w jedng. Pierwszy przypadek zajdzie, gdy
nachylenie ptaszczyzny jest wieksze, anizeli nachylenie prostych,
tworzacych stozek stokowy. Gdy nachylenie tworzacych stozka
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jest wieksze, anizeli nachylenie ptaszczyzny, zagadnienie daje roz-
wigzanie urojone; gdy wreszcie oba nachylenia sg rbwne — dwie
proste gczg sie w jedng, ptaszczyzna
jest styczng do stozka.
Przyjmijmy ptaszczyzne d (rys. 13)
o nachyleniu nu= 1:1 i znajdZmy
na niej proste a i b, przechodzace
przez punkt P (10) i majgce nachy-
lenie & = 4 :5 Podstawe stozka
stokowego przyjmiemy na plaszczyz-
nie warstwowej w wysokosci 8. Jego
wysokos$¢ wyniesie d = 2m, promien

Rys. 13. stwica 8a przecina koto k w punk-
tach A'i B, ktére, potgczone z punk-
tem P’, dajg rzuty a'i b' prostych aib, lezacych na plaszczyznie a
i nachylonych do ptaszczyzny poziomej w stosunku 4:5. Odcinek
~P'A'= P B' jest réwny dwukrotnemu modutowi kazdej z tych
prostych.
11. Zadania.
1 Wyznaczy¢ prostg b, réwnolegta do danej prostej a, a prze-
chodzacg przez dany punkt P (rys. 14). Prosta b' bedzie réwno-
legtg do a'. Kierunki nachylenia
obu prostych sg zgodne, a moduly
rowne.
Zestopniowania prostej b' dokona-
my badz przy pomocy podziatki mi-
limetrowej, badZz tez drogg rysun-
8 & 9 D 1 kowa, jak to uczyniliSmy na rys. 14.
Rys. 14. Zadanie sprowadza sie do znalezie-
nia punktu, dzielagcego modut pro-
stej a' w stosunku 6 :4 i przeniesienia tego podziatu na prostg b'.
2. Wykresli¢ podziatke nachylenia ptaszczyzny a, wyznaczonej
prosta a i punktem A. Na prostej a (rys. 15) znajdziemy punkt,
ktorego wysokos$¢ réwna jest wysokosci danego punktu A. Otrzy-
mamy warstwice 5'5 plaszczyzny a, a wiec i kierunek jej linji
spadu U, a takze i modut.
3. Wykres$li¢ podziatke nachylenia ptaszczyzny a, przechodzacej
przez trzy dane punkty: A'(4), B'(7), C(8'4). Potagczmy punkty
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A' + C' z punktem B' (rys. 16) prostemi a' i b' i zestopniujmy je.
Proste, tgczace te same wskazniki obu podziatek, sg warstwi-
cami plaszczyzny a i wyznaczajg na prostopadiej do nich po-
dziatke nachylenia /,,.

Rys. 15. Rys. 16.

4. Wyznaczy¢ punkt przebicia sie prostej a z ptaszczyzng
Przez prostg a przeprowadzimy plaszczyzne e, i znajdziemy jej
krawedZ k z ptaszczyzng a; punkt P przecigcia sie prostych aik
rozwigzuje zadanie (rys. 17).

Plaszczyzna e, wyznaczona jest dwiema warstwicami 5Ci 6G
poprowadzonemi w dowolnym kierunku przez punkty 5 i 6 po-
dziatki nachylenia prostej a. Prosta k',
taczaca punkty V i VI', jest rzutem
krawedzi ptaszczyzn a i e, a punkt P
rzutem punktu przebicia sie, prostej a,

z plaszczyzng a.

5. Wyznaczyé krawedz dwoch pia-
szczyzn, ktérych warstwice, lezace
w tych samych wysokos$ciach, nie prze-
cinajg sie w obszarze rysunku.

Zadanie rozwigza¢ mozna w dwo-
jaki spos@b. Znajdziemy punkt przebi-
cia sie prostej, przyjetej na jednej pta-
szczyznie, z ptaszczyzng drugq i pota-
czymy go z punktem, w ktérym prosta, przyjeta na drugiej pta-
szczyznie, przebija pierwsza. Najdogodniej bedzie, gdy owemi przy-
jetemi prostemi bedg linje spadu i // danych ptaszczyzn (rys. 18).
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Pierwsza przebija ptaszczyzne fi w punkcie A, druga, pta-
szczyzne a, w punkcie B. Prosta AB jest szukang krawedzig pta-

szczyzn a i fi.

Drugi sposob rozwigzania za-
dania polega na uzyciu dwéch
ptaszczyzn yi 6, przecinajgcych
dane pfaszczyzny a i fi. Pla-
szczyzny a, Qi y przetng sie
w jednym punkcie, za$ pta-
szczyzny a, fi i 6 w drugim
punkcie. Oba te punkty wy-
znaczg krawedZz ptaszczyzn

Rys. IS. a i B- Dogodnie bedzie, gdy

ptaszczyzny y i 6 wyznaczone

bedg podziatkami nachylenia, schodzgcemi sie na jednej prostej

/1= [/ 1io0 tym samym module. Oczywiscie, ze kierunki nachy-

lenia obu tych ptaszczyzn

sg przeciwne (rys. 19).

Plaszczyzny a i y daja

krawedz ku ptaszczyzny

2 iy krawedZ k2; pta-

szczyzny a i 6 przecinaja

sie wzdtuz prostej k3 a fi

i 0 podlug krawedzi kA

Proste kx i k2 przecinajg

sie w punkcie A, Kkra-

wedzie ks i 1 maja

wspolny punkt B. Pro-

sta k = (A,B) jest krawe-

dzig ptaszczyzn aifi, jej

rzutem jest prosta Kk,

Rys. 19. wyznaczona  punktami
A'i B.

6. Przez dany punkt P poprowadzi¢ prostg p, réwnolegta do pta-
szczyzny a (rys. 20). Na ptaszczyznie a przyjmiemy dowolng pro-
stg a, do ktérej poprowadzimy, przez punkt P, réwnolegtg pro-
stg p. Modut prostej p jest rowny modutowi prostej a.

7. Poprowadzié¢ do prostej p, w punkcie P, ptaszczyzne prosto-
padtg. Modut ma, szukanej ptaszczyzny, bedzie odwrotnoscig mo-
dutu prostej (ust. 7); linja spadu rownolegta do rzutu prostej,



a kierunek nachylenia odwrotny. Prze-
bieg konstrukcji odtworzy czytelnik
z tatwoscig z rys. 21.

8. Znalez¢ odlegtosé dwodch prostych
réwnolegtych. Prosta 5,,, t3czaca wskaz-
niki 5, podziatek nachylenia danych
prostych a i b, jest warstwicg pita-
szczyzny a, przechodzacej przez te
proste (rys. 22). Kfad tej ptaszczyzny,
na piaszczyzne warstwowg 0 wysoko-
$ci 5 jednostek, sprowadzi proste aib
na plaszczyzne pozioma, gdzie zmie-
rzy¢é mozna ich oddalenie r. Zadanie
redukuje sie do obrotu punktu 6, pro-
stej b, okoto prostej 5« jako osi, na
ptaszczyzne pozioma. Odcinek 6*6
réwny jest jednostce, w podziatce ry-
sunku. Reszte ttumaczy rysunek.

9. Znalez¢ oddalenie dwoch pta-
szczyzn réwnoleglych (rys. 23). Do da-
nych ptaszczyzn a i /? poprowadzimy
ptaszczyzne prostopadtg i réwnocze-
$nie rzucajgca. Przetnie ona dane pita-
szczyzny podiug dwoch krawedzi ai b,
ktore sprowadzimy na jedna z pia-
szczyzn warstwowych, przez wykona-
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nie ktadu ptaszczyzny rzucajgcej. Rzut poziomy, krawedzi a i b,
zejdzie sie z prostg a' = b\ prostopadts do warstwie plaszczyzn
a i 2 Punkt A, przyjety na linji warstwowej 4a, potozyliSmy na
ptaszczyzne warstwowg 3, odmierzajagc A" A° — 1m. Prosta a°, wy-
znaczona punktami I' i A° jest ktadem krawedzi a, za$ prosta ¢>°||a°
ktadem krawedzi b na te sama ptaszczyzne. Oddalenie r tych
dwodch prostych wyraza oddalenie ptaszczyzn a i 2
10. Wyznaczyé prawdziwg wielko$¢ kata, jaki prosta a zawiera
z dang ptaszczyzng a (rys. 24). Z przyjetego na prostej a punktu A,
poprowadzimy pro-
stg p, prostopadig do
ptaszczyzny «. Przez
proste aip poprowa-
dzimy ptaszczyzne /?;
znajdziemy jej kra-
wedZz b z plaszczy-
zng a i wykonamy jej
ktad na ptaszczyzne
warstwowg np. 3.
Prosta 3,i, taczaca
wskazniki 3 podzia-
tek nachylenia pro-
stych a'ip jest war-
stwica ptaszczyzny
podobnie jak prosta

1. 0. 4 1.2 .1 5, Prosteaib prze-
cinajg sie w punkcie
Rys. 24. B. Kilad ptaszczyzny

P wyrazi sie kfadem
prostych a i b. Obr6émy punkt A okoto 3$; Srodkiem obrotu jest
punkt S. Odmierzmy A'Ax— 2 m, to odcinek jest promieniem
obrotu, a punkt A° kladem punktu A na ptaszczyzne warstwowg 3.
Prosta a°, #gczaca punkt A° z wskaznikiem 3 prostej a, jest kila-
dem tej ostatniej. Rzucimy prostopadle na 3" punkt B' i otrzy-
many punkt B°® polaczymy z wskaznikiem 3 prostej b'. Otrzymana
prosta b° jest kladem prostej b. Kat zawarty miedzy prostemi a°
i b° rozwigzuje zadanie.

11. WykreS$li¢ rzut szeScianu, ktérego podstawa lezy na danej
ptaszczyznie a. Najpierw wykonamy kiad ptaszczyzny a na pia-
szczyzne warstwowg 5. W tym celu obrécimy punkt 7, warstwicy 6n
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(rys. 25), okoto warstwicy 5«, az padnie na ptaszczyzne war-
stwowg 5. 77*= 1m, punkt S jest srodkiem obrotu, punkt 7° kia-
dem punktu 7, za$ prosta 6a° kladem warstwicy 6a-

PrzyjeliSmy kwadrat AOB°COD°® w ktadzie i podniesli go na
ptaszczyzne a, uwzgledniajac, ze miedzy rzutem a kitadem tego
kwadratu zachodzi powinowactwo prostokatne, ktdrego osig
jest warstwica 5a a punkty 77°11 parg punktéw odpowiednich.

Rzuty krawedzi bocznych
szeScianu beda prostemi
prostopadtemi do warstwie
ptaszczyzny a. Wykresimy
odcinek 7X71Xprostopadty do
S'Ix i rowny dtugosci kra-
wedzi szeScianu i rzuémy
punkt 1*, prostopadle, na
prostag I'7°. Odcinek 7'7/
wyraza diugosé rzutu kra-
wedzi bocznej szeScianu.
Odmierzymy odcinek A'A/
rowny odcinkowi 7' 7/ i wy-
kreslimy réwnolegtobok, kt6-
rego boki sg roéwnolegte do
odpowiednich bokéw rom-
boidu A'B'C'D". Rys. 25.

I~

Rozdziat drugi.
Krzywe sko$ne. Powierzchnie prostolinjowe.

12. Rzut linji skos$nej. Linje stokowe. Linja krzywa sko-
$na jest wyznaczona dostateczng iloscia cechowanych rzutow
swych punktéw. Promienie, rzucajace punkta danej krzywej sko-
$nej na plaszczyzne poziomg, tworzg walec rzucajacy. Rozwi-
nigcie tego walca na ptaszczyzne, sprowadzi na nig przeksztat-
cong krzywga danej krzywej skosnej. Przeksztatcona charaktery-
zuje, w pewnym stopniu, przebieg krzywej skosnej i robwna jest
jej co do dtugosci.

Rys. 26a podaje rzut cechowany CJ krzywej skosnej Cs; rys. 266
jej przeksztatcong Cs°. OtrzymaliSmy jg w spos6b nastepujacy:
Diugos¢ linji CJ przenie$liSmy, dzielagc jg na dostatecznie Kkrotkie

2 Rzuty cechowane.
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odcinki, na przyjetg prostg a; na prostopadtych, poprowadzonych
w punktach A', B, ... J', do prostej a, odmierzyliSmy wysokosci
odnosnych punktéw i otrzymane punkty A°, B°, ... K° potgczyliSmy

Rys. 26 a—bh.

krzywag C°. Jest rzecza zrozumiatg, ze wysokosci punktow krzy-
wej skosnej zredukowaé¢ mozna do dowolnie obranej ptaszczyzny
warstwowej.

Nachyleniem, wzglednie modutem, krzywej sko$nej w pew-
nym jej punkcie nazywamy nachylenie, wzglednie moduf, prostej
stycznej do niej w tym punkcie. Poniewaz rzut elementu linji krzy-
wej skosnej jest elementem rzutu tejze linji, wiec rzut s, stycz-
nej s, w punkcie D, do krzywej przestrzennej C, jest styczny do
krzywej CJ w punkcie D' (rys. 26a). Po rozwinieciu walca rzuca-
jacego krzywg Cs, prosta styczna s w punkcie D, do krzywej CK
przejdzie w styczng sO, do przeksztatconej Cs°, w punkcie D°.

Aby potozenie stycznej s, w punkcie D krzywej skosnej C8
byto wyznaczone, musi by¢ okre$lone nachylenie tej stycznej,
a wiec znany jej modut. Modut ten jest rowny modutowi m,, stycz-
nej sO wykreslonej w punkcie D° do krzywej C°.

Linje krzywa skosna, ktorej wszystkie elementy, a wiec styczne
wszystkich jej punktéw, nachylone sg do przyjetej — z reguty po-
ziomej — plaszczyzny pod tym samym katem, nazywamy lin jg
o statym spadku, linjg stokowg lub ogdlng linjg Sru-
bowg. Linja ta posiada, wzdtuz calej swej dlugosci, jednakowy
modut, moze wiec by¢ stopniowana, podobnie jak linja prosta.
W miejsce odcinkéw linji prostej wchodzg tu, jako moduty, odcinki
krzywolinjowe.
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Z okreslenia linji stokowej wynika wprost, ze jej przeksztat-
cona jest linjg prosts.

Krzywa stokowa wyznaczona jest, podobnie jak prosta, swoim
rzutem i cechami dwdch swoich punktéw.

Aby na danej, swoim cechowanym rzutem, krzywej skosnej
znalez¢ punkt o zadanej wysokosci, lub okresli¢ wysoko$¢ punktu,
ktorego rzut jest dany, uzywamy posrednictwa krzywej przeksztat-
conej. W pierwszem zadaniu poprowadzimy, w danej wysokosci,
prosta pozioma, ktéra przetnie krzywa przeksztatcong w jednym,
lub w wiecej punktach. Punkty te przeniesione na rzut cechowany
krzywej rozwiazujg zadanie. Gdy chodzi o okre$lenie wysokosci
punktu krzywej skosnej, ktérego rzut znamy, to znajdziemy prze-
dewszystkiem, odpowiadajacy temu punktowi, punkt krzywej prze-
ksztatconej. Rzedna tego punktu jest odpowiedzig na pytanie.

W odniesieniu do krzywych stokowych
oba powyzsze zadania rozwigzemy bezposred-
nio, bez posrednictwa przeksztatconej, gdyz
moduty ich sg state.

Przyktadem linji stokowej jest zwyczajna
linja Srubowa. Jej rzut poziomy jest ko-
tem K (rys. 27), zestopniowanym tukiem kota
0 danej dtugosci. Rzut stycznej do linji $ru-
bowej, w pewnym jej punkcie, jest styczng s' Rys. 27.
do kota k' w rzucie tego punktu. Modutem
stycznej s, wspdlnym wszystkim stycznym linji $rubowej, jest mo-
dut linji Srubowej t. j. dlugos¢ tuku kota k', zawartego miedzy
dwoma punktami, ktérych cechy rdzniag sie o jednostke. Odwrot-
no$é modutu stycznej do linji Srubowej wyraza nachylenie tej linji,
jednakowe we wszystkich jej punktach.

13. Powierzchnie stozkowe i walcowe. Wiadomo, ze linja
krzywa ptaska lub skosna i dowolny, nie lezacy na niej, punkt
wyznaczajg powierzchnie stozkowg. Owa krzywa nosi nazwe
kierownicy, a punkt miano wierzchotka stozka. Jesli wierz-
chotek jest punktem niewlasciwym, to otrzymana powierzchnia
zwie sie powierzchnig walcowg.

Miedzy przekrojami powierzchni stozkowej, ptaszczyznami row-
nolegtemi, zachodzi zwigzek podobienstwa S$rodkowego. Paszczy-
zny warstwowe przecinajg tedy powierzchnie stozkowa podtug
linij krzywych podobnych i podobnie potozonych, ze wzgledu na
wierzchotek stozka. Stanowig one linje warstwowe powierzchni
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stozkowej. Rzut prostokatny linji warstwowej, na ptaszczyzne po-
rownawczg, zwie sie warstwicg. Wszystkie warstwice sg linjami
podobnemi i podobnie potozonemi, ze wzgledu na rzut wierzchotka
stozka, jako Srodka podobienstwa. Tworzg one t. zw. plan war-
stwowy powierzchni stozkowej, ktory jest jej charakterystyka
i pozwala na wyobrazeniowe i plastyczne jej odtworzenie. Plan
warstwowy jest wykonany zawsze dla przyjetej grubosci warstw;
odnos$ne warstwice zwg sie gtéwne mi. Wzgledy konstrukcyjne
dyktujg niekiedy potrzebe wigczenia, miedzy warstwice gtowne,
jednej lub wiecej, warstwie posrednich. Mowimy wtedy ointer-
polacji planu warstwowego.

Krzywa ptaska c', przyjeta, jako kierownica, na dowolnej pta-
szczyznie warstwowej np. 3 i dowolny cechowany punkt np. W' (8)
(rys. 28), wyznaczajg powierzchnie stozkowga. Proste: t', i/, t2,
faczace punkt W z punktami krzywej c', sg rzutami tworzgcych
powierzchni. Linje krzywe, powstate z polaczenia punktéw o jed-
nakowych cechach tych prostych, sg warstwicami stozka i tworzg
jego plan warstwowy.

W kazdym punkcie powierzchni stozkowej poprowadzié mozna
nieograniczenie wiele prostych stycznych. Kazda z nich bedzie
styczng do jednej linji krzywej ptaskiej, przechodzacej przez dany
punkt, a lezacej na stozku. Miejscem geometrycznem wszystkich
tych prostych stycznych jest plaszczyzna styczna, w danym punk-
cie, do powierzchni stozkowej. Nachyleniem tej ptaszczyzny a wiec
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nachyleniem jej linji spadu, okre$lamy nachylenie powierzchni
stozkowej w danym punkcie. Linja spadu, ptaszczyzny stycznej,
posiada najwieksze nachylenie ze wszystkich stycznych, poprowa-
dzonych do powierzchni stozkowej w okreSlonym jej punkcie.

Tworzaca t, przechodzaca przez punkt A powierzchni stozko-
wej (rys. 28) i styczna a, w tym punkcie, do warstwicy 4, wyzna-
czajg ptaszczyzne styczng a. Plaszczyzna ta styka sie ze stozkiem
wzdtuz tworzacej
t, a jej linja spa-
du /« bedzie pro-
stopadtg do pro-
stej a.

Z fatwoscia za-
uwazymy, ze im
bardziej zblizaja
sie ku sobie war-
stwice stozka, tern
wigksze jest jego
w danem miejscu
nachylenie.

Krzywa ptaska
C, przyjeta na pta-
szczyznie porow-
nawczej i przeci-
najgca ja, zestop-
niowana, prosta t,
wyznaczajg powierzchnie walcowg (rys. 29). Réwnolegte do
prostej t' i, przecinajagce krzywa c, proste iX, 2 ..., zestopniowane
tym samym co prosta t' modutem, sg rzutem tworzacych po-
wierzchni walcowej. Linje krzywe, powstate z potaczenia punktow
0 jednakowych cechach tych prostych, sa warstwicami walca
1 tworzg jego plan warstwowy. Warstwice walca sg krzywemi
przystajgcemi.

Prosta t, tworzgca walca, i styczna a, w punkcie A, do war-
stwicy 4, wyznaczajg ptaszczyzne styczng do powierzchni walco-
wej, w tym punkcie i styczng zarazem we wszystkich punktach
tworzacej t.

14. Linje spadu i linje stokowe na powierzchniach
stozkowych i walcowych, a) Wychodzac z dowolnego punktu,
powierzchni stozkowej lub walcowej, w kierunku najbardziej stro-
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mej stycznej, do punktu sasiedniego, z tego punktu znowu w Kie-
runku najbardziej nachylonej stycznej do punktu nastepnego i po-
wtarzajac ten przebieg dowolng ilo$¢ razy, otrzymamy linje, lezaca
na powierzchni, ktorej nachylenie, w kazdym punkcie, jest wiek-
sze, anizeli nachylenie kazdej innej linji, przechodzacej przez ten
punkt. Linje te nazywamy linjg spadu powierzchni.

Kierunek nachylenia tej linji, w kazdym jej punkcie, schodzi
sie z kierunkiem nachylenia linji spadu ptaszczyzny stycznej, po-
prowadzonej do powierzchni stozkowej, wzglednie walcowej, w tym
punkcie. Ale linja spadu ptaszczyzny stycznej jest prostopadtg do
prostej stycznej, wyprowadzonej w danym punkcie do linji war-
stwowej stozka lub walca, z czego wynika, ze kazda linja spadu,
lezagca na tych powierzchniach, bedzie prostopadtg do ich linij
warstwowych, a rzuty linij spadu prostopadte do warstwie. Linje
spadu i warstwice powierzchni stozkowych i walcowych sg wiec
wzajemnie do siebie prostopadte i tworzg dwa uktady t. zw. tra-
jek tory j prostokatnych.

Teoretycznie uwaza¢ mozna linje spadu za tory ptynacych po
powierzchni czgstek wody, ktore nie nabraty energji ruchu; bez-
wiadnos¢ musiataby bowiem spowodowaé odchylenia od linij spadu.

Linje spadu powierzchni stozkowych i walcowych sa, w o0gél-
nosci, linjami krzywemi; jedynie linje spadu stozka obrotowego,
0 osi poziomej, sg linjami prostemi. Rzuty ich tworzg pek pro-
mieni, ktérego wierzchotkiem jest rzut wierzchotka stozka; war-
stwice tego stozka tworza pek wspdtsrodkowych két.

Przez kazdy punkt powierzchni stozkowej i walcowej przecho-
dzi jedna linja spadu, a wszystkie przechodza przez wierzchotek,
czy to jako punkt wiasciwy, czy tez niewlasciwy.

Aby otrzymaé linje spadu postgpimy w nastepujacy sposob:
Wyjdzmy z punktu P warstwicy 0 (rys. 30) i poprowadzmy w nim
styczng i normalng. Nastepnie wstawmy warstwice 0'51i, z punktu T
przeciecia sie jej z normalna, zakre$imy tuk kota, ktéryby przeciat
warstwice 1 w punktach, lezacych dostatecznie blisko siebie. Sro-
dek P/, ograniczonego w ten spos6b tuku warstwicy 1, uwazaé
mozna z wystarczajagcem przyblizeniem za punkt rzutu //linji
spadu, wychodzacej z punktu P.

Prosta r Pi jest normalng do warstwicy 1, w punkcie P/. Prze-
cina ona wstawiong warstwice P5 w punkcie Il z ktdrego znowu
zakre$limy tuk, przecinajacy warstwice 2 w dwoch punktach. Doj-
dziemy do punktu PI. Prosta II' Pl jest normalng do warstwicy 2
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w punkcie P2. Powtarzajgc konstrukcje te potrzebng ilos$¢ razy
i t3czac punkty P, P/, P2, Ps', ... linjg ciggty, otrzymamy krzywg //,
ktorg bedzie styczng wtych
punktach do normalnych.

b) Z kazdego punktu
powierzchni stozkowej lub
walcowej poprowadzi¢ na
niej mozna dwie linje
stokowe o tym samym mo-
dule, ktérych nachylenie
jest mniejsze, anizeli na-
chylenie linji spadu, prze-
chodzacej przez ten punkt
powierzchni. Tworzace
stozka lub walca sg row-
niez linjami stokowemi
tych powierzchni, a sg
miedzy niemi i takie, ktore sg rownocze$nie ich linjami spadu.

Cze$¢ linji stokowej, lezacej miedzy dwiema warstwicami, uwa-
zamy za odcinek linji prostej, a jezeli r6znica wysokosci linij war-
stwowych wynosi jednostke — odcinek ten jest modutem linji sto-
kowej. Gdy nachylenie linji stokowej jest dane, to znany jest takze
i jej modut. Wyszeditszy wiec np. z punktu /' (rys. 28 i 29) zakre-
$la¢ bedziemy tuki két o statym promieniu, réwnym temu modu-
towi i tgczy¢ punkty przeciecia sie tych tukéw z warstwicami,
linjg tamang st'. W ten sposdb, z punktu 1' (rys. 28), wykreslilismy
linje i s2>jako rzuty dwodch linij stokowych, wychodzgcych
z punktu I, powierzchni stozkowej. W punkcie P' (rys. 29) przeci-
najg sie rzuty, a' i s2, dwdch linij stokowych, przyjetych na po-
wierzchni walcowej.

Nachylenie na, linji stokowej, musi by¢é mniejsze, anizeli nachy-
lenie linij spadu w punktach, przez ktore ta linja stokowa prze-
chodzi.

Jezeli przyjeta grubos¢ warstw wynosi g jednostek, to odci-
nek p' linji stokowej, zawartej miedzy dwiema warstwicami, bedzie
p': 4q_ =gem,

gdzie m, jest modutem linji stokowe;j.

15. Ptaskie przekroje powierzchni stozkowych i walco-

wych. Miedzy dwoma ptaskiemi przekrojami powierzchni stozkowej
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zachodzi zwiazek kolineacji $rodkowej. Srodkiem kolineacji
jest wierzchotek stozka, osig krawedz ptaszczyzn siecznych, a pro-
mieniami kolineacji, tworzgce powierzchni. Rzut prostokatny po-
wierzchni stozkowej i jej dwodch przekrojow plaskich, na dowolng
ptaszczyzne, jest ztgczeniem, na tej piaszczyznie, dwoéch ukladow
Srodkowo-kolineacyjnych. Rzut krawedzi, dwdch ptaszczyzn siecz-
nych, jest osia, rzut wierzchotka stozka S$rodkiem, a rzuty tworza-
cych, promieniami

tej kolineacji.
Miedzy dwoma
przekrojami pfta-
‘N skiemi powierzch-
ni walcowej zacho-
dzi, ten sam, co
przy przekrojach
powierzchni stoz-
kowej, zwigzek ko-
lineacji, ktérej sro-
dek jest punk-
tem niewtasciwym
i ktora znana jest
pod nazwg powi-
Rys. 31. nowactwa $rod-

kowego.

Poszczegdblne punkty linji przekroju, danej powierzchni stozko-
wej lub powierzchni walcowej, znajdziemy jako miejsce geome-
tryczne punktow przeciecia sie warstwie danej powierzchni z od-
powiedniemi warstwicami ptaszczyzny siecznej, albo jako miejsce
geometryczne punktéw przebicia sie, tworzacych powierzchni, z pta-
szczyzng tnaca.

Rys. 31 podaje konstrukcje przekroju powierzchni stozkowej
ptaszczyzng a.

Slad poziomy Oa, ptaszczyzny siecznej a, przecina $lad po-
ziomy stozka w punktach Oy i 02; warstwica 1 stozka przecina
sie z warstwicg 1 ptaszczyzny a w punktach // i Il. Podobnie
znalezliSmy punkty Z/j' i IIl. Punkt IIl', krzywej przekroju C,
znalezliSmy jako punkt przebicia sie tworzacej t stozka z pia-
szczyzng a. W tym celu uzyliSmy posrednictwa plaszczyzny @
poprowadzonej przez prostg t i przecinajacg ptaszczyzne a podiug
krawedzi k.
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16. Powierzchnie stozkowe i walcowe rzedu drugiego.
a) Rozwazania przeprowadzone w poprzednim ustepie sg natury
ogo6lnej i odnoszg sie do wszystkich powierzchni stozkowych i wal-
cowych, a wiec zarbwno graficznych jak i matematycznych.
Jezeli kierownica stozka nie jest krzywg matematyczng, t. zn. nie
jest krzywag, ktorej prawo powstania da sie okre$lic na drodze
matematycznej, jest krzywg narysowang, graficzng, to powstata
powierzchnia stozkowa jest rowniez matematycznie nieokres$long
i nalezy do kategorji utworéw przestrzennych, ktére noszg ogdlne
miano utworéw graficznych. To samo odnosi sie i do po-
wierzchni walcowych.

Szczeg6towa systematyka obejmowac¢ moze i dotyczy¢ dopiero
utworow zdefiniowanych matematycznie. Odnosi sie to zaréwno do
linij krzywych ptaskich i skosnych, jakotez i do powierzchni.

Pozostaniemy przy matematycznie okre$lonych powierzchniach
stozkowych i walcowych. Dzielimy je na rzedy, przez ktore
rozumiemy ilo$é punktéw przebicia sie dowolnej prostej z badanemi
powierzchniami. Bierzemy tu pod uwage zaréwno punkty rzeczywi-
ste, jak tez i urojone, sprzezone. To okreslenie rzedu powierzchni
pokrywa sie z rzedem krzywej plaskiej, podiug ktérej dowolna
ptaszczyzna przecina powierzchnie. Rzedem bowiem krzywej nazy-
wamy ilo$¢ punktéw przeciecia sie dowolnej prostej z tg krzywa.

b) W dalszym ciggu mowic¢ bedziemy o powierzchni stozkowej
rzedu drugiego. Jest to powierzchnia utworzona przez dwa homo-
graficzne peki ptaszczyzn o osiach przecinajgcych sie w punkcie
wiasciwym. Dowolna ptaszczyzna przecina jg podiug krzywej stoz-
kowej t. zn. podtug elipsy, kota, hiperboli lub paraboli. Gdy pta-
szczyzna sieczna przechodzi przez wierzchotek stozka, przekréj
sktada sie z dwoch przecinajagcych sie prostych. Krzywa stozkowa
i punkt, nie nalezacy do niej, wyznaczajg powierzchnie stozkowsg
rzedu drugiego. Te krzywg stozkowa, ktéra jest kierownicg po-
wierzchni stozkowej, zastgpi¢ mozna kazdym dowolnym przekro-
jem plaskim tej powierzchni. W ten sposéb stozek rzedu drugiego
jest rownoczes$nie stozkiem eliptycznym, hiperbolicznym, parabo-
licznym i kotowym, je$li przymiotniki te zechcemy zwigzac z prze-
krojami ptaskiemi, ograniczajagcemi te powierzchnie, rozciggajaca
sie do nieskoriczonosci.

Powierzchnia stozkowa rzedu drugiego posiada trzy wzajemnie
do siebie prostopadte osie, z ktérych jedna lezy ,wewnatrz“ tej
powierzchni, a dwie inne poza nig. Stozek rzedu drugiego jest
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wiec powierzchnig trojosiowa, nazywac go bedziemy krétko stoz-
kiem trojosiowym. Plaszczyzny wyznaczone osiami stozka sg
jego ptaszczyznami symetrji. Dwie z nich przecinajg stozek
podiug dwoch tworzacych kazda, trzecia przecina go w punkcie,
wierzchoiku. Ptaszczyzny, prostopadte do osi ,,wewnetrznej* stozka,
przecinajg go podiug podobnych i podobnie potozonych elips, pta-
szczyzny prostopadte do dwoch pozostatych przetng stozek podiug
podobnych i podobnie potozonych hiperbol.

Jezeli o0$,wewnetrzna“ stozka  jest prostopadia do pozio-
mejptaszczyzny  rzutow,to takie potozenie stozka okreSlamy

jako normalne. Rys.
32 jest rzutem cechowa-
nym tréjosiowego stoz-
ka w potozeniu nor-
malnem. O$ a jest pio-
nowa, poziome osie bic
przechodzg przez wierz-
chotek W (4). Warstwice
tego stozka sg elipsami
wspotsrodkowemi, podob-
nemi i podobnie potozo-
nemi. Srodkiem podo-
bieAstwa jest rzut W'
Rys. 32. wierzchotka stozka. Li-
nje //, 12,... sg rzutami
linij spadow stozka, podobnie jak proste c' i b'

C) Jezeli punkt przeciecia sie osi dwdch homograficznych pe-
kow piaszczyzn jest punktem niewtasciwym, to powierzchnia stoz-
kowa przechodzi w walcowa. Proste przeciecia sie homologicznych
ptaszczyzn w tych pekach sa réwnolegtemi, wzgledem siebie, two-
rzacemi walca. W przeciwienstwie do powierzchni stozkowej rzedu
drugiego, ktéra wystepuje jako jedyna — mamy walec eliptyczny,
hiperboliczny i paraboliczny. Poniewaz miedzy dwoma przekrojami
walca zachodzi powinowactwo S$rodkowe, wiec walec eliptyczny
przecig¢ mozna tylko podtug elips lub koét, walec paraboliczny
tylko podtug parabol, a walec hiperboliczny tylko podtug hiperbol.
W uktadach $rodkowo-powinowatych odpowiadajg sobie bowiem
wzajemnie punkty wiasciwe, wzglednie punkty niewtasciwe. Oczy-
wiscie, ze plaszczyzny réwnolegte do tworzacych przecinajg walec
podtug dwdch tworzacych.



27

Jezeli krzywe plaskich przekrojow walca przyjmiemy jako okre-
$lajace te powierzchnie, to walec eliptyczny jest réwnocze$nie
i walcem kotowym.

Potozenie walca eliptycznego, przy ktérem tworzace sg prosto-
padte do poziomej ptaszczyzny rzutéw, okreslamy jako normalne.

d) Jako szczeg6lna forma powierzchni stozkowej rzedu drugiego
wystepuje stozek obrotowy. Posiada on nieograniczong ilos¢
ptaszczyzn symetrji. Plaszczyzny prostopadie do jego osi ,we-
wnetrznej“, ktorg nazywaé bedziemy krotko osig stozka obrotowe-
go, przecinajg go podtug kot.
Plan warstwowy stozka obro-
towego, w potozeniu nor-
malnem, jest pekiem wspot-
Srodkowych kot, tworzace
stozka sg jego linjami spadu.

Jezeli o$ stozka obroto-
wego ma potozenie poziome,
to jego warstwice sg hiper-
bolami podobnemi i podob-
nie potoZonemi, ze wzgledu Ki
na rzut wierzchotka stozka.
Ograniczmy stozek obroto-
wy, 0 0si poziomej, dwoma
przekrojami kotowemi /g'

i ki, potoZzonemi symetrycz-
nie wzgledem wierzchotka

i stycznemi do piaszczyzny poréwnawczej (rys. 33). Aby wyzna-
czy¢ plan warstwowy tego stozka, obréémy koto ku ktérego pro-
mief rowny jest 4 m, okoto jego poziomej $rednicy, az padnie na
ptaszczyzne warstwowg 4. Obrot ten sprowadzi na te ptaszczyzne
warstwowg takze i linje warstwowe pionowej ptaszczyzny a kota
Otrzymamy koto ki° i proste réwnolegte: 0O(° 1a° 2,° i 3,°, odda-
lone od siebie o grubo$¢ warstwy, ktérg przyjeliSmy réwng 1 m.
Proste te przetng koto kxnw punktach 1°11°, 11°1AQ, ... ktére rzu-
cimy prostopadle na prostg kt'. Punkty  //; II', ... sg punktami
hiperbol. Dwie tworzgce // i U, podtug ktérych ptaszczyzna war-
stwowa 4 przecina stozek, sg asymptotami wszystkich hiperbol
warstwowych. Ze wzgledu na zachodzacy zwigzek podobienstwa
srodkowego, wierzchotki Tt', T2 ... tych hiperbol, dzielg odcinek
W' <y na cztery rowne czesci.

Rys. 33.
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Jezeli stozek obrotowy jest styczny do ptaszczyzny poziomej,
t. j. jesli jedna jego tworzaca ma potozenie poziome, to warstwice
sg parabolami.

Rzut cechowany takiego stozka, ograniczonego kotem k, i jego
plan warstwowy przedstawia rys. 34. Do przeprowadzenia kon-
strukcji uzyliSmy plaszczyzny pionowej a, przechodzgcej przez
0§ stozka. Trojkat WDXC jest kiadem, na plaszczyzne poréw-
nawczg, przekroju stozka plaszczyzng a, a proste lax, 2ax i 5(k

ktadem linij warstwowych.
Punkty 1" i IW sg wierz-
chotkami parabol, stanowig-
cych warstwice 1, 2i 3 stozka.
Punkty W UI, T, 7V i V," V2
tych parabol, lezace na eli-
psie k', znalezliSmy w dwo-
jaki sposdb: najpierw bez-
posrednio, przez odniesienie
punktow Ux T* i V* na eli-
pse k', a nastepnie zapomocg
ktadu kota k, podstawy stoz-
ka, na ptaszczyzne a. Wtedy
Wi=W 2=VV*it d
Tworzace konturowe stozka
znalezliSmy przy pomocy
stozka normalnego.*
d)
ca eliptycznego jest walec
obrotowy, ktorego prze-
kroje ptaszczyznami prostopadtemi do tworzacych, a wiec i do osi,
sg kotami. Walec eliptyczny posiada dwie plaszczyzny symetrji,
walec obrotowy posiada ich nieograniczenie wiele.

Jezeli o$ walca obrotowego jest pionowa, to takie potozenie
bedziemynazywalinormalnem. W innem potozeniu walca war-
stwice jego saelipsami; gdy oS jest pozioma, warstwice sg
prostemi.

Plan warstwowy walca obrotowego, ktérego 0§ ma dowolne
nachylenie, podaje rys. 35. Przyjeta na ptaszczyznie rzutéw elipsa ¢
0 osiach aTb i CD i $rodku S niech bedzie podstawg tego walca.

* Patrz autora ,,Geometrja wykreslita“ wyd. 1I, 1922.
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Styczne w punktach C i D do elipsy ¢ sg prostemi konturu po-
zornego walca. _

Koto k, zakreslone na matej osi CD, elipsy ¢, uwazamy za rzut
poziomy kuli, wpisanej w walec. PoprowadZzmy przez o$ a walca,
ptaszczyzne rzucajgcg ai wy-
konajmy jej kitad na pta-
szczyzne poréwnawczg. Pila-
szczyzna a przetnie kule po-
dtug kota wielkiego, walec
podtug dwdch tworzacych tx
i U, a ptaszczyzny warstwo-
we podtug prostych, réwno-
legtych do prostej a'. Po wy-
konaniu kfadu, koto wielkie
kuli zejdzie sie z kotem Kk,
proste ti i4* beda stycznemi
do tego kota, poprowadzo-
nemi z wierzchotkéw A i B
elipsy ¢, a linje warstwowe
beda pekiem réwnolegtych

la, 2ax, ... i rownolegtych do prostej a'. Dalsza konstrukcja osi elips
1,2,3 i 4, jako warstwie walca, ttumaczy sie dostatecznie z rysunku.
17. O powierzchniach rozwijalnych. Powierzchnia rozwi-

jalna utworzong by¢ moze, albo ruchem linji prostej, albo tez
ruchem ptaszczyzny. Prawo ruchu linji prostej wypowiada sie wa-
runkiem, ze poruszajgca sie prosta musi by¢ stale styczng do
danej krzywej sko$nej, natomiast prawo ruchu ptaszczyzny powtd-
czacej powierzchnie rozwijalng wymaga, by ptaszczyzna ta byla
stale §ciSle styczng do danej krzywej skosnej.

Ale prawo ruchu plaszczyzny, powtdczacej powierzchnie rozwi-
jalng, uwarunkowane by¢ moze i w ten sposob, by ptaszczyzna,
we wszystkich swoich potozeniach, byta styczng réwnocze$nie do
dwdch linij krzywych, lub do dwoch powierzchni.

Przyjawszy dwie krzywe skosne i k2przeprowadzmy, w punk-
cie Px pierwszej z nich, styczng px Plaszczyzna jrx, przesunieta
przez prostg i obracajgca sie okoto niej jako osi, w pewnej

iloSci swoich potozen, zetknie sie z krzywg k2 Proste 4> h, ee>
faczace punkt Px z punktami stycznosci Qu Q2 ... plaszczyzny nl
z krzywa k2 sa tworzacemi powierzchni rozwijalnej, opisanej na
krzywych Kkl i k2 zwanych jej kierownicami.
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Przyjmijmy, ze kierownice Ki i k2 sg krzywemi ptaskiemi, przy-
czem pierwsza lezy na plaszczyznie por6éwnawczej, a druga na
ptaszczyznie a (rys. 36). Aby otrzymac tworzacg +, powierzchni
rozwijalnej <% wyznaczonej temi kierownicami, obierzmy na war-
stwicy Ga dowolny punkt P, z ktérego poprowadzimy styczng
do krzywej kx i styczng s2 do krzywej k2 Prosta, gczgca punkty
stycznosci At i A2 jest szukang tworzacg t. Proste si i s2 wyzna-
czajg ptaszczyzne styczng do powierzchni <45 wzdiuz tworzacej t.
Ale z kazdego punktu prostej Oa poprowadzi¢ mozna kilka, naj-
mniej dwie, styczne do krzywej ku a tak samo do krzywej k2

Przez punkt Au a takze przez
punkt A2 przechodzi wiec Kilka,
najmniej dwie, tworzace, po-
wierzchni rozwijalnej (\ Tak
wiec kierownice i k2sg krzy-
wemi wielokrotne mi tej po-
wierzchni, a bedag krzywemi
podwojnemi, gdy kierownice
i sg przekrojami stozkowemi.
Jezeli jedna z dwéch kierow-
nic, np. /2 bedzie punktem, to
powierzchnia rozwijalna, wy-
Rys. 36. znaczona kierownicg /g i tym
punktem jest powierzchnig
stozkowg. Jesli 6w punkt bedzie punktem niewfasciwym, otrzy-
mamy powierzchnie walcowg. Tak wiec powierzchnie stoz-
kowe i walcowe mieszczg sie w rodzinie powierzchni rozwijalnych,
wyznaczonych przez dwie krzywe kierownice, jako powierzchnie
szczegOlne.

Proste, poprowadzone przez dowolny punkt w przestrzeni, row-
nolegle do tworzacych powierzchni rozwijalnej, tworzg jej stozek
kierowniczy. Stozek kierowniczy i jedna kierownica wyznaczaja
powierzchnie rozwijalng. Plaszczyzny styczne, w poszczegdlnych
punktach kierownicy i rownoczes$nie réwnolegte do tworzacych
stozka, powtdcza powierzchnie rozwijalng. Tworzace tej powierzchni
przechodzi¢ bedg przez punkty kierownicy i bedg réwnolegte do
odpowiednich tworzgcych kierowniczego stozka.

Na szczeg6lng uwage zastugujg powierzchnie rozwijalne wy-
znaczone krzywa ptaskg k i stozkiem kierowniczym, ktérym jest
stozek obrotowy. Przyjrzyjmy sie tym powierzchniom. W dowol-
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nym punkcie A, Kkierownicy k, poprowadzmy prostg styczng a
Rownolegle do niej poprowadzi¢ mozna dwie ptaszczyzny styczne
do stozka kierowniczego. Ptaszczyzny, réwnolegte do tych pita-
szczyzn i przechodzace przez prostg a, sg ptaszczyznami stycznemi
powierzchni rozwijalnej. Ale wszystkie ptaszczyzny styczne do
stozka obrotowego majg to samo nachylenie do ptaszczyzny prze-
kroju kotowego tego stozka, te sama wiasnos¢ zachowaja tez pia-
szczyzny, powtoczace powierzchnie rozwijalng € wyznaczong Kie-
rownicg k i stozkiem obrotowym. Nastepujace po sobie bezposred-
nio plaszczyzny styczne, powtdczace powierzchnie (> przecinajg
sie podtug prostych, tworzgcych te powierzchnie. Tworzgce te bedg
rownolegte do odpowiednich tworzacych stozka kierowniczego,
czyli beda mialy to samo co one nachylenie.

Jezeli obrotowy stozek kierowniczy ma potozenie normalne,
t. zn. jezeli jego o0$ jest pionowa, to powierzchnia rozwijalna, wy-
znaczona tym stozkiem i ptaskg kierownicg k, nosi nazwe po-
wierzchni stokowej. W potozeniu normalnem tworzgce stozka
obrotowego sa linjami spadu jego ptaszczyzn stycznych, a ponie-
waz plaszczyzny powitdczace powierzchnie stokowa bedg réwno-
legte do odpowiednich ptaszczyzn stycznych stozka kierowniczego,
wiec tworzgce powierzchni stokowej sg linjami spadu
ptaszczyzn stycznych tej powierzchni, a wiec i jej
samej.

Rzut poziomy krzywych przekroju powierzchni stokowej <>
ptaszczyznami warstwowemi, jest planem warstwowym tej po-
wierzchni. Styczna a, poprowadzona w punkcie A, warstwicy w,
powierzchni stokowej, jest $ladem plaszczyzny stycznej a do tej
powierzchni w punkcie A, z odno$ng ptaszczyzng warstwowa. Linja
spadu ptaszczyzny a jest linjg spadu powierzchni 4% prostopadig
do stycznej a, ale poniewaz prosta a ma potozenie poziome, przeto
rzut poziomy tej linji spadu bedzie prostopadty do rzutu pozio-
mego a' prostej a. Tak wiec rzuty poziome f/, 42, ..., tworzg-
cych powierzchni stokowej <4>sg prostopadte do war-
stwie tej powierzchni, czyli sg rzutami jej linij spadéw.

Jedna warstwica i dane nachylenie, wzglednie modut tworzg-
cej, wyznaczajg powierzchnie stokowg. Rzuty dalszych tworzacych
bedg prostopadte do danej warstwicy, a plan warstwowy sktadac
sie bedzie z krzywych réwnolegtych i réwnolegtych do danej war-
stwicy. Wszystkie te krzywe posiadajg wspolng ewolute, jako
obwiednie prostych normalnych do nich.
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Z okreslenia powierzchni stokowej wynika, ze jej najprostszym
przyktadem jest stozek obrotowy. Jedna z dwoch kierownic jest
w tym przypadku zre-
dukowang do punktu,
ktérym jest wierzcho-
tek stozka.

Styczne w punk-
tach linji stokowej
utworzg powierzch-
nie stokowa, zwang
takze o0gdlng po-
wierzchnig S$ru-
bowagrozwijalng.

Elipsa k' na rys. 37,
zestopniowana przy-
jetym modutem, jest
rzutem linji stokowej
(Srubowej), lezacej
na walcu eliptycz-
nym, przy jego normalnem potozeniu. Styczne tt', 12, ... w punk-
tach tej elipsy, zestopniowane jej modutem, sg tworzgcemi po-
wierzchni stokowej (Srubowej). Warstwice tej powierzchni sg ewol-
wentami elipsy li, ktdra znowu jest ich wspdlng ewolu ta.

Jezeli zamiast eli-
psy k' przyjmiemy koto
(rys. 38), to otrzymamy
powierzchnie stokowa
zwang zwyczajng po-
wierzchnig Srubowg
rozwijatng. Powstaje
ona przez ruch prostej,
stale stycznej do zwy-
czajnej linji Sru-
bowej. Warstwice tej
powierzchni sg zwy-
czajnemi ewolwenta-
mi Kkota.

18. Powierzchn
stokowe, przecho-

Rys. 38. dzace przez krzywe

Rys. 37.

e
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skos$ne. Plaszczyzny styczne do przyjetej krzywej skosnej, lub
powierzchni, a nachylone pod pewnym danym katem do ptaszczy-
zny poziomej, powtdcza powierzchnie stokowa.

Uwazajmy dang krzywa skosng k,, za miejsce geometryczne
wierzchotkéw stozkéw obrotowych, w potozeniu normalnem, to
stozki te powtdczag powierzchnie o statym spadku t. zn. powierzch-
nie stokowg. Powierzchnia ta sktada sie z dwdch, przenikajgcych
sie, podtug krzywej k,, czesci. Krzywa ta jest wiec krzywg po-
dwdjng otrzymanej powierzchni stokowe;j.

Jasnem jest, ze przez krzywa ks przesunaé mozna dowolng ilo$¢
powierzchni stokowych, zaleznie od przyjetego nachylenia tworzacej.

Przyjmijmy krzywa wichrowatg k,, wyznaczong zestopniowa-
nym rzutem kj i wyznaczmy plan warstwowy powierzchni sto-
kowej, przechodzacej przez te krzywa, a majacej nachylenie 2:1
(rys. 39).

Punkty B, C, ..., krzywej k,,, uwazamy za wierzchotki stozkéw
stokowych (ust. 9) o nachyleniu 2:1 i wykreslimy ich przekroje
z phaszczyznami warstwowemi. Bedg to kota o $rodkach B', C, ...
i promieniach obliczonych z réwnania r= d.mt, gdzie d wyraza
wysoko$¢ warstwy, za$ m, modut tworzacych stozka stokowego,
réwny modutowi powierzchni stokowej i rowny, w naszym przy-
ktadzie, mt= |. Punkt B' bedzie wiec $rodkiem kota o promieniu
rx=m punkt C S$rodkiem kot o promieniach mti 2/7,; punkt 2y

3 Rzuty cechowane.
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$rodkiem k&t o promieniach mt, 2m, i 3m,, i t. d. Obwiednie tych
kot, z ktérych pierwsza w0 leze¢ bedzie na plaszczyZnie porow-
nawczej, a nastepne wu w2 ... na plaszczyznach warstwowych
1, 2, ..., s3 linjami warstwowemi powierzchni stokowej, przecho-
dzacej przez krzywa skos$ng ks. Tworzace tej powierzchni sg pro-
stopadte do jej linij warstwowych, a rzuty, tj, 4j, tj, ... tych two-
rzacych, prostopadte do warstwie wj, wj, — Proste tj t,, ...
obwiodg ewolute ej, wsp6lng dla wszystkich warstwie otrzyma-
nej powierzchni stokowej.

Uwazajmy ewolute ej za kierownice walca rzucajacego, to pro-
ste tj, 4j, ..., obwodzace te ewolute, sg rzutami stycznych tego
walca. Punkty stycznoSci tworzacych ta, th, ..., z walcem rzu-
cajagcym, tworzg krzywa skosng e, ktorej elementy majg state
nachylenie do ptaszczyzny poziomej. Krzywa ta jest wiec linja
stokowg. Tworzace tn, t,, ..., styczne do krzywej e, tworzg
powierzchnie rozwijalna, opisang na tej krzywej i bedacg po-
wierzchnig stokowag. Krzywa ea jest krzywg zwrotu tej po-
wierzchni. Nalezy ona do rodziny og6lnych linij Srubowych, a opi-
sana na niej powierzchnia do ogo6lnych, rozwijalnych powierzchni
Srubowych (ust. 17).

Dowolna ptaszczyzna < przecina powierzchnie stokowg, prze-
sunietg przez krzywg skosng ks, podtug krzywej, ktéra posiada,
w punkcie przebicia sie krzywej k,,, z ptaszczyzng ¢ punkt po-
dwdjny, a w punkcie przebicia sie krzywej 5 z tg ptaszczyzna,
punkt zwrotu.

Jezeli krzywa skos$na k, jest krzywa stokowa, to i w tym przy-
padku przesungé mozna przez nig dowolng ilos¢ powierzchni sto-
kowych. Kazda z nich okreslona bedzie innym katem nachylenia
swych tworzacych do ptaszczyzny poziomej. Miedzy powierzchniami
temi jest jedna, Kktorej tworzace sg styczne do krzywej ka, ktora
jest wiec rozwijalng powierzchnig Srubowa. Krzywa ka jest krzywag
zwrotu tej powierzchni.

19. O powierzchniach skosnych. Trzy krzywe ptaskie lub
skosne, zwane kierownicami, wyznaczajg powierzchnie skos$ng <\
Tworzacemi tej powierzchni sg wspdllne tworzace stozkow, ktdrych
kierownicami sa dwie z tych krzywych, a ktérych wspdlnemi
wierzchotkami sg punkty trzeciej. Jedna, dwie lub trzy kierownice
powierzchni sko$nej moga by¢ linjami prostemi. Jedna z trzech
kierownic powierzchni sko$nej moze leze¢ nieograniczenie daleko,
a wtedy wyznaczong jest za posrednictwem stozka, do ktorego
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tworzgce powierzchni $abedg rownolegte. Jezeli kierownicg tg jest
prosta, to wyznaczona ona jest zapomocg ptaszczyzny, zwanej pta-
szczyzng kierowniczg.

Przyktadem powierzchni sko$nej, wyznaczonej jedng krzywa sko-
$ng, stozkiem kierowniczym i jedng prostg jest t. zw. powierzch-
nia sSrubowa o ostrym gwincie. Powstanie ona, gdy jedng
kierownicg bedzie
zwyczajna  linja
Srubowa, np. przy
normalnem poto-
zeniu walca przez
nig przechodzace-
go, druga prosta
pionowa, a stoz-
kiem kierowni-
czym stozek obro-
towy w potoze-
niu  normalnem.

Tworzace tej po-
wierzchni, jedna-
kowo nachylone
do ptaszczyzny po-
ziomej, przecinac¢
bedg linje Srubowg
i linje prostg, jako Ryc. 40.
swoje kierownice.

Rzut cechowany tej powierzchni widzimy na rys. 40. Rzuty
poziome ti, /2, ..., tworzacych sa prostopadte do kota k, rzutu
poziomego linji $rubowej, w punktach, przez ktére przechodza,
a modut dla wszystkich rowny. Warstwice O*, |,p, 25 ..., powierzchni
$rubowej o ostrym gwincie, sg spiralnemi Archimedesa,
0 réwnaniu biegunowem r— a.cp.

Jezeli jedng kierownicg jest linja krzywa, druga prosta wia-
$ciwa, a trzecig prosta niewlasciwa, wyznaczona ptaszczyzng kie-
rownicza, to otrzymana powierzchnia sko$na zwie sie¢ konojda.
Jesli przytem prosta wiasciwa jest prostopadta do ptaszczyzny kie-
rowniczej, to konojda jest prosta.

Cechowanym rzutem prostej konojdy zwyczajnej linji
Srubowej jest rys. 41. Tworzace tu t2 ... tej powierzchni sg po-
ziome, taka bowiem jest piaszczyzna kierownicza. Przecinajg one
3
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pionowg kierownice a i zwyczajng linje Srubowg, ktdrej rzut po-
ziomy jest kotem k'
Jezeli wszystkie trzy kierownice powierzchni skosnej sg linjami
prostemi, skosnie wzgledem siebie potozonemi, to powierzchnia jest
rzedu drugiego i zowie sie hiperbo-
lojdg skos$ng. Powierzchnia ta posiada
dwa uktady prostych tworzgacych; pro-
ste kazdego z tych ukladow sg wzgle-
dem siebie skosne, kazda prosta jednego
— ukfadu przecina wszystkie proste, nale-
zace do uktadu drugiego. Hiperbolojda
sko$na jest utworem dwoch homogra-
ficznych pekéw piaszczyzn, o osiach sko-
$nych, a takze utworem dwdch homogra-
ficznych szeregéw punktéw o skosnych
podstawach.
Jezeli jedna z trzech prostych, bedga-
cych kierownicami powierzchni skosnej,
jest prostg niewtasciwg, a wiec wyznaczong ptaszczyzng Kierow-
nicza, to otrzymana powierzchnia sko$na rzedu drugiego jest ko-
nojdg, zwang parabolojdg hiperboliczng. Podobnie jak
hiperbolojda sko$na, posiada powierzchnia ta dwa uktady prostych
tworzacych, przecinajacych sie wzajemnie. Tworzace, nalezace do
jednego uktadu, sg wzgledem siebie sko$ne. Syntetycznie otrzy-
mamy parabolojde hiperboliczng z dwdch szeregéw podobnych,
0 podstawach skos$nych lub dwdch homograficznych pekéw pia-
szczyzn, o osiach skosnych, w ktdrych jedna para homologicznych
ptaszczyzn jest rownolegta. Proste jednego uktadu parabolojdy
hiperbolicznej sg réwnolegte do jednej, a proste drugiego uktadu
do drugiej ptaszczyzny kierowniczej. Proste niewasciwe, wyzna-
czone plaszczyznami Kierowniczemi, sa tworzacemi parabolojdy
hiperbolicznej, przecinajgcemi sie w punkcie niewtasciwym tej po-
wierzchni. Plaszczyzna styczna w punkcie parabolojdy hiperbo-
licznej przechodzi przez dwie tworzace, przecinajgce sie w tym
punkcie, z ktérych kazda nalezy do innego ukiadu. Ptaszczyzna
niewtasciwa jest styczng do parabolojdy hiperbolicznej w jej punk-
cie niewlasciwym.
Poniewaz dwa szeregi podobne sg wyznaczone dwoma parami
homologicznych punktéw, przeto dowolny czworokat przestrzenny
wyznacza parabolojde hiperboliczna. Obierzmy punkty A, Bi C
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na ptaszczyznie poréwnawczej, a punkt D w wysokosci 5 jedno-
stek, w podziatcerysunku (rys. 42). Zestopniujmy proste AD i CD,
podzielmy odcinek AB, atakze BC, kazdy na pie¢ rownych czesci
i potagczmy punkty podziatu prostej a z punktami podziatu pro-
stej a5, za$ punkty podziatu prostej b z punktami podziatu pro-
stej b5. Proste a, a-l, a2, ... sg rzutem, wzajemnie skos$nych, two-
rzagcych parabolojdy hiperbolicznej, przecinajacych proste drugiego

I S

Rys. 42.

uktadu, ktérych rzutem sg proste b, 6/, V> Poprowadzmy przez
punkt A prosta, rownolegta do prostej b, a przez punkt C prosta,
rownolegty do prostej a. Obie te proste przetng sie w punkcie E,
ktory potgczmy z punktem D', prostg k'.

Ptaszczyzna a, wyznaczona punktami C,D,E, jest rownolegtg do
prostych uktadu a, za$ ptaszczyzna fi, trojkata A DE, jest rowno-
legtg do prostych uktadu b. Plaszczyzny a i /? sg wiec plaszczy-
znami kierowniczemi parabolojdy hiperbolicznej i przecinajg sie
podiug prostej k (rys. 42). Warstwice ptaszczyzny a sg roéwno-
legte do prostej CE, warstwice plaszczyzny fi, réwnolegte do
prostej A F.
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Poprowadzmy, do prostej k, ptaszczyzne prostopadty i oznaczmy
prosta, podtug ktérej przecina ona ptaszczyzne a, literg p, a prostg
przeciecia sie z ptaszczyzng fi literg g Wyznaczmy tworzacg aw
uktadu a, réwnolegty do prostej p itworzacg bw, uktadu b, rowno-
legtg do prostej g. Tworzace a,, i bw przetng sie w punkcie W pa-
rabolojdy, ktéry nazywacé bedziemy jej wierzchotkiem (rys. 43a).

Rys. 43 a—h.

Prosta s, przechodzaca przez punkt W, réwnolegle do prostej k,
bedzie prostopadly do ptaszczyzny stycznej w punkcie W, prze-
chodzacej przez proste a,, i bwi zwie sie osig parabolojdy hiper-
bolicznej. OS$ ta przechodzi przez punkt przeciecia sie tworzacych
niewtasciwych parabolojdy.

Ptaszczyzny' rownolegte do osi przecinajg parabolojde hiper-
boliczng poditug parabol, ktérych osi sg rownolegte do powierzchni;
wszystkie inne przekroje ptaskie sg hiperbolami.

Rys. 43a przedstawia parabolojde hiperboliczng, w aksonometrji
prostokatnej, w potozeniu, gdy o$ s, parabolojdy, jest réwnolegia
do osi z uktadu prostokatnego. Dwie ptaszczyzny réwnolegte do
osi ograniczaja parabolojde hiperboliczng, przecinajac ja podiug
parabol; ptaszczyzny warstwowe przecinajg jg podiug hiperbol.

Rys. 436, jest planem warstwowym tej samej parabolojdy hi-
perbolicznej. Wszystkie warstwice sa hiperbolami o wspdlnych
asymptotach aj i bj.

20. Zadania.

1 Na ptaszczyZnie a, wyznaczonej podziatkg nachylenia
(rys. 44), lezy koto k, o $rodku S, jako podstawa stozka obrotowego ;
wyznaczy¢ przekroj tego stozka podtug elipsy.

1<
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Rzut poziomy kota podstawy jest elipsg k', ktérej o$ duza A'B',
réwnolegta do warstwie ptaszczyzny a, réwna jest Srednicy kota k.
Prosta a', rownolegta do /,/ (w przestrzeni proste a i la sg skosne)
i przechodzaca przez punkt S', przyjety na warstwicy 5'5, pla-
szczyzny a, jest rzutem poziomym osi stozka. Poprowadzmy przez
nig ptaszczyzne rzucajaca, a nastepnie potézmy ja na ptaszczyzne
pordbwnawczg. Srodek kota k zajmie polozenie punktu S°, za$
ktad a°, prostej a, przejdzie przez ten punkt, prostopadle do pro-

Rys. 44.

stej S°K. Odmierzmy odcinek S°C°= A'S' i rzuémy punkt C°, pro-
stopadle, na prostg a. Punkt C jest trzecim wierzchotkiem elipsy k'\
czwartym jest punkt D', przyczem odcinek D'S'= S'C.

Zatézmy, ze wierzchotek stozka ma mie¢ wysoko$¢ 12 m. Aby
otrzymac jego rzut W poprowadzimy, w odlegtosci 12 m, od pro-
stej a', prostag do niej rdwnolegta. Przetnie ona prostg a° w punk-
cie W°, ktéry bedzie kfadem wierzchotka W na ptaszczyzne porow-
nawczg. Rzut prostokatny punktu W°, na prostg a', jest szukanym
rzutem wierzchotka. Styczne, wykreslone z punktu W do k', dopetniag
pozornego konturu stozka.
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Poprowadzmy przez wierzchotek stozka dowolng ptaszczyzne
Poniewaz cecha punktu W' jest 12, wiec prosta 123, poprowadzona
w dowolnym kierunku przez punkt W', bedzie warstwicg 12 tej
ptaszczyzny. Prosta prostopadtg do 12p i zestopniowana dowol-
nym modutem, jest jej podziatka nachylenia. Prosta ri jest rzutem
krawedzi ptaszczyzn a i 2 Rownolegta, do ptaszczyzny /2, pila-
szczyzna y przetnie stozek podiug elipsy, nie jest bowiem rowno-
legta do zadnej tworzgcej stozka. Podziatka nachylenia /w jest
przystajaca do Ip i do niej rownolegta.

Plaszczyzny a i y przetng sie podiug prostej t, ktérej rzut V
jest osig kolineacji Srodkowej, zachodzacej miedzy elipsg k* a szu-
kanym rzutem przekroju stozka ptaszczyzna y, t. j. elipsg ki. Jedng
0sig wzajemng tej kolineacji jest prosta ri. Znajdziemy pare bie-
gunowych sprzezonych p i ¢, elipsy li, ktoérych bieguny sprzezone
lezg na osi wzajemnej ri. Biegunowym tym odpowie, kolineacyj-
nie, para $rednic sprzezonych pi i qi, elipsy ki. Pierwsza przejdzie
przez punkt Q' na osi {, rownolegle do promienia, tgczacego $ro-
dek kolineacji W' z punktem Qi, w ktorym biegunowa p przecina
0$ wzajemna ri. Srednica qi przejdzie przez punkt jp', réwnolegle
do promienia W Pi. Punktowi N', w ktorym przecinajg sie biegu-
nowe p i g, odpowie kolineacyjnie $rodek Ni, elipsy ki, za$ punk-
tomE', F', G'i H punkty Ei, Fi Gi, iHi, ograniczajace $rednice
sprzezone tej elipsy. Punktom styczno$ci /' i II', tworzacych kon-
turowych z elipsg ri, odpowiadajg Srodkowo-kolineacyjnie punkty
stycznos$ci li i Ili elipsy ki z temi tworzacemi.

2. Przecia¢ stozek obrotowy, ktérego koto k, podstawy, lezy
ptaszczyznie a, podtug hiperboli (rys. 45).

Niechaj promien r kota k i wysokos¢ w stozka sg dane,
a ponadto niechaj dany jest rzut S', srodka kota. Cecha punktu S'
nie jest znana, wiadomo jednak, ze punkt S lezy na pia-
szczyznie a.

Poprowadzmy ptaszczyzne rzucajacg przez linje spadu lai wy-
konajmy jej kiad Id na ptaszczyzne warstwowa 9. Na warstwicy 10a
odmierzymy odcinek 10, 100= Im i potgczymy punkt 10° z punk-
tem 9, prostej li. Warstwiéa, na ktorej lezy punkt S', przetnie
prostg id w punkcie S°. Kre$limy a° _LId i odmierzymy S°W°=w,
a takze S°A°=r.

Rzut a, osi stozka, przejdzie przez punkt S', rownolegte do II.
Rzuty prostokatne punktow W° i A° na a wyznaczg tam rzut W'
wierzchotka stozka i wierzchotek A elipsy ri. Z tatwoscia znaj-

na
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dziemy osie i dalsze trzy wierzchotki B', C, D', elipsy k’, poczem
zestopniujemy prostg a, modutem ma, poczawszy od punktu 9.

Aby przekrdj stozka byt hiperbolg, ptaszczyzna sieczna y musi
by¢ réwnolegta do ptaszczyzny fJ, przechodzacej przez wierzchotek
stozka i przecinajacej go podtug dwdch tworzacych.

[/ Prosta n, przyjeta na ptaszczyznie a i przecinajagca podstawe
stozka, niechaj bedzie krawedzig ptaszczyzny z plaszczyzng a
Aby wyznaczy¢ plaszczyzne przyjmiemy na plaszczyznie a war-
stwice xd, o cesze réwnej cesze punktu W' Cechy tej nie znamy,
znajdziemy ja planimetrycznie w nastepujacy sposob: Z dowolnego
punktu 7, warstwicy 12u, zakre$limy tuk, promieniem réwnym ma
i otrzymany, na warstwicy 13a, punkt Il, polagczymy z 1 tukiem
kota, zakre$lonym z punktu I, promieniem réwnym cze$ci modutu
prostej a, zawartej miedzy punktem W’ i cechg 12, przetniemy
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prosta | 11, w punkcie Ill. Przez ten punkt przejdzie warstwica *«,
ktéra przetnie prostg ri w punkcie P'. Prosta P' W'—xp jest
warstwicg ptaszczyzny /?, o cesze, réwnej cesze punktu W'. Na pro-
stej ri znajdziemy punkty M'(12) i N'(8), przy uwzglednieniu, ze
prosta n lezy na plaszczyznie a. Proste, poprowadzone przez te
punkty, réwnolegle do prostej */, sg warstwicami 12 i 8 pta-
szczyzny 2. Bez trudnosci wykres$limy teraz dalsze warstwice tej
ptaszczyzny i jej podzialke nachylenia //.

Zkolei przyjmiemy ptaszczyzne y||/? i znajdziemy jej krawedzZ p,
z plaszczyzng a. Rzut p tej krawedzi przejdzie przez punkt P/,
w ktérym przecinajg sie warstwice 12 obu ptaszczyzn, rownolegle
do prostej ri. Pierwsza jest osig kolineacji Srodkowej, zachodzacej
miedzy rzutem podstawy stozka, a rzutem hiperboli przekroju,
druga — o0sig wzajemna.

Stycznym ri i /', do elipsy k', w punktach E' i F', odpowiedzg
asy mptoty i//, hiperboli AX ktore przetng sie w jej Srodku A"
Symetralna qi, kata, jaki tworzg asymptoty jest osig hiperboli.
Prostej ¥/ odpowie, w uktadzie elipsy k, prosta g', punktom U'i V',
wierzchotki Ul i V[ hiperboli.

Rownolegta do ptaszczyzny a i potozona symetrycznie wzgle-
dem wierzchotka stozka ptaszczyzna, przetnie stozek podiug kota k2,
ktérego rzut, k2, bedzie elipsa, o $rodku S2, przystajacg do k',
przyczem odcinki W'S' i WNo' sg sobie réwne.

Znajdziemy warstwice y-/, ptaszczyzny vy, ktérej cecha roéwna
jest cesze punktu SI. Uczynimy to analogicznie jak z warstwicg xa;
/t IA—ma t. j. modutowi prostej ri; 11///1= i5N,. Wieksza 0$
elipsy k2 jest warstwicg jej piaszczyzny, a punkt T2 punktem
rzutu tl krawedzi tej ptaszczyzny z ptaszczyzng sieczngy. Prosta L
jest rownolegta do /?'||n".

3. Stozek obrotowy, ktérego podstawa, koto, lezy na ptaszczyi-
nie a, przecig¢ podiug paraboli (rys. 46). Przez przyjety na war-
stwicy 13, ptaszczyzny a, rzut S' $rodka podstawy stozka, popro-
wadzimy prostg ri, jako rzut jego osi. Nastepnie potozymy pta-
SzCzyzne rzucajaca, poprowadzong przez o$ stozka, na ptaszczyzne
warstwowg 12. Prosta b° bedzie kladem krawedzi tej ptaszczyzny
z ptaszczyzna a. Prostopadta, w punkcie S° do prostej 6° przetnie
prostg ri w punkcie 12, wyznaczajagc modut ma, osi stozka a. Od-
cinek N°A°, réwny promieniowi kota, rzucimy prostopadle na ri,
otrzymujac wierzchotek A', elipsy k'. Dalsze wierzchotki elipsy
otrzymamy jak w zadaniach poprzednich.



43

Zestopniowawszy prostg a' modutem ma obierzemy na niej
rzut wierzchotka stozka w punkcie W' (17). Wzdtuz przyjetej two-
rzacej t, stozka, poprowadzimy don plaszczyzne styczng /2. Aby
znalez¢, w tym celu, podziatke nachylenia prostej +, odnajdziemy
warstwice 16e, ptaszczyzny SPW = e. Warstwica 16, ptaszczyzny a,
przecina prostg e — S'P' w punkcie E'(16); prosta, tgczaca ten
punkt z wskaznikiem 16, prostej a', jest szukang warstwicg 16s.
Dalsze warstwice ptaszczyzny s przechodzg przez punkty podziatu

Rys. 46.

prostej a' i przetng prosta t' w punktach podziatki nachylenia.
Zkolei musimy zestopniowaé¢ prosta ri, styczng do elipsy k',
w punkcie P. Poniewaz prosta n lezy na plaszczyznie a, wiec
przeciecie sie warstwicy np. 12 tej ptaszczyzny, z prostg ri, jest
punktem F' tej prostej, o cesze 12. Prosta, tgczgca ten punkt z punk-
tem 12 prostej t', jest warstwicg 12$, ptaszczyzny /?, stycznej do
stozka, wzdtuz tworzacej t. Wykre$lenie warstwicy 17p, przecho-
dzacej przez punkt W', umozliwi wyznaczenie planu warstwowego
tej ptaszczyzny. Plaszczyzna y, réwnolegta do /2, przetnie stozek
podtug paraboli. Jej podziatka nachylenia 1/ bedzie roéwnolegta
do Is, kierunek nachylenia zgodny, a modut ten sam.

Ptaszczyzna a przecina ptaszczyzne y podiug prostej p, ktéra
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jest osig kolineacji Srodkowej, zachodzacej miedzy kotem k, pod-
stawy, a parabolg ku przekroju. Rzut p, tej prostej, bedzie osig
kolineacji $rodkowej, wigzacej elipse k' z parabola kj. Osig wza-
jemng tej kolineacji jest prosta ri.

Prostopadta, wykreslona do t' w punkcie W', przecina 0$ n
w punkcie N’, z ktérego poprowadzimy styczng u do elipsy k'
Stycznej tej odpowie, kolineacyjnie, styczna «/ do szukanej para-
boli przekroju, przechodzaca przez punkt IlI', réwnolegle do pro-
stej W' N\ Punktowi U', elipsy k', odpowie wierzchotek Ui para-
boli k®, a prostej P'U', os$ paraboli, ktora przejdzie przez punkt 1V,
osi kolineacji, réwnolegle do prostej t' i bedzie prostopadtg do
prostej u/.

4. Przyja¢ walec obrotowy, ktérego kolo podstawy, o danem pro-
mieniu r', znajduje sie na ptaszczyznie a i przecig¢ go podtug elipsy
(rys. 47).

Przyjety, na ptaszczyznie a, dowolnie, punkt S, obrécimy okoto
warstwicy 5n, na ptaszczyzne warstwowag 5. W tym celu odmie-

Rys. 47.
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rzymy E'Ex= 1 m, punkt E* potgczymy z O, a w punkcie S' wy-
kreslimy prostopadta do prostej a', t. j. rzutu osi a walca. Odci-
nek O'S* jest promieniem obrotu. Luk kota, zakre$lony tym pro-
mieniem, z punktu O, przetnie prostg a' w punkcie S°.

Danym promieniem r zakreslimy, z punktu S°, koto k° i podnie-
siemy jego punkty A° i B° na ptaszczyzne a. Z tatwoscig wyzna-
czymy dwa dalsze wierzchotki C° i D° elipsy U, a wiec i jg sama.
Wykreslimy tworzgce konturowe walca i obierzemy tworzacg t,
przechodzacg przez punkt P jego podstawy; punkt ten przyjeliSmy
na warstwicy 6«.

Prostopadta, wykreslona w punkcie E do O'S*, przecina prosta a
w punkcie G. Odcinek E'G' jest modulem prostych, prostopa-
dtych do ptaszczyzny a, a wiec i modutem tworzgcej t. Odmierzymy
P 7—E G', czem dopeinimy wyznaczenia potozenia prostej t.

Przyjmiemy ptaszczyzne sieczng /? i znajdziemy punkt przebicia
sie Pu tworzacej t, z tg ptaszczyzng. UzyliSmy do tego celu posred-
nictwa plaszczyzny vy, ktérej warstwica 6r schodzi sie z war-
stwicg 6a.

Srodek i $rednice sprzezone elipsy kt', t. j. rzutu elipsy ku
podiug ktorej ptaszczyzna /? przecina walec, znajdziemy, uwzgled-
niajac, zachodzacy, miedzy podstawg a przekrojem walca, zwigzek
powinowactwa $rodkowego. Osig tego powinowactwa jest krawedz p
ptaszczyzn a i fi.

Tak wiec prosta P'S' jest powinowatg z prostg P/A", a obie prze-
cinajg sie w punkcie 111", osi powinowactwa p. Prostej A’S' C IV'
odpowie prosta A" A' IV', aprostej E C V prosta A' C/ V.
Dostajemy tym sposobem pare $Srednic sprzezonych ¢4/A" i A'A",
wyznaczajacych elipse /;/.

5. Wykreéli¢ rzut cechowany kuli. Srodek O, kuli, przyjmiemy
na plaszczyznie rysunku, jako ptaszczyZznie poréwnawczej. Rzut
kuli jest kotem k, zakre$lonym z punktu O, promieniem r, rownym
promieniowi kuli.

Poprowadzmy przez $rodek kuli O prostg a, o nachyleniu 3:7
i uwazajmy ja za o$ kuli. Ptaszczyzna réwnika i ptaszczyzny row-
noleznikowe bedg prostopadte do prostej a. Poprowadzmy przez
prostg a ptaszczyzne rzucajgcg n, ktéra przetnie kule w kole
wielkiem (potudniku), a ptaszczyzny roéwnoleznikéw podtug pro-
stych, prostopadtych do prostej a. Wykonajmy kiad ptaszczyzny n,
wraz z lezacg na niej prostg a i kotem wielkiem, na plaszczyzne
poréwnawczg. O$ kuli zajmie potozenie prostej a°, a koto wielkie,
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lezgce na ptaszczyznie n, zejdzie sie z kotem k. Rzucone, prosto-
padle na prostg a, punkty N°i S3sg rzutami punktéw przebicia sie
prostej a z kulg. Prostopadta, wykre$lona w punkcie O do pro-
stej a°, przecina koto k w punktach C° i D°. Odcinek C°D° jest
rzutem réwnika na ptaszczyzne n. Rzut poziomy rownika jest

elipsg rX, o osiach AB i C'D'. Odcinek E°F°, prostopadty do pro-
stej a°, w dowolnie przyjetym na niej punkcie 07, jest kifadem
krawedzi ptaszczyzny n i plaszczyzny rownoleznika. Rzut poziomy
tego rownoleznika jest elipsg r2, ktérej mata o$ réwna jest odcin-
kowi E'F', otrzymanemu jako prostokatny rzut odcinka E°F° na
prostg a', a ktdrej o$ wielka G'H' jest réwna odcinkowi E°F°.
Ptaszczyzna, réwnoleznika r2, przecina plaszczyzne poréwnawczg
podiug prostej, przechodzacej przez punkt M, prostopadle do a'.
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terasy (rys. 59). O$ drogi, na dtugosci MN, jest zwyczajng linjg
Srubowa, ktorg zestopniujemy, podobnie jak cze$¢ osi, ktéra jest
linjg prostg, modutem 8 m. Korona drogi w czesci krzywej jest
prostag konojda linji Srubowej (ust. 19), ktérej tworzace sg réwno-
czes$nie jej warstwicami.

Najpierw wyznaczymy rzut k' linji krzywej, podiug ktérej pia-
szczyzna terenu przecina korone drogi. Krzywa ta bedzie miejscem
geometrycznem punktow przeciecia sie /' 11" I1I' ... warstwie ko-
rony drogi z warstwicami terenu.

W spos6b omdéwiony w ust. 18 wyznaczymy warstwice po-
wierzchni stokowych a i /? oraz cg i ft, przesunietych przez kra-
wedzie korony drogi, zarbwno w nasypie jak w wykopie. War-
stwice te przetng odpowiednie warstwice ptaszczyzny terenu
w punktach, ktore dadzg krzywe ki, h'iki\ SAto rzuty linij
przeciecia powierzchni skarp z terenem. Punkty posSrednie tych
krzywych znajdziemy jako rzuty punktow przebicia sie tworzacych
powierzchni skarp z ptaszczyzng terenu. Dwa takie punkty, a mia-
nowicie T' i Ti, wskazaliSmy na rysunku. Poczynajac od tworza-
cych 12 i 13 powierzchnie stokowe cg i przechodzg w ptaszczyzny
y i € Wyznaczymy ich plan warstwowy i proste przeciecia sie
kr ik, z ptaszczyzng terenu.

Ptaszczyznie skarpy | nadamy nachylenie 1:1, a skarpie e, 2:3.
Krzywe ki i ks' sg rzutami linij, podtug ktorych ptaszczyzny 2ie
przecinajg powierzchnie stokowe skarp a i /2

Przejscie, ze skarpy e do skarpy (p, uskutecznione jest za po-
$rednictwem stozka y= ktory z uwagi na to, ze nachylenie obu
skarp jest jednakowe, bedzie stozkiem obrotowym. Przekréj tego
stozka, z ptaszczyzna terenu, jest elipsa /?,, poszczegblne jej
punkty znajdziemy jako punkty przebicia sie tworzacych stozka
z ptaszczyzng terenu. Stozek v, tgczgc skarpe o nachyleniu 1:1,
ze skarpa o, majaca nachylenie 2:3, jest stozkiem trojosiowym,
w potozeniu normalnem. Jego warstwice sg podobnemi, podobnie
potozonemi wspotsrodkowemi elipsami. Przeciecie sie stozka v
z plaszczyzng terenu jest elipsg k10

Powierzchnia skarpy a jest powierzchnig stokowsg, przechodzacg
przez parabole CDE. Tworzgce ts, t3, tl0 tej powierzchni sg jej
linjami spadu, rzuty tych linij prostemi, normalne mi, do para-
boli CDE. Normalne te znajdziemy zapomoca stycznych, ktére
znowu otrzymamy, uwzgledniajac, ze wierzchotek paraboli jest
srodkiem podstycznej. Warstwice powierzchni o sg krzywemi
g



68

rownolegte mi do paraboli. Krzywa kn jest miejscem geome-
trycznem punktow przebicia sie tworzacych powierzchni a z pta-
szczyzng terenu.
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27. Potgczenie dwodch drég w spadku. Przyjmijmy, ze

droga gtéwna, o spadku 10%, taczy sie z drogg boczng o spadku
np. 8'3% (rys. 60). OS pierwszej jest zestopniowang linjg //, 0$ h
drugiej przecina sie z pierwsza w punkcie P w wysokosci 7'4 m.
Przejscie z jednej korony drogi w drugg — obie przyjeliSmy jako
ptaszczyzny — uskutecznimy za posrednictwem parabolojdy hi-
perboliczhej, wyznaczonej czworokagtem przestrzennym ABCD.
Wierzchotki A, B, C, tego czworokata, lezg na ptaszczyznie war-
stwowej 5, wierzchotek D lezy o0 3 m wyzej.

W celu wyznaczenia planu warstwowego parabolojdy hiperbo-
licznej zestopniowaliSmy odcinek CD, przy uwzglednieniu réznicy
wysokosci, miedzy punktami podziatu, réwnej 0'3 m. Odcinek A!B'
podzieliliSmy na dziesie¢ czesSci i potaczyli punkty podziatu z punk-
tami podziatki na odcinku C'D’. Tym sposobem otrzymaliSmy jeden
ukfad tworzgcych parabolojdy. Nastepnie zestopniowaliSmy kazdg
z tych tworzacych — przy uwzglednieniu réznicy wysokosci punk-
tow podziatu réwnej 0’3 m — i potgczyli punkty, o tych samych
cechach linjami, ktére sg hiperbolami i ktére tworzg plan war-
stwowy powierzchni skosnej, taczacej obie korony drogi.

Na rys. 60 wykonalismy dwa profile. Jeden wzdtuz osi drogi
bocznej daje linje PXR XQX ktéra od Px do Rx jest prostg, a od
R x do Qx hiperbolg, drugi, prostopadty do osi drogi gtéwnej, daje
linje S' TU, ktora jest réwniez hiperbola.
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Rzut krawedzi kxX\ korony drogi bocznej, faczy sie z rzutem kra-
wedzi k, drogi gtéwnej, tukiem kota, stycznym do nich w punk-
tach D' i E'. Walec, ktérego podstawg jest tuk kota D'E', a ktoérego
tworzgce sg pionowe, t. zw. walec rzucajacy, przenika sie z pa-
rabolojda hiperboliczng podtug krzywej skosnej, rzedu czwartego, ktd-
rej rzut poziomy schodzi sie z tukiem kota D'E'. Aby zorjentowac
sie w przebiegu krawedzi korony drogi, wykonalismy, wzdiuz niej,
profil. W tym celu__przenie$liSmy na prosta p, (rys. 61), tuk D'E'
kota i odcinek E' C, wraz z lezgcemi na nim punktami. W punk-
tach tych poprowadzimy proste prostopadte do prostej p i odnie-
siemy na nie odpowiednie wysokosci, odczytane z rys. 60, przy
uwzglednieniu stosunku 5:1 podziatki wysokosci do podziatki dtu-
gosci. ,,Podziatka 1 narys. 60 i 61 oznacza, ze 1:300 jest po-
dziatkg odcietych, za$ 1:60 podziatkg rzednych. Podziatki, inne
w Kierunku pionowym anizeli poziomym i z reguty od nich wieksze,
uzywane sg przy profilach, dla uwypuklenia przebiegu linij prze-
krojow, wzglednie przenikali.

Miejscem geometrycznem otrzymanych punktow jest linja krzywa
DxExIF C'. Krzywa D*Ex jest rozwinieciem linji przenikania para-
bolojdy hiperbolicznej z walcem rzucajagcym, ktérego podstawag jest
tuk kota D'E' na rys. 60. Linja ExC' jest hiperbola, podiug
ktérej ptaszczyzna pionowa, przechodzacg przez prostg C E' (patrz
rys. 60) przecina parabolojde hiperboliczng, tgczacgca korony obu
drog. Od punktu C' profil jest prostag ku nachylong do poziomu
w stosunku 8:100, od punktu Dx ku gdérze, profil jest prosta k3
0 nachyleniu 1:10.

Rozdziat czwarty.
Powierzchnia topograficzna.

28. Plan warstwowy. Powierzchnie naturalnego obszaru
ziemi nazywamy powierzchnig topograficzna, lub krétko
terenem. Powierzchnia ta nie da sie zdefinjowa¢ matematycznie
1 nalezy do kategorji powierzchni graficznych.

Przekroje powierzchni topograficznej ptaszczyznami warstwo-
wemi, a wiec jej linje warstwowe sg linjami zamknietemi,
typu graficznego. Rzuty poziome tych linij, na przyjeta, pozioma,
ptaszczyzne poréwnawcza, stanowig warstwice powierzchni topo-
graficznej. Warstwice sg graficznemi krzywemi zamknietemi, przy-
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stajgcemi do linij warstwowych i tworzg plan warstwowy da-
nego obszaru. Grubo$¢ warstw przyjmujemy, w zaleznosci od
celu, ktdremu stuzy¢ ma plan warstwowy. Rozrézniamy warstwice
gtowne od posSrednich, dopetniajgcych.

Punkty, a wiec i linje warstwowe, lezgce nad piaszczyzng po-
rbwnawczg, otrzymujg cechy dodatnie, lezace pod phaszczyzng
poréwnawcza cechy ujemne. Jezeli jako ptaszczyzna poréwnawcza,
przyjete bedzie zwierciadto morza, to warstwice jego dna bedg
miaty cechy ujemne.

Ksztatt powierzchni topograficznej, miedzy dwiema warstwicami,
nie jest znany; przyjmujemy jedynie, ze nie posiada ona, na tym
obszarze, zadnych szczegélnosci, ze ksztattem swym zbliza sie do
powierzchni stokowej, ze jest wiec, w granicach dwoch linij war-
stwowych, w przyblizeniu, powierzchnig prostolinjowa, ktorej two-
rzace sg prostopadie do tych linij.

Zrozumiatem jest, ze im ciefisze sg warstwy, a wiec gestsze
warstwice, tern dokiadniej odtworzony jest odnosny teren.

Czesto zachodzi potrzeba uzupeinienia (interpolacji) planu war-
stwowego, przez wrysowanie warstwie posrednich. Zadanie to po-
lega na wyznaczeniu dostatecznej ilosci punktow, o jednakowych
wysokosciach, lezacych na terenie, miedzy dwiema linjami war-
stwowemu Sprowadza sie ono do dzielenia, w zgdanym stosunku,
odcinkéw prostopadtych, w przyblizeniu, réwnoczes$nie do dwdch,
bezposrednio po sobie nastepujacych, warstwie. Podziat ten usku-
tecznié mozemy w spos6b podany w ust. 3, rys. 4. Cechy warstwie
gtownych sg z reguty liczbami catemi; warstwice posrednie otrzy-
mujg, jako cechy, liczby cate lub wielokrotno$¢ dziesiatej czesci
jednostki. Ufatwia to interpolacje, gdyz
pozwala na bezposrednie uzycie po-
dziatki milimetrowej. Przyktadamy jg
mianowicie tak, aby jej krawedz byia,

w przyblizeniu, prostopadtg, roéwno-
cze$nie, do obu warstwie i dlugosé
odcinka, odczytang wprost na podziatce,
dzielimy w zgdanym stosunku. J=Im ¢flodMVetka /.

Mniej doktadny, ale chetnie uzy- Rys 62
wany sposéb szukania punktow posred-
nich miedzy dwiema warstwicami, zwilaszcza gdy ich krzywizny
sg mate, jest nastepujacy: Przykitadamy podziatke tak, aby war-
stwice odciety na niej (rys. 62) pewng okragta liczbe milimetrow
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i podzielng, w zgdanym stosunku, wzglednie stosunkach. Na rys. 62
podziatka przytozona jest w ten sposéb, ze warstwice 15 i 20 od-
cinajg na niej 15 mm. Punkty podziatu, odmierzajgce 3, 6, 9 i 12 mm
sg, w przyblizeniu, punktami o cechach 16, 17, 18 i 19. Krzywe,
taczace otrzymane w ten sposob punkty, uzupeiniajg plan war-
stwowy, miedzy danemi warstwicami gtéwnemi 15 i 20.

29. Punkty charakterystyczne powierzchni topogra-
ficznej. Warstwice sg, jak wiemy, linjami zamknietemi. W pew-
nych miejscach terenu te linje zamkniete, dajagc coraz mniejsze
linje owalne, redukuja sie do punktéw, charakteryzowanych w geo-
metrji nazwg punktow eliptycznych. Zachodzi¢ tu mogg dwa
wypadki. W pierwszym wysoko$¢ punktu jest wieksza, anizeli
wysokos$¢ punktéw sasiednich; taki punkt nazywa sie punktem
szczytowym, szczytem, a otaczajacy go teren kopg. W dru-
gim wypadku wysoko$¢ punktu eliptycznego jest mniejsza, ani-
zeli wysokos¢ punktédw sasiednich. Punkt taki nazywac¢ bedziemy
punktem kotlinowym, a otaczajacy go teren kotling.

Rys. 63.
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Rys. 63 jest planem warstwowym terenu, w ktorym warstwice 125,
130 i 135 sg warstwicami gtownemi. Grubo$¢ warstw gtownych wy-
nosi wiec 5 m, warstw posrednich 1 m. Punkt S' jest rzutem najwyz-
szego punktu terenu, objetego planem, rzutem punktu szczytowego.

Warstwice 129, ktérych jest dwie, przecinajg sie w punkcie W'
Przyjmijmy, ze plan warstwowy jest zorjentowany w ten spo-
séb, ze linja pionowa wskazuje ku goérze na potnoc, to teren, od
punktu W na wschod i zachéd — jak nas o tern pouczajg cechy
warstwie — wznosi sie, natomiast opada ku pdtnocy i potudniowi.
Miejce terenu w okolicy punktu W nazywamy siodtem. Punkt W
jest punktem podwojnym, ma charakter punktu hiperbolicznego
powierzchni topograficznej i zwie sie wierzchotkiem siodta.

Inng konfiguracje terenu odwzorowuje plan warstwowy na
rys. 64. W szczegllnosci zwréémy uwage na kotline, lezaca

S&dzJa/jM 1:5000.
Rys. 64.
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w okolicy gtéwnej warstwicy 330. Graficznie okolice punktow
szczytowych i kotlinowych przedstawiajg sie identycznie, jedynie
nastepstwo cech ich warstwie pozwoli odrézni¢ punkt szczytowy
od kotlinowego. Cechy warstwie, okalajagcych punkt szczytowy
i oddalajgcych sie od niego, sg liczbami malejgcemi; warstwice,
okalajgce punkt kotlinowy i oddalajgce sie od niego, cechowane
sg liczbami rosngcemi.

W tern samem znaczeniu, co przy powierzchni geometrycznej,
méwimy o ptaszczyznach stycznych do powierzchni topo-
graficznej. Plaszczyzna taka jest miejscem geometrycznem prostych,
stycznych do krzywych, przechodzacych przez dany punkt po-
wierzchni terenu. W punktach szczytowych, w punktach kotlino-
wych i w wierzchotku siodta ptaszczyzny styczne sg poziome.
Plaszczyzna styczna w wierzchotku siodta, przecina powierzchnie
topograficzng podtug krzywej, warstwicy, posiadajgcej, w punkcie
stycznosci, punkt podwdjny.

30. Linje spadu. Linje grzbietowe. Linje $ciekowe.
Nachyleniem powierzchni topograficznej, w pewnym jej punkcie,
nazywamy nachylenie ptaszczyzny stycznej, poprowadzonej w tym
punkcie do powierzchni. Powierzchnia terenu jest w pewnem miegj-
scu tern bardziej stromg, im szybciej zblizajg sie ku sobie jej war-
stwice. Linje, lezace na powierzchni terenu, ktérych nachylenie
w kazdym punkcie jest wieksze, anizeli nachylenie kazdej innej
linji, przechodzacej przez ten punkt, sg linjami spadu terenu.
Podobnie jak przy powierzchniach stozkowych i walcowych, rzuty
linij spadu sg prostopadite do warstwie powierzchni terenu a oba
uktady linij tworzg prostokatne trajektorje.

WeZzmy pod uwage linje spadu, wrysowane w plany warstwowe
na rysunkach 63 i 64. Przedewszystkiem zauwazmy, ze przez punkt
szczytowy (rys. 63) przechodzi nieograniczona ilo$¢ linij spadu,
podobnie przez punkt kotlinowy (rys. 64). Przez wierzchotek siodta
(rys. 63) przechodzg tylko dwie linje spadu.

Spo6jrzmy na przebieg linij spadu w planie warstwowym, na
rys. 64. Poza punktem kotlinowym, przez ktéry przechodzg linje
spadu, skupiajg sie one wzdtuz trzech linij, a mianowicie g'is2
Uwzgledniajgc kierunki nachylenia linij spadu, zauwazymy, ze linje
te oddalajg sie od linji g', rozchodzac sie w obie strony i charak-
teryzuja kierunek sptywajgcej w obie strony wody. Te linje spadu g
nazywamy linjg grzbietowg, grzbietem lub linjg dziatu
waéd. Linje slis2 ku ktorym zbiegaja sie, z obu stron, linje spadu,
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zwg sie linjami Sciekowerai tub Zlebowemi. Okolica terenu,
koto linii sciekowej, zwie sie sciekiem lub zlebem. Sptywajaca,
ku linji Sciekowej, z obu stron terenu, woda tworzy strumienie,
potoki i rzeki.

Przez wierzchotek siodta przechodzi zawsze jedna linja grzbie-
towa i jedna Sciekowa. Wierzchotek parabolojdy hiperbolicznej
(rys. 48a—b) jest wierzchotkiem siodta, w znaczeniu powierzchni
topograficznej. Linja  jest rzutem linji grzbietowej, za$ linja
rzutem linji $ciekowej parabolojdy hiperbolicznej.

Jezeli plan warstwowy nie jest pocechowany, to linje grzbie-
towe nie roznig sie od zlebowych, a pierwsze stang sie drugiemi
jedynie przez przestawienie cech.

Niekiedy wystepuja linje grzbietowe i sciekowe bezposrednio
na powierzchni terenu, jako krawedzie przesuniecia sie jego stokow.
Takg krawedZ grzbietowg g przedstawia rys. 65a; Kierunki
nachylenia linij spadu na obszarze, gdzie krawedz taka wystepuje,
odchylajg sie od niej, Linja s' na rys. 656 przedstawia rzut kra-
wedzi Sciekowej; kierunki nachylenia linij spadu zmierzajg tu ku
krawedzi.

Wezmy pod uwage plan warstwowy terenu (rys. 66) i popro-
wadZzmy w miejscu, gdzie oddalenie warstwie 61 7 jest najmniej-
sze, linje spadu a, zas tam , gdzie oddalenie tych warstwie jest
najwieksze, linje spadu a’. Wykre$lmy, sasiadujgce z obu stron
linij a i a', linje spadu b, c i b, ¢, przecinajace warstwice 6 i 7
w punktach B, Bu C, Cu B', Bi i C\ Ci. Poniewaz odcinek AAy krzy-
wej a jest krotszy, anizeli odcinki BBXi CCIL} wiec linje spadu
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bic zwrdcone bedg ku punktowi A swemi stronami wkleste mi,

a linja spadu a posiada¢ bedzie, w punkcie miedzy AAX punkt

przegiecia. Nachylenie linji spadu a w tym punkcie jest wieksze,

anizeli nachylenie sg-

siednich linij spadu b

i ¢ w punktach miedzy

BBU wzglednie CCX

Linje spadu b'ic zwro-

cone bedag ku punkto-

wi A" swemi stronami

wypuktemi, gdyz

odcinek A'Ai  krzy-

wej a jest, wedle za-

tozenia, dtuzszy anizeli

odcinki B'B\ i CC,".

Rys. 66. Linja spadu a posia-

da¢ bedzie w punkcie

miedzy A'A/ punkt przegiecia, a nachylenie jej w tym punk-

cie jest mniejsze, anizeli nachylenie sasiednich linij spadu b'i c
w punktach miedzy B’Bx wzglednie C'Ca.

Niechaj punkt porusza sie po linji warstwowej powierzchni
topograficznej i niechaj, w kazdem jego potozeniu, zaznaczonag be-
dzie, przechodzaca przezen, linja spadu. W punkcie, w ktérym linja
spadu ma punkt przegiecia, nachylenie stoku powierzchni terenu,
wzdluz przebieganej linji warstwowej, bedzie najwieksze lub naj-
mniejsze, zaleznie od tego, czy sasiednie, z obu stron tego punktu
lezace, linje spadu zwrocone sg ku niemu swemi stronami wkle-
stemi czy wypukiemi. Punkty przegiecia linij spadéw potgczone
dadzg linje najwiekszego, wzglednie najmniejszego na-
chylenia powierzchni topograficznej.

31. Linje stokowe na powierzchni topograficznej.
Z kazdego punktu powierzchni topograficznej poprowadzi¢ na nigj
mozna dwie linje stokowe, o tym samym module, ktérych nachy-
lenie jest mniejsze, anizeli nachylenie linji spadu, przechodzacej przez
ten punkt powierzchni (poréwnaj ust. 14, punkt b). Znajac nachyle-
nie linji stokowej znamy i jej moduf, ktorym nastepnie, zakres$la¢
bedziemy, z danego punktu A' (rys. 67), tuki két o promieniu
rownym temu modutowi. Linja, fgczaca otrzymane, w ten sposoéb,
punkty, jest rzutem linji stokowej o module mu wychodzacej
z punktu A" warstwicy 420 i dochodzacej do punktu 1' warstwicy 407.
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Zadanie potgczenia dwodch punktéw A i B, powierzchni terenu,
linjg stokowg ma Kilka rozwiazan, ktére ograniczy¢ mozemy wa-
runkiem, by linja ta nie odbiegata, o ile moznosci, od najkrotszej
linji, taczacej owe dwa
punkty. Ale i wowczas
zadanie rozwigzaé mo-
zemy tylko droga prob.

Jako pierwszy mo-
dut m1, szukanej linji
stokowej, przyjmiemy
odcinek, réwny ilorazo-

w i™ diugosci odcinka
AB' prostej i réznicy
ich cech, pomnozonemu
przez grubo$¢ warstwy
(rys. 67). Wykreslony
rzut linji stokowej o mo-
dule dochodzi do
punktu V. Przypusémy,
Ze, zmieniajac nieznacz-
nie dtugo$¢ modutu na
odcinek nn, nie osiga-
gneliSmy punktu B' lecz

punkt IlI' a nastepnie,
przy uzyciu modutu s,
doszliSmy do punktu Il1’. Wtedy przeniesiemy, na przyjeta prosta,
odcinek warstwicy 407 od punktu /' do IIl' wraz z punktami II'

i B' i odmierzmy, na prostopadtych, wykreslonych w punktach I',
1" i 11", odcinki 721, 472 i ms, w podziatce 1:1000, a wiec w po-
wiekszeniu trzykrotnem, w poréwnaniu z podziatkg pozioma, ktora
wynosi 1:3000. Potgczmy punkty koricowe r, 1B i ///*, tych od-
cinkéw, krzywa ciagla, to odcinek B'B*= m bedzie — z dosta-
tecznem przyblizeniem — potréjnym modutem szukanej linji sto-
kowej, taczgcej punkt A z punktem B, powierzchni terenu.

32. Linje geodezyjne na powierzchni topograficznej.
Linja, wyznaczajaca najkrotszg odlegto$¢, miedzy dwoma punktami
na powierzchni, nazywa sie linjag geodezyjng. Posiada ona te
wilasnosé, ze Scisle styczna plaszczyzna, w kazdym jej punkcie,
przechodzi przez prostg normalng, przeprowadzong w tym punkcie,
do powierzchni.
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Kazda linja spadu jest najkrotsza linja, taczaca lezace na niej
punkty, ale przez dwa, dowolnie na powierzchni topograficznej
przyjete punkty, nie przechodzi jedna linja spadu. Z przyjetego,
na powierzchni topograficznej, punktu poprowadzi¢ mozna dowolng
ilo$¢ linij geodezyjnych, z ktérych kazda zmierza do innego punktu,
ma inny kierunek.

Wyobrazmy sobie, ze wychodzimy z przyjetego na linji war-
stwowej 5 (rys. 68) punktu A, w kierunku, oznaczonym punktem B

na warstwicy 10 i ze
przyjety kierunek AB
jest kierunkiem linji ge-
odezyjnej, ktdra przeci-
nawarstwice 15w punk-
cie C' Jezeli punkt B
zastagpimy jego punk-
tem sasiednim np. punk-
tem D, za$ linja ABC
jest linjg geodezyjna,
tagczacg punkty A i C
to linja A DC, fgczaca
takze punkty A i C
winna by¢ od pierw-
szej dtuzszg. Punkt D
przyja¢ mozna na stycznej h, poprowadzonej w punkcie B do linji
warstwowej 10, a wtedy punkty A, C i prosta h wyznaczajg dwie
ptaszczyzny, przecinajgce sie wzdtuz prostej h. Punkt B musi mie¢
takie potozenie, aby linja tamana, taczaca go z punktem A, na
ptaszczyznie Ah i z punktem Cna ptaszczyZznie Ch, byta najkrotsza
z mozliwych potaczen. Aby linje taka znalez¢, obréémy obie pia-
szczyzny, okoto prostej h, do potozenia poziomego, to — jesli linja
ABC ma by¢ najkrotsza — wéwczas na tej plaszczyznie poziomej,
punkty ABC muszg tworzy¢ prosta. Konstrukcje obrotu punktu A,
okoto prostej h, widzimy na rys. 68. Wykres$lona, z punktu A',
prostopadle do prostej h', prosta jest §ladem ptaszczyzny obrotu;
punktu' jest rzutem poziomym S$rodka obrotu. Odcinek A'Ax, pro-
stopadty do A'T', jest rbznicg wysokosci punktow A i T, réwng
5 m w podziatce rysunku, za$ odcinek T A* promieniem obrotu.
Punkt A° jest, sprowadzonym na ptaszczyzne warstwowg 10, punk-
tem A. Prosta g° tgczaca punkt A° z punktem B', jest owg prosta,
na ktorej bedzie lezal, sprowadzony na ptaszczyzne warstwowg 10,
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punkt C. Aby punkt ten znalez¢, obré¢my kilka punktéw np. /, 11, 111\
warstwicy 15, okolo prostej h, tak, az padng na warstwowg pta-
szczyzne 10. Obroty te przeprowadzi¢ mozna w ten sam sposob
jak obrét punktu A, albo, dla przejrzystosci rysunku, przy pomocy
rysunku pomocniczego, uwzgledniajagc wspdlne, dla wszystkich
punktéw warstwicy 15, oddalenie od ptaszczyzny warstwowej 10,
t. b w—5m= A'A*= X'Xx PoprowadZmy w punkcie X', od-
cinka X'Xx prostopadtag i odmierzmy na niej: X'Ti = T Ti,
ICTi= II’Ti i X'Ti= 111Ti, to odcinki TiX*, TiXxi TiX* sg
rowne promieniom obrotéw punktow I, Il i [ll. Odmierzmy
7\T°= TiIJC, TilP = TiXx TillP = Ti Xx i potgczmy punkty P,
IP i IIP krzywa ciggta k. Krzywa ta jest przekrojem powierzchni
obrotowej, powstatej przez obrot linji warstwowej 15 okoto pro-
stej h, z ptaszczyzng warstwowg 10. Szukany punkt C bedzie
punktem linji warstwowej 15. Obracajac sie okoto prostej h, jako osi,
punkt ten padnie na ptaszczyzne warstwowg 10 i bedzie punktem
krzywej k, a takze prostej g°. Rzuémy punkt przeciecia sie C°,
prostej p0i krzywej h, prostopadle na prostg h', to punkt C' war-
stwicy 15 jest rzutem poziomym szukanego punktu C. Uwazajac
teraz odcinek B'C' za kierunek linji geodezyjnej, ponowimy prze-
prowadzong wyzej konstrukcje, znajdujac punkt E na warstwicy 20,
punkt F na warstwicy 25 i t. d. W ten sposob dojdziemy do za-
danej warstwicy, ale nie osiggniemy punktu, ktéry, obrany tam
jest jako cel, przez ktéry przechodzi¢ ma linja geodezyjna, tgczaca
go z punktem A. Wtedy tez zmuszeni bedziemy wyjs¢ z punktu A,
zmienia¢ poczatkowy kierunek AB"' i powtarzac¢ operacje tak diugo,
az, droga prob, osiggniemy zadany punkt.

33. Ptaskie przekroje powierzchni topograficznej. Pro-
file. Linja przekroju powierzchni topograficznej, dowolng pta-
szczyzng a, jest miejscem geometrycznem punktow przeciecia sie
linij warstwowych powierzchni i linij warstwowych ptaszczyzny,
lezacych na tych samych ptaszczyznach warstwowych.

Przyktad takiego przekroju widzimy na rys. 69, Warstwice pta-
szczyzny a przecinajg warstwice powierzchni terenu, o tych sa-
mych cechach, w punktach I', II', ..., ktore potgczone dajg linje
krzywg ptaska c'. Linja ta jest rzutem przekroju powierzchni terenu,
ptaszczyzng a. Je$li warstwice sg zbytnio od siebie oddalone, to
punkty posrednie linji przekroju znalez¢ mozemy w dwojaki sposéb.
Miedzy dwie warstwice terenu wigczymy jedng, lub wiecej war-
stwie posrednich i znajdziemy ich punkty przeciecia sie z uzupet-
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nionym planem warstwowym ptaszczyzny, albo tez, uwazajac teren,
miedzy dwiema tinjami warstwowemi, za zblizony do powierzchni

« rfyikiaff/afhtcfilCiir 1: \ig&~
Jie’

SM ziatka 1:3000.
-Rys. 69.

stokowej, przyjmiemy
na nim proste prosto-
padte, w przyblizeniu,
rownoczes$nie do obu
linij warstwowych i
znajdziemy ich punkty
przebicia z powierzch-
nig terenu. Na rys. 69
przyjeliSmy prostg a'
prostopadta, w przy-
blizeniu, do warstwie
313 i 314; prosta A
jest rzutem krawedzi
ptaszczyzny a z pta-
szczyzng, poprowa-
dzong przez prostg a.
W ten spos6b posred-
nictwo prostej a po-
zwolito na znalezienie
punktu, szukanej linji
przekroju, lezacego
miedzy warstwicami
313 i 314 terenu.
Przekroje ptaszczy-
znami rzucajgcemi na-
zywamy ,,profilami*
(str. 49). Okreslenie
to rozszerzymy w tym
kierunku, ze procz
ptaszczyzn  rzucaja-
cych weZmiemy pod
uwage  przenikania
sie powierzchni to-

pograficznej z walcami, ktorych tworzace sg pionowe. Walce

takie nazywac¢ bedziemy rzucajgcemi;

rozwiniete na pla-

szczyzne sprowadzajg one na nig linje swego przenikania sie

z powierzchnig topograficzna,

profilu.

ktorg okreslamy takze mianem
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Na rys. 69 wykonaliSmy profil ptaski A—B i profil wal-
cowy C—D, stosujac, dla wysokosci (rzednych) podziatke 1: 300,
gdy podziatka dtugosci (odcietych) przyjeta jest 1:3000 (patrz
ust. 27, str. 70).

34. Przejscie z przekopu w nasyp drogi w spadku. Po-
wierzchnia terenu %wyznaczona jest planem warstwowym (rys. 70),
przyczem grubo$¢ warstw wynosi 056 m. Korona drogi przyjeta jest
jako plaszczyzna n, wyznaczona planem warstwowym o tej samej,
co teren, grubos$ci warstw.

Rozwiagzanie zadania rozpoczniemy od wyznaczenia t. zw. linji
zerowej z, t. j. linji przeciecia sie powierzchni terenu z ptaszczy-
zng korony drogi. Warstwice 8, i 8 przecinajg sie w punkcie /'
rzutu z linji zerowej, podobnie jak warstwice 7'5Vi 75« w punk-
cie II', tej linji. Aby otrzyma¢ punkty posrednie krzywej z'.uzu-
pehiliSmy plan warstwowy, zaréwno ptaszczyzny korony drogi jak
i powierzchni terenu, miedzy warstwicami gtéwnemi 7'5i8 i wy-
znaczyli punkty przeciecia sie warstwie o wspolnych cechach.
Punkt 111" znalezliSmy jako rzut punktu przebicia sie prostej, przy-
jetej na powierzchni terenu, prostopadtej, w przyblizeniu, do war-
stwie 7'5t i Sr z plaszczyzng n (ust. 33).

Krzywa z oddziela korone drogi, lezacg w przekopie od czesci,
zbudowanej w nasypie.

Plaszczyzna skarpy a, przechodzi przez prostg a i ma nachy-
lenie 2:3, podobnie jak ptaszczyzna skarpy /9 przechodzaca przez
krawedZz b. Plaszczyzna a przecina powierzchnie terenu podiug
krzywej -ku ktérej rzut V jest miejscem gedmetrycznem punktéw
przeciecia sie warstwie ptaszczyzny z warstwicami terenu. KrzywaKki
jest rzutem linji przekroju ptaszczyzny sparpy ¢9.z powierzchnig
terenu. Jako krawedz taweczki przyjmiemy, wpoblizu krzywej /2,
prosta k3, przechodzaca przez punkt 'przeciecia sie linji zerowej,
z krawedzia b drogi. /

Dalsza konstrukcja rowdw i jego wylotu pokrywa sie ztprze-
prowadzong i szczeg6towo omoéwiong w ust. 23 rys. 54 i 55.

35. Przyktad drogi, ktorej ptaski profil podtuzny jest
lukiem kota. Przyjmijmy powierzchnie terenu, wyznaczong pla-
nem warstwowym (rys. 71) i zatdzmy, ze w terenie tym ma by¢
potozona droga, ktérej rzut poziomy osi jest linjg prostg. Uksztat-
towanie terenu wymaga jednak, aby, dla unikniecia zbyt gtebokich
przekopow, droga wznosita si¢, a nastepnie opadata. Korona drogi,
poczatkowo ptaszczyzna, przechodzi nastepnie w walec obrotowy,

6 Rzuty cechowane.
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Rys. 70.
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styczny do tej plaszczyzny, a wreszcie znowu w plaszczyzne,
styczng do tego walca.

Przyjawszy rzut poziomy osi drogi znajdzmy, wzdtuz niej, profil
powierzchni terenu. Pionowa ptaszczyzna profilu przetnie ptaszczy-
zny warstwowe w peku réwnolegtych prostych 8% 9X ... 18* na
ktére rzucimy prostopadle, punkty przeciecia sie osi drogi z war-
stwicami terenu. Miejscem geometrycznem tych punktow jest
krzywa px, profilu powierzchni terenu. Obierzmy teraz podiuzny
profil drogi, na ktéry skiada sie prosta a*, styczny do niej, w punk-
cie Nx luk kota kxi prosta bx, styczna do kota K* w punkcie Mx

Linja axkxbx, podtuznego profilu drogi, przecina proste 8X9X ... 15x
w punktach, ktére rzucone prostopadle na rzut poziomy osi drogi,
wyznaczajg warstwice korony drogi, prostopadie do tego rzutu.

Mamy przed sobg dwa zagadnienia: wyznaczenie linij przeni-
kania korony drogi z powierzchnig terenu i wyznaczenie skarp
nasypéw, wzglednie przekopoéw, wraz z linjami ich przenikania sie
z terenem.

Warstwice 10, 11 i 12, ptaszczyzny korony drogi, przecinajg sie
z warstwicami powierzchni terenu, o tych samych cechach, kolejno
w punktach " i IW, ktére wyznaczajg rzut zt' linji przeciecia
sie korony drogi z terenem. Na osi drogi lezy punkt IV' tej linji,
ktérego potozenie znajdziemy, odnoszac na rzut osi punkt 1VXpro-
filu drogi. Krzywa 2y przecina rzut krawedzi, ograniczajgcych ko-
rone drogi, w punktach A' i B'. Lezaca na przeciwnym stoku
terenu, warstwica 14 przecina warstwice 14, powierzchni korony
drogi, ktérg jest rzut poziomej tworzacej walca, w punkcie V'
rzutu zZ krzywej przenikania sie powierzchni korony drogi z po-
wierzchnig terenu. Dalszemi punktami tej krzywej sg punkty
VI' i VII'.

Skarpy cg i a2 sg ptaszczyznami o nachyleniu 2:3; warstwice
ich znajdziemy — w znany sposob — przy pomocy stozka stoko-
wego, ktérego podstawa, przyjeta na ptaszczyznie warstwowej 10,
jest koto G/ o promieniu 1*5m.

W analogiczny sposob, przy pomocy kota c2 o promieniu 1’5 m,
znajdziemy warstwice plaszczyzn stokowych as i a4

Miedzy punktami M i N, osi drogi, stoki skarp beda powierzch-
niami stokowemi, przechodzgcemi przez kota ky i k2 Tworzace po-
wierzchni stokowych <\ i 4 majg nachylenie 2:3 (nasyp), two-
rzace powierzchni 4381 it, nachylenie 1:1 (przekop). Warstwice
tych powierzchni znajdziemy w ten sam sposéb, jak warstwice
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powierzchni stokowej, przechodzacej przez krzywa skosng (ust. 18).
Punkty kot /g i k8 uwaza¢ bedziemy za wierzchotki stozkow obro-
towych o osiach pionowych i tworzagcych o nachyleniu 2 :3,
wzglednie 1:1. Plaszczyzny warstwowe przecinajg te stozki po-
dlug kot, do ktérych sa styczne linje warstwowe powierzchni
stokowych.

Linja spadu ptaszczyzny <8 przechodzaca przez punkt kota /g
0 wysokosci 12, jest rownocze$nie tworzacg powierzchni (\, wzdtuz
ktérej styka sie ona z plaszczyzng a. Podobnie linja spadu pta-
szczyzny aj, ktora przechodzi przez punkt kota k2, o wysokosci 12,
jest tworzacg powierzchni 2, wzdtuz ktérej powierzchnia ta styka
sie z plaszczyzng a4 Warstwice powierzchni stokowych <\ i <k
zwrécone sg ku osi drogi stronami wklestemi, warstwice za$ po-
wierzchni stokowych i A stronami wypukiemi.

Linje przenikania powierzchni skarp <\ ... $4, z powierzchnig
terenu, bedg linjami skosnemi, ktore znajdziemy jako miejsca geo-
metryczne przeciecia sie, lezacych na tych samych ptaszczyznach
Avarstwowych, linij warstwowych terenu i linij warstwowych po-
wierzchni skarp.
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poleca dzieta techniczne:

St. Anczyc

BADANIA METALOGRAFICZNE
W ZASTOSOWANIU FABRYCZNEM

Wyd. Il. Z 126 ilustracjami. Str. VIII + 68. Zt. 6*- .

Podrecznik ten omawia czynnosci i zabiegi, potrzebne do przeprowadze-
nia mikroskopowego badania zelaza, czynnoéci tak niezmiernie donioste
dla zakladéw przemystowych, gdzie gorsza albo nieodpowiednia jakos$¢
stosowanej stali moze labrykanta i odbiorce narazi¢ na dotkliwe straty.

E. T. Geislct
OBRABIARKI DO METALI
| PRACA NA NICH

Podrecznik dla studentéw, technikéw i inzynieréw.

Cz. 1 i Il. Skrawanie metali. Mechanizmy obrabiarek. Z 201 rysunkami.
Str. VIII -f- 208. zt. 720 — Cz. Ill. Obrabiarki o ruchu roboczym obro-
towym. Str. VIII+ 384. Z 376 ryc. Zt. 22'80.

Zadaniem tego dzieta jest mozliwie przystepne, lecz réwnocze$nie wy-
czerpujace zaznajomienie z wspo6tczesnym stanem obrébki metali. Autor
prowadzi wyktad gtéwnie z punktu widzenia praktyki, majac na celu
stworzenie podrecznika, ktéryby, poza celem dydaktycznym, mégt byé
pomocny w rozwigzywaniu zagadnien z dziedziny obrdbki metali, nasu-
wajacych sie w zyciu codziennem zaréwno w wytwdrni, jak i w biurze
konstrukcyjnem. Poziom wyktadu uprzystepnia tre$¢ dzieta najszerszym
kolom technicznym.

H. Mierzejewski

METROLOGJA TECHNICZNA
Z 184 rycinami. Str. 208. Z}. 9'—.

Tre$é¢: Przedmowa. — |. Pasowanie watkéw i diugosci. — II. Paso-
wanie gwintéw. — IlIl. Narzedzia miernicze. — IV. Specjalne metody
miernicze. — V. Wiadomosci z optyki geometrycznej. — V1. Maszyny
miernicze i podziatowe. — VII. Metody interferencyjne. — VIII. Wy-
znaczenie metra w diugosci lali $wietlnej. — Bibljogralja.

Dzieto ma charakter przewaznie praktyczny. Autor potozyt giéwny na-
cisk na konstrukcyjng strone zagadnie, majac na uwadze osoby, spe-
cjalizujgce sie w technice metrologicznej.
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A. Plamitzer

AKSONOMETRJft PROSTOKTATNA
Z 241 rysunkami. Str. XIl + 208. Zt. 12'—.

Tres$é: Wstep. — |. Wiadomosci przygotowawcze. — Il. Rzuty akso-
nometryczne punktu. — Ill. Prosta i ptaszczyzna. — IV. O prostych
i punktach, przynaleznych do ptaszczyzny. — V. Problemy réwnolegtosci
i prostopadto$ci. — VI. Obroty. Zmiana rzutni. — VIIl. Zadania mia-
rowe. — VIII. Wielokaty ptaskie. — IX. WieloSciany. — X. Zwigzki
miarowe i zalezne od nich konstrukcje w aksonometrji prostokatnej.

W. Pogorzelski

ZARYS TEORJI WEKTOROW

Z 25 rysunkami. Str. 4 nlb.+ 72. Z}. 4'80.

Dzietko niniejsze poswiecone jest rozwazaniom teoretycznym i prak-

tycznym tych poje¢ fizycznych, ktére charakteryzuje nietylko pewna

warto$¢ liczbowa, lecz takze okreslony kierunek w przestrzeni, a ktére

znane sa pod nazwag wektoréw. Praca rozpada sie na dwie czesci;

pierwsza z nich omawia pojecie wektora i dziatan wektorowych, druga
pole wektorowe i jego wiasnosci.

K. Skotnicki

NAUKA MELJORACJI

Wodnictwo rolne.
Z 195 rycinami. Str. VIII+ 312. Zt 16*-.

Tres$c¢: 1. Czes¢ wstepna. 1. Wiadomosci ogélne o meljoracjach. 2. Grunt.
3. Woda. — Il. Osuszanie gruntéw. 1. Przyczyny zabagnienia i $rodki
jego zwalczania. 2. Budowa odptywéw naturalnych i sztucznych. 3. Roz-
planowanie szczeg6téw urzadzeh odwodniajgcych. 4. Odwodnienie pol
sposobem H. Korzybskiego. — Ill. Drenowanie. 1. Wiadomosci ogélne.
2. Roboty wykonawcze. — IV. Nawodnienie. 1. Wiadomosci ogolne.
2. Dostarczanie wody do nawodniania. 3. Urzadzenia, doprowadzajgce
i»odprowadzajgce wode. 4. Opis systemdw nawodniania. 5. Zapotrzebo-
wanie wody do nawodnien. 6. Sposoby uzytkowania i korzysci, osiggane
przez nawodnienie. — V. Kultywowanie torfowisk.



