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El8sz6

Ennek a résznek az a célja, hogy az érdekl6ds olvasot a lehetd legrévidebb tton,
de kell6 alapossaggal megismertesse a matematikai logikdnak azzal a bevezets fejezeté-
vel, amely szilard logikai alapokat ad a halmazelmélet szamara. Kés6ébb nyilvanvalova
valik, hogy a matematikai analizis felépithets a halmazelméletre, ezért az analizis nem
éppen trividlis fogalmainak és allitasainak bizonyossaga a szaméra alapként szolgélo hal-
mazelmélet gondolati szilardsdgan mulik. Ezért fontos a halmazelméletet megalapozd
matematikai logika ismerete.

A matematikai logika, mint a matematikaban alkalmazott helyes gondolkodasi szaba-
lyokat, valamint a matematikai objektumok gondolati elGallitasanak modszereit vizsgald
elméleti tudomany, tobb ezer éves multra tekint vissza. Ebbdl kdévetkezik, hogy a ma-
tematikai logikdban az id6k folyaméan rendkiviili mennyiségti gondolat halmozodott fel,
ezért nem konnyt eligazodni ebben a hatalmas gondolat-tomegben. Réaadésul a mate-
matikai logikanak nagyon hatarozott filozofiai, pontosabban ismeretelméleti vonatkozasai
vannak, ezért a kezdék szaméara komoly nehézséget jelenthet megkiilonboztetni egymastol
az ideologiai tartalmat hordozo (filozofikus) allitasokat a matematikaban hasznosithato
(metamatematikai) allitasoktol. Ez a fejezet azok szamara lehet értékes, akik az életiiket
nem a matematikai logika vizsgélatanak akarjak szentelni, viszont igénytik van arra, hogy
a matematikat a lehets legmélyebben megértsék.

Azoknak, akik a tudoményos szinvonali analizis tanulméanyozasat most kezdik, bizo-
nyara tetszene az a kijelentés, hogy a tanulmany altal tartalmazott anyag megértéséhez
semmiféle el6zetes matematikai ismeretre nincs sziikség. Azonban az emberi felfogo-
képesség és gondolkodas sajatossagaibol kovetkezik, hogy ez nem igy van. A kezddsk
szamara azt javaslom, hogy elGszor olvassak el az analizis elemeinek elsé fejezetét, amely
az analizis halmazelméleti alapjaival foglalkozik, és az abban talalhato, nem kellGen indo-
koltnak tiing allitasok magyarazata céljabol forduljanak ehhez a tanulményhoz. Ebbdl a
szempontbol nincs sziikség az itéletkalkulussal foglalkozo 1. fejezet, valamint a predika-
tumkalkulus és a halmazelmélet ellentmondésmentességét vizsgélo 3. fejezet és 4.2. pont
anyaganak ismeretére. De nélkiilozhetetlen a 2. fejezetben és a 4.1. pontban foglaltak
ismerete.

Ugyanolyan félrevezets volna elhallgatni a matematikai logika filozofiai probléma-
inak létezését, mint tulhangsilyozni azokat. Azonban ezek részletes vizsgalata egészen
mas irdnyba vezetne, mint ami a tanulmany voltaképpeni célja. A bevezetésben és a
befejezésben kizérolag azokat a filozofiai kérdéseket érintjiik, amelyek megvalaszolasa
nélkiilozhetetlennek latszik a matematikai analizis logikai alapjainak megértéséhez.
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Bevezetés

A matematikai logika targya

Minden elmélet két jol megkiilonboztethetd részbdl all. Az egyik egy nyelv,
amelyen megfogalmazhatok az elmélet kijelentései és az elmélet altal vizsgalt gondolati
objektumok.  FEz a nyelv altalaban egy kifejezésekben eléggé gazdag természetes
nyelv. A mésik egy igazsdg-fogalom, vagyis olyan szabaly, amelynek segitségével az
elmélet nyelvének kijelentései koziil kivalaszthatok az igaz kijelentések. Minden elmélet
alapfeladata a sajat nem trivialis gondolati objektumainak elGallitdsa abbdl a célbol,
hogy azok tulajdonsagaira és egymaéassal valé kapcsolataira vonatkozoéan nem trivialis,
igaz kijelentéseket fogalmazzon meg.

A matematikai elméletek annyiban specialis elméletek, hogy az altaluk vizsgélt
gondolati objektumok matematikai természetiek. A matematikai természeti gondolati
objektumok rendkiviili sokfélesége miatt aligha lehet ezeket egységesen értelmezni.
Valojaban egyaltalan nem tudunk olyan szigort definiciot adni, amely az Osszes eddig
kidolgozott matematikai elméletben elGfordulé matematikai objektum altalanos meg-
hatarozasat adné. Szerencsére a matematikdban erre nincs is sziikség. Létezik ugyanis
egy elmélet, a matematikai logika, amely elGallitja és vizsgalat ala veti azokat az elméle-
teket, amelyek gondolati objektumai "matematikai természetiieknek" tekinthetdk.

A sziikebb értelemben vett matematikai logika annyiban kiilonleges elmélet, hogy
az altala vizsgalt gondolati objektumok csakis a matematikai elméletek. Ebben az
értelemben a matematikai logika alapvets feladata a sajat gondolati ojektumainak, vagyis
a matematikai elméletek fogalmanak pontos meghatarozasa, valamint a matematikai
elméletek tulajdonsagainak és ezek kapcsolatainak vizsgalata. FEzzel foglalkozunk
részletesen a 2. fejezetben. Tagabb értelemben a matematikai logika a matematikdban
alkalmazott helyes gondolkodési szabéalyokat, valamint a matematikai objektumok
gondolati konstrukcidinak moédszereit vizsgald elméleti tudomany. A matematika
alapjainak kidolgozasa céljabol ez a tagabb felfogas feleslegesen altalanos, ezért a
tovabbiakban a matematikai logika sziikebb értelmezéséhez tartjuk magunkat.

Egyéltalan nem idegen az emberi szemlélettdl az a felfogas, hogy a matematikai logika
a matematikai elméletek elmélete. Amikor idegen nyelvet tanulunk, akkor &ltaldban
az anyanyelviink nyelvtandnak alkalmazasaval vizsgéljuk az adott idegen nyelv tanat.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy az adott idegen nyelv a tdrgy- vagy objektum-nyelv, és az ezt
vizsgald nyelv a metanyelv. S6t, az anyanyelvet is meg tudjuk tanulni 6nmaganak egy
korlatozott alakja ismeretében. Tehat még azt is természetesnek kell tekinteniink, hogy
egy elmélet képes olyan elméletet létrehozni és vizsgalni, amelynek az eredeti elmélet
része. Masként fogalmazva: egy természetes nyelv korlatozott formaja metanyelve lehet
a teljes nyelvnek.

Szemantikus pardoxonok

A természetes nyelveken kifejtett gondolati rendszerekben altalaban a kijelentésekhez
automatikusan hozzarendeliink két magatol értet6dé tulajdonsagot: az értelmességet és
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az igazsagértéket. Az alabbiakban két példa segitségével illusztralni fogjuk azt, hogy ha
ezt a két tulajdonsagot csak az intuitiv szinten tekintjiik, akkor logikai ellentmondésra
jutunk.

Mint minden elmélet, egy matematikai elmélet elGallitasa is megkoveteli valamilyen
nyelv alkalmazasat az altala vizsgalt gondolati objektumok és az ezekre vonatkozo ki-
jelentések konstrukcidja céljabol. A huszadik szazad elejéig minden matematikai elmé-
letet valamilyen természetes nyelven fejtettek ki, betartva az adott természetes nyelv
(korantsem mindig egyértelmii) szabélyait. Korabban fel sem vet&dott az, hogy a ter-
mészetes nyelvek gazdagsaga és rugalmassaga logikai ellentmondasra vezethet még olyan
egyszerd és konkrét elmélet esetében is, mint a természetes szamok elmélete.

Logikai ellentmonddson (mésnéven: antindmidn, paradoxonon) azt a tényallast ért-
jiik, amikor egy elmélet valamely kijelentése a tagadasaval egyiitt igaznak bizonyul az
adott elméletben. Logikai ellentmondast nem tirhetiink meg olyan gondolati rendszer-
ben, amely rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy ha csak egyetlen allitas is igaz benne
a tagadasaval egyiitt, akkor minden benne megfogalmazhato allitas igaz is és hamis is.
Vilagos, hogy egy ilyen gondolati rendszer teljesen értéktelen volna.

Szemantikus paradoxonnak neveziink minden olyan logikai ellentmondast, amelynek
az oka valamilyen fogalom értelmezésével kapcsolatos. Most bemutatjuk azt a két leg-
egyszeriibben megfogalmazhato és legkonnyebben megérthetd szemantikus paradoxont,
amelyek kikiiszobolésére tett szellemi erdfeszitések donts befolyast gyakoroltak a mate-
matika jelenlegi forméajanak kialakulasara.

Egyszertsitve Jules Richard egy korédbbi gondolatmenetét, G. G. Berry és Bertrand
Russel 1906-ban megfogalmaztédk a természetes szamok elméletének egyik tanulségos
paradoxonét, amelyet ma Richard-paradozonnak neveziink. Ennek lényege egy olyan
természetes szam természetes nyelven torténd értelmezése, amely logikai ellentmondasra
vezet.

Nevezziik karakternek a latin abécé (esetleg ékezetes) bettiit, az irasjeleket és a szokoz-
jelet. Vildgos, hogy véges sok karakter van. Képezziik az ezernél kevesebb karaktert
tartalmazo szovegek Osszességét. Véges sok ilyen van, és ezek zome magyar nyelven ér-
telmetlen. Azonban a magyar nyelven értelmes, ezernél kevesebb karaktert tartalmazo
szovegek kozott sok olyan is van, amely egyértelmtien meghataroz egy természetes sza-
mot. Példaul leirhatjuk egy természetes szadm nevét: "szaztizenkilenc"; nem kérdéses,
hogy melyik az a természetes szam, amelyet ez a szoveg értelmez. Bonyolultabb példa-
ként irjuk le a kovetkezs szoveget: "A legkisebb Gsszetett szam, amely harminccal osztva
huszonkilencet ad maradékul."; vilagos, hogy ez a szdveg ugyanazt a természetes szamot
hatarozza meg, mint az el6bbi. Jelolje H az ilyen moédon értelmezhetd természetes sza-
mok halmazat. Tehat az n természetes szam akkor és csak akkor eleme H-nak, ha létezik
olyan ezernél kevesebb karaktert tartalmazoé szoveg, amely magyar nyelven egyértelmtien
meghatarozza n-et. Az eléz6ek szerint ez nem iires, véges halmaz, igy 1étezik legnagyobb
eleme. Tekintsiik most a kovetkezs szoveget: "Az ezernél kevesebb karaktert tartalmazé
szoveggel magyar nyelven értelmezhets legnagyobb természetes szamnal eggyel nagyobb
természetes szam.". Ez a szoveg ezernél kevesebb karaktert tartalmaz és magyar nyelven
egyértelmiien meghataroz egy természetes szamot, amely tehdt — H definicidja szerint —
eleme H-nak. Ugyanakkor az is vilagos, hogy ez a természetes szam nem eleme H-nak,
hiszen — a szam értelmezése szerint — a H halmaz legnagyobb eleménél is nagyobb. Ezt
a logikai ellentmondéast nevezziik Richard-paradoronnak.

A Richard-paradoxont a H halmaz értelmezésében rejls bizonytalansdg okozza. Kony-
nyen belathato, hogy teljesen szubjektiv megitélés kérdése lehet az, hogy egy (ezernél
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kevesebb karaktert tartalmazo) széveg (magyar nyelven) meghataroz-e egy természetes
szamot vagy sem? Ez a bizonytalansidg mindaddig megmarad, amig nem adjuk meg
pontosan a természetes nyelveken kifejezhet§ kijelentések értelmességének fogalméat. Ha
a természetes nyelveken megfogalmazhaté6 matematikai allitasaink tobbféleképpen értel-
mezhetsk, akkor rajuk - az értelmezéstdl fiiggGen - barmit bizonyitani lehet. Ez intuitive
teljesen nyilvanvald volt a huszadik szézad el6tt tevékenykedd matematikusok szaméra
is, ezért O0sztonosen helyesen elkeriilték a Richard-paradoxonhoz vezets "definiciok" al-
kalmazasat. Tehat nem arrél van szo, hogy az eléz6 korokban kidolgozott matematika
a huszadik szézad elejére elavulttd valt volna. Minddssze arrél van szo, hogy a tudat-
alatti szintjérsl a tudatossag szintjére emeljiik ezt a szemantikus problémdt, és olyan
matematika létrehozasara toreksziink, amelyben tudatosan kikiiszobolhetd az értelmes-
ség fogalméaban rejlé bizonytalansag. A kovetkezd pontban részletesebben korvonalazzuk
és 2. fejezetben targyszertien bemutatjuk azoknak a matematikai nyelveknek a felépité-
sét, amelyekben a Richard-paradoxonhoz vezets allitas és az ahhoz hasonlok meg sem
fogalmazhatok.

A Richard-paradoxont nyelvi természett értelmezési (szemantikus) probléma okozza.
Azonban kidertil, hogy az intuitiv (vagyis magatol értet6ddnek tekintett) igazsdg-foga-
lommal kapcsolatban is stulyos problémak vannak. Ennek illusztraciojaként bemutatunk
egy régota ismert, tisztan logikai természetd paradoxont.

A "hazug paradoxona" mar az 6kori gorogok el6tt ismert volt. Tekintsiik a kdvetkezs
allitast: "Ez a kijelentés nem igaz."; az a kérdés, hogy igaz-e ez a kijelentés vagy sem?
Ha igaz volna, akkor — a kijelentés tartalma alapjan — nem igaz. Ez lehetetlen, igy arra
kovetkeztetiink, hogy ez a kijelentés nem igaz. Ez azt jelenti, hogy nem igaz az, hogy a
szoban forgo kijelentés nem igaz, ezért az illets kijelentés igaz. Tehat az adott kijelen-
tésrél megmutattuk, hogy igaz és nem igaz, igy logikai ellentmondésra jutottunk.

A "hazug paradoxonét" egy olyan kijelentés természetes nyelven torténd megfogal-
mazhatosaga okozta, amely a sajat logikai értékérdl, vagyis igazsagarol allit valamit.
Masként fogalmazva: a természetes nyelveken kifejtett logika (az un. naiv logika) intu-
itiv igazsag-fogalma lehet6vé teszi ilyen kijelentés elGallitasat. A logikai ellentmondas
elttinne akkor, ha a "nem igaz az, hogy nem igaz" kijelentés nem ugyanazt jelentené,
hogy "igaz", vagyis a kettds negacié jol ismert klasszikus szabéalya nem volna érvényes.
A Brower altal kezdeményezett intuicionista logikdban valoban érvényes az, hogy ha A
egy kijelentést jelol, akkor A-bol kovetkezik =—A (vagyis "nem nem A"), de a =—A
kijelentésbdl nem feltétleniil kévetkezik az A kijelentés. Azonban ilyen radikalis logikai
modositas nélkiil is megsziinne a paradoxon akkor, ha biztosan allithatnank, hogy az
ellentmondéshoz vezets kijelentés értelmetlen, hiszen ebben az esetben nincs olyan (ér-
telmes) allitas, amelynek a logikai értékét vizsgalni lehetne.

Lathatoan a "hazug paradoxonanak" kikiiszobolése valamivel nehezebb a Richard-
paradoxonénal, mert Osszekeveredik benne egy nyelvi probléma (ti. a logikai ellent-
mondéshoz vezets allités értelmességének problémaéaja), és egy logikai probléma (ti. az
igazsag-fogalom tulajdonsagainak problémaja). A paradoxon kikiiszobolésének formalis-
ta nézépontja szerint pontos definiciot kell adni a kijelentések értelmességének fogalmara,
tovabba a kijelentések igazsaganak fogalmat szintén pontosan értelmezni kell olymodon,
hogy sem a Richard-paradoxonra vezet§ bizonytalan kijelentések, sem a sajat logikai ér-
tékiikrsl nyilatkozo kijelentések ne legyenek értelmesnek tekinthetdk.

Ezen a ponton 0sszefonodik a formalista és a konvencionalista logikai nézépont. Ha el-
fogadjuk a formalista ideologiat, akkor a kijelentések igazsdganak fogalmét értelmezniink
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kell, és a definici6 utan azok a kijelentések lesznek igazak, amelyek az onkényesen valasz-
tott definicié szerint igaznak bizonyulnak. Igy az igazsag fogalma a képzeletiink szabad
jatékava valik; ugyanaz az allitas igaz lesz egy bizonyos igazsag-fogalom szerint, mig
hamis lehet, ha méas igazsag-fogalmat valasztunk; tehat a kijelentések igazsag-tartalma
végiil is megdllapoddson (konvencion) mulik. Ha a matematika épitményét formalista-
konvencionalista alapra huzzuk fel, akkor nehezen magyarazhaté meg az, hogy miként
alkalmazhato a matematika bizonyos természeti jelenségkorok leirdsara? Hiszen a termé-
szeti jelenségkorokkel kapcesolatos allitdsok igazsag-tartalma semmiképpen nem fiigghet
egy olyan megéllapodastol, amelyet az emberi gondolkodas onkényesen eldir a sajat maga
szamara. Ez nagyon lényeges ismeretelméleti kérdés, amelynek érdemi vizsgalata mind-
addig lehetetlen, amig nem latunk egyetlen olyan konkrét matematikai elméletet sem,
amely ilyen formalista-konvencionalista alapon késziilt.

Formalis matematikai nyelvek és a formalizacio

A Richard-paradoxon megmutatta, hogy a természetes nyelvek gazdagsaga lehetévé
teszi olyan matematikai objektum értelmezését, amely szemantikus paradoxonra vezet. A
logikai ellentmondéshoz vezets objektum létezése egy olyan természetes nyelven megfo-
galmazhato6 kijelentés létezésén mulik, amelyben szerepel a kijelentések értelmességének
fogalma. Ezért a logikai ellentmondésok elkeriilése céljabol a matematikai kijelentések
értelmességének az intuitiv szintnél pontosabb meghatarozasara van sziikség.

Ertelmesnek tekintheté-e az a definicio, amely a Richard-paradoxonra vezet? A ter-
mészetes (magyar) nyelvi szabalyok tekintetében kétségkiviil értelmesnek tiinik, mégsem
szabad megengedniink. FEzek szerint sziikség volna valamilyen szabalyra, amelynek al-
kalmazasaval eldonthetnénk, hogy bizonyos (nyelvi szempontbol) értelmes kijelentések
alkalmazhatok matematikai objektumok értelmezéséhez, masok meg nem. A természe-
tes nyelvek elemi analizise megmutatja az e célbol kdvetends utat.

A természetes nyelvekben egy kijelentés értelmességének sziikséges feltétele az, hogy
meghatarozott szerkezetd (szintazisi) legyen. Példaul a magyar nyelvtan szerint a leg-
egyszeriibb értelmes kijelenté (t6)mondatban léteznie kell egy alanynak (amelyrdl a
mondat allitméanya allit valamit) és egy dllitmdnynak (amely az alanyra allit valamit).
Bonyolultabb kijelent§ mondatok az egyszertibbekbdl logikai miveletekkel ("nem ...",
"oovagy ...", "...és..." "ha ..., akkor ..." "...akkor és csak akkor, ha ...") &l-
lithatok el6. A meghatarozott szerkezet vagy forma nem elégséges a természetes nyel-
vek mondatainak értelmességéhez, de feltétleniil sziikséges. Tekintsiik most a magyar
nyelv minden témondatat egyetlen egységnek (atomnak), amelynek az értelmességétdl
eltekintiink. Ezutan kénnyen és pontosan megadhaté az a jol ismert szabaly-rendszer,
amelynek alkalmazasaval az elemi logikai miiveletek segitségével a témondatok Osszetett
mondatokka fiizhetSk ossze. Az igy el6allo mondatok, legalabbis szerkezeti, vagyis formai
szempontbol értelmesek (vagy inkabb szabdlyosak), legfeljebb rendkiviil furcsa tartalmat
hordoznak, amennyiben a benniik szerepld témondatokat felbontjuk alanyra és allit-
méanyra, és értelmezziik azokat. De meg is dllapodhatunk abban, hogy mely témondatok
értelmesek; ezutan ezek készletébdl kiindulva az elemi logikai mtiveletek alkalmazasaval
az adott konvencio szerint formailag értelmes kijelentéseket nyeriink.

Az itéletkalkulus formalis nyelvének elGallitasakor a fenti sémat kovetjiik; errdl lesz
sz6 az 1.1. pontban. Tehat elGszor rogzitjiik szimbolumoknak egy Gsszességét, amelynek
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elemei az értelmes témondatoknak felelnek meg, és amelyeket elemi itéleteknek neve-
ziink. Ezutan megadunk egy olyan konstrukcios szabalyt, amelynek alkalmazéasaval az
elemi itéletekbdl a logikai miiveletek alkalmazasaval bonyolult itéletek képezhetsk. Ez
a szabaly abban az értelemben finit (azaz véges), hogy a formalis nyelv barmely kife-
jezésérdl véges sok 1épésben eldonthets, hogy a kifejezés itélet-e az adott konstrukcios
szabéaly szerint? Egy természetes nyelv (egy részének) formalizdldsa azt jelenti, hogy hoz-
zarendeliink egy formaélis nyelvet gy, hogy a természetes nyelv (adott részének) minden
kijelentése azonosithatova valik a formalis nyelv valamely itéletével. Egy adott kijelentés
formalizdltjanak nevezziik azt az itéletet, amely azonosul az adott kijelentéssel.

Viladgos, hogy az itéletkalkulus formalis nyelve csak a természetes nyelvek lényege-
sen leegyszertsitett alakjanak formalizélasara alkalmas. Mégis érdemes foglalkozni vele,
mert a legtisztabban és legérthet6bben ez mutatja a formalis nyelvek sajatosségait.

Nyilvanvalo, hogy a tartalmas matematikai elméletek nyelvén nemcsak kijelentéseket
tudunk megfogalmazni, hanem kifejezhetsk vele azok az objektumok is, amelyekrdl a ki-
jelentések allitanak valamit. Az itéletkalkulus formélis nyelvén csak az itéletek, vagyis a
formalizalt kijelentések fejezhetdk ki, ezért sziikség van a formalis nyelvek altalanositasa-
ra. A 2.1. pontban megadjuk azoknak a formdlis matematikai nyelveknek egy lehetséges
értelmezését, amelyek lényegében a teljes nem formalis matematikai nyelv formalizala-
sara alkalmasak.

Tehat a formalis matematikai nyelvekben kétféle értelmes kifejezést tudunk értelmez-
ni: az objektumokat és a kijelentéseket formalizalo formuldkat. Egy formélis nyelvi kife-
jezés értelmessége egyszertien és objektivan ellenérizhets szabéllyal van megadva; nem
sziikséges hozza semmiféle intuitiv értelmesség-fogalom. Ezaltal a Richard-paradoxonhoz
hasonlé szemantikus paradoxonok a formélis matematikai nyelvekre alapozott elméletek-
ben nem jelenhetnek meg.

Egy természetes (vagy intuitiv) matematikai nyelv formalizdldsa itt azt jelenti, hogy
meghatarozunk egy formélis matematikai nyelvet gy, hogy a természetes nyelv allitasai
formulédkkal, mig a természetes nyelven Kkifejezett objektumok a formélis matematikai
nyelv objektumaival azonosulnak. A formalizalast tokéletesnek mondjuk akkor, ha a for-
maélis matematikai nyelv formuléi (illetve objektumai) a természetes matematikai nyelv
kijelentéseivel (illetve objektumaival) kélesonosen egyértelmii kapesolatba kertilnek a for-
malizalas soran.

Egyetlen el6zetes megjegyzést fliziink a forméalis matematikai nyelveket targyalod 4.
pont anyagahoz. Ez az objektumok és formulak fogalménak lényegi Gsszefonodaséaval
kapcsolatos.

A természetes nyelvek mondatainak elemi szemantikus elemzése ravilagit arra, hogy
az allitdsok megfogalmazasahoz sziikség van azokra az objektumokra, amelyekre az alli-
tasok allitmanyai kifejeznek valamit; tovabba, az allitasok alanyaiként szolgald objektu-
mokat allitasok segitségével tudjuk értelmezni. A természetes matematikai nyelvekben
ugyanez a helyzet. Példaul a halmazelméletben a halmazokat (tehat a halmazelmélet ob-
jektumait) altalaban gy értelmezziik, mint adott tulajdonsagt halmazok halmazat, és
a "tulajdonsagok" pontos meghatarozasahoz allitdsokra van sziikségiink. Ezzel a problé-
méaval részletesen foglalkozunk a 4.1. pontban, ahol megmutatjuk, hogy a halmazelmélet
formalis nyelvén miként lehet ilyen modon (az un. {:|-}-) objektumokat képezni. Mindez
azt jelenti, hogy a matematikai allitasok és matematikai objektumok fogalméat nem lehet
egymdstol fiiggetlenil megadni. Ezt a tényt tiikroznie kell(ene) minden olyan formalis
matematikai nyelvnek, amelytdl elvarjuk, hogy a természetes matematikai nyelvek for-
malizécidiként szolgéljanak. A 2.1. pontban értelmezett formélis matematikai nyelvek
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ilyenek; ezért olyan bonyolult benniik az objektumok és formulak értelmezése.

Megjegyezziik még, hogy masféle formalis matematikai nyelvek is léteznek, s6t a ma-
tematikai logikai szakirodalom elényben részesiti az an. elsdrendid nyelveket, amelyek
jelentGsen kiilonboznek a 2.1. pontban értelmezett forméalis matematikai nyelvektsl. En-
nek okarol csak 2.1. pont anyaganak ismeretében lehet beszélni, ezért erre a kérdésre
késébb tériink vissza.

A nem formalis matematikai nyelveket naiv matematikai nyelveknek szoktak nevez-
ni. Itt a "naiv" jelzének kizarélag megkiilonboztets jelentése van; semmiféle pejorativ
tartalom nem fiiz6dik hozza. Ugyanigy, a "formalis" jelz6 egy matematikai nyelvvel
kapcsolatban nem a "tartalmatlan" jelz6 szinonimaja, hanem csak az illet§ matematikai
nyelv felépitésének sajatossagara utal.

Axiomatikus matematikai elméletek és az igazsag fogalma

Ha a matematikat formalis nyelvi alapokra helyezziik, akkor a kijelentések értelmes-
ségével kapcsolatos szemantikus paradoxonok eltiinnek, azonban a kijelentések intuitiv
igazsag-fogalmahoz kétédsk még megmaradnak. A "hazug paradoxona" megmutatta,
hogy a természetes nyelvek gazdagsaga lehetévé teszi olyan kijelentés megfogalmazasat,
amely a sajat igazsdgarol allit valamit, ezéltal logikai ellentmondasra vezet. Ezért a
logikai ellentmondés elkeriilése céljabol a matematikai igazsdg-fogalom intuitiv szintnél
pontosabb meghatarozasara van sziikség.

Ennek felismerése vilagosan lathato Euklidész "Elemek" cimd miivében, amely az elsd
dokumentuma az axiomatikus igazsag-fogalom bevezetésének és szisztematikus alkalma-
zasanak. Az axiomatikus igazsag-fogalom lényege a kovetkezs: elGszor kijeloljiik az el-
mélet nyelvének bizonyos kijelentéseit, amelyeket megdllapodds szerint igaznak tekintiink
(ezeket a kijelentéseket nevezzik aridmdknak vagy alapigazsdgoknak), majd rogzitiink
egy szabaly-rendszert, amelynek alkalmazéasaval az axiomékbol 4j kijelentések allithatok
els (ezek a levezetési szabdlyok); ezutan egy kijelentést igaznak (vagy tételnek) neveziink,
ha az adott axiomakbol az adott levezetési szabalyok alkalmazasaval elGallithato.

A formalis matematikai nyelvekre alapozott matematikaban is a fentieknek megfele-
16en értelmezziik az axiomatikus igazsidg-fogalmat; igy nyerjiik az azxiomatikus formdlis
matematikai elméleteket, amelyeket a 2.3. pontban részleteziink. Nyilvanvaléan van-
nak bizonyos természetes feltételek, amelyeket az axiomak Osszességének (az azidma-
rendszernek) és a levezetési szabalyoknak ki kell elégitenitik. E feltételek koziil a leg-
fontosabbak az egyértelmiiség és a finitség. Az egyértelmiiség feltétele azt jelenti, hogy
allitasrol (vagyis formaélis nyelvben: itéletrdl vagy formuldrdl) egyértelmiien el lehessen
donteni azt, hogy axidoma- vagy tétel-e? Hiszen ha mar annak értelmezése is kétséges,
hogy egy kijelentés axioma vagy tétel, akkor az egész logikai rendszer igazsag-fogalma
bizonytalan. Masfeldl azt is elvarjuk, hogy minden allitasrol véges sok lépésben (vagyis
finit modszerrel) eldonthetd legyen az a kérdés, hogy igaz-e; ez a feltétel szigoru elGiras
a levezetési szabalyokra vonatkozoan.

Az 1.2. pontban bemutatjuk a legegyszertibb axiomatikus formalis elméletet; az axio-
matikus itéletkalkulust. Fzzel kapcsolatban megjegyezziik, hogy az itéletkalkulus esetében
nincs feltétleniil sziikség az axiomatikus igazsag-fogalomra, mert 1étezik egy alternativ
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modszer, az un. értékelések mdodszere, amely ugyanazokra a tételekre vezet, mint az
axiomatikus igazsag-fogalom; ez a Kalmdr-féle teljesséqgi tétel tartalma. Mégis érdemes
foglalkozni az itéletkalkulus axiomatikus elméletével is, mert ez mutatja a legtisztdbban
és legérthetébben az axiomatikus formalis elméletek sajatosségait, ugyanakkor kénnyen
igazolni tudjuk az ellentmondésmentességét is.

A legegyszeriibb axiomatikus formalis matematikai elméletek a predikdatumkalkulusok;
ezek voltaképpen azok a "matematikai" elméletek, amelyek csak a formalis nyelviik tekin-
tetében matematikai jellegtiek, ugyanakkor az axiéma-rendszeriik csak a logikai igazsd-
gok meghatéarozasara alkalmas. Kideriil, hogy minden axiomatikus formalis matematikai
elmélet egy predikatumkalkulus bdvitésének tekinthets, ezért nagyon fontos annak is-
merete, hogy legalabb a predikatumkalkulusok ellentmondasmentesek-e? Az értékelések
modszerének alkalmazasaval a 3. fejezetben bebizonyitjuk a predikatumkalkulusok el-
lentmondésmentességét.

Az axiomatikus formalis matematikai elméletekre harom lényegesen nemtriviélis pél-
dat mutatunk be; a halmazelméletet, az aritmetikdt és a sikgeometridt. A két utdbbi
kizarolag illusztracioként szolgal, de fontos tudni azt, hogy az aritmetikdnak elvi jelentd-
ségl alkalmazasai vannak a matematikai logikiban. Megjegyezziik, hogy itt az euklidészi
sikgeometria egy erdsen korlatozott formajat mutatjuk be; ennek nagymértéki altalano-
sitasai is megadhatok, ha az a célunk, hogy a logikai geometridt felépitsiik. Természetesen
itt egyaltalan nem ez a célunk, hanem az analizis logikai alapjait akarjuk tisztazni. Ebbdl
a szempontbol alapvetd jelentGségii a halmazelmélet, ezért ennek logikai alapjait rész-
letes vizsgalat ala vetjiik a 4. fejezetben. A halmazelmélet fontossaganak (nem éppen
magatol értet6ds) okarol bévebben szolunk még a befejezésben.

Figyeljiikk meg, hogy az axiomatikus igazsag-fogalom elfogadasa a matematikai gon-
dolkodasunk konvencionalista nézépontjanak tijabb megerdsitését jelenti! Az els§ meg-
allapodasra a kijelentések értelmességének maghatarozasara volt sziikségiink; igy jutot-
tunk el a formalis matematikai nyelvekhez. Most viszont lathato, hogy az axiomatikus
igazsag-fogalom is (kétféle) megallapodason mulik; egyfelsl teljesen 6nkényesen adhat-
juk meg az axiomakat, méasfeldl a levezetési szabalyok (vagy bizonyitdsok) kijelolése is
konvenciéon alapul. Vildgos, hogy ez az igazsag-fogalom gyokeresen kiilonbozik a termé-
szettudoményos elméletek (példaul az elméleti fizika) igazsag-fogalmatol.

A matematikai logika belsé ellentmondéasai

Mint minden elmélet, a sztikebb értelemben vett matematikai logika is megkovete-
li egy nyelv alkalmazéasat a sajat vizsgalati objektumai (a matematikai elméletek) és
az azokra vonatkozo értelmes kijelentések elGéllitdsa céljabol. Tovabbéa, mint minden
gondolati rendszernek, a matematikai logikdnak is van egy igazsidg-fogalma, amelynek
alapjan a sajat kijelentéseit mindsiteni tudja azok igazsag-tartalma szerint. Most
tisztazzuk, hogy itt milyen nyelvrél és miféle igazsag-fogalomrol van szo.

Az eddigiek alapjan vilagos, hogy a matematikai logika &ltal vizsgalt objektumok
az axiomatikus formalis matematikai elméletek. A matematikai logika nyelve minden
esetben valamilyen természetes nyelv, és az igazsag-fogalma az empirikus igazsdg-fogalom.
Az empirikus igazsag-fogalom a magatol értet6ds (intuitiv) igazsag-fogalomnak az a
lényegesen korlatozott specialis esete, amelynek megkiilonboztets ismérve (differencialis
specifikuma) a kozvetlen, gyakorlati ellenérizhetéség. Példaul, amikor a matematikai
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logikdban valaminek a [létezését allitjuk, akkor ennek bizonyitasahoz véges sok lépésben
eld kell allitant azt az objektumot, amelynek a létezésérél beszéliink. Tovabba,
kizarolag olyan egyszerd eljarasokat alkalmazhatunk a matematikai logika gondolati
objektumainak konstrukci6jaban és az azokra vonatkozo6 kijelentések bizonyitasaban,
amelyek mindenki szamara konnyen megérthetsk és elfogadhatok.

Ezen a helyen jelenik meg a matematikai logika alapvetd belsd ellentmonddsa. Az
axiomatikus formaélis matematikai elméletek fogalmara éppen az az igény vezetett,
hogy mentesitsiik a matematikat azoktol a szemantikus paradoxonoktol, amelyek éppen
a természetes matematikai nyelv és az intuitiv igazsag-fogalom alkalmazésa miatt
lépnek fel. Ugyanakkor az axiomatikus formalis matematikai elméletek elGallitasara és
vizsgalatara hivatott matematikai logika természetes nyelvet és (korlatozottan) intuitiv
igazsdg-fogalmat hasznal. Hogyan lehetiink akkor bizonyosak az axiomatikus formalis
matematikai elméletekre vonatkozé matematikai logikai eredmények értelmességében és
helyességében? Ez a matematikai logika alapvetd belsd ellentmonddsa.

Bizonyara érezhets, hogy ez nagyon mély ismeretelméleti probléma, amelynek
megvalaszolasa egy nem matematikai tudomény, a filozofia dolga. Utolagosan, az
elméleti tapasztalatok ismeretében (a posteriori) éllithatjuk, hogy e valoban létezs
bels6 ellentmondéas semmiféle gyakorlati nehézséget nem okoz; sem a matematikai
logika fogalmainak és modszereinek, sem az axiomatikus formalis matematikai elméletek
lényegének megértésében. Ennek ugyanaz az oka, amiért minden szellemileg ép 1ijsziilott
képes megtanulni a sajat anyanyelvét, annak ellenére, hogy sziiletésekor semmiféle
nyelvet nem ismer. Ehhez elGszor kialakit magénak egy primitiv intuitiv képet az
anyanyelvérgl (ez felel meg a matematikai logikdnak), majd annak alapjan egészen
gazdag elméletet (vagyis nyelvtant) dolgozhat ki ra (ez felel meg az axiomatikus formalis
matematikai elméleteknek). A matematika logika alapvetd belss ellentmondasanak
kevésbé szemléletes, részletes vizsgélatéra ez a tanulmany nem vallalkozhat.

A matematikai logikaval els6 izben talalkozok szaméra komolyabb elvi nehézséget
okozhat egy masik belsé ellentmondés. A matematikai logika egyik alapfeladata maganak
a (formalis és axiomatikus) matematikdinak az eléallitasa. Ugyanakkor a matematikai
logika a sajat allitdsainak bizonyitdsara alkalmaz bizonyos matematikair modszereket.
Részletesebben; a matematikai logika felhasznal halmazelméleti fogalmakat (halmazok,
véges halmazok, halmaz eleme, elem n-esek, relaciok, fliggvények), tovabba aritmeti-
kai fogalmakat (természetes szamok, szukcesszor, rendezés, teljes indukcio, rekurziv
definici6); holott éppen a matematikai logika feladata volna a halmazelmélet és az
aritmetika konstrukcioja. Nyilvanvalo, hogy itt is egy belsd ellentmondasrél van szo.
Az ellentmondés feloldédsdhoz hasonlé utat kovethetiink, mint az imént. A részletesebb
magyarazatért az ide vonatkozo filozofiai szakirodalomra utalunk ([17]).
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1. fejezet

Axiomatikus itéletkalkulus

1.1. Az itéletkalkulus formalis nyelve

Az itéletkalkulus formdlis nyelvének értelmezése harom lépésben torténik. ElGszor ér-
telmezziik a nyelv szimbdlum-rendszerét, majd a nyelv kifejezéseit, végiil megadunk egy
szabalyt, amelynek alkalmazaséaval a nyelv kifejezései kozil kivalaszthatoak az értelmes
kifejezések: az itéletek.

A tovabbiakban az itéletkalkulusnak csakis formdlis nyelvérdl lesz szo, ezért altalaban
a "formalis" jelz6t elhagyjuk.

Az itéletkalkulus nyelvének szimbolum-rendszere két részbdl all: az elemi itéletek,
valamint a logikai operdtorok 6sszességébdl.

1.1.1. Definici6. (Az itéletkalkulus nyelvének szimboélumai.) Az dtéletkalkulus
nyelvének szimbolumai a kovetkezdk:

e Elemi itéletek: a latin dbécé nagybetii, azzal a megdllapoddssal, hogy minden elems
itélet vesszovel elldatva szintén elems itélet.

e Logikai operatorok: a — (negacid) és a V (diszjunkcid) szimbdlum.

Példaul az E,Q,Q', P, P, P", P" szimbolumok elemi itéletek. Az elemi itéletek
definiciojaban azért irjuk els, hogy minden vesszével ellatott elemi itélet szintén elemi
itélet legyen, hogy biztositsuk korlatlan mennyiségt elemi itélet létezését. Ha csak
a latin abécé nagybetdit tekintenénk elemi itéleteknek, akkor elvileg el6fordulhatna
olyan bonyolult matematikai kijelentés, amely azért nem volna formalizalhatd, mert a
rendelkezésre allo elemi itéletek nem elegendGek a kijelentés formalizalasara.

A zdrojelek és a szokdz-jel nem tartoznak hozza az itéletkalkulus szimbolum-készle-
téhez, azonban bizonyos kifejezések jeloléséhez célszert a zardjelek alkalmazasa, tovabba
bonyolult kifejezések tagoldsdra felhasznalhatjuk a szokoz-jelet.

1.1.2. Definicié. (Az itéletkalkulus nyelvének kifejezései.) Az itéletkalkulus kife-
jezésének neveziink minden olyan karakterldncot, amelynek karakterer az itéletkalkulus
nyelvének szimbolumazr, tehdt elemi itéletek vagy logikai operdtorok.

Megallapodunk abban, hogy kifejezésen mindeniitt nem tires karakterlancot értiink.
Vilagos, hogy az itéletkalkulus minden elemi itélete és minden szimboéluma kifejezés.

Az itéletkalkulus két kifejezését akkor mondjuk azonosnak, ha karakterrél-karakterre

25
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megegyeznek; a nem azonos kifejezéseket kilonbozdeknek nevezziik. Két kifejezés azo-
nossaganak a tényét ugy fejezziik ki, hogy leirjuk a két kifejezést, és kozéjiik tessziik az

J— e

= (azonossdg) vagy az = (grafikus egyenldség) jelét.

Megéallapodunk abban, hogy az itéletkalkulus tetszéleges kifejezésének jelolésére vas-
tagon irt, esetleg vesszékkel ellatott latin nagybetiiket hasznadlunk. Tehét A tetszéleges
kifejezést jelol, ami egyaltalan nem sziikségképpen azonos a A betiivel, ami elemi itélet
az itéletkalkulus nyelvében.

Nagy kiilonbség van egy kifejezés, valamint a kifejezés jeldlése kozott. Az itéletkal-
kulus kifejezéseinek elallitasahoz csak az itéletkalkulus szimbolumait alkalmazhatjuk,
ugyanakkor egy kifejezés jelolése céljabol barmely olyan szimbélum hasznalhatd, amely-
bél egyértelmiien rekonstruélhatd az a kifejezés, amelynek a jelolésérsl van szo. Példaul
a zarojeleket gyakran hasznéljuk a kifejezések jelolésekor, holott azok nem szimboélumai
az itéletkalkulusnak. Azonban a gordiilékenyebb fogalmazéis kedvéért néha elmosoddik
a kiillonbség a kifejezés és annak jelolése kozott. A tovabbiakban sokszor mondjuk azt,
hogy "A az itéletkalkulusnak kifejezése", holott valojaban tgy kellene fogalmazni, hogy
"A jeloli az itéletkalkulusnak egy kifejezését".

Nem szorul kiilon magyarazatra az a kijelentés, hogy "P szimbolum szerepel az A
kifejezésben". Nyilvanvalo, hogy a P szimboélum és az A kifejezés karaktereinek Gssze-
hasonlitdsaval donthets el e kijelentés helyessége. Az is vilagos, hogy egy P szimboélum
az A kifejezésben tobb karakterpozicioban is szerepelhet; minden ilyen szereplést a P
szimbolum eldforduldsanak neveziink az A kifejezésben.

Az itéletkalkulus kifejezéseibdl leggyakrabban tugy allitunk el§ djabb kifejezéseket,
hogy azokat egymas mellé illesztjik (konkatendcid); ha A és B kifejezések, akkor az ezek
konkatenalasaval nyert kifejezést AB jeloli. Ha A, B és C kifejezések, akkor nyilvanva-
loan A(BC) = (AB)C,; ezt a kifejezést ABC-vel jeloljik.

1.1.3. Definici6. (Az itéletek fogalma.) Itélet-konstrukciénak nevezziik az itélet-
kalkulus kifejezéseinek barmely olyan (A1, As, ..., A,) n-esét, amelyre minden 1<k<n
esetén a kovetkezd feltételek valamelyike teljestil:

a) Ay elemi itélet;
b) létezik olyan 1<j < k szdm, hogy Ay = —A;;
c) léteznek olyan 1<i,j < k szdmok, hogy Ay = VAA,;.

Az itéletkalkulus A kifejezését itéletnek nevezziik, ha létezik olyan (Aq,As, ..., A,)
itélet-konstrukcio, hogy A = A,,.

A definiciobol lathatd, hogy az itéletek olyan kifejezések, amelyek elemi itéletek
vagy a — és V szimbolumok valamelyikével kezd&dnek. Az is nyilvanvald, hogy
ha (A1, Ag, ..., A,) itélet-konstrukecio, akkor minden 1<k<n esetén (A, A, ..., Ay)
szintén itélet-konstrukcio, ezért Ay itélet, vagyis itélet-konstrukcié minden tagja itélet.

Példa. Megmutatjuk, hogy a V=@ V = P(Q kifejezés itélet. Ehhez tekintsiik a

(P, O, =P, V=PQ, —Q, w@vﬁ?@)

kifejezés-hatost. Konnyen ellendrizhets, hogy ez itélet-konstrukcid, és az utolsé tagja
azonos a vizsgalt kifejezéssel, tehat V—-Q V = P(Q) itélet.

A V logikai operatorral kapcsolatban gyakran alkalmazzuk az infix jelélési konvenciot,
ami azt jelenti, hogy ha A és B kifejezések az itéletkalkulus nyelvében, akkor a VAB
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kifejezést a A V B szimbolummal jeldljiik. Természetesen az infix jelolés alkalmazasakor
elkeriilhetetlen a zarojelek helyes hasznalata. Példaul a V—Q VvV —P(Q) itélet infix jelcléssel
igy néz ki: (—Q)V ((—=P)V Q). Vegyiik észre, hogy ha A és B kifejezések, akkor az A VB
szimbo6lum egyértelmten jeloli a VAB kifejezést, ugyanakkor a VAB kifejezés altaldban
nem egyértelmien jelolhetd az infix jelolési konvencio alkalmazasaval. Ha példaul A’ és
B’ olyan kifejezések, hogy VAB = VA'B’, akkor vilagos, hogy az A VB és A’ vV B’ infix
kifejezések kiilonbozGek lehetnek, de ugyanazt a kifejezést jelolik.

1.1.4. Definicioé. Ha A és B kifejezések az itéletkalkulus nyelvében, akkor

e A = B jeldli a V-AB kifejezést, vagyis A = B = (-A) V B;

o A AB jeloli a =V ~A—-B kifejezést, vagyis ANB = -((-A) VvV (-B));

e A&B jelolia =V -V -AB—V -BA kifejezést, azaz AeB = (A=B)A(B=A);

A = (illetve A, illetve <) szimbdlumot implikaciénak (illetve konjunkcionak, illetve
ekvivalencianak) nevezzik. Az A\ szimbolum helyett az & szimbdlum is haszndlatos.

1.1.5. Allitas. Ha A és B itéletek az itéletkalkulus nyelvében, akkor a —=A, A V B,
A = B, ANB ¢és A B kifejezések szintén itéletek.

Bizonyitds. Legyenek (A, A, ..., A,) és (By,Bs,...,B,,) olyan itélet-konstrukciok,
hogy A = A, és B = B,,. Nyilvanvalo, hogy

<A17A27 s 7A-n7 _'An>7
(A17A27 s 7An7B17B27 s 7Bm7 \/Aan>

itélet-konstrukciok, tovabba -A = —-A, és Av B = A, VB,,; ezért -A és AV B
itéletek. Az implikacio, konjunkci6é és ekvivalencia értelmezése alapjan ebbdl adodik,
hogy a A = B, A A B és A< B kifejezések szintén itéletek.

A tovabbiakban gyakran beszéliink az itéletkalkulus kifejezéseinek hosszdrol; ezen a
kifejezésben szereplé karakterek szamat értjiik. Megallapodunk abban, hogy minden
elemi itélet hossza 1, fiiggetleniil attol, hogy hany vessz6 szerepel benne.

1.1.6. Lemma. Ha A itélet és B kifejezés, akkor AB nem itélet.

Bizonyitds. Az A itélet hossza szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy minden B
kifejezésre AB nem itélet. Tegytik fel, hogy A hossza 1, és legyen B tetszéleges kifejezés.
Ekkor A elemi itélet, és az AB kifejezés els6 karaktere nem logikai operator, ezért AB
csak tgy lehetne itélet, ha elemi itélet volna. Ez viszont lehetetlen, mert AB hossza
1-nél nagyobb, ugyanakkor elemi itélet hossza 1. Ezért AB nem {itélet.

Legyen A hossza n > 1, és tegytik fel, hogy minden n-nél révidebb A’ itéletre és minden
B kifejezésre A’B nem itélet. A feltevés szerint A nem elemi itélet, ezért két eset
lehetséges:

1) Az A els6 karaktere a — logikai operator; ekkor van olyan A’ itélet, hogy A = —A’.
Tegyiik fel, hogy B olyan kifejezés, amelyre AB itélet. Ekkor —A’B itélet, tehat létezik
olyan C itélet, hogy =A’B = —C. Ebbdl az els6 — karakter torlésével A'B = C adodik,
tehat A’B itélet, ami az indukcios hipotézis alapjan lehetetlen, mert A’ hossza kisebb
n-nél. Ebbdl kovetkezik, hogy AB nem itélet.

2) Az A els6 karaktere a V logikai operator; ekkor léteznek olyan C és D itéletek, hogy
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A = VCD. Tegylik fel , hogy B olyan kifejezés, amelyre AB itélet. Ekkor VCDB is
itélet, tehat léteznek olyan C’ és D’ itéletek, amelyekre VCDB = VC'D’. Ebbdl az els6
V karakter torlésével CDB = C'D’ adodik. Ha C hossza kisebb a C’ hosszanéal, akkor
létezik olyan B’ kifejezés, hogy CB’ = C', igy CB’ itélet, ami az indukcios hipotézis
alapjan lehetetlen, mert a C itélet hossza kisebb, mint az A hossza. Ha C hossza
nagyobb a C’ hosszanal, akkor létezik olyan B” kifejezés, hogy C = C'B”, igy C'B”
itélet, ami az indukciés hipotézis alapjan lehetetlen, mert a C’ itélet hossza kisebb, mint
az A hossza. Ezért C és C' hossza egyenls, tehat CDB = C'D’ miatt DB = D’. Ez
viszont azt jelenti, hogy DB itélet, ami szintén ellentmond az indukcioés hipotézisnek,
mivel a D itélet hossza kisebb az A hosszanal. Ebbél adodik, hogy AB nem itélet. W

1.1.7. Allitas. (Az antecedensek egyértelmiisége.) Ha A olyan itélet az itéletkal-
kulus nyelvében, amelynek elsd karaktere a — logikai operdtor, akkor egyértelmiien létezik
olyan B itélet, amelyre A = —-B. Ha A olyan itélet az itéletkalkulus nyelvében, amelynek
elsd karaktere a \ logikar operdtor, akkor egyértelmiien léteznek olyan B és C itéletek,
amelyekre A = VBC.

Bizonyitds. (I) Ha B és B’ olyan itéletek, hogy A = =B és A = —B’, akkor -B = —-B/,
amibdl az els6 — szimbolum torlésével kapjuk, hogy B = B’.

(I) Ha B, C, B’ és C’ olyan itéletek, hogy A = VBC é A = VB'C’, akkor
VBC = VB'C’. Ebbdl az els6 Vv karakter torlésével kapjuk, hogy BC = B'C’. Ha
B hossza kisebb volna B’ hosszanal, akkor létezne olyan D kifejezés, hogy BD = B/,
tehat BD itélet volna, ami az el6z6 lemma szerint lehetetlen. Hasonléan, ha B’ hossza
kisebb volna B hosszanél, akkor létezne olyan D’ kifejezés, hogy B'D’ = B, tehat B'D’
itélet volna, ami az el6z8 lemma szerint lehetetlen. Tehat B és B’ hossza egyenld, igy
BC=B'C' miatt B=B' ésC=C". &

1.1.8. Definicié. Ha A olyan itélet az itéletkalkulus nyelvében, amelynek elsd karaktere
a - logikai operdtor, akkor az A antecedensének nevezziik azt a B itéletet, amelyre
A = —B teljesiil. Ha A olyan itélet az itéletkalkulus nyelvében, amelynek elsd karaktere
a V logikai operdtor, akkor az A antecedenseinek nevezziik azokat a B és C itéleteket,
amelyekre A = VBC teljestil.

Vegyiik észre, hogy az itéletek antecedensének fogalmat az antecedensek egyértelmi-
ségi tétele nélkiil nem lehetne bevezetni!

1.2. Az itéletkalkulus axiémarendszere

Az el6z6 pontban megadtuk az itéletkalkulus kijelentéseket formalizéld kifejezései-
nek, az itéleteknek a fogalmat. Természetesen az itéletkalkulusnak sok olyan kifejezése
is létezik, amely nem itélet; ezek a kifejezések értelmetleneknek tekintheték. Azonban
sz06 sincs arrol, hogy az értelmes kifejezések (vagyis itéletek) automatikusan igazak vol-
nanak. Természetesen az itéletek igazsdganak érdemi vizsgalatahoz definiciot kell adni
az igazsag fogalmara.

Az itéletkalkulusban az igazsag-fogalom tobbféleképpen bevezethets; itt az axioma-
tikus igazsdg-fogalomrol lesz sz6. Ennek pontos meghatarozasdhoz elészor rogzitjik az
iteletkalkulus itéleteinek egy Osszességét (az aziomarendszert), majd megadjuk azt a
szabalyt, amelynek alkalmazéséaval az azidmdkbol (vagyis az axiomarendszer elemeibdl)
elgallithatok a tételek (vagyis az "igaz" itéletek).
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1.2.1. Definicié. (A Hilbert—Ackermann-féle axiémarendszer.) Azt mondjuk,
hogy az itéletkalkulus D itélete axidbma, ha léteznek olyan A, B vagy C itéletek, hogy D
azonos a kovetkezd itéletek valamelyikével:

(AVA)= A
A = (AVB)
(AVB)= (BVA)
(A=B)=((CVA)=(CVB)).

Az itéletkalkulus axiomdinak 6sszességét Hilbert—Ackermann-féle axiémarendszer-
nek nevezzik.

Figyeljiik meg, hogy az itéletkalkulus axiémaiban a — logikai operator nem kozvet-
leniil, hanem csak a = szimboélumon keresztiil szerepel!

1.2.2. Definicido. (A tételek fogalma az itéletkalkulusban.) Legyen A itélet és T
az itéletkalkulus itéleteinek tetszdleges (esetleg tires) Osszessége. Azt mondjuk, hogy A
levezethetd (vagy bizonyithatd) I'-bdl, ha létezik itéleteknek olyan (Aq, Aa, ..., A,)
n-ese, amelyre A = A, és minden 1<k<n szamra a kévetkezd feltételek valamelyike
teljesiil:

— Ay azioma vagy eleme I'-nak;

— léteznek olyan 1<i, j<k szamok, hogy A; = (A; = Ay).

Minden ilyen tulajdonsdgu itélet n-est az A itélet T'-bdl valé bizonyitasanak (vagy
levezetésének) neveziink. Az itéletkalkulus A itéletét tételnek (vagy igaznak) ne-

vezziik, ha A levezethetd az tires itélet-dsszességbdl. Az itéletkalkulus A itéletét cafolha-
tonak nevezziik, ha a ~A itélet tétel.

c s

az itéletkalkulus minden axiomaja, és az itéletkalkulus minden tétele, valamint I' minden
eleme levezethets I'-bol.

1.3. Az itéletkalkulus bizonyitasi médszerei
Most bemutatjuk az {téletkalkulus néhany alapvetGen fontos bizonyitési modszerét.

1.3.1. Tétel. (A levalasztas szabalya: modus ponens.) Ha A és B itéletek, T
itéletek Osszessége, tovdbbd az A és A = B itéletek levezethetdk T'-bol, akkor B is
levezethetd 1'-bol.

Bizonyitds. Ha (A1, As, ..., A,) az A itélet és (By,Bs,...,B,,) a A = B itélet
levezetése I'-bol, akkor nyilvanvalo, hogy

(A17A27 cee 7An7B1aB27 oo 7Bm7B)
a B itélet levezetése I'-bol, mert B,, = (A, = B). B

1.3.2. Tétel. (Lancszabaly: syllogismus.) Ha A, B és C itéletek, T' itéletek dsszes-
sége, tovabba A = B és B = C levezethetdk I'-bol, akkor A = C 1is levezethetd I'-bal.
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Bizonyitds. Legyen (A1, As,...,A,;) az A = B és (B1,Bs,...,B,,) a B = C itélet
levezetése I'-bol. Ekkor

(A1, Az AuBL B, By, (B=C) = (A= B) = (A= C))
(A:B):(A:C),A:C)
az A = C itélet levezetése I'-bol, ugyanis az implikicio értelmezése szerint
B=C)= (A=B)=(A=0Q))

azonos a (B = C) = ((-AV B) = (-A Vv Q)) itélettel, ami axioma, és a feltételek
alapjan B,, = (B=C) é A, =(A=B). 1

1.3.3. Allitas. (A kizart harmadik elve: tertium non datur.) Ha A idtélet, akkor
(mA) V A, vagyis A = A tétel.

Bizonyitds. Az A = (AV A) és (AV A) = A itéletek axiomaék, tehat tételek, igy a
lancszabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy A = A tétel. B

A lancszabaly bizonyitasabol kiolvashaté az, hogy miként lehet az A = C itélet
levezetését elGallitani akkor, ha ismerjiik az A = B és B = C itéletek levezetését.
Példaul, ha A itélet, akkor az

(A:>(A\/A),(AVA):>A,((AVA)¢A):>((A:>(AVA))$(A:>A)),
(A:>(A\/A)):>(A:>A),A:>A)

ftélet-0tos az A = A itélet levezetése.

1.3.4. Tétel. (Az esetszétvalasztas szabalya: alternatio.) Ha A, B és C itéletek,
I' itéletek dsszessége, és az AV B, A = C, B = C itéletek levezethetdk I'-bol, akkor C
levezethetd TI'-bol.

Bizonyitds. A (B = C) = ((AVB) = (AVCQ)) itélet axioma, és a feltevés szerint B = C
levezethets I-bol, ezért a levalasztas szabélya alapjan (AVB) = (AVC) is levezethetd I'-
bol. Az (AVC) = (CVA) itélet axioma, tehat a lancszabaly szerint (AVB) = (CVA) is
levezethets I'-bol. Ugyanakkor AVB levezethets I'-bol, tehét ismét a levalasztas szabalya
alapjan kapjuk, hogy C V A levezethets I-bol. Az (A = C) = ((CV A) = (CVC))
itélet axioma, és a feltevés szerint A = C levezethetd I'-bol, ezért a levalasztés szabélya
alapjan (CV A) = (CV C) levezethets I'-bol. A levalasztas szabalya alapjan adodik,
hogy CV C levezethetd I'-bol. Végiil, (CV C) = C axiéma, tehat a levalasztés szabalya
szerint C levezethetd I'-bol. W

1.3.5. Allitas. (Visszavezetés a lehetetlenre: reductio ad absurdum.) Ha A és
B itéletek, T itéletek dsszessége, tovibbd B = A és (—wB) = A levezethetdk T'-bol, akkor
A levezethetd T'-bol.

Bizonyitds. A kizart harmadik elve alapjan a (—=B) V B itélet tétel, ezért az esetszétva-
lasztés szabalya szerint A levezethets I'-bol. W

1.3.6. Allitas. (Igaz barmibdl koévetkezik: verum sequitur ex quodlibet.) Ha
I' itéletek osszessége és az A itélet levezethetd I'-bol, akkor minden B itéletre B = A
levezethetd I'-bol.
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Bizonyitds. Az A = (A V (—=B)) itélet axioma és (AV (=B)) = ((—-B)V A) is axioma. A
lancszabaly szerint A = ((—-B) V A), vagyis A = (B = A) tétel, igy levezethetd I'-bol.
Ha A levezethets I'-bol, akkor a levalasztas szabalyat alkalmazva ebbdl kovetkezik, hogy
B = A levezethets ['-bol. B

1.3.7. Allitas. (Hamisbol barmi kovetkezik: ex falso sequitur quodlibet.) Ha
I' dtéletek dsszessége és a —A itélet levezethetd I'-bol, akkor minden B itéletre A = B
levezethetd TI'-bol.

Bizonyitis. A A = ((-A) V B) itélet axioma, és a feltevés szerint —A levezethetd
[-bol, igy a levalasztas szabalya szerint (—A) V B is levezethetd I'-bol. Az implikacio
definicidja szerint ez azt jelenti, hogy A = B levezethets I'-bol. B

1.3.8. Allitas. (A kettSs tagadas szabalya.) Ha A itélet, akkor az

A = (—--A),
(——A) = A

itéletek az itéletkalkulus tételes.
Bizonyitds. A kizart harmadik elve alapjan (=—A) V (=A) tétel. A
(~~A) V (~A)) = (~4) V (+-A))
itélet axioma, tehat tétel, igy a levalasztas szabélya szerint (—A) V (—-—A) tétel. Az

implikacio értelmezése alapjan ((-A)V (-—A)) = (A = (—-—A)), tehat A = (——-A)
tétel.

Ebbdl kovetkezik, hogy (—A) = (-——A) tétel. Ugyanakkor

(A) = (=—-A)) = (AV (HA)) = (AV (-——A)))

)
axioma, ezért a levalasztas szabdlya szerint (A V (—=A)) = (A V (-——A)) tétel. A
(FA)VA) = (AV (mA)) ésa (AV (-—-A)) = ((-—A) vV A) itéletek axiomak,
tehat kétszer alkalmazva a lancszabalyt kapjuk, hogy ((-A)VA) = ((-—=—A)VA) tétel.
A kizart harmadik elve alapjan (—A) V A tétel, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva
kapjuk, hogy (———A) V A tétel. Ez az itélet azonos a (——A) = A itélettel. B

1.3.9. Allitas. (A kett&s negacio elve.) Ha I itéletek dsszessége, akkor az A itélet
pontosan akkor vezethetd le I'-bol, ha a ——A itélet levezethetd I"-bol.

Bizonyitds. A kettSs negécié szabélya szerint A = (——A) tétel az itéletkalkulusban,
igy levezethetd I'-bol, tehat ha A levezethets I'-bol, akkor a levalasztas szabalya szerint
——A is levezethets I'-bol.

A kettds negacio szabélya szerint (——A) = A tétel az itéletkalkulusban, igy levezethetd
I-bol, tehat ha ——A levezethetd I'-bol, akkor a levalasztés szabalya szerint A is
levezethets I'-bol. M

1.3.10. Allitas. (A kontrapozici6é szabalya: modus tollens.) Ha A és B itéletek,
akkor az

(A= B)= ((-B) = (-A)),
(=B) = (-A)) = (A = B)

itéletek tételek az itéletkalkulusban.
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Bizonyitis. A (B = (-—=B)) = (((mA) VvV B) = ((-A) V (-—B))) itélet axioma és a
kettds negécio szabélya szerint B = (-—B) tétel, igy a levalasztas szabalyat, valamint
az implikacio értelmezését alkalmazva kapjuk, hogy (A = B) = ((—=A) V (-—B)) tétel.
Mivel a

(mA)V (==B)) = ((-—B) v (-A))

itélet axioma, igy a lancszabaly szerint (A = B) = ((—-—B)V (—-A)) tétel. Az implikacio
értelmezése alapjan ((=——B) V (=A)) = ((-B) = (—A)), amibdl azonnal kapjuk, hogy
(A= B)= ((-B) = (-A)) tétel.

A kettds negacio szabélya szerint (——B) = B tétel, és ((-——B) = B) = (((-A) V
(=—B)) = ((—A) Vv B))) axiéma, tehat a levalasztas szabalya szerint ((-A)V (-—B)) =
((mA) v B) tétel. Tovabba, ((-—B) V (-A)) = ((-A) V (——B)) axiéma, tehat a
lancszabaly szerint ((——B) V (-A)) = ((-A) V B) tétel. Az implikaci6 értelmezése
alapjan ez azt jelenti, hogy ((-B) = (-A)) = (A = B) tétel. B

1.3.11. Allitas. (A kontrapozicié elve.) Legyenck A ¢és B itéletek, és T itéletek
dsszessége. Az A = B itélet pontosan akkor vezethetd le I'-bol, ha a (—-B) = (=A) itélet
levezethetd I'-bol.

Bizonyitds. A kontrapozici6 szabélya szerint (A = B) = ((-B) = (—-A)) tétel, igy
levezethetd I'-bol, tehat ha A = B levezethets I'-bol, akkor a levalasztéas szabalya szerint
(—=B) = (—A) is levezethets I'-bol.

A kontrapozicio szabélya szerint ((wB) = (=A)) = (A = B) tétel, igy levezethetd
I-bol, tehat ha (-B) = (—A) levezethets I'-bol, akkor a levalasztas szabalya szerint
A = B is levezethets I'-bol. B

1.3.12. Allitas. Ha A, B és C itéletek, T' itéletek dsszessége, tovdbbd A = B levezet-
hetd T'-bol, akkor (B = C) = (A = C) is levezethetd I'-bdl.

Bizonyitds. A hipotézis szerint az A = B itélet levezethets I'-bol, ezért a kontrapozicio
elve alapjan (-B) = (—A) levezethets I'-bol. A ((-B) = (-A)) = ((CV (-B)) =
(C VvV (mA))) itélet axioma, tehat a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy
(CV (=B)) = (CV (—A)) levezethets I'-bol. Azonban ((-B) vV C) = (C V (-B))
axioma, igy a lancszabaly szerint ((—-B) V C) = (C V (—=A)) levezethets T-bol. A
(CV(-A)) = ((mA) v C) itélet szintén axioma, tehat ismét a lancszabalyt alkalmazva
kapjuk, hogy ((-B) V C) = ((=A) V C) levezethets I'-bol. Az implikacio értelmezése
alapjan ez azonos a (B = C) = (A = C) itélettel. B

Jelolés. Ha I itéletek Osszessége és A itélet, akkor I'[A] jeloli azon itéletek Osszességét,
amelyek I'-nak elemei, vagy azonosak A-val.

1.3.13. Tétel. (Dedukcio-tétel.) Legyenek A, B itéletek és T' itéletek dsszessége. A
B itélet pontosan akkor vezethetd le I'|A]-bol, ha az A = B itélet levezethetd I'-bol.

Bizonyitds. (I) Legyen (By,Ba,...,B,) a B itélet levezetése I'[A]-bol. Megmutatjuk,
hogy minden 1<k<n szamra A = Bj levezethet6 I'-bol, amibdl adodik, hogy A = B
is levezethets I'-bol, mivel B = B,,.

A B, itélet axioma vagy eleme I'|A]-nak. Az els§ esetben B; tétel, igy A = By is
tétel (igaz barmibdl kovetkezik), tehat A = B; levezethets I'-bol. A masodik esetben
B, eleme I'nak vagy By = A. Ha B; eleme I'-nak, akkor B; levezethets I'-bol,
tehat A = B is levezethetd I'-bdl (igaz barmibdl kovetkezik). Ha By = A, akkor
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(A = B)) = (A= A), és A = A tétel (a kizart harmadik elve), igy A = B,
levezethets I'-bol.

Tegyiik fel, hogy 1<k<n olyan szam, hogy minden 1<j<k szamra A = B, levezethetd
I'-bol; megmutatjuk, hogy ekkor A = By is levezethets ['-bol. Ha By axiéma vagy eleme
['[A]-nak, akkor az el6z6 érvelést megismételve B helyett By-ra kapjuk, hogy A = By
levezethets I'-bol. Ha By nem axioma és nem eleme I'[A]-nak, akkor legyenek 1<i, j<k
olyan szamok, hogy B; = B; = Bj;. A hipotézis szerint A = B, levezethetd I'-bol,
igy az el6z6 allitas szerint (B; = Bg) = (A = By) is levezethetd I'-bol. Ugyancsak a
hipotézis alapjan A = (B; = By) levezethets I'-bol, igy a lancszabaly alkalmazasaval
kapjuk, hogy A = (A = By) levezethets I-bol. A (-A) = ((—A) V By) itélet axioma,
és ez azonos a (—A) = (A = By) itélettel, igy (-A) = (A = By) levezethets I'-bol.
Tehat az A = (A = By) és (mA) = (A = By) itéletek levezethetSek I'-bol, igy a
reductio ad absurdum elve alapjan A = By is levezethets [-bol.

Ebbdl kovetkezik, hogy az A = B,, itélet is levezethets I'-bol, igy B,, = B miatt A = B
levezethetd I'-bol.

(I) Ha (A4,...,A,) az A = B itélet levezetése I'-bol, akkor nyilvanvalo, hogy
(Ay,---,A,, A B) a B itélet levezetése I'[A]-bol. B

1.3.14. Tétel. (Az indirekt bizonyitas elve.) Legyen A itélet és T' itéletek 0sz-
szessége. Ha létezik olyan B itélet, hogy B és —B levezethetdek T'[—A]-bdl, akkor A
levezethetd 1'-bol.

Bizonyitds. Legyen B olyan itélet, hogy B és =B levezethets I'[—A]-bol. A dedukcio-
tételbsl kovetkezik, hogy ekkor (—mA) = B és (mA) = (—-B) levezethetsk I'-bol. A
kontrapozicio elvét kétszer alkalmazva ebbdl kapjuk, hogy (-B) = (=—A) és (——B) =
(—=—A) levezethetdk I'-bol. Tehat a reductio ad absurdum alapjan ——A levezethetd
[-bol. A kettSs negacio elvét alkalmazva, ebbél adodik, hogy A levezethets I'-bol. B

Az eddig bemutatott bizonyitési modszerek nagymértékben megkonnyitik annak el-
dontését, hogy egy itélet tétel-e vagy sem. A kovetkezs pontban lathato lesz, hogy erre
létezik egy teljesen elemi alternativ modszer is: az itéletkalkulus értékeléseinek alkalma-
zésa. Azonban ez a tény egyéltalan nem jelenti azt, hogy a fenti bizonyitasi modszerek
részletezése felesleges volt. A 2.4. pontban majd kideriil, hogy az itéletkalkulusnal joval
bonyolultabb matematikai elméletek esetében szintén megfogalmazhatok és igazolhatok
ugyanezek a bizonyitasi eljarasok, azonban a matematikai elméletek esetében az értéke-
lések modszerével nyerhets bizonyitas-fogalom nem egyenértéki az eredetileg bevezetett
bizonyitas fogalmaval.

1.4. Az itéletkalkulus ellentmondasmentessége

1.4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az itéletkalkulus ellentmondéasos, ha létezik olyan
A itélet, hogy A és —A tételek. Az itéletkalkulust ellentmondasmentesnek nevezziik,
ha nem ellentmonddsos.

1.4.2. Allitas. Ha az itéletkalkulus ellentmonddsos, akkor minden itélet tétel.

Bizonyitds. Legyen B olyan itélet, hogy B és =B tételek. Legyen A tetszGleges itélet. A
(—-B) = (B = A) itélet azonos a (—B) = ((—=B) V A) itélettel, ami axioma, tehat tétel.
Kétszer alkalmazva a levalasztas szabalyat kapjuk, hogy A tétel. B
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1.4.3. Definici6. (Az itéletkalkulus értékelései.) Az itéletkalkulus értékelésének
neveziink minden olyan figguényt, amely az elemi itéletek dsszességén értelmezett, €s
mainden elemi itélethez az i és h betik kézil pontosan az eqyiket rendeli.

Az itéletkalkulusnak [étezik értékelése, hiszen az a fliggvény, amely minden elemi
itélethez az i (vagy h) értéket rendeli nyilvanvaloan értékelés.

1.4.4. Definici6. (Az értékelések kiterjesztése.) Ha v az itéletkalkulusnak érteé-
kelése, akkor minden A itéletre az A-ban szerepld logikai operdtorok szdma szerinti
indukcidval értelmezziik a 9(A) értéket a kovetkezdképpen:

— ha A-ban nem szerepel logikai operdtor, akkor A elemi itélet; ekkor legyen v(A) az
A-hoz v dltal rendelt érték;

— ha A elsd karaktere a — logikar operdtor, akkor egyértelmien létezik olyan B itélet,
hogy A = —B; ekkor B-ben kevesebb logikai operdtor van, mint A-ban, igy ¥(B) mdr
értelmezve van; ekkor legyen 9(A) =1, ha ¥(B) = h, és 9(A) = h, ha »(B) = i;

—~ ha A elsd karaktere a V' logikai operdtor, akkor egyértelmien léteznek olyan B és C
itéletek, hogy A = VBC; ekkor B-ben és C-ben kevesebb logikai operdtor van, mint A-
ban, igy ¥(B) és 9(C) mdr értelmezve van; ekkor legyen 9(A) = h, ha ¥(B) =%(C) = h,
egyébként legyen ¥(A) = i.

Az gy bevezetett v fligguényt, amely az itéletek dsszességén értelmezett és minden itélethez
azi és h betik kozil pontosan az eqyiket rendeli, a v értékelés kiterjesztésének nevezziik.

Figyeljiik meg, hogy az itéletek antecedenseinek egyértelmitiségi tétele nélkil nem
lehetne bevezetni a v fliggvényt!

A kovetkezd logikai tdbldzatok megmutatjak, hogy ha v az itéletkalkulusnak
értékelése, akkor a v fiiggvény értéke hogyan szamithato ki a -A, AV B, A = B,
A A B és A& B alaka itéletek esetében, ha a v(A) és v(B) értékek ismertek. A két elss
tablazat a b fliggvény definiciojat mutatja, a tobbi pedig ezek alapjan egyszert elemzéssel
nyerhets. Természetesen hasonlé logikai tablazatokkal tetszélegesen bonyolult szerkezetd
itélet esetén is kiértékelhets a b fliggvény.

[2(A) [3(-A) |
i | h
h | i
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1.4.5. Definicio. Az A itéletet tautoldgianak nevezzik, ha az itéletkalkulus minden v
értékelésére ¥(A) = 1.

Adott A itélet esetén konnyti eldonteni azt, hogy A tautologia-e vagy sem. Ehhez
elegendd tetszéleges v értékelésre az A-hoz tartozd logikai tablazatot elkésziteni, és
ellendrizni, hogy benne a b(A) alatt mindeniitt az i érték all-e? A kovetkezs tétel
bizonyitasaban példakat latunk majd erre.

1.4.6. Tétel. Az itéletkalkulus minden tétele tautoldgia.

Bizonyitds. (1) El6szor megmutatjuk, hogy az itéletkalkulus minden axiéméaja tautologia.
Ehhez elegendd ratekinteni a kovetkezd logikai tablazatokra, amelyekben A, B és C
tetszGleges itéleteket jelolnek, és v az itéletkalkulus tetszdleges értékelése.
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(IT) Ha A és B itéletek, tovabba v olyan értékelés, hogy »(A) =i és v(A = B) =i, akkor
?(B) = i, hiszen ha »(B) = h volna, akkor »(A) = i miatt (A = B) = h teljesiilne;
(IIT) Legyen A tétel és (A1, Ao, ..., A,) az A bizonyitasa. Megmutatjuk, hogy minden
1<k<n szamra Aj tautologia, amibdl kapjuk, hogy A,,, azaz A is tautologia.

Az A, itélet axioma, ezért az (I) szerint tautologia. Legyen 1<k<n olyan szam, hogy
minden 1<j<k szamra A, tautologia; megmutatjuk, hogy ekkor A is tautologia.

Ha az A, itélet axioma, akkor az el6z6 érvelést megismételve A, helyett Aj-ra kapjuk,
hogy A tautologia. Ha az Ay, itélet nem axiéoma, akkor léteznek olyan 1<i, j<k szamok,
amelyekre A; = (A; = Ay). A hipotézis szerint A; és A, tautologidk, tehat ha v
értekeles, akkor v(A;) =1 és ¥(A; = Ay) =9(A;) =1, igy a (II) szerint 9(Ay) =1i. Ez
azt jelent, hogy Ay tautologia. B

1.4.7. Kovetkezmény. Az itéletkalkulus ellentmonddsmentes.

Bizonyitds. Van olyan A itélet, amely tautologia, példaul barmelyik axiéma ilyen. Ekkor
az itéletkalkulus barmely v értékelésére »(A) = i, ezért ¥(—A) = h, tehat —A nem
tautologia, igy nem is tétel, tehat az itéletkalkulus ellentmondasmentes. W

Az el6z6 allitas bizonyitasaban hallgatolagosan felhasznaltuk azt a nyilvanvalé tényt,
hogy az itéletkalkulusnak létezik értékelése.

Az itéletkalkulus témakorének utolsd tételeként megmutatjuk, hogy egy itélet
pontosan akkor tétel, ha tautologia. Ez nagyon értékes allitds, mert korabban lattuk,
hogy egy itéletrdl logikai tablazat segitségével nem nehéz eldénteni azt, hogy tautologia-e
vagy sem; ugyanakkor egy itélet bizonyithatdsagat levezetés elgallitasaval megmutatni
sokszor nem trivialis feladat.

Jelolés. Ha v az itéletkalkulus értékelése, akkor minden A itéletre az AP itéletet a
kovetkezdképpen értelmezziik:

— hav(A) =i, akkor A® = A;
—~ ha9(A) =h, akkor A® = -A.

Tovabba, ha I itéletek Gsszessége és v az itéletkalkulus értékelése, akkor I'® jeloli az A®
alaku itéletek Osszességét, ahol A eleme I'-nak.

1.4.8. Allitas. Legyen A itélet és T itéleteknek olyan dsszessége, amelynek minden A-
ban szerepld elemi itélet eleme. Ha v az ttéletkalkulus értékelése, akkor az AP itélet
levezethetd T°-bél.
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Bizonyitds. Az A itéletben szerepld logikai operatorok szama szerinti teljes indukcidval
bizonyitunk.

Ha A-ban nem szerepel logikai operator, akkor A elemi itélet, tehat A eleme I'-nak.
Ekkor A® eleme I'™-nek, ezért trivilis, hogy A" levezethets I'-bol.

Tegyiik fel, hogy A-ban szerepel logikai operator, és az allitas igaz minden olyan itéletre,
amelyben kevesebb logikai operator van, mint A-ban. Ekkor két eset lehetséges.

(I) Létezik olyan B itélet, hogy A = —B. Ekkor B-ben kevesebb logikai operator van,
mint A-ban, és minden B-ben szerepl§ elemi itélet A-ban is szerepel, tehét eleme I'-nak.
Ezért az indukcios hipotézisbdl kovetkezik, hogy B® levezethets I'-bél. A v értékelésre
?(B) =i vagy »(B) = h teljesiil.

1) Ha »(B) = i, akkor »(A) = 2(-B) = h, tehat B* = B ¢s A® = -A = -—B. Az
indukcioés hipotézis szerint B levezethets I'P-bél, ugyanakkor a kettés negacio szabalya
szerint B = (——B) tétel, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy ——B
vagyis A" levezethets I'™-bol.

2) Ha »(B) = h, akkor 9(A) = »(—B) = i, tehat B* = =B és A* = A = —-B. Az
indukcios hipotézis szerint =B levezethets I'*-bél, ugyanakkor =B azonos A’-vel, tehat
A" levezethets T'™-bol.

(IT) Léteznek olyan B és C itéletek, hogy A = BV C. Ekkor B-ben és C-ben kevesebb
logikai operétor szerepel, mint A-ban, és minden B-ben vagy C-ben szerepl§ elemi itélet
A-ban is szerepel, tehat eleme I'-nak. Ezért az indukciés hipotézisbdl kovetkezik, hogy
B® és C" levezethets I'*-b6l. Most a v értékelésre harom eset lehetséges.

1) Ha »(B) = i, akkor 5(A) = 3BV C) =i, tehat B =B és A’= A =BV C. Az
indukcios hipotézis szerint B levezethets I'-bél, ugyanakkor B = (BV C) axiéma, igy a
levalasztas szabalyéat alkalmazva kapjuk, hogy B V C vagyis A" levezethets I'™-bol.

2) Ha »(C) = i, akkor »(A) = 9¥(BVC) =i, tehat C°'=C és A=A =BV C. Az
indukcioés hipotézis szerint C levezethets I'™-bél, ugyanakkor C = (C V B) axiéma,
igy a levalasztds szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy C V B levezethets I'™-bsl. De
(CVv B) = (BV C) szintén axioma, ezért ismét a levalasztas szabélyat alkalmazva
kapjuk, hogy B V C vagyis A" levezethet§ I'*-bél.

3) Ha¥(B) = »(C) = h, akkor »(A) = »(BVC) = h, tehat B* = -B, C* = —C, valamint
A’ = -A = ~(BV C). Az indukci6s hipotézis szerint =B és —C levezethets I'-bdl.
Az indirekt bizonyitas és az esetszétvalasztas modszerének kombinalasaval megmutatjuk,
hogy ekkor A", vagyis ~(B V C) is levezethets I'*-bsl. A kontrapozici6 szabalya szerint
(-—=(B Vv C)) = (BV C) tétel és =~—(B V C) levezethets I'[——(B Vv C)]-bdl, ezért
a levalasztas szabélya alapjan B V C levezethets I'[-—(B Vv C)]-bsl. A —-B és -C
itéletek szintén levezethetk I'[—~—(B V C)]-bsl. Legyen D tetszélegesen rogzitett télet.
A (-B) = (B = D) és (-C) = (C = (—D)) itéletek axiomak, tehat levezethetsk
[*[-—(B V C)]-b6l. Kétszer alkalmazva a levélasztas szabélyat kapjuk, hogy B = D ¢és
C = (—D) levezethetsk I'*[~—(BV C)]-bsl. De BV C is levezethets I''[=—(BV C)]-bdl,
tehat az esetszétvélasztas szabalya szerint a D és =D itéletek levezethetsk I [——(BVC)]-
bél. Az indirekt bizonyitas elve alapjan ebbgl kovetkezik, hogy a ——(B V C) itélet
levezethets I'™-bsl. B

1.4.9. Tétel. (Kalmar-féle teljességi tétel.) Az itéletkalkulus minden tautologidja
tétel.

Bizonyitds. Legyen A tautologia és jelolje I' az A-ban szerepld elemi itéletek Osszességét.
Legyen A; a I'-nak rogzitett eleme és jelolje I'y a I' A;-t6l kiilénb6z6 elemeinek
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Osszességét. Vilagos, hogy I' azonos I'1[A4]-gyel.

Legyen v tetszdleges értékelés. Az elézé allitas szerint A® levezethetd I'-bél, ugyanakkor
A® = A, mert A tautologia, tovabba I'" azonos I'1"[A;"]-vel. A dedukcio-tétel alapjan
A" = A levezethets I';*-bél.

Jelolje vy azt az értékelést, amely minden A;-t6l kiilonb6z6 elemi itélethez ugyanazt az
értéket rendeli, mint v, de 9(A;) =i, ha »(A;) = h, és v;(A;) = h, havy(A;) =i A
definicio alapjan vilagos, hogy T'1" azonos I';"-vel. Most két eset lehetséges.

1) o(A;) =i Ekkor A; = A levezethetd [',°-b6l, mert A;® = A levezethets I';*-bél

és A" = A;. Tovabba, (mA;) = A levezethets I'\"-bsl, mert A" = A levezethets
"-bsl, A" = -A, (hiszen v;(A;) = h) és I',™ azonos I -vel.

2) 9(A;) = h. Ekkor (=A;) = A levezethets I',"-b6l, mert A;® = A levezethets I',"-
bél és A;® = —A;. Tovabba, A; = A levezethets T'1"-bél, mert A;™ = A levezethetd
"-bol, A" = A, (hiszen v (A1) =) és '™ azonos I'y"-vel.

Tehéat azt kaptuk, hogy az itéletkalkulus tetszSleges v értékelésére A; = A és(—A;) = A
levezethets T1"-bdl, igy a reductio ad absurdum elve alapjan A levezethets T'y"-bol.

Ha I'; tres, akkor ezzel megmutattuk, hogy A tétel. Ha I'y nem iires, akkor rogzitjiik
['1-nek egy As elemét, és I's-vel jeloljiikk a I'y As-t6l kiilonb6z6 elemeinek Osszességét.
Ezutén tetszéleges v értékelésre megismételve az el6z6 érvelést 'y helyett 'o-t és Ay
helyett As-t véve kapjuk, hogy A levezethets I's"-b6l. Ha I-nak n darab eleme van,
akkor ez az eljaras legfeljebb n-szer ismételhetd, tehat sziikségképpen oda jutunk, hogy
A levezethets az iires itélet-Osszességbdl, vagyis tétel. W

Figyelemre mélt6 az, hogy a Kalméar-féle teljességi tétel és az elGtte allo kijelentés
bizonyitasabol kiolvashatd az, hogy egy tautologianak miként lehet elGallitani egy
bizonyitasat.

Példa. Legyenek A és B itéletek; megmutatjuk, hogy (—(A = B))<(A A (—B)) az
itéletkalkulusnak tétele (ez az implikdcio negdcidjanak szabdlya). A Kalmar-féle teljességi
tétel alapjan elég azt igazolni, hogy a (=(A = B))<(AA(—-B)) itélet tautologia. Legyen
v tetszbleges értékelés, és tekintsiik a kdvetkezd logikai tablazatot.

[2(A)[(B)[2(~(A = B))[2(A A (—B))) ?((~(A = B))=(A A (-B)))

o | e | | e

(
h
1
h
h

= =gl =y

i
h
i
h

= ST | e

Ebbdl azonnal lathato, hogy (-(A = B))<(A A (—B)) tautologia, tehat az itélet-
kalkulusnak tétele. Ennek az itéletnek levezetését elGallitani sokkal nehezebb volna,
mint ezt a logikai tablazatot kiértékelni.



2. fejezet

Axiomatikus matematikal elméletek

2.1. Formalis matematikai nyelvek

A formdlis matematikai nyelvek definicidja harom lépésben torténik.  El&szor
értelmezziik a nyelv szimbdlum-rendszerét, majd a nyelv kifejezéseit, végiill megadunk egy
szabalyt, amelynek alkalmazéasaval a nyelv kifejezései koziil kivalaszthatoak az "értelmes
kifejezések": az objektumok és a formuldk. Tehat hasonld eljarast kovetiink, mint az
itéletkalkulusban, azonban itt a kifejezések értelmességének definicoja kétféle értelmes
kifejezésre vezet, mig az itéletkalkulus nyelvében csak az itéletek voltak az értelmes
kifejezések.

A tovabbiakban kizardlag formélis matematikai nyelvekrdl lesz szo, ezért altaldban a
"formalis" jelz6t elhagyjuk.

A matematikai nyelvek szimbolum-rendszere négy részbdl all: a wdltozok, a logikai
operdtorok, a logikai fligguényjelek és a matematikai fligguényjelek 6sszességébdl.

2.1.1. Definicié. (A matematikai nyelvek szimbélumai.) Egy matematikai nyelv
szimbolumar a kovetkezdok:

e Valtozok: a latin dbécé kis és nagybetii, azzal a megallapoddssal, hogy minden vdl-
tozo vesszovel elldtva szintén vdltozo.

e Logikai operatorok: a —, V, € és [ jelek.

e Logikai fiiggvényjelek: az = (egyenl8ség) jel, valamint olyan szimbdlumok, ame-
lyek a wvaltozoktol és a logikai operdtoroktol killonboznek. Minden logikai fiiggvényjelhez
hozzd van rendelve egy nem nulla szdm, amit a fligguényjel salyanak neveziink. Az =
jel sulya definicio szerint kettd.

e Matematikai fiiggvényjelek: olyan szimbolumok, amelyek a valtozoktol, a logikai
operdtoroktol és a logikai fiigguényjelektol kiilonboznek. Minden matematikai fligguény-
jelhez hozzd van rendelve eqy szdm, amit a fiigguényjel stilyanak neveziink.

A matematikai nyelv logikai (illetve matematikai) fiiggvényjeleit a hozzdjuk rendelt sily-
lyal egyiitt a nyelv logikai (illetve matematikai) fliggvényeinek nevezzik. Az = jeltdl
kiilonbozd logikai fligguényeket logikai sajatfiiggvényeknek nevezzik. A nulla sulyu
matematikar figguényeket a matematikar nyelv konstansainak nevezziik. FEqy logikai
(illetve matematikai) fliggvényt n-vdltozdsnak neveziink, ha a fliggvényjel sulya azn szdm.

A valtozok definiciojaban elGirjuk, hogy minden vessz6zott valtozo szintén valtozd
legyen. Ezzel biztositjuk korlatlan mennyiségi valtozo létezését. Ha csak a latin dbécé
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bettit tekintenénk véltozoknak, akkor elvileg el6fordulhatna olyan bonyolult matemati-
kai kijelentés vagy objektum, amely azért nem volna formalizalhato, mert a rendelkezésre
allo valtozok nem elegend@ek a kijelentés vagy objektum formalizalasara.

A definiciobol lathatod, hogy a matematikai nyelvek szimbolum-rendszerei egymastol
csak a logikai sajatfiiggvények és a matematikai fliggvények készletében kiilonboznek.
Tehat egy konkrét matematikai nyelv szimbolum-rendszerének meghatarozasa azt jelen-
ti, hogy a logikai és matematikai fliggvényeinek Osszességét rogzitjiik. Az = jel minden
matematikai nyelvnek logikai fliggvénye, tehédt a legegyszertibb matematikai nyelv az,
amelynek sem logikai sajatfiiggvénye, sem matematikai fliggvénye nincs.

A zdrojelek és a szokdz-jel nem tartoznak hozzé az matematikai nyelvek szimbolum-
készletéhez, azonban bizonyos kifejezések jeldléséhez célszeri a zardjelek alkalmazasa,
tovabba bonyolult kifejezések felépitése esetleg vilagosabba tehets a szokoz-jel alkalma-
zasaval.

A matematikai nyelvek szimbolum-rendszerében szereplé logikai és matematikai fligg-
vény-fogalomnak semmi kéze nincs a (kés6bb bevezetésre keriils) halmazelméleti fiigg-
vény-fogalomhoz. Silyos félreértésre vezet e kétféle fliggvény-fogalom Osszekeverése, hi-
szen a halmazelméleti fiiggvényeket egy specialis matematikai nyelvben (a halmazelmélet
nyelvében) értelmezziik. A matematikai nyelvek esetében egyszertien csak elnevezésrdl
van sz0; a logikai és matematikai fiiggvények egyszertien szimboélumok, amelyekre gy
hivatkozunk, mint logikai és matematikai fliggvények.

Megjegyezziik még, hogy a matematikai nyelvek logikai, illetve matematikai fiigg-
vényeinek Osszességére nem koveteljiik meg azok végességét, bar minden fontos konkrét
matematikai nyelvben csak véges sok logikai és matematikai fliggvény van.

Példak. 1) A halmazelmélet matematikai nyelvében egyaltalan nincs matematikai
fiiggvény, igy konstansa sincs, ugyanakkor az egyetlen logikai sajatfiiggvénye a kettd
sulyu (vagyis kétvaltozos) € (elem) szimbolum.

2) Az aritmetika matematikai nyelvének nincs logikai sajatfiiggvénye, de van négy
matematikai fliggvénye: a nulla silya 0 (nulla) fiiggvény, az egy stlya (vagyis egyvalto-
z08) # (szukcesszor) fliggvény, a kétvaltozos + (dsszeadds), valamint a szintén kétvaltozos
- (szorzds) fiiggvény. Ebben a nyelvben a 0 szimbolum az egyetlen konstans.

3) A sikgeometria matematikai nyelvének nincs matematikai fliggvénye, igy konstan-
sa sincs, de van két harom sulyu (azaz haromvéltozos) logikai sajatfiiggvénye: a G
illeszkedés-fligguény és a Jw kozbensdpont-fiigguény.

2.1.2. Definicié. (A matematikai nyelvek kifejezései.) FEgy matematikai nyelv
kifejezésének neveziink minden olyan karakterldincot, amelynek karakterei a nyelv
szimbolumai, és amelyben egyes, wvdltozoktol killonbozd, karakterpdrok a karakterlanc
felett halado vonallal vannak dsszekiotve. Zartaknak nevezziik azokat a kifejezéseket,
amelyekben nem szerepel vdltozo.

Matematikai nyelv két kifejezését akkor mondjuk azonosnak, ha karakterrsl-karak-
terre megegyeznek, és mindkét kifejezésben ugyanazok a karakterparok vannak a
karakterléanc felett halado vonallal 6sszekotve. A nem azonos kifejezéseket kiilonbézdeknek
nevezziik. Két kifejezés azonossagéanak a tényét tugy fejezziik ki, hogy leirjuk a két
kifejezést, és kozéjiik tessziik az = (azonossdg) vagy grafikus egyenldség jelét. Egyidejtleg
kikotjiik, hogy a = szimboélum egyetlen matematikai nyelvben sem lehet logikai vagy
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matematikai fliggvényjel.

Vigyazzunk az azonossdg és az egyenldség fogalmanak pontos megkiilonboztetésé-
re! Példaul az aritmetika matematikai nyelvében a 2 + 1 szimbolummal jelolt kifejezés
nem azonos a 3-mal jelolt kifejezéssel, mert a definiciok szerint 2 + 1 = +##0+#0
és 3 = ###0; ugyanakkor az aritmetikdban "igaz" a 2 + 1 = 3 kijelentés, tehéat
ezek a kifejezések egyenldek. Az egyenlGség és azonossag kozotti lényeges kiilonbség
az, hogy két kifejezés azonossaga csak a szintaktikus szerkezetiikon mulik, ugyanakkor
az egyenlGségiik fligg annak az elméletnek az igazsag-fogalmatol, amelynek nyelvében
elallitottuk Gket. Erre a kérdésre még visszatériink az 5. pontban.

Megallapodunk abban, hogy matematikai nyelv tetszéleges valtozojanak (illetve ki-
fejezésének) jeldlésére vastagon irt, esetleg vesszdkkel ellatott latin kisbettiket (illetve
nagybetiiket) hasznalunk. Tehat x (illetve A) tetszéleges valtozot (illetve kifejezést)
jelol, ami egyaltalan nem sziikségképpen azonos az z (illetve A) bettivel.

Csaktgy, mint az itéletkalkulus nyelvének esetében, itt is nagy kiilonbség van egy
kifejezés, valamint a kifejezés jelolése kozott. A matematikai nyelvek kifejezéseinek
elgallitasdhoz csak a matematikai nyelvek szimboélumait alkalmazhatjuk, ugyanakkor egy
kifejezés jelolése céljabol barmely olyan szimbo6lum hasznalhato, amelybdl egyértelmien
rekonstrualhato az a Kkifejezés, amelynek a jelolésérsl van szo. Példaul a zarojeleket
gyakran hasznaljuk a kifejezések jelolésekor, holott azok nem szimboélumai a matematikai
nyelveknek. Azonban a gordiilékenyebb fogalmazas kedvéért néha elmosodik a kiilonbség
a kifejezés és annak jelolése kozott. A tovabbiakban sokszor mondjuk azt, hogy "A a
matematikai nyelv kifejezése", holott valojaban tgy kellene fogalmazni, hogy "A jeloli
az itéletkalkulusnak egy kifejezését".

A tovabbiakban gyakran el6fordul az a kijelentés, hogy "egy x véaltozd szerepel
az A kifejezésben". Intuitive vilagos ennek a kijelentésnek az értelme, tovabba az
is nyilvanvald, hogy az x valtozo és az A kifejezés karaktereinek Osszehasonlitasaval
donthets el e kijelentés helyessége. Vildgos, hogy egy x valtozd az A kifejezésben tobb
karakterpozicioban is szerepelhet; minden ilyen szereplést az x valtozo eldforduldsinak
nevezziik az A kifejezésben.

Egy matematikai nyelv kifejezéseinek Osszességén a kovetkezd formalis manipulaciok
hajthatok végre:

—  két kifejezés egymas mellé illesztése (konkatendcid); ha A és B kifejezések, akkor az
ezek konkatenalasaval nyert kifejezést AB jeloli;

— valtozd helyettesitése egy kifejezésben valamely kifejezéssel; ha T, A kifejezések és
x valtozo, akkor (T|x)A jeloli azt a kifejezést, amit ugy kapunk, hogy az A-ban az x
minden el6fordulasa helyére a T kifejezést helyettesitjiik;

— kifejezés két karakterének dsszekdtése egy vonallal, amely a kifejezés felett halad;
— karakter torlése egy kifejezésben.

Megjegyezziik, hogy ha A, T kifejezések és x valtozo egy matematikai nyelvben, akkor
(T|x)A elsallitasakor az x minden A-beli eléfordulasa helyére egyszerre helyettesitjiik
be T-t és nem egymaés utan; ez akkor fontos koriilmény, ha x szerepel T-ben.

Jel6lés. (A Hilbert-féle e-szimbélum.) Legyen A kifejezés és x valtozd egy ma-
tematikai nyelvben. Ekkor ex(A) jeloli azt a kifejezést, amelyet ugy kapunk, hogy az
eA Kkifejezésben x minden el6fordulasa helyére a [0 szimbélumot helyettesitjiik, és e-t
Osszekotjik az igy bevezetett [ jellel egy olyan vonallal, amely a karakterlanc felett
halad.
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1
Példaul az ex(— = xy)-szel jelolt kifejezés az e- = O y karakterlanc.
Vigyazzunk arra, hogy ha x szerepel A-ban, akkor ex(A) nem azonos az (O|x)A
kifejezéssel. A kettd kozott az a kiilonbség, hogy ex(A)-ban az x helyére tett [ szimbo-
lumokat dsszekdtjik e-nal egy olyan vonallal, amely a kifejezés felett halad, mig e(0|x)A-
bol ezek az Gsszekotd vonalak hidnyoznak. Tehat az ex(A)-val jelolt kifejezésben nem
szerepel az x valtozo (ugyanigy, mint €(0J]|x)A-ban sem), azonban e4(A)-bol rekonstru-
alhato az, hogy a [ szimbolummal valo helyettesités el6tt mely karakterpoziciokban volt
jelen A-ban az x valtozo, ugyanakkor az ¢(|x)A kifejezésbdl gy tiinik el az x valtozo,
hogy annak eredeti A-beli poziciéi mar felderithetetlenek.

Természetesen felvetddik a kérdés, hogy mi az ex(A) kifejezés értelme? A matema-
tikai nyelvek elmélete kifejtésének jelenlegi szintjén ez a kérdés még nem valaszolhatod
meg. Ezen a szinten még a matematikai nyelvek egyetlen kifejezésének sincs értelme;
a kifejezések értelmességének fogalméat késébb vezetjiik be. Annyit elézetesen is érde-
mes megemliteni, hogy a Hilbert altal bevezetett e-szimbolum segitségével lehet majd
értelmezni az egzisztencidlis és univerzdlis kvantorokat gy, hogy azok mind szintaktikus,
mind szemantikus szempontbdl tgy viselkedjenek, ahogy azt a mindennapi matematikai
gyakorlatban elvarjuk télik.

2.1.3. Allitas. (A helyettesitések felcserélésének szabalya.) Legyenck A, T és
S kifejezések, tovdbbd x és'y kilonbozd valtozok egy matematikai nyelvben. Ha x nem
szerepel S-ben, akkor

(SIy)(T]x)A) = ((Sly)Tx)((Sly)A).

Bizonyitds. Az (S|y)((T|x)A) kifejezés elsallitasanak els6 lépéseként az A kifejezésben
az x minden el6fordulasa helyére a T kifejezést helyettesitjiik. Az igy nyert (T|x)A
kifejezésben az y valtozé minden olyan helyen szerepel, ahol eredetileg A-ban szerepelt,
tovabba azokon a helyeken is, amelyek a T egyes el6forduldsaiban vannak, az x kicserélé-
se utan. Ezért az S behelyettesitése az y helyére a (T|x)A kifejezésben azt eredményezi,
hogy S keriil az y minden eredeti A-beli el6fordulésa helyére és mindazokra a helyekre
T-ben, ahol T-ben el6fordulnak, az x valtozé T-re valo kicserélése utan. Az x és y valto-
zok kiilonbozdek, és x nem szerepel S-ben, ezért ez nyilvanvaloan az ((S|y)T|x)((S|y)A)
kifejezés. M

Az el6zé allitasban lényeges, hogy x nem szerepel S-ben. Ha nem igy van, akkor els-
fordulhat az, hogy x szerepel (S|y)((T|x)A)-ben, de nem szerepel ((S|y)T|x)((S|y)A)-
ban, igy ezek a kifejezések kiilonbozdek. Példaul, ha x és y kiillonbo6z6 valtozok, valamint
z olyan valtozo, amely x-t6l és y-to6l kiilonbozik, és S = x, T =z és A =y, akkor

(SIY)((T[x)A) = (x[y) ((z[x)y) = (xly)y = x,
((SIY)T[x)((Sly)A) = ((xy)z[x)((x]y)y) = (z[x)x = 2,

ezért (Sly)((T|x)A) és ((S|y)T|x)((S|ly)A) kilonbozsek.

Ugyanakkor az is fontos, hogy x és y kiilonbozdek legyenek, ha ugyanis T és S olyan
kifejezések, amelyekben x nem szerepel, akkor

(Sh)((T[x)x)

=(Sx)T=T
((S[x)Tx)((S[x)x) =

(T|x)S =8,



2.1. FORMALIS MATEMATIKAI NYELVEK 43

tehat ha T és S kiilonbozdek, akkor az A = x valasztassal kapjuk, hogy a (S|x)((T|x)A)
és ((S|x)T|x)((S|x)A) kifejezések kiilonbozsek.

Ezért a helyettesitések felcserélésének szabalyat csak azzal a feltétellel alkalmazhat-
juk, hogy x és y kiilonbozbek, és x nem szerepel S-ben.

2.1.4. Allitas. (A helyettesitések tranzitivitasanak szabalya.) Legyenek A, T ki-
fejezések, valamint x és'y vdltozok eqy matematikar nyelvben. Ha'y nem szerepel A-ban,

akkor
(Tx)A = (Tly)((y[x)A).

Bizonyitds. Az y valtozo nem szerepel A-ban, ezért az (y|x)A kifejezésben y azokon
és csakis azokon a helyeken szerepel, ahol A-ban az x szerepel. Tehét , (y|x)A-ban
az y minden el6fordulésa helyére a T-t helyettesitve ugyanazt a kifejezést kapjuk, mint
amikor az x minden A-beli el6fordulésa helyére a T-t helyettesitjiik. B

Az el6z6 allitasban 1ényeges, hogy y ne szerepeljen A-ban. Példaul ha x és y kiilon-
bozéek, akkor

(Tly)((y|x)(xy)) = (Tly)(yy) = TT,
(T[x)(xy) = Ty,

ezért ha T kiilonbozik y-tol, akkor az A = xy valasztéassal kapjuk, hogy a (T|y)((y|x)A)
és (T|x)A kifejezések kiilonbozGek. Tehat fel kell tenni, hogy y nem szerepel A-ban,
azonban x =y megengedhetd, hiszen ekkor nyilvanvalo, hogy

(TIy)((yx)A) = (TIx)((x[x)A) = (T|x)A.

2.1.5. Allitas. (A helyettesités szabalya e-kifejezésekben.) Legyenck A, T kife-
jezések €s X,y kiilonbozd vdltozok eqy matematikai nyelvben. Ha x nem szerepel T-ben,

akkor
(Tly)ex(A) = ex((Ty)A).

Bizonyitds. Az x és 'y valtozok kiilonbozéek, és x nem szerepel T-ben, ezért a (T|y)A
kifejezésben az x azokon és csakis azokon a helyeken szerepel, ahol A-ban szerepel.
A (T|y)A kifejezésbdl ugy nyerjik ex((T|y)A)-t, hogy (T|y)A-ban az x minden
elfordulésa helyére [I-t helyettesitiink és e-t Osszekotjiik a [ jellel egy olyan vonallal,
amely £(T|y)A felett halad. Ekkor az x minden A-beli el6fordulasa helyére OJ keriil és
megjelenik egy (T|y)(cA) felett halado 6sszekotd vonal e és O kozott. Nyilvanvalo, hogy
az igy nyert kifejezés éppen (T|y)ex(A). B

Az el6z6 allitasban lényeges, hogy x nem szerepel T-ben, kiilonben el&fordulhat,
hogy x szerepel (T|y)ex(A)-ban, de természetesen nem szerepel ex((T|y)A)-ban.
Ugyanakkor azt sem szabad megengedni, hogy x és y azonosak legyenek, mert ekkor
(T|y)ex(A) = ex(A), de (T|x)A lehet az A-t6l annyira kiillonbozs, hogy ex(A) és
ex((T]x)A) kiilonbozsek.

2.1.6. Allitas. (A helyettesitések tranzitivitasanak szabalya e-kifejezésekben.)
Legyen A kifejezés és x wvdltozo eqy matematikai nyelvben. Ha y olyan vdltozo, amely
nem szerepel A-ban, akkor

ex(A) = gy ((y[x)A).
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Bizonyitds. Az y valtozo nem szerepel A-ban, ezért az £(y|x)A kifejezésben az y azokon
és csakis azokon a helyeken szerepel, ahol A-ban az x szerepel. Tehat €(y|x)A-ban az y
minden el6fordulasa helyére (-t helyettesitve és az ¢ jelet [I-szel Gsszekotve egy e(y|x)A
felett haladd vonallal ugyanazt a kifejezést kapjuk, mint amikor az x minden £A-beli
el6fordulésa helyére a [I-t helyettesitjiik, majd az ¢ jelet [-szel 0sszekotjiik egy cA felett
halad6 vonallal. Az el6bbi kifejezés azonos ey ((y|x)A)-val, mig az utébbi azonos ex(A)-
val.

Az el6z§ allitasban lényeges, hogy y nem szerepel A-ban, mert ekkor kiilonb6z6 x és
y esetén az ex(A) kifejezésben szitkségképpen szerepel az y valtozo, de ez biztosan nem
szerepelhet ey ((y|x)A)-ban.

Most megfogalmazzuk azt a meglehetGsen bonyolult szabalyt, amelynek segitsé-
gével kijelolhetGek egy matematikai nyelv értelmes kifejezései; vagyis a kifejezések
értelmességének definicigjat fogjuk megadni. Latjuk majd, hogy kétféle lényegesen
kiilonboz6 értelmes kifejezés létezik: az objektumok és a formuldk. Az objektumok (illetve
formulak) a természetes matematikai nyelven megfogalmazhaté6 matematikai dolgok
(illetve allitasok) formalis megfelelsi (formalizdltjai). Kideril, hogy az objektumokat
és formulakat nem egymastol fliggetleniil értelmezziik, hasonléan ahhoz, ahogy a
természetes matematikai nyelvben tessziik.

2.1.7. Definicié. Egy matematikai nyelv kifejezését

— els6fajinak nevezziik, ha wvdltozo, wvagy az e szimbdlummal, vagy matematikai
fugguényjellel kezdddik;

— masodfajinak nevezziik, ha a — és V szimbolumok valamelyikével, vagy logikai
fugguényjellel kezdddik;

2.1.8. Definicié. (A matematikai nyelvek objektumai és formulai.) Egy mate-
matikai nyelv objektum-formula konstrukciojanak nevezzik a nyelv kifejezéseinek
barmely olyan (Aq, As, ..., A,) n-esét, amelyre minden 1<k<n esetén a kivetkezd fel-
tételek valamelyike teljestil:

(1) Ay wdltozd vagy konstans;
(2) létezik olyan 1<j<k szam, hogy A; mdsodfaji és Ay = —~A;;

(3)

(4) létezik olyan 1<j<k szdm és létezik olyan x vdltozd, hogy A; mdsodfaji és Ay =

x(A;);

(5) létezik olyan m-vdltozds f logikai vagy matematikai fligguény és léteznek olyan
1<j1,. .., jm<k szdmok, hogy minden 1<p<m szdmra A;, elsdfaji és A, =fA; ... A; .

léteznek olyan 1<i, j<k szamok, hogy A; és A; mdsodfajiak és A, = VA;A;;

n

Egy matematikai nyelv A kifejezését objektumnak (illetve formulanak) nevezzik, ha
A elséfaju (illetve mdsodfaji) és létezik a nyelunek olyan (A4, As,...,A,) objektum-
formula konstrukcidja, hogy A = A,,.

A definiciobol lathatd, hogy egy matematikai nyelv formuldja olyan kifejezés,
amely vagy logikai fiiggvényjellel, vagy a — és V szimbo6lumok valamelyikével kezd&dik.
Ugyanakkor minden valtoz6 és minden konstans objektum, tovabba egy valtozotol
kiilonb6z6 objektum elsé karaktere matematikai fliggvényjel vagy az ¢ szimbolum.

Természetesen léteznek olyan kifejezések, amelyek se nem els6fajuak, se nem ma-
sodfajuak. Példaul minden [J-sel kezd6dé kifejezés ilyen, tovabbé, ha x valtozo és A
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tetszéleges kifejezés, akkor az xA kifejezés is ilyen.

A V logikai operatorral kapcsolatban gyakran alkalmazzuk az infix jelélési konvencidt,
ami azt jelenti, hogy ha A és B kifejezések egy matematikai nyelvben, akkor a
VAB kifejezést az A V B jellel jeloljik. Természetesen az infix jelolés alkalmazasakor
elkeriilhetetlenné valik a zardjelek helyes hasznalata.

2.1.9. Definicié. Ha A és B kifejezések egy matematikai nyelvben, akkor

e A = B jeloli a V-AB kifejezést, vagyis A = B = (-A) V B;

o A AB jeloli a =V ~A—B kifejezést, vagyis ANB = —=((-A) Vv (-B));

e A&B jelolia =V -V -AB-V -BA kifejezést, azaz AeB = (A =B)A(B=A);

A =, N, & szimbdlumot rendre implikacionak, konjunkcionak, ekvivalencianak
nevezzik. Az N\ szimbolum helyett az & szimbdlumot is haszndljuk.

Természetesen megkdveteljiik, hogy matematikai nyelv egyetlen logikai vagy mate-
matikai fiiggvénye se legyen azonos a =, A és < szimbo6lumok egyikével sem.

2.1.10. Allitas. Ha A és B formuldk eqy matematikai nyelvben akkor a —=A, A V B,
A = B, AANB és ASB kifejezések szintén formuldk. Ha f n-vdltozds logikai
(illetve matematikai) figgvény és'Ty, ..., T, objektumok egy matematikai nyelvben, akkor
fT1...T, formula (illetve objektum). Ha A formula és x wvdltozé egy matematikai
nyelvben, akkor ex(A) objektum.

Bizonyitds. Legyenek (A, A, ..., A,) és (By,Bs,...,B,,) olyan objektum-formula
konstrukciok, hogy A = A,, és B = B,,, tovabba tegyiik fel, hogy A és B mésodfaju
kifejezések (vagyis formulék). Nyilvanvalo, hogy

(AlaA27 <. 7An7 ﬁ*An)a
(A17A27 cee vATL)BlaBQ? o 7Bm7 \/Aan)

objektum-formula konstrukciok, -A = -A,,, AvB =VA,B,, és -A,,, VA, B,, méasod-
faju kifejezések, ezért —A és A V B formulak. Az implikécio, konjunkcié és ekvivalencia
értelmezése alapjan ebbdl adodik, hogy az A = B, A A B és A< B kifejezések szintén
formuléak.

Legyen | n-valtozos logikai vagy matematikai fiiggvény és legyenek Ti,..., T, objek-
tumok. Minden 1<k<n szamra legyen (Ay1, Aka, ..., Agm,) olyan objektum-formula
konstrukcio, hogy Ty = Ay, . Nyilvanval6, hogy a

(Al,h A1,27 s 7A1,m17 s An,lu An,27 s 7An,mn7fA1,m1 e An,mn)

olyan objektum-formula konstrukci6, amelyre fT; ... T, =fA;,, ... A, ;.. Ha f logikai
(illetve matematikai) figgvény, akkor sT;...T, masodfaju (illetve elséfaju) kifejezeés,
ezért sTy ... T, formula (illetve objektum).

Legyen A formula, x valtozo, és (A1, As, ..., A,) olyan objektum-formula konstrukcio,
hogy A = A,,. Nyilvanval6, hogy

(A-17 A27 s 7A'TL7 ‘SX(A‘TL))

objektum-formula konstrukcio, hiszen A,, masodfaji, tovabba ex(A,,) = ex(A) és ex(A)
elséfaju kifejezés, ezért ex(A) objektum. W
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A logikai és matematikai fiiggvényjelek alkalmazésakor gyakran alkalmazzuk a
funkciondlis jelolést, ami azt jelenti, hogy ha | n-valtozos logikai vagy matematikai
fiiggvény és Ty,..., T, kifejezések, akkor az {T;...T, szimb6lum helyett azt irjuk,
hogy f(Ty,...,T,). Ez a jelolés azt sugallja, hogy minden f n-valtozos logikai vagy
matematikai fiiggvényhez hozzarendelhet§ egy olyan fiiggvény, amely a matematikai
nyelv minden (T4, ..., T,) kifejezés n-eséhez az f(Ty, ..., T,) kifejezést rendeli. Az el6z6
allitasbol lathato, hogy ha f n-valtozos logikai (illetve matematikai) fiiggvény, akkor f-
hez hozzarendelhet§ az a fiiggvény, amely a matematikai nyelv minden (T4,...,T),)
objektum n-eséhez az f(Tq,...,T,) formulat (illetve objektumot) rendeli. Mivel a ma-
tematikai nyelvekre alapozott matematikai elméletek (amelyekrdl a 2.3. pontban lesz
sz0) a nyelv logikai és matematikai fliggvényeire vonatkozo kijelentések vizsgélatéval
foglalkoznak; a matematikai elméleteket fiiggvénykalkulusoknak is szoktak nevezni.

Kétvaltozos logikai és matematikai fliggvények esetében az infix jeldlés is hasznalatos,
ami azt jelenti, hogy ha f kétvaltozos logikai vagy matematikai fliiggvény és T, S
kifejezések, akkor TS vagy f(T,S) helyett azt irjuk, hogy T f S. Szinte mindig infix
jelolést alkalmazunk az = fliggvény esetében, tehat ha T, S kifejezések, akkor = TS
helyett azt irjuk, hogy T = S, tovabba a — = TS kifejezést a T # S szimbolummal
jeloljiik.

2.1.11. Tétel. (A helyettesités tétele.) Ha A formula (illetve objektum), T objektum
és x vdltozd, akkor (T|x)A formula (illetve objektum).

Bizonyitds. (I) El6szor megmutatjuk, hogy ha (Aj,As, ..., A,) objektum-formula
konstrukci6 és x, y olyan valtozok, hogy y nem szerepel az Aj (1<k<n) Kkife-
jezések egyikében sem, akkor ((y|x)Aq, (y|x)Aq, ..., (y|x)A,) szintén objektum-formula
konstrukci6. Legyen 1<k<n rogzitve.

Tegyiik fel, hogy Aj-ra (1) teljesiil. Ha Ay valtozo, akkor Ay = x esetén (y|x)Ar =y,
ugyanakkor ha Ay nem azonos x-szel, akkor (y|x)Aj = Ay, tehat (y|x)Ay valtozo. Ha
A, konstans, akkor (y|x)Ay = Ay, mert konstansban nem szerepel valtozo, igy (y|x)Ayx
konstans. Tehat (y|x)Ax-ra (1) teljesiil.

Tegyiik fel, hogy Aj-ra (2) teljesill, és legyen 1<j<k olyan szam, hogy A; méasodfaji
és Ay = A, Ekkor (y|x)A, = —(y|x)A; és (y|x)A; masodfaju, ezért (y|x)Ag-ra (2)
teljesiil.

Tegyiik fel, hogy Aj-ra (3) teljesiil, és legyenek 1<i, j<k olyan szamok, hogy A, és A;
masodfajiak és Ay = VA;A;. Ekkor (y|x)Ag = V(y|x)A;(y|x)A; és (y|x)A;, valamint
(y|x)A; masodfajuak, ezért (y|x)Ax-ra (3) teljesiil.

Tegyiik fel, hogy Aj-ra (4) teljestil, és legyen 1<j<k olyan szam és z olyan valtozo, hogy
A, masodfaju és Ay = e,(A;). Ekkor harom eset lehetséges.

e 7z kiilonbozik x-t6l és y-tol; ekkor az e-kifejezésekre vonatkozo helyettesitési szabaly
szerint (y|x)Ay = (¥[x)e2(Aj) = e.((y|x)A;), tehat (y|x)Ax-ra (4) teljesiil.

e z kiilénbozik y-tol és z = x; ekkor x nem szerepel Aji-ban, hiszen A, = €,(A;)
és z nem szerepel €,(A;)-ben. Ezért (y|x)Ay = Ay = ex(A;) és a feltevés szerint y
nem szerepel A j-ben, igy az e-kifejezésekre vonatkoz6 helyettesitések tranzitivitasanak
szabalyat alkalmazva (y|x)A; = ex(A;) = ey ((y|x)A;), igy (y|x)Aj-ra (4) teljesiil.

e z = y; ekkor (y|x)Ax = (y[x)ez(A;) = ey(A;) = (y|x)(eA;) = e(y|x)A,, mert
y nem szerepel A;-ben, ugyanakkor e(y|x)A; = £,((y|x)A;), ahol u tetszéleges olyan
valtozo, amely y-tol kiilonbozik és nem szerepel A;-ben; tehat (y|x)Aj-ra (4) teljesil.
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Tegyiik fel, hogy Aj-ra (5) teljesiil, és legyen { olyan m-véltozos logikai (illetve

matematikai) fliggvény és legyenek 1<jy,. .., jn<k olyan szamok, hogy minden 1<p<m
szamra A els6faju és Ay = fA; ... A; . Az x valtoz6 nem szerepel f-ben, igy

(yIx)Ar =f(y|x)Aj, ... (¥|x)A;,, ezért (y|x)Ay-ra (5) teljesil.

(IT) Most megmutatjuk, hogy ha A formula (illetve objektum) és x, y valtozok, akkor
az (y|x)A kifejezés formula (illetve objektum). Ehhez legyen (A, As, ..., A,) olyan
objektum-formula konstrukcié, hogy A = A,,. Azt fogjuk bizonyitani, hogy minden
1<k<nszamra: ha A formula (illetve objektum), akkor (y|x)Ay szintén formula (illetve
objektum).

Az A, kifejezés csakis valtozo vagy konstans lehet; ekkor (y|x)A; is valtozd vagy
konstans, tehat objektum.

Legyen a 1<k<n szam rogitve, és tegyiik fel, hogy minden 1<j<k szamra: ha A;
formula (illetve objektum), akkor (y|x)A; szintén formula (illetve objektum). Meg
fogjuk mutatni, hogy ha A formula (illetve objektum), akkor (y|x)Aj szintén formula
(illetve objektum).

Tegyiik fel el6szor, hogy Ay formula. Ekkor Ay mésodfaju, és a kovetkezd esetek lehet-
ségesek:

o Aj-ra (2) teljesiil; legyen 1<j<k olyan szam, hogy A; mésodfaju és Ay,
A, formula, tehat a hipotézis alapjan (y|x)A; formula, tovabba (y|x)Aj
igy (y|x)Ay formula.

—A,;. Ekkor
—((y[x)A;),

o Aj-ra (3) teljesil; legyenek 1<i, j<k olyan szamok, hogy A; és A; méasodfajuak és
A, = VA;A;. Ekkor A; és A, formulak, tehat a hipotézis alapjan (y|x)A; és (y|x)A;
formulak, tovabba (y|x)A; = V((y|x)A;)((y|x)A;), igy (y|x)A) formula.

e Aj-ra (5) teljesiil; legyen f olyan m-valtozos logikai fiiggvény és tegyiik fel, hogy
1<j1,...,jm<k olyan szdmok, hogy minden 1<p<m szamra A; elséfajia és A, =
fAj ... Aj, . Ekkor minden 1<p<m szamra A; objektum, tehat a hipotézis alapjan
minden 1<p<m szamra (y|x)A;, objektum. Ugyanakkor nyilvanvalo, hogy (y|x)A; =
f((y|x)Aj) .. ((y|x)A;,), tehat az el6z6 allitas alapjan (y|x)Ay formula.

Tegyiik most fel, hogy Ay objektum. Ekkor Aj elséfaji, és a kovetkezs esetek lehetsé-
gesek:

o Aj-ra (1) teljesiil, vagyis Ay valtozo vagy konstans. Ekkor (y|x)Ay is valtozo vagy
konstans, tehat objektum.

o Aj-ra (4) teljesiil; legyen 1<j<k olyan szam és z olyan valtozo, hogy A; mésodfaju és
Ay =¢,(A;). Ekkor A; formula, tehat a hipotézis alapjan (y|x)A; is formula. Harom
eset lehetséges:

— z kiilonbozik x-t6] és y-tol; ekkor az e-kifejezésekre vonatkozo helyettesitési szabély
szerint (y|x)Ar = (¥|x)e2(A;) = e,((y|x)A,), tehat az el6z6 allitas szerint (y|x)Ay
objektum.

— z kiilonbozik y-t6l és z = x; ekkor x nem szerepel Aj-ban, hiszen Ay, = ¢,(A;) és z
nem szerepel €,(A;)-ben. Ezért (y|x)Ay, = Ay, tehat (y|x)Ay objektum.

— z =Yy, ekkor legyen u olyan valtoz6, amely x-t6l és y-tol kiilonbozik, tovabba nem
szerepel az A4, ..., A, kifejezések egyikében sem. Az (I) alapjan ((uly)As,..., (uly)A;)
objektum-formula konstrukeio, és szintén az (I) szerint ((y|x)(uly)Aq, ..., (y|x)(uly)A;)
is objektum-formula konstrukci6, hiszen y nem szerepel az (uly)A,...,(uly)A;
kifejezések egyikében sem. Vilagos, hogy (u|y)A; és (y|x)(uly)A; masodfaju kifejezések,
mert A; masodfaja, hiszen formula. Ezért (y|x)(uly)A; is formula, ugyanakkor az e-
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kifejezésekre vonatkozo helyettesitések tranzitivitdsanak szabalya és az e-kifejezésekre
vonatkozo6 helyettesités szabaly szerint

(Y[x) AL = (yx)e=(Ay) = gy(A;) = (Yx)eu((uly)A;) = eul(ylx)(uly)A;),

mert u kiilonbozik x-t6l és y-tol, és u nem szerepel Aj-ben. Ebbdl kévetkezik, hogy
(y|x)Ay objektum.

e Aj-ra (5) teljesiil; legyen f olyan m-valtozos matematikai fiiggvény és tegyiik fel,
hogy 1<ji,...,jm<k olyan szamok, hogy minden 1<p<m szadmra A; els6faju és
A, = fA;, ... Aj,. Ekkor minden 1<p<m szamra A; objektum, tehat a hipotézis
alapjan minden 1<p<m szamra (y|x)A; objektum. Ugyanakkor nyilvinval6, hogy
(yIx)Ar = f((y[x)Aj,) ... ((y|x)A,,.), igy az el6z6 allitas alapjan (y|x)Ay objektum.

(IIT) Legyen A formula (illetve objektum), T objektum, x valtozo, és (Aj, Ay, ..., A,)
olyan objektum-formula konstrukcié, hogy A = A,,. Tegyiik fel tovabba, hogy egyet-
len T-ben szerepld valtozd sem szerepel az A, Ao, ..., A, kifejezések egyikében sem.
Megmutatjuk, hogy ekkor a (T|x)A kifejezés formula (illetve objektum). Azt fogjuk
bizonyitani, hogy minden 1<k<n szamra: ha A, formula (illetve objektum), akkor
(T|x)Ay formula (illetve objektum).

Az A, kifejezés csakis valtozd vagy konstans lehet; ekkor (T|x)A; is valtozd vagy
konstans, tehat objektum.

Legyen a 1<k<n szam rogitve, és tegyiik fel, hogy minden 1<j<k szamra: ha
A, formula (illetve objektum), akkor (T|x)A; szintén formula (illetve objektum).
Megmutatjuk, hogy ha A, formula (illetve objektum), akkor (T|x)Aj szintén formula
(illetve objektum).

Tegyiik fel elgszor, hogy Ay formula. Ekkor A, masodfaji, és a kovetkezs esetek
lehetségesek:

o Aj-ra (2) teljesiil; legyen 1<j<k olyan szam, hogy A; mésodfaji és A, = —A,. Ekkor
A, formula, tehat a hipotézis alapjan (T|x)A ; formula, tovabba (T|x)A), = =((T|x)A;),
igy (T|x)Ay formula.

o Aj-ra (3) teljesiil; legyenek 1<i, j<k olyan szamok, hogy A; és A; méasodfajuak és
A, =VA,A;. Ekkor A; és A; formulak, tehat a hipotézis alapjan (T|x)A; és (T|x)A;
formulak, tovabba (T|x)Aj, = V((T|x)A;)((T|x)A;), igy (T|x)A formula.

o Aj-ra (5) teljesiil; legyen f olyan m-valtozos logikai fiiggvény és tegyiik fel, hogy
1<j1,...,jm<k olyan szdmok, hogy minden 1<p<m szamra A; elséfajia és A, =
fAj ... Aj, . Ekkor minden 1<p<m szamra A; objektum, tehat a hipotézis alapjan
minden 1<p<m szamra (T|x)A; objektum. Ugyanakkor nyilvinvalo, hogy (T|x)A; =
f((T|x)Aj,)...((T|x)A;,), tehat az el6zs allitas alapjan (T|x)Aj, formula.

Tegyiik most fel, hogy Ay objektum. Ekkor Aj elséfaji, és a kovetkezs esetek lehetsé-
gesek:

o Ajra (1) teljesiil, vagyis Ay valtozo vagy konstans. Ekkor A; = x esetén
(T|x)Ar = T, tehat (T|x)Ay objektum, ugyanakkor, ha A; nem azonos x-szel, akkor
(T|x)Ax = Ay, tehat (T|x)Ay konstans, igy objektum.

o Aj-ra (4) teljesiil; legyen 1<j<k olyan szam és z olyan valtozo, hogy A; mésodfaju és
Ay =¢e,(A;). Ekkor A; formula, tehat a hipotézis alapjan (T|x)A; is formula. Harom
eset lehetséges:

— z kiilonbozik x-t6l és nem szerepel T-ben; ekkor az e-kifejezésekre vonatkozo
helyettesitési szabaly szerint (T|x)A, = (T|x)e.(A;) = ,((T|x)A;), tehat az el6z6
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allitas szerint (T|x)Ay objektum.

— z = x; ekkor x nem szerepel Aj-ban, hiszen Ay = ¢,(A;) és z nem szerepel ¢,(A,)-
ben. Ezért (T|x)Ay = Ay, igy (T|x)A) objektum.

— z szerepel T-ben; ekkor a fekltevés szerint z nem szerepel az Ay, A,, ..., A, kifejezések
egyikében sem, igy Ay = £,(A;) = €A, tehat (T|x)Ar = ((T|x)A;). Ha u olyan
valtozo, amely T-ben és A;-ben nem szerepel, akkor u nem szerepel (T|x)A;-ben sem,
kovetkezésképpen e(T|x)A; = £,((T|x)A;). De tudjuk, hogy (T|x)A; formula, tehat az
el6z6 allitas szerint e, ((T|x)A;) objektum, igy (T|x)Aj objektum.

e Aj,-ra (5) teljesiil; legyen f olyan m-valtozos matematikai fiiggvény és tegyiik fel,
hogy 1<ji,...,Jjm<k olyan szamok, hogy minden 1<p<m szamra A, els6faju és
A, = fA; ... Aj,. Ekkor minden 1<p<m szamra A; objektum, tehat a hipotézis
alapjan minden 1<p<m szamra (T|x)A; objektum. Ugyanakkor nyilvanval6, hogy
(T|x)Ar =f((T|x)A;,) ... ((T|x)A;,,), tehét az el6z6 allitas alapjan (T|x)Ay objektum.
(IV) Attérve az altalanos esetre; legyen A formula (illetve objektum), T objektum, x
valtozo és (A1, Ay, ..., A,) olyan objektum-formula konstrukecio, hogy A = A,,.

Ha T-ben nem szerepel valtozo, akkor a (II1) feltételei teljesiilnek, igy a (T|x)A kifejezés
formula (illetve objektum).

Tegyiik fel, hogy T-ben szerepel valamelyik valtozo, és jelolje x1,Xs,...,X,, az 0sszes
T-ben szereplé valtozot. Legyen (y1,¥2,...,¥m) olyan valtozo m-es, hogy minden
1<k<m esetén y, az x1, X, . . . , X;, valtozok mindegyikétdl kiilonbozik és yi nem szerepel

az A1, A, ..., A, kifejezések egyikében sem. A (II) alapjan (yi|x1)...(Ym|Xm)T
objektum, tovabbé a helyettesitések felcserélésének szabalya szerint

(T)A = (xafyn) - (Kmlym)(((ya]x1) - (ym[xm) TIx)A)

Tehat ha T’ jeloli az (yi|x1) ... (¥Ym|Xm)T objektumot, és (T'|x)A formula (illetve ob-
jektum) volna, akkor a (IT) alapjan kapnank, hogy (T|x)A formula (illetve objektum).
De a T' objektumban szerepld valtozok nem szerepelnek az Aj, As, ..., A, kifejezések
egyikében sem, tehat a (III) szerint (T'|x)A formula (illetve objektum). W

Viladgos, hogy az imént bizonyitott tételnek az az értelme, hogy egy valtozot objek-
tummal helyettesitve formulaban (illetve objektumban) formulat (illetve objektumot)
nyeriink. Ez azt is mutatja, hogy ha A nem zdrt formula (illetve objektum) egy ma-

tematikai nyelvben és xi,...,x, az A-ben szerepld kiilonbozd§ valtozok, akkor A-val
kapcsolatba hozhato az a fiiggvény, amely a matematikai nyelv minden (T4y,...,T,)

objektum n-eséhez azt a formulat (illetve objektumot) rendeli, amit ugy kapunk, hogy
A-ban minden 1<k<n szamra x; helyére Tj-t helyettesitiink egyszerre; ezt a formu-
lat (illetve objektumot) a (Ty,..., Ty|x1,...,x,)A vagy A(Ty,...,T,) szimbolummal
jeloljiik.

2.2. Egzisztencialis és univerzalis kvantor

2.2.1. Definicié. (A kvantorok értelmezése.) Ha A Fkifejezés és x wvdltozo eqy
matematikar nyelvben, akkor

o (Ix)A jeloli az (ex(A)|x)A kifejezést;
o (Vx)A jeldli a —((Fx)(—A)) kifejezést.

A 3 (illetve V) szimbolumot egzisztencialis (illetve univerzalis) kvantornak nevezziik.



50 2. AXIOMATIKUS MATEMATIKAI ELMELETEK

Tehéat, ha A kifejezés és x valtozo egy matematikai nyelvben, akkor a definici6 alapjan
(Vx)A = =((3x)(-A)) = ~((ex(-A)[x)(7A)) = (ex(CA)[x)(77A) = 2= (ex(-A) [x) A.

Az ex(A) és ex(—A) kifejezésekben nem szerepel az x valtozo, ezért x sem a (Ix)A, sem
a (Vx)A kifejezésben nem szerepel.

Fontos latni azt, hogy az egzisztencidlis és univerzélis kvantorok nem tartoznak
hozza a matematikai nyelvek szimbolum-rendszeréhez. Léteznek olyan formélis nyelvek
(példéaul az elsérendd nyelvek), amelyekben a 3 és V szimboélumok logikai operatorok.
Az altalunk vizsgalt matematikai nyelvek szintaxisa szempontjabol a kvantoroknak
egyel6re csak az a jelentGsége, hogy bonyolultabb kifejezések egyszertisitett jelolését
teszik lehetévé. Szemantikus szempontbdl viszont nagyon nagy jelentGségiik van; ez majd
kideriil a matematikai elméletek targyaldsakor. Most néhany kijelentést bizonyitunk a
kvantoros kifejezések szintaktikus tulajdonsagaival kapcsolatban, valamint értelmezziik
a feltételes (vagy masnéven restringdlt) kvantorokat.

2.2.2. Allitas. Ha A formula és x vdltozd egy matematikai nyelvben, akkor a (3x)A és
(Vx)A kifejezések formuldk.

Bizonyitds. Az A, —A & ——A kifejezések formulak, ezért az ex(A) és ex(—A)
kifejezések objektumok, igy a helyettesités tétele alapjan (ex(A)|x)A (vagyis (Ix)A)
s (ex(7A)|x)(—A) (vagyis (Vx)A) formula. W

2.2.3. Allitas. (A valtozok helyettesitésének szabalya kvantoros kifejezések-
ben.) Legyenek A, T kifejezések és x, y kilonbozd vdltozok eqy matematikai nyelvben.
Ha x nem szerepel T-ben, akkor

Bizonyitds. Az e-kifejezésekre vonatkozo helyettesitési szabaly szerint

(Tly)(ex(A)) = ex((Tly)A),

tehat az egzisztencialis kvantor definicidja és a helyettesitések felcserélésének szabalya
alapjan

(TIy)(3x)A) = (Tly)((ex(A)[x)A) = ((T]y)(ex(A))[x)(T]y)A) =
= (ex((Tly)A)[x)((T[y)A) = 3x)((Tly)A).

amint allitottuk. W
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2.2.4. Allitas. (A kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesitések tranziti-
vitasanak szabalya.) Legyenck x, y vdltozok és A kifejezés egy matematikai nyelvben.
Ha y nem szerepel A-ban, akkor

Bizonyitds. Feltehet, hogy y kiilonbozik x-t6l.  Alkalmazva a helyettesitések tran-
zitivitasanak szabalyat e-kifejezésekben azt kapjuk, hogy ey ((y[|x)A) = ex(A), ugyan-
akkor x nem szerepel ex(A)-ban és y nem szerepel A-ban, tehat a helyettesitések
felcserélésének szabalya szerint

By (y[x)A) = (ey (YA ) ((y[x)A) = (ex(A)y)((y[x)A) =

= ((ex(A)[y)y[x)((ex(A)[y)A) = (ex(A)[x)A = (Ix)A.
Ebbdl kovetkezik, hogy

(Vy) ((y|x)A)==((Fx) (~((y[x)A)))=~((3x)((y[x)(—A)))==((Tx) (A ))=(Vx) A,
amint allitottuk. W

2.2.5. Definicio. (A feltételes kvantorok értelmezése.) Ha A, B kifejezések és x
vdltozo eqy matematikai nyelvben, akkor

e (Ipx)A jeloli a (3Ix)(B A A) kifejezést;
o (VBx)A jeloli a —((3px)(—A)) kifejezést.

A Fg (illetve Vg ) jelet B-feltételii egzisztencialis (illetve univerzalis) kvantornak
nevezziik.

Az el6z6ek alapjan nyilvanvald, hogy ha A, B formulak és x valtozo egy matematikai
nyelvben, akkor (Igx)A szintén formula, igy (Vpx)A is formula. Tovabba, a konjunkcio
és az implikacié értelmezése alapjan

(VBx)A = =((FBx)(-A)) = ~((FX)(BA (-A))) =
= =((I)(=((=B) V (=(=A))))) = (vx)(B = (=—A)).
A feltételes kvantorok értelmezése, valamint a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyet-

tesitési szabalyok alapjan kapjuk, hogy ha x, y kiillonb6z6 valtozok és A, B, T kifejezések
egy matematikai nyelvben, és x nem szerepel T-ben, akkor

(Tly)((FBx)A) = Ca1y)Bx) ((Ty)
(Tly)((VBx)A) = (Y(x1y)8%) ((T]y)

Y

il

)

tehat ha y nem szerepel B-ben (a feltételben), akkor

(Tly)((Fsx)A) = Bx)((T[y)A),
(Tly)((vBx)A) = (VBx)((T]y)A).
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2.3. A matematikai elméletek axidbmarendszere

Egy axiomatikus matematikai elmélet definicivja két lépésben torténik. ElGszor
rogzitiink egy formélis matematikai nyelvet, amelyet a sz6ban forgé6 matematikai elmélet
nyelvének neveziink, majd megadunk egy konkrét (axiomatikus) szabélyt, amelynek
segitségével a nyelv formulai koziil kivalaszthatok a tételek, vagyis az elmélet igaznak
mindsitett formulai.

A tovabbiakban kizardlag axiomatikus matematikai elméletekrdl lesz szo, ezért az
"axiomatikus" jelz6t elhagyjuk.

A matematikai elméletek nyelve elméletrél-elméletre valtozhat. Az elmélethez tartozo
nyelvben adjuk meg azokat a logikai és matematikai fiiggvényeket, amelyek segitségével
megfogalmazhatok az elmélet értelmes kifejezései: az objektumok és a formulak.
Természetesen az elmélet nyelvében sok olyan kifejezés is létezik, amely nem objektum és
nem formula. A matematikai elméletekben az objektumok és a formulak szerepe hasonlo.
Az objektumok azért fontosak, mert ezek segitségével lehet nem trividlis (tartalmas)
formulakat elgallitani. A formulédk azért fontosak, mert ezek segitségével lehet nem
trivialis (bonyolult szerkezet) objektumokat elgallitani. Ugyanakkor a formuldk azok
az értelmes kifejezések, amelyekre az axiomatikus igazsdg-fogalmat értelmezhetjiik.

A matematikai elméletekben az igazsag-fogalom tobbféleképpen bevezethetd; itt az
aziomatikus igazsag-fogalomrol lesz sz6. Ennek pontos meghatéarozasihoz (ugyanugy,
mint az itéletkalkulusban) el6irjuk a matematikai elmélet formulainak egy Osszességét (az
aziomarendszert), majd megadjuk azt a szabalyt, amelynek alkalmazasaval az azidmdkbol
(vagyis az axiomarendszer elemeibdl) elGallithatok a tételek (vagyis az igaz fomulak).
Az itéletkalkulushoz képest a matematikai elméletek esetében annyival bonyolultabb a
helyzet, hogy az axiémarendszer nagymértékben strukturdlt, mig az itéletkalkulusban az
axiomarendszer egyszeriien egy itélet-Osszesség volt. Valdjaban az itéletkalkulus Hilbert—
Ackermann-féle axiomarendszerében is megfigyelhets bizonyos strukturaltsag, hiszen ott
is minden axiéma négy itélet-tipus valamelyike lehet. Azonban az itéletkalkulus eseté-
ben ennek nincs kiilénosebb jelentGsége, ugyanakkor a matematikai elméletek axiéoma-
rendszerének strukturaltsidga elvi jelentGségt.

2.3.1. Definicié. Egy matematikai nyelv formuldinak & osszességét formula-sémanak
nevezziik, ha az & minden A elemére, minden x wvdltozora és minden T objektumra a
(T|x)A formula is eleme &-nek.

A formula-sémakra elGirt kovetelményt helyettesités-invariancianak is nevezhetjiik.
Vil4dgos, hogy ha & olyan formulak 6sszessége, amelyekben egyetlen valtozo sem szerepel,
akkor & formula-séma. Az ilyen tipusi formula-sémakat trividlisaknak mondjuk. Most
bevezetjiik a matematikai nyelvek hét legfontosabb nem trividlis formula-sémajat.

2.3.2. Definici6é. (A logikai formula-sémak értelmezése.) Egy matematikai nyelv-
ben

o & jeloli az (A V A) = A alaku formulak dsszességét, ahol A formula;
o &, jeloli az A = (A V B) alaku formuldk 6sszességét, ahol A és B formuldk;
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o &; jeloli az (AVB)=(BV A) alaki formuldk dsszességét, ahol A és B formuldk;

o &, jeloli az (A = B) = ((CV A) = (CV B)) alaki formuldk dsszességét, ahol A,
B és C formuldk;

o &; jeloli a ((T|x)A) = ((Ix)A) alaku formuldk dsszességét, ahol x vdltozo, T objek-
tum és A formula;

o & jeloli a (T=S) = (((T|x)A)<=((S|x)A)) alaki formuldk dsszességét, ahol x vdl-
tozo, T, S objektumok és A formula,

o &; jeloli a ((Vx)(A=B)) = (ex(A)=ecx(B)) alaki formuldk dsszességét, ahol x vdl-
tozo és A, B formuldk.

2.3.3. Allitas. Bdrmely matematikai nyelvben &, &, &5, &4, &5, & és &; formula-
semdk.

Bizonyitds. Legyen y valtozo és R objektum egy rogzitett matematikai nyelvben.

(I) Ha A, B és C formulak, akkor

(Rly)((AVA) =
(Rly)(A = (AV B)
(Rly)(AVB) = (BVA)
(Rly)(A=B) = ((CVA)=(CVB))

A= A,
A’ (A"Vv B,
A'VB') = (B'VA'
A'=B)= ((CVA")= (C'VvB)),

\_/\_/\_/\_/

= (A
(
(
(

ahol A’=(R|y)A, B'=(R|y)B és C'=(R|y)C. A helyettesités tétele alapjan A', B’ és
C’ formulak, ezért &, &,, &3 és &, formula-sémak.

(IT) Tegyiik fel, hogy x valtozo, A formula és legyen D=((T|x)A)=((Ix)A). Megmu-
tatjuk, hogy (R|y)D eleme &;5-nek. Nyivanvalo, hogy

(Rly)D = (Rly)((T]x)A) = ((3x)A)) = (Rly)(Tx)A)) = (R]y)((3x)(A)).

Legyen x’ olyan valtozo, amely y-t6l kiillonbozik és nem szerepel az A és R kifejezésekben.
Ekkor a helyettesitések tranzitivitasdnak és felcserélésének szabélya szerint

(RIY)(Tx)A) = (Rly)(TK)(x'[x)A) = (Ry)T)x)(R]y)((x'|x)A)).

Ugyanakkor a kvantorokra vonatkozo helyettesitések tranzitivitasanak és felcserélésének
szabalya szerint

(Rly)(3Fx)(A)) = RIy)(E)((X[x)A)) = () (RIy)(X[x)A)).
Ebbdl kovetkezik, hogy
(Rly)D = (T')X)A’) = (3X)(A),

ahol T'=(R|y)T és A’=(R|y)((x'|x)A). A helyettesités tétele alapjan T’ objektum és
A’ formula, igy (R|x)D eleme &;-nek.

(ITI) Legyen x valtozo, A formula, T és S objektum, tovabba

D = (T=S) = ((Tx)A)=((S[x)A)).

Nyilvanval6, hogy

(Rly)D = ((Rly)T)=((R]y)S)) = ((R]y)((T|x)A))=((R]y)((S[x)A))).
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Legyen X’ olyan valtozo, amely y-to6l kiilonbozik, és az A, R kifejezésekben nem szerepel.
Ekkor a helyettesitések tranzitivitasdnak és felcserélésének szabalya szerint

(Rly)(TIx)A) = (Rly)(T]X)((X'[x)A)) = (Rly)T)[x) (Rly)((X'|x)A)),
(Rly)((S[x)A) = (R]y)((SIX)((X'[x)A)) = (Rly)S)X)(R]y)((x'|x)A)).
Ebbdl kovetkezik, hogy
(Rly)D = (T'=8") = ((T|x")A")=((S[x)A")),

ahol T'=(R|y)T, S'=(R]y)S ¢s A'=R|y)((x'|x)A). A helyettesités tétele alapjan T
és S’ objektumok, valamint A’ formula, igy (R|y)D eleme &g-nak.

(IV) Legyen x valtozo, A, B formula, tovabba
D = ((vx)(A<B)) = (ex(A)=ex(B)).
Nyilvanvalo, hogy
(Rly)D = ((R]y)((vx)(A=B))) = ((Rly)(ex(A))=(R]y)(ex(B))))-

Legyen x’ olyan véaltozd, amely y-tol kiilonbozik és nem szerepel az A, B, R
kifejezések egyikében sem. Ekkor a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesitések
tranzitivitasanak és felcserélésének szabélyat alkalmazva kapjuk, hogy

(Rly)((¥x)(A=B)) = (Rly)((%)(x [x)(A=B))) =
(Rly) (%) (X)) (¥ x)B)) =(vx)(RIy) (X [x) A)((X[x) B)))) =
= (vx)((Rly) (¥ [x)A))) = (Rly) (x[x)B)))).

Ugyanakkor a helyettesitések tranzitivitasanak és felcserélésének szabalyat alkalmazva
e-kifejezésekben kapjuk, hogy

(Rly)(ex(A)) = (Rly)(ex (X[x)A)) = ex (R]y)(X'x)A))),

(R]y)(ex(B)) = (R]y)(ex ((x'[x)B)) = ex (R]y)((x'|x)B))).
Ebbdl koévetkezik, hogy

(Rly)D = ((vx')(A'=B')) = (ex (A')=2x (B')),

ahol A’=(R|y)((x'|x)A)) és B'=(R|y)((x'|x)B)). A helyettesités tétele alapjan A’ és
B’ formulék, ezért (Rly) eleme &;-nek. W

2.3.4. Definicié. (A matematikai elméletek értelmezése.) Fgy matematikai el-
méletnek hdrom dsszetevdje van.

e Fgy matematikai nyelv, amit a matematikai elmélet nyelvének nevezink.

o A wvdlasztott matematikai nyelv formula-sémdinak bdrmely olyan 6sszessége, amelynek
eleme az &1, &y, &3, &,, &5, & és &; formula-séma. Az igy kijeldlt formula-sémdkat
a matematikai elmélet axibma-sémainak nevezziik. Az &, &,, &3, &, &5, S5 és
&; formula-sémdkat a matematikai elmélet logikai axioma-sémainak nevezziik, mig a
nem logikai axioma-sémdkat a matematikai elmélet matematikai axidéma-sémainak
nevezziik. A matematikai elmélet logikai (illetve matematikai) azioma-sémdinak elemeit
a matematikai elmélet logikai (illetve matematikai) axiémainak nevezziik.

o A wdlasztott matematikai nyelv formuldinak eqy tetszdleges véges Osszessége. Az igy
kyelolt formuldkat a matematikai elmélet explicit axidémainak nevezzik.

A matematikai elmélet axiomainak nevezzik a logikai axiomdit, matematikai axiomdit
€s az explicit axiomdit.



2.3. A MATEMATIKAI ELMELETEK AXIOMARENDSZERE 5%5)

Tehéat egy matematikai elmélet specifikdldsa azt jelenti, hogy rogzitjiik az elmélet
nyelvét (vagyis megadjuk a nyelv logikai sajatfiiggvényeit és a matematikai fliggvényeit),
tovabba meghatéarozzuk az axiomait (vagyis felsoroljuk az explicit axiomait és megadjuk
a matematikai axioma-sémait). Ebbgl lathato, hogy a lehetd legegyszertibb matematikai
elmélet az, amelynek nincs logikai sajatfiiggvénye, nincs matematikai fliggvénye, nincs
matematikai axidoma-séméja és nincs explicit axiomaja. De még ez az elmélet sem
teljesen trivialis, mert a nyelvének szimboluma az = logikai fiiggvény, tovabba vannak
logikai axioma-sémai: az &, &, &3, &, &5, & és &; formula-sémék. Valamivel
bonyolultabb matematikai elmélet az, amelynek nyelve tetszéleges matematikai nyelv,
de nincs matematikai axidma-sémaja és nincs explicit-axiomaja; ezekkel részletesebben
foglalkozunk majd a 3. fejezetben.

Jelolés. Ha T matematikai elmélet, akkor T, jeloli azt a matematikai elméletet,
amelynek nyelve megegyezik a T nyelvével, de Ty-nak nincs matematikai axioma-sémaja
és nincs explicit axioméaja. (Tehat T, ugy all el T-bol, hogy megtartva a T matematikai
nyelvét, toroljiik a T matematikai axibma-sémait és explicit axiomait.)

Gyakran el6fordul az, hogy egy matematikai elmélet explicit axiémaiban semmi-
lyen valtozo nem szerepel. Ekkor az explicit axiomak Osszessége nyilvanvaléan trivialis
formula-séma (azaz helyettesités-invarians). Ilyen matematikai elmélet példaul a halmaz-
elmélet, az aritmetika és a sikgeometria. Ez azonban nem jelenti azt, hogy sziikségtelen
volna olyan matematikai elméletekkel foglalkozni, amelyek explicit axidéméiban szerepel-
nek valtozok. Rovidesen latni fogjuk, hogy az alapvetd bizonyitasi modszerekben (pél-
daul a dedukcio-tétel vagy az indirekt bizonyitéas alkalmazéasakor) az eredeti matematikai
elmélet mellett olyan elméleteket vezetiink be, amelyek explicit axidémaiban szerepelhet-
nek valtozok, akkor is, ha az eredeti elmélet explicit axiomaiban egyéltalan nem szerepel
valtozo.

Matematikai elméletben csak véges sok explicit axiomat engediink meg. Ez biztositja
azt, hogy barmely véges sok valtozohoz létezzen olyan valtozo, amely az adott véltozok
mindegyikétdl kiilonbozik és nem szerepel az elmélet egyetlen explicit axiéméjaban sem.
Ennek a ténynek néhany allitas bizonyitasaban jelentGsége van.

Matematikai elméletekben kiilonleges szerepe van azoknak a valtozoknak, amelyek az
elmélet explicit axidomaiban szerepelnek. Egy explicit axioma megfogalmaz egy konkrét
allitast, amely a benne szerepld valtozokra vonatkozik, vagyis ezek a valtozok eleve ren-
delkeznek egy nem trivialis tulajdonsaggal (ti. azzal, amit az Sket tartalmazo explicit
axioma fejez ki). Ezért az explicit axiomékban szerepls valtozok ugy viselkednek, mintha
adott tulajdonsagu konstansok volnénak, és vigyazni kell akkor, amikor ilyen valtozot
alkalmazunk mas formulakban.

2.3.5. Definicio. (A tétel fogalma.) A T matematikai elmélet A formuldja bizonyi-
tasanak (vagy levezetésének) nevezzik a T formuldinak barmely olyan (A4, ..., A,)
n-esét, amelyre A,=A és minden 1<k<n szamra a kovetkezd feltételek valamelyike tel-
jesiil:

o A, amiomdja T-nek, vagyis Ay logikai axioma, matematikai axioma vagy explicit axi-
oma;

o léteznek olyan 1<i, j<k szdmok, hogy A;=(A; = Ay).

A T matematikai elmélet A formuldjat tételnek (vagy bizonyithatonak, vagy leve-
zethetdnek) nevezzik, ha létezik A-nak bizonyitdisa T-ben. A T matematikai elmélet A
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formuldjat cafolhatémak nevezziik T-ben, ha —A tétel T-ben.

2.3.6. Definicio. (A logikai tétel fogalma.) A T matematikai elmélet A formuldja
logikai bizonyitasanak (vagy logikai levezetésének) nevezzik a T formuldinak
barmely olyan (Aq,...,A,) n-esét, amelyre A,=A és minden 1<k<n szdmra a
kovetkezd feltételek valamelyike teljesiil:

o Ay logikai aziomdja T-nek, vagyis Ay, eleme az Sy, &, &3, &, &5, &4 és &, formula-
sémak valamelyikének;

o léteznek olyan 1<i, j<k szdmok, hogy A;=(A; = Ay).

A T matematikai elmélet A formuldjat logikai tételnek (vagy logikailag bizo-
nyithaténak, vagy logikailag levezethetének) nevezzik, ha létezik A-nak logikai
bizonyitdisa T-ben. A T matematikai elmélet A formuldjdt logikailag cafolhaténak
nevezziik T-ben, ha —~A logikar tétel T-ben.

Nyilvanvalo, hogy egy matematikai elmélet minden logikai tétele egyben tétel is, de
ennek megforditasa éltaldban nem igaz. El6fordulhat az, hogy egy matematikai elmélet
valamely formulajanak létezik bizonyitasa, de barmelyik bizonyitasaban szerepel nem lo-
gikai axiéma; ilyenkor a formula nem logikai tétel. A definiciobol lathato, hogy a logikai
tételek abban az értelemben tisztdn logikai tényeket fejeznek ki, hogy van olyan bizo-
nyitasuk, amely csakis az elmélet logikai axiémaéira hivatkozik. Vilagos tovabba, hogy
egy T matematikai elmélet A formulaja pontosan akkor logikai tétel T-ben, ha A tétel
?Eo—ban.

A definici6é szerint egy matematikai elmélet formuldja pontosan akkor nem tétel, ha
nem létezik levezetése az elméletben. Azt, hogy egy formula tétel, egyszer és mindenkor-
ra eldonthetjiik azzal, hogy megadjuk egy levezetését, ami véges sok 1épésben lehetséges.
Ezzel szemben annak bizonyitasahoz, hogy egy formula nem tétel, el kell gondolni az
elmélet lehetséges levezetéseinek végtelen Gsszességét, és meg kell mutatni, hogy az adott
formula ezek egyikében sem szerepel; ez véges sok 1épésben nem lehetséges. Semmiféle
finit modszer nem adhaté annak bizonyitasara, hogy egy formula nem tétel. Azonban
infinit maodszer 1étezhet; ilyen példaul az értékelések maodszere, amelynek alkalmazéasaval
igazolni fogjuk, hogy minden predikdtumkalkulusnak van olyan formulaja, amely nem
tétel (3.4.2. és 3.4.3.).

Egy természetes nyelven kifejtett (nem formalis) matematikai elmélet kijelentését
1gaznak mondjuk, ha a kijelentés formalizaltja a megfelels formalis axiomatikus mate-
matikai elméletben tétel. De amikor azt allitjuk, hogy egy kijelentés nem igaz, akkor
egyaltalan nem arra gondolunk, hogy a széban forgé kijelentés formalizaltja a megfelel
formalis axiomatikus matematikai elméletben nem tétel, hanem ezen azt értjik, hogy
az illetd formula negdcioja tétel, vagyis a formula cdfolhato. Ez azt jelenti, hogy a naiv
matematikai elméletek igazsag-fogalma és a formalis axiomatikus matematikai elméletek
tétel-fogalma nem teljesen egyenértékid. Ezt ugy is felfoghatjuk, hogy a kétféle igazsag-
fogalom egyenértéki, de ekkor a természetes matematikai nyelv "nem igaz" kijelentése
nem az "igaz" kijelentés tagadasa, vagyis ekkor a naiv logika tagadés-fogalma nem egyen-
értékid a negacioval.



2.4. A MATEMATIKAI ELMELETEK BIZONYITASI MODSZEREI 57

2.4. A matematikai elméletek bizonyitasi modszerei

Most bemutatjuk a matematikai elméletek néhany alapvetGen fontos bizonyitasi
modszerét.

2.4.1. Tétel. (A levalasztas szabalya: modus ponens.) Ha A és B formuldk a T
matematikai elméletben, tovibbd az A és A = B formuldk (logikai) tételek T-ben, akkor
B is (logikai) tétel T-ben.

Bizonyitds. Ha (A1, Ay, ..., A,) az A formula és (B1,B,,...,B,,) az A = B formula
(logikai) bizonyitasa T-ben, akkor nyilvanvald, hogy

<A17A27 s 7An7B17B27 s 7Bm7B)
a B formula (logikai) bizonyitasa T-ben, mert B,,=A,, = B. B

2.4.2. Tétel. (A tételek helyettesités-invarianciaja.) Legyen A formula a T mate-
matikai elméletben. Ha A tétel T-ben és x olyan valtozo, amely nem szerepel a T egyetlen
explicit aziomdjaban sem, akkor barmely T objektumra a (T|x)A formula is tétel T-ben.
Ha A logikai tétel T-ben, akkor barmely x vdltozdra és barmely T objektumra a (T|x)A
formula is logikai tétel T-ben.

Bizonyitds. Legyen (A1, Ag, ..., A,) az A formula bizonyitasa T-ben. Megmutatjuk,
hogy ekkor minden 1<k<n szamra (T|x)Ay tétel T-ben, igy aztan A, =A miatt (T|x)A
is tétel T-ben.

Az A, formula sziikségképpen axiomaja T-nek, tehat A; vagy eleme a T valamelyik
axioma-sémajanak, vagy explicit axioma. Az elsé esetben a formula-sémék helyettesités-
invariancidja miatt (T|x)A; axiomaja T-nek, igy tétel. A masodik esetben (T|x)A1=A4,
mert a feltevés szerint x nem szerepel a T egyetlen explicit axiomajaban sem, tehét
(T|x)A; ismét axiomaja T-nek, igy tétel.

Legyen a 1<k<n szam rogzitve, és tegyiik fel, hogy minden 1<j<k szamra (T|x)A; tétel
T-ben. Ha Aj axiomaja T-nek, akkor az el6zdekhez hasonléan kapjuk, hogy (T|x)Ax
axioméja T-nek, igy tétel. Ha léteznek olyan 1<i, j<k szamok, hogy A;=A; = Ay,
akkor (T|x)A;=((T|x)A;) = ((T|x)Ax), és a hipotézis szerint a (T|x)A; és (T|x)A;
formulék tételek T-ben, igy a levalasztas szabalya alapjan (T|x)Ay tétel T-ben.

Tegyiik fel, hogy A logikai tétel T-ben, vagyis tétel Tp-ban, és legyen x tetszGleges
valtozo, valamint T tetsz6leges objektum T-ben. Ekkor x nem szerepel a T, egyetlen
explicit axiomajaban sem, hiszen Ty-nak nincs explicit axioméja, tovabba T objektuma
Ty-nak, hiszen a T és T elméletek nyelve azonos. Ezért az eléz6ek alapjan (T|x)A tétel
Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben. M

Az el6z6 tétel bizonyitasaban lattuk, hogy ha A logikai tétel T-ben, akkor bdrmely
x valtozora és barmely T objektumra a (T|x)A formula logikai tétel T-ben, még akkor
is, ha az x valtozo szerepel a T valamelyik explicit axiomajaban. De ha A csak tétel,
és az x valtozo szerepel a T valamelyik explicit axiomajaban, akkor létezhet olyan T
objektum, amelyre (T|x)A nem tétel T-ben. A bizonyitasbol lathatéoan ennek az az
oka, hogy egy explicit axiomaban valtoz6 helyére objektumot helyettesitve altaldban
nem kapunk tételt, vagyis az explicit axiomak Osszessége altalaban nem helyettesités-
inwvarians. Természetesen ez a probléma nem vetddik fel olyan matematikai elméletek
esetében, amelyek explicit axiéméiban nem szerepelnek valtozok, amilyen példaul a
halmazelmélet, az aritmetika és a sikgeometria.
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2.4.3. Tétel. (Lancszabaly: syllogismus.) Ha A, B és C formuldk a T matematikai
elméletben, tovibbd A = B és B = C (logikai) tételek T-ben, akkor A = C is (logikai)
tétel T-ben.

Bizonyitds. Legyen (Aq,Ag, ..., A,) az A = B, és (B1,B,,...,B,,) a B = C formula
(logikai) bizonyitasa T-ben. Ekkor

(Al,AQ,...,An,Bl,BQ,...,Bm,(B = C)= ((A=B)= (A= C)),
(A:>B):>(A:>C),A:>C>
az A = C formula (logikai) bizonyitasa T-ben, ugyanis az implikacio értelmezése szerint
B=C)=(A=B)=(A=0Q))

azonos a (B = C) = ((-A vV B) = (-A Vv C)) formulaval, ami eleme &,-nek, tehat
logikai axioma, tovabba a feltételek alapjan B,, =B =Cé A, =A=B. i

2.4.4. Allitas. (A kizart harmadik elve: tertium non datur.) Ha A formula a T
matematikai elméletben, akkor (—A)V A, vagyis A = A logikai tétel T-ben.

Bizonyitds. Az A = (A vV A) formula eleme &,-nek, és az (A V A) = A formula eleme
&;-nek, tehat ezek a formulak logikai tételek T-ben, igy a lancszabaly alkalmazasaval
kapjuk, hogy A = A logikai tétel T-ben. B

2.4.5. Tétel. (Az esetszétvalasztas szabalya: alternatio.) Ha A, B és C formuldk
a T matematikai elméletben, és az AV B, A = C, B = C formuldk (logikai) tételek
T-ben, akkor C is (logikai) tétel T-ben.

Bizonyitis. A (B = C) = ((AV B) = (A V C)) formula eleme &,-nek, és a feltevés
szerint B = C (logikai) tétel T-ben, igy a levalasztas szabélya alapjan kapjuk, hogy
(AVB) = (AVC)is (logikai) tétel T-ben. Az (A V C) = (CV A) formula eleme
&;-nak, tehat a lancszabaly szerint (AVB) = (CVA) is (logikai) tétel T-ben. A feltevés
szerint A V B (logikai) tétel T-ben, tehat ismét a levalasztas szabalya alapjan kapjuk,
hogy CV A (logikai) tétel T-ben. De az (A = C) = ((CVA) = (CVC)) formula eleme
&,-nek, és a feltevés szerint A = C (logikai) tétel T-ben, ezért a levalasztas szabélya
alapjan (CV A) = (CV C) (logikai) tétel T-ben. Ebbdl a levilasztés szabélya alapjan
adodik, hogy C Vv C (logikai) tétel T-ben. Végiil, (CV C) = C eleme &;-nek, tehat a
levalasztas szabalya szerint C (logikai) tétel T-ben. W

Vigyéazzunk arra, hogy ha A és B olyan formuldk a T matematikai elméletben, hogy
A Vv B (logikai) tétel T-ben, akkor sz6 sincs arrdl, hogy A vagy B (logikai) tétel volna
T-ben.

2.4.6. Allitas. (Visszavezetés a lehetetlenre: reductio ad absurdum.) Ha A és
B formuldk a T matematikai elméletben, tovibbd (—-B) = A és B = A (logikai) tételek
T-ben, akkor A (logikai) tétel T-ben.

Bizonyitds. A kizart harmadik elve alapjan a (—B) V B formula logikai tétel T-ben, ezért
az esetszétvalasztas szabalya szerint A (logikai) tétel T-ben. M

2.4.7. Allitas. (Igaz barmibél kovetkezik: verum sequitur ex quodlibet.) Ha A
(logikai) tétel a T matematikai elméletben, akkor minden B formuldra a B = A formula
(logikai) tétel T-ben.
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Bizonyitds. Az A = (A V (=B)) formula eleme &,-nek, és az (A V (-B)) = ((-B) VA)
formula eleme &3-nak, vagyis ezek a formulak logikai tételek T-ben. A lancszabaly szerint
A = ((-#B) vV A), vagyis A = (B = A) is logikai tétel T-ben. Ha A (logikai) tétel
T-ben, akkor a levalasztas szabalyat alkalmazva ebbdl kovetkezik, hogy B = A (logikai)
tétel T-ben. A

2.4.8. Allitas. (Hamisbol barmi kévetkezik: ex falso sequitur quodlibet.) Ha
A (logikailag) cdfolhato formula a T matematikai elméletben (vagyis —A (logikai) tétel
T-ben), akkor minden B formuldra az A = B formula (logikai) tétel T-ben.

Bizonyitds. A —A = ((-A)VB) formula eleme &,-nek, és a hipotézis szerint A (logikai)
tétel T-ben, igy a levalasztas szabalya szerint (A ) V B is (logikai) tétel T-ben. Az imp-
likacio definicioja szerint ez azt jelenti, hogy A = B (logikai) tétel T-ben. W

2.4.9. Allitas. (A kettds negacio szabalya.) Ha A formula a T matematikai elmé-
letben, akkor az

A = (—A),
(——A) = A

formuldk logikar tételek T-ben.
Bizonyitds. A kizart harmadik elve alapjan a (—-—A) V (-A) formula tétel T-ben. A
(==A) Vv (=A)) = ((-A) V (-—A))

formula eleme &3-nak, tehat logikai tétel T-ben, igy a levalasztas szabalya szerint (—A)V
(—=—A) logikai tétel T-ben. Az implikacio értelmezése alapjan ((—A) V (-—A))=(A =
(—=—A)), tehat A = (=—A) logikai tétel T-ben.

Ebbdl kovetkezik, hogy (—A) = (—-——A) logikai tétel T-ben. Ugyanakkor a
(FA) = (-=2A)) = (A V (-A)) = (AV (=7-A)))

formula eleme & -nek, igy a levalasztas szabalya szerint (A V (-A)) = (A V (-——A))
logikai tétel T-ben. A ((mA)VA)= (AV (-A))ésa (AV(-—A)) = ((—A)VA)
formulédk elemei &3-nak, tehat logikai axiomék, igy kétszer alkalmazva a lancszabélyt
kapjuk, hogy ((mA)V A) = ((——=—A) V A) logikai tétel T-ben. A kizart harmadik elve
alapjan (—A) V A logikai tétel T-ben, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk,
hogy (=——A) V A, vagyis (——A) = A logikai tétel T-ben. W

2.4.10. Allitas. (A kettds negacioé elve.) Ha A formula a T matematikai elméletben,
akkor A pontosan akkor (logikai) tétel T-ben, ha =—A (logikai) tétel T-ben.

Bizonyitds. A kettGs negaci6 szabalya szerint A = (=—A) logikai tétel T-ben, tehat ha
A (logikai) tétel T-ben, akkor a levalasztas szabalya szerint ——A szintén (logikai) tétel
T-ben.

A kett8s negacio szabélya szerint (-—A) = A logikai tétel T-ben, tehat ha =—A (logikai)
tétel T-ben, akkor a levalasztas szabalya szerint A szintén (logikai) tétel T-ben. M
2.4.11. Allitas. Legyenek A és B formuldk a T matematikai elméletben, és tegyiik fel,
hogy A NV B (logikai) tétel T-ben.

a) Ha =B (logikai) tétel T-ben, akkor A (logikai) tétel T-ben.

b) Ha —A (logikai) tétel T-ben, akkor B (logikai) tétel T-ben.
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Bizonyitds. a) A (B = (-—=B)) = ((AV B) = (A V (=-—B))) formula eleme &4-nek,
tehat logikai axioma, és a kettds negécio szabélya szerint B = (—-—B) logikai tétel T-ben,
igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (AVB) = (A V(=—B)) logikai tétel
T-ben. Mivel a hipotézis szerint A V B (logikai) tétel T-ben, igy a levalasztas szabélya
szerint A V (-—B) (logikai) tétel T-ben. Az (A V (=—B)) = ((——B) V A) formula eleme
&;-nak, tehat logikai axiéma, igy ismét a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy
(=—B) V A (logikai) tétel T-ben. Az implikacio definicidja szerint (-—B)V A = (-B) =
A tehat (—B) = A (logikai) tétel T-ben, és a hipotézis alapjan —B (logikai) tétel T-ben,
amibdl a levalasztas szabélyat alkalmazva kovetkezik, hogy A (logikai) tétel T-ben.

b) Az (AV B) = (B V A) formula eleme &;-nak, tehat logikai axioma, és a hipotézis
szerint A V B (logikai) tétel T-ben, igy a levalasztéas szabalya szerint B V A is (logikai)
tétel T-ben. Ezért az a) kijelentést alkalmazva az A és B formulak felcserélésével kapjuk
a b) kijelentést. W

2.4.12. Allitas. (A kontrapozicié szabalya: modus tollens.) Ha A és B formuldk
a T matematikai elméletben, akkor az

(A= B)=((-B) = (-A)),
(-B) = (-A)) = (A = B)

formuldk logikai tételek T-ben.

Bizonyitis. A (B = (-—B)) = (((-A) vV B) = ((—-A) V (=—B))) formula eleme
&,-nek, tehat logikai tétel T-ben, és a kettds negacio szabélya szerint B = (—-—B)
is logikai tétel T-ben, igy a levalasztés szabalyat, valamint az implikicié értelmezését
alkalmazva kapjuk, hogy (A = B) = ((-A) V (——B)) logikai tétel T-ben. A
((mA) vV (-—=B)) = ((-—B) V (=A)) formula eleme &;-nak, igy a lancszabély szerint
(A = B) = ((-—B) vV (-A)) logikai tétel T-ben. Az implikicio értelmezése alapjan
((=—B)V (=A)) = ((-B) = (—A)), amibdl azonnal kapjuk, hogy (A = B) = ((-B) =
(mA)) logikai tétel T-ben.

A kettSs negacio szabalya szerint (——B) = B logikai tétel T-ben, és
(==B) = B) = ((mA) Vv (-—B)) = ((-A) vV B)))

eleme &,-nek, igy logikai tétel T-ben, igy a levéilasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy
((mA) vV (-—=B)) = ((—A) Vv B) logikai tétel T-ben. Ugyanakkor a ((-—B) V (-A)) =
((mA) V (-—=B)) formula eleme &3-nak, igy a lancszabély szerint ((——B) V (-A)) =
((=A) V B) logikai tétel T-ben. Az implikacio értelmezése alapjan ez azt jelenti, hogy
((WB) = (=A)) = (A = B) logikai tétel T-ben. W

2.4.13. Allitas. (A kontrapozicié elve.) Legyenck A és B formuldk a T matematikai
elméletben. Az A = B formula pontosan akkor (logikai) tétel T-ben, ha (-B) = (-A)
(logikai) tétel T-ben.

Bizonyitds. A kontrapozicié szabalya szerint (A = B) = ((—B) = (—A)) logikai tétel
T-ben, tehat ha A = B (logikai) tétel T-ben, akkor a levalasztas szabélya szerint
(—-B) = (—A) (logikai) tétel T-ben.

A kontrapozici6 szabalya szerint ((—B) = (—A)) = (A = B) logikai tétel T-ben, tehat
ha (-B) = (—A) (logikai) tétel T-ben, akkor a levalasztés szabélya szerint A = B
(logikai) tétel T-ben. A
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2.4.14. Allitas. Ha A, B és C formuldk a T matematikai elméletben, tovdbbd A = B
(logikai) tétel T-ben, akkor a (B = C) = (A = C) formula is (logikai) tétel T-ben.

Bizonyitds. A kontrapozicié szabalya szerint (A = B) = ((—B) = (—A)) logikai tétel
T-ben, tehat a feltevés és a levalasztas szabélya alapjan (—B) = (—A) (logikai) tétel
T-ben. A ((-B) = (-A)) = ((CV(—B)) = (CV(—A))) formula eleme &4-nek, tehat a
levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (CV (=B)) = (CV (—A)) (logikai) tétel
T-ben. Azonban a ((—-B) Vv C) = (CV (=B)) formula eleme &3-nak, igy a lancszabaly
szerint ((-B) VvV C) = (CV (—-A)) (logikai) tétel T-ben. A (CV (-A)) = ((—~A) Vv C)
formula szintén eleme &s-nak, tehat ismét a lancszabalyt alkalmazva kapjuk, hogy
(-B) vV C) = ((—-A) Vv C) logikai tétel T-ben. Az implikacio értelmezése alapjan ez
azonos a (B = C) = (A = C) formulaval. B

2.4.15. Definicié. Ha T matematikai elmélet és A formuldja T-nek, akkor T[A] jelili
azt a matematikai elméletet, amelyet T-bol ugy nyerink, hogy a T explicit axiomdi mellé
felvessziik A-t is explicit axiomaként.

Tehat a T[A] matematikai elmélet nyelve azonos a T matematikai elmélet nyelvével,
tovabba a matematikai axidéma-sémai azonosak a T matematikai axioma-sémaival, és az
explicit axiomai azonosak a T explicit axiémaival, valamint A-val.

2.4.16. Tétel. (Dedukcio-tétel.) Legyenck A és B formuldk a T matematikai elmé-
letben. Ha a B formula tétel a T[A] matematikai elméletben, akkor az A = B formula
tétel T-ben.

Bizonyitds. Legyen (Bq,Bs,...,B,) a B formula bizonyitasa T[A]-ban. Megmutatjuk,
hogy minden 1<k<n szdmra az A = By formula tétel T-ben, amibdl kovetkezik, hogy
A = B is tétel T-ben, hiszen B,=B.

A B, formula sziikségképpen axioma T[A]-ban, tehat vagy axiomaja T-nek, vagy azonos
A-val. Az els6 esetben B tétel T-ben, igy A = B; is tétel T-ben (igaz barmibdl
kovetkezik). A méasodik esetben A = B1=A = A, és A = A logikai tétel T-ben (a
kizart harmadik elve), igy A = B; tétel T-ben.

Tegyiik fel, hogy 1<k<n olyan szam, hogy minden 1<j<k szdmra A = B; tétel T-
ben; megmutatjuk, hogy ekkor A = By is tétel T-ben. Ha Bj axiéma T[A]-ban,
akkor az el6z6 érvelést megismételve B; helyett Bi-ra kapjuk, hogy A = By tétel
T-ben. Ha By, nem axioma T[A]-ban, akkor legyenek 1<i, j<k olyan szamok, amelyekre
B, = B, = Bj. A hipotézisiink szerint A = B, tétel T-ben, tehét az el6z6 allitas alapjan
(B; = By) = (A = By) is tétel T-ben. Ugyancsak a hipotézis alapjan A = (B; = By)
tétel T-ben, igy a lancszabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy A = (A = By) tétel T-
ben. A (-A) = ((—-A) V By) formula eleme &,y-nek, és ez azonos a (-A) = (A = By)
formuléaval, tehat (—A) = (A = By) tétel T-ben. Ez azt jelenti, hogy az A = (A = By)
¢és (HA) = (A = By) formulak tételek T-ben, igy a reductio ad absurdum elve alapjan
az A = B, formula tétel a T elméletben.

Ebbdl kévetkezik, hogy az A = B,, formula is tétel T-ben, igy B,, = B miatt az A = B
formula tétel T-ben. W

A mindennapi matematikai gyakorlatban a dedukcio-tételt a kovetkezdképpen alkal-
mazzuk. Legyenek A és B azok a formuldk a T matematikai elméletben, amelyekre
bizonyitani akarjuk azt, hogy A = B tétel T-ben. Ekkor igy fogalmazunk: "Tegyiik fel,
hogy A igaz; megmutatjuk, hogy ekkor B igaz." Ezen azt értjiik, hogy T-rél attériink
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a T[A] matematikai elméletre, amelyben A abban az értelemben igaz, hogy tétel (s6t
explicit axioma); majd igazoljuk a B formula levezethetdségét a T[A] matematikai el-
méletben. Ha ez sikeriil, akkor a dedukcio-tétel alapjan allithatjuk, hogy A = B tétel
T-ben. Ezt a tényallast a természetes nyelven igy fejezziik ki: "Tehat A-bol kovetkezik
B." A dedukcio-tétel alkalmazéasaval magyarazatot kapunk arra, hogy a = szimbo6lumot
miért tekintjiikk a kovetkeztetés jelének. Ez vilagosan kideriil a kdvetkezs tételbsl.

2.4.17. Tétel. (Az implikacié logikai alaptulajdonsaga.) Legyenek A és B formu-
ldk a T matematikai elméletben. Az A = B formula pontosan akkor tétel T-ben, ha B
tétel a TA] matematikai elméletben.

Bizonyitds. Ha A = B tétel T-ben, akkor tétel a T[A] matematikai elméletben is,
amelyben A szintén tétel (s6t explicit axioma), igy a levéalasztas szabalya szerint B tétel
T[A]-ban. Megforditva, ha B tétel T[A]-ban, akkor a dedukcio-tétel alapjan A = B
tétel T-ben. M

2.4.18. Allitas. Legyenek A, A’, B és B’ formuldk a T matematikai elméletben. Ha
A = A’ és B = B’ (logikai) tételek T-ben, akkor (AV B) = (A’VB’) és (AANB) =
(A" ANB') (logikai) tételek T-ben.

Bizonyitis. A (B = B’) = ((A’vB) = (A’ Vv B)) formula eleme &4-nek, amibdl
levalasztassal kapjuk, hogy (A’ v B) = (A’ V B’) (logikai) tétel T-ben. Tovabbé, az
(A= A")= ((BVA)= (BVA)) formula szintén eleme &,-nek, amibdl a levalasztas
szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (BV A) = (B Vv A’) (logikai) tétel T-ben. De az
(AVB)= (BVA)é (BVA') = (A’"V B) formulak elemei &;-nak, igy haromszor
alkalmazva a lancszabalyt kapjuk, hogy (A V B) = (A’ V B’) (logikai) tétel T-ben.

A kontrapozici6 szabélya szerint (A = A’) = ((-A') = (-A)) és (B = B') =
((-B’) = (—-B)) logikai tételek T-ben, amibdl a levalasztas szabalyat alkalmazva
kovetkezik, hogy (—A’) = (=A) és (-B’) = (—B) logikai tételek T-ben. A bizonyitas
els6 részébol kovetkezik, hogy ((—A') vV (=B’)) = ((=A) V (—B)) (logikai) tétel T-ben.
Ismét a kontrapozicio szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy

(A v (=B) = ((mA) v (=B))) = ((=((=A) vV (=B))) = (=((-A) v (=B'))))
logikai T-ben, tehat a levalasztéas szabélyat alkalmazva kapjuk, hogy
(=((~A) vV (-B))) = (=((=A) v (=B")))

(logikai) tétel T-ben. A konjunkci6 értelmezése szerint ez pontosan azt jelenti, hogy
(AANB)= (A’ AB’) (logikai) tétel T-ben. W

2.4.19. Definici6. Azt mondjuk, hogy a T matematikai elmélet bévitése a T ma-
tematikai elméletnek, ha a T nyelvének minden logikai és matematikai fiigguénye a T
nyelvének is logikar és matematikai fligguénye, tovdbbd a T minden matematikai axioma-
sémdja a T -nek is matematikai axidma-sémdja, valamint a T minden explicit aziomdja
a T -nek is explicit axiomdja. Azt mondjuk, hogy a T matematikai elmélet részelmélete
a T matematikai elméletnek, ha T bévitése T-nek.

Tegyiik fel, hogy a T matematikai elmélet bévitése a T matematikai elméletnek.
Nyilvanval6, hogy a T minden kifejezése (objektuma, formuldja) a T'-nek is kifeje-
zése (objektuma, formulaja), tovabba a T minden (logikai) tétele T-nek is (logikai)
tétele. Azonban el6fordulhat, hogy T-nek van olyan kifejezése (példaul objektuma vagy
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formulaja), amely T-nek nem kifejezése. Létezhet tovabba T-nek olyan formulaja, amely
tétel T-ben, de nem tétel T-ben.

A definici6 alapjan nyilvanval6, hogy ha T matematikai elmélet, akkor T bévitése
Ty-nak, vagyis T, részelmélete T-nek.

Nyilvanvalo, hogy ha T matematikai elmélet és A formulaja T-nek, akkor T[A]
bévitése a T matematikai elméletnek. Ha A és B formulai a T matematikai elméletnek,
akkor a T[A][B] matematikai elméletet a T|A, B] szimbolummal jeloljiik. Termeészetesen
ennél altalanosabb bévitések is elgondolhatok, de a mindennapi matematikai alkalmaza-
sokban altaldban elegends a T[A] és T[A, B] alakt bovitéseket tekinteni.

Ha T matematikai elmélet és A formuldja T-nek, akkor az A-ban szerepls valtozok
szerepelnek a T[A] matematikai elmélet valamelyik explicit axiéméjaban (ti. A-ban
biztosan szerepelnek), tehat a T[A] elmélet explicit axidmaiban szerepelhetnek valtozok
akkor is, ha az eredeti T matematikai elmélet explicit axiomaiban nem szerepel valtozo.

2.4.20. Definicié. Azt mondjuk, hogy a T matematikar elmélet ellentmondasos, ha
van olyan A formuldja T-nek, hogy A és —A tételek T-ben. A nem ellentmonddsos
matematikai elméleteket ellentmondasmenteseknek nevezziik.

Tehat egy T matematikai elmélet pontosan akkor ellentmondasmentes, ha nem
létezik T-nek olyan A formulaja, hogy A és —A mindketten tételek T-ben.

2.4.21. Allitas. Ha a T matematikai elmélet ellentmonddsos, akkor T minden formu-
laja tétel T-ben.

Bizonyitds. Legyen B olyan formula, hogy B és —B tételek T. Legyen A tetszéleges
formuldja T-nek. A (-B) = (B = A) formula azonos a (-B) = ((—=B) vV A) formulaval,
és az utobbi eleme &,-nek, tehat logikai tétel T-ben. Kétszer alkalmazva a levéilasztés
szabalyat kapjuk, hogy A tétel T-ben. A

Az el6z6 allitas elvi szempontbol rendkiviil fontos. Azt mutatja, hogy ha egy mate-
matikai elmélettel kapcsolatos alapfeladatnak tekintjiik az elmélet tételeinek meghata-
rozasat, akkor ellentmondésos elmélet esetében ez a probléma trivialisan megoldhato:
az elmélet minden formuldja tétel, és persze barmely formuldjanak a negacioja is tétel.
S6t, ekkor az elmélet minden formuldjanak létezik egy standard levezetése, az amelyik
az el6z6 allitas bizonyitasdban szerepel. Ezért az ellentmondésos matematikai elméletek
értéktelenek. Ez az oka annak, hogy a matematikai logikaban kiilonosen nagy hangsulyt
kap a matematikai elméletek ellentmondésmentességének vizsgalata.

2.4.22. Allitas. Legyen A formuldja a T matematikai elméletnek.

a) Ha A nem cdfolhatd T-ben (vagyis —~A nem tétel T-ben), akkor a T és T[A]
matematikai elméletek ellentmonddsmentesek.

b) Ha A nem bizonyithatd T-ben (vagyis A nem tétel T-ben), akkor a T és T[-A]
matematikai elméletek ellentmonddsmentesek.
c) Ha A nem bizonyithaté és nem cdfolhatd T-ben, akkor a T, T[A] és T[-A]
matematikai elméletek ellentmonddsmentesek.

Bizonyitds. A c) allitas nyilvanvaloan kovetkezik a)-bol és b)-bsl. Az a) és b) allitas
premisszaibol kovetkezik, hogy létezik T-nek olyan formulaja, amely nem tétel T-ben,
igy az el6z¢ allitas alapjan T ellentmondasmentes.



64 2. AXIOMATIKUS MATEMATIKAI ELMELETEK

Tegyiik fel, hogy T[A] ellentmonddsos, és legyen B olyan formula, hogy B és —B tétel
T[A]-ban. A dedukcio-tétel alapjan ekkor A = B és A = (—B) tétel T-ben. Ebbdl a
kontrapozicio elve alapjan kapjuk, hogy (—-B) = (—A) és (-—B) = (—=A) szintén tétel
T-ben. Ezért a reductio ad absurdum elve alapjan —A tétel T-ben, vagyis A cdfolhato
T-ben. Tehat ha A nem cdfolhaté T-ben, akkor T[A] ellentmonddsmentes. Ezzel az a)
allitast igazoltuk.

Ha a T matematikai elmélet A formulaja nem bizonyithato T-ben, akkor a ketts negaciod
elve szerint =—A sem bizonyithato, vagyis = A nem cdfolhato T-ben, igy az elsé allitasbol
kovetkezik, hogy a T[-A] elmélet ellentmonddsmentes, ami a b) allitast igazolja. W

2.4.23. Tétel. (Az indirekt bizonyitas elve.) Ha A formula a T matematikai elmé-
letben és a T[-A] matematikai elmélet ellentmonddsos, akkor A tétel T-ben.

Bizonyitds. Nyilvanvaloan kovetkezik az el6z6 éllitas b) pontjabol. B

A mindennapi matematikai gyakorlatban az indirekt bizonyitas elvét a kovet-
kezSképpen alkalmazzuk. Legyen A az a formula a T matematikai elméletben, amelyrdél
be akarjuk bizonyitani, hogy tétel T-ben.

— FEl&szor igy fogalmazunk: "Tegyiik fel, hogy A nem igaz." Ezen azt értjiik, hogy T-rél
attériink a T[-A] elméletre, amelyben A abban az értelemben nem igaz, hogy —A tétel
benne, s6t explicit axiéoma.

— Ezutan azt mondjuk, hogy "Megmutatjuk, hogy ekkor ellentmondésra jutunk." Ez
azt jelenti, hogy igazoljuk a T[-A] elmélet ellentmondasossagat, vagyis elallitunk olyan

c stz

— Végiil kijelentjiik, hogy "Tehat A igaz.", ami azt jelenti, hogy az indirekt bizonyitas
elve alapjan A tétel a T matematikai elméletben.

2.5. A logikai operatorok tulajdonsagai

2.5.1. Allitas. Ha A és B formuldk a T matematikai elméletben, akkor (A AB) = A
és (A A B) = B logikai tételek T-ben.

Bizonyitds. A (-A) = ((-A) V (-B)) formula eleme &,-nek, tehat logikai tétel T-ben.
Ezért a kontrapozicio elve alapjan (—((—A) V (=B))) = (——A) szintén logikai tétel T-
ben. A konjunkcié definicidja szerint A AB=-((-A)V (-B)), tehat (A AB) = (-—A)
logikai tétel T-ben. A kettds negacio szabalya szerint (——A) = A logikai tétel T-ben,
tehat a lancszabalyt alkalmazva kapjuk, hogy (A A B) = A logikai tétel T-ben.

A ((-B) V (-A)) = ((-A) V (—-B)) formula eleme &;-nak, tehat logikai tétel T-ben.
Ugyanakkor a (=B) = ((—=B) V (-A)) formula eleme &,-nek, tehat szintén logikai tétel
T-ben. Ebbdl a lancszabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy (—-B) = ((—A) Vv (—B)) logikai
tétel T-ben. Tehat a kontrapozicio elve alapjan (—((—A) VvV (-B))) = (—-—B) szintén
logikai tétel T-ben. Ismét a konjunkcié definicidjara hivatkozva ebbdél adodik, hogy
(A AB) = (——B) logikai tétel T-ben. A kettss negacio szabalya szerint (-—B) = B
logikai tétel T-ben, tehat a lancszabalyt alkalmazva kapjuk, hogy (A A B) = B logikai
tétel T-ben. W

2.5.2. Tétel. (A konjunkci6 logikai alaptulajdonsaga.) Legyenek A és B formuldk
a T matematikai elméletben. Az A AN B formula pontosan akkor (logikai) tétel T-ben, ha
A (logikai) tétel T-ben és B (logikai) tétel T-ben.



2.5. A LOGIKAI OPERATOROK TULAJDONSAGAI 65

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A A B (logikai) tétel T-ben. Az el6z6 allitas szerint
(AANB) = A és (AAB) = B logikai tétel T-ben, ezért a levilasztas szabélya alapjan
A és B (logikai) tétel T-ben.

Megforditva, tegyiik fel, hogy A ¢és B tétel T-ben. Jelolje T a T[-(A A B)] elméletet.
A konjunkci6 értelmezése alapjan ——((=A) V (=B)) tétel (s6t explicit axiéma) T'-ben,
kovetkezésképpen a kettGs negécio elve alapjan (—A) V (—=B) tétel T-ben. Ugyanakkor
(=A)V(-B)=A = (—-B), tehat A és A = (—B) tételek T-ben, igy a levilasztés szabélya
szerint =B tétel T-ben. A feltevés szerint B is tétel T-ben, tehat a T matematikai
elmélet ellentmondasos. Az indirekt bizonyitas elve alapjan A AB tétel a T matematikai
elméletben.

Ha A és B logikai tétel T-ben, akkor A és B tétel Tp-ban, tehat az el6z6 bekezdés alapjan
A A B tétel a Ty-ban, vagyis A A B logikai tétel a T matematikai elméletben.

2.5.3. Kovetkezmény. Ha A és B formuldk a T matematikai elméletben, akkor az

A& (—\—\A)
(A= B) < ((-B) = (-A))

formuldk logikai tételek T-ben.

Bizonyitds. A kettés negacio szabélya szerint az A = (——A) és (-—A) = A formulak
logikai tételek T-ben, igy a konjunkcio logikai alaptulajdonséga szerint (A = (-—A)) A
((m—A) = A), vagyis az A< (——A) formula logikai tétel T-ben.

A kontrapozicio szabélya szerint az (A = B) = ((—-B) = (-A)) és ((—-B) = (-A)) =
(A = B) formulak logikai tételek T-ben, igy a konjunkci6 logikai alaptulajdonsiga
szerint (A = B) = ((-#B) = (-A))) A (((-B) = (—-A)) = (A = B)), vagyis az
(A = B)<((-B) = (—A)) formula logikai tétel T-ben. W

2.5.4. Kovetkezmény. Ha A és B formuldk a T matematikai elméletben, akkor az
ASB formula pontosan akkor (logikai) tétel T-ben, ha (—A)<(—B) (logikai) tétel T-
ben.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A<B (logikai) tétel T-ben. Ekkor a konjunkcio logikai
alaptulajdonsaga szerint A = B és B = A (logikai) tételek T-ben. A kontrapozicio
szabalya szerint az (A = B) = ((-B) = (-A)) és (B = A) = ((-A) = (-B))
formulak logikai tételek T-ben, igy kétszer alkalmazva a levalasztas szabalyat kapjuk,
hogy (—-B) = (—A) és (-A) = (—B) (logikai) tételek T-ben. Ezért a konjunkcio logikai
alaptulajdonsaga szerint ((—A) = (=B)) A ((wB) = (—=A)) (logikai) tétel T-ben, és ez
a formula azonos a (—A)<(—B) formulaval.

Megforditva, tegyiik fel, hogy (-A)<(—B) (logikai) tétel T-ben. Az el6z6 bekezdés sze-
rint ekkor (——A)<(=-B) (logikai) tétel T-ben, tehéat a konjunkeio logikai alaptulajdon-
sagat alkalmazva kapjuk, hogy (-—A) = (-—-B) és (-—B) = (-—A) (logikai) tételek
T-ben. A kettds negécio szabélya szerint az A = (-—A) és (-—B) = B formulak logikai
tételek T-ben, igy kétszer alkalmazva a lancszabalyt kapjuk, hogy A = B (logikai) tétel
T-ben. Szintén a kettds negacio szabélya szerint a B = (-—-B) és (-—A) = A formulak
logikai tételek T-ben, igy kétszer alkalmazva a lancszabélyt kapjuk, hogy B = A (logi-
kai) tétel T-ben. Ezért a konjunkcié logikai alaptulajdonsaga szerint az A< B formula
(logikai) tétel T-ben. M
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2.5.5. Tétel. (Az ekvivalencia logikai alaptulajdonsaga.) Legyenek A és B
formuldk a T matematikai elméletben. Az A<B formula pontosan akkor tétel T-ben,
ha B tétel T[A]-ban és A tétel TB|-ben. Az A<B formula pontosan akkor logikai tétel
T-ben, ha az A = B és B = A formuldk logikai tételek T-ben.

Bizonyitds. Az ekvivalencia értelmezése szerint AB=(A = B) A (B = A), ezért a
konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint az A<B formula pontosan akkor (logikai)
tétel T-ben, ha A = B (logikai) tétel T-ben és B = A (logikai) tétel T-ben. Az
implikaci6 logikai alaptulajdonséga szerint A = B pontosan akkor tétel T-ben, ha B
tétel T[A]-ban, és B = A pontosan akkor tétel T-ben, ha A tétel T B]-ben. W

2.5.6. Kovetkezmény. Ha A, B és C formuldk a T matematikai elméletben, akkor az
(AvB)=C) < (A=C)A(B=0C))
formula logikai tétel T-ben.

Bizonyitds. Az ekvivalencia logikai alaptulajdonsaga szerint elég azt igazolni, hogy
(A = C)A (B = C) tétel a T = Ty[(A vV B) = C] matematikai elméletben, és
(AVB) = C tétel a T =Ty[(A = C) A (B = C)] matematikai elméletben.

Az (AVB) = C formula explicit axioma a T matematikai elméletben és az A = (AVB)
formula eleme G,-nek, igy a lancszabaly szerint A = C tétel T-ben. A B = (BV A)
formula eleme Gy-nek és (BV A) = (A Vv B) eleme G;-nak, igy a lancszabaly szerint
B = (A V B) tétel T, tehat ismét alkalmazva a lancszabalyt kapjuk, hogy B = C is
tétel T-ben. Ezért a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint (A = C) A (B = C)
tétel a T matematikai elméletben.

Az (A = C) A (B = C) formula explicit axioma a T’ matematikai elméletben, tehét
a konjunkcio logikai alaptulajdonsiga szerint A = C és B = C tételek T'-ben. A
(B=C)= ((AVvB)= (AVCQ)) formula eleme G -nek, ezért a levalasztas szabalyat
alkalmazva kapjuk, hogy (A VB) = (A Vv C) tétel T’-ben. Az (A = C) = ((CVA) =
(C Vv Q)) formula eleme G -nek, ezért a levalasztas szabélyat alkalmazva kapjuk, hogy
(CVA)= (CVC) tétel T-ben. Az (AV C) = (CV A) formula eleme Gy-nek, igy
kétszer alkalmazva a lancszabélyt kapjuk, hogy (A vV B) = (C V C) tétel T'-ben. A
(CV C) = C formula eleme G1-nek, ezért utoljara alkalmazva a lancszabalyt kapjuk,
hogy (A V B) = C tétel a T’ matematikai elméletben. W

2.5.7. Kovetkezmény. Ha A, B és C formuldk a T matematikai elméletben, akkor az

(A= (BVvC(C)) < (AAN-B)=C)
(A= (BVC)) < (AAN-C)=B)

formulak logikar tételek T-ben.

Bizonyitds. (I) Az ekvivalencia logikai alaptulajdonsaga szerint az els§ allitas bizonyi-
tasdhoz elegendd azt igazolni, hogy (A A —B) = C tétel a T = TylA = (B V C)]
matematikai elméletben, és A=(B V C) tétel a T’ = Ty[(A A =B) = C] matematikai
elméletben.
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Legyen T = T[A A —B]. Ekkor A A =B tétel T*-ban, igy a konjunkcio logikai alaptu-
lajdonséga szerint A és =B tétel T-ban. Mivel A = (B V C) is tétel T -ban, igy a leva-
lasztas szabélya szerint B vV C tétel T-ban. A (B = -—-B) = ((CVB) = (CV —-—-B))
formula eleme G4-nek, és a kettds negacié szabalya szerint B = ——B tétel T -ban,
ezért a levalasztas szabélyat alkalmazva kapjuk, hogy (C Vv B) = (C VvV ——B) tétel
T'-ban. A (BV C) = (CV B) formula eleme &3-nak, igy a lancszabaly alkalma-
zasaval kapjuk, hogy (B V C) = (CV ——B) tétel T-ban. Ugyanakkor B vV C tétel
T*-ban, igy ebbdl a levalasztas szabalya alapjan adodik, hogy C Vv ——B tétel T -ban.
A (CV—=-B) = ((—-—B) Vv C) formula ecleme Go-nek, igy a levalasztas szabalyanak al-
kalmazasaval kapjuk, hogy (——B) V C tétel T -ban. Ez a formula azonos a (-B) = C
formulaval, és mivel —B tétel T -ban, ebbdl a levilasztas szabalydnak alkalmazasaval
kapjuk, hogy C tétel T-ban. A definicio szerint T = T[A A —B|, tehat ebbdl a
dedukcio-tétel alapjan kovetkezik, hogy (A A =B) = C tétel T-ben.

Legyen T = (T"[A])[-B]. Ekkor A, -B és (A A =B) = C tételek T *-ban. A
konjunkcié logikai alaptulajdonsaga szerint A A =B tétel T *-ban, igy a levalasztas
szabalyanak alkalmazasaval kapjuk, hogy C tétel T *-ban. A T** elmélet definici-
0ja és a dedukcio-tétel alapjan ebbdl kovetkezik, hogy (—=B) = C tétel T'[A]-ban.
Ugyanakkor ((—wB) = C) = ((-—B) Vv C), tehat (=—B) V C tétel T'[A]-ban. A
(-B) = B) = ((CV (-—B)) = (CV B)) formula eleme S4-nek, igy a kettés ne-
gacio és a levalasztas szabélya alapjan kapjuk, hogy (C V (-—B)) = (C V B) tétel
T'[A]-ban. A ((-—B)V C) = (CV (-—B)) formula eleme Gy-nek, igy a lancszabaly
szerint ((—-—B) VvV C) = (C V B) tétel T'[A]-ban. Ebbdl ismét alkalmazva a levalasztas
szabalyat kapjuk, hogy CV B tétel T'[A]-ban. Mivel (C VvV B) = (B V C) szintén ele-
me Gy-nek, fgy a levalasztas szabalyét alkalmazva kapjuk, hogy B V C tétel T'[A]-ban.
Ebb6l a dedukcio-tétel alapjan kovetkezik, hogy A = (B V C) tétel T'-ben.

Ezzel igazoltuk, hogy az (A = (B V C))<((A A —-B) = C) formula logikai tétel a T
matematikai elméletben.

(IT) Az (I) allitast alkalmazva a B és C formulak felcserélésével kapjuk, hogy
(A= (CVvB)) < (AN-C)=B)

logikai tétel T-ben. Ebbdl az ekvivalencia definicidja és a konjunkcié alaptulajdonsaga-
nak alkalmazéasaval kapjuk, hogy a

(A= (CVvB)) = ((AA-C)= B)
(AAN-C)=B) = (A= (CVB))

formulak szintén logikai tételek T-ben.

A (BvC) = (CV B) formula eleme Gynek, és a (BV C) = (CV B)) =
(FAV(BVC)) = ((mAV(CVB))) formula eleme G4-nek, igy a levalasztéas szabalyat
alkalmazva kapjuk, hogy (—A V (BV C)) = ((-A Vv (CV B)) logikai tétel T-ben. Az
implikacio definicidja szerint ez azt jelenti, hogy (A = (BV C)) = (A = (CV B))
logikai tétel T-ben, igy a lancszabaly szerint (A = (BV C)) = ((A A —-C) = B) logikai
tétel T-ben.

A (Cv B) = (BvV C) formula eleme Gy-nek, és a (CVv B) = (BVvC)) =
(FAV(CVB))= (-AV (BVC))) formula eleme S -nek, igy a levalasztas szabalyat
alkalmazva kapjuk, hogy (mA VvV (CV B)) = (A V (B Vv C)) logikai tétel T-ben. Az
implikacio definicidja szerint ez azt jelenti, hogy (A = (CV B)) = (A = (BV C))
logikai tétel T-ben, igy a lancszabély szerint ((A A —-C) = B) = (A = (B Vv C)) logikai
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tétel T-ben.

Ebbdl a konjunkcié logikai alaptulajdonsaga és az ekvivalencia definicioja alapjan kapjuk,

hogy (A = (BV C)) & ((AA—-C) = B) logikai tétel T-ben. W

A 2.5.2. és 2.5.5. tételeket komoly okkal mingsitettiik logikai alaptulajdonsdgok-
nak. A nem formalis (naiv) logikdban az "és" (illetve "ekvivalens") logikai operaciokkal
kapcsolatban hatarozott elvarasainak vannak, és az el6z6 tételek éppen azt fejezik ki,
hogy a formalis logika igazsag-fogalma és az A (illetve <) szimdlumai eleget tesznek a
természetes kovetelményeknek. Pontosabban, a nem formaélis logikdban elvarjuk, hogy
ha A és B kijelentések, akkor az "A és B" (illetve "A ekvivalens B-vel") kijelelentés
pontosan akkor legyen igaz, ha "A igaz és B igaz" (illetve "A-bol kovetkezik B és B-bgl
kovetkezik A"). A konjunkci6 és ekvivalencia logikai alaptulajdonséga szerint ez teljesiil
a formalis axiomatikus matematikai elméletekben, ha az "és" (illetve "ekvivalens")
kifejezést az A (illetve <) szimbolummal formalizaljuk, és az "igaz" fogalmat a "tétel"
fogalommal helyettesitjiik.

Vegyiik észre, hogy a diszjunkcioval kapcsolatban nem fogalmaztunk meg logikai
alaptulajdonsidgot. Ennek komoly oka van. Konnyen belathato, hogy ha A és B formulak
a T matematikai elméletben, és A (logikai) tétel T-ben, vagy B (logikai) tétel T-ben,
akkor A V B (logikai) tétel T-ben. Valoban, ha A (logikai) tétel T-ben, akkor A V B
(logikai) tétel T-ben, mert az A = (A V B) formula eleme &,-nek, és elég a levalasztas
szabalyat alkalmazni. Masfelsl, B = (B V A) eleme &y-nek, és (BV A) = (A V B)
eleme &3-nak, igy a lancszabaly szerint B = (A V B) logikai tétel T-ben, tehat ha B
(logikai) tétel T-ben, akkor ismét a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy AV B
(logikai) tétel T-ben. Azonban abbodl, hogy az A V B formula (logikai) tétel T-ben,
egydltaldn nem kévetkezik az, hogy A (logikai) tétel T-ben, vagy B (logikai) tétel T-ben!
Példaul, a kizéart harmadik elve alapjan a (—A) V A formula logikai tétel T-ben, de ha T
predikatumkalkulus (3.1.1.), akkor latni fogjuk, hogy A megvalaszthato tgy, hogy sem
—A, sem A ne legyen tétel T-ben (3.4.3.).

2.5.8. Allitas. (Az ekvivalencia logikai tulajdonsagai.) Ha A, B és C formuldk a
T matematikar elméletben, akkor a kovetkezd formuldk logikai tételek T-ben:

A s A, (reflezivitds)
(AeB) & (B&A), (szimmetrikussdg)
((AeB) A (B&C)) = (AsC). (tranzitivitds)

Bizonyitds. Az A = A formula logikai tétel T-ben, ezért a konjunkcié logikai alaptu-
lajdonsaga szerint (A = A) A (A = A) is logikai tétel T-ben, vagyis az ekvivalencia
értelmezése szerint A< A logikai tétel T-ben.

Jelolje T a Ty[A<B] elméletet. Ebben A<B, vagyis (A = B) A (B = A) tétel
(s6t explicit axioma), ezért a konjunkcio logikai alaptulajdonsidga szerint A = B és
B = A tételek T-ben. Ez azt jelenti, hogy B = A és A = B tételek T'-ben, tehat
a konjunkci6 logikai alaptulajdonsaga szerint (B = A) A (A = B), azaz B& A tétel
T'-ben. Tehat B&A tétel a Ty|A<B] matematikai elméletben. Ez barmely két A és B
formuléara igaz, ezért az A és B felcserélésével kapjuk, hogy A<B is tétel a Ty[B&A|
matematikai elméletben. Az ekvivalencia logikai alaptulajdonsaga szerint ez azt jelenti,
hogy (A<B)<(B<A) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben.

Jelolje T a Ty[(A=B) A (B&C)] elméletet. Ebben (A<B) A (B&C) tétel (s6t explicit
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axioma), ezért a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint A< B és B&-C tételek T'-
ben. Az ekvivalencia értelmezése és ismét a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint
az A = B, B= A, B = C ¢ C = B formuldk mind tételek T-ben. A lancszabalyt
kétszer alkalmazva kapjuk, hogy A = C és C = A tétel T-ben, tehat a konjunkcio
logikai alaptulajdonsaga és az ekvivalencia értelmezése alapjan A< C tétel T-ben. Ezért
a dedukcio-tétel szerint ((A<B) A (B&C)) = (A&C) tétel Ty-ban, vagyis ez logikai
tétel T-ben. A

2.5.9. Allitas. Legyenek A, B, A’ és B’ formuldk a T matematikai elméletben. Ha
As A’ (logikai) tétel T-ben, akkor (—mA)<(—A’) is (logikai) tétel T-ben. Ha A=A’ és
B&B' (logikai) tételek T-ben, akkor az (A V B)<(A’' Vv B), (A = B)&(A' = B),
(AANB)=(A’AB') és (AeB)e(A'eB') formuldk (logikai) tételek T-ben.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A< A’ (logikai) tétel T-ben. Ekkor az ekvivalencia
értelmezése és a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint A = A’ és A’ = A (logikai)
tétel T-ben, ¢és a kontrapozicid szabalya szerint (A = A') = ((-A') = (-A)) és
(A" = A) = ((-A) = (—A)) logikai tétel T-ben. Ebbdl a levalasztas szabalyat
alkalmazva kapjuk, hogy (—-A') = (-A) ¢ (-A) = (—=A’) (logikai) tétel T-ben.
Tehat (—A) = (-A’) és (-A’) = (—A) (logikai) tétel T-ben, igy a konjunkcié logikai
alaptulajdonsaga és az ekvivalencia értelmezése alapjan (—A)<(—A’) (logikai) tétel T-
ben.

Tegyiik fel, hogy A< A’ és B&B' (logikai) tételek T-ben. Ekkor A = A’/) A’ = A,
B = B’ és B’ = B (logikai) tételek T-ben, igy 2.4.18. szerint (A V B) = (A’ v B’)
és (A AB) = (A’ AB’) (logikai) tételek T-ben, ugyanakkor (A’ vV B’) = (A Vv B) és
(A’AB') = (AAB) is (logikai) tételek T-ben. Igy a konjunkcié logikai alaptulajdonsaga
és az ekvivalencia értelmezése alapjan (AVB)<(A'VB’) és (AAB)<(A’AB’) (logikai)
tételek T-ben.

Ismét tegyiik fel, hogy A=A’ és B&B' (logikai) tételek T-ben. Az els6 bekez-
dés alapjan (—A)<(—A’) (logikai) tétel T-ben, igy a masodik bekezdésbsl adodik,
hogy ((—-A) V B)<((-A’) v B’) (logikai) tétel T-ben; ez pontosan azt jelenti, hogy
(A = B)e (A’ = B') (logikai) tétel T-ben. Ebbdl lathato, hogy (B = A)<(B' = A’)
szintén (logikai) tétel T-ben. FEzért a mésodik bekezdés szerint ((A = B) A (B =
A))<((A'=B')A (B = A’)) (logikai) tétel T-ben. Az ekvivalencia definicoja alapjan
ez éppen azt jelenti, hogy (A<B)<(A'<B’) (logikai) tétel T-ben. M

2.5.10. Allitas. (Az implikacié negacidja.) Ha A és B formuldk a T matematikai
elméletben, akkor

-(A = B) < (AA(-B))

logikai tétel T-ben.

Bizonyitds. Az ekvivalencia reflexivitasa szerint A< A logikai tétel T-ben és a 2.5.3.
allitas szerint B<(——B) logikai tétel T-ben, igy 2.5.9. miatt (A = B)&(A =
(=—B)) logikai tétel T-ben. Ebbdl ismét 2.5.9. alkalmazasaval kapjuk, hogy (—(A =
B))=(—=(A = (——B))) logikai tétel T-ben. Ugyanakkor, a konjunkcié és az implikacio
értelmezése alapjan -(A = (-—-B)) = (A A (—B)). &

2.5.11. Allitas. (A konjunkcié és diszjunkcié logikai tulajdonsagai.) Ha A, B
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és C formuldk a T matematikai elméletben, akkor az

As ANA As AVA
ANB & BAA AvB& BVA
(AAB)AC <= AAN(BACQ),
(AVB)vC < Av(BVC)

formulak logikar tételek T-ben.

Bizonyitds. (I) A 2.5.1. allitas szerint (A A A) = A logikai tétel T-ben. Megforditva, A
tétel a Ty[A] elméletben, ezért a konjunkcio6 logikai alaptulajdonséga szerint A A A is té-
tel ebben az elméletben, igy a dedukcio-tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy A = (A A A)
tétel Tp-ban, vagyis logikai tétel T. Ebbdl az ekvivalencia logikai alaptulajdonsagat al-
kalmazva nyerjiik, hogy (A A A)< A logikai tétel T-ben.

Az (AV A) = A formula eleme &;-nek, és az A = (AV A) formula eleme &y-nek, ezért
a konjunkci6 logikai alaptulajdonsaga szerint A<(A V A) logikai tétel T.

(IT) Az A A B formula tétel Ty[A A Bl-ben, tehat A és B tétel ebben az elméletben.
Ezért a konjunkcié logikai alaptulajdonsaga szerint B A A tétel ebben az elméletben, igy
a dedukcio-tétel alapjan (A A B) = (B A A) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben.
Ez a T elmélet barmely két A és B formulajara igaz, igy A és B felcserélésével kapjuk,
hogy (BA A) = (A A B) is logikai tétel T-ben. Ebbdl az ekvivalencia logikai alaptulaj-
donsaganak alkalmazasaval kapjuk, hogy (A A B)<(B A A) logikai tétel T-ben.

Az (AVB)= (BVA)é (BVA)= (AVB) formulédk elemei &;3-nak, tehat logikai
tételek T-ben, igy a konjunkcié logikai alaptulajdonsdganak alkalmazéaséval kapjuk, hogy
(AVB)e(BVA) logikai tétel T-ben.

(I11) Jelolje T a Ty{A A (B A C)] elméletet. Az A A (B A C) formula tétel T-ben (s6t
explicit axioma), tehat a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint A és B A C tételek
T'-ben. Ismét a konjunkci6 logikai alaptulajdonsagat alkalmazva kapjuk, hogy A, B és
C tételek T-ben. Mivel A és B tételek T-ben, a konjunkcié logikai alaptulajdonsaga
szerint A A B tétel T-ben. Ugyanakkor C is tétel T-ben, tehat a konjunkcio logikai
alaptulajdonséga szerint (A A B) A C tétel T-ben. A dedukcio-tétel alapjan kapjuk,
hogy (AN (BAC)) = ((AAB)AC) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben.

Jelolje T a Ty[(A A B) A C)] elméletet. Az (A A B) A C formula tétel T'-ben (s6t
explicit axioma), tehat a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint A A B és C tételek
T"-ben. Ismét a konjunkcit logikai alaptulajdonsagat alkalmazva kapjuk, hogy A, B és
C tételek T'-ben. Mivel B és C tételek T’-ben, a konjunkcié logikai alaptulajdonsiga
szerint B A C tétel T'-ben. Ugyanakkor A is tétel T'-ben, tehat a konjunkcio logikai
alaptulajdonséga szerint A A (B A C) tétel T-ben. A dedukcio-tétel alapjan kapjuk,
hogy ((AAB)AC) = (AA(BACQC)) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben.

A két el6z6 bekezdés eredményének és a konjunkcio logikai alaptulajdonsaganak alkalma-
zésaval kapjuk, hogy (((AAB)AC) = (AA(BAC))A(((AAN(BAC)) = ((AAB)AQ))),
vagyis (A AB) A C)&(A A (BACQ)) logikai tétel T-ben.

(IV) A B = (BVC) formula &;-nek ésa (B= (BVC))= (AVB)= (AV(BVQ)))
formula &,-nek eleme, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (A VvV B) =
(AV(BVCQ)) logikai tétel T-ben, vagyis tétel Tp-ban. Tehat, ha T jeloli a Ty[(AVB)VC]|
elméletet, akkor (A VB) = (A V (BV C)) tétel T-ben, tovabba (A V B) Vv C tétel (s6t
explicit axioma) T-ben. Ugyanakkor, a C = CVB és (BVC) = ((BVC)VA) formulak
elemei &y-nek, valamint a (CVB) = (BVC) és (BVC)VA) = (AV(BVC)) formuldk
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elemei &3-nak, igy haromszor alkalmazva a lancszabalyt kapjuk, hogy C = (AV(BVC))
tétel T-ben. Ezért az esetszétvalasztas szabalya szerint A V (B V C) is tétel T-ben, igy
a dedukcio-tételt alkalmazva kapjuk, hogy ((AVB)V C) = (AV (BVC)) tétel Tp-ban,
vagyis logikai tétel T-ben.

Az A= (AVB)é (AVB)= ((AVB)VC) formuldk elemei &y-nek, tehat a lanc-
szabély szerint A = ((A V B) V C) logikai tétel T-ben, vagyis tétel Tp-ban. Tehat, ha
T’ jeloli a Ty[A V (B V C)] elméletet, akkor A = ((A V B) Vv C) tétel T'-ben, tovabba
AV (BV C) tétel (s6t explicit axioma) T'-ben. Ugyanakkor, a B = (B V A) formula
eleme &y-nek, és a (BV A) = (A V B) formula eleme &3-nak, igy a lancszabaly alkal-
mazasaval kapjuk, hogy B = (A V B) tétel T'-ben. Tobdbba, a (B = (A V B)) =
((CVvB)= (CV(AVB)) formula eleme &4-nek, amibdl a levalasztas szabalyat alkal-
mazva kapjuk, hogy (CVB) = (CV (A VB)) tétel T’-ben. Mivel a (BVC) = (CVB)
¢s (CV (AVB)) = ((AVvB)VC) formulak elemei &3-nak, igy kétszer alkalmazva a
lancszabélyt kapjuk, hogy (B 'V C) = ((A vV B) V C) tétel T'-ben. Ezzel megmutattuk,
hogy az A = ((AVB)VC) ¢s AV (BVC) formuldk mellett a (BVC) = ((AVB)VC)
formula is tétel T'-ben, ezért az esetszétvalasztas szabélya szerint (A V B) Vv C is tétel
T’-ben. Ebbdl a dedukeio-tételt alkalmazva nyerjiik, hogy (AV(BVC)) = ((AVvB)VC)
tétel Tp-ban, vagyis logikai tétel T-ben.

A két el6z6 bekezdés eredményének és a konjunkcio logikai alaptulajdonsaganak alkalma-
zasaval kapjuk, hogy (((AVB)VC) = (AV(BVC)))A((AV(BVC)) = (AvB)v(C)),
vagyis ((AV B)V C)&(AV (BVQ)) logikai tétel T-ben. A

sz 0z

meg.

2.5.12. Allitas. (de Morgan-tétel.) Ha A és B formuldk a T matematikai elméletben,
akkor a

formuldk logikai tételek T-ben.

Bizonyitds. A konjunkcio értelmezése alapjan =-(AAB)=-—((—A)V(—-B)) és 2.5.3. miatt
—=((=A) vV (-B))<((-A) v (=B)) logikai tétel T-ben, igy =(A A B)<((-A) Vv (-B))
logikai tétel T-ben.

A 2.5.3. &llitas szerint A< (=—A) és B&(——B) logikai tétel T-ben, igy 2.5.9.-bdl kovet-
kezik, hogy (A V B)&((—-—A) V (-—B)) logikai tétel T-ben. 2.5.9.-bdl kivetkezik, hogy
—(AVB)&—((—-—A)V(——B)) logikai tétel T-ben. Ugyanakkor a konjunkcio értelmezése
szerint (—A) A (wB)=-((-—A) V (=—B)), kovetkezésképpen —(A V B)<(=A) A (-B) is
logikai tétel T-ben. A

2.5.13. Allitas. (Disztributivitas-formulak.) Ha A, B és C formuldk a T matema-
tikar elméletben, akkor az

AANBVC)< (AAB)V(AANC)
AV(BAC) < (AVB)A(AVC)

formuldk logikai tételek T-ben.
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Bizonyitds. Az implikacio és a konjunkci6 értelmezése alapjan

AA(BVC) =—(A=(=(BVC))),
(AAB)V(AAC)=(2(A=(-B)))V(~(A = (-C))),

ugyanakkor a de Morgan-tétel alapjan
(=(A = (=B))) V (=(A = (=0)))) & ~((A= (-B)) A (A = (=C)))
logikai tétel T-ben. Ezért az ekvivalencia tranzitivitasabol kovetkezik, hogy ha a
(A= (=(BVC))) & (A= (-B)) A (A= (=0C))

formula logikai tétel T-ben, akkor az (A A (B V C)<((A AB)V (A ACQC)) formula is
logikai tétel T-ben. Tehét az elsd allitdsunk bizonyitasahoz 2.5.4. alapjan elegendd azt
igazolni, hogy az

(A= (=(BV Q) & (A= (=B)) A(A = (=C)))

formula logikai tétel T-ben. Ez viszont konnyen igazolhato.

Valoban, a Ty[(A = (-B))A(A = (—C)), A] elméletben az A, A = (—-B) és A = (=C)
formulak tételek, tehat a levilasztas szabalya szerint —B és —C, igy ezekkel egyiitt
(—=B) A (—C) tétel ebben az elméletben. Ezért a de Morgan-tétel alapjan —(B Vv C)
is tétel ebben az elméletben, tehat kétszer alkalmazva a dedukcio-tételt kapjuk, hogy
(A= (-B)A(A = (2C))) = (A= (=(BVCQC))) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel
T-ben. Megforditva, a Ty[A = (—~(BVC)), A] elméletben a de Morgan-tétel és a lancsza-
baly szerint A = ((=B)A(—C)) és A tétel, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk,
hogy —B és —C tételek ebben az elméletben. A dedukcio-tétel alapjan A = (—B) és
A = (—C) tételek a Ty|A = (=(BV C))] elméletben, tehat (A = (—=B)) A (A = (-C))
is tétel ebben az elméletben. Ismét a dedukcié-tételre hivatkozva ebbdl kovetkezik, hogy
(A= (=(BVvQ)) = (A= (-B)A A= (-C))) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel
T-ben.

A de Morgan-tétel alapjan =(AVB)<((mA)A(—B)) és =(AVC)<((=A)A(—C)) logikai
tételek T-ben. Ebbdl kovetkezik, hogy (-(AVB)V-(AVC))=(((mA)A(=B))V((mA)A
(—QC))) logikai tétel T-ben. A de Morgan-tételt és a konjunkci6 definiciojat alkalmazva
kapjuk, hogy ((AVB)A(AVC))&—(((mA)A(=B))V((-A)A(=C))) logikai tétel T-ben,
hiszen (AVB)A(AVC) = =(=(AVB)V—=(AVC)). Az el6z6ek szerint (((mA)A(—B))V
(FA) A (2C)))<((mA) A ((-B) v (=C))) logikai tétel T-ben. A de Morgan-tétel szerint
(-B) vV (-C))=(=(BAC)) és ((FA) A (7(BAC)))=(—(AV (BACQ))) logikai tétel
T-ben, ezért az el6z6 bekezdés eredménye szerint ((—A)A(=(BAC)))<(—-(AV(BAC)))
logikai tétel T-ben. Mivel -—(A vV (B A C))<(A VvV (B A C)) logikai tétel T-ben,
igy (=(((=A) A (=B)) V ((mA) A (0C))))=(A V (B A C)) logikai tétel T-ben, tehat
(AV(BAC))=((AVB)A(AVCQ)) szintén logikai tétel a T elméletben. M

2.5.14. Allitas. Legyen A formula a T matematikai elméletben.

a) Ha A (logikailag) cdfolhaté T-ben, vagyis ~A (logikai) tétel T-ben, akkor T minden
B formuldjdira az (A V B)<B formula (logikai) tétel T-ben.

b) Ha A (logikai) tétel T-ben, akkor T minden B formuldjira az (A A B)<B formula
(logikai) tétel T-ben.



2.6. A KVANTOROK LOGIKAI ALAPTULAJDONSAGAIT 73

Bizonyitds. a) Tegyiik fel, hogy = A (logikai) tétel T-ben, és legyen B tetszéleges formula
a T matematikai elméletben.

A (mA) = ((—A) v B) formula eleme Go-nek, tehat logikai axioma, igy a levalasztés
szabalya szerint (—A) V B vagyis A = B (logikai) tétel T-ben. Az (A = B) =
(BV A) = (BV B)) formula eleme G4-nek, tehat logikai axioma, igy a levéalasztas
szabélya szerint (B V A) = (B V B) (logikai) tétel T-ben. Az (AV B) = (BV A)
formula eleme G3-nak, tehat logikai axiéma, igy a lancszabaly szerint (AVB) = (BVB)
(logikai) tétel T-ben. A (B V B) = B formula eleme &;-nek, tehat logikai axioma, igy
a lancszabaly szerint (A vV B) = B (logikai) tétel T-ben.

Ugyanakkor, B = (B V A) eleme Ga-nek, tehat logikai axioma, és (BV A) = (A V B)
eleme Gj-nak, tehat szintén logikai axiéma, igy a lancszabély szerint B = (A Vv B)
logikai tétel T-ben.

A két el6z6 bekezdésbdl és a konjunkcei6 logikai alaptulajdonsédgabol kovetkezik, hogy az
((AVB)= B)A (B = (AVB)) formula (logikai) tétel T-ben, vagyis az ekvivalencia
definicioja alapjan (A V B)<B (logikai) tétel T-ben.

b) Tegyiik fel, hogy A (logikai) tétel T-ben, és legyen B tetszdleges formula a T
matematikai elméletben.

A kettds negécio elve szerint =—A (logikai) tétel T-ben, vagyis a —A formula (logikailag)
cafolhato T-ben, igy az a) allitast alkalmazva A helyett —A-ra és B helyett —B-re kapjuk,
hogy az ((—A) V (=B))<(—B) formula (logikai) tétel T-ben. Ezért a konjunkcio logikai
alaptulajdonsaganak masodik kévetkezményébdl kapjuk, hogy —((—A) V (-B))<(—-—-B)
(logikai) tétel T-ben. Mivel AAB = —((—A) VvV (—B)), ez nyilvanvaléan azt jelenti, hogy
(A AB)<(=—B). A konjunkci6 logikai alaptulajdonsaganak elss kovetkezménye szerint
B<(——B) logikai tétel T-ben, igy az ekvivalencia szimmetrikussaga és tranzitivitasa
folytan az (A A B)<B formula (logikai) tétel T-ben. W

2.6. A kvantorok logikai alaptulajdonsagai

2.6.1. Tétel. (Az egzisztencialis kvantor logikai alaptulajdonsaga.) Legyen A
formula és x wvdltozé a T matematikai elméletben. A (3Ix)A formula pontosan akkor
(logikai) tétel T-ben, ha létezik olyan T objektum T-ben, hogy a (T|x)A formula (logikai)
tétel T-ben.

Bizonyitds. Az egzisztencialis kvantor definicioja szerint (Ix)A = (ex(A)|x)A, igy ha
(Ix)A (logikai) tétel T-ben, akkor ex(A) olyan objektum T-ben, hogy (ex(A)|x)A
(logikai) tétel T-ben.

Megforditva, legyen T olyan objektum T-ben, amelyre (T|x)A (logikai) tétel T-ben. A
(T|x)A = (3x)A formula eleme &;-nek, tehat logikai tétel T-ben, amibdl a levalasztas
szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (3Ix)A (logikai) tétel T-ben. A

Ez a tétel szemléleti szempontbol rendkiviil fontos, mert megvilagitja a (Ix)A alaka
formulak (az an. egzisztencidlis formuldk) értelmét. Lathato, hogy a (Ix)A formula
pontosan akkor tétel a T matematikai elméletben, ha az elmélet nyelvében talalhato
olyan T objektum, amelyet A-ban x helyére téve tételt kapunk. Ezért azt a tényallést,
hogy "a (3x)A formula tétel", igy is megfogalmazhatjuk "létezik olyan objektum,
amelyet A-ban x helyére téve igaz formulat kapunk". Ugyanakkor az egzisztenciélis
kvantor logikai alaptulajdonsédga az e,(A) alaka objektumok (az tn. e-objektumok)
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értelmét is felfedi. Ugyanis az egzisztencialis kvantor definicidja szerint a (3x)A formula
azonos a (ex(A)|x)A formulaval, tehat ex(A) egy olyan (nyelvi szempontbol) kitiintetett
objektum, amely az A-ban x helyére téve pontosan akkor eredményez igaz formulét, ha
létezik olyan objektum, amelyet A-ban x helyére téve igaz formulat kapunk.

2.6.2. Allitas. (A kvantoros kifejezések negacidjanak szabalya.) Ha A formula
és x vdltozo a T matematikai elméletben, akkor a

~(("x)A) & (3x)(-A)
~(3x)A) & (¥x)(-A)

formuldk logikai tételek T-ben.

Bizonyitds. Az univerzalis kvantor értelmezése szerint —((Vx)A)=-—-(3x)(-A), és 2.5.3.
alapjan ——(3x)(—A)<(3x)(—A) logikai tétel T-ben, igy —((Vx)A)<(Ix)(—A) logikai
tétel T-ben.

Az univerzalis kvantor értelmezésébdl latszik, hogy (Vx)(—A)=-(3x)(-—A), ezért a
—((Ix)A)<=(Vx)(—A) formula azonos a —((3Ix)A)<—(Ix)(——A) formulaval. A 2.5.4.
allitasbol kovetkezik, hogy ez a formula pontosan akkor logikai tétel a T elméletben, ha
a ((Ix)A)<(3x)(——A) formula logikai tétel T-ben.

A 2.5.3. éllitas szerint A< (——A) logikai tétel T-ben, igy a tételek helyettesités-in-
variancidja és az egzisztencialis kvantor definicioja folytan ((Ix)A)<(ex(A)|x)(——A)
szintén logikai tétel T-ben. Tovabba, az (ex(A)|x)(——A) = (Ix(——A)) formula eleme
&;-nek, igy 2.5.9. alkalmazasaval azonnal kapjuk, hogy ((Ix)A) = (3x)(-—A) logikai
tétel T-ben.

Megforditva, 2.5.3. szerint a (-—=A) = A formula logikai tétel T-ben, igy a tételek
helyettesités-invarianciaja és az egzisztencialis kvantor definicidja folytan ((3x)(—-—A)) =
(ex(m—A)|x)A szintén logikai tétel T-ben. Ugyanakkor a ((ex(——A)|x)A) = (Ix)A
formula eleme &5-nek, igy a lancszabaly alkalmazéasaval kapjuk, hogy ((Ix)(—-—A)) =
(Ix)A logikai tétel T-ben.

Az konjunkci6 logikai alaptulajdonsaga szerint a fentiekbdl nyilvanvaléan kovetkezik,
hogy —((Ix)A)<(Vx)(—A) logikai tétel T-ben. W

2.6.3. Allitas. Ha A formula és x vdltozd a T matematikai elméletben, akkor a
(FX)A) & (2x(~A) A
formula logikai tétel T-ben.
Bizonyitds. Az egzisztencialis kvantor értelmezése alapjan
(35)(~A) = (5x(~A)[X) (7A) = ~(ex(~A) XA,
igy az univerzalis kvantor definici6ja szerint
(Vx)A = —(Ix)(—A) = = (ex(-A)[x)A,
tehat 2.5.3. alapjan a ((Vx)A) < (ex(—A)|x)A formula logikai tétel T-ben. M

2.6.4. Allitas. Ha A formula, x vdltozé és T objektum a T matematikai elméletben,
akkor a
(Vx)A = (T|x)A

formula logikai tétel T-ben.
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Bizonyitds. A ((T|x)(-A)) = (Ix)(—A) formula eleme S5-nek, tovabba nyilvanvalo-
an (T]x)(—A)=-((T|x)A), és (Ix)(-A)=(ex(—A)|x)(mA)=-((ex(—A)|x)A). Ez azt
jelenti, hogy a =((T|x)A) = —((ex(—A)|x)A) formula logikai tétel T-ben. Ezért 2.5.3.
alapjan ((ex(—A)[x)A) = (T|x)A szintén logikai tétel T-ben. Az el6z6 allitas szerint
(Vx)A)<(ex(—A)|x)A logikai tétel T-ben, igy a lancszabaly alkalmazasaval kapjuk,
hogy a ((Vx)A) = (T|x)A formula logikai tétel T-ben. W

2.6.5. Kovetkezmény. Ha A formula és x vdltozo a T matematikar elméletben, akkor
a
(Vx)A = (Ix)A

formula logikai tétel T-ben.

Bizonyitds. Az el6z6 éllitas szerint ((Vx)A) = ((ex(A)|x)A) logikai tétel T-ben, és defi-
nici6 szerint (ex(A)|x)A = (Ix)A. B

Habar az imént igazolt allitds meghokkentének tiinhet: valojaban sohasem alkalmaz-
zuk a matematikaban. Az allitds gyakorlatban eléforduld, nagyon is "ésszertinek tiing"
valtozatat késébb fogalmazzuk meg (2.8.5.).

2.6.6. Tétel. (Az univerzalis kvantor logikai alaptulajdonsaga.) Legyen A
formula és x wvdltozé a T matematikai elméletben. A (¥x)A formula pontosan akkor
(logikai) tétel T-ben, ha T minden T objektumdra (T|x)A (logikai) tétel T-ben.

Bizonyitds. Ha a (Vx)A formula (logikai) tétel T-ben, akkor a 2.6.4. allitas és a levalasztas
szabalya szerint a T minden T objektuméra (T|x)A (logikai) tétel T-ben. Megforditva,
ha T minden T objektuméra (T|x)A (logikai) tétel T-ben, akkor (ex(—A)|x)A (logikai)
tétel T-ben. Lattuk, hogy ((Vx)A)<(ex(—A)|x)A logikai tétel T-ben, igy (Vx)A is
(logikai) tétel T-ben. W

Ez a tétel szemléleti szempontbdl rendkiviil fontos, mert megvilagitja a (Vx)A
alaki formulak értelmét. Lathato, hogy a (Vx)A formula pontosan akkor tétel a T
matematikai elméletben, ha az elmélet nyelvének barmely T objektumét az x valtozo
helyére téve A-ban tételt kapunk. Ezért azt a tényallast, hogy "a (¥x)A formula tétel"
igy is megfogalmazhatjuk: "minden objektumot az A-ban x helyére téve igaz formulét
kapunk". Ugyanakkor az univerzalis kvantor logikai alaptulajdonsaga az e-objektumok
egy érdekes tulajdonsagara is ramutat. Lattuk, hogy a ((Vx)A)<(ex(—A)|x)A formula
logikai tétel, ezért az ckvivalencia logikai alaptulajdonsdga szerint szerint (Vx)A
pontosan akkor tétel, ha (ex(—A)|x)A tétel. Ez azt jelenti, hogy ha az ex(—A)
objektumot A-ban az x helyére téve tételt kapunk, akkor (és csak akkor) az A-ban
x helyére barmely objektumot téve tételt kapunk.

2.6.7. Kovetkezmény. (Az altalanositas szabalya.) Legyen A formula és x olyan
vdltozo a T matematikar elméletben, amely a T egyetlen explicit axiomdjiban sem
szerepel. Az A formula pontosan akkor tétel T-ben, ha (Vx)A tétel T-ben.

Bizonyitds. A ((¥x)A) = A formula logikai tétel T-ben, tehat ha (Vx)A tétel T-ben,
akkor a levalasztas szabdlya szerint A is tétel T-ben (még akkor is, ha x szerepel a T
valamelyik explicit axiomajaban).

Megforditva, ha A tétel T-ben, akkor a tételek helyettesités-invarianciaja folytan barmely
T objektumra (T|x)A tétel T-ben, mert x a T egyetlen explicit axiomajaban sem
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szerepel, igy az univerzalis kvantor logikai alaptulajdonsaga alapjan (Vx)A tétel a T
elméletben. W

Az altalanositas szabalya a nem formaélis logika egy természetes szabalyanak formaélis
megfelelje. Ha A egy kijelentés a nem formélis logikdban és az x valtozo szerepel
A-ban, akkor az A igazsag-tartalma x-t6l fiigg: bizonyos objektumokat A-ban x
helyére téve igaz, més objektumokat behelyettesitve nem igaz (hamis) kijelentéseket
kaphatunk. Ha minden helyettesités nélkiil kijelentjiik, hogy "A igaz", akkor ez a
nem formalis matematikai logikiban nyilvanvaléan azt jelenti, hogy A-ban x helyére
barmely objektumot helyettesitve igaz kijelentéshez jutunk. Az altalanositas szabalya
(az univerzalis kvantor logikai alaptulajdonsdganak ismeretében) ugyanezt fejezi ki a
forméalis matematikai logikdban. Itt csak arra kell vigyazni, hogy az x valtozo az elmélet
egyetlen explicit axiomajaban se szerepeljen. A nem formalis logikaban is hallgatélagosan
feltessziik, hogy az x valtozo fiiggetlen, vagyis semmilyen olyan konkrét tulajdonsaggal
nem rendelkezik, amelyet valamilyen 6t tartalmazo, vagyis ra vonatkoz6 axiéma eldir.

2.6.8. Kovetkezmény. Legyenek A és B formulik a T matematikai elméletben. Ha
A = B (illetve AB) tétel T-ben, és x olyan vdltozd, amely nem szerepel a T egyetlen
explicit aziomdjiban sem, akkor a ((3x)A) = ((Ix)B) és ((Vx)A) = ((vx)B) (illetve
a ((3x)A)<((3x)B) és ((Vx)A)<((Vx)B)) formuldk tételek T-ben. Ha A = B (illetve
A&B) logikai tétel T-ben, és x tetszdleges vdltozo, akkor a ((Ix)A) = ((Ix)B) és
(Vx)A) = ((Vx)B) (illetve a ((Ix)A)<((IFx)B) és ((Vx)A)<((Vx)B)) formuldk logikai
tételek T-ben.

Bizonyitds. (1) Elgszor tegyiik fel, hogy az x valtozo a T egyetlen explicit axiomajaban
sem szerepel.

Ha A = B tétel T-ben, akkor a tételek helyettesités-invarianciaja kovetkeztében
((ex(A)|x)A) = ((ex(A)|x)B) tétel T-ben, vagyis ((Ix)A) = ((ex(A)|x)B) tétel T-ben,
ugyanakkor ((ex(A)|x)B) = ((Ix)B) eleme &;-nek, ezért a lancszabaly alkalmazasaval
kapjuk, hogy ((3x)A) = ((3x)B) tétel T-ben.

Ha A = B tétel T-ben, akkor 2.5.3. alapjan (-B) = (—A) tétel T-ben, tehat az
el6z6 bekezdés szerint ((Ix)(—B)) = ((Ix)(—A)) tétel T-ben, tehat ismét a 2.5.3.
allitast alkalmazva nyerjiik, hogy —((3x)(=A)) = —((Ix)(—B)) tétel T-ben, vagyis (az
univerzalis kvantor értelmezése alapjan) ((vx)A) = ((Vx)B) tétel T-ben.

Tegyiik fel, hogy A<B tétel T-ben. A konjunkcié logikai alaptulajdonsiga szerint
ekkor A = B és B = A tételek T-ben. Az el6z6ekbsl lathatd, hogy ekkor a
(3x)A) = ((Ex)B), ((3x)B) = ((3x)A), ((vx)A) = ((vx)B) & ((vx)B) = ((vx)A)
formuldk mindegyike tétel T-ben. Kétszer alkalmazva az ekvivalencia logikai alaptulaj-
donsagat ebbdl kapjuk, hogy a ((3x)A)<((Ix)B) és ((Vx)A)<((Vx)B) formulak tételek
T-ben.

(IT) Most tegyiik fel, hogy x tetszdleges valtozo; ekkor x nem szerepel a T, egyetlen
explicit axidmajaban sem.

Ha A = B logikai tétel T-ben, akkor tétel Tp-ban, igy az (I)-bdl kdvetkezik, hogy
a ((Fx)A) = ((Ix)B) és ((Vx)A) = ((Vx)B) formulék tételek Tp-ban, tehat logikai
tételek T-ben.

Ha A<B logikai tétel T-ben, akkor tétel Tp-ban, igy az (I)-bdl kovetkezik, hogy a
(Fx)A)=((Ix)B) és ((Vx)A)<((vx)B) formulak tételek Ty-ban, tehat logikai tételek
T-ben. A
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2.7. A kvantorok specialis tulajdonsagai

2.7.1. Allitas. (A kvantorok kapcsolata a diszjunkcioval, konjunkciéval és imp-
likacioval.) Ha x wdltozo és A, B formuldik a T matematikai elméletben, akkor a
kovetkezd formuldk logikai tételek T-ben:

Bizonyitds. (I) Legyen T a Ty[(Ix)(A V B)] elmélet, és jelolje T az ex(A V B)
objektumot. Az egzisztencialis kvantor értelmezése szerint (T|x)(A V B) tétel (s6t
explicit axioma) T'-ben, ugyanakkor (T|x)(A VvV B)=((T|x)A) V ((T|x)B). Tovabba,
a ((T|x)A) = (Ix)A és ((Ix)A) = (((Ix)A) Vv ((Ix)B)) formulak logikai tételek, igy
a lancszabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy ((T[|x)A) = (((Ix)A) V ((Ix)B)) logikai
tétel T-ben. Tovabba, a ((T|x)B) = (Ix)B és ((Ix)B) = (((Ix)B) Vv ((Ix)A)) és
((3x)B) V ((3x)A)) = (((Ix)A) V ((Ix)B)) formulak szintén logikai tételek, tehat
a lancszabaly kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy ((T|x)B) = (((Ix)A) V ((Ix)B))
logikai tétel T-ben. Igy az esetszétvilasztds szabélya szerint ((Ix)A) V ((3x)B)
tétel T-ben. Ezutan a dedukcio-tétel alkalmazasaval arra kovetkeztethetiink, hogy
(Ix)(AV B) = ((Ix)A) V ((Ix)B) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben.

Most jelolje T a Ty[((Ix)A) V ((Fx)B)] elméletet. Az A = (A Vv B) formula eleme
&,-nek, és az x valtozo nem szerepel a ((3x)A) V ((3x)B) formuldban, tehat nem
szerepel a T elmélet egyetlen explicit axioméjaban sem, igy ((3x)A) = (Ix)(A VvV B)
tétel T-ben. A B = (A V B) formula tétel T-ben, és az x valtozd nem szerepel
a T egyetlen explicit axiomajaban sem, ezért ((3x)B) = (Ix)(A Vv B) tétel T-
ben. Ugyanakkor ((Ix)A) V ((3x)B) is tétel T-ben, igy az esetszétvalasztas szabélya
szerint (3x)(A V B) tétel T-ben. Ebbsl a dedukcio-tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy
((Fx)A) vV ((3Ix)B)) = (Ix)(A V B) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben.

Tehat a két eléz6 bekezdés és a konjunkcid logikai alaptulajdonsaga, valamint az
ckvivalencia definicidja szerint a (3x)(A V B)<((3x)A) V ((3x)B) formula logikai tétel
T-ben.

(IT) Jelolje T a Ty[(Ix)(A A B)] elméletet és T a ex(A A B) objektumot. Ekkor
(T|x)(A A B) tétel T-ben és (T|x)(A A B)=((T|x)A) A ((T|x)B), tehat a konjunk-
ci6 logikai alaptulajdonsaga szerint (T|x)A és (T|x)B tételek T-ben. Ezért (Ix)A és
(3x)B tétel T-ben, igy ((Ix)A) A ((Ix)B) is tétel T-ben. A dedukcio-tétel alapjan ez
azt jelenti, hogy a (Ix)(AAB) = ((3x)A) A ((Ix)B) formula tétel Tp-ban, vagyis logikai
tétel T-ben.

(III) Az implikacio értelmezése alapjan (3Ix)(A = B)=(3x)((—-A) vV B), és az (I)-bdl
kovetkezik, hogy a (3x)((—=A) v B)<((Ix)(-A)) V ((Ix)B) formula logikai tétel T-ben.

“, e,

(Ix)B))<=((—((vx)A))) V ((Fx)B) logikai tétel T-ben, és itt a jobb oldalon éppen a

((Vx)A) = ((3x)B) formula all. Ebbdl kovetkezik, hogy (Ix)(A = B)<(((Vx)A) =
((3x)B)) logikai tétel T-ben.
(IV) Az univerzalis kvantor értelmezése szerint ((Vx)A) V ((vx)B) = (—(3x)(—-A)) V
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(~(3x)(~B)). Ugyanakkor ((~(3x)(~A))V (=(3x)(~B)))&(((3%)(~A)) A((3x)(=B))
logikai tétel T-ben a de Morgan-tétel alapjan, igy a konjunkcié logikai alaptulajdonséaga
szerint a —(((Ix)(-A)) A ((3x)(—B))) = —((Ix((—=A) A (-B)))) formula logikai tétel
T-ben. Ugyanakkor a de Morgan-tétel alapjan ((—A) A (-B))<—(A vV B) logikai
tétel T-ben. Az univerzalis kvantor értelmezése szerint —((3Ix)((-A) A (=B))) =
(Vx)(A Vv B), tehat az el6z6ekbdl a lancszabaly tobbszori alkalmazasaval kovetkezik,
hogy a (((vx)A) V ((vx)B)) = (Vx)(A V B) formula logikai tétel T-ben.

(V) Az univerzalis kvantor értelmezése szerint (Vx)(A A B) = —((3x)(—(A A B))),
és a de Morgan-tétel alapjan (—(A A B))<((—A) v (—-B)) logikai tétel T-ben, igy
(Vx)(AAB))=—((3x)((—A)V(—=B))) logikai tétel T-ben. Az (I) allitas és 2.5.4. alapjan
(=((3x)((=A) Vv (-B))))e—-(((3x)(—A)) V ((Ix)(—B))) logikai tétel T-ben. Azonban
(~((3) (~4)) V ((3%)(~B))))=((=((3%)(~A)) A (~((Fx)(=B)))) szintén logikai tétel
T-ben a de Morgan-tétel szerint, és (Vx)A = —((3Ix)(—-A)), valamint (Vx)B =
—((3x)(—B)), ami az eléz6ek alapjan azt jelenti, hogy (Vx)(AAB)<(((Vx)A)A((Vx)B))
logikai tétel T-ben.

(VI) A definiciok szerint ((Ix)A) = ((Vx)B) = (=((3Ix)A)) V (=((Ix)(—B))), és a de
Morgan-tétel szerint ((—((3x)A)) V (=((3x)(—B))))=-(((3x)A) A ((Ix)(—B))) logikai
tétel T-ben. A (II) 4llitas és a kontrapozicio tétele alapjan (—(((Ix)A) A ((Ix)(—B)))) =
(=((3x)(A A (—B)))) logikai tétel T-ben. Az implikdcioé negacidjanak szabalya szerint
(AA(—B))<(—(A = B)) logikai tétel T-ben, igy (=((3x)(AA(—B))))<(=((Ix)(—(A =
B)))) szintén logikai tétel T-ben. Tovabba, —((3Ix)(-(A = B))) = (Vx)(A = B),
igy a lancszabély tobbszori alkalmazasaval az el6zéekbdl kapjuk, hogy (((3x)A) =
((Vx)B)) = (Vx)(A = B) logikai tétel T-ben. W

2.7.2. Allitas. Ha x vdltozé és A, B olyan formuldk o T matematikai elméletben, hogy
x nem szerepel A-ban, akkor a kovetkezd formuldk logikai tételek T-ben:

(Ix)(AVB) & AV (Ix)B, (Ix)(AAB) & A A (Ix)B,
(Vx)(AVB) & AV (vx)B, (Vx)(AAB) < A A (vx)B.

Bizonyitds. Azt fogjuk felhasznélni, hogy ha az x valtozo nem szerepel az A formulaban,
akkor az egzisztencialis kvantor definicidja szerint (Ix)A = (ex(A)|x)A = A.

(I) Az el6z6 allitasban belattuk, hogy (Ix)(A V B)<(((3x)A) V ((3x)B)) logikai tétel
T-ben, kovetkezésképpen (Ix)(A V B)<(A V (Ix)B) is logikai tétel T-ben.

(IT) Szintén az el6z6 allitasban lattuk, hogy (Ix)(A AB) = (((3x)A) A ((3x)B)) logikai
tétel T-ben, kovetkezésképpen (Ix)(A A B) = (A A (Ix)B) is logikai tétel T-ben.
Jelolje T a Ty[A A (Ix)B] elméletet és T az ex(B) objektumot. Az A A (T|x)B formula
explicit axioma T'-ben, és A A (T|x)B = (T|x)(A A B), mert x nem szerepel A-ban.
A (T|x)(A ANB) = (3x)(A A B) formula eleme &;5-nek, igy a levalasztas szabalyat
alkalmazva kapjuk, hogy (3x)(A A B) tétel T-ben. A dedukcio-tétel alapjan az adodik,
hogy (A A (3x)B) = (3x)(A A B) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben.

Tehét a konjunkeio logikai alaptulajdonsaga szerint (3x)(A A B)<(A A (3x)B) logikai
tétel T-ben.

(ITI) Az univerzalis kvantor definicidja szerint (Vx)(AVB)=-(3x)(-(AVB)), toviabba a
de Morgan-tétel szerint (—(AVB))<((—A)A(—B)) logikai tétel T-ben, kovetkezésképpen
(Vx)(A V B)<(=(3x)((-mA) A (=B)))) logikai tétel T-ben. Az x valtozo nem szerepel
a —A formulaban, ezért (II) és 2.5.4. alkalmazaséaval arra jutunk, hogy (—(3x)((—A) A
(—B))))<(=((=A)A(Fx)(—B))) logikai tétel T-ben. A de Morgan-tétel szerint (—((—A)A
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(Ix)(—B)))=((——A) V =(3x)(—B)) logikai tétel T-ben, igy az univerzalis kvantor
értelmezése alapjan (—=((—=A) A (3x)(—B)))< (A V (Vx)B) logikai tétel T-ben. Ez azt
jelenti, hogy (Vx)(A V B)<(A V (Vx)B) logikai tétel T-ben.

(IV) Az univerzalis kvantor definicidja szerint (Vx)(A A B) = —(3x)((—A) Vv (-B)),
tovabba (=(AAB))<((—A)V(—B)) logikai tétel T-ben, igy (Vx)(AAB)<(=(3x)((-A)V
(—B))) logikai tétel T-ben. Az x valtozo nem szerepel a —A formulaban, ezért (1) és 2.5.4.
alkalmazaséaval arra jutunk, hogy (—(3x)((=A) Vv (=B)))<(=((=A) vV (Ix)(=B))) logikai
tétel T-ben. A de Morgan-tétel szerint (—((—A) V (Ix)(—-B)))<((——A) A (=(Ix)(—B)))
logikai tétel T-ben, amibdl az univerzalis kvantor értelmezése alapjan kovetkezik, hogy
(=((=A) vV (Ix)(=B)))=(A A (Vx)(B)) logikai tétel T-ben. Ez azt jelenti, hogy
(Vx)(A A B)<(A A (Vx)B) logikai tétel T-ben. B

2.7.3. Allitas. Legyenek x, y kiilonbozd vdltozok és A, B formuldk a T matematikai
elméletben. Ha x nem szerepel B-ben és y nem szerepel A-ban, akkor a kovetkezd
formuldk logikai tételek T-ben:

(Fx)(3y)(A VB)=((Ex)A) vV (Ey)B),  (3x)(Jy)(AAB)<((3x)A) A ((3y)B),
(Fx)(Vy)(AVB)=((3x)A) vV ((Vy)B),  (Ix)(Vy)(A AB)=((Fx)A) A ((Vy)B),
(vx)(Vy)(A vV B)&((vx)A) vV ((Vy)B),  (vx)(Vy)(A AB)<((Vx)A) A ((Vy)B),
(vx)(3y)(A Vv B)=((vx)A) vV ((Fy)B),  (vx)(Jy)(A AB)<((vx)A) A ((3y)B).
Bizonyitds. Az y valtozo nem szerepel A-ban, ezért a kordbbiak szerint a
(Iy)(AAB) < AA(3y)B, (Vy)(AAB) < AA(Vy)B,
(Iy)(AvB) < Av(dy)B, (Vy)(AVB)< AV (Vy)B
formulak logikai tételek T-ben. Ebbdl kivetkezik, hogy a
(3x)(Fy)(AAB) & (Ix)(AA(3y)B), (Vx)(Fy)(AAB) < (vx)(AA(Fy)B),
(Fx)(Vy)(AAB) < (3x)(A A (Vy)B), (vx)(Vy)(A AB) < (Vx)(A A (Vy)B),
(3x)(3y)(AVB) < (Ix)(AV (3y)B), (Vx)(Fy)(AVB) < (vx)(AV (Jy)B),
(3x)(Vy)(AVB) < (3x)(AV (Vy)B), (vx)(Vy)(AVB) < (vx)(A V (Vy)B)

formulék logikai tételek T-ben. Az x valtozo nem szerepel a (Jy)B és (Vy)B formulak-
ban, ezért a

(3x)(A A (EFy)B) < (3x)A) A ((Fy)B),  (vx)(AA(By)B) < ((vx)A) A ((By)B),
(3X)(AA (Vy)B) < ((3x)A) A ((Vy)B),  (vx)(A A (Vy)B) & ((vx)A) A ((Vy)B),
(3x)(AV (Fy)B) & (3x)A) V((By)B),  (vx)(AV (Fy)B) & ((vx)A) Vv ((3y)B),
(FX)(AV (vy)B) < ((3x)A) V ((vy)B),  (vx)(AV (Vy)B) & ((vx)A) V ((Vy)B)

formulék logikai tételek T-ben, amibdl kovetkezik az allitas. W

2.7.4. Allitas. (A kvantorok felcserélésének tétele.) Ha x, y wdltozok, és A
formula a T matematikai elméletben, akkor a kovetkezd formuldk logikai tételek T-ben:

(Ix)(3y)A & (Jy)(3x)A,

(Vx)(Vy)A < (Vy)(vx)A,
(Ix)(Vy)A = (Vy)(Ix)A.
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Bizonyitds. (1) Tegylik fel, hogy x és y kiilonbozs véaltozok. Jelolje T a To[(3x)(y)A]
elméletet, tovabba jelolje T az ex((y)A) és S az ey((T|x)A) objektumot. Ekkor
(T|x)((Fy)A) explicit axiomaja T-nek, és x, y kiilonbozs valtozok, valamint y nem
szerepel T-ben, hiszen a (Jy)A kifejezésben sem szerepel. Ezért a kvantoros kife-
jezésekre vonatkozo helyettesitési szabaly szerint (T|x)((3y)A) = (Jy)((T|x)A), igy
(Fy)((T|x)A) tétel T-ben. Az egzisztencialis kvantor értelmezése alapjan ez azt jelenti,
hogy (S|y)((T|x)A) tétel T-ben. Itt x és y kiilonbozdek, és x nem szerepel S-ben,
mert nem szerepel T-ben, igy a (T|x)A kifejezésben sem. Most a helyettesitések felcse-
rélésének szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (S|y)((T|x)A) = ((S]y)T|x)((S|ly)A) =
(T|x)((S|y)A), mert y nem szerepel T-ben. A (T|x)((Sly)A) = (Ix)((S|y)A) formu-
la eleme &5-nek, amibdl a levalasztéas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (3x)((S|y)A)
tétel T-ben. Ugyanakkor x és y kiilonboz6 véltozok, valamint x nem szerepel S-ben,
ezért a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesités szabélya szerint (Ix)((S|y)A) =
(Sly)((3x)A), igy (S|ly)((3x)A) tétel T-ben. Az (Sly)((Ix)A) = (Jy)(3Ix)A formula
eleme &5-nek, igy a levalasztas szabélyat alkalmazva kapjuk, hogy (Jy)(3x)A tétel T'-
ben. A dedukcio-tétel alkalmazva kapjuk, hogy (3x)(Jy)A = (Jy)(Ix)A tétel Tp-ban,
vagyis logikai tétel T-ben.

Ez tetsz6leges A formulara és kiilonboz6 x, y valtozokra igaz, ezért a (Jy)(Ix)A =
(3x)(Jy)A formula is logikai tétel T-ben, igy a konjunkci6 logikai alaptulajdonsaga sze-
rint a (3x)(Jy)A<(Jy)(Ix)A formula logikai tétel T-ben.

(IT) Tegyiik fel, hogy x és y kiilonb6z8 valtozok. Az univerzalis kvantor definicidja szerint
(Vx)(Vy)A = =(3x)(——(Jy)(—A)). Azonban 2.5.3. alapjan (——(Jy)(—A))<(3y)(—A)
logikai tétel T-ben, amibdl kovetkezik, hogy (3Ix)(—=—(Jy)(—A))<(Ix)(Jy)(—A) is lo-
gikai tétel T-ben. Ez azt jelenti, hogy (Vx)(Vy)A<—(3x)(Jy)(—A) logikai tétel T-
ben. Ez tetszéleges A formulara és kiilonbozé x, y valtozokra igaz, kovetkezéskép-
pen (Vy)(Vx)A<—(Jy)(3x)(—A) szintén logikai tétel T-ben. Az (I) allitds alapjan
(Ix)(3y)(—A)<=(Jy)(3x)(—A) logikai tétel T-ben, igy =(Ix)(Jy) (—A)=—(Ty)(Ix)(—A)
szintén logikai tétel T-ben. Ebbdl kapjuk, hogy (Vx)(Vy)A<(Vy)(Vx)A logikai tétel T-
ben.

(ITT) Tegyiik fel, hogy x és y kiilonbozs valtozok. Jelolje T a To[(Ix)(Vy)A] elméle-
tet, és legyen T az ex((Vy)A) objektum. A T’ definicitja szerint (T|x)((Vy)A) explicit
axioma T'-ben. Az y valtoz6 nem szerepel T-ben, mert nem szerepel a (Vy)A formu-
laban. Ezért (T|x)((Vy)A) = (Vy)((T|x)A), és a (Vy)((T|x)A) = ((T|x)A) formula
logikai tétel T-ben, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (T|x)A tétel
T'-ben. A (T|x)A = (Ix)A formula eleme S5-nek, ezért ismét a levalasztas szabalyat
alkalmazva kapjuk, hogy (Ix)A tétel T-ben. Az y véltozo nem szerepel a T egyetlen
explicit axidmajaban sem (vagyis a (3x)(Vy)A formuldban), tehat az altalanositas sza-
bélya szerint (Vy)(3x)A tétel T-ben. Ebbdl a dedukcio-tétel alapjan kovetkezik, hogy
(Ix)(Vy)A = (Vy)(3x)A tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben.

(IV) Utoljara feltessziik, hogy x = y. Ekkor az els§ két formula trividlisan logikai tétel
T-ben, hiszen az < operator mindkét oldalan ugyanaz a formula all és az ekvivalencia
reflexiv. A (Vx)A formulaban nem szerepel az x valtozo, ezért az egzisztencialis kvantor
definici6ja szerint (3x)(Vx)A = (Vx)A. Tovabb4, a (3x)A formulaban nem szerepel az
x valtozo, ezért az univerzalis kvantor definicidja szerint

(V) (Fx)A = (ex(=((F)A)) [x)7=((Fx)A) = ==((3x)A).

A kettds negacio szabalya szerint ((3x)A) = ——((3x)A) logikai tétel T-ben, ugyanakkor
a 2.6.5. allitas alapjan ((Vx)A) = ((3x)A) logikai tétel T-ben, igy a lancszabalyt
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alkalmazva kapjuk, hogy ((Vx)A) = ——((3x)A) logikai tétel T-ben. Az elézdek alapjan
ez pontosan azt jelenti, hogy (3x)(Vx)A = (Vx)(3x)A logikai tétel T-ben. M

2.8. A feltételes kvantorok tulajdonsagai

2.8.1. Allitas. Ha A, B formuldk és x vdltozé a T matematikai elméletben, akkor a
(VBx)A < (¥x)(B = A)

formula logikai tétel T-ben.

Bizonyitds. A feltételes kvantorok definicidja (2.2.5.) utan all6 bekezdésben lattuk, hogy
(Vex)A = (Vx)(B = (-—A)), igy elég azt igazolni, hogy a (Vx)(B = A)<(Vx)(B =
(=—A)) formula logikai tétel T-ben. Ez viszont nyilvanval6, mert 2.5.3. szerint
(B= A)&(B = (—-—A)) logikai tétel T-ben. W

2.8.2. Allitas. (A feltételes kvantoros kifejezések negacivja.) Ha A, B formuldk
és x valtozo a T matematikai elméletben, akkor a

~((FBx)A) & (VBX)(—A) (2.1)
—((VBx)A) & (Ix)(—A)

formulak logikar tételek T-ben.

Bizonyitds. A definicio szerint (Vpx)(—A) = —(Ipx)(——A) = —(Ix)(B A (——A)).
A 2.5.3. allitas alapjan (B A (-—A))<(B A A) logikai tétel T-ben, igy (Ix)(B A
(7=A))<(Ix)(BAA) is logikai tétel T-ben. Ezutan a 2.5.4. allitast alkalmazva kapjuk,
hogy (—(3x)(B A (—m—A)))<(—~(Ix)(B A A)) logikai tétel T-ben, ami azt jelenti, hogy
(Vex)(—A)e—((Isx)A) logikai tétel T-ben.

A definici6 szerint =((Vpx)A) = —-—(Ipx)(—A), és a 2.5.3. allitas alapjan vilagos, hogy
(==(FBx)(—A))<(Ipx)(—A) logikai tétel T-ben, igy (—((VBx)A))<(Ipx)(—A) szintén
logikai tétel T-ben. A

2.8.3. Allitas. (A feltételes kvantorok kapcsolata a diszjunkciéval, konjunkci-
oval és implikacioval.) Ha x vdltozo és A, B, C formuldk a T matematikai elméletben,
akkor a kévetkezd formuldk logikai tételek T-ben:

(Fex)(AVB) & ((Hcx)A) V ((Hex)B),  (Fex)(A AB) = ((Hcx)A) A ((3cx)B),
(Fex)(A = B) & ((Vex)A) = ((Hcx)B),
) (Vex)A) A ((Vex)B),
(

VCX) (A = B)

(Vex)A) V ((Vox)B) = (Vex)(AVB),  (Vox)(AAB) &
((Bex)A) = ((Vex)B)) =

Bizonyitds. Tudjuk, hogy (CA (A VB))=((CAA)V(CAB)) logikai tétel T-ben, ami-
bél kévetkezik, hogy (Ix)(C A (A V B))<(3x)((CAA) V (C A B)) logikai tétel T-ben.
Ugyanakkor lattuk, hogy a (3x)((CAA)V (CAB))<(((Fx)(CAA))V ((Ix)(CAB)))
formula logikai tétel T-ben, amibdl kapjuk, hogy (Icx)(AVB)<(((Fcx)A)V ((Fcx)B))
logikai tétel T-ben.

Tudjuk tovabba, hogy (C A (A AB))<((C A A) A (C AB)) logikai tétel T-ben, amibdl
kovetkezik, hogy (Ix)(C A (A AB))<(3x)((C A A) A (C AB)) logikai tétel T-ben. Iga-
zoltuk, hogy (Ix)((CAA)A(CAB)) = (((Ix)(CAA)) A ((Ix)(C A A))) logikai tétel
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T-ben, tehat (Icx)(A A B) = (((3ex)A) A ((Fcx)B)) logikai tétel T-ben.

Az implikacio definicioja szerint (cx)(A = B) = (Jcx)((—A) V B), és igazoltuk, hogy

(Fex)((mA)VB)<(((3ex)(—A)) V ((3ex)B)) logikai tétel T-ben. A feltételes kvantoros

kifejezések negaciojanak szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy ((3cx)(—A))=(—(Vex)A)

logikai tétel T-ben, amibdl kovetkezik, hogy (Fex)((mA)VB)<((—((Vex)A))V((Icx)B)))
logikai tétel T-ben. Az implikicié definicidja szerint ez pontosan azt jelenti, hogy a

(Jex)(A = B)&(((Vex)A) = ((3ex)B)) formula logikai tétel T-ben.

Ezzel a feltételes egzisztenciélis kvantorokra vonatkozé allitasokat igazoltuk Ezekb()’l a

s stz

feltételes univerzalis kvantorokra vonatkozoé allitdsokat. W

2.8.4. Allitas. (A feltételes kvantorok felcserélésének tétele.) Hax, y kiilonbizd
vdltozok, és A, B, C formuldk a T matematikai elméletben, és x nem szerepel C-ben,
valamint y nem szerepel B-ben, akkor a kévetkezd formuldk logikai tételek T-ben:

<E|BX)<E|Cy)A = (E'Cy)<E|BX)A,
(VBX)(Vcy)A & (Voy)(VBX)A,
(IBx)(Vey)A = (Vey)(IBx)A.

Bizonyitds. (I) Definicio szerint (Igx)(Icy)A = (Ix)(B A (y)(C A A)). Az y
nem szerepel B-ben, igy (B A (3y)(C A A))<(Jy)(B A (C A A)) logikai tétel T-ben.
Ugyanakkor a korabbi eredmények szerint (B A (C A A))<(C A (B A A)) logikai tétel
T-ben, igy (Jy)(BA (CAA))=(Jy)(CA (BAA)) szintén logikai tétel T-ben. Ezért
(Ix)(Icy)A<(Ix)(Jy)(C A (B A A)) logikai tétel T-ben. A kvantorok felcserélésének
tétele alapjan (3x)(Jy)(C A (B A A))<=(Jy)(Fx)(C A (B A A)) logikai tétel T-ben. De
x nem szerepel C-ben, ezért (Ix)(C A (B A A))=(C A (Ix)(B A A)) logikai tétel T-
ben. Ebbdl kapjuk, hogy (Jy)(3x)(C A (B A A))<(Jy)(C A (Ix)(B A A)) logikai tétel
T-ben. A definicié szerint vilagos, hogy (Jy)(C A (Ix)(B A A)) = (Fcy)(Isx)A, tehat
(Ix)(Icy)A<(3cy)(Isx)A logikai tétel T-ben.

(IT) A definici6 szerint (Vpx)(Veoy)A = —(Ipx)(——(Icy)(—A)), és hasonloan lathato,
hogy (Vey)(Vex)A = —(3cy)(——(Isx)(—A)), ezért a 2.5.4. Allitds alapjan elég
azt igazolni, hogy ((Ix)(——(Icy)(—A)))<((Fcy)(——(Isx)(—A))) logikai tétel T-
ben. A 2.5.3. éllitas szerint =—(3¢cy)(—A)<(Icy)(—A) logikai tétel T-ben, kivetke-
zésképpen ((Ipx)(——(Icy)(—A)))<((Fx)((Fcy)(—A))) logikai tétel T-ben. Hason-
l6an kapjuk, hogy ((cy)(——(Ix)(—A)))<=((Fcy)((Isx)(—A))) logikai tétel T-ben.
Az (I) alapjan ((3gx)((3cy)(—A)))<=((Fcy)((Isx)(—A))) logikai tétel T-ben, ezért
(VBx)(Vey)A)<((Vey)(Vex)A) szintén logikai tétel T-ben.

(III) A ((Vcy)A)<((Vy)(C = A)) formula logikai tétel T-ben, kovetkezésképpen a
((F8x)(Vey)A)<((3x)(B A (Vy)(C = A))) formula szintén logikai tétel T-ben. Az y
nem szerepel B-ben, igy (B A (Vy)(C = A))<((Vy)(B A (C = A))) logikai tétel T-
ben, igy ((Ipx)(Vcy)A)<((3x)(Vy)(B A (C = A))) logikai tétel T-ben. A kvantorok
feleserélésének tétele szerint ((3x)(Vy)(B A (C = A))) = ((Vy)(3x)(B A (C = A)))
logikai tétel T-ben. Ez azt jelenti, hogy ha bebizonyitjuk, hogy ((Vy)(3x)(B A (C =
A))) = ((Vcy)(Tsx)A) logikai tétel T-ben, akkor a lancszabély alapjan az allitast
igazoltuk. Ehhez észrevessziik, hogy ((Vey)(Ipx)A)<((Vy)(C = (Ix)(BAA))) logikai
tétel T-ben, ezért elegendd volna azt igazolni, hogy ((Vy)(3x)(B A (C = A))) =
(Vy)(C = (Fx)(B A A))) logikai tétel T-ben. Ehhez pedig elég azt belatni, hogy
(Fx)(BA(C = A)) = (C = (Ix)(B A A)) logikai tétel T-ben. Az x valtozo
nem szerepel C-ben, igy ((—=C) V (Ix)(B A A))<((Ix)((—-C) vV (B A A))), vagyis
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(C = (Ix)(BAA))=((Ix)(C = (BAA))) logikai tétel T-ben. Ez azt mutatja, hogy
elég azt igazolni, hogy (BA(C = A)) = (C = (BAA)) logikai tétel T-ben, vagyis tétel
Ty-ban. Ez viszont nyilvanvalo, mert ha T jeloli a To[B A (C = A), C] elméletet, akkor
vilagos, hogy B, C = A és C tételek T'-ben, tehat a levalasztas szabalyat alkalmazva
kapjuk, hogy A is tétel T-ben, igy a B A A formula is tétel T-ben, amibél a dedukeio-
tétel kétszeri alkalmazaséaval kapjuk, hogy (B A (C = A)) = (C = (B A A)) logikai
tétel T-ben. A

2.8.5. Allitas. Legyen x vdltozé és B formula a T matematikai elméletben. Ha o (Ix)B
formula (logikai) tétel T-ben, akkor a T matematikai elmélet minden A formuldjdra a

(Vex)A = (Ix)A
formula (logikai) tétel T-ben.

Bizonyitds. (I) Tegyiik fel hogy (3x)B tétel T-ben, és legyen A tetszsleges formulaja
a T matematikai elméletnek. Jelolje T a T[(Vpx)A] matematikai elméletet, amelyben
(Vex)A explicit axioma, tehat tétel. Tudjuk, hogy (Vex)A&(Vx)(B = A) logikai
tétel T-ben, tehat (Vx)(B = A) tétel T-ben. Ugyanakkor, a hipotézis szerint
(3x)B tétel T-ben, igy T-ben is, ami az egzisztencidlis kvantor definicidja szerint azt
jelenti, hogy (T|x)B tétel T-ben, ahol T = e4(B). Az univerzalis kvantor logikai
alaptulajdonsiga szerint (Vx)(B = A) = (T|x)(B = A) logikai tétel T'-ben, igy
a levalasztas szabélyat alkalmazva kapjuk, hogy (T|x)(B = A) tétel T-ben. Mivel
(T|x)(B = A) = ((T|x)B) = ((T|x)A), igy ismét a levalasztas szabalyat alkalmazva
adodik, hogy (T|x)A tétel T-ben. Tehat a konjunkci6 logikai alaptulajdonsaga szerint
((T]x)B) A ((T]x)A) tétel T-ben. Mivel ((T|x)B) A ((T|x)A) = (T|x)(BAA) és a
(T|x)(B A A)) = (Ix)(B A A) formula eleme Ss-nek, tehat axioma T'-ben, igy a
levalasztas szabdlya szerint (3x)(B A A), vagyis (Igx)A tétel T-ben. Ebbdl a dedukeio-
tétel alkalmazéasaval kapjuk, hogy ((Vex)A) = ((Ipx)A) tétel T-ben.

(IT) Tegyiik fel hogy (Ix)B logikai tétel T-ben, és legyen A tetszsleges formulaja a T
matematikai elméletnek. Ekkor (3x)B tétel a Ty predikatumkalkulusban, és A formulaja
a T, predikatumkalkulusnak is, igy (I) alapjan ((Vex)A) = ((Isx)A) tétel Tp-ban,
vagyis logikai tétel T-ben. M

Vigyéazzunk arra, hogy az el6zd allitasban nélkiilozhetetlen az a mellékfeltétel, hogy
a (Ix)B egzisztencialis formula (logikai) tétel legyen T-ben.

2.9. Az egyenl6ség logikai tulajdonsagai

Most az = jellel kapcsolatos alapvets logikai tulajdonsagokat fogjuk megvizsgalni.
Erdemes bevezetni a kovetkezd elnevezést:

2.9.1. Definicié. Legyenek T és S objektumok a T matematikai elméletben. Azt mond-
juk, hogy T és S egyenlS T-ben, ha a T = S formula tétel T-ben. A T = S alaki
formuldkat egyenléségeknek nevezziik.

Vildgosan lathato, hogy két objektum egyenl@sége 1ényegesen fiigg annak a matema-
tikai elméletnek az igazsag-fogalméatol, amelynek nyelvében a két objektum egyenlGségét
(mint formulat) megfogalmaztuk.
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2.9.2. Tétel. (Az egyenlgség logikai tulajdonsagai.) Ha T, S és R objektumok a
T matematikai elméletben, akkor a kovetkezd formuldk logikai tételek T-ben:

T="T,
T=S<S=T,
((T=S) A (S=R)) = T=R.

Bizonyitds. (I) Legyen x tetszleges valtozo, és jelolje A a —(x = x) formulat. A
(Vx)(A=A)) = (ex(A) = ex(A)) formula eleme &7-nek, tehat logikai tétel T-ben,
ugyanakkor A< A is logikai tétel T-ben, igy a tételek helyettesités-invariancidjanak
szabdlya szerint az (ex(—(A<A))|x)(A<A) formula is logikai tétel T-ben. De
((ex(m(A<A))|Ix)(A=A)) < (Vx) (A< A) logikai tétel T-ben, tehat (Vx)(A<A) szintén
logikai tétel T-ben. A levalasztés szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy az ex(A) = ex(A)
formula logikai tétel T-ben. Ugyanakkor ez a formula azonos az (ex(A)|x)(x = x)
formulaval, ami nem mas, mint az (ex(—(x = x))|x)(x = x) formula. Tudjuk, hogy
(Vx)(x = x))<(ex(n(x = x))[x)(x = x) logikai tétel T-ben, ezért az elézéek alapjan
(Vx)(x = x) logikai tétel T-ben. Ha T tetszdleges objektum, akkor a (Vx)(x = x) =
(T|x)(x = x) formula logikai tétel T-ben, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk,
hogy a (T|x)(x = x) formula logikai tétel T-ben, tehat (T|x)(x = x) = (T = T) miatt
T = T logikai tétel T-ben.

(IT) Jelolje T a Ty[T = S| elméletet, és legyen x olyan valtozo, amely T-ben nem
szerepel. A (T = S) = ((T|x)(x = T)<(S|x)(x = T)) formula eleme Sg-nak, tehat
tétel T-ben. Ugyanakkor (T|x)(x =T) = (T =T) ¢és (S|x)(x =T) = (S = T), mert
x nem szerepel T-ben. Tehat (T = S) = ((T = T)<(S = T)) tétel T-ben. Ebbdl
a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (T = T)<(S = T) tétel T-ben. Az
ekvivalencia tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy ekkor (T = T) = (S = T) is tétel T'-
ben. Az (I) alapjan T = T tétel T-ben, igy a levalasztéas szabalyat alkalmazva kapjuk,
hogy S = T tétel T-ben. A dedukcio-tételbsl kovetkezik, hogy (T = S) = (S = T)
tétel Tp-ban, vagyis logikai tétel T-ben. Ez a T barmely két T és S objektumara teljesiil,
tehéat a T és S felcserélésével kapjuk, hogy (S = T) = (T = S) is logikai tétel T-ben. Az
ekvivalencia logikai tulajdonsagai alapjan ez azt jelenti, hogy (T = S)<(S = T) logikai
tétel T-ben.

(ITT) Jelolje T a Ty[(T = S) A (S = R)] elméletet. Legyen x olyan véltozo, amely nem
szerepel T-ben. Az (S = R) = ((S|x)(T = x)<(R|x)(T = x)) formula eleme &g-nak,
tehét tétel T-ben. Ugyanakkor (S|x)(T =x) = (T =8S) ¢s (R|x)(T =x) = (T = R),
mert x nem szerepel T-ben. Tehat (S = R) = ((T = S)&(T = R)) tétel T-
ben, és S = R tétel T-ben, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy
(T =S)<(T = R) tétel T-ben. Az ekvivalencia tulajdonsagai alapjan ebbél kovetkezik,
hogy (T = S) = (T = R) tétel T-ben. Ugyanakkor T = S is tétel T-ben, igy
ismét levalasztéast alkalmazva kapjuk, hogy T = R tétel T-ben. Ebbdl a dedukcio-tétel
alkalmazéséaval kovetkezik, hogy a ((T = S)A(S = R)) = (T = R) formula tétel Typ-ban,
vagyis logikai tétel T-ben. M

Eddig az = szimbolum egy kitlintetett kétvaltozos logikai fiiggvényjelként szerepelt
a matematikai nyelvekben. Abbol a szempontbdl kitiintetett, hogy minden matematikai
nyelv szimbolum-készletében szerepel. A matematikai elméletekben az = jelnek logikai
értelmet az &g és &7 logikai axidma-sémak adnak. Az imént bizonyitott tételbdl lathato,
hogy ezek a logikai axiéma-sémék (egyéb logikai axiomakkal és szabalyokkal egyiitt)
valoban olyan tulajdonsagokkal ruhazzak fel az = jelet tartalmazé formulékat (vagyis az
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egyenldségeket), amelyeket az objektumok egyenl@ségével kapcsolatban a nem formaélis
logikaban is elvarunk. A kovetkezd allitasban szintén egy ilyen természetes kovetelmény
teljesiilését igazoljuk.

2.9.3. Allitas. Ha T, S, R objektumok és x vdltozé a T matematikai elméletben, akkor
T=S = (T|x)R=(S|x)R
logikai tétel T-ben.

Bizonyitds. Legyenek y és z olyan kiilonbozé valtozok, amelyek kiilonboznek x-t6l és
nem szerepelnek a T, S, R objektumokban, tovabba jeldlje T a Tyly=z] elméletet. A
T barmely B formulajara az (y = z) = ((y|z)B<(z|z)B) formula eleme &g-nak, tehat
tétel T-ben, tovabba y = z axioma T'-ben, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk,
hogy (y|z)B<(z|z)B, vagyis (y|z)B<B tétel T-ben. Jelolje B az (y|x)R = (z|x)R
formulat. A z és y valtozok kiilonbozdek és z nem szerepel R-ben, ezért (y|z)(y|x)R =
(y|x)R, tovabba az x valtozo kiilonbozik z-tsl és y-tol, igy (y|z)(z|x)R = (y|x)R,
hiszen z nem szerepel R-ben. Ez azt jelenti, hogy (y|z)B = ((y|x)R = (y|x)R), amivel
megmutattuk, hogy ((y|x)R = (y|x)R)<((y|x)R = (z|x)R) tétel T-ben. A konjunkcio
logikai alaptulajdonsaga szerint ekkor ((y|x)R = (y|x)R) = ((y|x)R = (z|x)R) tétel
T'-ben, ¢s mivel (y|x)R = (y|[x)R tétel T-ben, igy a levalasztas szabalyéat alkalmazva
kapjuk, hogy (y|x)R = (z|x)R tétel T-ben. Tehat a dedukcio-tételbsl kovetkezik,
hogy (y = z) = ((y|x)R = (z|x)R) tétel Ty-ban, vagyis logikai tétel T-ben. Kétszer
egymas utan alkalmazva a tételek helyettesités-invarianciajanak szabalyat kapjuk, hogy
(Tly)(S|z)((y = z) = ((y|x)R = (z|x)R)) is logikai tétel T-ben. Természetesen az y
és z valtozok vélasztasa alapjan nyilvanvalo, hogy ez a formula azonos a (T = S) =
((T|x)R = (S|x)R) formulaval. B

Tehat megmutattuk, hogy ha két objektum egyenld, akkor ezeket barmely objektum
barmely valtozoja helyére behelyettesitve egyenld objektumokat kapunk. Azt is elvarjuk,
hogy ha két objektum egyenls, akkor ezeket barmely formula barmely valtozoja helyére
helyettesitve ekvivalens formulakat kapjunk. Ez valoban igy van, és nem is kell bizonyi-
tanunk, mert az &g logikai axidma-sémanak pontosan ez az értelme.

Azonban vigyazzunk arra, hogy ha a T matematikai elmélet barmely T, S, R
objektumara és barmely x valtozdjara a T =S = (R|x)T = (R|x)S formula tétel T-
ben, akkor az elmélet barmely T és S objektumara T = S tétel T-ben. Legyenek ugyanis
T és S rogzitett objektumok, és vegyiink olyan x és y valtozokat, amelyek kiilénboéznek
egymastol, és nem szerepelnek sem T-ben, sem S-ben, valamint a T explicit axidéméiban
sem szerepelnek. A hipotézis szerint az (x = y) = ((S|ly)x = (S|y)y) formula tétel
T-ben, és természetesen (S|ly)x = x (mert x és y kiilonbozdek), valamint (S|y)y = S.
Tehat (x =y) = (x = S) tétel T-ben. Az x nem szerepel a T explicit axiéméaiban, ezért
a tételek helyettesités-invarianciaja szerint (T|x)((x = y) = (x = S)) tétel T-ben. De
(Tx)(x=y)=(x=8))=(T=y)= (T =8)), mert x nem szerepel S-ben. Tehat
(T =y) = (T =8S) tétel T-ben. Az y nem szerepel a T explicit axidmaiban, ezért a
tételek helyettesités-invariancidja szerint (T|y)((T = y) = (T = S)) tétel T-ben. De
(Tly)(T=y)= (T =8))=(T=T)= (T =8), mert y nem szerepel T-ben és
S-ben. Tehat (T =T) = (T =9S) és T = T tétel a T elméletben, amibdl a levalasztas
szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy T = S tétel T-ben.

A matematikai elméletekben gyakran talalkozunk kiilonféle egyenletekkel és azok
megoldasaival. Pontosabban a kovetkezérsl van szd. Legyenek T és S objektumok a
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T matematikai elméletben, és x olyan véltozo, amely S-ben nem szerepel. Ha R olyan
objektum, amelyre a (R|x)T = S formula tétel T-ben, akkor azt mondjuk, hogy R
megoldasa x-ben a T = S egyenletnek a T elméletben.

A nem formaélis matematikdban sokszor el6fordulnak egyértelmiien létezd matematikai
objektumok. Ilyenrdl akkor beszéliink, ha egy A kijelentésr6l és annak x valtozojarol
bebizonyitjuk, hogy "létezik olyan x, hogy A" és "barmely két objektumra igaz az, hogy
ha azok x helyére téve igazza teszik az A kijelentést, akkor a két objektum egyenld".
Most ennek a nem formalis logikai fogalomnak a formalizélasaval foglalkozunk.

2.9.4. Lemma. Legyen A formula és x vdltozo a T matematikai elméletben. Ha'y és z
olyan kilonbézd vdltozok, amelyek x-tdl kilonboznek és nem szerepelnek A-ban, akkor a

(V) (V2)(((y[x)A A (z[x)A) = (v = 2))

formula fiiggetlen az'y €s z vdltozoktdl, tehdt ha'y' ész’ szintén olyan kiilonbézd vdltozok,
amelyek x-tol kiilonboznek és nem szerepelnek A-ban, akkor

(V) (V2)((y[x)A A (z[x)A) = (v = 2z)=
=(vy)(v2)(y'})A A (Z[x)A) = (v' = 2)).

Bizonyitds. Tetsz6leges u és v valtozora legyen
B(u,v) = ((u[x)A A (v]x)A) = (u=v).

Legyenek y és z olyan kiilénbo6z6 valtozok, amelyek x-t6l1 kiilonboznek és nem szerepelnek
A-ban. Valasszunk olyan u és v valtozokat, amelyek kiilonboznek egyméastol, x-
t6l, y-tol és z-t6l, valamint nem szerepelnek A-ban. Ekkor z nem szerepel B(u,v)-
ben, mert z kiilonbozik u-tél és v-t6l, valamint z nem szerepel A-ban. Ezért a
kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesitések tranzitivitdsdnak szabélyat alkalmazva
(V)B(u,v) = (Vz)((z|v)B(u,v)) adodik. A z kiilénbozik u-tél és y-tol, ezért ha
a valtozok helyettesitésének szabalyat alkalmazzuk a kvantoros kifejezésekre, akkor
(y|u)(Vz)((z|v)B(u,v)) = (Vz)((y|u)(z|v)B(u, v)) adodik. Ugyanakkor y nem szerepel
a (Vz)((z|v)B(u,v)) formulaban, mert kiilonbozik u-tél és z-t6l, valamint nem szerepel
A-ban. Ezért a helyettesitések tranzitivitasanak szabalyat alkalmazva a kvantoros
kifejezésekre kapjuk, hogy

(vu) (W) B(u, v) = (vy)((yu)(¥)B(u, v)) =
= (vy)(v2)((y|u)(z]v)B(u, v))
(y

ahol az utols6 azonossagnal felhasznaltuk, hogy

(79)((y ) (V2) (2]v)B(u, v))) =
= (vy)(v2)B(y.2).

lu)(z|v)B(u,v) = B(y, 2).
Ha y’ és z’' szintén olyan kiilénbozs valtozok, amelyek x-t6l kiilonboznek és nem

szerepelnek A-ban, tovabba az u és v valtozokat tgy valasztjuk meg, hogy kiilonbozzenek
egymastol, x-t6l, y-tol, z-t6l, y'-t6l és z'-t6l, akkor az elézéek szerint

(Vy)(vz)B(y,z) = (Vu)(vv)B(u, v) = (Vy')(v2)B(y', 2,

és természetesen B(y,z) = ((y|x)A A (z|x)A) = (y = z), valamint B(y',z') =
((¥'|x)A A (2'|x)A) = (y' = Z'). Ezzel az allitast igazoltuk.

2.9.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy a T matematikai elmélet A formuldja az x
vdltozoban egyértelmi T-ben, ha a (Vy)(Vz)(((y|x)A A (z|x)A) = (y = z)) formula
tétel T-ben, ahol'y és z tetszdleges olyan kilonbozd vdltozok, amelyek x-tdl kiilonboznek
€s nem szerepelnek A-ban.
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2.9.6. Tétel. Legyen A formula és x vdltozo a T matematikai elméletben. Ha A az x
vdltozoban egyértelmi T-ben, akkor T bdrmely T és S objektumdra a

(TIx)A) A (S)A) = T =8
formula tétel T-ben.

Bizonyitds. Legyenek y és z olyan kiilonb6z6 valtozok, amelyek kiilonboznek x-t6l és nem
szerepelnek sem az A formuldban, sem a T és S objektumokban. A (Vy)(Vz)(((y|x)A A
(z|x)A) = (y = z)) formula tétel T-ben, ¢és a

(W) (V2) (YA A (z[x)A) = (y =2)) = (Tly)(V2)(y[x)A A (z[x)A) = (y = 2))

formula logikai tétel T-ben, igy a levalasztas szabalya szerint (T|y)(Vz)(((y|x)A A
(z|x)A) = (y = z)) tétel T-ben. A z valtozo y-tol kiilonbozik és nem szerepel T-ben,
igy a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesitési tétel alapjan

(Tly)(v2)(((y[x)A A (2[x)A) = (v = 2))=(V2)(Ty)(((y[x)A A (z[x)A) = (
= (v2)(Tx)A A (z[x)A)) = (T = z)),

hiszen (T|y)(y|x)A = (T|x)A (mert y nem szerepel A- ban) (Tly)(z

(mert y és z kiilonbozsek, valamint y nem szerepel A-ban), és (Tly )( = z)
(mert y és z kiilonbozdek). Ez azt jelenti, hogy (Vz)(((T]x)A A (z]x)A

tétel T-ben, ugyanakkor a

<
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N
~—
~—

(V2)(TIx)A A (z[x)A)) = (T =2)) = (S|2)((TIx)A A (z[x)A)) = (T = z))

formula logikai tétel T-ben, igy a levalasztas szabalya szerint (S|z)(((T|x)AA(z]|x)A)) =
(T = z)) tétel T-ben. Konnyen lathato, hogy

(S[2)(TX)A A (zx)A)) = (T =2)) = ((TIx)A) A ((S[x)A)) = (T =8),

ugyanis nyilvanvaléan (S|z)(T|x)A = (T|x)A (mert z nem szerepel T-ben és A-ban),
(S|z)(z|x)A = (S|x)A (mert z nem szerepel A-ban), és (S|z)(T=z) = T=S (mert z nem
szerepel T-ben). Ez azt jelenti, hogy (((T|x)A) A ((S|x)A)) = (T = S) tétel T-ben. A

2.9.7. Kovetkezmény. Legyen A formula és x wvdltozo a T matematikai elméletben.
Tegytik fel, hogy A azx vdltozéban egyértelmd T-ben. Ha T olyan objektum, hogy (T|x)A
tétel T-ben, akkor (Ix)A tétel T-ben és T = ex(A) tétel T-ben.

Bizonyitds. A (T|x)A = (3x)A formula eleme S5-nek, tehat a levalasztas szabalyat
alkalmazva kapjuk, hogy (3x)A, vagyis az (ex(A)|x)A formula tétel T-ben. Tehat a
konjunkcio6 logikai alaptulajdonsagabol kovetkezik, hogy ((T|x)A) A ((ex(A)|x)A) tétel
T-ben. Az el6z6 tétel és a levalasztas szabélya alapjan T = ex(A) tétel T-ben, vagyis T
egyenld az ex(A) objektummal T-ben. A

Az el6z6 allitas révilagit az e-szimbolumok egy tjabb jelentésére. Kordbban lattuk,
hogy az egzisztenciélis kvantor értelmezésébdl adodik az, hogy ha A formula és x valtozo,
akkor ex(A) egy olyan objektum, amelyet x helyére téve A-ban pontosan akkor kapunk
tételt, ha (Ix)A tétel. Most azt is latjuk, hogy ha (Ix)A tétel és A egyértelmi az
x valtozoban, akkor e4x(A) az az egyetlen objektum, amelyet x helyére téve A-ban
tételt kapunk. Ezt tgy kell érteni, hogy ekkor e4(A) egyenls (az adott matematikai



88 2. AXIOMATIKUS MATEMATIKAI ELMELETEK

elméletben) minden olyan objektummal, amelyet x helyére téve A-ban tételt kapunk.
De vigyazzunk arra, hogy ha T olyan objektum, amelyre (T|x)A tétel, akkor sz6 sincs
arrol, hogy T és ex(A) azonos volna; az azonossag nem logikai kapcsolat, vagyis az
fiiggetlen a matematikai elmélet igazsag-fogalmatol. Ekkor csak annyit allithatunk, hogy
a T = ex(A) formula tétel az adott matematikai elméletben; ez logikai kapcsolat a T és
ex(A) objektumok kozott.

Jelolés. Ha A formula és x valtozo a T matematikai elméletben, akkor (3;x)A jeloli a
(Ex)A) A (Vy)(V2)((y[X)A A (z[x)A) = (y = 2))

formulat, ahol y és z tetszGleges olyan kiilonbozé valtozok, amelyek x-t6] kiillonboznek
és nem szerepelnek A-ban.

A fentiek alapjan allithatjuk, hogy a (31x)A formula a "létezik egyetlen olyan x,
amelyre A" kijelentés formalizaltja. Figyeljiik meg, hogy a (3;x)A kifejezés tisztan
formalis nyelvi konstrukciéval kaphato, tehat az elgallitasahoz csak a T matematikai
elmélet formalis matematikai nyelvére van sziikség, azonban e formula csak matematikai
elméletekben kapja meg azt a jelentést, amelyet elvarunk téle. Most megmutatjuk, hogy
ha a (3;x)A formula tétel egy matematikai elméletben, akkor az A formula eckvivalens
egy egészen specialis alaku egyenlGséggel.

2.9.8. Allitas. Legyen A formula és x wvdltozé a T matematikai elméletben. Ha a
(F1x)A formula tétel T-ben, akkor az A< (x = ex(A)) formula tétel T-ben.

Bizonyitds. Jelolje T a T[A] matematikai elméletet. A (Ix)A, vagyis (ex(A)[x)A
formula tétel T-ben, tehat T-ben is tétel. Ugyanakkor A tétel T-ben (s6t explicit
axioma), gy az A A (ex(A)|x)A formula tétel T-ben. De A = (x|x)A, és A az
x valtozoban egyértelmtd T-ben, tehat T-ben is; gy az elézGek alapjan ((x|x)A A
(ex(A)|x)A) = (x = ex(A)) tétel T-ben. Ebbdl a levélasztas szabélyat alkalmazva
kapjuk, hogy x = e,x(A) tétel T-ben, tehat a dedukcio-tétel alapjan A = (x = ex(A))
tétel T-ben.

Jelolje most T’ a T[x = £,(A)] matematikai elméletet. Vilagos, hogy az (x = ex(A)) =
(A< (ex(A)|x)A) formula eleme &g-nak, ezért a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk,
hogy az A& (ex(A)|x)A formula, vagyis A< (Ix)A tétel T'-ben. Ugyanakkor (Ix)A
tétel T-ben, igy T'-ben is, ezért A tétel T'-ben. A dedukcio-tétel alkalmazasaval ebbsl
kapjuk, hogy (x = ex(A)) = A tétel T-ben.

Tehéat a konjunkci6 logikai alaptulajdonsiaga szerint az A< (x = ex(A)) formula tétel
T-ben. A

2.10. FormaAlis aritmetika és formalis sikgeometria

Befejezésként értelmeziink két, onmagaban is érdekes, 1ényegesen nem trivialis, konk-
rét matematikai elméletet; a (formalis) aritmetikdat és a (formalis sik-) geometridt. Itt
ezek csak illusztracioként szolgdlnak, de fontos tudni azt, hogy az aritmetikanak komoly
alkalmazasai vannak a matematikai elméletek ellentmondasmentességének vizsgalataban,
tovabbé az altalunk értelmezett geometria bizonyos véltozatai (rendszerint bévitései) a
matematika egy nevezetes aganak (a logikai geometridnak) alapjat képezik. Az egész
matematika alapjaul szolgalod halmazelméletet a 4. fejezetben fogjuk értelmezni.
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2.10.1. Definicié. Formalis aritmetikanak, vagy roviden aritmetikanak (i) ne-
vezziik azt a matematikai elméletet, amelynek

— matematikai nyelvében nincs logikai sajdtfiigguény, és négy matematikai fligguénye van:
a nulla sulyu 0 (nulla) figgvény, az eqyvdltozds # (szukcesszor) figguény, a kétvdltozos
+ (6sszeadas) figgvény, valamint a szintén kétvdltozos - (szorzas) figguény (megdlla-
podunk abban, hogy minden T kifejezésre a #T kifejezést a T# szimbolummal jeloljiik,
tovdbbd a + és - kétvdltozos matematikai fiigguényekre az infix jelolést alkalmazzuk, vagy-
is minden T és S objektumra +TS és - TS helyett azt irjuk, hogy T+ S és T - S);

— az egyetlen matematikai axioma-sémdja a
Ox)A = ((Vx)(A = (x*|x)A) = (Vx)A )

alaki formuldk oOsszessége, ahol x wdltozo és A formula az aritmetika matematikai
nyelvében (ezt nevezzik a teljes indukcid axidma-sémdanak, és az g szimbdlummal
jeloljik) ;
— explicit axiomdi a kovetkezd formuldk:
(Va)(Vy) (2% = y*ou = y),
(V) (z* #0),
(va)(x +0 = z),
(V) (Vy) (& + y* = (z + y)*),
(V) (Vy)(z - y* = 2 -y +2).
Lathatoan az aritmetika egyetlen explicit axiomajaban sem szerepel valtozo, vagyis
az aritmetika formalis nyelvének nincs olyan véltozoja, amely konstans volna.
Megmutatjuk, hogy &;,4 valoban formula-séma. Legyenek x, y valtozok, A formula
és T objektum az aritmetika matematikai nyelvében. Jeldlje B a

(0|x)A = ( (Vx)(A = (x*|x)A) = (¥x)A)

formulat; azt kell igazolni, hogy (T|y)B is eleme &;,4-nek. Legyen z olyan véltozo, amely
x-t6l és y-tol kiilonbozik, tovabba nem szerepel az A és T kifejezésekben. Ekkor

(Tly)B = (Tly)(0x)A = ((Tly)(vx)(A = (x*[x)A) = (Tly)(vx)A) =
= (Tly)(0[x)A = ((Tly)(Vz)((zx)A = (zlx)(x"|x)A) = (Tly)(vz)((z[x)A)) =
= (Ty)(0[x)A = ((V2)((T]y)(z[x)A = (Tly)(zlx)(x"|x)A) = (¥z)((T|y)(z[x)A)).
Jelolje A’ a (T|y)(z|x)A formulat; ekkor
(Tly)B = (T|y)(0|x)A = ((v2)(A’ = (Tly)(z[x)(x"|x)A) = (V2)A’).
A z valtoz6 nem szerepel A-ban, ezért (z|x)(x7|x)A = (z7|z)(z|x)A, gy
(TJy)(zlx)(x*|x)A = (T|y)(z" |2)(z|x)A = (2% |2)A".

Tovabba, z nem szerepel T-ben és A-ban, igy (0|z)T = T és (0|z)(z|x)A = (0|x)A,
tehat
(0]2)A’ = (0]2)(Tly) (#/%)A = ((012)Tly)(0]2)(zlx)A =
= (Tly)(0]z)(z[x)A = (T[y)(0[x)A.



90 2. AXIOMATIKUS MATEMATIKAI ELMELETEK

Ez azt jelenti, hogy
(Tly)B = (0|2)A’ = ( (V2)(A' = (z7|2)A") = (V2)A"),

vagyis (T|y)B eleme &;,4-nek.

Az aritmetika explicit axiémaibol kénnyen levezethets, hogy barmely két T és S
objektumra a kovetkezs formulék tételek:

(T# =8%) & (T =9),
T# # 0,
T+0=T,

T +S* = (T + S)#,
T-0=0,
T-S#=T-S+T.

Ha T és S objektumok az aritmetika nyelvében, akkor T < S a koévetkezs formula
roviditése:

(FX)((x # 0) A (T +x = 8)),

ahol x tetszGleges olyan valtoz6, amely T-ben és S-ben nem szerepel. A kvantoros
kifejezésekre vonatkozd helyettesitések tranzitivitdsanak szabalya alapjan nyilvanvalo,
hogy ha X’ szintén olyan valtoz6, amely T-ben és S-ben nem szerepel, akkor

(3)((x #0) A (T+x = 8)) = (@) (X #0) A (T+x =),

tehét a T < S formula jol értelmezett.

Az aritmetika zart, vagyis valtozot nem tartalmazé objektumait természetes szd-
moknak nevezziik, és ha T természetes szam, akkor a T# természetes szamot a T
rakovetkezdjének nevezzilkk. A 0 objektum egy (explicit axiomak altal) kitiintetett
tulajdonsagokkal rendelkezs természetes szam. Az utols6 négy explicit axiéma a +
osszeadasfligguény és a - szorzdsfiigguény alapvetd tulajdonsagait irja elg. Az aritmetika
nem zart, vagyis valtozot tartalmazo objektumait aritmetikai fiiggvényeknek nevezzik.

Az aritmetikdban bevezetiink néhany zart, vagyis valtozot nem tartalmazo objektu-
mot. Definicié szerint: 1 = 07, 2 = 17, 3 = 2%, 4 = 37, 5 = 47, s.it. Lathato,
hogy ez az értelmezési eljaras minden hataron tul folytathato, csak az a lényeg, hogy
minden 1jabb lépésben olyan szimboélumot vezessiink be, amely az addig bevezetett
jelek mindegyikétsl kiilonbozik, valamint az aritmetika nyelvének egyetlen szimbolumaval
sem azonos. Az igy bevezethet§ jeleket elnevezhetjik konkrét természetes szamoknak, és
természetesen gondolhatunk ezek Osszességére, tovabba ezt az Osszességet jelolhetjiik
példaul az Ny szimbolummal. Azonban ez az Ng Osszesség mem objektuma az
aritmetikanak, vagyis az 2ti elmélet egyetlen formulajaban sem szerepelhet. Ugyanakkor
Ny nem objektuma a 4. fejezetben alaposabb vizsgélat ald kerils halmazelméletnek
sem, tehat Ny nem halmaz, igy az €ns elmélet (vagyis a halmazelmélet) egyetlen
formulajaban sem szerepelhet. Masként fogalmazva: az Ny szimbolum sem formélis
aritmetikai, sem formalis halmazelméleti modszerekkel nem kezelhet§. Azonban nem
formalis (vagyis matematikai elméletben nem formalizalhato) kijelentéseket mondhatunk
ra, de az igy nyert allitdsoknak még az értelmessége is erdsen kétséges lehet. Ezt a
tényt mindig figyelembe kell venni akkor, amikor az Ng,; "objektumra" kijelentéseket
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mondunk, vagy vele kapcsolatos konstrukciokat hajtunk végre; példaul amikor olyan
(nem halmazelméleti) fiiggvényt vezetiink be, amely az Ny, "Osszességen" értelmezett
vagy az Ny, "Osszességbe" érkezik.

2.10.2. Definicié. Elemi geometrianak (®eo) nevezzik azt a matematikai elméletet,
amelynek

— matematikai nyelvében nincs matematikai fligguény, de van két hdromuvdltozos logikai
sajdtfigguény: a ®r illeszkedés-fiiggvény és a v kdzbensSpont-fiiggvény, amelyek-
re a szokdsos funkciondlis jeldlést alkalmazzuk;

— nincs matematikai axiomasémadja;

— explicit axiomdi a kovetkezd formuldk:

(V) (Vy)Br(z, 2, y),
(V) (Vy)(V2)( B(z,y,2) = (Br(y, x,2) ABr(z, 2,9)) ),
(V) (Vy) (V2) (V2')( (Gr(z,y,2) ABr(z,y,2)) Az #y) = Or(z,2,2) ),
(Fz)(Fy)(32)(=6r(z, y, 2)),
(Va)(Vy) (V2)( Bm(z,y,2) = Gr(z,y,2) ),
(Vz)(Vy) (—8m(z, y, y)),
(V2)(Vy) (V2)( Bo(z, y,2) = (8w(z,2,y) A (-80(y, 2, 2)) ) ),
(Vz)(Vy)( (z #y) = (F2)3n(z,y,2) ),
(V) (Vy)(Vz) (Vu) (Vo) ( (=6 (z,y, 2) ABw(u, z,y) A =OCr(v, xz,y) A =6t(z,u,v)) =
= (Jw)( Gr(u,v,w) A (Bv(w,z,2) VI0(w,y,2)) ) ),
(V) (Vy) (V2) (=6 (x, y, 2)=(Fu) Par(z, y; z, u) A (Vo) Par(z, y; z,v) = Gr(z,u,0v))))

ahol bdrmely négy X, y, u, v vdltozdra definicio szerint:
Par(x, y5 1, v) = ~(Fw)( Br(x,y, w) A Br(u, v, w) ).
ahol w tetszdleges olyan vdltozo, amely az X, y, u, v valtozok mindegyikétdl kilonbozik.

A Beo elmélet zart, tehat valtozot nem tartalmazo objektumait pontoknak nevezziik,
és ha T, S, R pontok, akkor a &t(T,S, R) formulat igy mondjuk ki, hogy "a T, S és R
pontok egy egyenesen vannak", tovabba a 3w(T, S, R) formulat tgy mondjuk ki, hogy "a
T pont az S és R pontok kizé esik". Ha X, Y, U, V pontok, a Par(X,Y; U, V) formulat
tugy mondjuk ki, hogy "az X és Y pontok dltal meghatdrozott egyenes pdrhuzamos az U
és 'V pontok dltal meghatdrozott eqyenessel". FEzeket a kifejezéseket hasznélva kénnyen
lathato, hogy a Beo elmélet explicit axiomai az elemi sikgeometriabol jol ismert euklidészi
axioméak. Példaul a negyedik axiéménak az a tartalma, hogy létezik hdrom nem egqy
egyenesre esd pont, tehat a pontok legalabb kétdimenzids sokasagot alkotnak. A tizedik
axioma Euklidész parhuzamossagi axiomaja: minden egyeneshez, és azon kivili ponthoz
létezik egyetlen olyan egyenes, amely pdrhuzamos az adott egyenessel, és dthalad az adott
ponton.



92

2. AXIOMATIKUS MATEMATIKAI ELMELETEK



3. fejezet

A predikdatumkalkulus
ellentmondasmentessége

3.1. Elemi formulak és formula-konstrukcidok

3.1.1. Definicié. Predikatumkalkulusnak neveziink minden olyan matematikai el-
méletet, amelynek nincs matematikai axioma-sémdja €s nincs explicit axiomdja.

Tehat nem egyetlen predikatumkalkulus 1étezik, hiszen a matematikai és logikai fiigg-
vényeikben kiilonboézhetnek egyméstol, igy a matematikai nyelviik nem sziikségképpen
azonos. Azonban minden predikdtumkalkulusnak csak az &, &,, &3, &4, &5, & és &;
formula-sémak az axidma-sémai, tehat barmely két predikdtumkalkulus csak a matema-
tikai nyelvében kiilonbozhet egymastol.

Példa. Ha T matematikai elmélet, akkor kordbban T, jelolte azt a matematikai el-
méletet, amelynek matematikai nyelve megegyezik a T matematikai nyelvével, és Ty-nak
nincs matematikai axidma-séméja és nincs explicit axiémaja. Vilagos, hogy T, predika-
tumkalkulus; ezt a T alatt fekvd predikatumkalkulusnak nevezzik.

Minden matematikai elmélet bévitése az alatta fekvd predikatumkalkulusnak, tehat
ha T matematikai elmélet, és egy formula tétel Tp-ban, akkor tétel T-ben is. Azonban
egy T matematikai elméletnek 1étezhet olyan formulédja, amely tétel T-ben, de nem tétel
Ty-ban. Példaul lehetséges az, hogy a T matematikai elmélet ellentmondasos, ezért a T
minden formulaja tétel T-ben, ugyanakkor latni fogjuk, hogy a Ty predikatumkalkulus
mindig ellentmonddsmentes.

A predikdatumkalkulusok ellentmondasmentességének bizonyitasdhoz sziikségiink lesz
néhany olyan konstrukciora és fogalomra, amelyek a matematikai nyelvekkel kapcsola-
tosak. Ezeket méar a 2.1. pontban is targyalhattuk volna, de akkor az a téves képzet
alakulhatott volna ki, hogy ezekre a formalis nyelvi konstrukciokra és fogalmakra sziik-
ség van az axiomatikus matematikai elméletek felépitéséhez, holott lathatéan nem ez a
helyzet.

3.1.2. Lemma. Teqgyiik fel, hogy x vdltozo és A, B kifejezések eqy matematikai nyelvben.
Ha ex(A) = ex(B), akkor A = B.

Bizonyitds. Az ex(A) kifejezés els6 € szimbolumabol pontosan annyi 6sszek6té vonal indul
ki, és pontosan arra a karakterpoziciora mutat e4(A)-ban, mint az e4(B) kifejezésben.
Tehat ha az els6 e szimbolumbol kiinduld 0sszekots vonalak altal mutatott [ jelek
helyére mindkét kifejezésben x-et helyettesitiink, és letoroljiikk az els§ ¢ szimbolumot,
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valamint a beléle kiindulé 6sszekoéts vonalakat, akkor ugyanazokra a kifejezésekre jutunk.
Nyilvanvalo, hogy ezek a kifejezések éppen A és B, igy A=B. i

Az el6z6 lemma bizonyitasabol latszik, hogy az ex(A) alaka (az un. e-kifejezések)
szintaktikus elGallitasakor miért kotottiik Ossze az A elé irt € szimboélumot azokkal a [
jelekkel, amelyeket az x helyére bevezettiink. Ha ezt nem tettiik volna, akkor most az
ex(A) = ex(B) Osszefiiggésbdl nem kovetkeztethetnénk arra, hogy A = B.

3.1.3. Lemma. Ha A formula vagy objektum, és B kifejezés eqy matematikai nyelvben,
akkor az AB Fkifejezés nem formula és nem objektum.

Bizonyitds. Az A kifejezés hossza szerinti teljes indukcidval igazoljuk, hogy minden B
kifejezésre, ha A formula vagy objektum, akkor AB nem formula és nem objektum.

Ha A hossza 1, akkor A valtozd vagy konstans; ekkor barmely B kifejezésre AB
nyilvanval6an nem elséfajua, igy AB nem lehet objektum; ugyanakkor az elsé karaktere
nem logikai fiiggvény és nem a — vagy V logikai operator, kovetkezésképpen AB formula
sem lehet.

Tegyiik fel, hogy A formula vagy objektum, tovabba az A hossza 1-nél nagyobb, és
minden A-nél rovidebb A’ kifejezésre igaz az, hogy ha A’ formula vagy objektum,
akkor minden B kifejezésre A’B nem formula és nem objektum. Az objektum-formula-
konstrukciok értelmezése alapjan A-ra a kovetkez esetek koziil pontosan az egyik
teljesiil.

1) Létezik olyan A’ formula, hogy A = —A’. Tegyiik fel, hogy B olyan kifejezés, amelyre
AB formula vagy objektum. Ekkor AB sziikségképpen formula, mert ez méasodfaju
kifejezés, igy létezik olyan B’ formula, amelyre —A’'B = AB = —-B’. Ekkor A’'B = B/,
vagyis A'B formula, ami az indukcios hipotézis miatt lehetetlen, mert A’ hossza kisebb,
mint az A hossza. Ezért minden B kifejezésre AB nem formula és nem objektum.

2) Léteznek olyan A’ és A" formulak, hogy A = VA’A”. Tegyiik fel, hogy B olyan
kifejezés, amelyre AB formula vagy objektum. Ekkor AB sziikségképpen formula, mert
ez méasodfaju kifejezés, igy léteznek olyan B’ és B” formulék, amelyekre VA'A"B =
AB = VB'B”. Ekkor A’/A"B = B'B” ésitt az A’, A”, B’ és B” formulédk mindegyikének
a hossza kisebb az A hosszanal. Ha A’ hossza kisebb a B’ hosszanéal, akkor van olyan
C kifejezés, hogy A’C = B’, vagyis A’C formula, ami az indukcios hipotézis miatt
lehetetlen. Ha A’ hossza nagyobb a B’ hosszanal, akkor van olyan C kifejezés, hogy
A’ = B'C, vagyis B'C formula, ami az indukciés hipotézis miatt lehetetlen. Ezért A’ és
B’ hossza megegyezik, igy A"B = B”, vagyis A”B formula, ami az indukciés hipotézis
szerint lehetetlen. Tehat minden B kifejezésre AB nem formula és nem objektum.

3) Létezik olyan x valtozo és A’ formula, hogy A = e,(A’). Tegyiik fel, hogy B olyan
kifejezés, amelyre AB formula vagy objektum. Ekkor az AB kifejezés az € szimbélummal
kezdddik, tehat elséfaji, igy ez a kifejezés objektum. Tehat 1étezik olyan y valtozod és
A" formula, hogy ex(A’)B = ¢,(A”). Legyen z olyan véltozo, amely nem szerepel
az A’, A" és B formulak egyikében sem. Az e-kifejezésekre vonatkozo helyettesitések
tranzitivitasanak szabdlya szerint

£4((2]y)A") = ey (A") = ex(A)B = £,((2]x)A")B = ,(((2z|x)A")B).

Az el6z6 lemma szerint ebbdl (z]y)A” = ((z|x)A’)B koévetkezik. Ez azt jelenti, hogy
((z|x)A’)B formula, ami az indukcios hipotézis miatt lehetetlen, mert (z|x)A’ olyan
formula, amelynek a hossza egyenls az A’ hosszéaval, és A’ révidebb A-nal. Tehat minden
B kifejezésre AB nem formula és nem objektum.
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4) Létezik olyan m-valtozos { logikai (illetve matematikai) fliggvény, és léteznek olyan
Ty,...T,, objektumok, hogy A = {T;...T,,. Tegyiik fel, hogy B olyan kifejezés,
amelyre AB formula vagy objektum. Ha f{ logikai (illetve matematikai) fliggvény,
akkor AB masodfaju (illetve elssfaju) kifejezés, tehat AB formula (illetve objektum).
Ezért létezik olyan { n-valtozos logikai (illetve matematikai) fliggvény, és léteznek olyan
Si,...,S, objektumok, hogy {T;...T,,B ={S;...S,. Ekkor { = {, tehat m = n, és
T,...T,,B=S,...S,, teljesiil. Az indukcios hipotézis (m — 1)-szer val6 egymas utani
alkalmazésaval ebbdl kapjuk, hogy minden 1 < k < m szamra Ty = Sy, igy T,,B = S,,,,
vagyis T,,B objektum, ami az indukciés hipotézis alapjan lehetetlen. Ebbdl kévetkezik,
hogy minden B kifejezésre AB nem formula és nem objektum. Wl

3.1.4. Allitas. (A formula-antecedensek egyértelmiisége.) Legyen A formula egy
matematikai nyelvben. Ha A elsd karaktere a — logikai operdtor, akkor egyértelmiien
létezik olyan B formula, hogy A = —-B. Ha A elsd karaktere a V logikai operdtor, akkor
egyértelmien léteznek olyan B és C formuldk, amelyre A = VBC. Ha A elsd karaktere
az n-vdltozds | logikai fiigguény, akkor egyértelmiien létezik olyan (Tq,...,T,) objektum
n-es, hogy A ={T;...T,.

Bizonyitds. Ha A els6 karaktere a — logikai operator, és B, B’ olyan formulék, hogy
A = —-B = B/, akkor trivialisan teljesiil a B = B’ azonossag.

Legyen A els¢ karaktere a V logikai operator, és legyenek A’, A” B’ és B” olyan
formulék, hogy A = VA'A” = vB'B”. Ekkor nyilvanvaloan A’A” = B'B” teljesiil.
Ha az A’ formula hossza kisebb volna a B’ hosszanal, akkor létezne olyan C kifejezés,
hogy A’C = B/, tehat A’C formula volna, ami az el6z8 lemma szerint lehetetlen. Ha az
A’ formula hossza nagyobb volna a B’ hosszanal, akkor létezne olyan C kifejezés, hogy
A’ = B'C, tehat B’C formula volna, ami az el6z6 lemma szerint lehetetlen. Ezért az A’
¢és B’ formulék hossza azonos, igy A’ = B’. Ebbdl és az A’A” = B'B” osszefliggésbdl
azonnal kovetkezik, hogy A” = B”.

Legyen az A els6 karaktere logikai fiiggvény. Tegyiik fel, hogy f{ (illetve {) olyan n-
valtozos (illetve n'-valtozos) logikai fiiggvény, tovabba Ty, ..., T, (illetve T9,...,T)))
olyan objektumok, hogy A = {T;...T, ={T}...T,,. Ekkor { =, tehat n = n’, igy
T,...T, = T]...T,. Az el6z6 lemma alkalmazasaval ebbdl konnyen lathato, hogy
minden 1 < k < n szdmra Tj, = T, teljesiil. W

3.1.5. Definicié. Ha A olyan formula eqy matematikai nyelvben, amelynek elsd karakte-
re a — logikai operdtor, akkor az A antecedensének nevezzik azt a B formuldt, amelyre
A = —-B. Ha A olyan formula egy matematikai nyelvben, amelynek elsd karaktere a V
logikar operdtor, akkor az A antecedenseinek nevezziik azokat a B és C formuldkat,
amelyekre A = VBC. Ha A olyan formula, amelynek az elsd karaktere az n-vdltozos {
logikai fiigguény, akkor az A antecedenseinek nevezziik azokat a T4,..., T, objektu-
mokat, amelyekre A ={T¢...T,.

Vegyiik észre, hogy a formula-antecedensek egyértelmiségi tétele nélkiil nem lehetne
bevezetni a formuldk antecedenseinek fogalmat!

3.1.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy egy matematikai nyelv A formuldja elemi, ha az
elsd karaktere logikai figgvény. Egy matematikai nyelv kifejezéseinek (Aq,..., A,) n-
esét formula-konstrukcionak neveziink, ha minden 1 < j,k < n, j # k esetén az A,
és Ay kifejezések kiilonbozdek, tovdbbd minden 1 < k < n szdamra a kévetkezd feltételek
valamelyike teljesiil:
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a) Ay elemi formula;
b) létezik olyan 1 < j < k szdm, hogy Ay = —A;;
c) léteznek olyan 1 < 1,5 < k szamok, hogy Ay = VA;A;.

Ha a jeloli az (Aq,...,A,) formula-konstrukciot, akkor az m szimot az a hosszanak
nevezzik.

Vilagos, hogy egy formula pontosan akkor nem elemi, ha az els6 karaktere a — vagy
V logikai operator.

Az elemi formuldkat irreducibiliseknek is nevezhetjiik, amennyiben a — és V logi-
kai operatorok segitségével nem allithatok el§ egyszertibb formulédkbol azon a modon,
ahogy azt a formula-konstrukciok megkdvetelik. Vilagos, hogy a matematikai nyel-
vek formula-konstrukeioi az itéletkalkulus itélet-konstrukcidival analo6gok. Azonban egy
itélet-konstrukcidoban a legegyszertibb tagok az elemi itéletek, amelyek semmiféle struk-
taréval nem rendelkeznek. Ugyanakkor a formula-konstrukciokban az elemi formuldkbol
indulunk ki, amelyek egészen bonyolult szerkezettiek is lehetnek. Példaul; elemi formu-
lakban szerepelhetnek a — és V logikai operatorok (csak nem az els6 karakterpozicioban),
hiszen ha T és S objektumok, akkor = TS elemi formula, és a T vagy S lehet ex(A)
alaku, ahol A tetszéleges formula, tehat A-ban elvileg tetszéleges szamu logikai operator
szerepelhet.

Megjegyezziik, hogy ha (A, ..., A,) formula-konstrukci6 egy matematikai nyelvben,
akkor minden 1 < k < n szamra (A4, ..., Ay) szintén formula-konstrukeié és Ay formula.
Ez a definici6 alapjan nyilvanvalo.

3.1.7. Allitas. Matematikai nyelv minden A formuldjdhoz létezik olyan (A4, ..., A,)
formula-konstrukcio, hogy A = A,,.

Bizonyitds. Legyen (By, ..., B,,) olyan objektum-formula konstrukcio, amelyre A = B,,.
Hagyjuk el ebbdl az Osszes elséfaju kifejezést, és legyen az (Aq,...,A,) igy nyert
rendszer. Az A kifejezés masodfaju és B,, = A, ezért A, =B,,=A. Ha1 <k <n
tetszoleges szam, akkor van olyan 1 < j < m szam, hogy A;, = B, és B; masodfajui tagja
a (By,...,B,,) objektum-formula konstrukcionak, kovetkezésképpen az alabbi esetek
lehetségesek.

1) Létezik olyan 1 < i < j szam, hogy B; = —B; és B, masodfaju. Ekkor valamely
1 <p<mnszamra A, = B, és p < k, valamint A, = B, = -B; = -A,;

2) Léteznek olyan 1 < ji,jo < j szamok, hogy B; = VB, B,, é¢s B;,, B;, masodfaji
kifejezések. Ekkor vannak olyan 1 < 41,49 < n szamok, hogy A; = B; é A;, =B
tovabbéa 11,19 < ]{?, valamint A, = Bj = \/leBj2 = \/A“Alz,

2

3) Létezik olyan p-valtozos { logikai fiiggvény, és léteznek olyan 1 < ji,...,j5, < m
szamok, hogy B; = {Bj,...B;, é minden 1 < ¢ < p szamra Bj, elséfaju. Ekkor
B;,,...,B;, objektumok, tehat B; elemi formula, vagyis A; elemi formula.

Ez azt jelenti, hogy ha az (A, ..., A,) formula-rendszerben a t&bbszor eléforduld tagok
koziil csak a legkisebb sorszamit tartjuk meg, akkor olyan formula-konstrukciot kapunk,
amelynek utolso tagja azonos A-val. Wl

3.2. Matematikai nyelv értékelései

3.2.1. Definicio. Egy matematikai nyelv értékelésének neveziink minden olyan fiigg-
vényt, amely a nyelv minden elemi formuldjihoz hozzarendeli az i és h betik kézil pon-
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tosan az eqyiket.

Tegyiik fel, hogy (A4,...,A,) formula-konstrukcio és 1 < k < n rogzitett szam.
Ha 1 <1 < k olyan, hogy A, = —A,, akkor ¢ egyértelmien van meghatarozva, hiszen
a formula-antecedensek egyértelmtisége miatt A; egyértelmtien van meghatarozva, és
a formula-konsktrukciok kiilonboz6 indexi tagjai kiilonbozdek (a formula-konstrukeiok
definicidja szerint). Tovabba, ha 1 < 4,5 < k olyanok, hogy Ay, = VA;A,,
akkor ¢ és j szintén egyértelmiien vannak meghatérozva, hiszen a formula-antecedensek
egyértelmiisége miatt az A; és A; formulak egyértelmten vannak meghatérozva, tovabba
a formula-konsktrukeiok kiilonbézs indexii tagjai kiilonb6z6k (a formula-konsktrukeiok
definici6ja szerint).

3.2.2. Definicid. Legyen w értékelése eqy matematikai nyelvnek, és jelolje a az
(Ayq,...,A,)

formula-konstrukciot. Minden 1 < k < n szdmra indukcidval értelmezzik az wa(Ay)

értéket, amely az i és h betik valamelyike lesz.

a) Ha k =1, akkor Ay szikségképpen elemi formula; legyen ekkor wa(A1) = w(Ay).

b) Ha 1 <k < n olyan, hogy minden 1 < j < k szdmra az wa(A; ) betidt mdr értelmeztik,

akkor az Ay formuldra a kovetkezd esetek lehetségesek:

1) Ay elemi formula; ekkor legyen wy(Ay) = w(Ayg);

2) egyértelmien létezik olyan 1 <i < k szdm, hogy Ay = —A;; ekkor legyen

wa(Ay) = i, hawy(A;)=h,
TR hawe(A) =

Y

3) egyértelmien léteznek olyan 1 <i,j < k szdmok, hogy Ay, = VA;A;; ekkor legyen

wa(Ay) = { h , ha we(A;) = we(Aj) =h,

i, eqyébkeént.
Jelblés. Vezessiik be a kdvetkezs jeloléseket:
B_(i)=h, B_.(h) =i
By (i,i) =By(i,h) =By (h,i) =i, By(h,h) =h;
B_(1,1) =B-(h,i) =D_(h,h) =i, B_(i,h) =h;
%/\(L h) = %/\(h7 i) = %/\(h, h) = h.7 %/\(i, i) = i,
Bo(i,i) =Bo(h,h) =i, Bo(i,h) =B, (h,i) =h.

Ezeket a jeloléseket alkalmazva nyilvanvald, hogy ha w értékelése egy matematikai
nyelvnek, és a jeloli az (Aq,...,A,) formula-konstrukciot, akkor minden 1 < k < n
szamra

— ha Ay elemi formula, akkor wy(Ay) = w(Ay);
— ha 1 <1 < k olyan, hogy A, = —-A;, akkor
wa(Ag) = B (wa(As));
— ha 1 <14,j <k olyanok, hogy A, = VA,;A;, akkor
wa(Ak) = By (wa(Ai),wa(Ay)).
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3.2.3. Lemma. (Egyértelmiiségi lemma.) Jelolje a az (A4,...,A,), valamint b a
(By,...,B,,) formula-konstrukciot egy matematikai nyelvben. Ha A, = B,,, akkor a
matematikai nyelv minden w értékelésére wy(A,,) = ws(Byy,).

Bizonyitds. Megéallapodunk abban, hogy ha a jeloli az (A, ..., A,) formula-konstrukeiot,
akkor minden 1 < k < n szamra a(k) jeloli az (A, ..., Ay) formula-konstrukeciot.

(I) Elészor megmutatjuk, hogy ha a jeldli a (Aq,..., A,) formula-konstrukeciot, akkor
a matematikai nyelv minden w értékelésére és minden 1 < k < n szamra wop)(Ay) =
wa(Ayg) teljesiil. Ezt n szerinti teljes indukcioval igazoljuk.

Az allitas igaz, ha n = 1, mert ekkor 1 < k < n esetén k = 1, igy a(k) = a miatt a
matematikai nyelv minden w értékelésére wy)(Ax) = wa(Ay) trividlisan teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden olyan formula-konstrukciora, amelynek hossza
kisebb m-nél (ezt a feltevést fogjuk kiilsé indukciés hipotézisnek nevezni), és jeldlje
a az (Aq,...,A,) formula-konstrukciot. Legyen tovabba w a matematikai nyelvnek
tetszdleges értékelése. Azt kell igazolni, hogy minden 1 < k < n szamra wyp)(Ag) =
wa(Ay). Vilagos, hogy k = n esetén a(k) = a, igy wa)(Ax) = wa(Ay) trividlisan teljesiil,
tehat elég azokat az 1 < k < n szdmokat vizsgalni, amelyekre k£ < n.

Ha k =1, akkor A, sziikségképpen elemi formula, 1gy wa1)(A1) = w(A1) = wa(Aq).

Tegyiik fel, hogy minden 1 < 4 < k szdmra wq()(A;) = wa(A;) teljesiil (ezt a feltevést
fogjuk belsd indukcios hipotézisnek nevezni). Az Ay formulara harom eset lehetséges.

1) Ay elemi formula: ekkor wak)(As) = w(Ag) = wa(Ax).

2) Van olyan 1 < i < k szam, hogy Aj = —Aj. Ekkor nyilvanvaloan a(k)(i) = a(i), és az
a(k) formula-konstrukcionak n-nél kevesebb tagja van, mert k& < n, igy a kiils¢ indukcios
hipotézis szerint wa(;)(A) = wak) (As), mert i < k: kovetkezésképpen war)(A;) = wa(A;),
igy a definici6 alapjan w) (Ar) = B-(waw)(Ai)) = wa(Ay).

3) Léteznek olyan 1 < 7,5 < k szamok, hogy A, = VA;A;. Ekkor i,j < k miatt, a
belsd indukcios hipotézis alapjan woi)(A;) = wa(A;) és wag)(A;) = wa(A;). Tovabba,
a(k)(@) = a(7), a(k)(j) = a(j), és az a(k) formula-konstrukcionak n-nél kevesebb tagja
van, mert k < n, igy a kiilsé indukciés hipotézis szerint weu)(A;) = wam)(Ay) és
wa()(Aj) = wamy(A; ), mert 7,5 < k. Ezért wary(As) = wa(As) és wa(Aj) = wa(A,),
amibdl a definicié alapjan kovetkezik, hogy

Waek) (Ak) = By (Wa(k) (Ai), wagk) (A)) = By (wa(Ai), wa(A;)) = wa(Ay).

Ezzel megmutattuk, hogy a kiils6 és bels6 indukcidos hipotézis teljesiilése esetén
wak) (Ak) = wa(Ag). Ezért a kiils6 indukciés hipotézis teljesiilése esetén minden
1 <k < n szamra wyy(Ar) = wa(Ag). Ez azt jelenti, hogy az (I) elején megfogalmazott
allitas tetszGleges formula-konstrukciora és értékelésre igaz.

(IT) Most n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk az allitast.

Ha n = 1, akkor A, sziikségképpen elemi formula, igy A, = B,, miatt B,, is elemi
formula, amibdl a definici6é alapjan kovetkezik, hogy ws(A,) = w(A,) = w(B,,) =
wp(Bin)-

Tegyiik fel, hogy az allitas minden olyan a formula-konstrukciéra igaz, amelynek hossza
kisebb n-nél. Jelolje a az (A, ..., A,) formula-konstrukciot. Ekkor A,-re a kovetkezs
esetek lehetségesek.

1) A, elemi formula. Ekkor A,
alapjan kovetkezik, hogy wq(A,,)

B,, miatt B,, is elemi formula, amibdl a definicié
w(A,) =wBn) = ws(By).
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2) Van olyan 1 < i < n szam, hogy A, = —A;. Ekkor A, = B,, miatt egyértelmiien
létezik olyan 1 < j < m szam, hogy B,, = —B,. Vilagos, hogy az (I) szerint
wa(i) (As) = wa(Ay) és wyy)(Bj) = wp(B;). Ugyanakkor a definici6 alapjan

wa(Ay) = B (wa(Ai)) = B (waei) (As)),
wp(Brn) =B (wp(B;)) = B (wi(jy(By))-

De ¢ < n miatt az a(i) formula-konstrukcionak n-nél kevesebb tagja van, valamint
a formula-antecedensek egyértelmisége szerint A; = Bj, ezért az indukciés hipotézis
alapjan wa(;)(A;) = wy;)(By), igy a fentiek alapjan wa(A,) = ws(Bn).

3) Léteznek olyan 1 < 4,5 < n szamok, hogy A, = VA;A;. Ekkor A, = B,, miatt
egyértelmten léteznek olyan 1 < ¢, j' < m szdmok, hogy B,, = VByBj. A formula-
antecedensek egyértelmiisége alapjan A; = By és A; = B,,. Vilagos, hogy az (I) szerint
wa(i)(Ai) = wa(Ai)7 wa(j)(Aj) = wa(Aj), wb(i/)(Bi/) = wb(Bi/) és wb(j/)(Bj/) = w[,(Bj/).
Ugyanakkor a definici6 alapjan

wa(An) = %v(wa(Az‘),Wa(Aj)) Sbv(wa(i)(Az‘)aWc((j)(Ag'))>
wp(Bi) = By (wy(Bir), wp(Byr)) = By (whry (Bir), wy(jry (Byr)).-

De 4,5 < n miatt az a(i) és a(j) formula-konstrukciok hossza kisebb n-nél, valamint
A; = By és A; = By, ezért az indukcios hipotézis alapjan wq)(A;) = wpy(By) és
wa(j) (Aj) = we(jry(Byr), igy a fentiek szerint wy(Ay) = wp(Byy,). W

3.2.4. Allitas. (Az értékelések kiterjesztésének tétele.) Haw értékelése egy mate-
matikar nyelvnek, akkor egyértelmien létezik olyan W figguény, amely a nyelv minden
formuldjihoz hozzdrendeli az i és h betik kozil pontosan az egyiket, €s rendelkezik
azzal a tulajdonsdggal, hogy minden A formuldira és minden (Aq,...,A,) formula-
konstrukciora, ha A = A,,, akkor W(A) = wa(A,,), ahol a jeloli az (A, ..., A,) formula-

konstrukcidt.

Bizonyitds. Lattuk, hogy az A formuldhoz van olyan (Aq, ..., A,) formula-konstrukeio,
amelyre A = A,,, ezért wy(A,,) jol értelmezett, ha a jeloli az (A4,...,A,) formula-
konstrukciot. Az egyértelmiiségi lemmabol kovetkezik, hogy ez az wqy(A,,) érték (amely
az i és h értékek valamelyikével azonos) fiiggetlen az (A4, ..., A,) formula-konstrukcio
valasztasatol, hiszen ha b jelol egy olyan (By,...,B,,) formula-konstrukciot, amelyre
A = B,,, akkor wy(A,) = wp(B,y,); jelolje W(A) ezt az értéket. Ekkor w(A) az i és h
értékek egyikével azonos, és a definicidja szerint rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy
minden (Aq,...,A,) formula-konstrukciora, ha A = A,,, akkor W(A) = wy(A,,), ahol a
jeloli az (Aq,..., A,,) formula-konstrukciot. H

Elnevezés. Ha w értékelése egy matematikai nyelvnek, akkor az el6z§ allitdsban értel-
mezett w fliggvényt az w kiterjesztésének nevezziik.

A definicié alapjan vildgos, hogy ha w értékelése egy matematikai nyelvnek és A
elemi formula, akkor @W(A) = w(A), tehat @ valoban az w fiiggvény kiterjesztése az elemi
formulék Osszességérdl a formulak Osszességére.

3.2.5. Lemma. Ha w értékelése eqy matematikai nyelvnek, akkor bdrmely két A és B
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formuldra
w(-A) =B, (w(A)),
(A VB) = B,(@(A), 5(B)),
(A = B) = 3. (5(A),5(B)),
(A AB) = B,(@(A), 5(B)),
U(AeB) =93, (w(A),w(B)).

Bizonyitds. (I) Jeloljon a egy olyan (A4, ..., A,) formula-konstrukciot, amelyre A, = A,
és jelolje ¢ az (Ayq,..., A, —A,) formula (n + 1)-est. Ez szintén formula-konstrukcio,
mert ha létezne olyan 1 < m < n + 1 szam, hogy A,, = —A,,, akkor m # n, hiszen
A, és —A, hossza kiilonbozs, és létezne olyan 1 < k < m szam, hogy A,, = Ay,
igy A = A, teljesiilne, ami lehetetlen, mert az a formula-konstrukci¢ kiilonbozé
indextd tagjai kilonbozdek. Az egyértelmiségi lemma bizonyitasanak (I) része alapjan
we(A) = wa(A), mert ¢(n) = a, ezért az W értelmezése szerint

W(-A) = we(—A) =B (we(A)) =D (wa(A)) =B (W(A)).

(IT) Jeloljon a egy olyan (A4, ..., A,) formula-konstrukciot, amelyre A, = A, és jel6ljon
b egy olyan (By,...,B,,) formula-konstrukciot, amelyre B,, = B. Ekkor két eset
lehetséges.

1) Van olyan 1 < k < n szam, hogy B = Aj. Jelolje ¢ az (A4,...,A,,VAB)
formula (n + 1)-est. Ha VAB azonos volna az A4,..., A, formulédk valamelyikével,
akkor léteznének olyan 1 < 4,7 < n szdmok, hogy VAB = VA;A;; ekkor a formula-
antecedensek egyértelmtisége miatt A, = A = A,;, ami lehetetlen, mert ¢ és n
kiilonbozdek. Ezért ¢ szintén formula-konstrukeio, és vilagos, hogy ¢(n) = a és c(k)
olyan formula-konstrukci6, amelynek utols6é tagja azonos Aj-val, vagyis B-vel. Ezért
az W értelmezése és az egyértelmiiségi lemma bizonyitasanak (I) része alapjan w(A) =
wa(A) = wim)(An) = we(A), és W(B) = wpy(Ar) = we(B). Ezért az @ értelmezése
szerint

W(AVB)=w(AVB)=3,(w(A),w(B)) =3 (w(A),w(B))

teljestil. (Lathatoan ebben az esetben a b formula-konstrukcionak semmilyen szerep nem
jutott.)

2) Minden 1 < k < n szamra B kilonbozik Ag-tol. Hagyjuk el a (Bq,...,Bp)
formula-konstrukciobol azokat a formulakat, amelyek valamelyik 1 < k < n szamra
az Aj-val azonosak, és az igy nyert formula-rendszert jeldlje (Bj,...,B;). Vilagos,
hogy B, = B. Jeldlje ¢ az (A4,...,A,, B, ..., B, VAB) formula (n + p + 1)-est.
Az el6z6ekhez hasonloan konnyen lathato, hogy ez is formula-konstrukecio. Tovabba,
¢(n) = a, és ¢(n + p) olyan formula-konstrukci6, amelynek utolsé tagja azonos B -vel,
vagyis B-vel. Ezért az @ értelmezése és az egyértelmiiségi lemma bizonyitésanak (I)
része alapjan W(A) = wi(A) = wem)(Ay) = we(Ay), € T(B) = wipnip(B)) = we(B).

p
Ezért az w értelmezése alapjan ismét
W(AVB)=w(AVB) =93, (w(A),w:(B)) =98, (w(A),w(B))

teljesiil.

(IIT) Kénnyen ellendrizhets (példaul megfelels logikai tablazatok feliraséval), hogy ha b
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és ¢ az i vagy h értékek barmelyikét jelolik, akkor
B_.(b,c) =3y(d-(b),c),

B (b, c) = B (By (B (b),B-(c))),
B (b, ) = B-(By (B (By (V- (b), €)), B (B (B-(c), b)))).

Ezekbol (1) és (II) alkalmazéaséval konnyen kapjuk az w(A = B), W(A A B) és W(A<B)
értékekre vonatkozo allitdsokat. W

3.3. Helyettesités-invarians értékelések

A kovetkez§ definicio el6tt megjegyezziik, hogy ha A elemi formulédja, x valtozoja és T
objektuma egy matematikai nyelvnek, akkor (T|x)A szintén elemi formula, mert ennek
az els§ karaktere megegyezik A elsé karakterével, ami logikai fiiggvényjel, és a logikai
fiiggvényjelek minden valtozotol kiilonboznek.

3.3.1. Definicié. Egy matematikar nyelv w értékelését helyettesités-invariansnak
nevezziik, ha a nyelv minden A elemi formuldjdara, minden x vdltozojdara és minden T
objektumdra w((T|x)A) = w(A) teljesiil.

Példéul egy matematikai nyelv helyettesités-invarians értékelése az a fiiggvény, amely
a nyelv minden elemi formulajahoz az i (illetve h) értéket rendeli; ezeket homogén
értékeléseknek nevezziik.

3.3.2. Allitas. Ha w helyettesités-invaridns értékelése eqy matematikai nyelvnek, akkor

a nyelv minden A formuldjdra, minden x wvdltozdjdira és minden T objektumdra
((T)x)A) =w(A) teljestil.

Bizonyitds. Legyen A formula, x valtozo, T objektum és jeloljon a egy olyan (Aq, ..., A,)
formula-konstrukciot, amelyre A,, = A. Az w fiiggvény értelmezése alapjan w(A) =

A ((T|x)A4,...,(T|x)A,) formula n-es szintén formula-konstrukcié, mert ha 1 <k <n
tetszbleges szdm, akkor
— ha Ay elemi formula, akkor (T|x)Aj elemi formula;
— ha 1 <i <k olyan szam, hogy A, = —A;, akkor (T|x)A; = —((T|x)Ay);
— ha 1 < 4,57 < k olyan szdmok, hogy A, = VA;A;, akkor teljesiil az, hogy
(Tlx) A = V((T|x)A:)((T[x)A;).
Jelolje (T|x)a a ((T|x)A4,...,(T|x)A,) formula-konstrukciot. Ekkor (T|x)A, =
(T|x)A, igy az w fiiggvény értelmezése alapjan W((T|x)A) = wirxa((T[x)A,). Ezért
elég azt igazolni, hogy minden 1 < k < n szamra wirixa((T|x)Ay) = 0(Ag).
Ha k£ = 1, akkor A; és (T|x)A; elemi formuldk, igy az w helyettesités-invarianciaja
folytan

wirpoa((TIx) A1) = w((T[x) A1) = w(A1) = W(A).
Legyen 1 < k < n olyan szam, hogy minden 1 < < k szamra w(rx)a((T[x)A;) = W(A;).
Az A, formuldra harom eset teljesiilhet.
1) Ax elemi formula. Ekkor Ay és (T|x)Aj elemi formuldk, igy az w helyettesités-

invarianciaja folytan

werxa((T)x)Ar) = w(T|x)Ar) = w(Ay) = W(Ay).
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2) Van olyan 1 < i < k szam, hogy A, = —A;. Ekkor az indukcios hipotézisbdl

kovetkezik, hogy W(A;) = wirx)a ((T]X) i), tehat
werpoa((TX)Ax) = Wirpoa(—((T[x)As)) =
= B (wrpa((Tx)As)) = B-(W(A:)) = B(-As) = W(Ag).
3) Léteznek olyan 1 < 4,5 < k szamok, hogy A, = VA;A;. Ekkor az indukcios
hipotézisbdl kovetkezik, hogy @W(A;) = wirx((T|x)A;) és W(A;) = wirxa((T[x)A;),
tehat
werpoa((T1x) Ax) = wrpa(V((T[x) A ((T[x)A;))
= By (Wrpa((TX)As), wirpa((Tx)A)) = By (@(A), W(A;)) =
=W(VA;Aj) = 0(Ayg).
Ezért k-ra is teljesiil az, hogy wirpxa((T|x)Ar) = T(Ay). B

3.3.3. Kovetkezmény. Ha w helyettesités-invarians értékelése eqy matematikai nyelv-
nek, akkor a nyelv minden A formuldjara és minden x valtozojdra

W((Ix)A) =w((Vx)A) = w(A),

tovabbd a nyelv minden n-vdltozds | logikai figguényére és minden (Tq,...T,) és
(S1,...,S,) objektum n-esre

W(i(Ty, ... Tn)) = w(i(S1,. .., Sn)).

Specidlisan, ha w olyan helyettesités-invaridans értékelése eqy matematikai nyelvnek, hogy
minden X és 'y wvdltozora w(x = y) = i, akkor a nyelv barmely T és S objektumdra

w(T=98)=i

Bizonyitds. Legyen w helyettesités-invarians értékelése, A formulaja és x valtozdja egy
matematikai nyelvnek. Az egzisztencialis kvantor definicidja és az el6z6 allitas szerint

W((Fx)A) = w((ex(A)|x)A) =W(A).
Az univerzalis kvantor értelmezése és az el6z6ek szerint
w((vx)A) = w(=(3x)(-A)) =B (W((Ix)(-A))) =
= 2 (@(~A)) = B_(D-@(A))) = @(A),

hiszen a B_, definicidja szerint, ha b a i vagy h értékek barmelyikét jeloli, akkor nyilvan-
valéan B_(B_(b)) = b.

Legyen { tetszbleges n-valtozos logikai fliggvény, tovabba (T4,...,T,) és (Si,...,S,)

objektum n-esek. Vegyiink olyan xq, ... ,X, valtozokat, amelyek paronként kiilonbozéek,
és nem szerepelnek a Tq,...,T,,Sy,...,S, objektumok egyikében sem. Az el6z6 allitas

szukcessziv alkalmazasaval kapjuk, hogy

w(f(Ty,...,Ty) =w({(Tix1) ... (To|xn){(x1, ..., X)) = w({(x1,...,%X5)),

és teljesen hasonloan kapjuk, hogy w({(Sy,...,S,)) = w({(x1,...,x,)), kovetkezésképpen
w(f(Ty,...Ty)) =w({(S1,...,S,)). B

Az el6zg allitasbol konnyen kapjuk, hogy ha egy matematikai nyelvnek n darab
logikai fiiggvénye van (beleértve az = fiiggvényt is), akkor a nyelvnek pontosan 2" darab
helyettesités-invarians értékelése van.
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3.4. A predikdtumkalkulus ellentmondasmentessége

3.4.1. Tétel. Ha w olyan értékelése a T matematikai elmélet nyelvének, hogy w a T
elmélet minden axiomdjahoz az i értéket rendeli, akkor w a T elmélet minden tételéhez
az i értéket rendeli, tovabba a T matematikai elmélet ellentmonddsmentes.

Bizonyitas. El6szor megjegyezziik, hogy ha w tetszéleges értékelése a T matematikai
elmélet nyelvének, és A, B olyan formulék, hogy wW(A) =i és W(A = B) = i, akkor
w(B) =1, hiszen

i = B(A=B) = ®.(T(A),5B)) = B.(L,m(B)) = z(B).

Legyen w olyan értékelése a T matematikai elmélet nyelvének, hogy @ a T minden
axiomajahoz az i értéket rendeli. Legyen A tétel T-ben és (Aq,...,A,) az A formula
bizonyitasa T-ben. Megmutatjuk, hogy minden 1 < k < n szamra w(Ay) = i teljesiil,
tehat A = A, miatt W(A) =1 is igaz.

Az A, formula sziikségképpen axioméja T-nek, ezért a hipotézis szerint W(A;) = i.
Legyen 1 < k < n rogzitett, és tegyiik fel, hogy minden 1 < ¢ < k szamra
w(A;) =i Ha A, axiémaja T-nek, akkor hipotézis szerint w(Ay) = i. Ha léteznek
olyan 1 < 4,7 < k szamok, hogy A; = A, = Ay, akkor az indukcios hipotézis szerint
W(A; = Ay) =W(A;) =i, tovabba W(A,;) =i, ezért W(Ay) =i

Ha A tétel T-ben, akkor w(—A) = B_(w(A)) = B_.(i) = h, tehat A nem tétel T-ben,
igy a T matematikai elmélet ellentmondésmentes. W

3.4.2. Allitas. Ha T predikdtumkalkulus, akkor a T matematikai nyelvének minden A
elemi formuldjdara —A nem tétel T-ben, vagyis A nem cdfolhaté a T elméletben.

Bizonyitds. (1) Megmutatjuk, hogy ha w tetszdleges értékelése a T matematikai nyelvének,
akkor az &, &,, &3 és &, formula-sémak minden A elemére W(A) =1i. Valoban, ha A,
B és C formulak, akkor

W(AVA)=A)=3_
WA= (AVB))=%_
W(AVB)=(BVA)=3_(d
w((A=B) = ((

mert egyszeri tablazatok elkészitésével ellenérizhets, hogy ha a, b, c az i és h szimbolu-
mok barmelyikét jeloli, akkor

Ez azt jelenti, hogy az &;, &,, &; és &, axioma-sémak minden B elemére w(B) = i
teljesiil.

(IT) Megmutatjuk, hogy ha w helyettesités-invaridns értékelése a T matematikai nyelvé-
nek, akkor az &5 és &g formula-sémak minden A elemére W(A) = i.
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Legyen A formula, x valtozo és T objektum. Ekkor
W(((T]x)A) = (Fx)A) =B (W(Tx)A),w((BFx)A)) = B (W(A), W(A)) =i,
mert az w helyettesités-invarianciaja folytan w((T|x)A) = W(A) és W((Ix)A) = wW(A),
valamint B_ (i,i) = B_(h,h) = i. Ezért az &; axioma-séma minden B elemére
w(B) =i.
Legyenek T, S objektumok, x valtozo és A formula. Ekkor
(T =8) = ((Tx)A)=((Sx)A)) =
=B (@W(T = 8), B (W((T|x)A),w((S[x)A)))
=0 (W(T =8),B(W(A),w(A))) =¥ (W(T =8),i) =

mert az w helyettesités-invarianciaja folytan w((T|x)A) = w((S|x)A) = w(A) és
B.(1,i) =B (h,h) =i, valamint B_.(i,i) = B_(h,i) =i

(IIT) Megmutatjuk, hogy ha w olyan helyettesités-invarians értékelése a T matematikai
nyelvének, hogy minden T, S objektumra w(T = S) = i, akkor az &; formula-séma
minden C elemére w(C) = i.

Legyenek A, B formulak és x valtozo. Ekkor
w((Vx)(A=B) = (ex(A) = ex(B))) = B (W((Vx)(A=B)), w(ex(A) = ex(B)))
= B (0((Vx)(A=B)), w(ex(A) = ex(B))) = B (W((vx)(A=B)),i) =1,

mert B (i,i) = B_ (h,i) =i, igy az &; axiéma-séma minden C elemére &(C) = i.

(IV) Legyen w az a fiiggvény, amely a T matematikai nyelvének minden elemi formulé-
jahoz az i értéket rendeli. Ekkor az (I), (II) és (III) szerint @ a T predikatumkalkulus
minden axiomajihoz az i értéket rendeli. Ezért az el6z6 tétel szerint w a T minden
tételéhez az i értéket rendeli. Ha A elemi formuldja a T matematikai nyelvének, akkor

W(—A) =3B (w(A)) =B.(1) = h,
tehét —A nem tétel T-ben. A

Vigyéazzunk arra, hogy ha T predikdtumkalkulus, és A a T matematikai nyelvének
elemi formulaja, akkor nem allitjuk azt, hogy A tétel T-ben, vagyis hogy A bizonyithato
T-ben; csak annyit mondhatunk, hogy —A nem tétel T-ben, vagyis A nem cdfolhato
T-ben. Persze azért vannak olyan elemi formulék, amelyek tételek; ilyen példaul minden
T = T alaki egyenl@ség, ahol T tetsz6leges objektum.

3.4.3. Allitas. Ha T predikdatumkalkulus, és A a T matematikai nyelvének olyan elemi
formuldja, amely logikai sajdtfiggvény-jellel kezddédik (vagyis az elsé karaktere az =
szimbdlumtdl kiilonbozd logikai fiigguényjel), akkor sem A, sem —A nem tétel T-ben.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint —A nem tétel T-ben. Annak bizonyitasahoz, hogy
A sem tétel T-ben, jelolje w azt a fliggvényt, amely az i értéket rendeli minden olyan
elemi formulahoz, amely az = jellel kezdddik, és a tobbi elemi formulahoz a h értéket
rendeli. Ekkor w nyilvanvaloan olyan értékelés, hogy barmely két T és S objektumra
w(T = S) = i. Tovabba, w helyettesités-invarians is, mert egy elemi formula barmely
valtozoja helyére objektumot helyettesitve a formula els§ karaktere nem valtozik, hiszen
a logikai fliggvényjelek a valtozoktol kiilonboznek. Ezért az el6zd allitas bizonyitasanak
(I), (II) és (III) pontja szerint W a T predikatumkalkulus minden axiémajéhoz az i értéket
rendeli, igy a T matematikai elmélet minden B tételére w(B) = i. Ebbdl kovetkezik, hogy
A nem tétel T-ben, hiszen w(A) =h. B
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3.4.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a T matematikai elmélet teljes, ha T minden A
zart (vagyis vdltozot nem tartalmazo) formuldjira A tétel T-ben, vagy —A tétel T-ben.

Az el6z6 allitasbol kovetkezik, hogy ha a T predikatumkalkulus nyelvében van logikai
sajatfiiggvény, akkor T nem teljes matematikai elmélet, mert ekkor létezik olyan zart
elemi formula, amely logikai sajatfiiggvény-jellel kezdédik. Valéban, ha B tetszGleges
olyan elemi formula, amely logikai sajatfiiggvény-jellel kezdddik, és x;,--- ,x, a B-ben
szerepld valtozok, akkor az A = (3x,,) (- - ((Ix2) ((Ix1)B)) - - -) formula zart, és az elss
karaktere megegyezik B els karakterével, tehat A olyan zart elemi formula, amely logikai
sajatfliggvény-jellel kezd6dik, igy sem A, sem —A nem tétel T-ben.

3.4.5. Tétel. Minden predikdatumkalkulus ellentmonddsmentes.

Bizonyitds. A 3.4.2. allitas szerint minden predikatumkalkulusnak van olyan formulaja,
amely nem tétel, ezért az elmélet nem lehet ellentmondasos. M

Ez a tétel azt mutatja, hogy egy matematikai elmélet esetleges ellentmondasossé-
ganak egyediili oka az elmélet matematikai axiéma-sémaiban és az explicit axiomaiban
keresendd. Tehat ha egy matematikai elmélet ellentmondéasosnak bizonyul, és ki akarjuk
deriteni az ellentmondasossaganak okat, akkor azt tehetjiik, hogy egymés utan toroljiik
az elmélet matematikai axidoma-sémaéit és explicit axidomait, és minden lépésben ellend-
rizziik, hogy a torlés utan nyert maradék matematikai axiomarendszer ellentmondésmen-
tes elméletet hataroz-e meg? Az dsszes explicit axiéméat és matematikai axioma-sémat
torolve a matematikai elmélet alatt fekvs predikatumkalkulushoz jutunk, amely az el6z6
tétel szerint biztosan ellentmondéasmentes. Ha valamelyik torlés utan mar ellentmondas-
mentes az elmélet, akkor az ellentmondasossigot az addig torolt explicit axidoméak vagy
matematikai axioma-sémék valamelyike okozza.
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4. fejezet

A halmazelmélet logikai alapjai

4.1. A halmazelmélet értelmezése

A halmazelmélet (Ens) egy specilis formdlis aziomatikus matematikai elmélet,
amelynek pontos meghatarozasahoz rogziteni kell a matematikai fiiggvényeit, a logikai
sajatfiiggvényeit, a matematikai axidma-sémait, valamint az explicit axiémaéit. ElGszor
a halmazelmélet formalis matematikai nyelvét rogzitjiik.

4.1.1. Definicié. A halmazelmélet nyelvének nevezziik azt a formdlis matematikai
nyelvet, amelynek az = szimbolumon kivil az egyetlen logikai fiigguénye az € szimbolum-
mal jelolt kétvaltozos logikai fiigguény, és nincs matematikai fiigguvénye, igy konstansa
SINCS.

Tehat, ha T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében, akkor az € TS (vagyis
infix jelolést alkalmazva: T € S) a halmazelméletnek formuléja lesz; ezt a formulat ugy
mondjuk ki, hogy "T eleme S-nek". Ha T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében,
akkor rendszerint a T ¢ S infix jelolést alkalmazzuk a = € TS formulara, és ezt gy
mondjuk ki, hogy "T nem eleme S-nek".

Megjegyezziik, hogy a halmazelmélet nyelvének objektumait altaldban halmazoknak
nevezziik: ez lehet a halmaz fogalmanak formadlis értelmezése. Tehat amikor a halmaz-
elméletben azt mondjuk, hogy "T halmaz", akkor ez azt jelenti, hogy "T objektuma a
halmazelmélet nyelvének".

Figyeljiikk meg, hogy a halmazokat nem ugy értelmeztiik, mint "matematikai objektu-
mok Osszessége", hiszen ilyen definicidhoz sziikség volna a "matematikai objektum" és az
"Gsszesség" fogalmanak pontos (formalis nyelvi) megfogalmazasara, és ezek nem allnak
a rendelkezésiinkre. Azonban késébb (a {:|-}-objektumok értelmének vizsgalata utan)
vilagossa valik, hogy minden halmaz felfoghat6 tigy, mint a sajat elemeinek Gsszessége.

A halmazelméletnek egyetlen matematikai axidéma-séméja és hat explicit axiéméja
van. Itt az explicit axiomaknak csak révid, de pontos felsorolasat adjuk; azok részletezé-
sére késGbb, az 5., 6. és 7. fejezetekben keriil sor. ElGszor csak két matematikai axiomét
vizsgalunk kozelebbrél: a meghatdrozottsdgi axiomdt és a részhalmaz axioma-sémdt.

A halmazelmélet els6 explicit axiémaja a meghatdrozottsdgi axioma, amely kapcsola-
tot teremt az € és = logikai fiiggvények kozott.

4.1.2. Definicié. Meghatarozottsagi axiémanak nevezzik a

(V) (Vy)( (V2)((z € z)=(z€y) = 2=y

107
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formuldt.

A definici6 alapjan nyilvanvalo, hogy a meghatarozottsagi axioma egyetlen konkrét
formula a halmazelmélet nyelvében, amelyben egyetlen valtozd sem szerepel.

4.1.3. Allitas. Ha x, y és z kiilonboz6 vdltozok, akkor a
(vx)(Vy)( (Vz)((z ex)=(z€y)) = x=Y)

formula azonos a meghatdrozottsagi axiomduval.

Bizonyitas. Valasszunk olyan x’'; y’ és 2z’ kiilonbo6z valtozokat, amelyek az x, y és z
valtozok mindegyikétsl kiillonboznek, és vezessiik be a kdvetkezd formulakat:

AS (V2)(zex)s(zey) = (x=y),
A'E () (7 ex)a@ ey)) = (X =)

Azt kell igazolni, hogy (Vx)(Vy)A = (Vx')(Vy')A’. Az x’ valtozo kiilénbozik az x és
y valtozoktol, igy x’ nem szerepel az A formuldban, tehat a (Vy)A formulaban sem
szerepel. Ebbdl a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesitések tranzitivitasanak
szabalya szerint kovetkezik, hogy (Vx)(Vy)A = (Vx')((x'|x)(Vy)A). Ugyanakkor, x és'y
kiilonbozsek, valamint y és x’ is kiilonbozdek, tehat y nem szerepel az x” kifejezésben,
igy a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesités szabélya szerint (x'|x)(Vy)A =
(Vy)((x'|x)A). Az y’ valtozo nem szerepel a (x/|x)A formulaban, igy a kvantoros kife-
jezésekre vonatkozo helyettesitések tranzitivitasanak szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy

(V) (x[x)A) = (V) ((y'[y)(X|x)A)). Ez azt jelenti, hogy
(vx)(Vy)A = (vx) (Vy") ((y']y) (x'[x)A)),
igy elegendd azt belatni, hogy (y'|y)((x/|x)A) = A’. Az A formula definicidja szerint
Y'I((Ex)A) = (y[y)(xx)(V2)((z € x)=(z € ¥))) = K =),
ezért elegend@ azt bizonyitani, hogy
¥y (x[x)(Vz)((z € x)=(z € y))) = (V2)((2 € X)=(2 €y)). (%)

Az x és z valtozok kiillonbozdek, valamint z és x’ is kiilonbozbek, tehat z nwm szerepel
az X' kifejezésben, igy a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesités szabalya szerint

(x'[x)(V2)((z € x)=(z € ¥)) = (V2)(X[x)((z € x)=(z €))) = (V2)((z € X ) (z € y)).
Ebbdl kovetkezik, hogy
Y[y (xx)(V2)((z € x)=(z € ¥))) = (¥']y)(V2)((z € X)=(z € y)).

Az y és z valtozok kiilonbozdek, valamint z és y’ is kiilonbozéek, tehat z nem szerepel
az y' kifejezésben, igy a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesités szabalya szerint

(¥'[¥)(V2)((z € X) = (z € ¥))=(V2) (YY) ((z € X') = (2 € ¥)))=(V2)((z € X )= (z € ).

Végil, a z' valtozé nem szerepel a (z € x')<(z € y’) formulaban, hiszen z’ a z, X/
és y' valtozoktol kiilonbozik, ezért a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesitések
tranzitivitasanak szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy

(V2)((z € X)=(z € ¥)) = (V2)((Z|2)((z € X )= (z € ¥))) = (V2)((2' € X) = (2 € ¥)).

Ezzel az (x) Osszefliggést igazoltuk. M
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4.1.4. Allitas. Jelolje T azt az elméletet, amelynek nyelve a halmazelmélet nyelve,
és egyetlen explicit axiomdja a meghatdrozottsdagi axioma. Ha T és S objektumok a
halmazelmélet nyelvében, és x olyan vdltozo, amely nem szerepel sem T-ben, sem S-ben,
akkor a

(Vx)(xeT)e(x€8S)) = T=S

formula tétel T-ben.

Bizonyitds. Legyenek x’ és y’ olyan kiilonboz8 valtozok a halmazelmélet nyelvében,
amelyek x-t6] is kiillonboznek, és nem szerepelnek sem T-ben, sem S-ben. A

(X)) (x)(x ex)=(xey)) = X' =y")

formula azonos a meghatéarozottsiagi axiomaval, igy tétel T-ben. Az univerzalis kvantor
logikai alaptulajdonsaga miatt ebbdl kapjuk, hogy a

(T)(Vy)( (W) ((xex)=(xey)) = x'=y")

formula tétel T-ben. Mivel x’ és y’ kiilonb6z6 valtozok, és y’ nem szerepel T-ben igy a
kvantoros kifejezésekben alkalmazhat6 helyettesitési szabaly szerint ez a formula azonos
a

(vY)(TX)(vx)((x eX)e(x€y)) = (TX)X =y'))

formuléaval. Mivel x” és x kiilonb6z6 valtozok és x nem szerepel T-ben, igy a kvantoros
kifejezésekben alkalmazhato helyettesitési szabaly szerint

(Th)(0)((x € X)es(x €¥) = (v (Tx)((x € x)(x € ¥'))
Vilagos, hogy (T|x')((x € X' )& (x €y')) = (x € T)&(x € y'), ugyanakkor nyilvanvalo,
hogy (T|x')(x' =y') =T =y’. Mindez azt jelenti, hogy a
(vyY)((vx)(x € T)e(xey')) = (T=Y))

formula tétel T-ben. Az univerzalis kvantor logikai alaptulajdonsaga miatt ebbdl kapjuk,
hogy a
SIY)((vx)(x € T)=(xey’)) = (T=Y))
formula tétel T-ben, vagyis
SIy)(vx)(x € T)=(x€y’) = (Sy)(T =y

tétel T-ben. Az y’ és x valtozok kiilonbozbek és x nem szerepel S-ben, ezért a kvantoros
kifejezésekben alkalmazhato helyettesitési szabaly szerint

Bly)(vx)((x € T)=(xey) = () (Sly)(x € T)e(xey') ).

Az y’ valtozé nem szerepel T-ben, igy (S|y’)((x € T)e(xey')) = (x e T)e(x € 8S),
és ugyanezen okbol kifolyolag (S|y’)(T = y’) = (T = S). Ez azt jelenti, hogy a
(Vx)((x € T)e(x € 8)) = (T = S) formula tétel a T elméletben. A

4.1.5. Allitas. Legyenek T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében. Ha x olyan
vdltozo a halmazelmélet nyelvében, amely nem szerepel sem T-ben, sem S-ben, akkor a

(Vx)((xeT)= (x€89))

formula fiiggetlen x-tél, tehdt ha X' szintén olyan vdltozé a halmazelmélet nyelvében,
amely nem szerepel sem T-ben, sem S-ben, akkor

(Vx)(xeT)=(x€8)) =(W)((xeT) = ' €89)).
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Bizonyitas. Ha x és x’ olyan kiilonboz8 valtozok, amelyek nem szerepelnek sem T-ben,
sem S-ben, akkor x’ nem szerepel az (x € T) = (x € S) formulaban, tehat alkalmazva
a helyettesités szabalyat az univerzalis kvantorra kapjuk, hogy

(Vx)(xeT)= (x€89)) = (W) (Xx)((xeT)=(xe8))) =
= (W)((xXeT)= x€9)).1
4.1.6. Definicié. Ha T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében, akkor
TCS

jeloli a (Vx)((x € T) = (x € S)) formuldt, ahol x tetszdleges olyan vdltozo a halmazel-
mélet nyelvében, amely nem szerepel sem T-ben, sem S-ben, tovibbd a T C S formuldt
ugy mondjuk ki, hogy "T részhalmaza S-nek”.

4.1.7. Allitas. Jelolje T azt az elméletet, amelynek nyelve a halmazelmélet nyelve,
és egyetlen explicit axiomdja a meghatdrozottsagi axioma. Ha T és S objektumok a
halmazelmélet nyelvében, akkor a

(TCS)A(SCT)) = T=S
formula tétel T-ben.

Bizonyitds. A dedukcio-tétel alapjan elég azt bizonyitani, hogy ha T jeloli a T|(T C
S) A (S C T)] elméletet, akkor T = S tétel T-ben. A (T € S) A (S C T) formula tétel
(s6t explicit axioma) T'-ben, ugyanakkor, ha x olyan valtoz6 a halmazelmélet nyelvében,
amely nem szerepel sem T-ben, sem S-ben, akkor

(TCS)A(SCT) = (W)((xeT)=(xeS)A(Wx)((xeS)= (xeT)).
Tudjuk, hogy a
(vx)((x € T) = (x € S)) A (¥x)((x € 8) = (x € T)) &
& ()(xeT) = (xe8)A((xe8) = (xeT))
formula logikai tétel T-ben, és az ekvivalencia definicidja szerint
(xeT)=xeS))N((xeS)=(xeT)) = (xeT)e(xe9),

tehat (Vx)((x € T)&(x € S)) tétel T-ben. Mivel a megatarozottsiagi axioma miatt
(Vx)((x € T)e(x € S)) = (T = S) tétel T-ben, tehat T-ben is, igy a levalasztas
szabalyanak alkalmazasaval nyerjiik, hogy T = S tétel a T elméletben. B

Most részletesen megvizsgaljuk a halmazelmélet egyik alapvetéen fontos formaélis
nyelvi konstrukciojat.

4.1.8. Allitas. Ha x wdltozé és A formula a halmazelmélet nyelvében, valamint y
tetszdleges x-tol kiilonbozd, A-ban nem szerepld vdltozo, akkor az

ey (W) ((x e y)=A))

objektum fiiggetlen y-tol, vagyis ha y' szintén x-tdl kilonbozd, A-ban nem szerepld
vdltozo, akkor

ey(Vx)((x € y)=A)) = ey ((X)((x € ¥')=A)).
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Bizonyitds. A helyettesitések szabalyat, valamint a helyettesitések tranzitivitasanak
szabalyat alkalmazva a kvantoros kifejezésekre

YY) (¥x)((x € y)=A) = (Vx)((x € y)=A)

adodik, mert y és y’ kiilonboznek x-t6l és nem szerepelnek az A formuldban. Ezért a
helyettesitések tranzitivitasinak szabalyat alkalmazva az e-kifejezésekre kapjuk, hogy

ey () ((x € y)A))=ey ((¥y)(VX)((x € y)A))=ey (VX)((x € ¥')=A)),
mert y’ nem szerepel a (Vx)((x € y)<A) formulaban. W

4.1.9. Definicié. Ha A formuldja és x vdltozoja halmazelmélet nyelvének, valamint y
tetszdleges x-tdl kiilonbozd, A-ben nem szerepld wvdltozo, akkor megdllapodds szerint az
ey ((Vx)((x € y)=A))) objektumot az

{x|A}

szimbolummal jeloljiik. Az ilyen alaki objektumokat {-|-}-objektumoknak (kiejtve: za-
rojel-objektumoknak) nevezziik.

Vegyiik észre, hogy egy {x|A} alaka objektumban az x véaltozd nem szerepel, de az
x-t6] lényegesen fligg! Masként fogalmazva: ha vesziink egy x-t6l kiillonboz6 x’ valtozot,
akkor az {x|A} és {x/|A} objektumok teljesen kiilonbozGek lehetnek. A definicio alapjan
nyilvanvalo, hogy ha A formula és x valtozo a halmazelmélet nyelvében, akkor az {x|A}
objektumban azok és csak azok a valtozok szerepelnek, amelyek x-t6l kiillonboznek és
A-ban szerepelnek.

Figyeljiik meg, hogy az {x|A} alaku kifejezéseket az el6z6ek mintéjara értelmezhettiik
volna a halmazelmélet nyelvének tetszéleges A kifejezésére (tehat nem csak formulajara)
és x valtozojara. Azonban ekkor az {x|A} kifejezés nem sziikségképpen objektum, és
éppen az a célunk, hogy a halmazelmélet egy fontos objektum-tipusat vezessiik be.

Természetesen felvet6dik a kérdés, hogy ha A formulaja és x valtozdja a halmazelmé-
let nyelvének, akkor mi az {x|A} objektum értelme? Barmely matematikai elméletben
az objektumoknak jelentést az elmélet igazsag-fogalma (tehat axiomatikus elméletben az
axiomarendszer) ad, ezért erre a kérdésre mindaddig nem adhatunk valaszt, amig nem
rogzitettiik a halmazelmélet axiomarendszerét. El6rebocsatjuk, hogy a {:|-}-objektumok
a legfontosabb halmazelméleti objektumok, mert a mindennapi matematikai gyakorlat-
ban szinte mindig ilyeneket képeziink, és ilyenek tulajdonsagai vizsgaljuk. Most megfo-
galmazunk néhany szintaktikus (vagyis formalis nyelvi) szabalyt a {:|-}-objektumokkal
kapcsolatban.

4.1.10. Allitas. (A helyettesités szabalya {-|-}-objektumokban.) Legyen A
formula és x, y kiilonbozd vdltozok a halmazelmélet nyelvében. Ha T olyan objektum,
amelyben x nem szerepel, akkor

(Tly){x|A} = {x[(T|y)A}.

Bizonyitdas. Legyen z olyan valtoz6, amely kiilonbozik x-t6l és y-tol, valamint nem
szerepel A-ban és T-ben. Ekkor a helyettesités szabalyat alkalmazva az e-kifejezésekre
és a kvantoros kifejezésekre kapjuk, hogy

(Tly){x|A} = (Tly)e.((vx)((x € 2)=A)) = &.((Tly) (Vx)((x € 2)&A)) =
= &((")(Tly)((x € 2)=A))) = & () ((x € 2)=(Tly)A)) = {x[(Tly)A},

hiszen z nem szerepel a (T|y)A formulaban. B
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4.1.11. Allitas. (A helyettesitések tranzitivitasanak szabalya {:|-}-objektu-
mokban.) Legyen A formula és x vdltozd a halmazelmélet nyelvében. Ha az X' vdltozo
nem szerepel A-ban, akkor

{x|A} = {x|(x'[x)A}.

Bizonyitds. Legyen y olyan valtozd, amely x-t8l és x/'-t6l kiilonbozik, valamint nem
szerepel A-ban. A helyettesitések tranzitivitdsanak szabalyat alkalmazva a kvantoros
kifejezésekre kapjuk, hogy

(W) ((xey) = A) = (W) ) ((xey) = A) = (W) (X €y) = (X[x)A),

mert x’ nem szerepel az (x € y) = A formulaban. Ebbdl a {:|-}-objektumok definicioja
alapjan kovetkezik, hogy

{x|A} =&y (Vx)((x € y) = A)) =&, (W)((x € y) = X [x)A)) = {X|(X|x)A},
amit bizonyitani kellett. W

4.1.12. Allitas. Legyen A formuldja és x vdltozdja a halmazelmélet nyelvének. Ha y
tetszdleges x-tol kiilonbozd, A-ban nem szerepld vdltozo, akkor a

Fy)(¥X)((x € y)=A)

formula fiiggetlen y-tol, vagyis ha'y’ szintén olyan vdltozo, amely x-t6l kiilonbozik és nem
szerepel A-ban, akkor

(Fy)(¥x)((x € y)=A) = (Ty)(¥x)((x € y)=A).

Bizonyitds. A helyettesitések szabalyat, valamint a helyettesitések tranzitivitdsanak
szabalyat alkalmazva a kvantoros kifejezésekre

(Fy)(vx)((x € y)=A)=Cy) ((Y'y) (vx)((x € y)=A)=Cy ) (vx)((x € y')=A),

amit bizonyitani kellett. H

Most bevezetjiik azokat a formulékat, amelyek segitségével halmazelméleti értelmet
lehet adni a {-|-}-objektumoknak.

4.1.13. Definicié. Ha A formuldja és x vdltozdja a halmazelmélet nyelvének, valamint
y tetszdleges x-t61 kiilonbozd, A-ban nem szerepld vdltozo, akkor megdllapodds szerint a
(Fy)(vx)((x € y)<A) formuldt a

Coll(A)

szimbolummal jelélyiik.

Mar most megjegyezziik, hogy ha A formulaja és x valtozoja a halmazelmélet
nyelvének, akkor azt fogjuk mondani, hogy A kollektivizdld az x vdltozéban, ha a Coll, (A)
formula tétel a halmazelméletben. A halmazelmélet kifejtésének jelenlegi szintjén ez
az elnevezés még nem hasznalhaté, mert nem mondtuk meg, hogy mik a halmaz-
elmélet axiomaéi, tehat azt sem tudhatjuk, hogy mik a tételek a halmazelméletben.
Azonban Coll,(A) egyszert formélis nyelvi konstrukcioval képezhetd formula, vagyis az
elallitasdhoz semmiféle axioma vagy igazsdg-fogalom ismerete nem sziikséges.
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4.1.14. Allitas. Legyen A formuldja és x vdltozdja a halmazelmélet nyelvének. Ha T
objektuma €és 'y olyan vdltozoja a halmazelmélet nyelvének, hogy x és 'y kiilonbozdek, és
x nem szerepel T-ben, akkor

(T|y)Coll (A) = Coll, ((T]y)A).
Ha x' olyan vdltozé, amely A-ban nem szerepel, akkor
Coll(A) = Coll ((x'|x)A).

Bizonyitds. Legyen z olyan valtozo, amely x-t6l és y-tol kiilonbozik, valamint nem
szerepel A-ban és T-ben. Ekkor a kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesités tételét
kétszer alkalmazva, és felhasznéalva a Collc(A) és Coll((T|y)A) formulak értelmezését
kapjuk, hogy

(Tly)@olli(A) = (Tly)(Fz)(vx)((x € 2)=A) = (3z)((Tly) (vVx)((x € z)=A)) =
= (F2) (") (Tly)((x € 2)=A)) = (F2)(Vx)((x € 2)&(Tly)A) = Collk((T[y)A),

hiszen z nem szerepel a (T|x)A formuldban sem.

Legyen x’' olyan valtozo, amely A-ban nem szerepel, és vegyiink olyan y valtozot,
amely kiilonbozik x-t6l és x/-t6], valamint nem szerepel A-ban. Ekkor a helyettesitések
tranzitivitasanak szabélyat alkalmazva a kvantoros kifejezésekre, tovabba felhasznalva a

Coll(A) és Colly ((x'|x)A) formulék definiciojat kapjuk, hogy

Colly (x'x)A)=(Ty) (vx')((x' € y)=(Xx)A)=Fy) (V<) (X' [x)((x € y)=A))=
= (Jy)(vx)((x € y)=A) = Coll(A),
hiszen a feltevések szerint x’ nem szerepel az (x € y)< A formuldban. W

4.1.15. Allitas. Ha A formuldja és x vdltozdja a halmazelmélet nyelvének, akkor
Coll,(A) = (Vx)((x € {x|]A})=A).

Bizonyitds. Legyen y olyan valtozo, amely x-t6l kiilonbozik és nem szerepel A-ban. Ekkor
a helyettesitések szabélyat alkalmazva a kvantoros kifejezésekben, tovabba az {x|A}
objektum, valamint az univerzalis és egzisztencialis kvantor definicija alapjan

(") ((x € {x|A})=A) = () (({x|A}]y)((x e y)=A)) =
= (x|A}y)(W)((x € y)=A) = (6 ((vx)((x € y)&A))ly)(X)((x € y)=A) =
= (Jy)(Vx)((x e y)=A) = Collk(A). R

Még nem adtuk meg a halmazelmélet axiomarendszerét, azonban a halmazelmélet
nyelve rogziti a halmazelmélet alatt fekvs predikdatumkalkulust, amit Ensy jelol. Fzzel
egyiitt természetesen a halmazelmélet logikai tételeirdl is beszélhetlink: ezek éppen az
Ensg elmélet tételei.

4.1.16. Allitas. Legyen A formula, T objektum és x vdltozé a halmazelmélet nyelvében.
Ha x nem szerepel T-ben, akkor a

(") ((xeT)=A)AN(Vx)(A= (xeT))) = Collk(A)

formula logikai tétel a halmazelméletben (vagyis tétel Ensg-ban).



114 4. A HALMAZELMELET LOGIKAI ALAPJAI

Bizonyitds. Legyen y olyan valtozo, amely x-t6l kiilonbozik és nem szerepel A-ban. Az
univerzalis kvantor konjunkcioval valé kapcsolata szerint a

(Vx)(xeT)eA) < (x)(xeT) = A) A((Vx)(A = (xeT))),

formula logikai tétel a halmazelméletben, hiszen az < definicioja alapjan

xeT)eA = (xeT)=A)A (A= (xeT)).
Tehéat azt kell igazolni, hogy (Vx)((x € T)=A) = Coll(A) logikai tétel a halmaz-
elméletben. A kvantorokra vonatkozo helyettesitési szabaly szerint

(vx)((x € T)=A) = (Tly)(Vx)((x € y)=A),

ugyanakkor a

(Tly)(vx)((x e y)=A) = (Fy)(vx)((x € y)=A)

formula eleme &5-nek. Ez mar az allitast igazolja, hiszen a definici alapjan €oll,(A) =
Fy)(vx)((x e y)=A). B

Azonban rovidesen latni fogjuk, hogy ha A formula, T objektum és x olyan valtozo
a halmazelmélet nyelvében, amely nem szerepel T-ben, akkor lehetséges az, hogy a

(Vx)(A = (x€T)) = Coll(A)

formula nem logikai tétel a halmazelméletben. Még ennél is tobb mondhatoé: 1étezik a hal-
mazelmélet alatt fekvs predikatumkalkulusnak olyan valodi bévitése, amelyben talalhato
ilyen alaku formula, amely nem tétel. Azonban a halmazelméletnek matematikai axiomadsi
lesznek az ilyen alakd formulédk. A pontos allitas megfogalmazasahoz értelmeziink egy
nevezetes formula-séméat a halmazelmélet nyelvében.

4.1.17. Definicio. Az &y, szimbdlummal jeloljik a
(Vx)(A = (x€T)) = Colly(A)

alaki formuldk dsszességét, ahol x wvdltozo, A formula és T olyan objektum a halmaz-
elmélet nyelvében, amelyben x nem szerepel.

4.1.18. Allitas. &, formula-séma a halmazelmélet nyelvében.

Bizonyitds. Legyen x véaltozo, A formula és T olyan objektum a halmazelmélet nyelvében,
amelyben x nem szerepel. Jeldlje B a

(Vx)(A = (xe€T)) = Colly(A)

formulét, tovabba legyen y valtozo és S objektum a halmazelmélet nyelvében. Megmu-
tatjuk, hogy (S|y)B eleme &, ,-nak.

Ehhez legyen z olyan valtozo, amely kiilonbozik x-t6l és y-tol, valamint nem szerepel a
T és S objektumokban és az A formulaban. Ekkor

(Sly)B = (S|y)(("x)(A = (x € T)) = Coll(A))

~—

= (S[y)((Vx)(A = (x € T))) = (S|y)Collk(A) =
= (Sly)((V2)((z|x)(A = (x € T)))) = (S|y)€oll,((z|x)A) =
= (S[y)((Vz)((z|x)A = (z € T))) = (S|y)€oll,((z[x)A) =
= (Vz)((Sly)((z|x)A = (z € T))) = Coll,((S|y)(z[x)A) =
= (Vz)(A' = (z € T')) = Coll,(A),

ahol A’ jeloli az (S|y)(z|x)A formulat, és T’ jeloli az (S|y)T objektumot. Vildgos, hogy
a z valtozo nem szerepel T'-ben, ezért (S|y)B eleme & ,,-nak. B
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4.1.19. Definici6é. €ns, jeloli azt a matematikai elméletet, amelynek
e matematikai nyelve a halmazelmélet nyelve;
e cqyetlen matematikai axioma-sémaja az Sqy, formula-séma;

e cqyetlen explicit axiomdja a meghatdrozottsigi axioma.

Ezzel még nem értelmeztiik a halmazelméletet, amely az €ns, elméletnek olyan bo-
vitése lesz, amelyet ugy nyeriink, hogy ¢ns, axiémarendszeréhez hozzavesziink még 6t
explicit axiomat. Azonban minden olyan formula, amely tétel Ens,-ban, a halmazelmé-
letben is tétel lesz. Kés6bb azt is megmutatjuk, hogy az Ens, elmélet logikai szempontbol
kifogastalan, mert ellentmondasmentes.

Elnevezés. A &, formula-sémat a halmazelmélet részhalmaz axiéma-séma-
janak nevezziik. Az &, formula-séma minden elemét a halmazelmélet részhalmaz-
axiomajanak nevezziik.

A definicié alapjan vilagos, hogy ha x valtozo, A formula és T objektum a
halmazelmélet nyelvében, valamint x nem szerepel T-ben, akkor a

(Vx)(A = (x € T)) = Coll(A)

formula tétel €ns,-ban, s6t matematikai axiomaja az €ns, elméletnek. Tehat a
részhalmaz axioma-séma elégséges feltételt ad ahhoz, hogy egy Coll,(A) alaka formula
tétel legyen €Ens,-ban. Pontosabban: ha x valtozé és A formula a halmazelmélet
nyelvében, akkor ahhoz, hogy a €oll,(A) formula tétel legyen €ns,-ban elégséges olyan
T objektumot talalni a halmazelmélet nyelvében, amelyben x nem szerepel és amelyre
(Vx)(A = (x € T)) tétel €ns,-ban, hiszen ha T ilyen objektum, akkor a levéalasztés
szabalyat alkalmazva a (Vx)(A = (x € T)) = Coll(A) részhalmaz-axiomara kapjuk,
hogy a Coll,(A) formula tétel Ens,-ban.

4.1.20. Allitas. Ha x vdltozd, T objektum és A formula a halmazelmélet nyelvében,
tovabbd x nem szerepel T-ben, akkor Coll,((x € T) A A) tétel Ens,-ban.

Bizonyitds. Az ((x € T) A A) = (x € T) formula logikai tétel, tehat az altalanosités
szabélyat alkalmazva (Vx)(((x € T) A A) = (x € T)) is logikai tétel. Ugyanakkor a

(Vx)(xeT)NA)= (xeT)) = Collk((xeT)ANA)

formula eleme &g,,-nak, mert x nem szerepel T-ben. Ebbdl a levilasztas szabalyét
alkalmazva kapjuk, hogy €oll,((x € T) A A) tétel Ens,-ban. W

Jelblés. Ha x valtozo, T objektum és A formula a halmazelmélet nyelvében, tovabba x
nem szerepel T-ben, akkor az {x|(x € T)A A} objektumot az {x € T|A} szimbolummal
roviditjiik.

Tehét az el6zo jelolés feltételeinek teljesiilése mellett {x € T|A} olyan objektum a
halmazelmélet nyelvében, amelyre a (Vx)((x € {x € T|A})<((x € T) A A)) formula
tétel Ens,-ban.
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4.1.21. Allitas. Ha T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében, és x olyan vdltozd,
amely nem szerepel T-ben és S-ben, akkor a

(Vx)(xeT)e(xe8S)) = (T=S)
formula tétel Ens,-ban.

Bizonyitds. Legyenek x’ és y’ olyan kiilonb6z6 valtozok, amelyek x-t6l is kiilonboznek és
nem szerepelnek a T és S objektumokban. Tudjuk, hogy a

(V) (vy)(vVx)((x € X)=(x € y) = (X' =Y))

formula azonos a meghatarozottsagi axiéomaval, tehat tétel Ens,-ban. Az univerzalis
kvantor logikai alaptulajdonsaga szerint a

(V)Y ) () ((x e XN (x ey) = (X' =Y) =
= (TX) (W) ((V)(x eX)=(xey)) = (X =y)

formula logikai tétel, tehat a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy

(TX)(vy) (" x)((x € X)=(x €y)) = (X' =¥'))

tétel Ens,-ban. De x’ és y’ kiilonbozbek, valamint y’ nem szerepel T-ben; ugyanakkor x’
és x is kiilénbozéek, valamint x nem szerepel T-ben, ezért kétszer alkalmazva a kvantoros
kifejezésekre vonatkozo helyettesités szabalyat kapjuk, hogy

(T (VY)(Vx)((x € X )= (xey)) = (X' =Y)) =
= (WY)I(vx)((x e T)e(xey) = (T =Y),

tehat (Vy')((vx)((x € T)=(x €y’)) = (T =y')) tétel Ens,-ban. Az univerzalis kvantor
logikai alaptulajdonsiga szerint a

(WY)((vx)((x € T)=(xey) = (T =Y)) =
= By () ((x e T)=xey)) = (T =Y)

formula logikai tétel, igy a levalasztéas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy
SIY)((vx)(x € T)e(xey’)) = (T =y')

tétel €ns,-ban. De y’ és x kiilonb6z6ek és nem szerepelnek T-ben és S-ben, igy a
kvantoros kifejezésekre vonatkozo helyettesités szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy

Sy ((vx)(x € T)exey)) = (T=y)) = (x)(x € T)=(x€8)) = (T =8),
vagyis (Vx)((x € T)<(x € 8)) = (T = 8S) tétel Ens,-ban. W
Vilagos, hogy az el6z6 allitasnak az a tartalma, hogy ha két halmaznak ugyanazok az
elemei, akkor a két halmaz eqyenld az Ens, elméletben.

4.1.22. Allitas. Ha T objektum és x olyan vdltozé a halmazelmélet nyelvében, hogy x
nem szerepel T-ben, akkor Colly(x € T) és {x|x € T} =T tételek Ens,-ban.
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Bizonyitds. A kizart harmadik elve alapjan (x € T) = (x € T) logikai tétel, tehat az
altalanositas szabalyat alkalmazva azt kapjuk, hogy (Vx)((x € T) = (x € T)) logikai
tétel. Ugyanakkor vilagos, hogy a (Vx)((x € T) = (x € T)) = Colly(x € T) formula
eleme & ,-nak, tehat tétel Ens,-ban. Ebbdl a levalasztas szabalyat alkalmazva adodik,
hogy Coll(x € T) tétel Ens,-ban.

Tudjuk, hogy Collk(x € T) = (Vx)((x € {x|x € T})<(x € T)), kovetkezésképpen
(Vx)((x € {x|x € T})<(x € T)) tétel €ns,-ban. Az x valtozé nem szerepel az
{x|x € T} és T objektumokban, igy az eléz6 allitas alapjan kapjuk, hogy a

(Vx)(xe{x|xe T}He(xeT)) = ({xjxeT}=T)

formula tétel €ns,-ban. Ebbdl a levilasztas szabélyat alkalmazva kovetkezik, hogy az
{x|x € T} = T formula tétel Ens,-ban. A

Ez az allitas azt mutatja, hogy ha az {x|A} objektumokat ugy tekintenének, mint
"azon x-ek Osszessége, amelyekre A teljesiil", akkor barmely T objektumra, és barmely
T-ben nem szereplé x valtozora a T objektum egyenls az Ens, elméletben "azon x-ek
Osszességével, amelyekre x € T", vagyis minden halmaz eqyenld az elemeinek halmazdval.

4.1.23. Allitas. (Az iires halmaz létezése.) Ha x vdltozd, akkor a €oll(—(x = x))
formula tétel Ens,-ban, és az {x|—(x = x)} objektum figgetlen az x vdltozotdl (vagyis
minden y wvdltozora {x|=(x = x)} = {y|~(y = y)}), és a (Vx)(=(x € {x|-(x = x)}))
formula tétel a Ens, elméletben.

Bizonyitds. Legyen T olyan objektum, amelyben x nem szerepel; példdul T lehet
barmelyik x-t6l kiillonb6z6 valtozo. Az egyenléség logikai tulajdonsagai szerint az x = x
formula logikai tétel, ezért a —(x € T) = (x = x) formula is logikai tétel (az
igaz barmibdl kovetkezik). A kontrapozicié elve és a kettds negécié szabélya szerint
S(x =x) = (xeT)és (x €T) = (x € T) logikai tétel, igy a lancszabalybol
kovetkezik, hogy =(x = x) = (x € T) logikai tétel. Az altalanositas szabdlya szerint
(Vx)(—(x = x) = (x € T)) is logikai tétel. A (Vx)(—(x = x) = (x € T)) =
Colly(=(x = x)) formula eleme & ,,-nak, tehat tétel Ens,-ban. Ebbdl a levalasztas
szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy Coll,(—(x = x)) tétel Ens,-ban.

Tudjuk, hogy €olly(—-(x = x)) = (Vx)((x € {x|~(x = x)})e-(x = x)), tehat a
(Vx)((x € {x|=(x = x)})e-(x = x))) formula formula tétel Ens,-ban. Ebbdl az
univerzalis kvantor logikai alaptulajdonsiga és a levalasztas szabalya szerint kapjuk,
hogy (x € {x|-(x = x)})e—(x = x) tétel Ens,-ban. Tehat 2.5.9. alapjan a

~(x € {x[~(x=x)}) &=(x=x)

formula tétel Ens,-ban. Mivel == (x = x)<(x = x) logikai tétel, ebbdl az ekvivalencia
tranzitivitasa szerint kapjuk, hogy a

(x e {x[~(x=x)}) (x=x)

formula tétel Ens,-ban. Ugyanakkor x = x logikai tétel, igy —(x € {x|—(x = x)}) tétel
¢ns,-ban. Az altalanositas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy a

(V%) (=(x € {x[~(x =x)}))

formula tétel Ens,-ban.



118 4. A HALMAZELMELET LOGIKAI ALAPJAI

Ha y tetszéleges valtozo, akkor a helyettesités szabalyat alkalmazva az e-objektumokra

{xlm(x=x)} = {ylyx)(-x=x))} = {yl-y=v)}
adodik, tehat az {x|-(x = x)} objektum fiiggetlen az x valtozotol. B

4.1.24. Definici6. Az {x|-(x = x)} halmazt az tires halmaznak nevezzik és a ()
szimbolummal jeldlyik, ahol x tetszdleges vdltozo.

Tehat az () halmaz olyan objektum a halmazelmélet nyelvében, amelyben egyetlen
valtozo sem szerepel (vagyis zart objektum), és barmely x valtozora

(Vx)(=(x € 0))

tétel Ens,-ban, amit ugy is megfogalmazhatunk, hogy "az tires halmaznak nincs eleme",
ez indokolja az tires halmaz elnevezést. A definici6 szerint nyilvanvalo, hogy

0= ey ((Vx)((x € y)&(—(x =x)))),

ahol x és y tetszdleges kiilonbozd valtozok. Figyeljiik meg, hogy a (megfelel§ tu-
lajdonsagokkal rendelkezd) iires halmaz bevezetéséhez csak a részhalmaz axiéma-séméara
volt sziikségiink.

Most azt a problémat vizsgaljuk meg, hogy lehetséges-e az, hogy minden A formulara
és x valtozora a Coll(A) formula tétel Ens,-ban? A kovetkezd allitasbol kideriil, hogy
ez csakis akkor volna lehetséges, ha az €ns, matematikai elmélet ellentmondéasos volna;
ugyanakkor latni fogjuk, hogy még olyan bévitése is 1étezik az Ens, elméletnek (az Ens,,
elmélet), amely ellentmondéasmentes (4.2.5.).

4.1.25. Allitas. (Russel-tétel.) Ha x tetszdleges vdltozd, akkor a —Coll(—(x € x))
formula logikai tétel a halmazelméletben, vagyis a Colly(=(x € x)) formula logikailag
cifolhato a halmazelméletben.

Bizonyitds. Jelolje T az Ensg[-—Coll(—(x € x))] matematikai elméletet. Az indirekt
bizonyitas elve alapjan elegendé azt igazolni, hogy a T elmélet ellentmondéasos.

A ——Coll(—~(x € x)) formula tétel, s6t explicit axioma T-ben, igy a 2.5.3. allitasbol
kovetkezik, hogy Colly(—(x € x)) is tétel T-ben. Tehat ha T jeloli az {x|-(x € x)}
objektumot, akkor a (Vx)((x € T)&—(x € x)) formula tétel T-ben. Ugyanakkor az
univerzalis kvantor logikai alaptulajdonsaga szerint

(Vx)(x e T)e-(xex)) = (T|x)((x € T)e(x € x))

logikai tétel, és természetesen (T|x)((x € T)e-(x € x)) = (T € T)e~(T € T),
mert x nem szerepel T-ben. Ebbdl a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy
(T € T)e—(T € T) tétel T-ben. Ezért a konjunkcid logikai alaptulajdonsaga szerint
a(TeT) =(TeT)és(TeT)= (T € T) formuldk tételek T-ben. Ebbsl
a levalasztas szabalydnak alkalmazéasaval kovetkezik, hogy a T[—(T € T)] elméletben
—(T € T) és T € T tételek, vagyis ez az elmélet ellentmondasos. Tehat az indirekt
bizonyitas elve alapjan T € T tétel T-ben. De (T € T) = —(T € T) tétel T-ben,
amibdl a levéalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy —(T € T) is tétel T-ben, igy
lathatoan a T elmélet ellentmondésos. M

4.1.26. Kovetkezmény. Ha x és y kilonbozd vdltozok a halmazelméletben, akkor a
—(Jy)(Vx)(x € y) formula tétel Ens,-ban.
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Bizonyitas. Jelolje T az €ns,[——(Jy)(Vx)(x € y)| matematikai elméletet, és U az
ey((Vx)(x € y)) objektumot. A 2.5.3. allitas szerint (Jy)(Vx)(x € y) tétel T-ben,
ami az egzisztencialis kvantor definicidja alapjan azt jelenti, hogy (Uly)(Vx)(x € y)
tétel T-ben. De x és y kiilonbozdek, valamint x nem szerepel U-ban, igy (Uly)(Vx)(x €
y) = (Vx)((Uly)(x € y)) = (vx)(x € U). A (vx)(x € U) = (x € U) formula logikai
tétel, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy x € U tétel T-ben. Ezért
-(x € x) = (x € U) is tétel T-ben (az igaz barmibdl kovetkezik). Az x véaltozoé nem
szerepel a T egyetlen explicit axioméjaban sem, igy az altalanositas szabalya szerint
(Vx)(—~(x € x) = (x € U)) tétel T-ben. Vilagos, hogy a (Vx)(—(x € x) = (x € U)) =
Colly(—(x € x)) formula eleme &,,-nak, mert x nem szerepel U-ban. Levalasztéassal
kapjuk, hogy Coll(—(x = x)) tétel T-ben. A Russel-tétel alapjan —€oll,(—(x = x)) tétel
¢ns,-ban, tehat T-ben is tétel, igy a T elmélet ellentmondasos. Az indirekt bizonyitas
elve alapjan —(Jy)(Vx)(x € y) formula tétel Ens,-ban. W

Nyilvanvaloan az eléz6 allitast ugy lehet értelmezni, hogy az €ns, elméletben (igy
annak minden bévitésében is) bizonyithato, hogy nem létezik az dsszes halmazok halmaza.

A kovetkezd allitast nagyon gyakran alkalmazzuk a {-|-}-objektumokat tartalmazo
egyenlGségek bizonyitasaban.

4.1.27. Allitas. Jelolje T az Ens, matematikai elmélet tetszéleges bovitését, és legyenek
A, B formuldk, valamint x olyan vdltozo a halmazelmélet nyelvében, amely nem szerepel
a T elmélet egyetlen explicit axiomdjdban sem.

a) Ha az A = B és Colly(B) formuldk tételek T-ben, akkor a Colly(A) és {x|A} C {x|B}
formuldk is tételek T-ben.

b) Ha az A=B formula tétel T-ben, akkor a Colly(A)=Colly(B) formula tétel T-ben;
tovabbd, ha Coll(A) tétel T-ben, akkor {x|A} = {x|B} tétel T-ben.

Bizonyitds. a) Tegytik fel, hogy az A = B és Colly(B) formulak tételek T-ben. Ekkor
az (x € {x|B})<B formula tétel T-ben, igy az ekvivalencia logikai alaptulajdonsiga
szerint B = (x € {x|B}) tétel T-ben. A lancszabély alkalmazasaval kapjuk, hogy
A = (x € {x|B}) tétel T-ben. Az x valtozé nem szerepel a T elmélet egyetlen explicit
axiomajaban sem, igy az altalanositas szabalya szerint (Vx)(A = (x € {x|B})) tétel
T-ben. Ugyanakkor a (Vx)(A = (x € {x|B})) = Coll,(A) formula eleme &,,-nak,
mert x nem szerepel az {x|B} objektumban, tehat a levalasztas szabalyat alkalmazva
kapjuk, hogy €oll,(A) tétel T-ben, igy az {x|A} objektumra teljesiil az, hogy az
(x € {x|A})<A formula tétel T-ben. Ezért az ekvivalencia logikai alaptulajdonséga
szerint (x € {x|A}) = A tétel T-ben, tehat a lancszabaly alkalmazasaval kapjuk, hogy
(x € {x|A}) = (x € {x|B}) tétel T-ben. Az x valtoz6 nem szerepel a T elmélet egyetlen
explicit axidbmajaban sem, igy az altalanositéas szabélya szerint (Vx)((x € {x|A}) = (x €
{x|B})) tétel T-ben, ami éppen azt jelenti, hogy {x|A} C {x|B} tétel T-ben, hiszen az
x valtozo nem szerepel az {x|A} és {x|B} objektumokban.

b) Tegyiik fel, hogy az A<B formula tétel T-ben. Az ekvivalencia logikai alaptulaj-
donsagabol kovetkezik, hogy A = B és B = A tételek T-ben. Tehat az a) allitas alapjan
Colly(A) tétel T[Colly(B)]-ben és Colly(B) tétel T[Coll (A)]-ben, hiszen az x valtozo a
T[Coll(B)] és T[Coll,(A)] elméletek egyetlen explicit axidméjaban sem szerepel. Kétszer
alkalmazva a dedukcio-tételt kapjuk, hogy €oll,(B) = €oll(A) és Colly(A) = Coll(B)
tétel T-ben, igy a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint Coll,(A)<Coll(B) tétel
T-ben. Ugyanakkor az a) allitas szerint {x|A} C {x|B} és {x|B} C {x|A} tételek
T-ben, ezért a meghatarozottsagi axioma szerint {x|A} = {x|B} tétel T-ben. A
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A halmazelméletben leggyakrabban hasznalt feltételes kvantorok feltételei x € T
alakuak, ahol x olyan valtozo, amely nem szerepel a T objektumban. Az ilyen felépitésii
feltételes kvantorokra specialis jelolést vezetiink be. Ha x valtozo és T, A kifejezések a
halmazelmélet nyelvében, akkor

o (Vx € T)A jeloli a (V,_.x)A kifejezést;
e (Ix € T)A jeloli a (3__.x)A kifejezést.
Vil4dgos, hogy ha T objektum és A formula, akkor a

xeT

(Vx e T)A & (Vx)((x € T) = A),
(Ix e TH)A < (Ix)((x € T) AN A)
formulak logikai tételek a halmazelméletben.

Most megfogalmazzuk a halmazelmélet Osszes explicit axioméjat. Ehhez néhany
jelolést kell bevezetni az halmazelmélet nyelvével kapcsolatban. Az itt értelmezendd
objektumok jelentésének és jelent&ségének részletezésére majd a matematikai analizis
halmazelméleti alapjaival foglalkoz6 fejezetben keriil sor.

Jelolés. Legyen T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében. Ha x olyan valtozo,
amely nem szerepel T-ben és S-ben, akkor az
{xlx=T)V(x=8)}

objektum az x valtozotol fliggetlen, vagyis ha x’ szintén olyan valtozo, amely nem szerepel
T-ben és S-ben, akkor

Xx=T)V(x=9)} = {x|xX=T)V( =8)}.

Ezt az objektumot a {T, S} szimbolummal jeloljiik, tovabba a T és S ojektumokbol allo
rendezetlen pdrnak nevezziikk. A {T, T} objektumot a {T} szimbolummal roviditjik.
Tovabba, a {T,{T,S}} objektumot a (T,S) szimbolummal jeloljiik, és a T és S
objektumokbol allo rendezett parnak (vagy egyszertien pdrnak) nevezzik.

Jelolés. Legyen T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében. Ha x olyan valtozo,
amely nem szerepel T-ben és S-ben, akkor az
{x|(xeT)V(xeS)}

objektum az x valtozotol fliggetlen, vagyis ha x’ szintén olyan valtozo, amely nem szerepel
T-ben és S-ben, akkor

x[xeT)Vv(xeS)} = {X|(x'eT) Vv e€8S)}

Ezt az objektumot a T U S szimbolummal jeloljiik, tovabba a T és S objektumok
uniojanak nevezziik.

Jelolés. Ha T objektum a halmazelmélet nyelvében, akkor a TU{T} objektumot a T*
szimbolummal jeloljiik, és a T objektum szukcesszordnak nevezziik.
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Jelolés. Legyen T objektum a halmazelmélet nyelvében. Ha x, y és z olyan kiilonb6z6
valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben, akkor a

(Vz2)((z€T) = (H)Cy)(z=(xy)))

formula az x, y és z valtozoktol fliggetlen, vagyis ha x', y’ és 2z’ szintén olyan kiilonb6z4
valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben, akkor

(Vz)((z € T) = (Ix)(Fy)(z = (x,¥))) = (V2)((z' € T) = () (Fy')(z' = (x,¥)))-

Ezt a formulat a SRel(T) szimboélummal jeldljiik, és ugy mondjuk ki, hogy T relacio.

Jelolés. Legyen T objektum a halmazelmélet nyelvében.

— Ha x és y olyan kiilonb6z6 valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben, akkor az

{x|Fy)((x,y) € T)}

objektum az x és y valtozoktol fiiggetlen, tehat ha x' és y
valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben, akkor

{x|(Fy)((x,y) € T)} = {x|Fy)((x,¥') € T)}.

Ezt az objetumot a pry(T) szimbolummal jeloljiik, és a T objektum elsd projekcicjanak
nevezziik. A pr,(T) szimbolum helyett a Dom(T) jelolést is alkalmazzuk, és ilyenkor ezt
a T objektum definicids tartomdnydnak nevezzik. (Ez utébbi jelolést és elnevezést a
késébbiekben bevezetésre keriils fiigguények esetében szokas hasznélni.)

" szintén olyan kilonbozd

— Ha x és y olyan kiilonb6z6 valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben, akkor az

{yI(3F)((x,y) € T)}

objektum az x és y valtozoktol fiiggetlen, tehat ha x' és y
valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben, akkor

{yIEx)((x,y) € T)} = {y'|(F)((¥,y') € T)}.

Ezt az objetumot a pry(T) szimbdélummal jeldljiik, és a T objektum mdsodik projek-
cidgjanak nevezziik. A pry(T) szimbolum helyett az Im(T) jelolést is alkalmazzuk, és
ilyenkor ezt a T objektum értékkészletének nevezziik. (Ez utobbi jelolést és elnevezést a
késébbiekben bevezetésre keriils fiigguények esetében szokas hasznélni.)

" szintén olyan kilonbozd

Jelolés. Legyen T objektum a halmazelmélet nyelvében. Ha x, y és z olyan kiilonb6z6
valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben, akkor a

Rel(T) A (vx)(Vy)(V2)((((x,y) € T) A((x,2) € T)) = (y = 2))

formula az x, y és z valtozoktol fiiggetlen, vagyis ha x| y’ és z’ szintén olyan kiilonb6z8
valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben, akkor

Rel(T) A (v) (V) (V2) (%, ¥) € T) A ((x,2) € T)) = (y = 2)) =
= Rel(T) A (v)(vy) (V2 (X y) € T) A (¥, 2) € T) = (y' = 2).

Ezt a formulat az §nc(T) szimbolummal jeloljiik, és gy mondjuk ki, hogy T fliggvény.
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Jelolés. Legyen T objektum és x valtozo a halmazelmélet nyelvében. Ha y olyan x-t6l
kiilonbo6z6 valtozo, amely T-ben nem szerepel, akkor az

ey((xy) € T)

objektum az y valtozotol fliggetlen, vagyis ha y’ szintén olyan x-t6l kiilénbo6zé valtozo,
amely T-ben nem szerepel, akkor

e((xy) €T) = ep((xy) €T).

Ezt az objektumot a T(x) szimbélummal jeldljiik.

Megjegyezziik, hogy ha T objektum és x valtozé a halmazelmélet nyelvében, tovabba
y olyan x-t6l kiilonb6z6 véaltozo, amely T-ben nem szerepel, akkor a T(x) objektum és
az egzisztencialis kvantor értelmezése alapjan

(x, T(x)) €T = (TE)Y)((xy)eT) = (5(xy) € Ty)((x,y) €T) =
= @)(xy)eT),
tehat ha Coll,((x,y) € T) tétel Ens,-ban (példaul ha Rel(T) tétel Ens,-ban), akkor

(vx)( ((x, T(x)) € T) < (x € pry(T)) )
is tétel Ens,-ban.

Ezutan kénnyen megfogalmazhaté a halmazelmélet 6t explicit axiomaja.
Meghatarozottsagi axioma: (Vz)(Vy)((V2)((z € 2)<(z € y)) = (x = y)).

Paraxioma: (Vx)(Vy)(Ju)(Vz)((z € u)<((z = 2) V (2 = y))), vagy ami ugyanaz
(Vz)(Vy)Coll,((z = z) V (2 = y)).

Hatvanyhalmaz axiéma: (Vx)(3y)(Vz)((z € y)<(Vu)((u € z) = (u € x))), vagy ami
ugyanaz (Va)Coll,((Vu)((u € 2) = (u € x))), azaz (Vx)Coll,(z C z).

Unié axioma: (Vz)(Jy)(Vz)((z € y)<(Fu)((z € u) A (u € x)))), vagy ami ugyanaz
(Va)&oll,((Fu)((z € u) A (u € x)))).

Kivalasztasi axiéoma: (VF)( (§nc(F) A (Vz)((z € Dom(F)) = (F(z)
BN (@ne(f)) A (Dom(f) = Dom(F)) A (V) ((z € Dom(f)) = (f(x) € F(x))))

Végtelenségi axioma: (3z)((0 € x) A (Vy)((y € ) = (yT € x))).

4.1.28. Definicié. Halmazelméletnek nevezziik és az Ens szimbolummal jeldlyiik azt
a matematikai elméletet, amelynek

e matematikai nyelve a halmazelmélet nyelve;
o &, az egyetlen matematikai axioma-sémdja,

e cxplicit axiomdi a meghatdrozottsdagi axioma, pdraxioma, hatvanyhalmaz axioma, unio
axioma, kivdlasztdast axioma és a végtelenségi axioma.
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A halmazelmélet explicit axibméinak szemantikus elemzésére a matematikai analizis
halmazelméleti alapjainak kifejtése soran nyilik lehetség. Ott majd megvildgitjuk az
axiomak halmazelméletben betoltott jelent&ségét.

Természetesen €Ens, részelmélete a halmazelméletnek, és €Ens, gy szarmaztathatod
¢ns-b6l, hogy toroljiik annak axidémarendszerébdl a paraxiomat, a hatvanyhalmaz
axiomat, az uni6é axiomat, a kivalasztasi axiomat és a végtelenségi axiomaét.

Elnevezés. Azt mondjuk, hogy a halmazelmélet A formuldja kollektivizalé az
x véltozoban, ha a Coll,(A) formula tétel a halmazelméletben. Azt mondjuk, hogy a
halmazelmélet T objektuma reléacio (illetve fiiggvény) a halmazelméletben, ha a Rel(T)
(illetve §ne(T)) formula tétel a halmazelméletben.

Tehat az A formula pontosan akkor nem kollektivizdld az x valtozoban, ha a Coll(A)
formula nem tétel a halmazelméletben. Ha a nem kollektivizdlo kifejezést valoban igy
értjiik, és be tudjuk bizonyitani valamely formuléra, hogy az valamelyik valtozojaban
nem kollektivizald, akkor ezzel belattuk a halmazelmélet ellentmondasmentességét is,
hiszen megmutattuk, hogy a halmazelméletnek van olyan formulaja, amely nem tétel.
Azonban a halmazelmélet ellentmondasmentességének probléméaja annyira nehéznek
bizonyult, hogy azt eddig senki sem tudta megoldani. Ez azt is jelenti, hogy az iménti
felfogas szerint egyetlen formuléra sem sikeriilt igazolni azt, hogy valamelyik véltozoban
nem kollektivizal6. Ez az oka annak, hogy a nem kollektivizdlo kifejezést nem tugy értjiik,
ahogy azt a bekezdés elején megfogalmaztuk, holott az volna a természetes. E helyett azt
mondjuk, hogy az A kifejezés nem kollektivizalo az x valtozoban, ha a =€oll,(A) formula
tétel a halmazelméletben, vagyis ha a Coll,(A) formula cdfolhatd a halmazelméletben.

A 2.10. pontban bemutattunk két lényegesen nem trividlis matematikai elméletet:
a formélis aritmetikat és a formalis (sik)geometriat. Erdekességképpen megemlitjiik,
hogy mindkét elmélet bizonyos értelemben elddllithato a halmazelméleten beliil. Ennek
az allitasnak a pontos matematikai logikai megfogalmazasahoz hatarozottan til kellene
lépni azon az elemi szinten, amelyhez eddig tartottuk magunkat, ezért ezzel a problémaval
logikai szempontbol nem foglalkozunk. Azonban a 7. fejezetben megmutatjuk, hogy a
halmazelméleti aritmetika miként jon létre a halmazelméletben, tovabba latni fogjuk,
hogyan hajthatdé végre a tobbdimenzids valos analitikus geometria halmazelméletre
alapozott konstrukcioja (GEA).

Befejezésiill még egy megjegyzést tesziink a halmazelmélet egy masik, valamivel
erdsebb formajaval kapcsolatban. Ehhez sziikségiink lesz a kévetkezs definiciora.

4.1.29. Definicié. &,, jeldli a
(Vy)(3X)(A = (x € X)) = (VY)(FX)(Vx)((x € X)=(EFy)(y € Y) A A))

alaki formuldk oOsszességét, ahol A formula és x, y, X, Y olyan kilonbézd vdltozok
halmazelmélet nyelvében, hogy X és Y nem szerepelnek A-ban.

Vilagos, hogy &,, azonos a
(Vy)(FX)(A = (x € X)) = (VY)Collk((Fy)((y € Y) A A))

alaku formulak Osszességével, ahol A formula és x, y, X, Y olyan kiilénb6z6 valtozok
a halmazelmélet nyelvében, hogy X és Y nem szerepelnek A-ban. Konnyen belathato,
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hogy &, formula-séma, és ha a halmazelmélet axiomarendszerét gy értelmezziik, hogy az
egyetlen matematikai axidma-sémaja az &, formula-séma, valamint az explicit axiémaéi a
meghatarozottsigi axioma, paraxioma, hatvanyhalmaz-axioma és a végtelenségi axiéma,
akkor ebben az elméletben az &g, formula-séma minden eleme tétel, és bebizonyithato
benne az uni6é axiéma és a kivalasztasi axioma, vagyis ebben az 1j halmazelméletben
ezek az axiomak feleslegesek. A halmazelméletnek ezt a Bourbaki-féle felépitését
részletezi a 2| konyv. Az altalunk valasztott halmazelmélet valamivel jobban hasonlit
a klasszikus Zermelo-Fraenkel-Skolem (ZFS) halmazelméletre, masfel6l — legalabbis
formalisan — kevésbé erds elmélet, vagyis "formélisan kevesebb" tétele van, mint a
Bourbaki-féle halmazelméletnek, ezért az ellentmondasmentessége kevésbé kérdéses, mint
a Bourbaki-féle halmazelméleté. Azonban eddig egyik igazén tartalmas halmazelmélet
ellentmondésmentességét sem tudtuk bebizonyitani, habar senki nem tudott még olyan

“, 0,

lehetett volna.

4.2. A halmazelmélet ellentmondasmentességérdsl

Nem tudjuk, hogy a halmazelmélet ellentmondasmentes-e vagy sem, ezért kiilonos
jelentdsége van azoknak az eredményeknek, amelyek a halmazelmélet bizonyos részelmé-
leteinek ellentmondasmentességérdl szolnak. Ebben a pontban a korabban bemutatott
(kétértékd) értékelések modszerének alkalmazasaval bebizonyitjuk a halmazelmélet két
nevezetes részelméletének ellentmondasmentességét.

A halmazelmélet nyelvének két logikai fliggvénye van, ezért a nyelvnek pontosan négy
helyettesités-invarians értékelése van:

— az wj; fiiggvény, amely minden elemi formulédhoz az i értéket rendeli;

— az w;p fuggvény, amely minden = jellel kezd6ds (vagyis T = S alakt) formuldhoz az
i, és minden € jellel kezd6d6 (vagyis T € S alakt) formulédhoz a h értéket rendeli;

— az wy; fliggvény, amely minden = jellel kezd6dé (vagyis T = S alakt) formulahoz a
h, és minden € jellel kezd6ds (vagyis T € S alakt) formulédhoz az i értéket rendeli;

— az wpp fliggvény, amely minden elemi formulédhoz a h értéket rendeli.
Jelolés. Ha w a halmazelmélet nyelvének helyettesités-invarians értékelése, akkor w[=]
jeloli az w(T = S) értéket, és w[€] jeloli az w(T € S) értéket, ahol T és S tetszSleges
objektumok.

A definici6 alapjan nyilvanvald, hogy fennallnak a kdvetkezs Osszefiiggések:

wi,i[Z] = wi,i[G] =i, wi,h[Z] =i, Wi,h[E] =h,

Whh[=] = wnnl€] =h, wni[=]=h, whil€] =i

4.2.1. Lemma. Ha w a halmazelmélet nyelvének helyettesités-invaridns értékelése,

akkor
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Ha A formula, T objektum és x vdltozo a halmazelméletben, akkor
W (x)(A = (xeT)) = Colly(A)) = B (w€],w(A)).
Tovdbbd, ha A, jeldli a kivdlasztdsi axiomdt, akkor
5(Aw) = By(wle],wl=]).

Bizonyitds. A kovetkezs értékelésekben csak w helyettesités-invarianciajat alkalmazzuk.

w((Vz)(Yy)((V2)((z € 2)=(2 € y)) = (z = y)))=w((V2)((z € 2)=(2 € y)) = (x =y))
=B, (W((V2)((z € z)e (2 € 9))), W(z =y)) =B (W((2 € B)&(2 € y)),w[=]) =
=B (Ve (W(z € 2),0(z € y)),w[=]) =B (Bs (w]€], wl€]), wl=]) =
=9 (i,w[=]) = w[=].

@((Fz) (D€ x) A (Vy)((y €2) = (y" €2)))) =w((D € ) A(Vy)((y € 2) = (y© € x)))
=B\ (@(0 € ), 0((V)((y € 2) = (y" € 1)) =B(w[e].@((y € ) = (y© € 2))) =
= B (w€], B (@(y € 2),w(y" € 1)) = (€], = (wlel,wle]) =

(@) () (x e y)=A)) =0((x e y)eA) =
o (@(r € y),W(A)) = Be (wle], w(A)).

Legyen most A formula, T objektum és x véltoz6. Legyen y olyan x-t6l kiilonb6zé
valtozo, amely nem szerepel A-ban. Ekkor az el6z6 bekezdés alapjan

@((Vx)(A = (x € T)) = Coll(A)) =B (0((Vx)(A = (x € T))),w(Coll(A))) =
=B (WA = (xe€T)),Bs(wle],w(A))) =
=B (B (W(A),0(x € T)), Vs (w[€], W(A)))
(w

=R (V= (W(A), w[€]), Bes (wl€], W(A))) = B (w[€], W(A)),
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mert konnyen ellendrizhetd (példaul megfeleld logikai tablazat felirdsaval), hogy ha b és
c az i vagy h értékek barmelyikét jelolik, akkor

B_ (B (b,c),B.(c,b)) =By (b,B_(c)) =B_(c,b).

Az W(A,.) értékének meghatarozasahoz el6szor kiszamitjuk az w(Rel(T)) és w(Fne(T))
értékeket, ahol T tetszbleges objektum a halmazelmélet nyelvében.

Legyen tehat T objektum és x, y, z olyan kiilonb6z6 valtozok, amelyek nem szerepelnek
T-ben. Ekkor

Ebbdl kovetkezik, hogy ha T objektum és x, y, z olyan kiilonb6z6 valtozok, amelyek
nem szerepelnek T-ben, akkor
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A definici6 szerint nyilvanvalo, hogy A.. = (VF)(B = C), ahol

B = §nc(F) A (Va)((x € Dom(F)) = (F(z) £ 0)),
C = (3N ((@ne(f)) A (Dom(f) = Dom(F)) A (Vz)((z € Dom(f)) = (f(z) € F(x)))),

kovetkezésképpen
W(Aw) =w((VF)(B=C))=w(B=C)=%_(w(B),w(C)).

Vilagos, hogy

mert konnyen belathaté, hogy ha b és ¢ az i vagy h értékek barmelyikét jelolik, akkor
%/\(%ﬁ(l% C)a %ﬁ(ba %ﬁ(c))) = %ﬁ(b)

Ugyanakkor

~—
~—
~—
~—

w(C) = w((Fne(f)) A (Dom(f) = Dom(F)) A (Vr)((x € Dom(f)) = (f(z) € F(x
= B (B (@ (Fne(f)), w(Dom(f) = Dom(F))),w((z € Dom(f)) = (f
) wl ]
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mert konnyen beldthatd, hogy ha b és ¢ az i vagy h értékek barmelyikét jelolik, akkor
B\(B=(b,c),c) = c. Ez azt jelenti, hogy

W(Aac) =B (@(B), 0(C)) =B (B (w€]), w[=]) = By(wle], w[=]),

hiszen ha b és ¢ az i vagy h értékek barmelyikét jelolik, akkor nyilvanvaloan teljesiil az,
hogy ®_.(B-(b),c) =B, (b,c). B

4.2.2. Definici6. Ens™ jeloli azt a matematikai elméletet, amelynek

e matematikai nyelve a halmazelmélet nyelve;

e nincs matematikar axioma-sémdja;

e cxplicit axiomdi a meghatdrozottsdagi axioma, pdraxioma, hatvanyhalmaz axioma, unio

axioma, kivdlasztasit axioma és a végtelenségi axioma.

Nyilvanvalo, hogy Ens™ a halmazelmélet részelmélete, és Ens™ tgy szarmaztathatod
Ens-bdl, hogy toroljiik annak axiomarendszerébdl a részhalmaz axidoma-sémaét.

4.2.3. Tétel. A halmazelmélet elemi formuldi nem cdfolhatok Ens*-ban. A Ens™ mate-
matikai elmélet ellentmonddsmentes, és létezik Sqq,-nak olyan eleme, amely nem tétel
&Ens*-ban.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az w;; fliggvény az €ns” elmélet minden explicit axio-
méjahoz az i értéket rendeli.

(I) Az el6z6 lemma szerint

wii (Vo) (Vy)((V2)((z € 2) (2 € ) = (x =) = wiil€] =,

tehat wi; a meghatdrozottsdgt axiomdhoz az i értéket rendeli.

(IT) Az el6z6 lemma szerint
wii(Vr)(Vy) Bu)(V2)((z € u)=((z = 2)V(z = )))) = Be (wiil€], wis[=]) =B (i1) =,

tehat wi; a pdraxiomdhoz az i értéket rendeli.

(IIT) Az el6z6 lemma szerint
wii((V2)(Fy)(V2)((2 € y)=(Vu)((u € 2) = (u € 7)) = wiil€] =1,

tehat wi; a hatvanyhalmaz ariomdhoz az i értéket rendeli.

(IV) Az el6z6 lemma szerint
B ((72) (39)(V2) (= € 9 (Fu)((= € w) A (w € ) =1,

tehat wi; az unio ariomdhoz az i értéket rendeli.

(V) Ha A, jeloli a kivalasztéasi axiomat, akkor az el6z6 lemma szerint

Wi,i(Aac) = %\/(wii[e], Wi,i[:]) = %\/(L 1) = i,

tehat wi; a kivdlasztdsi aziomdhoz az i értéket rendeli.

(VI) Az el6z6 lemma szerint

@ii((Fz)((0 € 2) A (Vy)((y € ) = (T € 2)))) =wisl€] =1,
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tehét wi; a végtelenségi ariomdhoz az i értéket rendeli.

Ezzel megmutattuk, hogy wi; az €ns® elmélet minden explicit axiémajahoz az i
értéket rendeli. A predikdtumkalkulus ellentmondasmentességének bizonyitasa szerint
w;i; minden logikai axiémahoz szintén az i értéket rendeli, mert w;; olyan helyettesités-
invarians értékelés, hogy minden T és S objektumra w;;(T = S) =i. Ebbdl kovetkezik,
hogy az €ns” elmélet minden A tételére wi;(A) = i. Ez maga utén vonja azt, hogy ha
A elemi formula, akkor —=A nem tétel Ens*-ban, mert

Wii(mA) =B (wi;(A)) =¥B-(i) = h.

Tehat elemi formula nem cdfolhaté Ens*-ban, igy €ns® sziikségképpen ellentmondés-
mentes.

Megmutatjuk, hogy &g,,-nak van olyan eleme, amelyhez w;; a h értéket rendeli. Az el6z6
lemméaban lattuk, hogy ha A formula, T objektum és x valtozo, akkor

(V) (A = (x € T)) = Coll(A)) = B (wile], ()

=B (i,m;(A)) = Tii(A).

Tehat ha wi;(A) = h (példaul A egy elemi formula negaci6ja), akkor wi; a (Vx)(A =
(x € T)) = Coll,(A) formulahoz a h értéket rendeli, kovetkezésképpen (Vx)(A = (x €
T)) = Coll(A) nem tétel Ens*-ban, ugyanakkor (Vx)(A = (x € T)) = Coll(A) eleme
&,up-nak, ha x nem szerepel T-ben. B

Megjegyezziik, hogy az el6z6 tétel bizonyitdsdbol 1lathato, hogy barmely x valtozora
a Colly(x ¢ x) formula nem tétel Ens*-ban, hiszen

Wii( Colle(x ¢ x) ) = B (wisg[€], Gii(x € X)) = B (i, Wii(x ¢ X))

=¥ (wi(x€x)) =3.(i) =h.

A Russel-tétel alapjan a —€oll(x ¢ x) formula tétel Ens*-ban, mert ez logikai tétel a
halmazelméletben, vagyis tétel Ensg-ban, és Ensg részelmélete Ens*-nak (valojaban Ensg
azonos a €ns”* elmélet alatt fekvs predikdtumkalkulussal). Azonban az Ens elméletben
nem tudjuk bebizonyitani, hogy a Colly(x ¢ x) formula nem tétel; ha ezt bizonyitani
tudnéank, akkor maris igazolva lenne a halmazelmélet ellentmondésmentessége.

Szintén az el6z6 tétel bizonyitasabol lathato, hogy a halmazelmélet nyelvének helyet-
tesités-invarians értékeléseinek alkalmazasaval nem lehet bizonyitani a halmazelmélet el-
lentmondéasmentességét. Ehhez ugyanis a halmazelmélet nyelvének olyan w helyettesités-
invarians értékelésére volna sziikség, amely a halmazelmélet minden explicit axiémajahoz
és a részhalmaz axidéma-séma minden eleméhez, valamint minden logikai axiéméhoz az i
értéket rendeli. De lathato, hogy ha w a meghatarozottsagi axioméahoz és a hatvanyhal-
maz axiéméahoz az i értéket rendeli, akkor mar sziikségképpen teljestil az, hogy w = wj,
igy az el6z6 bizonyitéas szerint w a halmazelmélet minden explicit axiéméajahoz és minden
logikai axiomajahoz az i értéket rendeli, azonban van olyan részhalmaz axiéma, amelyhez
w a h értéket rendeli.

4.2.4. Definicié. €ns,, jeldli azt a matematikai elméletet, amelynek
e matematikai nyelve a halmazelmélet nyelve;

o &1, az egyetlen matematikai axioma-sémdja;

e cxplicit axiomdr a meghatdrozottsdgi axioma, az unio axioma €s a kiwdlasztdsi axioma.
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Nyilvanvalo, hogy €ns,, a halmazelmélet részelmélete, és €Ens,, gy szarmaztathato
¢ns-bél, hogy toroljiikk annak axiéomarendszerébdl a péaraxioméat, a hatvinyhalmaz
axiomat és a végtelenségi axiomat. Vilagos tovabba, hogy €Ens,, bdvitése a kordbban
bevezetett Ens, elméletnek.

4.2.5. Tétel. A €Ens,, matematikai elmélet ellentmonddsmentes, tovdbbd a pdraxioma,
a hatvanyhalmaz azioma és a végtelenségi axioma nem tétel Ens,,-ban.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az wip az €ns,, matematikai elmélet minden explicit
axiomajéhoz és matematikai axiomajahoz az i értéket rendeli.

(I) Az el6z6 lemma szerint
win((V2)(Vy)((V2)((2 € 1) (2 € y)) = (2 =y))) = winl€] =1,

tehéat win a meghatdrozottsdgi aviomdhoz az i értéket rendeli.

(IT) Az el6z6 lemma szerint
@in((V2)(3y)(V2)((2 € y)=(Fu)((z € u) A (u € 2))))) =,

tehéat Wiy az unid axiomdhoz az i értéket rendeli.

(ITI) Ha A, jeldli a kivalasztasi axiomat, akkor az el6z8 lemma szerint
Win(Age) =By (winl€],win[=]) =By (i,h) =1,

tehéat win a kivdlasztdsi aviomdhoz az i értéket rendeli.

(IV) Legyen A formula, T objektum és x olyan valtozo, amely nem szerepel T-ben. Az
el6z6 lemma szerint

FR((V)(A = (x € T)) = Cally(A))=3. (wi]€). Tim(A))=2_ (b, TiR(A)) =i,

tehat w;p minden részhalmaz ariomdhoz az i értéket rendeli.

A predikatumkalkulus ellentmondésmentességének bizonyitasa szerint w; j, minden logikai
axiémahoz szintén az i értéket rendeli, mert w;p olyan helyettesités-invaridns értékelés,
hogy minden T és S objektumra w;n(T = S) = i. Ebbdl kivetkezik, hogy az €Ens,,
elmélet minden A tételére Win(A) = i. Ezért a €ns,, elméletben sem a T # S,
sem a T € S alaku formuldk nem tételek (ahol T és S objektumok), hiszen ezekhez
Win @ h értéket rendeli. Ebbdl az is lathato, hogy az €ns,, matematikai elmélet
ellentmondéasmentes.

Az el6z6 lemma szerint

win((V2)(vy) (3u) (V2)((z € w)&((z = 2) V (2 = y)))) = Ve (winl€], winl=]) =
=9.(i,h) =h,

tehat win a pdraxiomdhoz a h értéket rendeli, kovetkezésképpen a paraxioma nem tétel
¢ns,.-ban.

Az el6z8 lemma szerint
win((V2)(3y) (V2)((z € y)=(Vu)((u € 2) = (u € 2)))) = win[€] =h,

tehat win a hatvdnyhalmaz axiomdhoz a h értéket rendeli, kovetkezésképpen a hatvany-
halmaz axiéma nem tétel Ens,,-ban.
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Az el6z6 lemma szerint
©in((F2)((0 € 2) A(Vy)((y € 2) = (y© € 1)) = winl€] =h,

tehat wip a végtelenségi axiomdhoz a h értéket rendeli, kovetkezésképpen a végtelenségi
axiéma nem tétel Ens,.-ban. M

A Russel-tétel szerint, ha x valtozo, akkor a —€olly(x ¢ x) formula tétel Ens,-ban,
ugyanakkor €ns, részelmélete €ns,,-nak, ezért ez a formula €ns,,-ban is tétel. Az el6z6
tétel alapjan €ns,, ellentmondasmentes, ezért a Coll,(x ¢ x) formula nem tétel Ens,,-
ban. Ez azt mutatja, hogy létezik a halmazelméletnek olyan A formulaja és olyan x
valtozo, hogy €oll,(A) nem tétel Ens,,-ban, vagyis A nem kollektivizalé az x valtozo-
ban az €ns,, elméletben.

Figyeljiik meg a két utolso tétel komplementer jellegét. A Ens™ elmélet explicit axi-
omékban gazdag, hiszen a halmazelmélet mindegyik explicit axiémaja Ens*-nak is exp-
licit axiomaja; ugyanakkor €ns*-nak nincs matematikai axiéma-sémaja. Ezzel szemben
az €ns,, elmélet explicit axiomakban joval szegényebb, hiszen csak a meghatarozottsa-
gi axiéma, az uni6é axioma és a kivalasztasi axiéma az explicit axiémaéi; ugyanakkor a
részhalmaz axidma-séma hozzatartozik az €ns,, axidmarendszeréhez. Mindkét elmélet
ellentmondasmentesnek bizonyult. A halmazelmélet ellentmondasmentességét azért nem
tudtuk eddig bizonyitani, mert az explicit axiéméakban gazdag €és a részhalmaz axiéma-
séma is hozzartartozik az axioma-rendszeréhez. Az analizis halmazelméleti alapjait tar-
gyald 5., 6. és 7. fejezetben nyilvanvalova vélik az, hogy a matematika szdmaéara fontos
matematikai objektumok akkor allithatok elg és akkor rendelkeznek a veliik kapcsolat-
ban elvarhatoé tulajdonsagokkal, ha a részhalmaz axiéma-séméat a halmazelmélet osszes
explicit axioméjaval egyiitt alkalmazhatjuk. Ezért sem az €ns*, sem az €ns,, elmélet
nem elégséges alap egy tartalmas matematika felépitéséhez.

4.3. A kivalasztasi axiéma bizonyitasarol

Az els6rendd nyelvekre alapozott halmazelméletelekben a kivalasztasi axioma
konzisztens abban az értelemben, hogy sem a kivalasztasi axidoma, sem annak tagadésa
nem tétel abban a "maradék" halmazelméletben, amelyben nem expicit axioma a
kivalasztasi axioma; feltéve, hogy e "maradék" halmazelmélet ellentmondasmentes.
Azonban a Hilbert-Bourbaki-nyelvre alapozott halmazelméletben a kivalasztasi axioma
bebizonyithato. Most errdl a bizonyitasarol lesz szo.

4.3.1. Tétel. Jelolje €ns, azt a matematikar elméletet amelynek

e matematikai nyelve a halmazelmélet nyelve;

o &, az egyetlen axioma-sémdja;

e cxplicit axiomdi a meghatdrozottsagi axioma, pdraxioma, hatvdnyhalmaz axioma, €s az
unid axrioma.

A kivdlasztdsi azioma tétel Ensy,-ben, vagyis a

(VE)( (Fne(F) A (Vo)((z € Dom(F)) = (F(x) #0))) =
BN (@ne(f)) A (Dom(f) = Dom(F)) A (Va)((x € Dom(f)) = (f(x) € F(x)))) )

formula levezethetd Ensy-ben.
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Bizonyitds. Jelolje T az Ensy[Fnc(F) A (Vo)((z € Dom(F)) = (F(x) # 0))] elméletet,
tehat a T elméletben explicit axiéma a

Sne(F) A (Vz)((x € Dom(F)) = (F(z) # 0))

formula, igy a konjunkcié logikai alaptulajdonsagabol kovetkezik, hogy T-ben az §nc(F)
s (Vz)((z € Dom(F)) = (F(x) # 0)) formulak tételek. Az univerzalis kvantor logikai
alaptulajdonsaga szerint

(Vz)((z € Dom(F)) = (F(z) #0)) = ((z € Dom(F)) = (F(z) # 0))

tétel T-ben, igy a levalasztas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy (z € Dom(F)) =
(F(x) # 0) is tétel T-ben. Ugyanakkor, ha T tetszSleges olyan objektum a halmazelmélet
nyelvében, amelyben nem szerepel az y valtozo, akkor

T#0 = (3y)(yeT)

tétel T-ben. Itt T helyére az F(x) objektumot helyettesitve kapjuk, hogy (F'(x) # () =
(Jy)(y € F(x)) tétel T-ben, tehat a lancszabaly alapjan

(z € Dom(F)) = (Jy)(y € F(x))
tétel T-ben. Az egzisztencialis kvantor értelmezése szerint
By € F(x)) = (ey(y € F(2)y)(y € F(x)) = ey(y € F(z)) € F(x)
teljesiil, ami azt jelenti, hogy
(x € Dom(F)) = (gy(y € F(x)) € F(x))

tétel T-ben. Az x valtozé nem szerepel a T elmélet egyetlen explicit axiomajaban sem,
ezért az altalanositas szabalya (GEN) alapjan

(Vz)((z € Dom(F)) = (gy(y € F(z)) € F(x)))
tétel T-ben.
Megmutatjuk, hogy a
Coll,( (37)( (z € Dom(F)) A (2 = (z,¢,(y € F(2)))) ) )

formula tétel T-ben. Jelolje T a T[(Iz)((z € Dom(F)) A (z = (z,e,(y € F(x)))))]
elméletet, és jelolje X az e,((z € Dom(F)) A (2 = (z,64(y € F(x))))) objektumot.
Ekkor az egzisztencialis kvantor definicidja alapjan az

(X € Dom(F)) A (2 = (X, gy(y € F(X))))

formula tétel T-ben, ahol F(X) jeloli az (X|z)F (z) objektumot. Itt felhasznaltuk azt,
hogy (X|z)e,(y € F(x)) = g,(y € (X]|z)F(z)), mert x és y kiilonbozs valtozok és y
nem szerepel X-ben. A konjunkcié logikai alaptulajdonséga szerint az X € Dom(F) és
z = (X,g,(y € F(X))) formulék tételek T-ben. Az univerzalis kvantor logikai alaptu-
lajdonsaga szerint a

(Va)((z € Dom(F)) = (gy(y € F(2)) € F(2))) =
= (X e Dom(F)) = (g(y € F(X)) € F(X)))
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formula logikai tétel, igy a dedukcio-tétel kétszeres alkalmazasaval kapjuk, hogy (e,(y €
F(X)) € F(X))) tétel T-ben. Ugyanakkor, X € Dom(F) miatt F(X) € Im(F'), ezért
e,y € F(X)) € | JIm(F)). Ez azt jelenti, hogy (X,e,(y € F(X))) € Dom(F) x
U(Im(F)) Mivel pedig z = (X,e,(y € F(X))) tétel T-ben, igy azt kapjuk, hogy
z € Dom(F') x U(Im(F)) is tétel T-ben. Ezért a dedukceio-tétel szerint a

(3z)((z € Dom(F)) A (2 = (z,g4(y € F(2))))) = (2 € Dom(F) x U(Im(F)))
formula tétel T-ben. A (GEN) szabaly alkalmazasaval ebbdl kapjuk, hogy
(V2)( (3z)((x € Dom(F)) A (z = (2,2,(y € F(x))))) = (z € Dom(F) x |_J(Im(F))) )

tétel T-ben. Mivel a Dom(F’) x U(Im(F)) objektumban nem szerepel a z valtozo, igy a

részhalmaz axidmaséma alapjan a (3z)((z € Dom(F))A(z = (z,e,(y € F(x))))) formula
kollektivizalo a z valtozoban a T elméletben.

Legyen
®:={ 2| (Fz)( (x € Dom(F)) A (z = (z,8y(y € F(2))) ) )}

Konnyen belathato, hogy a
(Fnc(®)) A (Dom(P) = Dom(F)) A (Vz)((z € Dom(®)) = (P(z) € F(x)))
formula tétel T-ben, tehat a

(@[f)( Bne(f)) A (Dom(f) = Dom(F)) A (Va)((z € Dom(f)) = (f(x) € F(x))) )

formula tétel T-ben, igy a &5 axidmasémat és a levalasztas szabalyat alkalmazva nyerjiik,
hogy

(3/)((@ne(f)) A (Dom(f) = Dom(F)) A (Vz)((z € Dom(f)) = (f(z) € F(x)))) )
tétel T-ben. A dedukcio-tétel alapjan ez azt jelenti, hogy a
(Fnc(F) A (Vz)((x € Dom(F)) = (F(z) #0))) =
(3)(@ne(f)) A (Dom(f) = Dom(F)) A (Va)((x € Dom(f)) = (f(z) € F(x))))

formula levezethets €nsy-ben. Az F' véltozd nem szerepel az €ns, elmélet egyetlen
explicit axiomajaban sem, igy az altalanositas szabalyat alkalmazva kapjuk, hogy a

(VE)( (ne(F) A (Vo) ((z € Dom(F)) = (F(z) #0))) =
BN (@ne(f)) A (Dom(f) = Dom(F)) A (Vz)((z € Dom(f)) = (f(x) € F(x)))) )

formula levezethets Ens,-ben. W

4.4. Szamossagok és szamossag-operacidok

Egy formalis axiomatikus halmazelmélet feletti szdmossdg-operdcionak neveziink min-
den olyan hozzéarendelést, amely az elmélet minden objektumahoz egy vele ekvipotens
objektumot rendel tgy, hogy béarmely két objektum ekvipotencidja ekvivalens a hoz-
zajuk szamossag-operacio altal rendelt objektumok egyenldségével. Az elsérendii nyel-
vekre alapozott halmazelméletelekben csak lényegesen nem trivialis médszerekkel lehet
szamossag-operaciot értelmezni. Azonban a Hilbert—Bourbaki-nyelvre alapozott halmaz-
elméletben bevezethets egy kitiintetett szamossag-operacio. Itt ennek az elGallitasarol
lesz sz0.
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4.4.1. Definicié. Ha T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében, akkor €(T,S) a
kévetkezd formula roviditése

(3f) ( Fnc(f) A (Dom(f) = T) A (Im(f) = S)A
A(Vz)(VZ')(((z € Dom(f)) A (z' € Dom(f)) A (z # 2')) = f(z) # £(2')) ),

ahol a z, 7', £ vdltozok kiilonbozdek és nem szerepelnek sem T-ben, sem S-ben. Ha az
€(T,S) formula tétel a halmazelméletben, akkor azt mondjuk, hogy a T és S halmazok
ekvipotensek.

Konnyen belathato, hogy az el6z6 definicioban felirt formula nem fiigg a z, 7', f
valtozok valasztasatol (feltéve, hogy azok kiilonbo6zdek és nem szerepelnek sem T-ben,
sem S-ben), ezért helyes a formula jelolésében csak a T és S objektumokat szerepeltetni.

4.4.2. Allitas. Ha T, S és R a halmazelmélet nyelvének objektumai, akkor az
(T, T),

&(T,S) = €(S,T),
(€(T,S) A€(S,R) ) = &(T,R)

kijelentések tételek a halmazelméletben.
Bizonyitds. (1) Jelolje idt az

{u] G)((xeT)A(u=(xx))}

objektumot, ahol x és u olyan kiilonb6z6 valtozok, amelyek nem szerepelnek T-ben.
Koénnyen ellendrizhetd, hogy az §ne(idr), a Dom(idr) = T, ¢és az Im(idy) = T formulak
tételek a halmazelméletben. Tovabba, a

(Vx)((x € T) = (idr(x) = x))
formula is tétel a halmazelméletben, amibdl kévetkezik, hogy a
(Vz)(VZ')( ((z € Dom(idt)) A (z' € Dom(idr)) A (z # 2')) = idy(z) # idr(2') )

formula tétel a halmazelméletben, ahol z és z’ olyan kiilonb6z6 valtozok, amelyek nem
szerepelnek T-ben. Ezért a konjunkci6 logikai alaptulajdonsaga szerint az

Sﬂ((idT) A (Dom(ldT) = T) VAN (Im(ldT) = T) A
A (Vz)(Vz')( ((z € Dom(idr)) A (z' € Dom(idr)) A (z # 2')) = idr(z) # idr(2') )

formula tétel a halmazelméletben, és ez a formula azonos a kovetkezével:

(idp|f) ( Fne(f) A (Dom(f) =T) A (Im(f) =T) A
A (v2)(2')( (2 € Dom(F)) A (2 € Dom(f)) A (2 # 2)) = £(z) £ £(2) ) ),
ahol f olyan valtozo, amely kiilonbozik z-t6l és z'-t6l, és nem szerepel T-ben. Ebbdl a
S5 axiomaséma alapjan levalasztassal kapjuk, hogy €q(T, T) tétel a halmazelméletben.
(IT) Tegyiik fel, hogy €q(T,S) tétel a halmazelméletben, és jeloljon F egy olyan
objektumot, amelyre
Sne(F) A (Dom(F) = T) A (Im(F) = S)A
AVz)(Vz')(((z € Dom(F)) A (z' € Dom(F)) A (z #7')) = F(z) # F(Z))
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tétel a halmazelméletben, ahol z és z’ olyan kiilonb6z8 valtozok, amelyek nem szerepelnek
T-ben, S-ben és F-ben. A konjunkcié logikai alaptulajdonséga szerint az gne(F), a
Dom(F) =T, az Im(F) = S, valamint a

(Vz)(Vz')( ((z € Dom(F)) A (z' € Dom(F)) A (z #2')) = F(z) #F(z') )
formulak tételek a halmazelméletben. Jelélje F~1 az

{u] (F)Ey)((xy) €eF)A(u=(y,x) }

objektumot, ahol x, y és u olyan kiilonbo6z§ valtozok, amelyek nem szerepelnek F-ben.
Kénnyen ellenérizhets, hogy az gne(F~1), a Dom(F~') = S, valamint az Im(F~!) = T
formulék tételek a halmazelméletben. Tovabba, a

(Vz)(Vz')(((z € Dom(F ")) A (z' € Dom(F ")) A (z #2)) = F '(z) # F (7))

tétel a halmazelméletben, ahol z és z’ olyan kiilonboz6 valtozok, amelyek nem szerepelnek
F~l-ben. Ezért a konjunkcio logikai alaptulajdonsiga szerint az

Fne(F ') A Dom(F 1) =8S) A (Im(F')=T) A
A (Vz)(VZ')(((z € Dom(F~ ")) A (2" € Dom(F ') A (z #£2)) = F'(z) #F'(2)))

formula tétel a halmazelméletben, amibdl a &5 axiémaséma alapjan levalasztassal kap-
juk, hogy €q(S, T) tétel a halmazelméletben.

(III) Tegyiik fel, hogy €q(T,S) A €q(S, R) tétel a halmazelméletben. Ekkor a konjunkcid
logikai alaptulajdonsaga szerint a €q(T,S) és €q(S,R) formuldk tételek a halmazelmé-
letben. Jeloljon F egy olyan objektumot, amelyre

Sne(F) A (Dom(F) = T) A (Im(F) = S)A
A (Vz)(VZ2')(((z € Dom(F)) A (z' € Dom(F)) A (z #£2')) = F(z) # F(Z))

tétel a halmazelméletben, ahol z és z’ olyan kiilénb6z6 valtozok, amelyek nem szerepelnek
T-ben, S-ben és R-ben. Tovabb4, jeloljon G egy olyan objektumot, amelyre

§ne(G) A (Dom(G) = S) A (Im(G) = R)A
A (V)W) (((v € Dom(G)) A (v € Dom(G)) A (v # V') = G(v) # G(V))

tétel a halmazelméletben, ahol v és v’ olyan kiilonb6z valtozok, amelyek nem
szerepelnek T-ben, S-ben és R-ben. Jelolje H az

{u] (F)Ey)F2) (xy) e F)A(ly,2) € G) A (u=(x,2)) }

objektumot, ahol u, x, y és z olyan kiilénb6z6 valtozok, amelyek nem szerepelnek T-
ben, S-ben, R-ben, F-ben és G-ben. A konjunkcié logikai alaptulajdonsaga szerint
az §nc(F) és §ne(G) formulak tételek a halmazelméletben, amibdl konnyen kévetkezik,
hogy §nc(H) is tétel a halmazelméletben. Szintén a konjunkeio logikai alaptulajdonsaga
szerint Dom(F) = T, Im(F) = S, Dom(G) = S és Im(G) = R tételek a halmazelmé-
letben, ezért Dom(H) = T és Im(H) = R tétel a halmazelméletben. Végiil, ismét a
konjunkci6 logikai alaptulajdonsaga szerint

(Vz)(VZ')(((z € Dom(F)) A (z' € Dom(F)) A (z # Z')) = F(z) # F(Z))
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(VW) (W) (((v € Dom(G)) A (v € Dom(G)) A (v # V') = G(v) # G(V'))

tételek a halmazelméletben, amibdél konnyen belathato, hogy
(v2)(vV')(((z € Dom(H)) A (v' € Dom(H)) A (z # V') = (H(z) # H(¥'))
tétel a halmazelméletben. Ezért a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga szerint

Sne(H) A (Dom(H) =T) A (Im(H)=R) A
A (Vz)(VW')(((z € Dom(H)) A (v € Dom(H)) A (z # V') = (H(z) # H(V'))

tétel a halmazelméletben, igy a G5 axidmaséma alapjan levalasztassal kapjuk, hogy
€ (T, R) tétel a halmazelméletben. W

4.4.3. Definici6é. Ha T objektum a halmazelmélet nyelvében és az x valtozo nem szerepel
T-ben, akkor
Card(T) = ex(€q(T,x)),

és a Card(T) objektumot a T halmaz szdmossaganak nevezziik.

Természetesen a definicié jo, mert ha az x és x’ valtozok nem szerepelnek a halmaz-
elmélet nyelvének T objektumaban, akkor a helyettesitések tranzitivitdsanak szabalyét
alkalmazva e-kifejezésekre kapjuk, hogy ey (€4(T,x)) = ey (&(T, x')).

4.4.4. Tétel. Ha T és S objektumok a halmazelmélet nyelvében, akkor az

€(T, Card(T)),
¢(T,S) & Card(T) = Card(S)

formuldk tételek a halmazelméletben. (Tehdt minden halmaz ekvipotens a szamossdgdval,
és két halmaz pontosan akkor ekvipotens, ha a szamossdagaik egyenldek.)

Bizonyitds. Legyen x olyan valtozo, amely nem szerepel a T objektumban. Ekkor
(T, T) = (T|x)€(T,x), tehat az elézs allitas szerint (T|x)€q(T,x) tétel a halmaz-
elméletben. Ugyanakkor a

(T]x)€&(T,x) = (Ix) &(T,x)

formula eleme Gj-nek, tehat axioma, igy a levalasztas szabélya szerint (3x) €q(T,x)
tétel a halmazelméletben. Az egzisztencialis kvantor és a Card(T) objektum értelmezése
alapjan

(Ix) (T, x) = (ex (€4(T,x)) |x)€(T,x) =
= (Card(T)|x)€(T,x) = &(T,Card(T)),

igy az €(T, Card(T)) formula tétel a halmazelméletben.

Jelolje T a halmazelméletet ¢és jelolje T a T[E(T,S)] matematikai elméletet. Legyen
x olyan valtozd, amely nem szerepel sem T-ben, sem S-ben. FEkkor €(T,x) =
€q(S, x) tétel T-ben. Valoban, az €q(T,S) és €q(T,x) formulak tételek a T'[Eq(T,x)]
elméletben, igy az el6z6 allitas szerint €q(S,x) is tétel ebben az elméletben, vagyis a
dedukcio-tétel alapjan €q(T,x) = €q(S,x) tétel T-ben. Hasonléan lathaté be, hogy
€q(S, x) = €q(T,x) is tétel T-ben. Ezért a konjunkcié logikai alaptulajdonséga szerint
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€q(T,x)=E(S,x) tétel T-ben. A halmazelmélet nyelvében egyéltalan nincs konstans,
és a T elmélet nyelvében csak a T-ben vagy S-ben szerepls valtozok konstansok, hiszen
T'-nek €q(T,S) az egyetlen explicit axiomaja. Mivel x sem T-ben, sem S-ben nem

szerepel, igy x nem konstans a T elmélet nyelvében. Ezért a (GEN) szabaly alapjan
(Vx)(€q(T,x)=E(S,x)) tétel T-ben. Ugyanakkor, a

(Vx)(€(T, x)=€4(S,x)) = ex (€(T,x)) = ex (€4(S, x))

formula eleme G7-nek, tehat tétel T-ben. Ebbs] a levéilasztas szabdlya és a szamossag
definicidja alapjan kovetkezik, hogy Card(T) = Card(S) tétel T-ben. Még egyszer
alkalmazva a dedukcio tételt kapjuk, hogy €q(T,S) = Card(T) = Card(S) tétel T-ben,
vagyis a halmazelméletben.

Megforditva, jelolje T’ a T[Card(T) = Card(S)] elméletet. Legyen ismét x olyan valtozo,
amely nem szerepel sem T-ben, sem S-ben. Nyilvanvalo, hogy a

Card(T) = Card(S) = (Card(T)|x)€q(T,x)<(Card(S)|x)€q(T, x)

formula eleme Gg-nak, tehat tétel T-ben. Ugyanakkor Card(T) = Card(S) is tétel a T”
elméletben, igy a levalasztas szabalyéat alkalmazva kapjuk, hogy

(Card(T)|x)€q(T,x) < (Card(S)|x)€q(T, x)

tétel T'-ben. Mivel (Card(T)|x)E(T,x) = €(T,T) és (Card(S)|x)€(T,x) = €(T,S),
igy €q(T, T)<€E(T,S) tétel T-ben. Az ekvivalencia definicioja és a konjunkcié logikai
alaptulajdonséga szerint ebbdl kovetkezik, hogy €q(T,T) = €Eq(T,S) tétel T'-ben.
Az el6z6 allitas szerint €q(T, T) tétel a halmazelméletben, igy T'-ben is tétel, tehat
a levalasztds szabdlyat alkalmazva kapjuk, hogy €q(T,S) tétel T'-ben. Végiil, a
dedukeci6 tételre hivatkozva, ebbdl adodik, hogy Card(T) = Card(S) = €q(T,S) tétel a

halmazelméletben.

A két el6z6 bekezdés eredménye, a konjunkcio logikai alaptulajdonsaga, és az ekvivalencia
definicioja alapjan arra jutunk, hogy a €(T,S) < Card(T) = Card(S) formula tétel a
halmazelméletben. W

Az el6z6 tétel alapjan érthetd, hogy a "két halmaz ekvipotens" kifejezés helyett miért
hasznaljuk a "két halmaz egyenld szdmossagi" kifejezést.

Az el6z6 allitéas szerint az 4.4.3. definicioban bevezetett T — Card(T) hozzarendelés
szamossag-operacié az €ns halmazelmélet felett. Nem ez az egyetlen szamossig-operaciod
¢ns felett. Késébb, a jolrendezett halmazok és a rendszamok elméletében latni fogjuk,
hogy a Hilbert-Bourbaki-nyelvre alapozott Ens elméletben értelmezhetSek az un. kez-
deti rendszamok, és az €ns elméletben tétel az, hogy minden halmaz ekvipotens egyetlen
kezdeti rendszdmmal. Kideriil, hogy az a hozzarendelés, amely minden halmazhoz a vele
ekvipotens kezdeti rendszamot rendeli, szintén szamossag-operiacio €ns felett.
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Befejezés
Mas matematikai nyelvek és elméletek

Az itéletkalkulusnak és a matematikai elméleteknek mas alakjaival is talalkozunk a
szakirodalomban. Most rovid attekintést adunk ezekrdl.

Az itéletkalkulus nyelvében alapvetd szerepet jatszottak a V és — logikai operatorok;
a =, N\ és & szimbolumokat ezekbdl szarmaztattuk. Vélaszthattuk volna logikai
operatoroknak a = és — szimbolumokat is; ekkor a kévetkezd definiciot adhattuk volna:
ha A és B kifejezések az itéletkalkulus nyelvében, akkor

e A V B jeloli a = —AB kifejezést, vagyis AV B = (-A) = B,;
e A A B jeloli a = = A-B kifejezést, vagyis A AB = (A = (-B));
e A=B jeloli a -~ == AB—- = BA kifejezést, vagyis AoB = (A= B)A(B=A).

Ezutan a nyelv dtélet-konstrukcioinak és itéleteinek fogalmat hasonldéan vezethettiik
volna be, mint ahogy az 1. pontban tettiik, csak a V szimboélum helyett a = jelet
kell hasznalni. Természetesen az igy nyert formalis nyelv nem azonos az 1. pontban
értelmezett nyelvvel, azonban az itéleteik kozott 1étezik egy kolcsondsen egyértelmi
megfeleltetés; ilyen értelemben a két nyelv itéletei azonosithatok. Csupén érdekességként
emlitjiik meg, hogy elegendd volna egyetlen logikai operator is, példaul a | szimbolummal
jelolt Sheffer-vonds. Ennek segitségével az itéletkalkulus barmely A és B kifejezésére a
A =A|A és AV B = (A|A)|(B|B) jeloléseket alkalmazhatnank, és ezutan a =, A és
& szimbolumok ugyanigy vezethetSk be, mint az altalunk vizsgalt itéletkalkulusban. Az
igy kapott nyelv itéletei szintén azonosithatok az 1. pontban értelmezett nyelv itéleteivel.

Maés nyelvi alapra épitve is ugyanugy értelmezhets az axiomatikus itéletkalkulus, mint
a 2. pontban. Eltérés lehet az axiémarendszer valasztdsdban. Minden axiémarendszertél
elvarjuk azt, hogy a bel6le szarmaztathato tételek megegyezzenek a tautologiakkal.
Konnyen belathato példaul, hogy ha a Hilbert—Ackermann-féle axiomék helyett az

A= (B=A)
(A= (B=C)=((A=B)= (A= Q)
(mA) = (-B)) = ((mA) = B) = A)

alakt itéleteket neveztiik volna axioméknak, ahol A, B és C az itéletkalkulus itéletei,
akkor ugyanazokhoz a tételekhez jutnank, vagyis a tautologiakhoz.

Most réviden vazoljuk az elsdrendi nyelvek, valamint az ezekre alapozott elsdrendid
elméletek felépitését. Egy els6rendid nyelv szimbolum-készlete csak a logikai operatorok-
ban kiilonbozik a matematikai nyelvek szimboélum-készletétsl. Az elsérendi nyelvekben
logikai operatorok a -, = és V szimbo6lumok, de az ¢ és [J jelek nem tartoznak hozza
a jelkészlethez. Kifejezéseknek nevezziik a nyelv szimbolumaibol allo karakterlancokat,
tehét itt a kifejezések fogalma hatarozottan egyszertibb, mint a matematikai nyelvekben,
amennyiben hianyoznak belGle a karakterparokat 0sszekotd vonalak. Ezutéan a termek
és formuldk értelmezése kovetkezik. Termeknek nevezziik a valtozokat és konstansokat,
tovabbé, ha m n-valtozés matematikai fiiggvény és (T4,...,T,) term n-est, akkor az
mT; ... T, kifejezés szintén term. Ezzel megadtuk a termek formulaktol teljesen fiig-
getlen rekurziv definiciojat. Elemi formuldknak nevezziik az fT; ... T, alakia kifejezése-
ket, ahol | tetsz6leges n-valtozos logikai fiiggvény és (Ty,...,T,) tetszéleges term n-es.
Az els6rendii nyelv A kifejezését formuldnak nevezzik, ha létezik kifejezéseinek olyan
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(Ay,...,A,) n-ese, hogy A, = A és minden 1 < k < n szamra a kovetkezs feltételek
valamelyike teljestil:

— Ay, elemi formula;

létezik olyan 1 <1 < k szadm, hogy A, = -A;;
— léteznek olyan 1 < ¢, 5 < k szamok, hogy A, == A;Aj;
— létezik olyan 1 <1 < k szam és olyan x valtozo, hogy A, = VxA,.

Megéallapodunk abban, hogy ha x véltozo és A kifejezés egy elsérendi nyelvben, ak-
kor IxA jeloli a ~vx—A Kkifejezést. A V, A és & szimbolumokat ugyanugy vezetjiik
be, mint az elézéekben. A vildgosabb tagoltsag kedvéért a logikai operéatorokkal kapcso-
latban az infix jelolést, valamint a logikai és matematikai fiiggvényekkel kapcsolatban a
funkcionalis jelolést alkalmazzuk. Tovabbé, ha x valtozd és A kifejezés, akkor a VxA
(illetve IxA) kifejezés helyett a (Vx)A (illetve (3x)A) jelolést alkalmazzuk.

Vilagos, hogy az els6rendi nyelvek esetében bevezetett term-fogalom a 4. pontban
targyalt matematikai nyelvek objektum fogalménak felel meg. Az elsérendd nyelvek lo-
gikai fiiggvényeit néha predikdtumoknak nevezik.

Az els6rendii nyelv B formuldjat az A formula részformuldjdinak nevezziik, ha létez-
nek a nyelvnek olyan C és D (esetleg iires) kifejezései, hogy A = CBD. Az x valtozo
valamely el6forduldsat az A formuldban szabadnak nevezziik, ha x el6tt nem a V szim-
bolum all, és x nem szerepel olyan B formulaban, hogy VxB részformulaja A-nak. Azt
mondjuk, hogy x szabad vdltozdja az A formuldnak, ha létezik x-nek szabad szereplése
A-ban; ellenkezé esetben azt mondjuk, hogy x kdététt vdltozoja A-nak. Azt mondjuk,
hogy a T term az x valtozora nézve szabad az A formulaban, ha az x minden A-beli
szabad el6fordulésara teljesiil a kdvetkezG: nem létezik olyan T-ben szerepls y valtozd
és olyan B formula, hogy x szerepel B-ben és VyB részformulaja A-nak.

Az axiomatikus elsérendid elméletek értelmezése hasonldo modon torténik, mint az axi-
omatikus formalis matematikai elméleteké; tehat rogzitiink egy els6rendid nyelvet, majd
kijeloliink egy axiémarendszert, végiil megadjuk a levezetések és tételek fogalmét. Ve-
zessik be a kovetkezd jeloléseket:

o & jeloli az A = (B = A) alakt formulak 6sszességét, ahol A és B formulak;

e &, jeloli az (A = (B = C)) = ((A = B) = (A = C)) alaku formulék sszességét,
ahol A, B és C formulak;

e & jeloli az ((—A) = (=B)) = (((-A) = B) = A) alaku formulék sszességét, ahol
A és B,

e & jeloli a ((Vx)A) = (T|x)A alakt formuldk Osszességét, ahol x valtozo, A formula

és T olyan term, amely az x véltozora nézve szabad A-ban;

e & jeldli a ((Vx)(A = B)) = (A = ((vVx)B)) alaku formuldk Gsszességét, ahol A és

B formulak, valamint x olyan valtozé, amely nem szabad valtozdja A-nak.

Egy elsérendd nyelv A formuldjat logikai axiomdnak nevezziik, ha A eleme az &), &),
5, &), vagy & formula-osszességek valamelyikének. Latszik, hogy ez tisztan nyelvi
fogalom.

Ezutan kévetkezhet az elsdrendi elméletek definicioja. Egy elsdrendd elmélet két rész-

bél all:
e cgy els6rendi nyelvbdl, amit az elmélet nyelvének neveziink;

e az elmélet nyelvében megfogalmazhaté formulak valamilyen (esetleg tires) Osszességé-
bél, amelynek az elemeit az elmélet sajataxiomdinak nevezziik.
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Az elsérendii elméletekhez még hozzatartozik a tételek fogalma. A T els6rendi elmé-
let A formuldja levezetésének (vagy bizonyitdsdinak) nevezzik a T formulainak barmely
olyan (Aq,...,A,) n-esét, amelyre A = A,,, és minden 1 < k < n szamra a kévetkezs
feltételek valamelyike teljestil:

— Ay logikai axioma a T elsérendi nyelvben vagy sajataxiomaja T -nek;
— léteznek olyan 1 <14, j < k szamok, hogy A; = A; = Ay;
— létezik olyan 1 < i < k szam és x valtozo, hogy Ay = (Vx)A,;.

A T els6rendii elmélet A formulajat tételnek (vagy bizonyithatonak, vagy levezethetdnek)
nevezziik T-ben, ha létezik A-nak bizonyitasa T-ben.

Most az elsérendt nyelvekkel és elsérendd elméletekkel kapcsolatban néhany Gssze-
hasonlit6 kritikai észrevételt tesziink.

1) Lathatoan az elsérendii nyelvekben az objektumok (vagyis a termek) abban az érte-
lemben elsddlegesek a formulakhoz képest, hogy a formulak fogalma nélkiil értelmezhetsk.
Ez nincs 6sszhangban azzal a mindennapi matematikai gyakorlatban tapasztalhato tény-
nyel, hogy az objektumokat és a kijelentéseket csak egymassal Osszefiiggésben tudjuk
értelmezni. Ugyanakkor kétségtelen, hogy az elsérendi nyelvek felépitése egyszertibb,
mint a matematikai nyelveké. A tovabbiakban latni fogjuk, hogy milyen arat kell fizetni
ezért az egyszertségert.

2) Elsérendii nyelvben az univerzalis kvantor logikai operatorként szerepel, nem pedig
jelolésként, mint a matematikai nyelvekben. Ezért a (Vx)A és (3x)A formulakban szin-
taktikusan szerepel az X vdltozo, ugyanakkor vilagos, hogy x szemantikusan nem szerepel
benniik, vagyis e formulak "jelentése" x-t6l fiiggetlen. Ennek pontos értelmezéséhez és
magyarazatahoz az els6rendi elméletekben sziikség van olyan tételek bizonyitaséra, ame-
lyek éppen ezt fejezik ki. Példaul, ha A formula és x, y olyan kiilonb6z6 valtozok, hogy
y nem szabad valtozé A-ban, akkor a

(") A)=(My)((y[x)A), ((Fx)A)=Ey)((ylx)A)

formulak tételek az els6rendi elméletekben. Ugyanakkor a matematikai nyelvekkel kap-
csolatban igazoltuk a valtozok helyettesitésének szabalyat kvantoros kifejezésekre, és
ott lathato volt, hogy a (Vx)A (illetve (3Ix)A) kifejezés azonos a (Vy)((y|x)A) (illet-
ve (Jy)((y|x)A)) kifejezéssel, ha x és y kiilonbo6zd valtozok, valamint y nem szerepel
A-ban. Vagyis a matematikai nyelvekbe bele van irva ez a természetes tulajdonség,
ugyanakkor az els6rendi nyelvek esetében ez mar nem is nyelvi, hanem egyenesen logikai
problémaként jelentkezik.

3) Az els6rendii nyelvek valtozoival kapcsolatban feltétleniil értelmezni kell azok szabad,
illetve kotott szereplését egy formulaban, mert e fogalmak alkalmazasa nélkiil az els6-
rendd elméletek logikai axiéméi nem azt fejezik ki, amit elvarunk téliikk. Ugyanakkor a
matematikai nyelvekben semmi ilyesmire nincs sziikség. Ennek az az oka, hogy a mate-
matikai nyelvek valtozo-fogalma teljes 6sszhangban van a valtozok intuitiv fogalmaval,
mig az elsérendi nyelvek esetében nem ez a helyzet.

4) A matematikai elméletekben bebizonyitottuk az egzisztencialis kvantor logikai alap-
tulajdonsagat, amely szerint a (3x)A formula pontosan akkor tétel, ha van olyan T
objektum, amelyre (T|x)A tétel. Ezzel szemben, ha egy elsérendd elmélet (Ix)A ala-
ka formulaja tétel, akkor egyéltalan nem biztos olyan T term létezése, amelyre (T|x)A
tétel, holott ez nagyon is természetes elvaras a 3 kvantorral kapcsolatban. Ismét arrél
van sz0, hogy az els6rendi nyelvek egzisztencialis formulai inadekvat modon fejezik ki
azok tartalmat. Ezért sziikséges az elsérendd nyelvek konstansokkal vald bévitésének
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fogalmét bevezetni és bebizonyitani, hogy minden elsérendii elmélet nyelve b&vithetd
konstansokkal tigy, hogy abban minden (3x)A alakt tételhez létezzen olyan T term,
amelyre (T|x)A tétel (Gentzen-tétel).

5) Az elsérendii nyelvek esetleges "term-szegénységével" kapcsolatos a C(hoice)-szabdly
sziikségessége az elsérendi elméletekben. A mindennapi matematikai bizonyitasokban
sokszor a kovetkezSképpen jarunk el. Tegyiik fel, hogy bebizonyitottuk a (Ix)A formu-
larol, hogy tétel. Ekkor azt mondjuk, hogy "legyen T olyan objektum, amelyre (T|x)A
tétel", majd tovabb folytatjuk a bizonyitast. Végiil eljutunk egy B formuldhoz, amely-
ben T nem szerepel, és akkor azt allitjuk, hogy "ha létezik olyan x, hogy A, akkor B
igaz". Ez az érvelés teljesen helyénvalo a matematikai elméletek esetében, hiszen T lehet
az ex(A) objektum. Ugyanakkor els6rendi elmélet esetén ilyenkor el6fordulhat, hogy bé-
viteni kell az elmélet nyelvét egy T konstanssal tigy, hogy a b6vebb elméletben (T|x)A
tétel legyen. Ekkor viszont a bizonyitas tovabbi része ebben a bévebb elméletben folyik,
és végeredményiil csak az adodik, hogy B tétel a bévebb elméletben. Honnan tudjuk,
hogy ekkor B az eredeti els6rendt elméletben is tétel? Erre a kérdésre ad egy viszonylag
egyszer( valaszt a C-szabaly, amelynek részletes targyaldsa megtalalhato [3]-ban. A gya-
korlati probléma viszont az, hogy a C-szabaly feltételeinek teljesiilését mar egy atlagosan
bonyolult matematikai bizonyitas esetében is nehéz lehet ellendrizni.

6) Ahhoz hogy az elsérendd nyelvek valtozoknak nevezett szimbolumai értelmi szem-
pontbdl is valtozokként miikddjenek, az els6rendid elméletek bizonyitas-fogalmaban két
levezetési szabalyra van sziikség, mig a matematikai elméletek esetében elegendd egy.
Lathato, hogy az els6rendii elméletek bizonyités-fogalméaba bele van foglalva az dltaldno-
sitds szabdlya (Gen), amit a matematikai elméletekben egyszertien bizonyitani tudtunk.
Ennek az az oka, hogy az univerzalis kvantor logikai alaptulajdonsiga kovetkeztében a
(Vx)A alakt univerzalis formulak pontosan azt fejezik ki a matematikai elméletekben,
amit elvarunk téliik, mig az els6rendi elméletekben ezt csak egy tjabb levezetési szabaly
és az & logikai axioma-séma elGirasaval lehet biztositani.

7) Természetesen az elsérendd elméletekben is igazolhatok azok az egyszert bizonyi-
tasi modszerek, amelyeket az 5. pontban bemutattunk (lancszabély, esetszétvalasztas,
indirekt bizonyitas). Ott lattuk, hogy a dedukcio-tétel nagyon fontos bizonyitasi mod-
szert fogalmaz meg, amit allandéan hasznalunk. Ezért fontos, hogy a dedukcio-tétel
feltételei egyszertiek, konnyen ellenérizhetéek legyenek. Azonban az elsérendi elméletek
dedukcio-tétele csak egy olyan mellékfeltétel teljesiilése esetén bizonyithaté, amelynek
az ellendrzése a gyakorlati bizonyitasokban nem sziikségképpen trivialis feladat. Az el-
s6rendi elméletek dedukcio-tételének feltételeit megtalaljuk a [3] konyvben.

8) Az els6rendd nyelvek logikai fiiggvényei (vagyis predikdtumai) kozott nem szere-
pel az = szimboélum. Ha olyan elsérendd elméletet akarunk értelmezni, amelyben van
egyenlGség-jel, és az rendelkezik a téle elvarhato tulajdonsagokkal (ezek a normdlis elsd-
rendd elméletek), akkor tovabbi axiomékra van sziikség. Tehat csak ldtszdlagos az, hogy
az elsérendi elméleteknek kevesebb logikai axiéma-séméja van, mint a matematikai el-
méleteknek, hiszen ez utdbbiak esetében az &g és &; logikai axidma-sémak éppen az
egyenlGség logikai tulajdonsagait rogzitik. A normalis els6rendd elméletek egyenlGség-
predikdtummal kapcsolatos logikai axiéma-séméinak részletes vizsgalata megtalalhato
példaul [3]-ban.

9) Létezik egy nagyon mély eredmény (Hilbert két e-tétele), amely azt mutatja, hogy a
normélis els6rendd elméletek bizonyos értelemben egyenértékiiek a matematikai elméle-
tekkel. Ezen a helyen nem all médunkban részletezni sem a pontos allitast, sem a pontos
eredményt. Az érdekl6d6 olvasé minden ezzel kapcsolatos részletet megtalal az [1] logikai
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alapmitiben.

Az el6z6 észrevételek fényében mondhatd, hogy az elsérendii elméletek kevésbé al-
kalmasak a matematika megalapozasara, mint az 5. pontban targyalt matematikai el-
méletek. De az els6rendd nyelveket és elméleteket eredetileg sem erre, hanem logikai
vizsgalatok céljara fejlesztették ki.

Nem klasszikus matematikai elméletek

Mindeddig a klasszikus itéletkalkulusrol és klasszikus matematikai elméletekrél volt szo.
Régebben, amikor a logika és a halmazelmélet paradoxonainak felolddsa még kevésbé
volt nyilvanvald, néhanyan arra gyanakodtak, hogy a logikai ellentmondésok kikiiszobo-
lése csak akkor lehetséges, ha a kizdrt harmadik elvét eltavolitjak a logikabol. Ezért ko-
moly erdfeszitéseket tettek olyan nemklasszikus logikai elméletek kidolgozasara, amelyek
ellentmondasmentesek, ugyanakkor nem bizonyithaté benniik a kizart harmadik elve. E
kisérletek koziil egyet mutatunk be részletesebben: az intuicionista itéletkalkulust.

Az intuicionista itéletkalkulus formalis nyelvében az elemi itéleteket ugyanagy értel-
mezziik, mint a klasszikus itéletkalkulus esetében, azonban a —, V, A, = szimbolumok
mindannyian logikai operatorok (tehat egyik sincs a tobbibgl szarmaztatva). A nyelv
kifejezésének neveziink minden olyan karakterlancot, amelynek karakterei az inuicionista
itéletkalkulus nyelvének szimboluma. Ennek megfelelGen, az intuicionista itéletkalku-
lus dtélet-konstrukcidjanak nevezziik az intuicionista itéletkalkulus kifejezéseinek barmely
olyan (A4,...A,) n-esét, amelyre minden 1 < k < n szamra a kovetkezs feltételek vala-
melyike teljestil:

— Ay, elemi itélet;

— létezik olyan 1 <1 < k szam, hogy A, = -A;;

— léteznek olyan 1 < ¢, j < k szamok, hogy A, = VA;A;;

— léteznek olyan 1 < ¢, 5 < k szadmok, hogy A, = NAA;;

— léteznek olyan 1 <14, 5 < k szamok, hogy A, == A;A;.

Az intuicionista itéletkalkulus A kifejezését itéletnek nevezziik, ha van olyan (Aq,... A,)
itélet-konstrukcio, hogy A = A,,. A V, A és = logikai operatorokkal kapcsolatban itt

is az infix jelolést alkalmazzuk, és ha A, B kifejezések, akkor A<B jeloli az (A =
B) A (B = A) kifejezést (tehat < mar szarmaztatott jel, nem pedig logikai operator).

Az axiomatikus intuicionista itéletkalkulus igazsag-fogalmat pontosan ugyanugy ve-
zetjiik be, mint a klasszikus itéletkalkulus esetében, csak az axidmék Gsszessége kiillonbo-
zik. Azt mondjuk, hogy az intuicionista itéletkalkulus egy itélete intuicionista axioma,
ha azonos az aladbbi itéletek valamelyikével:

A= (B=A)
(A= B=C))=(A=B)= (A= 0))

(AANB)= A

(AANB)=B

A= (B= (AAB))

A = (AVB)

B = (AVB)
(A=B)=((B=C)= ((AvB)=0Q))
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(A=B)=((A=(-B))=(-A))
-A = (A = B)

ahol A, B és C az intuicionista itéletkalkulus itéletei. Ezutan az intuicionista tételek
fogalmat pontosan ugy értelmezhetjiik, mint a klasszikus itéletkalkulusban.

Lathatéan az intuicionista itéletkalkulus formalis nyelve hatarozottan kiilonbozik
a klasszikus {itéletkalkulusétol, ugyanakkor az intuicionista és a klasszikus itéletek
Osszessége kozott létezik egy Kkitiintetett kolcsonosen egyértelmt megfeleltetés. A
klasszikus itéletkalkulus formalis nyelvébe bele wvan irva egy lényegesen klasszikus
Osszefiiggés a negacid, diszjunkcié és implikacio kozott, ti. az, hogy ha A és B
itéletek akkor A = B azonos a (—A) V B Kkifejezéssel.  Ugyanakkor az intuicionista
itéletkalkulusban még az sem teljesiil, hogy az

(A=B)< ((-mA)VvB)

itélet tétel, ahol A és B itéletek. Mindazonéltal belathatd, hogy az intuicionista itélet-
kalkulus (bizonyos jol meghatarozhato értelemben) a klasszikus itéletkalkulusnak részel-
mélete.

Az intuicionista itéletkalkulusban nem érvényes a 2.5.3. allitas. (Figyeljiik meg, a
logikai tételek bizonyitasdban milyen gyakran alkalmaztuk ezt az éllitast!) Pontosabban,
ha A elemi itélet az intuicionista itéletkalkulusban, akkor (—-—A) = A nem intuicionista
tétel. Nem érvényes benne a kizart harmadik elve sem. Pontosabban, ha A elemi itélet
az intuicionista itéletkalkulusban, akkor (mA)V A nem intuicionista tétel. A Kalmar-féle
teljességi tétel is csak korlatozott formaban érvényes az intuicionista itéletkalkulusban:
az A itélet pontosan akkor tautologia, ha ——A intuicionista tétel. Ezzel szemben a
dedukcio-tétel ugyanolyan formaban évényes az intuicionista itéletkalkulusban, mint a
klasszikus itéletkalkulusban.

Természetesen az itéletkalkulushoz hasonléan a klasszikus matematikai elméleteknek
is létezik intuicionista véltozata. Ennek a matematikai nyelvében a —, V, A, =, 3
és V szimbolumok mindannyian logikai operatorok. Az intuicionista fliggvénykalkulus
logikai axidémarendszere sokkal bonyolultabb annal, amit az 5. pontban tekintettiink.
Az intuicionista els6rendt elméletek nevezetes sajatossiga, hogy ha x valtozd és A
formula, akkor a ((Ix)A) = —(Vx)(—A) formula intuicionista logikai tétel, ugyanakkor
az —(Vx)(—A) = (3x)A formula nem az, vagyis a kvantoros kifejezések negéciojanak
klasszikus szabalya nem érvényes az intuicionista elméletekben. Az intuicionista logikak
szerkezetérsl bévebben olvashatunk a [4] és |5] konyvben.

A matematikai (illetve elsérendd) elméletek klasszikus alakjanak léteznek maéstéle
nemklasszikus valtozatai is. A pozitiv logikdk nyelvében nincs negacié, mig a moddlis
logikdk nyelvében az egzisztencidlis és univerzélis kvantor mellett ezek gyengitései, a
lehetségesség és sziikségesség kvantorok is szerepelnek, természetesen olyan axiomaéakkal
egyiitt, amelyek megfelel§ értelmet adnak az ilyen kvantorokat tartalmazé formulaknak.
A porzitiv és modalis elméletek szintaxisédval és szemantikijaval megismerkedhetiink
példaul a [4] kényvbdl.

A halmazelmélet paradoxonai

Ezen a szinten méar nem keriilheté meg az a kérdés, hogy mit értink (halmazelméleti)
halmazon? A nem formaélis (naiv) halmazelmélet egyszert valaszt ad: a matematikai ob-
jektumok Osszességeit nevezziik halmazoknak. Ez a valasz csak akkor volna elfogadhato,
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ha pontosan tudnénk, hogy mit értsiink matematikai objektumon, tovabba hatéarozott
elképzelésiink lenne az 6sszességek fogalmarol. De még a pontos fogalmi ismeretek birto-
kédban is fenyeget a nem formélis logika ellentmondésossaganak veszélye a halmazelmé-
lettel kapcsolatban is. Semmi meglepé nincs abban, hogy a nem formalis halmazelmélet
ugyanigy szemantikus ellentmondéasokat tartalmaz, mint annak a sziil-elmélete (a nem
formalis logika) is. Az axiomatikus formélis halmazelmélet (példaul az Ens elmélet) lét-
rehozasa utan feleslegesnek tiinik a naiv halmazelmélet azon paradoxonaival foglalkoz-
ni, amelyek éppen a nem formaélis jellegh6l adédnak. E helyett inkabb az axiomatikus
formélis halmazelmélet ellentmondéasmentességét kellene alaposabb vizsgélat ala vetni.
Azonban a naiv halmazelmélettel kapcsolatban is van két olyan probléma, amelyekkel (a
halmazfogalom tisztazasa érdekében) érdemes foglalkozni. Megéllapodunk abban, hogy
a tovabbiakban a halmazelmélet névvel az axiomatikus formalis halmazelméletet illetjiik
(példaul az Ens elméletet).

Az egyik olyan halmazelméleti probléma, amely donté moédon befolyéasolja a hal-
mazelmélet jelenlegi alakjat a 7. pontban érelmezett kollektivizdlhatosdggal kapcsolatos.
Lattuk, hogy ha x valtozo és A formula a halmazelméletben, akkor képezhets az {x|A}
objektum, amelynek jelentését és tulajdonséigait illetGen helyénvalé bizonyos 6vatossag.
A naiv halmazelmélet felfogésa szerint ez az objektum nem més, mint "azon x halmazok
halmaza, amelyekre A teljesiil". Vagyis a naiv halmazelmélet ezt az objektumot hall-
gatolagosan felruhézza azzal a tulajdonsaggal, hogy teljesiil ra a (Vx)((x € {x|A})<A)
allitas. Ugyanakkor a 7. pontban lattuk, hogy ez az &llitas azonos a Coll(A) allitassal.
Vagyis a naiv halmazelmélet szerint minden A kijelentésre és x valtozora Coll(A) igaz.
Azonban a Russel-tételbdl kovetkezik, hogy a —Coll(x ¢ x) formula tétel a halmazel-
méletben, tehéat ha elfogadjuk a naiv halmazelmélet hipotézisét, akkor a halmazelmélet
biztosan ellentmondasos. Korabban Russel-paradoxonnak nevezték ezt a latszolagos el-
lentmondast.

Vildgosan lathato, hogy a Russel-paradoxon azonnal eltiinik, ha nem tessziik fel eleve,
hogy minden halmazelméleti kijelentés minden valtozoéban kollektivizalé. Ekkor viszont
meg kell mondani, hogy melyek (vagy milyenek) azok a kijelentések, amelyek valame-
lyik valtozojukban kollektivizalok. Ezért sziikségszertd, hogy a halmazelmélet bizonyos
axiomai éppen a kollektivizdlhatosag tulajdonségait irjak elg. A paraxioma, a hatvany-
halmaz axioma és az uni6 axioma teljesen konkrétan megfogalmaz egy kijelentést, amely
valamelyik valtozoban kollektivizal6. Ugyanakkor a részhalmaz axiomék elégséges felté-
teleket fogalmaznak meg a kollektivizalhatosagra. Remélhetd, de ma még nem ismeretes,
hogy ez az axidmarendszer ellentmondasmentes. Ha igy van, akkor egy {x|A} alaku
objektum nem tekintheté automatikusan "azon x halmazok halmazanak, amelyekre A
teljesiil".

A maésik érdekes halmazelméleti probléma a Skolem-paradoxon. Ennek ismertetéséhez
tekintsiik a halmazelmélet nyelvében megadhato objektumok Osszességét. Ez wvégtelen,
hiszen minden valtozo is objektum, és mar a valtozok Osszessége is végtelen. A naiv
halmazelmélet nem éppen elemi meggondolasai oda vezetnek, hogy ez megszamldlhatoan
végtelen Osszesség, abban az értelemben, hogy minden eleme megindexelhets természe-
tes szammal ugy, hogy kiilonb6z6 indexekhez kiilonb6z6 objektumok tartozzanak. Ha
tehat megallapodas szerint a halmazelmélet objektumait tekintjiik halmazoknak, akkor
a halmazok osszessége megszdmldlhato. Ugyanakkor a Cantor-tétel szerint létezik nem
megszamlalhatoan végelen halmaz (I. fejezet, 2. és 3. pont), példaul a természetes sza-
mok halmazanak hatvanyhalmaza. KEzért a halmazok dsszessége nem megszamldlhato,
igy logikai ellentmondasra jutunk.
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A Skolem-paradoxonra vezeté gondolatmenetben Osszekeveredik két teljesen kiilon-
b6z elmélet objektum-, illetve igazsag-fogalma. A halmazelmélet objektumairél és azok
Osszességérdl csak a halmazelméletet definialo és vizsgald metanyelvben, vagyis a sziikebb
értelemben vett matematikai logikaban beszélhetiink. Ezek a fogalmak nem formalizal-
hatok a halmazelméletben, vagyis a halmazelmélet formélis nyelvén nem értelmezhetdk a
sajat objektumai, illetve a sajat objektumainak Osszessége. Ezért a halmazelmélet fogal-
mait és tételeit (példaul a megszamlalhatosag fogalmat és a Cantor-tételt) nem alkalmaz-
hatjuk ezekre az "objektumokra", vagyis a halmazelmélet igazsag-fogalma szerint sem-
milyen, ezekre vonatkozé allitas nem értékelhets. Figyeljiik meg a Skolem-paradoxonhoz
vezet6 "indexezd fiiggvény" definicios tartoményat! Ez a "fliggvény" a halmazelmélet
bizonyos objektumainak Gsszességén (vagyis nem halmazon) értelmezett, tehat nyilvan-
val6an nem tekintheté halmazelméleti fiiggvénynek, hiszen azok definiciés tartoméanya
halmaz. Ezért egyaltalan nem meglepd, hogy logikai ellentmondésra jutunk, ha erre a
metafigguényre alkalmazzuk a halmazelméleti fiigguényekre vonatkozd Cantor-tételt.

Lathatoan meglehetésen durva gondolati hiba vezet a Skolem-paradoxonra, mégis
érdemes rola beszélni, mert van egy fontos tanulsaga. A 7. pontban a halmazelmé-
let (tehat az €ns matematikai elmélet) definiciojaban megallapodtunk abban, hogy a
halmazelmélet objektumait nevezziik halmazoknak. Ugyanakkor a halmazelméletben bi-
zonyithato, hogy nem létezik olyan halmaz, amelynek minden halmaz eleme volna (I.
fejezet, 1. pont). Semmi akadalya sincs annak, hogy gondoljunk a halmazelmélet objek-
tumainak dsszességére, azonban az el6z6ek alapjan komoly okunk van azt allitani, hogy
ez nem lehet az 0sszes halmazok halmaza. Ennek lényegi oka az, hogy ezt az Osszességet
nem lehet elGallitani a halmazelmélet formalis nyelvében egy alkalmas objektum-formula-
konstrukciéval. Ezért azt kell gondolnuk, hogy a halmazelmélet objektumai a formdlisan
megfogalmazhato halmazok, vagyis azok, amelyek a formalis nyelvben elGallithatok.

A matematika fogalmarol

Az utolso kérdésiink igy hangzik: mi a matematika? Arnyaltabban fogalmazva: mo-
dunkban &ll-e konkrét, nem filozofiai szint vélaszt adni arra a kérdésre, hogy mi a
matematika? A valasz: teljesen hatarozott igen. Az alabbiakban megadjuk e vélasz
pontos indoklésat, amelybdl vilagosan ki fog deriilni, hogy a valasz elégséges mélységii
megértése rendkiviili szellemi eréfeszitést igényel.

Cantor elsé halmazelméleti munkaitol kezdve sejthets volt, hogy az egész matema-
tika felépithet6 halmazelméleti alapon. Kezdetben nem allt rendelkezésre az axioma-
tikus formalis halmazelmélet, de mar a naiv halmazelmélet fogalmaival is el§ lehetett
allitani az aritmetikat, vagyis a természetes szamok elméletét (Peano), majd késébb
(Dedekind munkéassaga folytan) a valos szamok elméletét. A valds szamok halmazel-
méleti bevezethetéségébsl kovetkezett a (tobbdimenzids) geometridk elGallithatosaga a
halmazelméleten beliil. Az euklidészi geometridkkal kapcsolatban halmazelméleti mo-
don értelmezni lehetett a kornyezetek fogalmat. Ennek altalanositasaként sziiletett meg
(Fréchet kezdeményezésére) a halmazelméleti topologia. Konnyen lathato volt, hogy az
algebrai miveletek a halmazelméleti fiiggvényfogalom specialis esetei, ezéltal a legkii-
16nfélébb algebrai objektumok (csoportok, gytirtk, halok, vektorterek, sth.) egyszeriien
értelmezhetd halmazelméleti objektumokka valtak. Konnyen 6ssze lehetett illeszteni az
algebrai objektumok miiveleteit a topologikus terek kornyezet-fogalmaval; igy nyertiik a
topologikus algebrai objektumokat (topologikus csoportokat, topologikus testeket, topo-
logikus vektortereket, normalt algebrakat, stb.). Ett6l kezdve pedig nyilvanvalova valt,



4.4. SZAMOSSAGOK ES SZAMOSSAG-OPERACIOK 145

hogy a szamelmélet, az algebra, a geometria, a valoszintiségszamités, a lineéris analizis
és a lokalisan linearis analizis (vagyis a sokasdgelmélet) egyszertien a halmazelmélet ré-
szének tekinhetd.

Tehat a matematika mibenlétre vonatkozo kérdésre adhato lehetséges konkrét valasz
igy hangzik: a matematika azonosithato azzal a formalis axiomatikus halmazelmélettel
(példaul a Ens elmélettel), amely alapként szolgal szamara. Ezt az allitast egyetlen mo-
don lehet bizonyitani: végre kell hajtani a matematikai felépitését a halmazelméletbsl
kiindulva. Az analizis elemei biztosan megfogalmazhatok az Ens elméleten beliil; ennek
par ezer oldalas "bizonyitasat" tartalmazza az ezutan kovetkezd tizenhét fejezet. Az
egész matematika elemei biztosan elGallithatok a Bourbaki-féle halmazelméletben; ennek
tobb ezer oldalas "bizonyitasa" megtalalhaté a Bourbaki-sorozatban. Tehat a matema-
tika konkrét lényegének kérdésére adott valaszunkat csak az értheti meg maradéktalanul,
aki maga is atéli a halmazelméletre alapozott matematika felépitésének élményét.

Természetesen kissé leegyszertsitettiik a valaszt, hiszen nem egyetlen (formalis axio-
matikus) halmazelmélet létezik. Tovabba kétségteleniil 1éteznek a matematikéanak olyan
teriiletei, amelyekben megjelennek az Ens elméletben biztosan nem formalizalhaté "nagy
Osszességek". Példaul a kategoriaelméletben, algebrai topoldgidban és homologikus algeb-
raban gondolnunk kell az Gsszes halmazok, az Osszes topologikus terek, az Gsszes Abel-
csoportok és modulusok osztalydra; ugyanakkor ezek halmaza nem képezhets az Ens
elmélet formalis nyelvében. Azonban kells taldlékonysaggal ezeknek az elméleteknek a
lényeges allitasai is atfogalmazhatok ugy, hogy azok formalizalhato (és bizonyithato) ki-
jelentésekké valjanak az Ens elméletben.

A matematika konkrét lényegét az imént formalista-konvencionalista-logicista nézs-
pontbol magyaraztuk. Formalista, mert forméalis nyelvre alapozott halmazelméletrsl van
sz6. Konvencionalista, mert a matematikai kijelentések értelmességének és igazsaganak
fogalmét egy megéllapodason alapuld szabély-rendszertsl (formélis nyelvi konstrukeciok
létezésétsl, onkényesen vélasztott axiomaktol és bizonyitasi szabalyoktol) tessziik fiig-
géve. Veégiil logicista is, amennyiben a matematikat azonositjuk egy specidlis logikai
elmélettel, ezéltal a matematikat a logika részének tekintjiik. Egyaltalan nem allitjuk
kategorikusan, hogy ez a matematika egyediil helyes felfogasa. Azt viszont hatarozottan
mondhatjuk, hogy ez a felfogas alkalmas a matematika egyfajta konkrét értelmezésére.
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BEVEZETES

Ebben a részben azokrél a halmazelméleti alapfogalmakrol lesz sz6, amelyek nemcsak
az analizis, hanem a matematika barmely teriiletének komoly vizsgalatahoz nélkiilozhe-
tetlenek.

A matematika legfontosabb fogalma a halmaz és a halmaz eleme. Ezeket nem lehet
egyszeriibb fogalmakbol szarmaztatni; csak annyit tehetiink, hogy leirjuk azokat a tu-
lajdonsagokat, amelyeket érvényeseknek fogunk gondolni rajuk. Ezek a tulajdonsagok a
halmazelmélet axiomai. Az elsd pontban megfogalmazzuk a halmazelmélet 6t legelemibb
axiomajat, amelyek — a meghatéarozottsagi axioma kivételével — olyan természettiek, hogy
bizonyos tulajdonsagu halmazok egzisztenciajat irjak eld.

A matematikai objektumok kozotti kapcsolatok leirasara szolgalnak a reldcick és a
fiiggvények; a masodik pontban ezek szisztematikus vizsgalatara keriil sor. Kiilonos hang-
silyt kap harom nevezetes relacio-tipus; a fiiggvények, az ekvivalencidk és a rendezések
tipusa, mivel ezeket az analizisben (is) dllandoan hasznaljuk. Ugyanez érvényes a mi-
veletekre, amelyek specialis tipusu fiiggvények, és amelyek lehetévé teszik az algebrai
objektumok konstrukciojat. Ebben a pontban vezetjiik be a halmazelmélet legsokolda-
labb vizsgélatnak alavetett axiomajat: a kivdlasztdsi ariomdt, amelynek jelentGsége csak
a halmazelméletre alapozott matematika felépitése soran deril ki.

A harmadik pontban azt az axiémét mutatjuk be, amelynek alkalmazésaval lehetévé
valik a természetes szamok halmazanak bevezetése a matematikidba; ez a végtelenség:
axioma. Latni fogjuk, hogy a természetes szamok halmazabol kiindulva egyszerd hal-
mazelméleti és algebrai meggondolasokkal elGallithatok az egész szamok.

A végtelenségi axiomaval teljessé valik a matematika axidmarendszere. A kivalasztasi
és végtelenségi axiomaval bdvitett halmazelméletre alapozott matematika (és azon be-
lil az analizis) a mai felfogasunk szerint nagymértékben alkalmas természeti (kiilonosen
fizikai) jelenségkorok matematikai modellezésére. Ennek a kijelentésnek "bizonyitasa"
természetesen csak a szoéban forgd matematika felépitése utdn lehetséges.

A negyedik pontban a véges halmazok fogalmanak és a véges halmazok szamossaga-
nak bevezetésével foglalkozunk. A véges halmazok alkalmazésaval igazoljuk a primsza-
mok halmazanak végtelenségét, valamint a szdmelmélet alaptételét. Bemutatunk néhany
elemi kombinatorikai tényt is.

Az utolsé pontban a halmazok végtelenségének kétféle fogalmarol lesz szo, és igazoljuk
a végtelen halmazokkal kapcsolatos legfontosabb tételt: a szamossagaritmetika alapté-
telét. Szo6 lesz a megszamlalhato végtelenségrsl, valamint a rendszamokrol, amelyek a
jolrendezett halmazok prototipusai. Végiil érintjiik a szamossagok és a szamossagarit-
metika alapfogalmait és legegyszertibb allitasait.

Az itt vazolt halmazelmélet az ZFC (kivalasztasi axioméval bévitett Zermelo-Fraen-
kel) halmazelmélet egyfajta varidansa. Léteznek olyan matematikai elméletek, amelyek
felépitéséhez ez a halmazelmélet tulsdgosan sziik. A téagabb értelemben vett (példaul a
kategoriaelméletet is tartalmazo) matematika felépitése céljabol megfelels lehet a ZFC
elmélet olyan bévitése, amelynek nem a halmaz, hanem az osztdly az alapfogalma. Ilyen
elmélet az NBG (Neumann-Bernays-Gddel) osztélyelmélet, amellyel rendszerint a kiva-
lasztési axiomaval bévitett formaban talalkozunk. Léteznek még ennél is radikéalisabb
altalanositasok, amelyek formélis nyelvi és logikai szempontbdl is kategoériaelméleti ala-
pokra helyezik a matematikat: a toposzelméletek. E modernebb matematikai logikai és
halmazelméleti vizsgalatok mind feltételezik annak a standard (sziikebb értelemben vett)
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halmazelméletnek az ismeretét, amelynek alapjaival ez a fejezet foglalkozik.

Hangsulyozzuk, hogy ebben a fejezetben nem az a célunk, hogy egy halmazelmélet
szisztematikus felépitését adjuk. A halmazelméletet vizsgalé metaelméletek legfontosabb
problémaja az axiémarendszerek ellentmondasmentessége, konzisztenciaja és fiiggetlen-
sége; ezek képezik egy valoban teljesség igényével felléps halmazelmélet targyat. Tovabba
minden halmazelmélet centrélis jelentGségli probléméja a halmazok szdmossaganak fo-
galma (kardindglis aritmetika) és a rendtipusok, illetve rendszamok fogalma (ordindlis
aritmetika). Fzekbdl néhany részlet megtalalhato az anyagban, de ezek rendszeres vizs-
galatéara itt nem keriilhet sor. E helyett azokra a halmazelméleti fogalmakra és allitdsokra
helyezziik a hangsilyt, amelyek az analizis specidlis teriiletein alkalmazhatoak.

Végiil megemlitjiik, hogy a halmazelmélet a matematikanak nem a legelss fejezete.
Ahhoz, hogy a halmazelmélet minden tétele a legteljesebb mértékben érthets legyen
sziikséges a halmazelméletet megel6z6 matematikai logikai alapozas. Komoly matema-
tikai logika pedig elképzelhetetlen a matematika formalis nyelvének konstrukcioja hijan.
Ezeket a halmazelméletet el6készits elméleteket itt nem targyalhatjuk, csak utalhatunk
a jelentGségiikre és az ide vonatkozé szakirodalomra.
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5. fejezet

A halmazelmeélet elemi axidmai

5.1. Meghatarozottsagi axiéma

A halmazelmélet alapvets szimboluma az € (elem) jel. Ha E és F' halmazok, akkor
E € F Kkijelentés, amit ugy olvasunk, hogy "FE eleme F-nek". A halmazelmélet axiémai
azok a mélyebb okokra vissza nem vezethets, igaznak tekintett kijelentések, amelyek
értelmet adnak az € szimbolumnak.

A halmazelmélet els§ axiéméaja kapcsolatot teremt a logikai egyenlGség és az €
szimbolum kozott.

Meghatarozottsagi axioma — (Vz)(Vy)((Vz)((z € )& (2 €y)) = (z=1y))

A meghatarozottsagi axiomanak az a tartalma, hogy két halmaz egyenls, ha az
elemeik ugyanazok.

5.1.1. Definicié. Ha E és F halmazok, akkor E C F a (Vx)((z € E) = (x € F))
kijelentés roviditése, ahol az x vdltozo nem szerepel sem E-ben, sem F'-ben. Ha F C F
19az, akkor azt mondjuk, hogy E részhalmaza F'-nek.

5.1.2. Allitas. A meghatdrozottsigi azioma ekvivalens azzal, hogy minden E és F
halmazra, ha E C F és F C E, akkor E = F'.

Bizonyitds. Ha E és F halmazok, akkor az (£ C F) A (F C E) kijelentés (a definicio
szerint) azzal ekvivalens, hogy

(Vo) ((z € E) = (x € F)) A((Va)((x € F) = (z € E))),

ami ekvivalens azzal, hogy (Vz)((x € E) < (x € F)). Az, hogy barmely két E
és F halmazra ez maga utan vonja az E és I (logikai) egyenlGségét egyenértéki a
meghatéarozottsagi axiomaval. (Itt azt a logikai tételt alkalmaztuk, hogy béarmely két

o &s A kijelentésre a (((Va)) A (Vo) B)) < (V) (o N B) kijelentés tétel). B

5.2. Részhalmaz axidoma

Ha o kijelentés, akkor szeretnénk gondolni arra a halmazra, amelynek elemei
pontosan azok az z-ek, amelyekre o7 teljesiil. Pontosabban; azt az E halmazt szeretnénk
(gondolatilag) elgallitani, amelyre 2 € E ugyanazt jelenti, mint <7 (itt o az x valtozora
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vonatkozo tulajdonsdgként szerepel), vagyis amelyre a (Vz)((z € E) < /) kijelentés
tétel. Elképzelhetd volna, hogy minden .o kijelentéshez van ilyen halmaz, azonban nem
ez a helyzet.

5.2.1. Allitas. (Russel-tétel.) Nem létezik olyan R halmaz, hogy minden x-re x € R
ekvivalens azzal, hogy x ¢ .

Bizonyitds. Ha R ilyen halmaz volna, akkor x helyére az R halmazt helyettesitve kapjuk,
hogy (R € R) & (R ¢ R), ami a logikai ekvivalencia definicioja alapjan azt jelenti,
hogy (R € R) = (R ¢ R)AN((R ¢ R) = (R € R)) logikai tétel. A konjunkcio
logikai alaptulajdonsaga szerint ez azt jelenti, hogy az (R € R) = (R ¢ R) ¢és
(R ¢ R) = (R € R) kijelentések tételek. Ha R € R igaz (vagyis tétel) volna, akkor
az elsé kijelentésbdl levalasztassal kapjuk, hogy R ¢ R, tehat ellentmondésra jutunk.
Ebbdl az indirekt bizonyitas elvét alkalmazva kévetkezik, hogy R ¢ R tétel, amibdl
viszont a masodik kijelentés alapjan levalasztassal kapjuk, hogy R € R. Ez azt jelenti,
hogy az adott tulajdonsagti R halmaz létezését feltevé elmélet ellentmondasos, igy az
indirekt bizonyitas elve alapjan az allitast igazoltuk. W

5.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az &7 kijelentés kollektivizald az x valtozéban,
ha a

(Fy)(Vz)((x € y) & &)

kijelentés tétel, ahol az y vdltozo nem szerepel <7 -ban.

Az el6zd allitas szerint ez nem trivialis kovetelmény az &7 kijelentésre vonatkozo-
an, mert példaul az = ¢ x kijelentés nem kollektivizaloé az x véltozoban. Sok egyéb,
egészen egyszeru szerkezetd kijelentés is megadhato, amely nem kollektivizalod valame-
lyik valtozojaban (5., 6. és 8. gyakorlatok).

5.2.3. Allitas. Ha o7 kijelentés, akkor legfeljebb eqy olyan E halmaz létezik, amelyben
az x vdltozd nem szerepel és a (Vx)((z € E) < o) kijelentés tétel.

Bizonyitis. Ha E és F' ilyen halmazok, akkor vilagos, hogy (Vz)((z € F) & &) és
(Vz)((z € F) & &) tétel, amibdl kapjuk, hogy (Vz)((x € E) < (z € F)) is tétel, tehat
a meghatarozottsagi axioma szerint £ = F. B

Jelolés. Ha az o7 kijelentés kollektivizalo az = valtozoban, akkor {x|</} jeloli azt a
halmazt, amelyre teljesiil a

(Vo) (z € {z|7}) & o)
kijelentés.

Ha az </ kijelentés kollektivizalo az x valtozoban, akkor az {z|</} halmaz formalis
nyelvi konstrukcidja olyan, hogy abban az x valtozdé nem szerepel. Ezért ahhoz, hogy
egy 7 kijelentés kollektivizald legyen az x valtozoban sziikséges olyan E halmaz létezése,
amelyben nem szerepel az x valtozo és amelyre a (Vz)(«/ = (x € E)) kijelentés tétel. A
méasodik axioma azt kdveteli meg, hogy ez a feltétel elégséges is legyen.

Részhalmaz axiéma — Ha </ olyan kijelentés, hogy létezik olyan E halmaz, amelyben
az x valtozo nem szerepel és amelyre a (Vx)(<«/ = (x € E)) kijelentés tétel, akkor < az
x valtozoban kollektivizalo.

A részhalmaz axioma nagyon erds feltétel, amely rendkiviil sokféle halmaz létezését
biztositja.
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5.2.4. Allitas. Ha o/ és B kijelentések és (Vo) (o = B) tétel, tovibbd B kollektivizdlo
az x vdltozoban, akkor <f is kollektivizdlo x-ben és {x|</'} C {x|A}.

Bizonyitds. A A kollektivizalo az x valtozoban, ezért az E := {z|%} halmazban x nem
szerepel. Ugyanakkor (Vz)(# = = € E) tétel, ezért az implikacié tranzitivitasa folytan
(Vz)(«/ = (x € E)) is tétel, vagyis a részhalmaz axioma alapjan <7 is kollektivizalo
x-ben. Ezért az x € {x|o/} kijelentés ekvivalens o/-val és &7 = A tétel, igy = € {z| B}
is teljesiil, vagyis

(Vo)((z € {z]o}) = (v € {x|#}))
tétel, és ez azt jelenti, hogy {z|/} C {z|%#}. B
5.2.5. Allitas. Ha E halmaz és az x vdltozd nem szerepel E-ben, akkor az x € E

kijelentés kollektivizalo az x vdltozéban és E = {x|z € E}.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy ha 7 jeloli az x € E kijelentést, akkor a
(Vo) (o = (x € E))

kijelentés tétel, tehat a részhalmaz axiéma szerint az x € E kijelentés kollektivizalo az
x valtozoban és az {x|r € E'} halmaz definicidja szerint a

(Vz)((z € {z|rx € E}) & (x € E))

kijelentés tétel. Ezért a meghatarozottsagi axioma alapjan E = {z|x € E}. B

Tehat minden halmaz egyenlé az elemeinek halmazaval. Itt kezd értelmet nyerni az €
szimbolum, amit eddig akidrhogy is jel6lhettiink volna és akarhogy is nevezhettiink volna.

5.2.6. Allitds. Az z # x kijelentés kollektivizdlo az x vdltozdban. Az {x|x # x} halmaz
az eqyetlen olyan halmaz, amelynek nincs eleme.

Bizonyitas. Legyen E tetsz6leges olyan halmaz, amelyben az x valtozé nem szerepel
(példaul E lehet barmilyen z-t6l kilonbozd valtozo). Az x = z kijelentés tétel, ezért
(x ¢ F) = (x = x) is tétel, igy az (x # z) = (¢ € E) kijelentés tétel. Ezért a
részhalmaz axioma alapjan az x # x kijelentés kollektivizald az = valtozoban. Ekkor
az {z|r # x} halmaz definici6ja szerint (Vz)((x € {z|r # z}) & = # x) teljesill, ezért az
{z|x # z} halmaz minden eleme nem egyenlé 6nmagaval, vagyis ennek nincs eleme. W

5.2.7. Definicio. Az {z|r # x} halmazt iires halmaznak nevezzik és az O szimbélummal
jeloljiik.
A kovetkezd allitds megmutatja, hogy mi indokolja a részhalmaz axioma elnevezést.

5.2.8. Allitas. Ha o7 kijelentés és E olyan halmaz, amelyben az & vdltozé nem szerepel,
akkor az o/ N (x € E) kijelentés kollektivizdlo az x wvdltozéban, és {x|o/ N (x € E)}
részhalmaza az E halmaznak.

Bizonyitds. Vilagos, hogy a (Vx)(((«/ A (z € E)) = (xz € E)) kijelentés tétel, ezért
a részhalmaz axiéma szerint az & A (r € FE) kijelentés z-ben kollektivizalo és az
{z|« A (x € E)} halmaz definici6ja alapjan

(Vz)((x € {z|Z N (x € E)}) = (z € E))

teljesiil, azaz {z|Z AN (z € E)} C(x € E). B
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5.2.9. Kovetkezmény. Ha E és F halmazok és az x vdltozo nem szerepel sem E-ben,
sem F-ben, akkor az (x € E) AN (x € F) és (x € E) A (x ¢ F) kijelentések kollektivizdlok
x-ben.

5.2.10. Definicié. Ha E és F halmazok €s az x vdltozo nem szerepel sem E-ben, sem
F-ben, akkor

ENF = {z|(zr e E)AN(x € F)}
E\F = {zlz € B)A(z ¢ F)},

és ENF-t az E és F halmazok metszetének, mig E \ F-t az E és F halmazok
kiilonbségének nevezziik.

A részhalmaz axioma alkalmazhatosagahoz sziikség van néhany egészen elemi mdédon
elsallithato halmaztipus létezésére.

5.3. Hatvanyhalmaz axi6éma

Természetesnek tiinik az, hogy ha FE halmaz, akkor gondolhatunk az FE 0Osszes
részhalmazainak halmazara. Kideriil, hogy ennek létezése nem kovetkezik az eddigi
axiomatikabol (ha az ellentmondasmentes elméletet hataroz meg), ezért vezetjiikk be a
kovetkezd axiomat.

Hatvanyhalmaz axiéma — Ha E halmaz és az x valtozo nem szerepel E-ben, akkor az
x C FE kijelentés kollektivizal6 az x valtozoban. Ekkor

P(E) = {z|x C E},

és ezt a halmazt az F hatvanyhalmazanak nevezziik.

A hatvanyhalmaz axiomébol kovetkezik, hogy minden halmaz eleme valamelyik
halmaznak, hiszen ha F halmaz, akkor £ C E miatt £ € Z(E).

Ha FE halmaz és az = valtozdé nem szerepel E-ben, akkor az x = FE kijelentés
kollektivizalé z-ben, mert a hatvanyhalmaz axiéma szerint képezhets a Z(F) halmaz,
amelyben z nem szerepel, és nyilvanvalo, hogy (Vz)((z = E) = (x € P(F))) tétel, tehat
a részhalmaz axioma alapjan = = E kollektivizalo z-ben. Az {x|r = E} halmazt az E-t
tartalmazo egy elemd halmaznak nevezziik és { E'}-vel jeloljiik.

5.4. Paraxioma

Felvet6dik két elemd halmaz létezésének bizonyithatosaga, vagyis az, hogy ha E
és I' halmazok és az = valtozd6 nem szerepel E-ben és [-ben, akkor kollektivizalo-e
z-ben az (r = E)V (x = F) kijelentés? Kideriil, hogy ez nem kovetkezik az eddigi
axiomatikabol (ha az ellentmondésmentes elméletet hataroz meg), ezért van sziikség a
kovetkezd axidmaéra.

Paraxiéma — Ha F és F' halmazok és az x valtozo nem szerepel E-ben és F'-ben, akkor
az (r = E) V (x = F) kijelentés kollektivizél6 x-ben. Ekkor

{E,F} = {al(x = E)V (z = F)},
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és ezt a halmazt az F és ' halmazokbdl 4116 (rendezetlen) parnak nevezziik.

A "rendezetlen" jelz6t az indokolja, hogy ha F és F' halmazok, akkor az (z = E)V(z =
F) és (x = F) V (z = FE) kijelentések ekvivalenciaja miatt {F, F'} = {F, E'} teljesiil, igy
az {E, F'} jelolésben az E és F elemek sorrendisége csak ldtszolagos. Konnyen lathato,
hogy ha E halmaz, akkor {E'} = {E, E'}.

A halmazok kozotti kapesolatok (relaciok) és fiiggvények értelmezhetdsége tekinteté-
ben dontd jelentGségi lesz a rendezett parok létezése. Barmely két E és F' halmazhoz
olyan (£, F') halmazt szeretnénk elGallitani, amelyre teljesiil az, hogy ha E’ és F’ szintén
halmazok, akkor (E, F) = (E', F’) ekvivalens legyen azzal, hogy (E = E') A (F = F").
Ilyen tulajdonsagt "rendezett" parok konstrukciojahoz nincs sziikség 4j axidémara.

5.4.1. Definicié. Ha E és F halmazok, akkor

(B, F) = {{E}{E, I},
és ezt a halmazt az E és F' halmazokbdl dllo (rendezett) parnak nevezziik.

5.4.2. Allitas. Ha E, F, E' és F' halmazok, akkor az (E,F) = (E',F') kijelentés
ekvivalens az (E = E') N (F = F') kijelentéssel.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy (E = E') A\ (F =F') = (E,F) = (E', F') teljesiil, ezért
csak a forditott kovetkeztetést kell igazolni. Tegyiik fel, hogy (F, F) = (E’, F'). Ekkor
a definici6 szerint {{E},{E, F}} = {{F'},{F', F'}}, ezért {E} € {{E'},{FE', F'}}, igy
{E} = {E'} vagy {F} = {F',F'}. Ha {E} = {E'}, akkor £ = E’; ha pedig {E} =
{E',F"}, akkor E' € {E',F'} = {E} miatt ismét E = E' adodik, tehat E = E'. Ezért
az (E,F) = (E', F') egyenlGség ekvivalens azzal, hogy {{E},{E,F}} = {{E} {E, F'}}.
Az {E,F'} halmaz eleme a jobb oldalon &all6 halmaznak, ezért {E} = {FE, F'} vagy
{E,F} ={E, F'} teljesiil. Az els6 esetben E = F', mig a masodik esetben F' € {E, F'}
miatt £ = F’ vagy F = F'. Ezért az F = F’ egyenl6ség bizonyitasdhoz elég azt
megmutatni, hogy F = F’ esetén is fenndll az F' = F’ egyenl6ség. Ha E = F', akkor az
(E,F) = (E', F') egyenlGség a kovetkezSképpen néz ki:

{EYAE F}} = ({EL{E P} = ({E}AE} = {{E}}
Ezért {E, F} ={FE}, igy F' = E. A feltevés szerint £ = F', ezért F'=F'. B

Késébb latni fogjuk, hogy létezik olyan eljaras, amelynek segitségével kijelolhets egy
(E, F) par elso, illetve masodik "komponense", tehat az (F, F') jelolésben az E és F'
"komponensek" sorrendisége valdsdgos.

5.5. Unid axidma

A részhalmaz axiomabol kovetkezett, hogy minden halmaz egyenlé az elemeinek
halmazaval. Felmeriil a kérdés, hogy egy halmaz elemeinek az elemei is halmazt alkotnak-
e, vagyis ha F halmaz és az x és y valtozok nem szerepelnek E-ben, akkor a

Fy)((rey)A(y € E))

kijelentés kollektivizélo-e az x valtozoban? Ha az eddigi axiomatika ellentmondasmentes
elméletet hataroz meg, akkor ez a kijelentés nem bizonyithato. Ezért vezetjiik be a
kovetkez6 axidmat.
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Unidé axiéoma - Ha E halmaz és az x és y valtozok nem szerepelnek E-ben, akkor a
(Fy)((z € y) A (y € E)) kijelentés kollektivizalé x-ben. Ekkor

UE = {2IGy) (@ ey Ay € E))},

és ezt a halmazt az F halmaz unidjanak nevezziik.

Tehat ha E halmaz, és az x valtoz6 nem szerepel E-ben, akkor az

rel JE & @(wey rlyeE)

kijelentés tétel, ami pontosan azt fejezi ki, hogy x eleme az E halmaz valamelyik
elemének.

5.5.1. Allitas. Ha E és F halmazok és x olyan vdltozd, amely nem szerepel E-ben és I -
ben, akkor az (x € E)V(x € F) kijelentés kollektivizdlo x-ben, és az {x|(z € E)V(x € F)}
halmaz eqyenld az U{E, F} halmazzal.

Bizonyitds. A paraxioma és az unié axioma szerint képezhets az U{E, F} halmaz, és

az uni6 definici6ja alapjan az = € U{E, F}és (3y)((xz € y) A (y € {E, F})) kijelentések
ekvivalensek. Viszont a rendezetlen parok definicidja szerint y € {E, F'} ekvivalens azzal,
hogy (y=E)V (y=F). Ezért az (x € E)V (z € F) és (Jy)((z € y) A (y € {E, F}))
kijelentések ekvivalensek. W

5.5.2. Definicié. Ha E és F' halmazok és x olyan vdltozo, amely nem szerepel E-ben és
F-ben, akkor
EUF = {z|(x€ E)V (z € F)},

és ezt a halmazt az E és F' halmazok uniéjanak nevezzik.

5.5.3. Allitas. Ha E és F halmazok, tovdbbd x, y és z olyan vdltozck, amelyek nem
szerepelnek E-ben és F-ben, akkor a (3x)(Jy)((z = (x,y)) A (x € E)A(y € F)) kijelentés
kollektivizdlo a z vdltozoban.

Bizonyitds. Jelolje o/ a (3x)(3y)((z = (z,y)) A (v € E) A (y € F)) kijelentést. Ha o7
teljesiil, akkor vannak olyan X és Y halmazok, hogy z = (X,Y) és X € EésY € F.
Ekkor z = {{X},{X,Y}} és X € EUF ésY € EUF, ezért {X} € Z(EUF),
igy = C P(EUF), vagyis z € Z(Z(EUF)). A Z(Z(EUF)) halmazban nem
szerepel a z valtozo, és az imént lattuk, hogy az &7 = 2 € P (P (FE U F)) kijelentés tétel,
tehat (Vz2) (o = 2z € (P (EUF))) is tétel. Ezért a részhalmaz axioma alkalmazasaval
kapjuk, hogy az o kijelentés kollektivizalo a z valtozoban. B

5.5.4. Definicié. Ha F és F halmazok, tovdbbd x, y és z olyan vdltozok, amelyek nem
szerepelnek E-ben és F-ben, akkor

ExF = {z(F)Cy)((z = (z,9)) Az € E)A(y € F))},
és ezt a halmazt az E és F halmazok (Descartes-) szorzatanak nevezziik.

Eddig 6t halmazelméleti axiomat vezettiink be. Ezek alkalmazasaval nagyon sok nem-
trividlis halmaz létezése igazolhatd. Azonban még két egzisztencia-axiomara sziikségiink
lesz ahhoz, hogy az analizis legfontosabb objektumait létrehozhassuk.
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5.6. Gyakorlatok

1. A matematika formalis nyelve. Nem axiomatikus és axiomatikus itéletkalkulus.
Axiomatikus predikdtumkalkulus. Matematikai elméletek. Az igazsag (tétel) fogalma.
(A matematikai analizis logikai alapjai.)

2. Gytjtsiikk Ossze azokat a logikai tételeket, amelyeket az eddigi bizonyitasokban
felhasznaltunk!

3. Mit jelent az, hogy egy kijelentés nem igaz (a kétféle értelmezés)? Mit értiink azon,
hogy egy kijelentés nem kollektivizdlo valamely valtozojaban (a kétféle értelmezés)?

4. Ha o/ és A olyan kijelentések és x olyan valtozo, hogy (Vz)(«/ < A) tétel, akkor
az of és A kijelentések egyszerre kollektivizalok az x véltozoban, vagy egyikiik sem
kollektivizalé az x valtozoban, tovabba, ha &7 kollektivizalé az x valtozoban, akkor

{z]o} = {2|#}.

5. Nem létezik olyan halmaz, amelynek minden halmaz az eleme. Az v = x és x C x
kijelentések nem kollektivizélok az x valtozoban.

6. Ha az .o/ kijelentés tétel, akkor o nem kollektivizal6 az x valtozoban. Ha az &7
kijelentésben nem szerepel az x valtozo, akkor ./ nem kollektivizalé az x véaltozoban.

7. Ha o7 kijelentés és A tétel, akkor a (Vr)(o/ = A) kijelentés tétel.

8. Ha E halmaz és az = valtozo nem szerepel E-ben, akkor az x ¢ F és x # E kijelentések
nem kollektivizalok az x valtozoban.

9. Az U, N és \ halmazmiiveletekre vonatkozo azonossagok és azok logikai okai. Az tires
halmaz szerepe a halmazalgebrakban.

10. Halmazszorzassal kapcsolatos egyenlGségek és azok logikai okai. A halmazszorzas
kapcsolatai a tobbi halmazmivelettel.

11. A szimmetrikus halmazkilonbség () bevezetése és annak miveleti tulajdonsagai.
12. Ha E és F halmazok, akkor Z(E) C Z(F) ekvivalens azzal, hogy E C F.

13. Az F halmazt tranzitivnak nevezziik, ha az E minden eleme részhalmaza E-nek.
Egy E halmaz tranzitivitasa azzal ekvivalens, hogy UE C E. Két tranzitiv halmaz
metszete és unidja szintén tranzitiv.

14. A matematikdban sok esetben képeziink "adott alaka" halmazok halmazat.
Pontosabban arrél van szo, hogy ha x valtoz6 és T az x valtozo segitségével elGallitott
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halmaz (pl. {z}), tovabba 7 kijelentés, akkor eléfordulhat az, hogy a (3z)((y = T)A\.<)
kijelentés kollektivizalo az y valtozoban, ahol y nem szerepel sem T-ben, sem .o7-ban.
Ekkor az {y|(3z)((y = T)) A &)} halmaz azon T "alaki" halmazok halmaza, amelyekre
o/ teljesiil. Ilyenkor az

(T} = {ylG)((y = T) A )}

jelolést alkalmazzuk. Ha példaul £ halmaz, amelyben az x és y valtozok nem szerepelnek,
akkor a részhalmaz axioma alapjan képezhets az {y|(3z)((y = {x}) A (x € E))} halmaz,
amit az el6z6ek alapjan {{z}|z € E}-vel jelolink.

15. Legyen x valtozo, valamint &7 és A kijelentések. Ekkor a kiévetkezd definicidkat
alkalmazzuk:

(Vgr)el = (Vo) (B = )
(Fgzx)o = (3x) (BN ),

és Vg (illletve d4x) kifejezéseket AB-feltételi univerzdlis (illetve egzisztencidlis) kvanto-
roknak nevezzik az x valtozo szerint. A leggyakoribb feltétel x € E alaku, ahol az x
valtozo nem szerepel az E halmazban, tehat a legsiirtibben el6fordulo, feltételes kvanto-
rokat tartalmazo kijelentések

(Veepx)d = (Va)((x € E) = )
(Fpepx) := (3x)((x € E) N ),

alaktak. AV, cpz (illetve 3,cpx) feltételes kvantort rendszerint a Va € E (illetve 3z € F)
szimbolummal is jel6ljiik.



6. fejezet

Relaciok és fuggvények

6.1. Relacidok

6.1.1. Definicié. Az R halmazt relacidonak nevezziik, ha R minden eleme pdr, tehdt
ha a

(V2)((z € R) = (32)(3y) (= = (,9)))

kijelentés tétel, ahol az x, y és z vdltozok nem szerepelnek R-ben.

6.1.2. Allitas. Ha R reldcid és az x, y wvdltozék nem szerepelnek R-ben, akkor a
(Fy)((z,y) € R) kijelentés kollektivizalo x-ben, és a (Fz)((x,y) € R) kijelentés kol-
lektivizdlo y-ban.

Bizonyitds. Kénnyen lathato, hogy ha (Jy)((z,y) € R) teljesiil, akkor létezik olyan Y
halmaz, hogy (z,Y) € R. Ekkor {z} € (2,Y) € R, tehat z € {z} miatt = € U (U R).

De U (U R) olyan halmaz, amelyben az x valtozd nem szerepel, ezért a részhalmaz
axioma szerint a (Jy)((z,y) € R) kijelentés kollektivizalo z-ben. Hasonloan kapjuk, hogy
ha (3x)((z,y) € R) teljesiil, akkor y € U (UR), tehat a (3z)((x,y) € R) kijelentés
kollektivizalo y-ban. Wl

6.1.3. Definicié. Ha R reldcid, akkor
pri(R) = {z| (Fy)((z,y) € R) }
pro(R) = {y | (32)((z,y) € R) },

és a pry(R) (illetve pry(RY) halmazt az R reldcio elsé (illetve masodik) projekciojanak
nevezziik.

9

Ha R relacio, akkor R C (pr,(R) x (pry(R)), és ha E és F olyan halmazok, hogy
R C E x F, akkor pri(R) C F és pry(R) C F.

6.1.4. Allitas. Ha E és F halmazok, akkor E = U (pr1<{(E,F)}>> valamint F =
U <pr2<{(E, F)})) Ha E halmaz, akkor E = U{E}

Bizonyitds. A relaciok projekciojanak definicioja alapjan vilagos, hogy pri({(E, F)}) =
{E} és pry({(E, F)}) = {F'}, ezért elég a masodik allitast igazolni. Az E € {E} Gssze-
fiiggés miatt, © € E esetén, az uni6 definicioja szerint x € U{E}, tehat £ C U{E}

161
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Megforditva, ha = € U{E}, akkor létezik olyan y € {E}, hogy = € y; ekkor y = E és
r €y, azaz x € F, tehat U{E} C E. Ezért a meghatarozottsagi axiomabol kapjuk,
hogy £ = | {E}. m

Ez az allitas egyszeri eljarést szolgaltat, amelynek alkalmazasaval megadhatd egy

elemi halmaz eleme, illetve egy par elsé és masodik komponense.

6.1.5. Allitas. Ha R reldcid, X halmaz, és az x, y vdltozok nem szerepelnek sem R-ben,
sem X -ben, akkor a (3x)((x € X) A (x,y) € R) kijelentés kollektivizdlo y-ban.

Bizonyitds. A (3x)((x € X) A (x,y) € R) kijelentésbdl adodik, hogy y € pry(R), igy
a részhalmaz axioma szerint a (3x)((x € X) A (z,y) € R) kijelentés kollektivizalo az y
valtozoban. W

6.1.6. Definicié. Ha R reldcio, X halmaz, és az x, y vdltozok nem szerepelnek sem
R-ben, sem X-ben, akkor

R(X) = A{y | (@)((zeX)N(z,y) € R) },
és ezt a halmazt az X halmaz R relacié altal 1étesitett képének nevezziik.

Ha R relacio, akkor az R({z}) = {y|(z,y) € R} halmazt az R relaci6 x-szel vett
szeletének is nevezzik, és olykor az R(x) szimbolummal is jeloljiik.

6.2. Fuggvények

6.2.1. Definicié. Az f relicidt fiiggvényrelacionak (vagy fliiggvénynek) nevezziik,
ha

(V) (V) (V) ( (2, y) € A (=) € ) =y=1")

ahol az x, y és vy wvdltozok nem szerepelnek f-ben.

Tehat az f relacié pontosan akkor fiiggvény, ha minden x halmazra az f({x}) szelet
legfeljebb egy elemii halmaz. Ha f fiiggvény, akkor minden x halmazra x € pr(f)
ekvivalens azzal, hogy az f({z}) szelet pontosan egy elemi halmaz.

6.2.2. Definici6. Legyen f fliggvény.

— A pry(f) halmazt az f értelmezési (vagy definicios) tartomanyanak nevezziik és
Dom( f)-fel jelolyiik.

— A pry(f) halmazt az f értékkészletének (vagy képének) nevezzik és Im(f)-fel je-
6ljiik.

— Ha x € Dom(f) akkor az f{{x}) halmaz egyetlen elemét f(x) jeloli, tehdt f({z}) =
{f(z)}, vagyis irhatd, hogy f(z) = Uf({x}} Az f(x) halmazt az f fiiggvény z
helyen felvett értékének nevezziik.

Ha f fiiggvény, akkor f = {(x, f(x))|z € Dom(f)}, tovabba, ha X halmaz, akkor

FX) = {f(@)]z € (X N Dom(f))},
és Dom(f) C X esetén f(X) = Im(f).
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Ha f és g fiiggvények, akkor f = ¢ ekvivalens azzal, hogy Dom(f) = Dom(g)
é¢s minden =z € Dom(f) elemre f(z) = g(x). Ha f és g fiiggvények és F C
Dom(f) N Dom(g), akkor azt mondjuk, hogy f = g az E halmazon, ha minden z € F
pontra f(z) = g(x).

6.2.3. Definicio. Legyenek E, F' halmazok és f fiigguény.

— Azt mondjuk, hogy f E-ben értelmezett (illetve E-n értelmezett) figgvény, ha
Dom(f) C FE (illetve Dom(f) = E).

— Azt mondjuk, hogy az [ figgvény az F halmazba érkezik, ha Im(f) C F.

Jelolés. Legyenek E, F halmazok és f fliggvény. Azt, hogy az f fliggvény az F
halmazban (illetve E halmazon) értelmezett és F-be érkezik az f : E ~— F (illetve
f: E — F) szimbolummal jeloljiik.

Tehat az f: E»— F és f: E — F jelolések olyan kijelentések réviditései, amelyek az
f fiiggvény definiciés tartomanyanak F-vel és az értékkészletének F-fel vald kapcesolatdt
fejezik Kki.
6.2.4. Definici6é. Az R reldciot injektivnek nevezziik, ha

(Vo) (va") (Vy) (V) ((((z, ) € B) A () € R) A (w # 27) =y # )

teljestil, ahol az x, x', y és y wvdltozdk nem szerepelnek R-ben. Az injektiv fiiggvényeket
injekcidknak is nevezziik.

Tehat egy f fliggvény injektivitasa azzal ekvivalens, hogy z, 2’ € Dom(f) és = # 2
esetén f(x) # f(2') teljesiil.

6.2.5. Definicio. Legyenek E, F' halmazok és f fiigguény.

— Azt mondjuk, hogy f rdképez az F halmazra, ha F C Im(f). Ilyenkor azt is mondjuk,
hogy f szirjektiv F-re. Ha f : E — F figguény és f rdiképez F-re, tehdt Im(f) = F,
akkor azt mondjuk, hogy f sziirjekcié F és F kozott.

— Azt mondjuk, hogy f bijekcio az E és F' halmazok kozott, ha f injektiv és Dom(f) =
E ésIm(f)=F.

Minden injekci6 bijekcié a definiciés tartoménya és az értékkeészlete kozott. Mig az
injektivitas egy fliggvény "belsé" tulajdonsaga, addig a sziirjektivitas és a bijektivitas a
fiiggvény mas halmazokkal val6é kapcsolatat fejezi ki.

Peéldak. 1) Az () halmaz injektiv fliggvény (ez az ires fiigguény).
2) Ha E halmaz, akkor az idg := {(x,z)|z € E} halmaz bijektiv fiiggvény az E és E
halmazok kozott (ez az E halmaz identikus fiiggvénye).

3) Ha E és F halmazok, és ¢ € F rogzitett pont, akkor az {(z,c)|r € E} halmaz
E-n értelmezett, F-be érkezs fiiggvény (ez az FE halmazon értelmezett, c-értékid
konstansfiigguény).

4) Ha E halmaz, akkor az {(z,{z})|x € E} halmaz E-n értelmezett, &(E)-be érkezd
injekci6. Azonban latni fogjuk, hogy nem létezik F — P2 (E) sziirjekcio (6.5.4.).

6.2.6. Allitas. Legyenck E és F halmazok. Az f : E — F figguény pontosan akkor
bijekcio E és F' kozott, ha minden y € F esetén létezik egyetlen olyan x € E, hogy

f(x) =1y.
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Bizonyitds. Ha f bijekcio, akkor f sziirjekcio E és F kozott, igy Im(f) = F, tehat minden
y € F esetén létezik olyan = € F, hogy f(x) =y, és ez az © € F elem [ injektivitasa
miatt egyértelmiien van meghatarozva.

Tegyiik fel, hogy f-re teljesiil az, hogy minden y € F esetén létezik egyetlen olyan
xr € E, hogy f(x) =y. Ekkor F C Im(f), igy Im(f) = F, és ha z,2’ € E olyanok, hogy
f(z) = f(a), akkor a feltétel szerint x = 2/, vagyis f injekcio. Ez azt jelenti, hogy f
bijekcio E és F' kozott. B

6.2.7. Allitas. Ha f figguény és E C Dom(f), akkor az {(x, f(z))|z € E} halmaz
fiigguény.

Bizonyitds. Nyilvanvaléan kévetkezik abbol, hogy f fiiggvényrelacio. B

6.2.8. Definicié. Ha f figgvény és E C Dom(f), akkor az {(x, f(z))|x € E} halmazt
az f fiiggvény E halmazra vett lesziikitésének nevezzik és az f|, szimbolummal jeloljiik.
A g fiigguényt az f fiigguény kiterjesztésének nevezziik, ha f egyenld a g valamelyik
lesziikitésével.

Tehat, ha f fiiggvény és £ C Dom(f), akkor Dom(f|;) = E, Im(f|z) = f(E), és
minden = € E pontra f|(z) = f(x). A g fiiggvény pontosan akkor kiterjesztése f-nek,
ha f Cg.

6.2.9. Allité§. Ha E és F halmazok, és [ : E — F fiiggvény, akkor F # () esetén
letezik olyan f : E — F fiigguény, amely f-nek kiterjesztése.

Bizonyitdas. Rogzitve egy ¢ € F' elemet, konnyen lathato, hogy az

f=fU((E\Dom(f)) x {c})

halmaz olyan E — F fiiggvény, amelyre f C /. B

Fiiggvények elsallitdsanak gyakori modja a "fliggvények Osszeragasztésa'". Errél szol
a kovetkezd allitas.

6.2.10. Allitas. (Fiiggvények Osszeragasztasa) Legyen H olyan halmaz, amelynek
minden eleme fiigguény, és teljesil rd az, hogy minden h,h' € H esetén

h | Dom(h)NDom(h’) = 3 |D0m(h)ﬂDom(h/) .

Ekkor az f = UH halmaz figguény, és Dom(f) = U{Dom(h)|h € H}, és Im(f) =
U{Im(h)|h € H}, tovabbd minden h € H esetén

h = flpom(n)-

Bizonyitds. Ha z € f, akkor van olyan h € H, hogy z € h, ezért z par, hiszen h fiiggvény.
Ez azt jelenti, hogy f relacio.

Legyenek (z,y), (z,y) € f. Ekkor vehetiink olyan h, h' € H elemeket, hogy (x,y) € h és
(xz,y') € W/, tehat © € Dom(h) és h(z) = y, valamint € Dom(h’) és h'(x) = y'. Ebbdl
kovetkezik, hogy « € Dom(h) N Dom(h'), és y = h(z) = h'(z) = v/, mert a H-ra eldirt
feltétel szerint A|pom(n)nDom(n) = ' |Dom(h)nDom(w)- Ez azt jelenti, hogy f fliggvény.
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Nyilvanval6, hogy

z € Dom(f) & (Fy)((x,y) € | JH) & Gy)Eh)((h € H) A ((z,y) € b)) &
< (3h)(Fy)((h € H) A ((z,y) € h)) < (3h)((h € H) A(Fy)((z,y) € h)) <
& (3h)((h € H) A (z € Dom(h)) & « € | J{Dom(h)|h € H},

tehat fennall a Dom(f) = U{Dom(h)\h € H} egyenldség.
Az el6z6ekhez hasonloan kapjuk, hogy

y € Im(f) & (Bo)((z,y) € | JH) & (Fx)(3n)((h € H) A ((z,y) € h) &
< (3h)(3z)((h € H) A((z,y) € h)) < (3h)((h € H) A (Fx)((x,y) € h)) <
& (3n)((h € H) A (y € Im(h))) < y € | J{Im(h)|h € H},

tehat fennall a Im(f) = U{Im(h)|h € H} egyenlGség.
Ha h € H, akkor az f fiiggvény definicidja szerint h C f, vagyis h = f|pom(n). B

6.2.11. Definicié. Ha H olyan halmaz, amelynek minden eleme fiigguény, és teljesiil rda
az, hogy minden h,h' € H esetén

h | Dom(h)NDom(h’) — ' |D0m(h)ﬂDom(h’) )

akkor az U H fiigguényt a H-beli fiigguények Osszeragasztasaval [étrehozott fligguény-
nek nevezzik.

A fliggvények Osszeragasztasanak gyakran eléfordulo speciélis esete az, amikor a H
fiiggvényhalmaz olyan, hogy minden h,h’ € H esetén h C h' vagy b’ C h. Ekkor még az
is teljesiil, hogy ha minden h € H esetén a h fiiggvény injekcio, akkor a H-beli fiiggvények
Osszeragasztasaval létrehozott f fiiggvény is injekci6. Valoban, ha x, 2" € Dom( f), akkor
léteznek olyan h € H és h' € H fiiggvények, hogy x € Dom(h) és 2’ € Dom(h'); ekkor
h C K esetén z, 2’ € Dom(h), mig i’ C h esetén x, 2’ € Dom(h'), igy a h és I’ fliggvények
injektivitasabol, valamint a h C f és b’ C [ Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy ha x # 2/,
akkor f(z) # f(a').

6.2.12. Tétel. Ha E és F' halmazok, akkor az "f : E — F figguény" és az "f : E — F
figguény" kijelentések kollektivizdlok az f wvdltozoban.

Bizonyitds. Ha f : E — F fiiggvény, akkor f C Dom(f) x Im(f) C E x F, kivetkezés-
képpen f € P(E x F), ezért a részhalmaz axioma szerint az "f : B — F figguény"
kijelentés kollektivizald az f valtozoban, igy létezik az E-ben értelmezett, F-be érkezd
fiiggvények H halmaza. Ha f : E — F fliggvény, akkor f € H, tehat ismét a részhalmaz
axioma alkalmazésaval kapjuk, hogy az "f : E — F fiiggvény" kijelentés kollektivizald
az [ valtozoban. W

6.2.13. Definici6é. Ha E és I halmazok, akkor az
F(E;F) = {f|f:E—=TF figguény }

halmazt az E-n értelmezett F-be érkezd fiiggvények halmazanak nevezzik. Az
F(E; F) halmazt néha az FE szimbolummal is jeléljiik.
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6.3. Relacidk és fliiggvények inverze

6.3.1. Allitas. Ha R reldcid és az x, y és z vdltozdk nem szerepelnek R-ben, akkor a

(32)(3y) ((z = (y,2)) A ((z,y) € R))

kijlentés kollektivizdalo z-ben.

Bizonyitds. Ha (3x)(3y) ((z = (y,2)) A ((z,y) € R)) teljesiil, akkor vehetiink olyan X és
Y halmazokat, hogy z = (Y, X) és (X,Y) € R. Ekkor X € pr;(R) és Y € pry(R), igy
= (Y, X) € (pry(R)) X (pry(R)), ezért elég a részhalmaz axiomat alkalmazni. W

6.3.2. Definicié. Ha R reldcio, és az x, y €s z vdltozok nem szerepelnek R-ben, akkor

1
Ri={z| (@)@ (= ,0) A@y) € R)) },
€s ezt a halmazt az R relacié inverzének nevezzik.
-1

-1 -1

. -1
6.3.3. Allitas. Ha R reldcid, akkor R = R, pri(R) = pry(R) €és pro( R) = pry(R).

—1

-1 _
Bizonyitas. Az R = R egyenlGség trivialisan kovetkezik a deﬁnici()b(’)l Az y € pri(R)
kijelentés ekvivalens azzal, hogy létezik olyan x, amelyre (y,x) € R vagyis (z,y) € R

—1
azaz y € pry(R). Ezért pri(R) = pry(R) teljesil. Ezt az egyenlSséget felirva az R
-1
-1 -1
relaciora és alkalmazva az R = R egyenl6séget kapjuk, hogy pry(R) = pry(R). B

i ~1
6.3.4. Allitas. Ha f figgvény, akkor az f reldcio pontosan akkor figgvény, ha f
mjektiv.

-1
Bizonyitds. Ha f injektiv fliggvény, akkor (y,x) € f és (y,2') € f esetén (z, y) € f és
(' y) € f, tehat = = 2/, vagyis az f relacio fuggveny Megfordltva ha az f relacio

fliggvény, akkor (z,y) € f és (2/,y) € f esetén (y,x) € f és (y,2') € f, igy x = 2/, ami
azt jelenti, hogy f injekcio. M

-1
Jelolés. Ha f injektiv fiiggvény, akkor az f fiiggvényt az f~! szimbolummal jeloljiik.

Tehat, ha f injektiv fliggvény, akkor

Dom(f~") =Im(f); Im(f™")=Dom(f),

és minden y € Dom(f™!) pontra f~'(y) az az egyértelmtien meghatarozott eleme
Dom(f)-nek, amelyre f(f~'(y)) = y teljesiil. Tovabba, ekkor minden z € Dom(f)
pontra f~1(f(z)) = x is teljesiil, mert az el6zek szerint az y := f(z) pontra f~!(y)
az az eleme Dom(f)-nek, amelyre f(f~'(y)) = y, vagyis f(f'(f(2))) = f(2), igy f
injektivitasa folytan f~1(f(z)) = x. Nyilvanval, hogy minden injekcié inverze bijekci6
az eredeti fliggvény értékkészlete és definicids tartoméanya kozott.
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6.4. Relacidk és fliggvények kompozicioja
6.4.1. Allitas. Ha R és S reldciok, akkor a

(32)(3Fy) ((u = (z,9)) A F2)(((z, 2) € R) A ((2,9) € 9)))

kijelentés kollektivizdlo az u vdltozoban, ha az x, y, z €s u vdltozok nem szerepelnek R-ben
és S-ben.

Bizonyitds. Jelolje o7 az (3x)(Jy) ((u = (x,y)) A (32)(((x,2) € R) A ((z,y) € 5))) kije-
lentést. Ha 7 igaz, akkor léteznek olyan X és Y halmazok, hogy u = (X,Y) és
(F2)(((X,2) € R) A ((2,Y) € 5)) igaz, tehat van olyan Z halmaz, hogy (X,Z) € R
és (Z,Y) € S. Ekkor X € pri(R) és Y € pry(S), tehat u € (pry(R) x (pry(S)). Az
u valtozo nem szerepel (pr;(R)) X (pry(S))-ben, ezért a részhalmaz axioma szerint o/
kollektivizalo az u valtozéban. W

6.4.2. Definicié. Ha R és S reldciok, akkor az

SoR = {u| @)y (u=(r,9) A E2)(((z,2) € R) N ((2,9) € 5))) }

halmazt az S és R relacidk kompozicidéjanak vagy Osszetételének nevezzik, ahol
az T, Yy, z €s u vdltozok nem szerepelnek R-ben és S-ben.

6.4.3. Allitas. Injektiv reldciok kompozicidja injektiv reldcio.

Bizonyitds. Legyenek R és S injektiv relaciok, és x, o/, y és i olyan valtozok, amelyek
nem szerepelnek R-ben és S-ben. Tegytk fel, hogy (z,y) € SoR, (2/,y) € So R és
x # x'. Léteznek olyan u és v halmazok, hogy (z,u) € R, (u,y) € S, (2/,v) € R és
(v,y') € S. Az R injektivitasa és x # 2’ folytan u # v, tovabba S injektivitdsa miatt
y # 1/, amibdl kovetkezik, hogy az S o R relacio injektiv.

6.4.4. Allitas. Legyenek R és S reldcick. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd egyenldségek:

-1 -1 -1

(SoR) = RoS, pri(SoR) = R{pr(S)), prylSoR) = Sipry(R)).

-1
Bizonyitds. 1) Az (z,y) € (S o R) kijelentés ekvivalens azzal, hogy (y,x) € S o R, vagyis

létezik olyan z, amelyre (y,z) € R és (z,2) € S. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy
-1 —1 214
létezik olyan z, amelyre (z,2) € S ¢és (z,y) € R, vagyis (z,y) € Ro S.

2) Ha = € pry(S o R), akkor létezik olyan y, hogy (z,y) € S o R. Ekkor létezik olyan
-1 -1
z, hogy (x,2) € R és (z,y) € S, ezért (z,x) € R és z € pry(S), igy = € R{pr,(S)).

Megforditva, ha = € Rl<pr1(S>>, akkor van olyan z, hogy (z,z) € R1 és z € pry(S). Ekkor
(x,z) € R és létezik olyan y, hogy (z,y) € S. Ebbdl kapjuk, hogy (x,y) € S o R, ezért
x € pr;(SoR).

3) Ha y € pry(S o R), akkor van olyan z, hogy (z,y) € S o R, vagyis létezik olyan z,
amelyre (x,z) € R és (z,y) € S. Ekkor z € pry(R), tehat y € S(pry(R)). Megforditva,
ha y € S(pry(R)), akkor van olyan z, hogy z € pry(R) ¢és (z,y) € S. Ekkor van olyan z,
hogy (x,z) € R, igy (z,y) € So R, tehat y € pry(So R). R

6.4.5. Allitas. Figguények kompozicidja figguény.
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Bizonyitds. Legyenek f és g figgvények, és z, y, y' olyanok, hogy (z,y) € go f és
(x,y') € go f. Ekkor van olyan z és 2/, hogy (x,z) € f, (z,y) € g, (z,2') € [ és
(z/,y') € g. Az f relacio fiiggvény, ezért z = 2/, kovetkezésképpen (z,y') € g. De az g
relacio is fliggvény, igy y = v/, amibdl kapjuk, hogy a g o f relécio is fiiggvény. B

Tehat, ha f és g fiiggvények, akkor g o f az a fiiggvény, amelyre
Dom(g o f) = f (Dom(g)),
Im(g o f) = g(Im(f)),

¢s minden = € Dom(g o f) pontra (go f)(z) = g(f(x)) teljestl.
6.4.6. Allitas. Ha R, S és T reldciok, akkor

(T'oS)oR=To(SoR).

Bizonyitds. Legyen (x,y) € (T'oS)oR. Ekkor van olyan z, hogy (z,z) € R és
(z,y) € (T oS). Ez utobbi allitasbol kapjuk olyan u létezését, amelyre (z,u) € S és
(u,y) € T. Ekkor (z,z) € R és (z,u) € S miatt (z,u) € S o R, ugyanakkor (u,y) € T is
igaz, igy (x,y) € T o (S o R). Ez azt jelenti, hogy (T'o S)o RC T o (So R).
Megforditva, tegytik fel, hogy (z,y) € T o (S o R). Létezik olyan u, hogy (x,u) € (S o R)
és (u,y) € T. Ekkor van olyan z, hogy (z,2) € R és (z,u) € S. Ebbdl kévetkezik,
hogy (z,y) € (T'oS) igy (x,z) € R miatt (x,y) € (T'oS)o R. Ez azt jelenti, hogy
To(SoR)C (ToS)oR.

Ezekbdl a meghatarozottsidgi axioma alapjan kapjuk a bizonyitando allitédst.

-1
6.4.7. Definicié. Ha R reldcié és 'Y halmaz, akkor az R(Y) halmazt az Y halmaz R
altal létesitett inverz képének (vagy Gsképének) nevezzik.

Ha f fiiggvény és Y halmaz, akkor }1(Y> = {z|(z € Dom(f)) A (f(x) € Y)}, tehat

-1

minden z € Dom(f) elemre az x € f(Y) és f(z) € Y kijelentések ekvivalensek. Ha f
—1

injektiv fliggvény és X halmaz, akkor f~1(X) = f(X).

6.4.8. Allitas. Ha f figguény és X, Y halmazok, akkor

-1

a) f(f(Y)) =Y nlm(f),
b) X N Dom(f) C }1<f(X>> és ha f injekcid, akkor X N Dom(f) = _fl(f(X)>.

—1 —1
Bizonyitds. a) Ha y € f(f(Y)), akkor van olyan x € f(Y), hogy v = f(z); ekkor

-1

f(z) € Y, tehat y € Y, amibdl kovetkezik, hogy f{ f(Y)) C Y NIm(f). Megforditva,

ha y € Y NIm(f), akkor y € Im(f) miatt van olyan x € Dom(f), hogy y = f(z); ekkor
1

y € Y miatt x € } (Y) is teljesiil, tehat y € f(}1<Y>), vagyis Y NIm(f) C f(}1<Y>>.

~1
b) Ha = € X N Dom(f), akkor f(z) € f(X), tehat x € f(f(X)). Megforditva, tegyiik

-1
fel, hogy = € f(f(X)). Ekkor z € Dom(f) és f(z) € f(X), tehat létezik olyan

2 € X NDom(f), hogy f(x) = f(«’). Ha f injektiv, akkor ebbdl az adddik, hogy
-1
x =2’ tehat x € X N Dom(f), igy fennéll az X N Dom(f) = f(f(X)) egyenlsség. B
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Tehat, ha f fliggvény, akkor
-1 -1

— minden Y halmazra f(f(Y)) CY és haY CIm(f), akkor f(f(Y)) =Y;
— minden X C Dom(f) halmazra X C }1<f<X>>, és ha f injektiv, akkor X = }1<f(X>>

6.4.9. Allitas. Legyenek f és g figguények.

a) Ha f és g injekcick, akkor g o f is injekcid és (go f)™' = f~log™L.

b) Ha f rdiképez a Dom(g) halmazra és g raképez az F halmazra, akkor g o f rdképez az
F' halmazra.

c) Ha f bijekcio az E és F halmazok kozitt, és g bijekcio az F és G halmazok kozdtt,
akkor g o f bijekcio az E és G halmazok kozott.

Bizonyitds. a) Tudjuk, hogy injektiv relaciok kompozicidja injektiv és fiiggvények

~1 -1 -1
kompozicidja fiiggvény. Ha R és S relaciok, akkor (SoR) = R o S. Ezekbdl az
allitasokbol és az inverzfiiggvények értelmezésébdl kovetkezik az allitas.

b) Ha z € F, akkor van olyan y € Dom(g), hogy z = ¢g(y), mivel g rdképez F-re. Az f
raképez Dom(g)-re, ezért van olyan x € Dom(f), hogy y = f(x). Ekkor x € Dom(g o f)
és z = (go f)(x), tehat g o f raképez F-re.

c) Az a) alapjan g o f injekcio, és a b) alapjan g o f raképez G-re. B

6.4.10. Allitas. Legyen f: E — F figguény.

a) Ha van olyan g : F — E figguény, hogy f o g = idgr, akkor Im(f) = F. (Az ilyen
tulajdonsdgi g figguényeket az f jobbinverzeinek nevezzik.) Az f minden jobbinverze
myjekcio.

b) Akkor és csak akkor létezik olyan g : F' — E fiiggvény, hogy go f = idg, ha f injekcio.
(Az ilyen tulajdonsagi g figguényeket az f balinverezeinek nevezziik.) Az f minden
balinverze raképez E-re.

Bizonyitds. a) Ha a g : F — FE fiiggvény jobbinverze f-nek, akkor y € F esetén
y = f(g9(y)), tehat y € Im(f). Tovabba, y,y’ € Dom(g) és g(y) = g(y') esetén
y=Tg() = fg(y)) = ', tehat g injekcio.

b) Ha a g : ' — F fiiggvény balinverze f-nek, akkor z,z’ € Dom(f) és f(x) = f(a)
esetén x = g(f(z)) = g(f(a')) = 2/, tehat f injekcio. Tovabba, ha z € E, akkor f(z) € F
olyan, hogy = = g(f(z)), tehat g raképez E-re.

Megforditva, ha f injekcio és Dom(f) # ), akkor rogzitve tetszéleges ¢ € Dom( f) pontot,

-1
ag:= fU(F\In(f)) x {c}) halmaz olyan fiiggvény, amely balinverze f-nek. Ha
Dom(f) = ), akkor az {ires fliggvény balinverze f-nek. B

6.4.11. Allitas. Minden f : E — F figguényre a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

a) f bijekcio az E és F halmazok kiozott.

b) Létezik olyan g : F — E fiiggvény, hogy f o g = idp és go [ = idg (vagyis létezik
olyan figguény, amely az f-nek egyszerre jobbinverze és balinverze).

c) Léteznek olyan g,h : E — F figguények, hogy fog =idg és ho f = idg (vagyis f-nek
létezik jobbinverze és létezik balinverze).



170 6. RELACIOK ES FUGGVENYEK

Bizonyitds. a) = b) Ha f bijekcio E és F kozott, akkor f injekcio, tehat van olyan
g . P — FE fliggvény, amely balinverze f-nek, vagyis g o f = idg. Ekkor f a g-nek
jobbinverze, tehat Im(g) = E. Megmutatjuk, hogy ¢ injekci6. Valoban, ha y,y’ € F
és g(y) = g(y'), akkor léteznek olyan z,2" € E, hogy y = f(z) és vy = f(z'), mivel
f raképez F-re. Ekkor x = g(f(z)) = g(y) = g(¢v/) = g(f(z')) = 2/, tehéat g injekcio.
Ez azt jelenti, hogy g bijekcié F és E kozott, igy 7! = g loidg = g7t o (go f) =
(g7tog)of =idro f = f, amibél nyilvanvaloan kovetkezik, hogy g jobbinverze is f-nek,
mert fog=fo(g~) " = fof=idp.

b) = ¢) Trivialis.

¢) = a) Ha a c) allitas feltétele teljesiil, akkor az el6z6 allitas szerint f injekcid, mert
van balinverze, és raképez F'-re, mert létezik jobbinverze. B

6.4.12. Tétel. Legyenek E, F és G halmazok, valamint f : E — F és g : E — G
figguények. Akkor és csak akkor létezik olyan h : F' — G fiigguény, hogy ho f = g,
vagyts az

ELF

N

G

diagram kommutativ, ha minden (z,2') € E X E pdrra teljesiil az, hogy f(x) = f(z')
esetén g(x) = g(z'). Bdrmely h : F — G figguény a ho f = g feltétellel az Im(f)
halmazon egyértelmien van meghatdrozva.

Bizonyitds. A feltétel nyilvanval6an sziikséges, mert ha h : FF — G olyan fliggvény, hogy
ho f = g, akkor minden (z,2') € E x E parra, f(z) = f(2') esetén g(z) = h(f(x)) =
h(f(z")) = f(a).

Az elégségesség bizonyitasahoz tekintsiik a

he = { (f(x),9(x)) [z € E}

halmazt, amely jol értelmezett mert a definicié szerint h, = {u|(Fz)((z € E) A (u =
(f(x),9(x)))}, és a (Fz)((x € E) A (u = (f(x),g(x))) kijelentés kollektivizalo az u
valtozoban, hiszen ebbdl a kijelentésbdl kovetkezik, hogy u € F' X G, igy elég a részhalmaz
axioméara hivatkozni. Vilagos, hogy h, olyan relacio, amelyre h, C F' x G. Ha (z,y) € h,
és (z,y') € h,, akkor h, definici6ja szerint vehetiink olyan x, 2’ € E elemeket, amelyekre
(z,9) = (f(x),9(x)) &s (z,9) = (f(2'), g(2")), tehat f(z) = z = f(2'), valamint y = g(z)
és y' = g(a’). Ekkor a hipotézis szerint g(x) = g(z’), tehat y = y/. Ez azt jelenti, hogy
a h, relacio fliggvény, tovabba nyilvanvalo, hogy Dom(h,) C Im(f) C F és Im(h,) C G.
Ha x € E, akkor (f(x),g(x)) € h., tehat f(x) € Dom(h,) és h.(f(z)) = g(x), amib6l
kovetkezik, hogy Im(f) C Dom(h,) és h, o f = g. Tehat ha Dom(h,) = F, akkor
h := h, : F — G olyan fiiggvény, amelyre ho f = g. Ha Dom(h,) # F, vagyis Dom(h,)
valodi részhalmaza F-nek, akkor vegyiik h,-nak tetszéleges h : F — G fiiggvény-
kiterjesztését (6.2.9.). Vilagos, hogy h o f = g ekkor is teljesiil, hiszen minden = € F
esetén f(z) € Dom(h,), tehat h, C h miatt h(f(x)) = h(f(x)) = g(z).

Ha h : F' — G tetszdleges olyan fiiggvény, amelyre ho f = g, akkor h,of = g = hof, ezért
Im(f) € {y € Flh.(y) = h(y)}, vagyis hlin(s) = hs«. Ez azt jelenti, hogy a h : FF — G
fiiggvény a ho f = g a feltétellel az Im(f) halmazon egyértelmtien van meghatarozva. W
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6.5. Halmazok szadmossaganak osszehasonlitasa

Halmazok méretének 6sszehasonlitasa céljabol vezetjiik be a kovetkezd fogalmakat.

6.5.1. Definicié. Legyenck E és F' halmazok.
— Az E és F halmazok ekvipotensek, ha létezik bijekcio E és F' kdzott.

— Az E halmaz kisebb-egyenlé szamossagta F'-nél, ha létezik F-nek olyan részhal-
maza, amely ekvipotens E-vel.

— Az E halmaz kisebb szamossagu F-nél, ha E kisebb-eqyenld szamossdgu F-nél és
E nem ekvipotens F-fel.

— Az FE és F halmazok szamossag tekintetében 6sszehasonlithatéak, ha E kisebb-
eqyenld szamossagu F-nél, vagy F' kisebb-eqyenld szamossagi E-nél.

6.5.2. Allitas. (Halmazok ekvipotencidjanak tulajdonsagai.)
a) Minden halmaz ekvipotens onmagdval. (Halmazok ekvipotencidja reflexiv.)

b) Ha E és F halmazok ekvipotensek, akkor az F és E halmazok is ekvipotensek.
(Halmazok ekvipotencidja szimmetrikus.)

c) Ha az E és F halmazok ekvipotensek, és az F' és G halmazok ekvipotensek, akkor az
E és G halmazok ekvipotensek. (Halmazok ekvipotencidja tranzitiv.)

Bizonyitds. a) Ha E halmaz, akkor az idg fliggvény bijekcio E és E kozott.
b) Ha E és F halmazok, és f : E — F bijekcio, akkor f~!: F — E bijekci6.

c) Ha E, F és G halmazok, valamint f : E — F bijekci6 és g : F' — G bijekcio, akkor
go f: E — G bijekcio. B

Az ekvipotencia reflexivitasabol nyilvanvaloéan kovetkezik, hogy ha F halmaz és
E C F, akkor E kisebb-egyenls szamossagu F-nél.

6.5.3. Allitas. Az E halmaz pontosan akkor kisebb-eqyenld szdmossdgi az F halmazndl,
ha létezik E — F' injekcio.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az E halmaz kisebb-egyenls szdmosségi az F' halmaznal.
Legyen F' C F olyan halmaz, hogy E és F’ ekvipotensek, és vegyilink egy f : £ — F’
bijekciot. Ekkor az f : E — F fliggvény injekcio.

Megforditva, legyen f : E — F injekci6. Ekkor Im(f) C F és f bijekcio az F és Im(f)
halmazok kozott, vagyis F ekvipotens Im(f)-fel. Ezért E kisebb-egyenls szémossagu
F-nél. A

6.5.4. Tétel. (Cantor-tétel) Ha E halmaz, akkor nem létezik olyan E-n értelmezett
figgvény, amely rdiképez P (E)-re. Minden halmaz kisebb szdmossdgi a sajat hatvdny-
halmazdnal.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik olyan E halmaz létezését, amelyhez
letezik f: B — P (F) sziirjekcio. Ertelmezziik az

F = {z|(xe E)A(z ¢ f(z))}

halmazt. Ekkor F' € Z(FE), tehat van olyan x € E, hogy F' = f(x), mivel f raképez
P(E)-re. Ha x € F igaz volna, akkor az F' definicioja szerint x ¢ f(x), ami lehetetlen.
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Ebbdl kovetkezik, hogy = ¢ F. Ez viszont az F értelmezése alapjan azt jelenti, hogy
x € f(x), vagyis € F, ami ellentmondas.

Ha FE halmaz, akkor nyilvanval6, hogy az
E— P(E);, z—{z}

fiiggvény injekcio, ezért E kisebb-egyenld szamossagi a & (F) halmaznal, és az el6zbek
szerint nem ekvipotensek, tehat E kisebb szamossagu a Z(FE) hatvanyhalmaznal. B

A Cantor-tételbdl (is) latszik, hogy nem létezik az Gsszes halmazok halmaza, hiszen
ha U az 6sszes halmazok halmaza volna, akkor Z2(U) C U teljesiilne, igy Z2(U) kisebb-
egyenld szamossagu volna U-nél.

Megjegyezziik, hogy a halmazok szamossagdnak fogalmét nem vezettiik be. A szdmos-
sdgoperdcid pontos definicidja megtalalhato az 1. fejezet 3. pontjanak 40. gyakorlataban.

Az eddigi axiomatikabol nem kovetkezik, hogy barmely két halmaz 6sszehasonlithato
volna szamosséag tekintetében (feltéve, hogy az elmélet ellentmondasmentes). Azonban
bebizonyithato, hogy ha két halmaz mindegyike kisebb-egyenld szédmossagi a masiknal,
akkor ekvipotensek egymassal. Errdl szol a kdvetkezs tétel.

6.5.5. Tétel. (Schroder—Bernstein-tétel) Ha az E halmaz kisebb-egyenld szamossd-
gu az F' halmazndl és az F' halmaz kisebb-egyenld szamossagiu az E halmazndl, akkor E
és I ekuvipotensek.

Bizonyitds. Legyenek f: E — F és g : F' — E injekciok.

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy ha H C E olyan halmaz, hogy ¢(F'\ f(H)) = E\ H, és
h: E — F az a fiiggvény, amelyre x € E esetén

. f(z) ,haxeH
he) = { g '(x) ,haxe E\H,

akkor h bijekcio E és F' kozott.

A h figgvény injektiv. Legyenek ugyanis z,2’ € E és tegyiik fel, hogy h(z) = h(z').
Ekkor lehetetlen az, hogy « € H ¢s 2/ € E \ H, kiloénben h(x) = f(z) € f(H) ¢s
h(z') = g7 (a') € F\ f(H), vagyis h(z) # h(a’). Az is lehetetlen, hogy » € E\ H
és ' € H teljesiiljon, kiilonben h(z) = g7 '(z) € F\ f(H) ¢és h(z') = f(2') € f(H),
vagyis h(z) # h(x'). Ezért vagy x,2’ € H, vagy x,2’ € E '\ H teljestil. Az elsé esetben
f(x) = f(2'), tehat f injektivitasa miatt z = 2. A masodik esetben g~'(z) = g~ 1(2'),
tehat ¢! injektivitasa miatt x = 2.

A h fiiggvény réaképez F-re. Legyen ugyanis y € F tetszéleges. Ha y € F'\ f(H), akkor
g(y) € E\ H, igy h(g(y)) = g (9(y)) =y. Hay € f(H), akkor létezik olyan x € H,
hogy y = f(x), tehat h(x) = f(x) = y.

Tehét elegends olyan H C E halmazt elGallitani, amelyre g(F' \ f(H)) = E '\ H. Ehhez
legyen 27 == {X|(X C E)A(g(F'\ f(X)) C E\X)},és H := U%ﬂ Megmutatjuk, hogy
H olyan halmaz, amely rendelkezik a megkdvetelt tulajdonsaggal. Valoban, ha X € 7,
akkor X C H, tehat g(F\ f{H)) C g(F\ f(X)) C E\ X, fay X C E\ g(F\ f(H)).
Ebbdl kovetkezik, hogy H C E'\ g(F'\ f(H)). Legyen most X := E\ g(F \ f(H)). Az
imént lattuk, hogy H C X, ezért g(F \ f(X)) Cg(F\ f(H)) = E\ X, vagyis X € 7,
igy X C H, azaz X = H. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy E \ g(F'\ f(H)) = H, azaz
g(F\f(H))=E\H. 1
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A Schroder—Bernstein-tételnek kiilonosen fontos jelent&sége van halmazok ekvipoten-
cidjanak eldontésében.

6.5.6. Definicio. Vezessik be a 0 := () és 1 := {0} jeloléseket. Ha E halmaz, akkor
minden H C E halmazra Xy g jeloli a kovetkezd fiigguényt:

1 , haxe H,;

Xpe:E—{0,1}; 2= Xggp(z) ::{ 0 ,haze E\H

Ha H C E, akkor a Xgp € F(FE;{0,1}) figgvényt a H halmaz (E-re vonatkozo)
karakterisztikus fiiggvényének nevezzik. Ha vildgos, hogy a H melyik (rogzitett) E
halmaz részhalmaza, akkor a Xg g szimbolum helyett az egyszeribb Xg jelet haszndljuk.

Nyilvanval6, hogy minden E halmazra a Z(E) — % (F;{0,1}); H — Xy leképezés
bijekcio, tehat az E halmaz hatvanyhalmaza és az % (E; {0, 1}) fiiggvényhalmaz kézott
nagyon szoros kapcsolat van (ti. kitiintetett médon azonosithatoak).

6.5.7. Allitas. Legyenck E, F, G halmazok és minden f : E x F — G fiigguényre,
valamint x € E pontra legyen f(x,-) : F — G az a figgvény, amely minden y € F
ponthoz az f(x,y) értéket rendeli, vagyis f(x,)(y) := f(x,y). Ekkor az

F(Ex F,G) = F (£, 7 (F;G)) 5 [ (v f(z,-))

fligguény bijekcio. (Ezt nevezzik az F(E x F;G) és F(F; #(F;Q)) figgvényhalmazok
kézitti kanonikus bijekcionak.)

Bizonyitds. Jelolje @ a vizsgalando fiiggvényt.

Legyenek f, f' € F(ExF; Q) olyanok, hogy f # f’. Ekkor vehetiink olyan (z,y) € ExF
part, amelyre f(x,y) # f'(z,y). Ebbdl kovetkezik, hogy (®(f))(z) = f(z,-) # f'(z,) =
(®(f"))(x), hiszen az y pontban ezek a fliggvények kiilonbozs értéket vesznek fel. Tehat
O(f) # ®(f’), hiszen az = pontban ezek a fiiggvények kiilonb6z6 értéket vesznek fel. Fz
azt jelenti, hogy a ® fliggvény injektiv.

Legyen h € F(FE; % (F;@)), és értelmezziik az
fAEXF =G (2,y) = (h(z))(y)
fiiggvényt. Ekkor minden x € FE esetén f(z,-) = h(x), vagyis ®(f) = h. Ezért a &
fiiggvény sziirjektiv. W
6.5.8. Definici6. Azt mondjuk, hogy az E halmaz legalabb két elemi, ha E nagyobb-

egyenld szamossdgi a {0,1} halmazndl, ahol 0 := 0 és 1 := {(}.

Konnyen lathato, hogy az E halmaz pontosan akkor legalabb két elemti, ha léteznek
olyan a € F és b € E elemek, hogy a # b. Valéban, ha a és b ilyen elemek, akkor az

a, hax=0

0,1} - F;, x+—
{0,1} {b, haz =1

leképezés injekcio, tehat az E halmaz legalabb két elemti. Megforditva, ha az E halmaz
legalabb két elemt, akkor létezik f : {0,1} — E injekcio, és ekkor a := f(0) és b := f(1)
olyanok, hogy a € E, b€ E és a # b.
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6.5.9. Allitas. Legyenek E, E', F és F' olyan halmazok, hogy E kisebb-eqyenld
szamossagu F-nél és E' kisebb-eqyenld szamossdgi F'-nél.

a) Ho FNF' =0, akkor EU E' kisebb-egyenld szamossdgi az F'U F' halmazndl.
b) Az E x E' halmaz kisebb-egyenld szdmossdgi az F' x F' halmazndl.

c) Ha F és F' mindketten legaldbb két elemd halmazok, akkor E U E' kisebb-egqyenld
szamossagu az F' < F' halmazndl.

Bizonyitds. a) Ha f : E — F és f' : E' — F’ injekciok, akkor nyilvanvalo, hogy az
fU(f'leng) : EUE" — FUF' fiiggvény injekcio, tehat az U E’ halmaz kisebb-egyenls
szamossagi az F'U F’ halmaznél.

b)Ha f: E — F és f': B/ — F' intekciok, akkor nyilvanvalo, hogy az
ExE 5 FxF; (5,2) (f(@), )

leképezés injekcio, tehat az E x E’ halmaz kisebb-egyenls szdmossagu az F x F’
halmaznal.

c) El6szor megmutatjuk, hogy ha F' és F’ mindketten legalabb két elemd diszjunkt
halmazok, akkor F'U F’ kisebb-egyenls szamossagt az F' x F’ halmaznal.

Ehhez legyenek a,b € F, illetve a/,b’ € F’ olyanok, hogy a # b és a’ # b’, és értelmezziik
azt a g: FUF — F x F' fuggvényt, amelyre y € I esetén

) (y,d), hay#a
9) { (a,b"), hay=a,

tovabba y' € F’ esetén

(b,0"), hay =b"

Nyilvanval6, hogy g az F' és az F’ halmazon injektiv, tovabba

g9(F) = (F\{a}) x{a'}) U{(a, b7},
g(F") = ({a} U (F\{b})) u{(b, )},

amibdl lathato, hogy g(F) Ng(F") =0, tehat g : F U F' — F x F’ injekcio.

Most konnyen belathato, hogy ha E kisebb-egyenls szamossagu F-nél, és E’ kisebb-
egyenld szamossagu F’-nél, valamint az F' és F’ halmazok legalabb két elemt diszjunkt
halmazok, akkor E' U E’ kisebb-egyenls szamossagn az F' x F’ halmaznél. Valoban, az
a) allitas szerint F'U E’ kisebb-egyenld szamossagu az F'U F' halmaznal, amely az el6z6
bekezdés alapjan kisebb-egyenls szamossagi az F' x F’ halmaznal.

Végiil, attérve az altalanos esetre: {0} x F ekvipotens F-fel, tehat E kisebb-egyenls
szamossag a {0} x F halmaznal, tovabba {1} x F’ ekvipotens F’-vel, tehat E’ kisebb-
egyenld szamossaga a {1} x F’ halmaznal. Vilagos, hogy ({0} x F)N({1} x F') = (0, ezért
az el6z6 bekezdés alapjan E'U E’ kisebb-egyenls szamossagu a ({0} x F) x ({1} x F’)
halmaznal. Ez utobbi halmaz a b) allitas alapjan kisebb-egyenld szamossagi az F x F’
halmaznal (s6t azzal ekvipotens). Ezért E'U E’ kisebb-egyenls szamossaga az F' x F’
halmaznal. W
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6.6. Miiveletek

6.6.1. Definicié. Az E halmaz feletti (belsd, kétvdltozds) miiveletnek nevezink min-
den E x E — F tipusi fliggvényt.

A miiveletek adott helyen felvett értékének jelolésére haromféle konvenciot alkalmaz-
nak. Ha E halmaz és T : EXFE — E miivelet, akkor (z,y) € ExF eseténa T ((z,y)) € E
értéket a kovetkezdképpen jelolhetjiik:

— prefiz jeloléssel T xy,
— anfiz jeloléssel x Ty,
— postfiz jeloléssel xy T.

Mi a tovabbiakban az infix jel6lési konvenciot alkalmazzuk.

6.6.2. Definicié. Legyen E halmaz és T : E X E — E miuvelet.

— A T mdveletet asszociativnak nevezziik, ha minden x,y,z € E elemre
zT(yTz)=(xTy Tz
— A T mdveletet kommutativnak nevezziik, ha minden x,y € E elemre
zTy=yTlux

— A T mdveletetet neutralis-elemesnek nevezziik, ha létezik olyan e € E, hogy minden
x € E elemre
rle=elx=ux.

Minden ilyen tulajdonsdgi e € E elemet a T mivelet neutralis elemének neveziink.
(Megjegyezziik, hogy legfeljebb egy neutrdlis elem létezhet, mert ha e, e’ € E neutrdlis
elemek, akkore =eT e =¢€'.)

— Ha T neutrdlis-elemes ése € E a T neutrdlis eleme, akkor azx € E elem inverzének
neveziink minden olyan x' € E elemet, amelyre

/ /
T =Tz =e.

(Megjegyezziik, hogy ha T asszociativ és neutrdlis-elemes mivelet, akkor minden x € E
elemnek legfeljebb eqy inverze létezik, mert ha o', x" € E inverzei x-nek, akkor z' =
eTa' =@ Ta)Ta' =2a"T(xTa)=a"Te=2")

— A neutrdlis-elemes T mdveletet inverzelemesnek nevezziik, ha az E minden elemé-
nek létezik inverze.

- A T miveletetet zérus-elemesnek nevezziik, ha létezik olyan z € E, hogy minden
x € E elemre
z T z=2z2zTzxz = z

Minden ilyen tulajdonsdgu z € FE elemet a T midvelet zéruselemének neveziink.
(Megjegyezziik, hogy legfeljebb egy zéruselem létezhet, mert ha z,z' € E zéruselemek,
akkor z =2z T 2/ =2.)

6.6.3. Definicié. Legyenck T és L miveletek az E halmaz felett. Azt mondjuk, hogy a
T mdvelet disztributiv a L mdveletre nézve, ha minden x,y,z € E esetén

xT(ylz) = (xTy) L(zTz2)

(yl2)Te =(wyTz)L(zTa).
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6.6.4. Definicié. Legyenck T és L miveletek az E halmaz felett. Azt mondjuk, hogy a
T mivelet abszorptiv, vagy elnyeld a L miveletre nézve, ha minden x,y € E esetén

xT(xly) =
(yLlo)Ta =z

6.6.5. Definici6é. Egy halmaz feletti miveletet csoportmiiveletnek neveziink, ha
asszociativ, neutralis-elemes és inverzelemes. A (G, T) pdrt csoportnak nevezzik, ha
T csoportmivelet a G halmaz felett.

6.6.6. Definici6. Ha T mdvelet az E halmaz felett, akkor minden X,Y C E halmazra
XTY ={zTy| (e X)AN(yeY) },

tovdbbd, a

P(E)x P(E) - P2(E); (X,)Y)—XTY

P(E) feletti miveletet a T miuvelet dltal meghatdrozott komplexusmiiveletnek nevez-

6.7. Halmazrendszerek

6.7.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy (E;);c; halmazrendszer, ha ez olyan figgvény,
amely az I halmazon értelmezett és minden © € I elemhez az E; értéket rendeli. Ekkor az
I halmazt (tehdt a figgvény definicids tartomdnydt) a halmazrendszer indexhalmaza-
nak és az I elemeit indexeknek nevezziik. Azt mondjuk, hogy az (E;)icr halmazrendszer
diszjunkt, ha minden i,j € I indexre, i # j esetén E; N E; = 0 teljesil.

6.7.2. Allitas. Legyen (E;)ic; halmazrendszer.
a) A (Fi)((i € I) A (x € E;)) kijelentés kollektivizdlo az x vdltozdban.
b) Ha I#0, akkor a (Vi)((i € I)=(x € E;)) kijelentés kollektivizdlé az x vdltozdban.

c) Az "(f figgvény) A (Dom(f) = I) A ((Vi)((i € I) = (f(i) € E;)))" kijelentés
kollektivizdlo az f wvdltozoban.

Bizonyitds. Jelolje F' az (FE;);c; halmazrendszert.

a) Ha (3i)((1 € I) A (x € E;)) teljesiil, akkor van olyan ¢ € I, hogy = € E; = F(i) €
Im(F), tehat x € U Im(F), igy a részhalmaz axioma alapjan a) teljesiil.

b) Legyen i, € I rogzitett index. Ha (Vi)((: € I) = (v € E;)) teljesiil, akkor = € E;_,
ezért a részhalmaz axioma alapjan b) teljesiil.

c) Az a) szerint képezhet6 a H = {z|(3i)((: € I) A (x € E;))} halmaz. Ha
"(f figguény) A (Dom(f) =I)A((Vi)((i € I) = (f(i) € E;)))" teljesiil, akkor f C I x H,
tehat f € P(I x H), ezért a részhalmaz axioma alapjan c) teljestl. W

6.7.3. Definici6. Legyen (E;);c; halmazrendszer.
UEi = {z|(F)((t € I) N (z € E;))} és ezt a halmazt az (E;);c; halmazrendszer

icl
uniéjanak nevezziik.

~ Ha Il # 0, akkor ﬂEZ ={z|(Vi)((: € I) = (z € E;))} és ezt a halmazt az (E;)ier

il
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halmazrendszer metszetének nevezzik.

~ 11 E = {FI(f figguény) A (Dom(f) = I) A ((Fi)((i € I) = (f(i) € E0)))} és ezt a
iel

halmazt az (F;);c;r halmazrendszer szorzatanak nevezzik.

Vigyazzunk arra, hogy halmazrendszer metszetének értelmezhetéségéhez sziikséges
az, hogy az indexhalmaz ne legyen iires! Ugyanis az (E;);cp tres halmazrendszerre a
(Vi)((i € 0)=(x € E;)) kijelentés tétel minden x véltozora (ex falso sequitur quod-
libet 2.4.8.), tehat ha ez a kijelentés kollektivizalo volna az x valtozoban, akkor az
{z|(Vi)((: € I) = (¢ € E;))} halmaz egyenl§ volna az Gsszes halmazok halmazéaval,
amely nem létezik.

Ugyanakkor az (E;);cp iires halmazrendszer unioja és szorzata jol értelmezett, és
konnyen lathato, hogy U E; = (), valamint H E; = {0} teljesiil.

i€l i€

6.7.4. Allitas. Legyen (E;)ic; halmazrendszer. Ekkor jol értelmezett az ({i} x E;)ier
diszjunkt halmazrendszer, és jol értelmezettek az

Wiy x B) = I ()=,

[ U({@-} x E;) — UE (i,2) — x

figguények. A v figgvényre Im(v) = {i € I|E; # 0} teljesil. Az f fiigguény sziirjekcid és
pontosan akkor injektiv, ha az (F;)ier halmazrendszer diszjunkt.

Bizonyitds. Legyen E := (E;)er, vagyis E az a fliggvény, amelyre Dom(E) = [ és
minden i € [ esetén E(i) = E;,. Ha i € I, akkor {i} x E; € Z(I) x Im(F). Ez
azt jelenti, hogy ha 7 (z) jeloli a (3i) (( € I) A (2 = (4, {i} x E;))) kijelentést, akkor z €
I x(Z(I)xIm(F)), igy a részhalmaz axioma szerint a (3i) ((i € I) A (z = (i, {i} x E;)))
kijelentés kollektivizald a z valtozoban, igy képezhets az F := {z]|.<7(2)} halmaz.

Ha z € F, akkor vehetiink olyan i, € I indexet, hogy z = (i., {i«} X E;,), tehat z
par, vagyis az f halmaz relacio. Ha (z,vy') € F és (z,y”) € F, akkor F definicioja
szerint vehetiink olyan ¢ € I és i" € [ indexeket, hogy (z,y) = (V/,{i'} x Ey) és
(x,y") = (", {i"} x Ew), tehat i/ =x =1i" ésy = {i'} x Ey és y’' = {i"} x E;». Ekkor
i = i" miatt {i//} = {Z/} és Ei// = Ez"; igy y” = {’i”} X Ei// = {Z/} X Ei/ = y,. Ez azt
jelenti, hogy F' fiiggvény.

Ha = € Dom(F), vagyis (Jy)((x,y) € F) tétel, akkor rogzithetiink olyan y, halmazt,
hogy (x,y.) € F, tehat F definicidja szerint vehetiink olyan i, € [ indexet, hogy
(,yx) = (is, {ix} X Ey,), igy = i, € I, ami azt jelenti, hogy Dom(F') C I. Megforditva,
ha i € I, akkor y,. := {i} x E; olyan halmaz, hogy (i,y.) € F, tehat (Jy)((i,y) € F)
tétel, ami azt jelenti, hogy i € Dom(F'), ezért I C Dom(F). FEzzel belattuk, hogy
Dom(F) = I.

Ha i € I, akkor (i, F(i)) € F, tehat vehetiink olyan i, € I indexet, hogy (i.F(i)) =
(s, {is} X E;,), tehat i, = i és F(i) = {i.} x E;, = {i} x E;. Ez azt jelenti, hogy az
F fiiggvény definiciés tartomanya I és minden i € I esetén F(i) = {i} x E;, vagyis F’
azonos az ({i} X F;);e; halmazrendszerrel.

Az ({i} X E;)ic; halmazrendszer diszjunkt, mert i',7" € I és i’ # " esetén {i'} # {i"},
kovetkezésképpen ({i'} x Ey) N ({i"} x Ejn) = 0, hiszen ha z eleme volna a metszetnek,
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akkor léteznének olyan y' € Ey és y” € E;» elemek, hogy (7,y) = z = (i",y"), ezért
1" = i" teljesiilne, holott i" # .

Vezessiik be a D := U({z} x E;) és E = U E; halmazokat.

iel il
A= {(z,1) € D x I|z € {i} x E;} relacio fiiggvény, mert (z,7'),(z,i") € ¢ esetén
z € ({I'} x Ex) N ({i"} x Ew), tehat az ({i} X E;);c; halmazrendszer diszjunktsaga
folytan ¢/ = ¢”. Tovabba nyilvanvalo, hogy {z € D|(Fi € I)(z,i) € t} = D, tehat
Dom(t) = D, és z € D esetén v(z) € I az az index, amelyre z € {i} x E;, vagyis minden
(1,x2) € D esetén t(x,i) = i. Ha i € Im(¢), akkor van olyan = € F;, hogy ¢(x,i) = i, tehat
E; # 0. Megforditva, ha ¢ € I olyan, hogy E; # (), és x € E;, akkor i = «(x,4) € Im(1).
Ez azt jelenti, hogy Im(:) = {i € I|E; # 0}.
Az f:={(z,2) € Dx E|(3i)((i € I) N (xz € E;) A\ (2 = (i,2))} relacio fiiggvény, mert
(z,2'),(z,2") € f esetén vehetiink olyan ¢',i" € I indexeket, hogy 2’ € Ey és 2" € En
és (i',2") = z = (i",2"), tehat o’ = 2”. Vilagos, hogy Dom(f) C D, és ha z € D, akkor
D definicidja szerint van olyan i € I, hogy z € {i} x E;, tehat van olyan x € E;, hogy
z = (i,x), vagyis z € Dom(f). Ezért Dom(f) = D, tovabba = € E esetén F definicioja
szerint van olyan ¢ € I, hogy x € E;, tehat (i,z) € D és x = f(i,z) € Im(f), vagyis
f D — E sziirjekcio.
Ha f injekcio, és i',¢” € I olyan indexek, hogy Ey N Ey # (), akkor vehetiink egy
x € Ey N Ey elemet, és ekkor f(i',z) = z = f(i",z), tehat i = i”, ami azt jelenti,
hogy az (F;);c; halmazrendszer diszjunkt. Megforditva, ha az (F;);c; halmazrendszer
diszjunkt, és (', 2'), (i",2") € D olyanok, hogy f(i,2") = f(i",2"), akkor f definicioja

szerint &' = x” € Ey N By, tehat ' = 1", vagyis (i, 2') = (i",2"), azaz f injekcio. B

6.7.5. Definicié. Az (E;);c; halmazrendszer diszjunkt uniéjanak nevezzik az
({i} x Ey)ier

diszjunkt halmazrendszer unidgjdt, és ezt a | | E; szimbolummal jeloljik, tehdt

|_|E = U({i}xa).

Tovdbbd, ha (E;);e; halmazrendszer, akkor a

|_|E1—>UEZ, (i,2) =z

iel icl

leképezést a | | E; diszjunkt unié és a UEZ unio kézotti kanonikus sziirjekciénak
= iel
nevezzipk.

Halmazrendszer uniojanak (illetve metszetének) fogalma a halmazok uni6janak (illetve
metszetének) altalanositasa. Errdl szol a kovetkezo allités.

6.7.6. Allitas. Legyenck A és B halmazok. Legyen I tetszéleges két elemid halmaz,
vagyis léteznek olyan o és 8 halmazok, amelyekre « # 5 és I = {«, 5}. Ha E, := A és
Eg .= B, akkor

UJE = AuB; (E = AnB.

il el
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Bizonyitds. Ha x € UEZ" akkor van olyan i € I = {«, 8}, hogy = € E;, ezért i = «
iel
esetén r € £, = A, mig i = 3 esetén z € Eg = B, amibdl kovetkezik, hogy x € AU B.
Megforditva, ha + € AU B, akkor x € A = E, vagy v € B = Ej, ezért van olyan
i € {a, B} =1, hogy = € E;, ami azt jelenti, hogy z € UEl
iel
Ha z € ﬂEi, akkor minden i € I = {«,(} esetén = € E;, ezért x € E, = A és
iel
x € Eg = B, vagyis v € AN B. Megforditva, ha x € AN B, akkor x € A = E, ¢és
x € B = Ejp, ezért minden i € {a, f} = [ esetén = € E;, vagyis « € ﬂEl [ |
iel

Halmazrendszer szorzatanak fogalma a Descartes-szorzat fogalmanak altaldnositasa.

Errél szol a kovetkezd allités.

6.7.7. Allitas. Legyenck A és B halmazok. Vezessiik be a 0 := () és 1 := {0} objektu-
mokat, és legyen I := {0,1}. Ha (E;)er jeloli azt a halmazrendszert, amelyre Ey := A
és By .= B, akkor a

o:[[E—Ax B fe(£0),£(1)),

icl

fiigguény bijekcio.

Bizonyitds. Legyenek f, f' € HEZ olyanok, hogy ®(f) = ®(f’). Ekkor (f(0), f(1)) =
il
(f'(0), f'(1)), tehat f(0) = f'(0) és f(1) = f'(1), igy f = f'. Ezért ® injekcio.
Legyen (a,b) € A x B, és tekintstik az f := {(0,a), (1,b)} halmazt. Nyilvanvalo, hogy
f olyan fliggvény, amelyre Dom(f) = {0,1} = I és f(0) = a € A = Ej, valamint
f(1) =b € B = E, tehit f € [[ Ei. Tovabba, ®(f) := (f(0),f(1)) = (a,b), amibsl
il

kovetkezik, hogy & sziirjekcio. B

A halmazrendszerek szorzataval kapcsolatban a kovetkezd fliggvényeket értelmezziik.

6.7.8. Definicié. — Legyen (E;)ic; halmazrendszer és E = H E;. Ekkor mindeni € I
il
indexre a
pr;: E— E; 5 f f(i)

fiigguényt az E szorzathalmaz i-edik projekcio-fiiggvényének nevezziik.
— Legyen (E;)ic; halmazrendszer. Minden k € I és x = (2;),c; € H E; esetén
iel
in;ax B — H E;
el
az a fiigguény, amelyre minden x € Ey, ési € I esetén

x; , hai#k;

xr ,hat=k,

(it x(2)) (1) == {
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és az ing x fligguényt az By, halmaz x ponthoz tartozo injekcio-fiiggvényének nevezziik.

— Legyen (E;)icr halmazrendszer, F halmaz, és f : H E; — F fiigguény. Ekkor minden
iel
kel ésx= (), € HE, esetén az
el

fOiIlk7XIEk>—>F

fiigguényt az f fligguény x ponthoz tartozo k-adik parcialis fliggvényének nevezziik.

— Legyen E halmaz, (E;)ic; halmazrendszer és (f;)ier € H F(FE; E;). Ekkor az
el
E=]]E ;5 o0 (fi@))ier
i€l
figgvényt az (f;)ic; fliggvényrendszer egyiittesének nevezziik.

—  Legyenek (E;)icr €s (Fy)icr (egyenld indezhalmazi) halmazrendszerek és legyen
’L 16[ c H Ez, F EkkOT’ a

i€l

X fz HE — HE 5 :L'z iel = (fz($z))zel

i€l el
fligguényt az (f;):cr fliggvényrendszer szorzatanak nevezzik.

Erdemes itt megfogalmazni a fiiggvények Gsszeragasztasanak tételét (6.2.10.) fiigg-
vényhalmaz helyett fliggvényrendszert véve.

6.7.9. Allitas. (Fiiggvényrendszer Osszeragasztasa) Legyen ( fi)icr olyan rendszer,
amelynek minden tagja fiigguény, és teljesil az, hogy minden i,5 € I indexre

filDom(f)nDom(f;) = f|Dom(f:)nDom(s))-

Ekkor az f := Ufi halmaz figguény, és Dom(f) = UDom(f,-), és Im(f) = UIm(fi),
el el el
valamint minden © € I esetén fi = f|pom(s)-

Bizonyitds. Elegends az 6.2.10. allitast alkalmazni az {f;|i € I} fiiggvényhalmazra. B
6.7.10. Kovetkezmény. Legyen (fZ)ZE[ olyan rendszer, amelynek minden tagja fdgg-
vény, €s teljesiil az, hogy minden i,j € I indezxre, haz = 4, akkor Dom(fl)ﬂDom(f]) =

Ekkor az f := Ufl halmaz figgvény, és Dom(f) = UDom fi), és Im(f UIm fz

iel i€l i€l
valamint minden © € I esetén fi = flpom(s)-
Bizonyitds. Az el6z allitéds alapjan nyilvanval6, mert ekkor minden i,j € I esetén, ha
l 7& ]7 akkor fl‘Dom (fi)NDom(f;) (Z) f]‘Dom (fi)NDom(f;)- u

6.7.11. Allitas. (Fiiggvényhalmaz-rendszerek értelmezése) Ha (E;)ic; és (F})jes
halmazrendszerek, akkor jol értelmezett az

(Fo(E; Fj))(i,j)eIXJ

halmazrendszer, ahol (i,j) € I x J esetén Fo(E;; F;) jeloli az E; — F; figguények
halmazat.
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Bizonyitds. ElGszor azt igazoljuk, hogy az
F)EF)(Ge )N e )N (x=((7), F(E; F))) )

kijelentés kollektivizalé az x valtozoban, ahol x nem szerepel az (E;)icr és (F})jes
halmazrendszerekben. Jelolje ezt a kijelentést o7 (x).

Legyen F = UEZ és F = U F;, tovabba jelolje F#y(E; F) az E — F fiiggvények
i€l jer

halmazat. Vildgos, hogy x nem szerepel E-ben és F-ben, igy .%(E;F)-ben sem.

Tegyiik fel, hogy <7 (x) igaz. Ekkor vehetiink olyan i € I és j € J elemeket, hogy

tehat Zo(E;; F;) € P(Fo(E; F)). Ez azt jelenti, hogy © € (I x J) x P(F#(E; F)), és

természetesen « nem szerepel az (I x J) x Z(%y(F; F')) halmazban. Ezért a részhalmaz

axioma-sémabol kovetkezik, hogy az o7 (z) kijelentés kollektivizaloé z-ben, tehat a

G = {z|(x)}

halmaz rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy (Vx)( (x € G)<of (x) ) tétel.

A bizonyitast azzal fejezziik be, hogy megmutatjuk, hogy G fiiggvény, és Dom(G) = I X J,
és minden (7,5) € I x J esetén G(i,j) = Fo(E;; Fj), ami pontosan azt jelenti, hogy G

egyenl$ az (%o (E;; F})) (ij)erxs fuggvényhalmaz-rendszerrel. W

6.8. Kivalasztasi axioma

Kivalasztasi axioma. Ha (F;);c; olyan halmazrendszer, hogy minden i € I indexre
E; # 0, akkor HEZ # 0.
icl

Megjegyezziik, hogy ha (E;);c; olyan halmazrendszer, hogy minden ¢ € I indexre

E; # (), akkor a H E; # () szorzathalmaz elemeit kivalaszt6 fliggvényeknek nevezik,
iel

mert ezek minden ¢ € I indexhez hozzarendelik az E; valamelyik elemét, vagyis az E;
nem iires halmazbol kivalasztanak egy elemet.

A kivalasztasi axioma olyan egzisztencia-axioma, amely abban az értelemben nem
konstruktiv, hogy semmiféle utalast nem tartalmaz arra vonatkozdan, hogy milyen mo-
don lehet kivélaszto fiiggvényt elGallitani; csak kivalaszto fliggvény létezését allitja. Ebbsl
kovetkezik, hogy a kivalasztéasi axiomara hivatkozo bizonyitésok szintén nem konstrukti-
vak.

Habar a kivalasztasi axiomanak kigondolhato olyan "természetes bizonyitésa", amely
elss ranézésre elfogadhatonak tiinik (46. gyakorlat); alaposabb vizsgalatok utén kidertil,
hogy minden ilyen bizonyitas rossz az elsérendii nyelvekre alapozott halmazelméletben,
ha a kivalasztasi axioma nélkiili halmazelmélet ellentmondésmentes. Ma mar ismeretes
az, hogy a kivalasztési axioma nem bizonyithato az els6rendd nyelvekre alapozott hal-
mazelmeélet tobbi axioméajabol (Cohen tétele, 1963.), és nem cdfolhatd, vagyis a negacioja
sem bizonyithato (Gddel tétele, 1939.), feltéve, hogy a tobbi axioma ellentmondasmentes
elméletet hataroz meg. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha az elsérendi nyelvekre alapozott
halmazelmélet a kivalasztasi axioma nélkiil ellentmondasmentes, akkor az axiémarend-

s stz

dédsmentes elméletet kapunk.
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A kivalasztasi axiomat rendkiviil gyakran alkalmazzuk a matematikiban. A segitsé-
gével sok olyan matematikai objektum létezése igazolhatd, amelyek létezését eleve elvar-
juk. Azonban a kivalasztasi axidéméra hivatkozva olyan megdobbentd tulajdonsédgokkal
rendelkezd Gn. paradox halmazok létezése is igazolhato, amelyek elGallithatosédga elkép-
zelhetetlennek tiinik. E paradox halmazok koziil az egyik leghiresebbet a Banach-Tarski
paradoxon szolgaltatja, amely szerint barmely egységsugaru térbeli gomb szétdarabolhaté
véges sok részhalmazra ugy, hogy e darabokbol Gsszeéllithatunk két, ugyancsak egység-
sugart gombot. Ebben nincs semmi logikas ellentmondas; csak szemléleti paradoxonrol
van szo.

6.8.1. Allitas. A kivdlasztdsi azidma ekvivalens azzal, hogy minden f fiigguényhez
létezik olyan g : Im(f) — Dom(f) figgvény, amely jobbinverze f-nek, vagyis f o g =
idim(s)-

Bizonyitds. Tegytlik fel a kivalasztasi axiomat és legyen f tetszéleges fliggvény. Az

-1
Im(f) halmaz definicija szerint az ( f ({y}))yem(s) halmazrendszerre teljesiil az, hogy

—1 -1
minden y € Im(f) elemre f({y}) # 0, tehat H f{{y}) # 0. Ha g eleme ennek a
y€lm(f)
szorzathalmaznak, akkor g fiiggvény és Dom(g) = Im(f), tovabba f o g = idpm(y).
Megforditva; tegyiik fel, hogy minden f fiiggvényhez létezik olyan g : Im(f) — Dom(f)
fliggvény, amely jobbinverze f-nek, vagyis f o g = idm(s). Legyen (Ej)icr olyan
halmazrendszer, hogy minden i € I indexre E; # (). Ertelmezziik az E := U E; halmazt,
iel
és tekintsiik az ({1} X E;);e; halmazrendszert. Legyen E' := U({@} x E;) és jelolje py
i€l
(illetve po) az I x E — I (illetve I x E — E) projekcio-fiiggvényt. Ekkor E' C I x E és
az f := p1|p : E' — I figgvény rdképez I-re, mert minden i € I indexre E; # (). Ezért
Im(f) =1 és Dom(f) = E'. Ha g : I — E' olyan fiiggvény, hogy f o g = idim(s) = ids,
akkor az s := py o g : I — F fiiggvény olyan, hogy Dom(s) = [ és minden ¢ € I elemre
s(i) € E;, vagyis s € HEZ [ |
iel

Ennek fontos kovetkezménye, hogy ha E és F' halmazok és létezik EF — F sziirjekcio,

akkor F' kisebb-egyenld szédmossigi E-nél.

A kovetkez — kombinatorikus meggondolasokban gyakran alkalmazott — tétel
bizonyitasabol jol lathato, hogyan alkalmazhatjuk a kivalasztasi axiomaét.

6.8.2. Tétel. Legyenek E, F halmazok, f : E — F olyan fiiggvény, és G olyan halmaz,

—1
hogy minden y € F esetén G és f ({y}) ekvipotensek. Ekkor az E és F x G halmazok
ekvipotensek.

-1 -1

Bizonyitds. Minden y € F esetén jelolje B(G; f ({y})) az G — f({y}) bijekciok hal-
-1

mazat. A hipotézis szerint minden y € F esetén B(G; f ({y})) # 0, ezért a kivalasz-

-1
tasi axioma alkalmazésaval vehetiink egy g € H B(G; f ({y})) elemet. Tehat g olyan
yeF

1
fiiggvény, hogy Dom(g) = F és minden y € F elemere g(y) : G — f({y}) bijekcio.
Ertelmezziik a

O FxG—=E; (y,2)~ (9(y)(2)
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leképezést. Megmutatjuk, hogy ® bijekcido F' x G és E kozott.
Legyenek (y, 2), (¢, ") € F'x G olyan parok, hogy ®(y, z) = ®(y/, 2), vagyis (9(y))(2) =

-1
(9(v'))(2"). A definicio6 szerint (g(y))(z) € f{({y}), tehat f((g(y))(2)) = y, és hasonléan
kapjuk, hogy f (1(9(?/))(2/)) = y'. Ebbcl adodik, hogy y = ¢/, tehat (g(y))(2) = (9(y))(<").
Ag(y) : G — f({{y}) figgvény injektiv, ezért z = 2’. Ebbdl kapjuk, hogy (y, z) = (v/, 2/),
tehéat a @ fiiggvény injektiv.

-1
Legyen x € E tetsz6leges. Ekkor y := f(z) € F olyan, hogy =z € f{{y}), vagyis a

-1
g(y) : G — f({{y}) fiiggvény sziirjektivitasa miatt vehetiink olyan z € G elemet, hogy
O(y,2) = (9(y))(2) = x. Ez azt jelenti, hogy a ® : F' x G — E fiiggvény sziirjektiv. l

6.8.3. Kovetkezmény. Legyen (E;);c; olyan diszjukt halmazrendszer és G olyan hal-

maz, hogy minden © € I esetén E; ekvipotens G-vel. Fkkor az U E; halmaz ekvipotens

I x G-vel. “

Bizonyitds. Ha G = (), akkor U E; =0 =1 x G, tehat az allitas igaz, igy feltehets, hogy
iel

G # (). Ekkor legyen E := DE’ és f : E — I az a fiiggvény, amely minden z € F

elemhez hozzéarendeli azt az }E(Ix) € I elemet, amelyre z € Ey,). Minden i € I esetén

-1
f {i}) = E;, tehat ez a halmaz ekvipotens G-vel. A 6.8.2. tételt alkalmazva azonnal
kapjuk, hogy F és I x GG ekvipotensek. W

6.8.4. Allitas. Legyen (E;)ics olyan halmazrendszer, hogy minden i € I indexre E; # 0.
Ha f olyan figgvény, hogy Dom(f) C I és minden i € Dom(f) esetén f(i) € E;, akkor
létezik olyan f € HE’ fiigguény, hogy f az f kiterjesztése.

icl
Bizonyitds. A hipotézis szerint minden ¢ € I\ Dom(f) esetén E; # (), ezért a kivalasztasi

axioma alkalmazaséval vehetiink egy g € H E; fiiggvényt. Ekkor f := fUg olyan
i€I\Dom(f)

fliggvény, hogy f C f és f € HE% [ ]

i€l

6.8.5. Allitas. Legyen (E;)ier olyan halmazrendszer, hogy minden i € I indexre E; # ().
Ekkor minden k € I indexre a

pr.: [[Ei =B 5 fe f(R)
icl
projekcio-figguény szirjektiv, és minden J C I halmazra a
prJ3HEi—>HEz’ s el
i€l ieJ
leképezés is sziirjektiv.
Bizonyitds. Legyen k € I és y € Eji. A kivilasztasi aioma alapjan vehetiink egy

ge€ H E; elemet. Ekkor f := gU{(k,y)} olyan fiiggvény, amely I-n van értelmezve és
€I\{k}
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minden i € I\ {k} esetén f(i) := g(i) € E;, és f(k) :==y € E}, tehat f a g fiiggvénynek
az a kiterjesztése I \ {k}-rol I-re, amely k-hoz az y értéket rendeli. Ez azt jelenti, hogy
fe H E; és pri(f) := f(k) =y, ezért a pry, : H E; — E, figgvény sziirjektiv.
il i€l
Legyen J C I és h € 1_[]:7Z A kivalasztasi axioma alapjan vehetiink egy g € H E;
ieJ iel\J
elemet. Ekkor f := gUh olyan fiiggyvény, amely I-n van értelmezve, és minden i € I\ J
esetén f(i) := g(i) € E;, és minden i € J esetén f(i) := h(i) € E;, tehat f a g és h
fiiggvényeknek kiterjesztése. Ez azt jelenti, hogy f € HEZ és pry(f) == fls = h, ezért
iel
apr;: H E;, — H E; fiiggvény sziirjektiv. B

el icJ

6.8.6. Allitas. Legyenck (E;)icr ¢s (Fy)ier (egyenld indeshalmazi) halmazrendszerek és
legyen (f;)ier € HJOZ(E“ F;). Ha minden i € I esetén az f; . E; — F; fiigguény injekcio
icl
(illetve szirjekcio, illetve bijekcid), akkor a X f; : HEZ — HE fligguény is injekcid
iel , ,
el el
(illetve sziirjekcid, illetve bijekcio).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy minden ¢ € I esetén az f; : E; — F; fiiggvény injek-
ci6. Ha z = (2;)ier, @ = (2})icr € HE“ és (x f,)(x) = <>< f1>(x’), akkor
e iel iel

(fi(zi))ier = (fi(2}))ier, tehat minden ¢ € I indexre f;(x;) = fi(x}), igy f; injektivi-
tasabol kovetkezik, hogy x; = xf, tehat © = (z;);er = (2})ier = 2’ Ez azt jelenti, hogy a
X fi: E, — F; fuggvény injekcio.

xf 11 11 ggvény inj

Tegyiik fel, hogy minden ¢ € I esetén az f; : E; — F; fliggvény sziirjekcio. Legyen
Yy = (Yi)ier € HE rogzitett. Ekkor minden i € I esetén y; € Im(f;) miatt van olyan

el

-1
z; € E;, hogy fi(x;) = s, vagyis fi({y:}) # 0. A kivalasztéasi axioma szerint

T1 /:(wih) #0.

el

Legyen x := (z;);cs eleme ennek a szorzathalmaznak. Ekkor z € H E; és minden i € 1
icl
esetén f;(x;) = y;, vagyis

(% i) (@) = (filea)ier = Wier = v,

el

tehat a X f;: H E;, — H F; fiiggvény sziirjekcio.
e e icl
Ha minden ¢ € [ esetén az f; : E; — F; fiiggvény bijekcio, akkor injekcio is és sziirjekcio is,
ezért az el6z8 bekezdések alapjan a X f; : H E;, — H F; fiiggvény injekcio és sziirjekcio,
! iel iel
tehat bijekcio. W

Vannak olyan esetek, amikor sziikségilink van szorzathalmaz elemének 1étezésére, de
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ehhez nem kell a kivalasztasi axiéomara hivatkozni. Ilyen eset az, amikor nem iires
halmazok véges indexhalmazti rendszerének szorzatarol van szo (8.1.19.), és ebben az
esetben a halmazrendszer tagjai barmilyen méret (nem iires) halmazok lehetnek. Ha
az indexhalmaz szamossagara nincs korlatozas, akkor is van ilyen eset, ami a kovetkezé
allitasbol lathato.
6.8.7. Allitas. Legyen (E;)ic; olyan halmazrendszer, hogy minden i € I indexre E; eqy
elemi halmaz. Ekkor HE’ 15 eqy elemi halmaz.

iel
Bizonyitds. Jelolje E az (F;);c; rendszert, igy E az a fiiggvény, amelyre Dom(FE)=I és
minden ¢ € I esetén E(i) = E;. Jelolje o7 a kovetkezo kijelentést:

(B2)3Fy)((z = (z,9)) A (x € Dom(E)) A (y € E(x))),

ami az F definicidja alapjan ekvivalens a

@)@ ((z = Gy) A e D) Ay € E))

kijelentéssel (természetesen az x, y és z valtozokat ugy valasztjuk, hogy FE-ben ne
szerepeljenek). Az o7 kijelentés kollektivizalé a z valtozoban, mert ha z = (z,v),

x € Dom(F) és y € E(x), akkor z € Dom(E) x (UIm(E)), ezért elég a részhalmaz

axioméara hivatkozni. Megmutatjuk, hogy az f := {z]|</} halmazra f € HEZ teljestil.
icl

Valoban, f minden eleme péar, vagyis f relacio, tovabba f fﬁggvényrelz’fcié, mert ha

(z,y), (x,y) € f, akkor x € Dom(F) és y,y € E(x), igy y = ¢/, mivel E(z) egy

elemd halmaz. Azonkivill Dom(f) € Dom(FE) = I nyilvanvalo, és ha i € I, akkor

E(i) = E; # 0, tehat ha y € E(i) tetszbleges elem, akkor (i,y) € f, igy Dom(f) = I. Az

f definici6ja szerint minden i € I elemre f(i) € E;, tehat f € HEZ Ez azt mutatja,

icl
hogy HEZ # (. Ha f' € HEZ tetszbleges, akkor minden ¢ € I indexre f'(i) € FE; és
il iel
f(i) € E;, igy f'(i) = f(i), mivel E; egy elemi halmaz. Ezért f' = f, vagyis HE’ egy

icl
elemi halmaz. B

6.8.8. Allitas. Legyenck E, F, E' és F' halmazok.
a) Hau: E' — FE szirjekcio és v : F — F' injekcid, akkor az

F(E;F) — F(E;F) ; f—vofou
fiigguény injekcio.
b) Ha u: E' — E injekcio ésv : F — F' szirjekcid, akkor az
F(E;F) — F(E;F) ; f—wvofou

fligguény sziirjekcid, feltéve, hogy F # 0, vagy E = () = F.
¢) Hau: E' — E bijekcio és v : F' — F' bijekcio, akkor az

F(E;F) - F(E;F) ; f—wvofou

fiigguény bijekcio.
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Bizonyitds. a) Legyenek f,g € F(FE; F) olyanok, hogy vo fou=vogou. Hax € E,
akkor az u : E' — FE fiiggvény sziirjektivitasa miatt van olyan 2/ € E', hogy = = u(x’
tehat v(f(x)) = (vo fou)(a') = (vogou)(z') = v(g(x)), kovetkezésképpen f(z) = g(x
hiszen v injekcid. Ez azt jelenti, hogy f = g, tehat a

);
)

Y

F(E;F) = Z(EF) ; fr—wvofou

fliggvény injekcio.

b) Ha F = (), akkor a v : F — F’ fliggvény sziirjektivitasa miatt F’ = Im(v) = (), ezért
F(E'; F') = {0}. Ugyanakkor, ha E # 0, akkor Z(E;F) = () tehat egyaltalan nem
letezik Z (E; F) — F(E'; F') sziirjekcio. Ezért kotjik ki, hogy F # (), vagy E =0 = F.

Ha F = = F, akkor & (F; F) = {0} = #(E'; F'), és ekkor az
F(E;F) - Z(EF) 5 fewvofou

fliggvény egyenls az egyetlen F#(E; F) — Z(E'; F') fiiggvénnyel, tehat az allitas igaz.

Legyen F £ () és f' € F(FE'; F') tetszleges. Az
F(E;F) - Z(E;F) ; f—vofou

fiiggvény sziirjektivitdsanak bizonyitasdhoz olyan f € % (E;F) fiiggvényt keresiink,
amelyre vo fowu = f'. Ha f ilyen fliggvény volna, akkor

(v o f)lm@ = (vo fou)ou™ = fou™

teljesiilne, vagyis minden z € Im(u) esetén v(f(x)) = f'(u~'(z)) lenne, vagyis fennéllna
az f(x) € _vl({f’(u’l(x))}) Osszefiiggés. Ez azt jelenti, hogy a keresett f € .Z(E;F)
fliggvényre
-1 _
fwwe [ 24/ @ @)
x€lm(u)

szitkségképpen teljesiil. Az itt lathaté szorzathalmaz a kivalasztasi axidéma miatt nem
lires, mert v : F' — F” sziirjekci6 és minden x € Im(u) esetén f'(u='(z)) € F’, tehat

W ({f/(u(x))}) # 0. Legyen
foe T YUF @ @)

x€lm(u)

rogzitett. Ekkor fy olyan fiiggvény, hogy Dom(fy) = Im(u) C E és Im(fy) C F. Legyen
f:E — Fazfy: F— F figgvény tetsz6leges kiterjesztése Im(u)-rol E-re (6.2.9.).
Ekkor 2’ € E' esetén u(z') € Im(u), ezért (vo fou)(z') = v(f(u(z')) = v(fo(u(x'))) =
f'(w™H(u(z))) = f'('), vagyis vo fou = f".

c) Az a) és b) kijelentések konjunkciojabol kovetkezik. W

6.8.9. Kovetkezmény. Legyenek E, F, E' és F' halmazok. Ha E ekvipotens E'-
vel és F' ekvipotens F'-vel, akkor az % (E; F) figgvényhalmaz ekvipotens az % (E'; F")
fiigguényhalmazzal.

Bizonyitds. Nyilvanvaloan kovetkezik az el6z6 éllitas ¢) pontjabol. B
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6.9. Az unié, a metszet és a szorzat tulajdonsagai

6.9.1. Allitas. (de Morgan egyenléségek) Ha E halmaz és (E;)ier olyan halmaz-
rendszer, hogy I # (), akkor

EN(E = |JE\E),

iel icl
iel el

Bizonyitds. (1) Legyen x € E'\ m E;. Ekkor x € E ¢s x ¢ ﬂ E;, tehat vehetiink olyan
i€l il
i, € I indexet, hogy = ¢ F; . Nyilvanvalo, hogy = € E \ E;, C U<E\E’)’ vagyis
icl
T € U (E'\ E;). Megforditva, tegyiik fel, hogy = € U (E'\ E;), és rogzitsiink olyan
iel iel

i, € I indexet, hogy x € E\ E;,. Ekkor x € F és z ¢ E,_, tehat = ¢ ﬂEi, vagyis

iel
z € E\[)E:
iel
(IT) Legyen = € E \ UE, Ekkor x € E és z ¢ UE“ tehat minden ¢ € I esetén
iel iel
x ¢ E;. Ez azt jelenti, hogy minden i € [ indexre z € E \ E;, vagyis x € m (E\ E)).
icl
Megforditva, tegyiik fel, hogy = € ﬂ (E'\ E;). Az I halmaz nem iires, tehat vehetiink
iel
egy i, € I indexet. Ekkor z € F \ E;,, kovetkezésképpen = € E. Ugyanakkor minden
I>irex € E\ E;, tehat x ¢ E;, igy = ¢ UEZ Ez azt jelenti, hogy = € E'\ UEZ [
iel i€l
6.9.2. Allitas. (Az uni6 és metszet kommutativitasa.) Ha (E;)ic; halmazrendszer,
K halmaz és o0 : K — I szirjekcio, akkor

UEi = U Esx),

i€l keK

és ha I # 0, akkor
Ei= () E-w-
i€l keK

Bizonyitds. (I) Ha = € UE“ akkor vehetiink olyan i, € I elemet, hogy = € F;,. A
iel

o : K — I fiiggvény sziirjektivitasa miatt van olyan k., € K, hogy i, = o(k.). Ekkor

T € Eg(1,), tehat van olyan k € K, amelyre x € Ey), igy © € U Esky. Ez azt jelenti,

keK
hogy UEl C U Eqky. Megforditva, ha k € K, akkor o(k) € I, ezért E,xy C UEi’
iel keK iel
kovetkezésképpen U Esxy C UE’L (még akkor is, ha a ¢ : K — [ fliggvény nem

keK iel
sziirjektiv).

(IT) Tegytik fel, hogy I # (). Ekkor a o : K — [ fliggvény sziirjektivitdsa miatt K # 0,
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ezért a ﬂ E; és ﬂ Esxy metszetek mindketten jol értelmezettek.
iel keK
Ha k € K, akkor o(k) € I, ezért (]EZ C Esm), kovetkezésképpen ﬂEl C ﬂ Eo

iel iel keK
(még akkor is, ha a 0 : K — [ fiiggvény nem sziirjektiv). Megforditva, legyen i € 1. A

o : K — I figgvény sziirjektivitdsa miatt vehetiink olyan k, € K elemet, hogy o(k,) = i.
Ekkor () Eo(ry € Eor.) = Ei. Ebbol kovetkezik, hogy () Eagy €[ | Ei. B

keK keK iel

6.9.3. Allitas. (A halmazszorzas kommutativitasa.) Legyen (E;)ic; halmazrend-

szer, K halmaz és o : K — I bijekcio. Ekkor minden f € H E; elemre foo € H Eoky,
iel kEK

F:llE—= ] EBew ;: frfoo

iel keK

és az

leképezés bijekcio.

Bizonyitds. Ha [ € H E;, akkor minden k € K esetén f(o(k)) € E,u), ami azt jelenti,
icl
hogy foo € H Eosy.
ke K
Ha f, f' € HEZ és foo = f' oo, akkor a 0 : K — [ fliggvény sziirjektivitdsa miatt
il
f = [, ezért az F leképezés injektiv.
Ha g € H Es 1, akkor goo~! olyan I-n értelmezett fiiggvény, hogy minden i € I esetén
ke K
g(071(1)) € Eyo103y) = E;, vagyls goo™! € HE’ és természetesen (goo 1) oo =g,
il
ezért az F' leképezés sziirjektiv. B
6.9.4. Allitas. (Az unié és metszet asszociativitasa.) Legyen (E;)ic; halmazrend-

szer €s (1;)jes olyan halmazrendszer, amelyre I = U I;. Ekkor
jed

Jr = YU~

iel jed iel;

és ha J # 0, valamint minden j € J indexre I; # 0, akkor

Mz =NNe

iel jeJ i€l

Bizonyitds. (1) Legyen x € U E;, és vegylink olyan i, € I elemet, amelyre x € F;,. Az

iel
I = U I; feltétel alapjan vehetiink olyan j, € J elemet, amelyre ¢, € I;,. Ekkor van
jeJ
olyan ¢ € I, hogy i € I;, és x € E; (ti. i := i, ilyen), tehat = € U E;. Ez azt jelenti,

iGI]'*
hogy létezik 5 € J, amelyre x € U E; (ti. 7 := j. ilyen), tehat x € U U E;. Ezzel

S jedJiel;
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megmutattuk, hogy U E; C U U E;.
iel jeJiel;
Megforditva, tegyiik fel, hogy = &€ U U E;, és vegyiink olyan j, € J elemet, amelyre
jeJiel;
T € U E;. Ekkor rogzithetiink olyan 7, € I;, elemet, hogy x € E; . Mivel I;, C I, igy
iGI]'*

ix € I, kovetkezésképpen van olyan ¢ € I, hogy = € E; (ti. i := i, ilyen). Ez azt jelenti,
hogy = € U E;, tehat igazoltuk, hogy U U E;, C U E;.

iel jeJiel; iel
(IT) Tegyiik fel, hogy I # (), és legyen x € (]EZ Ekkor minden ¢ € I esetén = € F;.
iel
Ha j € J tetszbleges, akkor I; C I miatt minden i € [; esetén z € F;, ezért x € m E;,
iEIj
kovetkezésképpen x € m ﬂ E;. Ezzel megmutattuk, hogy ﬂ E; C ﬂ ﬂ E;.
jeJicl; iel jeJicl;
Megforditva, legyen I # (), és x € ﬂ n E;. Legyen i, € I tetsz6leges. Ekkor [ = U I;
jeJiel; jeJ

miatt valaszthatunk olyan j, € J elemet, amelyre ¢, € [;. Ekkor z € ﬂ E;, igy
i€l

x € E;,. Az i, € I elem tetszbleges volt, ezért x € ﬂEZ Ezzel megmutattuk, hogy

N E<()E » .

jeJiel; iel

6.9.5. Allitas. (A halmazszorzas asszociativitasa) Legyen (E;)ic; olyan halmaz-

rendszer, amelyre I # 0, és legyen (I;);es olyan diszjunkt halmazrendszer, hogy I = U I;

jed
és minden j € J indexre I; # () (ezt roviden gy fejezzik ki, hogy (I;);es az I halmaz
particidja). Ekkor az

HEz%HHEz ;o fe U fln)

iel jeJiel;

leképezés bijekcio. (Ezt leképezést nevezzik az I indexhalmaz (1;),e; particidja dltal meg-
hatdrozott kanonikus bijekciénak.)

Bizonyitds. Legyenek f, f' € HE’ olyanok, hogy minden j € J esetén f|;, = f'|,.
icl
Ekkor f = f', mert [ = U I; és Dom(f) = I = Dom(f’). Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt
jes
fiiggvény injektiv.

Minden 7 € I esetén létezik egyetlen olyan j € I, amelyre i € I;, ezért a
o={(,j5)elIxJ|iel;}

halmaz olyan fliggvény, hogy Dom(c) = I és Im(o) C J.

Legyen g € H H E;. Hai € I, akkor 0(i) € J az az index, amelyre ¢ € J,(;), ugyanakkor
J€J i€l;
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g(oi)) € [ Ew. ezért (g(o(i)))(i) € E;. Tehdt az

V€15 (5)

fo=A G (gle(@)@) [iel}

halmaz olyan fiiggvény, amelyre Dom(f) = I, és minden i € [ esetén f(i) € E;, vagyis

fe HE’ Tovabba, ha j € J, akkor minden I; 3 i-re f(i) = (g9(o(7)))(2) = (9(4))(%),
il

tehat f[;, = g(j). Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt fiiggvény sziirjektiv. W

6.9.6. Allitas. (Disztributivitas-formulak) Legyen (I;)jc; olyan halmazrendszer,

hogy minden j € J indexre I; # (). Legyen ((Em-)igj) halmazrendszer. Ha I := H I;,
jed

jedJ

akkor I # 0, és

UNEs = NUEr

jediel; feljed
NUE; = UNEws
jediel; feljed

Bizonyitds. Az I halmaz a kivilasztasi axibma miatt nem iires.

(I) Legyen x € U ﬂ E; j, és vegyiink egy olyan j, € J elemet, amelyre x € ﬂ E; ;..
jed il i€l

Ha f € I, akkor minden j € J esetén f(j) € I;, kovetkezésképpen f(j.) € I;,, igy

r € Ey(;,),., hiszen minden I;, > i-re x € E;;,. Ez azt jelenti, hogy f € I esetén van

olyan j € J, hogy = € Ey¢;); (ti. j := j. ilyen), vagyis = € U Ey(j,;- Ezzel belattuk,

j€J
hogy |J () Es € (VU Erina-
jeJiel; felje
Megforditva, tegyiik fel, hogy x ¢ U ﬂ E; ;. Ekkor minden j € J indexhez van olyan

jed iel;
i € I;, hogy x ¢ E; ;. Masként fogalmazva: minden j € J esetén {i € [;|x ¢ E; ;} # 0,
ezért a kivalasztasi axioma szerint vehetiink egy f. € H{Z € Iilx ¢ E;;} elemet.

jeJ
Vilagos, hogy H{z € Lz ¢ E;;} C HIj =: I, tehat f, € I. Ha j € J, akkor az f,
jed jeJ
definicioja szerint f.(j) € {i € Ij|x ¢ E;;}, vagyis « ¢ Ey, ;) ;, ezért « ¢ U Ey.);- Ez
jed
azt jelenti, hogy létezik olyan f € I, amelyre = ¢ U Er;y; (ti f := f. ilyen), tehat
jed
x ¢ ﬂ U Ey(j),;- Ezzel belattuk, hogy ﬂ U Er;y; C U ﬂ E;;.
fel jeJ ferjeJ JjeJi€l;

(IT) Legyen x € ﬂ U FE; ;. Ekkor minden j € J esetén van olyan ¢ € I;, hogy
Jj€J i€l;
r € E;;. Masként fogalmazva: minden j € J esetén {1 € ;| € E;;} # 0, ezért a
kivalasztasi axioma szerint vehetiink egy f, € H{z € I;|lz € E; ;} elemet. Vilagos, hogy
jeJ
H{Z elilre B} C HI]- =: 1, tehat f, € I. Ha j € J, akkor az f, definicidja szerint

jeJ jeJ
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fi(j) € {i € Ij|x € E;;}, vagyis x € Ey(j),, ezért x € U Ef.j);- Ez azt jelenti, hogy

jeJ
létezik olyan f € I, amelyre z € ﬂ By (t. f = f. ilyen), tehdt z € U ﬂ EfG).
jeJ ferjed
Ezzel belattuk, hogy () | Biy € | ) Eriir-
jeJicl; feljel

Megforditva, tegyiik fel, hogy x € U ﬂ Ey;)5, és vegylink egy olyan f, € I elemet,

fel jed
amelyre = € mEf*(j),j- Ha j € J, akkor x € FEy ;) ;, tehat van olyan i € I;, hogy
jeJ
x € E;j (ti. i := f.(j) ilyen). Ez azt jelenti, hogy minden j € J esetén = € U E

icl;
Ezzel beldttuk, hogy | J () Esgys € [ Eiy- ®

ferjed jediel;

6.9.7. Kovetkezmény. Ha (E;)c; €s (F})jes halmazrendszerek, akkor

(Ue)n(UB)= U ®wnE),

i€l jeJ (3,5)eIxJ

és ha I és J nem ftresek, akkor

(NE)u(NE)= N EUE).

iel JjeJ (i,5)eIxJ

Bizonyitds. Mindkét allitas bebizonyithatd az el6zé allitas és 6.7.6. alkalmazasaval. Itt
kozvetlen bizonyitas adunk.

(I) Legyen z € <UE1> N (U F]> Ekkor z € UEZ és & € U F;, ezért vehetiink

iel jeJ iel jeJ
olyan i, € I és j, € J indexeket, hogy x € F;, és x € F}, , vagyis v € E;, N F;,. Ebbdl
kovetkezik, hogy = € U (E;NF;). Megforditva, tegyiik fel, hogy = € U (E;NE;),
(ij)ElxJ (i.j)€lx ]

és rogzitsiink olyan (i, j.) € I x J part, amelyre z € E; N F;,. Ekkor x € E;, C UEZ

i€l
ésx e lj C UFj’ tehat x € (UEZ) N (UFJ>
JjeJ el JjeJ
(IT) Tegyiik fel, hogy I és J nem iiresek. Legyen x € (ﬂ E1> U (ﬂ Fj) Haz € ﬂ E;,
iel jeJ iel
akkor minden i € I és j € J esetén v € B; C E;UF), tehat z € [ (B U E)).
(ij)elxJ
Ha = € ﬂF], akkor minden ¢ € I é& j € J esetén x € F; C E; U Fj, tehat

v € () (EiUEF). Ebbol kévetkezik, hogy « € (] (E;U Fj). Megforditva,
(4,5)EIxJ (3,5)eIxJ

tegyiik fel, hogy z ¢ (ﬂ El> U ( ﬂ F) Ekkor = ¢ ﬂ E;ésx ¢ ﬂ F;, tehat vehetiink
i€l jeT

jed
olyan i, € I és j, € J indexeket, hogy = ¢ E;, és z gé s.. Vilagos, hogy = ¢ E;, U F},,

tehat = ¢ m (E; UF;). 1

(i,9)eIxJ



192 6. RELACIOK ES FUGGVENYEK

6.9.8. Allitas. (Disztributivitas-formulak) Legyenck (I i)jes €s ((Ei,j)iefj)jej hal-
mazrendszerek. Ha I := HIj, akkor
jeJ
[TUEs=UIIEw.

jeTicl; feljed

és ha minden j € J indexre I; # 0, akkor I # 10, és

IINE:=N]1]Er.

jeJicl; fel jeJ
Bizonyitds. (I) Legyen g € H U E; ;. Ekkor minden j € J esetén g(j U E;;,
jeJicl; icl;

tehat van olyan ¢ € I;, hogy ¢(j) € E;;. Masként fogalmazva: minden j € J

esetén {1 € ILj|g(j) € Ei;} # 0, ezért a kivalasztasi axioma szerint vehetiink egy

I« € H{z € Iilg(j) € E;;} elemet. Vilagos, hogy H{Z € lilg(y) € B ;} C HIj =1
jed jeJ jeJ

tehat f. € I. Az f, definicidoja alapjan, minden j € J esetén g¢(j) € Ey, (), tehat

g € HEf*(J')J’ Ez azt jelenti, hogy van olyan f € I, amelyre g € HEf(j)7j (ti. f = f.
jeJ jeJ

ilyen), ezért g € U HEf(j)J' Ezzel megmutattuk, hogy H U E;; C U HEf(j)’j

ferl jed jeJ i€l fel jeJ

Megforditva, tegyiik fel, hogy g € U HEf(J)J és vegyiink egy f, € I elemet, amelyre

fel jeJ
g€ HEf*J)J Ha j € J, akkor g(j) € Ey,(j),;, tehat van olyan ¢ € I;, hogy g(j) € E;;
jeJ
(ti. i := f.(j) ilyen), igy g(j U . Ez azt jelenti, hogy ¢g € H U E; ;. Ezzel
i€l jed iel;
megmutattuk, hogy U HEf(j)’j C H U E; ;.
fel jed JjeJiel;
(IT) Tegyiik fel, hogy minden j € J indexre I; # (. Ekkor a kivalasztasi axioma szerint
I := H Ij 7é @
jed
Legyen g € H ﬂ E;;. Ekkor minden j € J esetén g(j m E; j, tehat minden
jedJicl; i€l

i € I; esetén ¢(j) € E; ;. Ebb6l kovetkezik, hogy ha f € I, akkor minden j € J esetén
9(j) € Eyyy,; (hiszen f(j) € 1), vagyis g € HEf(j)J" Ez minden f € I esetén igaz,
jeJ

tehat g € ﬂ HEf(J')J‘ Ezzel megmutattuk, hogy H ﬂ E;; C ﬂ H Eyiyj-

fel jeJ jeJ iel; fel jeJ

Megforditva, legyen g € m HEf(j)7j’ és rogzitsiink egy j € J és egy @ € I; indexet.
fel jed
A kivalasztasi axidoma miatt vehetiink egy f, € H I figgvényt. Képezziik az
JEN)
f = f U{(4,9)} halmazt. Ez olyan fliiggvény, amelyre Dom(f) = J és minden j' € J
esetén f(j') € Ly, és f(j) = 1, vagyis f € I és f(j) = i. A g-re vonatkozd hipotézis
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szerint g € HEfJ)J’ ezért g(j) € Eyyy; = Eij. Tehat minden j € J és i € I;
jed

esetén ¢(j) € E;;, ami azt jelenti, hogy g € H m E; ;. Ezzel megmutattuk, hogy

Jj€J i€l;
NIIEws <IN E

feljed jeJ iel;

6.9.9. Kovetkezmény. Ha (E;);cr és (F});es halmazrendszerek, akkor

(UE> <U >: U ExF,

iel jeJ (4,9)eIxJ

és ha I és J nem tresek, akkor

(NE)<(NE)= N ExE.

iel jeJ (4,9)eIxJ

Bizonyitds. Mindkét allitas bebizonyithato az el6zd allitas és 6.7.6. alkalmazasaval. Itt
egy kozvetlen bizonyitast adunk.

(I) Legyen (z,y) (UE) (U j>. Ekkor x € UEl ésy € U F;, igy vehetiink

eJ iel jed
olyan i, € I és j. 6 J 1ndexeket hogy = € FE;, és y € Fj. Vilagos, hogy
(x,y) € E;, x Fj, C U (E; x F}), tehat (z,y) € U (E; x F}). Megforditva,
(i.j)elxJ (i.j)elxJ
ha (z,y) €C U (E; x Fj), akkor vehetiink olyan (i, j.) € I x J part, hogy (z,y) €
(4,5)eIxJ

E;, x F},. EkkorerZ*CUE ésy € Fj, CUFJ,tehat z,y) (UE)X(UFJ)

el jeJ jeJ
(IT) Tegytik fel, hogy I és J nem iiresek. Legyen (z,y) (ﬂE) (ﬂ Fj). Ekkor
iel jed
T € ﬂEZ ésy € ij, tehat minden ¢ € [ és 7 € J esetén v € E; és y € [}, vagyis
i€l jer
(z,y) € E; x F;. Ez azt jelenti, hogy (z,y) € ﬂ (E; x Fj). Megforditva, legyen
(i,5)eIxJ
(x,y) € ﬂ (E; x F;). Ekkor minden i € [ és j € J esetén (z,y) € E; x Fj,
(i.j)€IxJ
vagyls * € F; ¢s y € F;. Ez azt jelenti, hogy = € ﬂEl és y € ﬂFj, tehat

iel jeJ
e(Ne)x(NF) =
iel jeJ
Vigyazzunk arra, hogy ha (E;);c; halmazrendszer, akkor nyilvanvaloan
ie] iel iel

de konnyen lathato, hogy el6fordulhat az, hogy itt nincs egyenléség. Azonban fennéll a
kovetkezo allitas.
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6.9.10. Allitas. Legyen (E;)ic; olyan halmazrendszer, hogy minden i,j € E esetén
E;, C E; vagy E; C E;. (llyenkor azt mondjuk, hogy az (E;)icr halmazrendszer
tartalmazds tekintetében felfelé iranyitott.) Ekkor

iEI el i€l

Bizonyitds. Legyenek x,y € UE, tetszblegesek, és vegylink olyan i, j, € I indexeket,
el
amelyekre z € E;, és y € E;,. A hipotézis szerint E;,, C E;, vagy E;, C E;,. Az els6
esetben (z,y) € E;, x E;, C E;, X E;,. A masodik esetben (z,y) € E;, x E;, C E;, x E;,.
Ezért (z,y) € U(El x E;), igy az egyenlSség jobb oldalan allé halmaz részhalmaza a bal
iel
oldalon all6 halmaznak. W

6.9.11. Allitas. Ha I, J halmazok, (Eij)ijyerxs halmazrendszer és J # 0, akkor

A1z =11N 2.

jeJ el il jeJ

Bizonyitds. Legyen f € m HEZJ Ekkor minden j € J esetén f € HEM A hipotézis
jed iel iel
szerint J # (), tehat rogzithetiink egy j, € J indexet. Erre a j, indexre is fennéll
az, hogy f € HE"J*’ ezért f olyan fiiggvény, amelyre Dom(f) = I, és minden i € [
i€l
esetén f(i) € E;j,. Az f-re vonatkoz6 hipotézis szerint minden j € J és i € I esetén
f(i) € E;;. Ez azzal ekvivalens, hogy minden ¢ € I és j € J esetén f(i) € E,;, azaz

minden I 3 i-re f(i) ﬂ E; ;. Ez azt jelenti, hogy f € H ﬂ FE; ;j, amivel igazoltuk a

jed icl jeJ
ﬂ H E;; C H ﬂ E; ; osszefliggést.
jeJ iel il jeJ
Megforditva, legyen f € H ﬂEw Ekkor f olyan fiiggvény, hogy Dom(f) = I és
il jeJ
minden ¢ € I esetén f(7) ﬂ E; j, vagyis minden J 3 j-re f(i) € E;;. Tehat minden
jedJ

J € J esetén minden I € i-re f(i) € E;;, igy f € HE”, vagyis [ € ﬂ HE” Ezzel

i€l jeJ iel
megmutattuk, hogy H ﬂ ; C ﬂ H

el jeJ jeJ i€l

6.9.12. Kovetkezmény. Ha (E;)icr és (F)icr egyenld indexhalmazi halmazrendszerek,
akkor
(I12)n (I1R) = T1EnF.
il il il
és ha I # 0, akkor

(ﬂE) x (ﬂF) — (& x F).

el il iel
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Bizonyitds. (I) Legyen J := {0,1} (ahol 0 := () és 1 := {0}). Tovabba, minden i € [
esetén legyen F; o 1= E; és F;; = ;. Ekkor

<EEZ)O<HFZ> - (HE“))m(gEzl) ﬂHE”;

jeJ i€l

Y TINEs = [EenEy = [[ENER),

el jeJ el el

ahol a © egyenlGségnél kell hivatkozni az el6z6 allitasra.
(IT) A masodik egyenlGség bebizonyithato az I # () feltétel mellett ugy, hogy hivatkozunk
az el6zo allitasra és 6.7.6.-re. Itt egy kozvetlen bizonyitast adunk.

Legyen z € <m EZ> X <m E) Ekkor vehetiink olyan x € ﬂ E; ésy e ﬂ F; elemeket,
iel iel iel il
hogy z = (x,y). Hai € I, akkor x € E; és y € Fj, tehat z = (z,y) € E; x F;, vagyis

zeﬂ E; x F;). Ezzel megmutattuk, hogy (ﬂE) (ﬂF) m E; x F}).

el

Megforditva, legyen z € ﬂ (E; x F;), tehat minden i € I esetén z € E; X F;. Az [ # ()
iel

feltétel miatt vehetiink egy i, € I indexet, és erre is teljesiil az, hogy z € E;, x F;,. Ebbdl

kovetkezik, hogy z pér, tehéat vehetiink olyan z és y halmazokat, hogy z = (x,y). A z-re

vonatkozo6 hipotézis szerint minden i € [ esetén (z,y) = z € E; X Fj, ezért © € E; ésy €

F;, vagylsxeﬂE esyGﬂF Ez azt jelenti, hogy z = (x,y) (ﬂE) X (ﬂE)
iel

i€l el

Ezzel megmutattuk, hogy ﬂ (E; x F}) (ﬂ E> X <ﬂ Fz>

i€l i€l i€l
6.9.13. Allitas. Legyen f fiigguény.
a) Ha (F;)ier és (F})ier halmazrendszerek, akkor

-1

f<UIEz'> = U, f<gm> = U,
és ha I # 0, akkor : : : i
f<ﬂIEi> c (e f<QE~> = N1w)
b) Ha f injektiv, (EZ-)Z; halmaz;jndszer, és 1 7;(;, akkor :
r(NE) = NIE
¢) Ha F ésY halmazok, akkor - -

—1
FENY) = f{E)\ f{Y),
tovdbbd, ha E és X halmazok, akkor
FEV\ F(X) C© fF(E\X),
d) Ha f injektiv és E és X halmazok, akkor

FE)NF(X) = [(E\X).
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Bizonyitds. a) Legyen y € f< U El> Ekkor vehetiink olyan x € Dom( f) elemet, amelyre

i€l
S U E; és f(x) = y. Rogzitsiink olyan 7, € I indexet, amelyre x € F; . Vilagos, hogy
el
y = f(z) € f(E;,), ezért y € Uf(EZ) Megforditva, legyen y € Uf(E,), és vegyiink
icl el

olyan i, € I indexet, hogy y € f(F;,). Ekkor rogzithetiink olyan x € Dom(f) elemet,
hogy = € E;, és y = f(x). Vilagos, hogy x € UE“ ezért y = f(z) € f< UEZ> Ezzel

iel i€l
megmutattuk, hogy Uf(EZ) = f< UE1>
iel icl
—1
Legyen = € f<UE> Ekkor x € Dom(f) és f(z) € UE, tehat vehetiink olyan
el i€l
i € I indexet, hogy f(x) € F;,. Ez azt jelenti, hogy = € f - U f , tehat
el
—1 —1 ©
x € U f (F;). Megforditva, legyen x € U f (F;) és vegyiink olyan i, € I indexet, hogy
icl iel
! © -1
r € f(F;,). Ekkor x € Dom(f) és f(x) € F;, C UF“ igy x € f<UE> Ezzel
iel icl

-1 -1
megmutattuk, hogy f < U E> = U f(F
i€l iel
Tegyiik fel, hogy I # ().
Legyen y € f< ﬂEZ> Ekkor vehetiink olyan x € Dom(f) elemet, hogy = € ﬂEﬁ és
iel i€l

f(z) = y. Ha i € I tetszbleges, akkor x € E; és x € Dom(f), ezért f(x) € f(E;), igy
c ﬂf(E» Ezzel megmutattuk, hogy f< ﬂEZ> C mﬂE)

i€l iel iel
-1
Legyen x € f<ﬂFl> Ekkor = € Dom(f) és f(x mE, tehat minden i € [
el 1€I

esetén f(x) € F;. Ez azt jelenti, hogy minden I 3 i-re x € f< i), vagyis x € ﬂ f

i€l
-1

Megforditva, ha z € ﬂ f ), akkor minden i € [ esetén x € f (F;), vagyis x € Dom(f)

el
és f(x) € F;. Az I # () feltétel alapjan rogzithetiink egy i, € I indexet, és erre is teljesiil

az, hogy x € f< Z*), ezért x € Dom(f). Tehat z € Dom(f) és minden ¢ € [ esetén
f(z) € F;, vagyis f(x m F;. Ez azt jelenti, hogy = € f < ﬂ F> Ezzel megmutattuk,

i€l el
-1 -1
hogy f<ﬂF> = 1 (F
iel i€l
b) Legyen y € ﬂ f(E;), tehat minden i € [ esetén y € f(FE;), vagyis minden i € [

i€l
indexhez van olyan x € Dom(f), hogy = € E; és y = f(z). Az I # () feltétel

alapjan rogzithetiink egy i, € I indexet, és ehhez vehetiink olyan z, € Dom(f) elemet,
hogy z. € E; és y = f(z.). Ha i € I tetsz6leges, akkor van olyan = € Dom(f),
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hogy © € E; é¢s f(z) = y = f(x.), igy az [ injektivitdsa miatt © = z,, tehat
T« € FE;. Ez azt jelenti, hogy x, € Dom(f) és x, € ﬂEZ-, valamint y = f(x,), tehat

el
y € f<ﬂEl> Ezzel megmutattuk, hogy ﬂf{E» C f<ﬂEz>, tehat az a) allitas
iel iel iel
alapjan f< ﬂEZ> = ﬂf{E
icl icl

c) Legyen x € f(F\Y) Ekkor x € Dom(f) és f( ) € F\Y vagyis f(z) € F és
f(z) ¢Y. Ekkorxe f( )ésa ¢ f( ) Vagylsxe f( )\f( ). Megforditva, tegyiik
fel, hogy T € f( )\ f< ). Ekkor z € f( ), tehat 2 € Dom(f) és f(x) € F, valamint
T ¢ f( ), fgy f(z) ¢ Y. Ezért x € Dom(f) és f(x) € F\Y, ami azt jelenti, hogy
ve FFN TV,

Legyen y € f(E) \ f(X), vagyis y € f(F) ésy ¢ f(X). Vegyiink olyan x € Dom(f)
elemet, amelyre x € Dom(f) és « € E, valamint y = f(z). Ekkor z ¢ X, kiilénben
r € Dom(f), € X és y = f(r) miatt y € f(X) teljesiilne. Ez azt jelenti, hogy
x € Dom(f) és x € F'\ X, valamint y = f(z), tehat y € f(E \ X). Ezzel megmutattuk,
hogy f(E) \ f{X) C f(E\ X).

d) Tegyiik fel, hogy f injektiv és legyen y € f(E \ X). Vegyiink olyan = € Dom(f)
elemet, amelyre x € F\ X és y = f(z). Ekkor x € Dom(f), x € E és y = f(x),
ezért y € f(E). Ha y € f(X) teljesiilne, akkor létezne olyan ' € Dom(f), hogy
2 € X ésy = f(2'), tehat az f injektivitasa folytan x = 2’ € X, holott = ¢ X. Ezért
y € f(E)\ f(X). Ezzel megmutattuk, hogy f(E \ X) C f(E)\ f(X), tehat a c) allitas
alapjan f(E)\ f(X) = f(E\ X).

6.10. Rendezések és ekvivalencidk

6.10.1. Definici6. Legyen R reldcio.

— R szimmetrikus, ha

(V) (Vy)(((2,y) € R) = ((y,z) € R)),

ahol az x ésy vdltozok nem szerepelnek R-ben.

— R antiszimmetrikus, ha

(Vo) (vy)(((z,y) € R) A ((y,2) € R)) = = y),

ahol az x és y vdltozok nem szerepelnek R-ben.

— R tranzitiv, ha

(V) (vy) (V2)(((2,y) € R) A ((y,2) € R)) = ((z, 2) € R)),

ahol az x, y és z wvdltozok nem szerepelnek R-ben.

— R reflexiv az E halmazon, ha
(Vz)((z € E) = ((z,2) € R)),

ahol az x valtozo nem szerepel R-ben.
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— R trichotém az E halmazon, ha

(Vo) (Vy)(((z € E) A (y € E)) = (((z,y9) € R)V ((y,2) € R))),

ahol az x és y vdltozok nem szerepelnek R-ben.

6.10.2. Definici6é. Ha R reldcio és E halmaz, akkor az
RN(E X E)

halmazt az R relicio E halmazra vett megszoritasanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy
R relacié az F halmaz felett, ha R C E x E (vagyis az R reldicio E halmazra vett
megszoritisa egyenld R-rel).

Konnyen lathato, hogy szimmetrikus (ill. antiszimmetrikus, ill. tranzitiv) relacio
megszoritasa barmely halmazra szintén szimmetrikus (ill. antiszimmetrikus, ill. tran-
zitiv) relacio. Ha az R relacio reflexiv (ill. trichotém) az E halmazon, akkor az R
megszoritasa az E barmely részhalmazara szintén reflexiv (ill. trichotom) relacio a rész-
halmazon.

6.10.3. Allitas. Legyen R reldcid.
-1
a) R pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.
)

-1
b) R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R C idy, Rr-

¢) R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.
d) R pontosan akkor reflexiv az E halmazon, ha idg C R.

Bizonyitds. a) Az R R kijelentés azzal ekvivalens, hogy minden z-re és minden y-ra
((z,y) € R) < ((y,z) € R). Ez utobbi allitas egyenértékd az R relacio szimmetrikussa-
gaval.

-1
b) Az (z,y) € RN R kijelentés azzal ekvivalens, hogy ((x,y) € R) A ((y,z) € R).
-1
Tehat ha R antiszimmetrikus, akkor (z,y) € RN R esetén x = y, igy (z,y) € idy, g
-1
Megforditva, ha RN R C idy g és ((#,y) € R)A((y,x) € R), akkor (x,y) € idp, r, ezért
xr =y, vagyis R antiszimmetrikus.
c) Ha (z,y) € R o R, akkor van olyan z, hogy (z,z) € R ¢és (z,y) € R, igy R
tranzitivitasabol (z,y) € R kovetkezik, tehat ha R tranzitiv, akkor R o R C R.

Megforditva, ha Ro R C R, akkor (z,y) € R és (y,z) € R esetén (z,z) € Ro R C R,
vagyis R tranzitiv.

d) Vilagos, hogy (x,y) € idg esetén x € F és x = y, tehat ha R reflexiv az E halmazon,
akkor az (r,y) € idg allitasbol (z,y) = (v,z) € R kovetkezik, vagyis idg C R.
Megforditva, ha idg C R és z € E, akkor (z,z) € idg C R, tehat R reflexiv az E
halmazon. W

6.10.4. Definicié. Ha E és F' halmazok, f : E — F fligguény és S reldcio F felett,
akkor

£(8) = A (my) e EXE|(f(x), fy) €5 }.
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6.10.5. Allitas. Legyenek E és F halmazok, f : E — F fiiggvény és S reldcié az F
halmaz felett.

a) Ha az S reldcio szimmetrikus (illetve tranzitiv), akkor az f.(S) reldcid is szimmetrikus
(illetve tranzitiv).

b) Ha az S relacio reflexiv (illetve trichotom) az Im(f) halmazon, akkor az f.(S) reldcio
reflexiv (illetve trichotom) az E halmazon.

¢) Ha az S reldcio antiszimmetrikus és f injektiv, akkor az f.(S) reldcid is antiszimmet-
rikus.

Bizonyitdas. a) Ha S szimmetrikus és (z,y) € f.(5), akkor (f(z), f(y)) € S, tehat
(f(y), f(x)) € S, ezért (y,z) € fu(S5), tehat f«(S) szimmetrikus. Ha S tranzitiv és
(z,y) €€ f.(S) & (y,2) € f(5), akkor (f(x), f(y)) € S és (f(y), f(2)) € S, ezért
(f(x), f(2)) €S, Vagyis (x,2) € fu(9), tehat f.(S) tranzitiv.

b) Ha S reflexiv az Im(f) halmazon, akkor minden x € E esetén (f(z), f(z)) € S, ezért
(z,z) € fu(S), tehat f.(S) reflexiv az E halmazon. Ha S trichotom az Im(f) halmazon,
akkor minden x,y € E esetén (f(x), f(y)) € S vagy (f(y), f(x)) € S, ezért (z,y) € f.(S5)
vagy (y,z) € f.(S), tehat f.(S) trichotom az E halmazon.

c) Ha S antiszimmetrikus és f injektiv, valamint =,y € E olyanok, hogy (z,y) € f.(S)
s (y,x) € fi(5), akkor (f(z), f(y)) € S & (f(y), f(x)) € 5, ezért f(x) = f(y), igy

x =y, tehat az f.(S5) relacio is antiszimmetrikus. W

6.10.6. Definicid. Azt mondjuk, hogy az R reldcio ekvivalencia az F halmaz felett,
ha R C E x E és R szimmetrikus, tranzitiv és reflexiv az E halmazon. Azt mondjuk,
hogy az R reldcio rendezés az E halmaz felett, ha R C E x E és R antiszimmetrikus,
tranzitiv és reflexiv az E halmazon. Azt mondjuk, hogy az R reldcid linearis rendezés
az E halmaz felett, ha R olyan rendezés az E halmaz felett, amely trichotom az E
halmazon.

A 6.10.5. allitds a) és b) pontja szerint nyilvanvalo, hogy ha E és F' halmazok,
f: E — F fiiggvény és S ekvivalencia F felett, akkor f.(S) ekvivalencia E felett. A
6.10.5. é&llitas ¢) pontja szerint nyilvanvald, hogy ha E és F' halmazok, f : E — F
injektiv fliggvény és S rendezés (illetve linearis rendezés) F felett, akkor f.(S) rendezés
(illetve linearis rendezés) E felett.

Példak. 1) Ha E halmaz, akkor az

—p={(zy)|(zeE)A(ye E)A(z=1y)}

relacio ekvivalencia az E halmaz felett; ezt nevezziik az E feletti egyenldség-reldacionak.
Ez a relacio egyben rendezés is E felett.

2) Ha E halmaz, akkor az
~p:= {(z,y)|(x € E)A (y € E) A ("x ekvipotens y-nal")}

relacio ekvivalencia az F halmaz felett; ezt nevezziik az FE feletti ekvipotencia-reldcionak.
3) Ha F halmaz, akkor az

Co={(@yllre E)A(ye E)A(xr Cy)}

relacio rendezés az E halmaz felett; ezt nevezziik az E feletti tartalmazds-reldacionak.
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4) Ha E halmaz, akkor az
{(z,y)|(z € E) A (y € E) A (x kisebb-egyenls szamossagu y-nal)}

relacio tranzitiv és reflexiv az E halmazon, de dltalaban nem rendezés és nem ekvivalencia
az F halmaz felett.

5) Ha E halmaz, akkor az

cp={(xyllzre E)yA(ye E)A(z €y)}
relaciot az E feletti elem-reldcionak nevezzik.

6.10.7. Allitas. Legyen (R;)icr reldcick tetszdleges rendszere.

a) Ha minden i € I esetén az R; reldacio szimmetrikus, akkor az URi reldcio is
i€l
szimmetrikus.

b) Ha (E;)icr olyan halmazrendszer, hogy minden i € I esetén az R; reldcio reflexiv az
E; halmazon, akkor az U R; reldcio reflexiv az U E; halmazon.
el iel
¢) Ha (E;)icr olyan halmazrendszer, hogy minden i € I esetén az R; reldcio trichotom az
E; halmazon, és teljesiil az, hogy minden i,j € E esetén E; C E; vagy E; C E;, akkor
az U R; reldcio trichotom az U E; halmazon.
icl i€l

Bizonyitas. Legyen R := U R; és B = U E;.

iel iel
a) Tegyiik fel, hogy minden i € I esetén az R; relacio szimmetrikus. Ha (x,y) € R, akkor
van olyan ¢ € I, hogy (z,y) € R;, ezért R; szimmetrikussdga miatt (y,z) € R; C R,
tehat R is szimmetrikus relacio.

b) Tegyiik fel, hogy hogy minden i € I esetén az R; relacio reflexiv az F; halmazon. Ha
x € F, akkor van olyan i € I, hogy = € E;, és mivel R; reflexiv az E; halmazon, igy
(x,x) € R; C R. Tehat az R relacio reflexiv az E halmazon.

c) Tegyiik fel, hogy hogy minden i € I esetén az R; relacié trichotéom az E; halmazon,
és teljesiil az, hogy minden 4,5 € E esetén F; C F; vagy E; C E;. Legyenek z,y € E
tetszolegesek. Ekkor léteznek olyan ¢, € I indexek, hogy x € FE; és y € E;. Ha
E; C E;, akkor z,y € E; és R; trichotom az E; halmazon, ezért (x,y) € R; C R vagy
(y,z) € R; C R. Ha E; C E;, akkor z,y € E; és R; trichotom az E; halmazon, ezért
(x,y) € R; C R vagy (y,z) € R; C R. Tehat ekkor (z,y) € R vagy (y,x) € R, ami azt
jelenti, hogy az R relaci6 trichotom az F halmazon. B

6.10.8. Allitas. Legyen (R;)ic; reldciok olyan rendszere, hogy minden i,j € I esetén
R, C R; vagy R; C R;. Ha minden i € I esetén az R; reldcid antiszimmetrikus (illetve
tranzitiv), akkor az URZ- reldcid is antiszimmetrikus (illetve tranzitiv).

iel

Bizonyitds. Legyen R := U R;.

iel
Tegyiik fel, hogy minden ¢ € [ esetén az R; relaci6 antiszimmetrikus, és legyenek
(z,y) € R és (y,z) € R. Léteznek olyan ¢, j € I indexek, hogy (z,y) € R; és (y,x) € R;.
A hipotézis szerint R; C R; vagy R; C R;. Ha R; C R;, akkor (z,y) € R; C R, és
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(y,z) € R;, igy R, antiszimmetrikussaga miatt z = y. Ha R; C R;, akkor (z,y) € R;
és (y,z) € R; C R;, igy R; antiszimmetrikussidga miatt © = y. Tehat az R relacio
antiszimmetrikus.

Tegyiik fel, hogy minden i € I esetén az R; relacio tranzitiv, és legyenek (z,y) € R és
(y,2) € R. Léteznek olyan i, j € I indexek, hogy (z,y) € R; és (y,z) € R;. A hipotézis
szerint R; C R; vagy R; C R;. Ha R; C R;, akkor (z,y) € R; C R; és (y, 2) € R, igy R;
tranzitivitasa miatt (z,2) € R; C R. Ha R; C R;, akkor (z,y) € R; és (y,2) € R; C R,,
igy R; tranzitivitasa miatt (z,z2) € R; C R. Tehat az R relacio tranzitiv. B

6.10.9. Allitas. (Rendezések és ekvivalenciak osszeragasztasa) Legyen (R;)icr
reldciok olyan rendszere, hogy minden 1,5 € I esetén R; C R; vagy R; C R;. Ha
(E;)ier olyan halmazrendszer, hogy minden i € I esetén az R; reldcio ekvivalencia (illetve
rendezés, illetve linedris rendezés) az E; halmaz felett, akkor az U R; reldcio ekvivalencia
iel
(illetve rendezés, illetve linedris rendezés) az U E; halmaz felett.
iel

Bizonyitds. ElGszor megjegyezziik, hogy béarmelyik hipotézis alapjan teljesiil az, hogy
minden ¢ € [ esetén R; C E; X F;, ezért nyilvanvalo, hogy

R c U(E % E) C (UE) X (UE)

i€l

Tovabba, minden ¢ € [ esetén R; reflexiv az F; halmazon és R; C F; X F;, igy E; = pryR;,
tehat az (R;);e; relacio-rendszerre vonatkozo feltevés alapjan 4,j € I esetén R, C Rj,
ezért Iy = priR; C priR; = E; vagy R; C R;, ezért B; = priR; C priR;, = E;.
Ez azt jelenti, hogy barmelyik hipotézis esetén az (F;);c; halmazrendszer tartalmazés
tekintetében felfelé iranyitott (6.9.10.).

Ha (E;);es olyan halmazrendszer, hogy minden i € I esetén az R; relacié ekvivalencia E;
felett, akkor minden ¢ € I esetén R; szimmetrikus, tranzitiv és reflexiv az F; halmazon,
igy 6.10.7. a) és b), valamint 6.10.8. alapjan az U R; relacio szimmetrikus, tranzitiv, és
iel
reflexiv az U FE; halmazon. Ezért ekkor az U R; relacié ekvivalencia az UEl halmaz
iel iel iel

felett.

Ha (E;);cr olyan halmazrendszer, hogy minden i € I esetén az R; relacio rendezés (illetve
linearis rendezés) E; felett, akkor minden ¢ € I esetén R; antiszimmetrikus, tranzitiv és
reflexiv (illetve reflexiv és trichotéom) az E; halmazon, igy 6.10.8., valamint 6.10.7. b)

¢s ¢) alapjan az URZ' relacié antiszimmetrikus, tranzitiv és reflexiv (illetve reflexiv és

iel
trichotom) az UEl halmazon. Ezért ekkor az URi relacié rendezés (illetve linedris
i€l i€l
rendezés) az U E; halmaz felett. W

iel
Jelblés. Az ekvivalencidkra és rendezésekre gyakran specialis infix jelolést alkalmazunk.

— Az ekvivalencidkat gyakran a &~ szimbo6lummal jeloljiik, és ha ~ ekvivalencia az E
halmaz felett, akkor x,y € F esetén (x,y) €~ helyett azt irjuk, hogy = ~ y.

— A rendezéseket gyakran a < szimbolummal jel6ljiik, és ha < rendezés az E halmaz
felett, akkor z,y € E esetén (z,y) €< helyett azt irjuk, hogy =z < y.
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6.11. Faktorhalmazok és fliggvények faktorizacioja

6.11.1. Definicié. Ha = evivalencia az E halmaz felett, akkor ~ szerinti ekvivalencia-
osztalynak neveziink minden olyan X C E halmazt, amelyre teljesiilnek az alabbiak.
a) X # 0 és minden x,2’ € X elemre x ~ «'.

b) Minden x € X ésx' € E elemre, ha x =~ x', akkor 2’ € X.

6.11.2. Allitas. Legyen ~ evivalencia az E halmaz felett.
a) Ha X és X' ekvivalencia-osztdlyok ~ szerint és X N X' # 0, akkor X = X'.

b) Minden x € E elemhez létezik egyetlen olyan X ekvivalencia-osztdly = szerint, hogy
x € X; ez a halmaz egyenld az {2’ € E|x ~ '} halmazzal.

c) Az "X ekvivalencia-osztdly =~ szerint" kijelentés kollektivizdld az X wvdltozdéban.

d) Vezessiik be az E] ~:= {X|X ekvivalencia-osztily ~ szerint } jelolést. Ekkor az
{(, X)|(X € B/ =)A\(x € X)} halmaz olyan E-n értelmezett, E/ ~-ba érkezd fiigguény,
amely riképez FE/ ~-ra.

Bizonyitds. a) Legyenek X és X' ekvivalencia-osztalyok =~ szerint és tegyiik fel, hogy
XNX #0. Legyen z € X N X' tetsz6legesen rogzitett elem. Ha x € X, akkor 2 € X
miatt © ~ z. Ekkor z = z is teljesill és z € X', ezért x € X'. Ez azt jelenti, hogy
X C X', Felcserélve X-t és X'-t, valamint z-t es 2/-t; az el6z6 érvelés azt adja, hogy
X' C X, tehat a meghatarozottsagi axioma alapjan X = X'.

b) Legyen = € E és tekintsik az X = {2/|(2’ € E) A (z = 2/)} halmazt. Vilagos,
hogy X C FE olyan halmaz, hogy = € X, mivel a = relaci6 reflexiv az E halmazon.
Ha 2/,2” € X, akkor x ~ 2’ és x ~ 2", tehat ~ szimmetrikussidga és tranzitivitasa
folytan ' ~ 2”. Ha 2/ € E, 2" € X és 2/ ~ 2", akkor x ~ z”, tehat ismét az =~
relacio szimmetrikussiaga és tranzitivitdsa miatt  ~ 2/, igy 2’ € X. Ez azt jelenti, hogy
X ekvivalencia-osztaly = szerint és x € X. Ha X' is ekvivalencia-osztaly ~ szerint és
x € X', akkor x € X N X', tehat az a) alapjan X = X'.

c) Ha X ekvivalencia-osztaly =~ szerint, akkor X € Z(F), tehat a részhalmaz axioma
alapjan c) teljestl.

d) Legyen F':= {(z, X)|(X € E/ =) A (x € X)}. Ha (2, X), (z,X') € F, akkor X és X'
olyan ekvivalencia-osztalyok == szerint, hogy = € X N X', tehat az a) szerint X = X'.
Ezért F fiiggvény és b) kévetkeztében pry(F) (= Dom(F)) egyenls E-vel és ¢) alapjan
nyilvanvalo, hogy pry(F) (= Im(F)) egyenls az Osszes = szerinti ekvivalencia-osztalyok
halmazaval, vagyis £/ ~-mal. B

6.11.3. Definicid. Legyen ~ ekvivalencia E felett. Ekkor
E/ ~:= {X|X ekvivalencia-osztaly =~ szerint},

és ezt a halmazt az E halmaz =~ ekvivalencia szerinti faktorhalmazanak nevezzik. Min-
den x € E esetén az x elem =~ szerinti ekvivalencia-osztdalydt a Class(z) szimbolummal

jeloljiik, vagyis Class(x) := {z" € E|x = 2"}, tovdbbd a
Tp/~: B — B/ =; .+ Class(z)

figgvényt az E és E/ ~ halmazok kozétti kanonikus sziirjekcionak nevezziik.
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6.11.4. Allitas. Legyen f figguény, és
Ry = { (z,2") € Dom(f) x Dom(f) | f(z) = f(z) }.

Ekkor Ry ekvivalencia a Dom(f) halmaz felett és létezik egyetlen olyan f : Dom(f)/Ry —

Im(f) figgvény, amelyre f o Tpom(s)/r, = [, vagyis a kdvetkezd diagram kommutativ:

Dom(f)/R; ——Im(f)

WDom(f)/RfT /

Dom(f)

Az f fiigguény bijekcio a Dom(f)/Ry faktorhalmaz és Im(f) kozott.

Bizonyitdas. Az Ry relacio trivialisan reflexiv a Dom(f) halmaz felett, és szimmetrikus
is, mert a logikai egyenldség szimmetrikus. Ha (x,2') € Ry és (2/,2”) € Ry, akkor
f(x) = f(2') és f(z') = f(2"), igy a logikai egyenlGség tranzitivitdsa miatt f(z) = f(2”),
vagyis (z,2"”) € Ry, tehat a Ry relacio tranzitiv. Ez azt jelenti, hogy R ekvivalencia
Dom(f) felett.

Ha g, ¢ : Dom(f)/R; — Im(f) mindketten olyan fliggvények, hogy g o mpom(s)/r; = [ =
9’ 0TDom(f)/R;» @KKOT & Tpom(sy/r, : Dom(f)/Ry — Im(f) fiiggvény sziirjektivitasa folytan
g = ¢, vagyis az [ fliggvény egyértelmi. Az f fliggvény létezésének bizonyitasdhoz
tekintsiik a

F o= { (&) | (€ € Dom(f)/Rp) A(Bx € &) y = flx) }

halmazt. Az F' halmaz minden eleme par, tehat F' relacio. Ha (&,y),(,y') € F, akkor
vehetiink olyan x € £ elemet, hogy y = f(x), és vehetiink olyan 2’ € £ elemet, hogy
y = f(z'). Ekkor z,2’ € € miatt (x,2') € Ry, hiszen ¢ ekvivalenciaosztaly Ry szerint,
kovetkezésképpen y = f(x) = f(2') = /. Ez azt jelenti, hogy F fiiggvényrelacio. Vilagos,
hogy Dom(F') = pri(F) C Dom(f)/Rs. Ha £ € Dom(f)/Ry, akkor £ # () alapjan véve
tetszéleges © € & elemet kapjuk, hogy (&, f(x)) € F, tehat Dom(f)/R; € Dom(F).
Ezért Dom(F') = Dom(f)/Ry, és y € Im(F') esetén van olyan { € Dom(f)/Ry, hogy
(&,y) € F, tehat van olyan x € £, hogy y = f(z), igy F(§) =y = f(x) € Im(f). Ez azt
jelenti, hogy Im(F') C Im(f), vagyis F' : Dom(f)/R; — Im(f) fiiggvény.

Ha z € Dom(f), akkor £ := Tpom(s)/r, () olyan, hogy £ € Dom(f)/Ry és x € £, ezért
(& f(x)) € F, vagyis F(€) = f(z), azaz F (Tpom(s)/r, () = f(z). Ez azt jelenti, hogy F
olyan fliggvény, amelyre az F'ompom(s)/r; = | egyenldség teljesiil, amivel f egzisztenciajat
is igazoltuk.

Ha y € Im(f), akkor van olyan = € Dom( f), hogy y = f(x), és ekkor f (TDom(s)/r, (7)) =

f(z) = y, tehat & = Tpom(s/r,; () € Dom(f)/Rs olyan elem, amelyre f(§) = y.
Ezért Im (f) = Im(f), vagyis az f : Dom(f)/R; — Im(f) fiiggvény sziirjektiv. Ha
€,¢ € Dom(f)/Ry olyanok, hogy f(ﬁ) = }(5’), akkor tetszélegesen kijelolve x € £ és

x’ € & pontokat kapjuk, hogy f(&) = f(z) és }(5’) = f(a'), ezért f(x) = f(2'), vagyis
(z,2") € Ry, azaz £ = Tpom(s)/R; (T) = Toom(s)/r, (2') = &'. Ezzel bebizonyitottuk, hogy

f injekcio. W
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6.11.5. Definicio. Ha f fiiggvény, akkor az eldzd dllitdsban értelmezett Ry ekvivalencidt

az f fliggvény altal meghatarozott ekvivalencianak nevezzik, tovdbbd az f
Dom(f)/R; — Im(f) bijekciot az f fiigguény kanonikus faktorizaltjanak nevezziik.

6.11.6. Allitas. Legyenek R és S olyan ekvivalencidk az E halmaz felett, hogy R C S.
Legyen

S/R:={(§¢) € (E/R) x (E/R)|(Fz € §)(32" € ) (z,2") € S}.

Ekkor S/R ekvivalencia az E/R faktorhalmaz felett, és létezik egyetlen olyan f : E/S —
(E/R)/(S/R) figgvény, amelyre forg;s = T(g/Rr)/(s/R)OTE/R, Vagyis a kovetkezd diagram
kommutativ:

E/S—L5(E/R)/(S/R)

”E/ST TW(E/R)/(S/R)

E———FE/R
TE/R

Ez az [ figgvény bijekcid az E/S és (E/R)/(S/R) faktorhalmazok kézitt.

Bizonyitds. Ha £ € E/R, akkor barmely = € £ esetén (x,z) € S, hiszen £ C E miatt
x € E és S reflexiv az E halmazon; ezért (£,€) € S/R, tehat az S/R relacio reflexiv
az E/R halmazon. Ha (¢,¢') € S/R, akkor léteznek olyan x € & és 2’ € &', hogy
(x,2') € S; ekkor o’ € ¢ és x € £, valamint S szimmetrikussaga miatt (z/,x) € S,
igy S/R definicioja alapjan (£',€) € S/R, vagyis az S/R relacio szimmetrikus. Ha
(&,¢) € S/R és (£,¢") € S/R, akkor léteznek olyan x € & és o' € & elemek, hogy
(x,2") € S, valamint léteznek olyan 7' € £ és 2" € £" elemek, hogy (7/,2”) € S. Mivel
o3 e, igy (¢/,7) € RC S és (z,2') € S, ezért az S relacié tranzitivitasa folytan
(x,7") € S. Ugyanakkor (z',2") € S is teljesiil, igy ismét S tranzitivitasat alkalmazva
(z,2") € S, ami azt jelenti, hogy (£,£¢”) € S/R, tehat az S/R relaci6 tranzitiv. Ezzel
belattuk, hogy S/R ekvivalencia az E/R faktorhalmaz felett.

Ha g,¢' : E/S — (E/R)/(S/R) olyan fiiggyények, hogy gomg/s = T(r/r)/(S/R) © TE/R €S
g/ o) 7TE/S = W(E/R)/(S/R) e} WE/Ra akkor g o 7TE/S = g/ 9] 7TE/Sa fgy a 7TE/S E — E/S
leképezés sziirjektivitasabol kovetkezik, hogy ¢ = ¢. Ezért az elSirt tulajdonsagu
E/S — (E/R)/(S/R) leképezés egyértelmd.

Az elsirt tulajdonsagu E/S — (E/R)/(S/R) leképezés létezésének bizonyitasahoz te-
kintsiik a kovetkez6 halmazt:

f=A{(&n) e(E/S)x(E/R)/(S/R)| Tz € &) n=mwmysr (Te/r)) }.

Az f halmaz minden eleme par, tehat f relacio, és a definicio szerint f C (E/S) x
(E/R)/(S/R), ezért prif C E/S és prof C (E/R)/(S/R). Ha (§,n) € f és
(&n') € f, akkor léteznek olyan z,2' € &, hogy n = m(m/r)/s/r) (TE/R(T)) 65
"' = T(E/R)/(S/R) (TE/R(II>); ekkor £ € E/S miatt mg/s(x) = mp/s(a’), és x € Tgs(x),
valamint 2’ € 7g/s(2'), igy (x,2") € S, amib6l S/R definici6ja alapjan kapjuk, hogy
(me/m(2), mER(2)) € S/ R, tehat n = (e m) (s (Te/R(T)) = 7w/ 5m) (TE/R(2) =
n'. Ez azt jelenti, hogy f fiiggvényrelacio, és Dom(f) C E/S, valamint Im(f) C
(E/R)/(S/R), tehat f: E/S — (E/R)/(S/R) fiiggvény.

Ha £ € E/S, akkor a mg/s : E — E/S fiiggvény sziirjektivitasa miatt van olyan z € E,
hogy & = mg/s(x), azaz x € &, és ekkor f definicioja szerint (£, 7(g/r)/s/r) (TE/R(2))) €
f. vagyis & € Dom(f) és f (mg/s(x)) = f(§) = m/rys/r) (TE/r(x)). Ez azt jelenti,
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hogy Dom(f) = E/S, és fennall az f o mp/s = T(g/r)/(s/R) © TE/R egyenldség, amivel az
elsirt tulajdonsédgu E/S — (E/R)/(S/R) leképezés egzisztenciajat is igazoltuk.

Az f: E/S — (E/R)/(S/R) fiiggvény injektivitasanak bizonyitasadhoz legyenek &, & €
E/S olyanok, hogy f(¢) = f(¢'). Ekkor véve x € £ és 2/ € £ elemeket kapjuk, hogy
meys(t) = & és mpys(r') = &, tehdt mgr)s/m) (Te/p() = f(7es(x)) = f(€) =
f(f/) = f(WE/S($/>) = T(E/R)/(S/R) (WE/R(ZE,)), ezért (WE/R(:L’),WE/R(JI/)) c S/R Az
S/R relacié definicioja szerint léteznek olyan & € mg/r(x) és ' € mp/r(2’) elemek,
amelyekre (2,7') € S. Mivel (z,2) € R C S és (2/,7') € R C S, igy fennallnak az
(x,2) € S, (2,@') € S és (a/,7) € S Osszefliggések. Ezekbdl S szimmetrikussaga és
tranzitivitasa alapjan kovetkezik, hogy (x,2") € S, vagyis { = mg/s(x) = mg/s(2’) = £,
tehéat az f fliggvény injektiv.

Az f: E/S — (E/R)/(S/R) fiiggvény sziirjektivitasa az f o mg/s = T(r/R)/(S/R) © TE/R
egyenlGségbdl kovetkezik, mert a jobb oldalon a mp/gr : E — E/R é mg/r)/(s/R) :
E/R — (E/R)/(S/R) sziirjekciok kompozicidja &ll, tehat a m(g/r)/(s/r) © TR/R * £ —
(E/R)/(S/R) sziirjektiv, ezért még a ng/g : £ — E/S fiiggvény sziirjektivitasat is
felhasznalva nyerjiik, hogy Im(f) = f(E/S) = f(Im (WE/S) = Im (W(E/R)/(S/R) o WE/R) =
(E/R)/(S/R), vagyis az f : E/S — (E/R)/(S/R) figgvény sziirjektiv. B

6.11.7. Definicié. Ha R és S olyan ekvivalencidk az E halmaz felett, hogy R C S, akkor
az eldzd dllitdsban értelmezett E/S — (E/R)/(S/R) bijekciot az E/S és (E/R)/(S/R)
faktorhalmazok kioziotti kanonikus bijekcidnak nevezziik.

6.11.8. Allitas. Legyenek E és F halmazok, R ekvivalencia E felett, S ekvivalencia F
felett, és f : E— F olyan figgvény, hogy (f x f)(R) C S (azaz minden (x,2') € R
esetén (f(x), f(z)) € 9).

a) Létezik egyetlen olyan J.‘Rﬁ : E/R — F/S figguény, amelyre ].CR’S o Tg/R = TF/s© f,
vagyis a kovetkezd diagram kommutativ:

IRr,s

E/R-25F/S

WE/RT TWF/S

b) Ha f injekcio és (f x f)(R) =S, akkor ].CRS injekcio.
c) Ha az f : E — F fiigguény szirjekcio, akkor az }R’S :EJ/R — F/S figguény sziirjek-

33

cid.
d) Ha az f : E — F fiiggvény bijekcio az E és F' halmazok kézott, és (f x f)(R) =S,
akkor az frs: E/R — F/S figguény bijekcio az E/R és I'/S faktorhalmazok kézitt.

Bizonyitds. a) Ha g,¢' : E/R — F/S olyan fiiggvények, amelyekre g o mg/p = mp/s 0 f
és g omp/r = Trys © f, akkor gomg/r = ¢’ © TR, ezért a Tp/r 1 E — E/R fiiggvény
szlirjektivitdsa miatt ¢ = ¢, tehat az eldirt tulajdonsagu fiiggvény egyértelmi. Az
egzisztencia bizonyitasahoz tekintsiik a kdvetkezs halmazt:

G = {(&n) e (E/R)x(F/S)| 3z el n=mps(f(z)) }.

A G halmaz minden eleme par, ezért G relécio, és a definicio6 szerint G C (E/R) x (F/S),
tehat pryG C E/R és proG C F/S. Ha (¢,n) € G és (§,1) € G, akkor G definicioja
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szerint léteznek olyan x,2’ € &, hogy n = mps(f(x)) és ' = WF/S(f(.CE)); ekkor
(l‘,ﬂ?l) S R7 igy (f(l'),f(ml)) S S? tehat n = 7TF/S(f<:U>> = 71'F/S(f( )) = 77 Ez azt
jelenti, hogy G fiiggvényrelacio, és Dom(G) C E/R, valamint Im(G) C F/S, tehat
G:E/R — F/S fuggvény.

Ha £ € E/R, akkor x € ¢ esetén G definicidja szerint (&, mp/s(f(2))) € G, ezért
¢ € Dom(G). Ez azt jelenti, hogy Dom(G) = E/S, tovabba minden = € E esetén
r € mg/r(w), igy G (ﬂ'E/R(ZL’)) = 7mps(f(x)), vagyis fennéll a G o mg/p = Tp/s © TE/R
egyenléség, amivel az el6irt tulajdonsagn E/R — F/S leképezés egzisztencidjat is
igazoltuk.

b) Tegyiik fel, hogy f injekcio és (f x f)(R) = S. Legyenek £, ¢ € E/R olyanok, hogy
frs(&) = frs(§). Legyenek x € § és o' € ¢ rogzitett elemek, tehat { = mp/p(x)
éfS ¢ = mpr(@). Ekkor mps(f(x)) = frs (WE/R(SU)) = frs(§) = frs(§) =
Fros (Teyp(e) = mrys(£(@), tehat (£(x), f(z')) € 5. Az (f x f)(R) = S hipotezis

szerint létezik olyan (z,%') € R par, hogy (f(2), f(Z') = (f(z), f(2')), azaz f(Z) = f(x)
és f(7') = f(2). Az f fiiggvény injektivitdsa miatt T = x és ¥’ = 2/. Tehat (z,2') € R,

igy { = mp/r(x) = mp/r(2") = &', ami azt jelenti, hogy ]."R’S injekcio.

c) Tegyiik fel, hogy az f : £ — F fiiggvény sziirjekcio. Mivel np/g : F' = F/S is
sziirjekcio, 1gy az fr g o mp/r = T/ o f egyenléség alapjan az frgomp/p: B — F/S
fliggvény is sziirjekcio, 1gy kihasznalva a 7g/p : B — E /R fliggvény sziirjektivitasat

kapjuk, hogy Im (fp¢) = fps(E/R) = fps(lm (mp/r)) = F/S, tehit az f g : E/R —
F/S figgvény sziirjekcio.

d) Ha (f x f)(R) = S és az f : E — F fuggvény bijekcio, akkor f injekcio, igy b)
szerint fp g injekcio, tovabba az f : B — F fiiggvény sziirjekci6, tehat c) szerint az
frs: E/R— F/S fiiggvény sziirjekcio. B

6.11.9. Definicié. Legyenek E és F' halmazok, R ekvivalencia E felett, S ekvivalencia
F felett, és f : E — F olyan figgvény, hogy (f x f)(R) C S akkor az eldzd dllitasban
értelmezett frp s : E/R — F/S fiigguényt az f figguény R-S faktorizaltjanak nevezziik.

6.11.10. Allitas. Legyen ((E;, R:))ic; olyan rendszer, hogy minden i € I esetén R,
ekvivalencia az F; halmaz felett és

X R; = { (@)sers (2)icr) (HE) (HE)‘ (Vi€ I) (z;,2)) € Ri }

el i€l i€l

Ekkor a X R; halmaz ekvivalencia a H E; szorzathalmaz felett, és létezik egyetlen olyan

el el

7 (1) () ~ Tt

el i€l

fiigguény, amelyre fop = >< T im, ahol p : HE — (HE)/(leI ) a kanonikus

el el
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sziirjekcio, vagyis a kévetkezd diagram kommutativ:

(1) () =Tl

el

P X
s
ier i/l

117

icl
Az f fligguény bijekcio.

Bizonyitds. Vezessiik be az E = HEZ és R := X R; jeloléseket. Vilagos, hogy ekkor
iel el

P =TE/R-

Ha (x;)ie; € E, akkor minden i € I esetén (x;,x;) € R;, mivel x; € E; és R; reflexiv az
E; halmazon, tehat ((z;)icr, (z;:)ier) € R, vagyis az R relacio reflexiv az E halmazon. Ha
((x:)ier, (zh)icr) € R, akkor minden i € I esetén (z;,z}) € R;, ezért R; szimmetrikussaga
miatt (2}, x;) € Ry, vagyis ((2})ier, (zi)icr) € R, ami azt jelenti, hogy az R relacio
szimmetrikus. Ha ((z;)ier, (2)ier) € R és ((@})icr, (2})ier) € R, akkor minden i € I
esetén (x;, @) € R; és (x},2)) € R;, ezért R; tranzitivitdsa miatt (z;,27) € R;, vagyis
((x:)ier, (z])icr) € R, ami azt jelenti, hogy az R relacié tranzitiv. Ezzel belattuk, hogy
R ekvivalencia E felett.

Hag,¢ : E/R — H(EZ/RZ) olyan fiiggvények, hogy gop= X 7, ésg'op= X7

E;/R;’
el el i/ Ry

iel
akkor gop = g’ op, ezért a p = mg/r : £ — E/R fiiggvény sziirjektivitdsa miatt g = ¢/,
vagyis az eldirt tulajdonsagu fiiggvény egyértelmii. Az egzisztencia bizonyitédsahoz legyen

1= { (& wen) € (B/R) x TI(E/ Re) | Glaidier € €) (Vi € 1) s = mpym, () }.

el

Az F halmaz minden eleme par, tehat F' relacio, és a definicié szerint F© C (E/R) x
H(Ei/Ri)a tehat pri /' C E/R és praF' C H(EZ/RZ) Ha (&, (yi)ier) € f és (&, (¥))ier) €
il icl

f, akkor léteznek olyan (x;)cs, (2))ic; € & rendszerek, hogy minden i € I esetén y; =
ﬂ-Ei/Ri(mi) és yz/' = TE;/R; (x;)7 mivel pedig (l‘i’ ZE;) € Riv gy yi = TE;/R; (x%) = ﬂ-Ei/Ri(x{i) =
v, vagyis (Yi)ier = (Yl)ier. Ez azt jelenti, hogy f fliggvényrelacio, és Dom(f) C E/R,
valamint Im(f) C H(E,/RZ), vagyis f : E/R — H(EZ/Rl) fiiggvény.

el iel

Ha £ € E/R, akkor véve egy (z;);cr € & elemet az f fiiggvény definiciojabol nyilvan-
valoan adodik, hogy (5, (WEi/Ri(xi))ig) € f, ezért £ € Dom(f), igy Dom(f) = E/R.

Tovabba, minden (z;);e; € E esetén <7rE/R ((xi)ier) (WEi/Ri<xi))ig[> € f, vagyis fenn-

all az f (mg/r ((xi)icr)) = (WEi/Ri<xi))iez = < 'XIWEi/Ri) ((x;)ier) egyenlSség. Ez azt
1€

jelenti, hogy az f : F/R — H(Ez/RZ) fiiggvény olyan, hogy fop = X m, ., hiszen
icl el

p = mg/r. Tehat az eldirt tulajdonsign fliggvény létezését igazoltuk.

Legyenek &, € E/R olyanok, hogy f(§) = f(&'), és valasszunk ki egy (x;)ic; € &

és (r7)icr € & pontot. Ekkor & = mg/r ((#i)ier) és & = mg/r ((])icr), kovetkezés-

keppen (g, g, (4:)),c; = [ (7o (@i)ier) = f(&) = f(&) = f(me/r (#))icr) =
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(WEi/Ri(x;))iep vagyis minden ¢ € I esetén mg, g, (2;) = 7g, /R, (2}), azaz (z;,2;) € R;.

Ezért ((xl-)l-el, ($i)i€[) € R, tehat f =TE/R (($Z)Z€[) = TE/R ((36;)161) = fl. Ez azt jelenti,

hogy f injekcio.

Az f: E/R — H(EZ/RZ) fliggvény sziirjektiv, mert (v;)ies € H(El/RZ) esetén minden
i€l iel

i € I indexre y; € E;/R;, igy a mg,/p, : E; — E;/R; fiiggvény sziirjektivitasa folytan

létezik olyan z; € E;, hogy y; = 7, /r,(x:), ezért a kivalasztasi axioma alkalmazasa-

val kivalaszthatunk olyan (z;);c; € FE rendszert, amelyre (y;)ic; = (WEi /Ri(xi))iel =
[ (me/r (zi)ier)) € Im(f). Bzért az f : E/R — H(El/RZ) fiiggvény bijekcio.
el

6.11.11. Definicié. Ha ((E;, R;))ier olyan rendszer, hogy minden i € I esetén R; ekvi-

valencia az E; halmaz felett, akkor az eldzd dllitasban értelmezett X R; ekvivalencidt az
13

(R;)ic; ekvivalencia-rendszer szorzatanak nevezzik, és az el6zd dllitasban értelme-

zett (HEJ/( X Ri> — H(EZ/RZ) fligguényt az (HEJ/( X Ri> faktorhalmaz és

il el iel il iel
H(EZ /R;) szorzathalmaz kézétti kanonikus bijekcionak nevezziik.
icl

6.12. Rendezett halmazok

6.12.1. Definici6é. Az (E, <) pdrt rendezett halmaznak nevezziik, ha < rendezés az
E halmaz felett. Ha (E, <) rendezett halmaz, akkor az x,x' € E elemeket 6sszehason-
lithatoknak nevezziik a < rendezés szerint, ha x < 2’ vagy ¥’ < x teljesil. Az (E,<)
part linearisan rendezett halmaznak nevezzik, ha (E,<) olyan rendezett halmaz,
hogy az E bdrmely két eleme dsszehasonlithato a < rendezés szerint. Az E halmaz feletti
< reldciot linearis rendezésnek nevezzik, ha (E, <) linedrisan rendezett halmaz.

Ha E legalabb két elemit halmaz, akkor a (Z(F), C»k)) par rendezett halmaz, de
nem linearisan rendezett.

Megjegyezziik, hogy ha (E, <) rendezett halmaz, akkor minden F' C FE halmazra a
<r megszoritott relacié nyilvanvaloéan szintén rendezés F felett, tehat az (F, <p) péar is

rendezett halmaz.
-1
Ha (E, <) rendezett halmaz, akkor az < inverz relacié nyilvanvaléan szintén rendezés

-1
E felett, tehat (E, <) rendezett halmaz.

-1
6.12.2. Definicié. Ha (F,<) rendezett halmaz, akkor a < inverz reldciot a <°
szimbolummal jeloljik, és az (E,<°) rendezett halmazt az (E,<) rendezett halmaz
ellentettjének nevezziik.

6.12.3. Definicido. Legyen (F, <) rendezett halmaz.

- Az X C FE halmaz felsé (illetve alsé) korlatjanak neveziink a < rendezés szerint
minden olyan y € E elemet, amelyre teljesil az, hogy minden x € X elemre x < y
(illetve y < x). Az X C E halmaz feliilrdl (illetve alulrél) korlatos a < rendezés
szerint, ha létezik X -nek felsd (illetve alsd) korldtja a < rendezés szerint. Az X C E
halmaz korlatos a < rendezés szerint, ha X felilrdl és alulrol is korldtos a < rendezés
szerint.

- Az X C E halmaz legnagyobb (illetve legkisebb) elemének nevezziik a < rendezés
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szerint az E halmaz minden olyan elemét, amely felsd (illetve alsd) korldatja X -nek a <
rendezés szerint és eleme X -nek.

- Az X C FE halmaz fels6 (illetve alsd) hataranak nevezzik a < rendezés szerint
az X halmaz legkisebb (illetve legnagyobd) felsd (illetve alsd) korldtjat a < rendezés
szerinti. A felsd (illetve alsd) hatdr elnevezés helyett gyakran a szuprémum (illetve
infimum)elnevezést is haszndljuk.

Ha vilagos, hogy az E halmaz felett melyik < rendezésrél van szo, akkor az imént
bevezetett elnevezésekbdl elhagyjuk a "< rendezés szerint" kifejezést.

6.12.4. Allitas. Ha (E,<) rendezett halmaz és X C E, akkor X-nek legfeljebb egy
legkisebb eleme (illetve legnagyobb eleme, illetve infimuma, illetve szuprémuma) létezik.

Bizonyitds. Ha a,b € X legkisebb (illetve legnagyobb) elemei E-nek, akkor minden z € X
esetén a < x és b < x (illetve x < a és © < b), ezért a < b és b < a is teljesiil, igy az
< relacié antiszimmetrikussdga miatt ¢ = b. Tehat az X halmaz legkisebb (illetve
legnagyobb) eleme egyértelmiien van meghatarozva.

Ebbdl mar kévetkezik, hogy az X halmaz infimuma és szuprémuma is egyértelmi, mert
az infimum (illetve szuprémum) az X halmaz also6 (illetve felsd) korlatjai halmazanak a
legnagyobb (illetve legkisebb) eleme. W

Jelblés. Legyen (E, <) rendezett halmaz.

— Ha az X C E halmaznak létezik legnagyobb (illetve legkisebb) eleme, akkor azt
a max(X) (illetve min(X)( szimbolummal jeloljiik, vagy ha sziikséges kiemelni, hogy
melyik F feletti < rendezés szerint vessziik ezt az elemet, akkor a max<(X) (illetve
min< (X)) szimbolumot alkalmazzuk.

— Ha az X C F halmaznak létezik szuprémuma (illetve infimuma), akkor azt a sup(X)
(illetve inf(X)) szimbolummal jeloljiik, vagy ha sziikséges kiemelni, hogy melyik F feletti
< rendezés szerint vessziik ezt az elemet, akkor a sup_(X) (illetve inf< (X)) szimbolumot
alkalmazzuk. -

6.12.5. Definicio. Legyen (F, <) rendezett halmaz.
— Ha T halmaz, és f : T — E olyan figgvény, hogy az Im(f) halmaznak létezik legna-
gyobb (illetve legkisebb) eleme, akkor a

max(f) := max(Im(f)), ( illetve min(f) := min(Im(f)) )

jelolést alkalmazziik, és ezt az elemet az f fliggvény maximumanak (illetve minimu-
manak) nevezzik. Specidlisan, ha (x;)ic; olyan rendszer, hogy minden i € I indexre
x; € E, akkor a

max z; ;= max({z;|i € I}),  ( illetve mllnxl = min({z;|i € [}) )
1€ 1€

elemet az E-ben haladé (z;);c; rendszer maximumanak (illetve minimumaéanak)
nevezzik.

— Ha T halmaz, és [ : T — E olyan figguény, hogy az Im(f) halmaznak létezik szupré-
muma (illetve infimuma), akkor a

sup(f) :=sup(Im(f)), ( dlletve inf(f) := inf(Im(f)) )
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elemet az f fliggvény szuprémumanak (illetve infimumanak) nevezzik. Specidlisan,
ha (x;);er olyan rendszer, hogy minden i € I indezre x; € E, akkor a

supz; :=sup({x;|i € I},  ( illetve in;$i = 1inf({x;]i € I}) )
el i€
elemet az E-ben haladd (x;);c; rendszer szuprémumanak (illetve infimumaéanak)
nevezzik.

Természetesen, ha (E, <) rendezett halmaz és X C F, akkor X-nek nem sziikségképpen
létezik legkisebb vagy legnagyobb eleme (ez a helyzet példaul ha X = (), és X-nek
nem sziikségképpen létezik infimuma vagy szuprémuma (ez a helyzet példaul ha X nem
korlatos alulrol vagy feliilrél).

6.12.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az E halmaz feletti < rendezés teljes, ha E
minden nem dres felilrdl korldtos részhalmazdanak létezik szuprémuma a < rendezés

szerint. Azt mondjuk, hogy (F, <) teljesen rendezett halmaz, ha < teljes rendezés E
felett.

A definici6 alapjan nyilvanvalod, hogy ha (E, <) rendezett halmaz, akkor az tires hal-
maznak pontosan akkor létezik infimuma (illetve szuprémuma) a < rendezés szerint, ha
E-nek létezik legnagyobb (illetve legkisebb) eleme, és ha ez létezik, akkor () infimuma
(illetve szuprémuma) egyenlé az E halmaz < rendezés szerinti legnagyobb (illetve
legkisebb) elemével.

6.12.7. Allitas. Legyen (E, <) rendezett halmaz és X C E.

a) Azy € E elem pontosan akkor felsd (illetve also) korldtja X -nek a < rendezés szerint,
ha y alsé (illetve felsd) korldtja X-nek a <° rendezés szerint.

b) Az y € E elem pontosan akkor a legnagyobb (illetve legkisebb) eleme X-nek a <
rendezés szerint, ha y az X halmaz legkisebb (illetve legnagyobb) eleme X-nek a <°
rendezés szerint, vagyis fenndll a max<(X) = min<.(X) (illetve min<(X) = max<o (X))
eqyenldséy.

c) Az X-nek halmaznak pontosan akkor létezik szuprémuma (illetve infimuma) a <
rendezés szerint, ha X -nek létezik infimuma (illetve szuprémuma) a <° rendezés szerint,
és fenndll a sup.(X) = inf<o(X) (illetve inf<(X) = sup..(X)) egyenldség.

Bizonyitds. a) Az y € E elem pontosan akkor felsg (illetve also) korlatja X-nek a <
rendezés szerint, ha minden x € X esetén x < y (illetve y < x), ami azzal ekvivalens,
hogy minden = € X esetén y <° z (illetve x <° y), vagyis y also (illetve felsd) korlatja
X-nek a <° rendezés szerint.

b) Az y € E elem pontosan akkor a legnagyobb (illetve legkisebb) eleme X-nek a <
rendezés szerint, ha y € X és y felsg (illetve also) korlatja X-nek a < rendezés szerint,
ami a) alapjan ekvivalens azzal, hogy y € X és y also (illetve felsG) korlatja X-nek a
<° rendezés szerint, vagyis y az X halmaz legkisebb (illetve legnagyobb) eleme a <°
rendezés szerint.

c) Az a) allitas alapjan az X halmaz < szerinti fels6 (illetve als6) korlatjainak halmaza
egyenld az. X halmaz <° szerinti also (illetve felsg) korlatjainak halmazaval, igy b) alapjan
pontosan akkor létezik az X halmaz < szerinti felss (illetve als6) korlatjai halmazénak
< szerinti legkisebb (illetve legnagyobb) eleme, ha létezik az X halmaz <° szerinti alsd
(illetve felss) korlatjai halmazanak <° szerinti legnagyobb (illetve legkisebb) eleme és
szintén b) alapjan irhato, hogy sup(X) = inf<.(X) (lletve inf<(X) = sup..(X)). W
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6.12.8. Allitas. Legyen (E, <) rendezett halmaz. A kivetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(i) Az E halmaz minden nem ires, felilrél korldtos részhalmazdnak létezik szuprémuma
(vagyis (E, <) teljesen rendezett halmaz).
(

ii) Az E halmaz minden nem iires, alulrol korldtos részhalmazdnak létezik infimuma.

Bizonyitds. (1)=>(ii) Legyen X C E nem tires, < szerint alulrél korlatos halmaz, és jel6lje
X, az X halmaz < rendezés szerinti als6 korlatjainak halmazat, vagyis

X, ={yeE|(Vze X): y<uz}.

Az X halmaz alulrdl korlatos < szerint, ezért X, # (). Masfelsl, X # (), és ha z € X,
akkor X, definicidja alapjan minden y € X, esetén y < x, vagyis x fels6 korlatja X,-nak
< szerint. Tehat X, C E nem iires, < szerint feliilrsl korlatos halmaz, igy (i) alapjan
létezik az x, := sup(X,) szuprémum. Megmutatjuk, hogy x, az X halmaz legnagyobb
also korlatja a < rendezés szerint, vagyis x, = inf(X).

Ha x € X, akkor x fels6 korlatja X,-nak < szerint, igy x, < z, hiszen a definici6 alapjan
x, a legkisebb felsd korlatja X,-nak < szerint. Ez azt jelenti, hogy x, als6 korlatja X-nek
< szerint. Ha y € E a < rendezés szerint als6 korlatja X-nek, akkor a definicié szerint
y € X,, ezért y < x,, hiszen z, felsé korlatja X,-nak < szerint. Ez azt jelenti, hogy z,
a legnagyobb also korlatja X-nek a < rendezés szerint, vagyis z, = inf(X).

(il)=(i) Az el6z6 allitas szerint (ii) azzal ekvivalens, hogy az Az E halmaz minden nem
tires, feliilr6l korlatos részhalmazanak létezik szuprémuma a <° rendezés szerint. Ezért
az imént igazolt (1)=(ii) kovetkeztetést alkalmazva az (E, <) rendezett halmaz helyett az
(E, <°) rendezett halmazra kapjuk, hogy az E halmaz minden nem iires, alulrél korlatos
részhalmazénak létezik infimuma <° szerint. Ez viszont ismét az el6z6 allitas szerint
azzal ekvivalens, hogy az E halmaz minden nem fires, feliilr6l korlatos részhalmazanak
létezik szuprémuma (<°)° szerint, ami egyenld az < rendezéssel. B

6.12.9. Allitas. (A szuprémum és infimum kommutativitasa) Legyen (E, <) ren-
dezett halmaz, (x;)ie; E-ben haladé rendszer, J halmaz, és o : J — I szirjektiv leké-
pezés. Az (x;)ier Tendszernek pontosan akkor létezik szuprémuma (illetve infimuma), ha
az (To(j))jes rendszernek létezik szuprémuma (illetve infimuma), tovdbbd, ha az (;)icr
rendszernek létezik szuprémuma (illetve infimuma), akkor

SUp T; = SUp Ty(;), illetve inf x; = inf x,(; )
ie? je? G ( el jeJ @)

Bizonyitds. A szuprémum (illetve infimum) definici6ja szerint supz; (illetve 1n§ ;)
iel 1€
pontosan akkor létezik, ha az X := {z;|i € [} halmaznak létezik szuprémuma
(illetve infimuma) az (£, <) rendezett halmazban. Hasonléan, sup z,;) (illetve in£ To(j))
jeJ J€

pontosan akkor létezik, ha az X, := {z,(;)|j € J}) halmaznak létezik szuprémuma
(illetve infimuma) az (F, <) rendezett halmazban. Trivialis, hogy X, C X, és mivel a
o :J — I leképezés sziirjektiv, igy X C X,. Tehat X = X,, amibdl azonnal kévetkezik
az allitds. W

6.12.10. Allitas. (A szuprémum és infimum assszociativitasa) Legyen (E, <) ren-

dezett halmaz, (x;)ier E-ben halado rendszer és (1;)e; olyan halmazrendszer, hogy I =

U I;. Tegyiik fel, hogy minden j € J esetén az (x;)ic, rendszernek létezik szuprémuma
jeJ
(illetve infimuma). Az (x;)ie; rendszernek pontosan akkor létezik szuprémuma (illetve
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infimuma), ha a <supa:i> (illetve (inf x,) ) rendszernek létezik szuprémuma
icl; Jje icl; jeJ

(illetve infimuma), tovdbbd, ha az (x;);c; rendszernek létezik szuprémuma (illetve
infimuma), akkor

sup x; = sup (sup xi), ( illetve inf x; = inf (inf xl> )

el JjeJ “Ni€el; el JjeJ \i€l;

Bizonyitds. Minden j € J esetén legyen y; := sup ;.

i€l
Tegyiik fel, hogy az (y;);ec; rendszernek létezik szuprémuma, és legyen y := supy,. Ha
jed
1 € I, akkor I = UI]- miatt van olyan j € J, hogy ¢ € I;, és ekkor z; < y; < y. Ez

jes
azt jelenti, hogy y felss korlatja az (z;);c; rendszernek. Legyen y' € E tetszoleges felss
korlatja az (x;);c; rendszernek. Ha j € J, akkor minden i € [; C I esetén z; < ¥/,
tehat az y' felsS korlatja az (7;);cr, rendszernek, igy y; definicidja szerint y; < y'. Ez azt
jelenti, hogy ¢/’ fels6 korlatja az (y;);es rendszernek is, tehat az y értelmezése alapjan
y < y'. Ezzel megmutattuk, hogy y az (z;);cr rendszer legkisebb felsé korlatja, vagyis az
(x;)iesr rendszernek létezik szuprémuma, és

sup x; = y = supy; = sup (sup £L'Z>
iel jed jed \iel,

Megforditva, tegyiik fel, hogy az (z;);c; rendszernek létezik szuprémuma, és legyen
x :=supz,;. Ha j € J, akkor minden ¢ € I; C I esetén x; < z, ezért y; < x. Tehat o
icl

felsé korlatja az (y;);es rendszernek. Legyen o’ € E tetsz6leges fels6 korlatja az (y;);es

rendszernek. Ekkor ¢ € [ esetén, [ = U I; miatt van olyan j € J, hogy i € [;, ezért
jeJ

x; < y; < a'. Ez azt jelenti, hogy 2’ fels6 korlatja az (x;);e; rendszernek, igy az z

definicidja szerint x < z’. Tehat x az (y;),es rendszer legkisebb fels korlatja, vagyis az

(yj);es rendszernek létezik szuprémuma, és

sup (sup xz> =supy; = T = sSup ;.
jeJ Niel; jeJ il

Az infimumokra vonatkozé allitas hasonldé meggondolasokkal igazolhato. W

6.12.11. Allitas. Legyen (E, <) rendezett halmaz és (25) (i jyerxa tetszdleges E-ben ha-
lado rendszer.

a) Tegyiik fel, hogy minden j € J esetén az (x;;)icr rendszernek létezik szuprémuma (il-
letve infimuma). Az (x; ;) jyeixs rendszernek pontosan akkor létezik szuprémuma (illet-

ve infimuma), ha a (sup ZL’”> (illetve (inf x”) ) rendszernek létezik szuprémuma
iel = el jeJ

(illetve infimuma), tovdbbd, ha az (x;;)ujyerxs rendszernek létezik szuprémuma (illetve

infimuma), akkor

sup x;j = sup (sup xu>
(i,j)elxJ jed N el

(illetve: inf Tij = inf (Hlf l’z’]>> .
(4,5)eIxJ jeJ \iel
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b) Tegyiik fel, hogy minden i € I esetén az (x;;)jes rendszernek létezik szuprémuma
(illetve infimuma). Az (2;;)u jyeixs rendszernek pontosan akkor létezik szuprémuma (il-

letve infimuma), ha a ( sup x; ; (illetve (inf x”) ) rendszernek létezik szuprémuma
jeJ iel JjeJ i€l

(illetve infimuma), tovdbbd, ha az (z;;)a jyerxs rendszernek létezik szuprémuma (illetve

infimuma), akkor

sup xi,j = sup (sup I@j)
(4,5)eIxJ €l N jedJ

(illetve: inf z;; =inf (inf x”>> )
(4,5)eIxJ el \ jeJ

c) Tegyiik fel, hogy minden j € J esetén az (x;;)ic;r rendszernek létezik szuprémuma
(illetve infimuma), és minden i € I esetén az (x;;);es rendszernek létezik szuprémuma
(illetve infimuma). Tegyik fel, hogy az (x;;)u erxs rendszernek létezik szuprémuma
(

illetve infimuma). Ekkor a <sup l‘”> (illetve <inf a:”> ) rendszernek létezik szup-
iel jeJ i€l jed

rémuma (illetve infimuma), és a (sup x”)
i€l

jed
szuprémuma (illetve infimuma), tovdbbd

(illetve (i@ﬁ%,j) ) rendszernek létezik
J€ iel

sup x;; = sup (sup x”> = sup (sup x”>
(i,7)eIxJ jeJ el i€l jeJ

(illetve: inf z;; =inf (inf xij> = inf (inf x”>>
(i,5)elxJd jeJ \iel iel \jeJ

Bizonyitds. a) Minden j € J esetén legyen z; := sup z; ;.
il
Tegyiik fel, hogy az (x;);es rendszernek létezik szuprémuma, és legyen z := supz;.
jeJ
Ekkor minden (i, j) € I x J esetén x;; < x; < x, tehat x felsé korlatja az (x; ;) jyerxa
rendszernek a < rendezés szerint. Legyen 2’ € E tetsz6leges fels6 korlatja az (x; ;)i j)erxs
rendszernek. Ekkor j € J esetén minden I € i-re z;; < 2, vagyis 2’ fels6 korlatja
az (x;;)ier rendszernek, igy x; < z/. Ez azt jelenti, hogy 2’ felsé korlatja az (z;);es
rendszernek, tehat az x definicija szerint x < z/. Ez azt jelenti, hogy = a legkisebb
fels6 korlatja az (z;;)q j)erxs rendszernek, vagyis az (2;;)q jjerxs rendszernek létezik
szuprémuma, és
sup ;; =& = Ssupx; = sup <sup a:”>
(4,5)EIxXJ jeJ jeJ i€l
Megforditva, tegyiik fel, hogy az (x; ;)¢ jyerx.s rendszernek létezik szuprémuma, és legyen
r:= sup x;;. Haj € J, akkor minden I 3 i-re x;; < x, ezért az x; definicidja szerint
(i,j)€IxJ

x; < x, vagyis x felsé korlatja az (z;);cs rendszernek. Legyen ' € E tetszéleges fels6
korlatja az (x;);ecs rendszernek. Ekkor minden i € [ és j € J esetén z; ; < x; < 2/, tehat
o' fels6 korlatja az (;;) i )crxs rendszernek, tehat az x definicidja szerint x < 2’. Ez azt
jelenti, hogy z a legkisebb felsg korlatja az (z;),c; rendszernek, vagyis az (sup x”>

i€l Jjed
rendszernek 1étezik szuprémuma, és

sup <sup x”> =Ssupx; =T = Sup ;.
jeJ N el jeJ (i,)elx ]
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Az infimumokra vonatkoz6 allitas hasonlé meggondolasokkal igazolhato.
b) Az a) allitas bizonyitasanak mintajara végezhets el.
c) Az a) és b) allitasokbol azonnal kiovetkezik. W

6.12.12. Definicié. Ha (E, <) rendezett halmaz, akkor x,x’ € E esetén x < z’' vagy
¥ >z az (x < a') N (x # 2') kijelentés roviditése, és ha x < x’, akkor azt mondjuk, hogy
2’ szigortiian nagyobb z-nél a < rendezés szerint, vagy v szigortan Kisebb z-nél a
< rendezés szerint

6.12.13. Allitas. Legyen (E, <) linedrisan rendezett halmaz és X C E. Azy € E elem
pontosan akkor szuprémuma az X halmaznak, ha y felsd korlatja X -nek és minden z € £
elemhez, z < y esetén létezik olyan x € X, hogy z < .

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy y rendelkezik ezekkel a tulajdonsigokkal. Ekkor y fels
korlatja X-nek, és ha z szintén fels korlatja X-nek, akkor z < y lehetetlen, kiilénben a
feltevés alapjan létezne olyan x € X, hogy z < x, ami ellentmond annak, hogy z felsé
korlatja X-nek. Tehat ha z fels6 korlatja X-nek, akkor z < y nem igaz, ugyanakkor
(E, <) linearisan rendezett halmaz, ezért y < z, vagyis y a legkisebb fels6 korlatja X-
nek. Megforditva, legyen y szuprémuma X-nek. Ekkor y a legkisebb felsé korlatja X-nek,
tehat ha 2z € F olyan elem, hogy z < y, akkor z nem lehet fels6 korlatja X-nek, igy létezik
olyan z € X, hogy z < z nem igaz. De (E, <) linearisan rendezett halmaz, ezért ekkor
sziikségképpen z < x. B

6.12.14. Allitas. Legyen (E, <) linedrisan rendezett halmaz és x,y € E. A kivetkezd
allitdasok ekvivalensek.

(i) z<uy.
(ii) Minden z € E esetén, ha z < x, akkor z < y.
(i) Minden z € E esetén, ha y < z, akkor x < z.

Bizonyitds. (1)=(ii) és (i)=-(iii) a < rendezés tranzitivitdsa miatt nyilvanvalo, mert ha
r <y és z € F olyan, hogy z < z (illetve y < z), akkor z < z (illetve y < z), ezért
z <y (illetve x < z). (Ezek az implikaciok tehat akkor is igazak, ha a < rendezés nem
linearis.)

Ha (i) nem igaz, akkor a < rendezés linearitasa folytin y < z, ezért z := y (illetve
z := z) olyan eleme E-nek, hogy z < z (illetve y < z), azonban y < z (illetve z < z),
tehat z <y (illetve x < z) nem igaz. Ez azt jelenti, hogy a —(i) = —(ii) és —(i) = —(iii)
implikaciok igazak, ezért a (ii)=(i) és (iii)=-(i) kovetkeztetések is igazak. W

6.12.15. Definicio. Legyen (E, <) rendezett halmaz. Minden x,y € E esetén

[z, yl ={zl(z € E) A (z < 2) A (2 <y)} [z, = [={z[(z € E) A (z < 2)}
[zy[={z|ze E)AN(z<2)AN(z<y)} lo, = [={z|(z € E)A (z < 2)}
Jo,yl ={z|(ze E)A(z<2)AN(z<y)} ] a]:={z(z€E)A(z <)}
le,y[:={z|(z€ E)AN(x <2)A(2<y)} |« z[={z|(z € E)N (z < )}

Az ilyen alaku halmazokat intervallumoknak nevezzik. Tovdbbd, x,y € E esetén az
|z, yl, |z, — [ és] <, x[ alaki intervallumokat nyilt intervallumoknak, valamint az [x,y],
[z, — [ és | <, x| alaki intervallumokat zart intervallumoknak nevezzik. Ha x,y € E,
akkor az |x,y[ és [x,— [ (illetve |z,y| és ] <, x]) alaki intervallumokat balrdl zart,
jobbrol nyilt (illetve balrél nyilt, jobbrol zart) intervallumoknak nevezziik.
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6.12.16. Definicié. Legyenck (E, <) és (E', <') rendezett halmazok.

— Azt mondjuk, hogy az f : E — E' fliggvény monoton n6vé (illetve monoton fogyd),
ha minden z,y € E elemre, v <y esetén f(x)<'f(y) (illetve f(y)<'f(z)).

— Azt mondjuk, hogy az f : E — FE’ figgvény szigorGan monoton noévég (illetve
szigoraan monoton fogyo), ha minden x,y € E elemre, x < y esetén f(z) <" f(y)
(illetve f(y) <" f(z)).

— Azt mondjuk, hogy az f : E — FE' figgvény izomorfizmus az (F,<) és (E', <')
rendezett halmazok kozott, ha f bijekcio és minden x,y € E elemre x < y ekvivalens

azzal, hogy f(x)<'f(y).
- Az (B, <) és (E',<') rendezett halmazokat izomorfaknak mondjuk, ha létezik
izomorfizmus az (E, <) és (E', <') rendezett halmazok kézitt.

Koénnyen lathato, hogy ha (E, <) rendezett halmaz és (F’, <') linearisan rendezett
halmaz, akkor egy f: E — E’ fliggvény pontosan akkor izomorfizmus (F, <) és (E', <')
kozott, ha f bijekcio E és B’ kozdtt, valamint f és f~! mindketten monoton novek-
véek. Azonban, ha (E’,<’) nem linearisan rendezett, akkor az f szigori monoton
n6vésébdl nem kovetkezik az f injektivitasa, de még ha injektiv is az f fliggvény, akkor
is el6fordulhat, hogy z,y € F, f(z) <’ f(y), de < y nem igaz.

6.13. Joélrendezett halmazok

6.13.1. Definicio. A (E,<) pdrt jolrendezett halmaznak nevezziik, ha rendezett
halmaz és az E minden nem tires részhalmazdanak létezik legkisebb eleme. Az E halmaz
feletti < relaciot jolrendezésnek nevezzik, ha (E, <) jolrendezett halmaz.

Minden (E, <) jolrendezett halmaz linearisan rendezett, mert ha z,y € E, akkor a
jolrendezettség miatt az {x,y} halmaznak van legkisebb eleme, ezért x és y Osszehason-
lithatok a < rendezés szerint.

Egyaltalan nem nyilvanval6 az, hogy minden halmaz felett 1étezik jolrendezés, pedig
ez a helyzet; ezt mondja ki a Zermelo-féle jolrendezési tétel (6.15.2.). Példaul a valos
szamok halmazan (amelyrsl a 23.5. pontban lesz sz6) szintén létezik jolrendezés, de
eddig még nem sikeriilt konkrét jolrendezést megadni ezen a halmazon.

6.13.2. Allitas. Ha (E, <) jolrendezett halmaz, E' C E és <' jeloli a < reldcio
megszoritasat E'-re, akkor (E', <') is jolrendezett halmaz.

Bizonyitds. Legyen H C E' tetsz6leges nem iires halmaz. Ekkor H C E nem iires halmaz,
és < jolrendezés E felett, igy létezik H-nak legkisebb eleme a < rendezés szerint: legyen
ez r. Ekkor y € H esetén x < y, igy z,y € E' miatt x <’ y is teljesiil, tehat = a H
halmaz legkisebb eleme a <’ rendezés szerint is. W

6.13.3. Allitas. Legyen (E, <) jolrendezett halmaz és a olyan halmaz, hogy a ¢ E. Ha
E':=FEU{a} és

<= <U(E x{a})U{(a,a)}

akkor <’ olyan jolrendezés a E' halmaz felett, amely szerint a az E' legnagyobb eleme és
amelynek megszoritisa E-re eqyenld a < reldcioval.
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Bizonyitds. Egyszert esetszétvalasztasokkal konnyen belathaté, hogy <’ rendezés E’
felett. Az is nyilvanvalo, hogy a az E’ halmaz legnagyobb eleme <’ szerint, és <’
megszoritasa F-re egyenld a < relacioval.

Legyen H C E’ nem iires halmaz, ekkor két eset lehetséges.

- Ha HNE =0, akkor H = {a}, tehat a a H halmaz legkisebb eleme a <’ rendezés
szerint.

— Ha HNE # 0, akkor legyen x a HN E halmaz legkisebb eleme a < jolrendezés szerint.
Haa' € H ésa' ¢ FE, akkor 2/ = a,igy x <" 2’. Haa' € H és 2’ € E, akkor 2’ € HNE,
tehat x < 2/, igy x <" 2/. Ezért x a H halmaz legkisebb eleme a <’ rendezés szerint. Wl

6.13.4. Definicio. Legyen (E,<) rendezett halmaz. Az X C E halmaz maximalis
(illetve minimalis) elemének neveziink minden olyan x € X elemet, amelyre teljesiil az,
hogy X -nek nem létezik x-nél szigorian nagyobb (illetve szigorian kisebb) eleme, vagyis
minden ¢’ € X esetén, ha v < x’ (illetve 2’ < x), akkor x = 2'.

Legyen (FE, <) rendezett halmaz, X C F, és v € X. Ekkor az "z maximalis eleme
X-nek a < rendezés szerint" kijelentés a kovetkezs ekvivalencia-lanc fennallasa miatt

ekvivalens azzal, hogy "minden 2’ € X esetén, ha z < 2’ akkor x = 2'":

=32 ) (e XN (< Nx#2)) e V) 2 ¢XV(eLrd'Ve=1"))) &
S V)2 eX=>@<ad=ax=2)))e V'eX) (< =a=20")

Lathato, hogy itt az egzisztenciélis kvantor negaciojanak szabalyat (LOG 2.6.2.), a
logikai de Morgan-tételt (LOG 2.5.12.), az implikacié definiciojat (LOG 2.1.9.), a
feltételes univerzalis kvantor definiciojat (LOG 2.2.5.), az altalanositas szabalyat (LOG
2.6.7.), és a szigoru egyenlGtlenség definiciojat (6.12.12.) alkalmaztuk. Hasonloan
kapjuk, hogy az "z minimalis eleme X-nek a < rendezés szerint" kijelentés a kévetkezd
ekvivalencia-lanc fennallasa miatt ekvivalens azzal, hogy "minden 2’ € X esetén, ha

7' < x akkor z = z'":

=(F) (e XAN@ <zhx#r))e V) ¢EXV(E@E Lave=1"))) &
s W) (deX=@<z=r=2))e WV'eX)(2<z=z=2").

Vigyazzunk arra, hogy ha (F,<) rendezett halmaz és X C F, akkor az X leg-
nagyobb (illetve legkisebb) eleme (ha létezik) az X-nek maximalis (illetve minimalis)
eleme, azonban létezhetnek X-nek olyan maximaélis (illetve minimaélis) elemei, amelyek
az X bizonyos elemeivel nem hasonlithatok 6ssze. A definicié alapjan nyilvanvald, hogy
ha az x € X elem nem hasonlithaté 6ssze X egyetlen z-t6l kiilonb6z6 elemével sem,
akkor z egyszerre maximalis és minimaélis eleme is X-nek.

Bizonyos matematikai objektumok egyes tulajdonsigai egyenértékiiek valamely
rendezés szerinti maximalitéssal, ezért ilyen tulajdonsidgu objektumok [étezésének bizo-
nyithatosaga szempontjabol fontos szerepe lehet minden olyan allitasnak, amely —
eléggé altalanos feltételek mellett — maximalis elemek létezését mondja ki rendezett
halmazokban. Ilyen allitas a Kuratowski—Zorn-lemma, amelyrél a kovetkezd pontban
lesz sz0, és amelynek bizonyitasahoz sziikség lesz a kovetkezs definicidra és allitasra.

6.13.5. Definicio. Az (E, <) rendezett halmaz szegmensének neveziink minden olyan
S C E halmazt, amelyre teljesil az, hogy minden x € S elemre | <—,x] C S. Az (E, <)
rendezett halmaz E-tdl kiilonbozd szegmenseit valodi szegmenseknek nevezziik.
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Nyilvanvalo, hogy ha (F, <) rendezett halmaz, akkor minden = € FE elemre az | <, z]
intervallum szegmens, és az | <, x| intervallum valodi szegmens.

6.13.6. Allitas. Legyen (E, <) jdlrendezett halmaz és E* az E wvalodi szegmenseinek
hamaza. Ekkor az

E— E* 0], 1]

leképezés izomorfizmus az (E,<) és (E*, Cg«) rendezett halmazok kézott. (Vagyis olyan
bijekcio az E és E* halmazok kiozott, hogy minden x,x' € E elemre, x < ' ekvivalens
azzal, hogy | <, z[C] <, 2'[.)

Bizonyitds. Ha z,2' € E és x < 2/, akkor a < rendezés tranzitivitasa kovetkeztében
| <, z[C] -, 2'[, tehat az adott fliggvény monoton néves az (F, <) és (E*, Cpg-) rendezett
halmazok kozott.

Megforditva: legyenek z,2' € E és tegyiik fel, hogy @ £ 2/. Ekkor a < rendezés
linearitasa folytan o’ < =z, azaz 2’ €| <, z[, ugyanakkor nyilvanvaloan 2’ ¢] <« /[,
tehat | <, z[Z] <, 2'[. Ez azt jelenti, hogy ha x,2' € E és | <, z[C] <, a'[, akkor
r <.

Ezzel megmutattuk, hogy minden z,2" € E esetén az v < 2’ és | <, z[C] 2
kijelentések ekvivalensek. A < rendezés tranzitivitdsa miatt ebbdl kovetkezik az adott
fiiggvény injektivitasa. (Megjegyezziik, hogy eddig csak azt hasznaltuk fel, hogy (E, <)
linedrisan rendezett halmaz.)

Megmutatjuk, hogy a széban forgd fiiggvény sziirjekci6. Ehhez legyen S C E valodi
szegmens, és olyan x € E elemet keresiink, hogy S =] <, z[. Ekkor E'\ S # (), tehat van
olyan z € E'\ S, hogy = az E'\ S legkisebb eleme. Ha y €] «, z[, akkor y € S, kiilénben
y € E'\ S teljesiilne, tehat x < y igaz volna. Ezért | <, z[C S. Hay € S, akkor y < z
vagy x < y; vilagos, hogy = < y lehetetlen, mert S szegmens, y € Sésx ¢ S, igyy <=z
és persze x # y, tehat y €] <—, z[. Ezért S C| <—, x[ is teljestil. W

Megjegyezziik, hogy az eléz6 allitas tovabbiak szempontjabol legfontosabb része az,
hogy ha (F, <) jolrendezett halmaz, akkor minden S C FE valodi szegmenshez létezik
olyan x € E, amelyre S =] <—, z[ (vagyis az £ — E*; x —| <, x| leképezés sziirjektiv).

6.13.7. Allitas. Ha (E, <) jolrendezett halmaz és (S;)ier szegmensek tetszdleges rend-

szere, akkor U S 1s szegmens.
el

Bizonyitds. Feltehetd, hogy az S := U S; halmaz nem egyenls E-vel (kiilonben az allitas
iel

igaz). Legyen x az E \ S halmaz legkisebb eleme; igazoljuk, hogy S =] <, z[. Valoban,

minden y € E \ S elemre z < y, vagyis y € E\] <, x|, ezért | <, x2[C S. Megforditva,

ha y € S, akkor van olyan ¢ € I, hogy y € S;. Ha x < y teljesiilne, akkor x € S;, mert

S; szegmens, tehat x € S igaz volna, holott = ¢ S. Ezért y < x, ami azt jelenti, hogy

SCl,z[. N

6.13.8. Allitas. (Jolrendezett halmazok Osszeragasztasa) Legyen ((E;, <;))ics jol-
rendezett halmazoknak olyan rendszere, hogy minden v, € I indexre a kovetkezd dllitdsok
valamelyike teljesiil:

1) az E; halmaz szegmense az (E;, <;) jolrendezett halmaznak és <; egyenld a <; rende-
zés E;-re vett megszoritisdval;
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2) az E; halmaz szegmense az (E;, <;) jolrendezett halmaznak és <; egyenld a <; rende-
2€s Fj-re vetl megszoritdsdval.

Legyen tovdbba E = U E;. Ekkor teljesiilnek a kovetkezd dllitasok.

iel
a) Az E halmaz felett létezik egyetlen olyan < rendezés, hogy minden i € I indexre <;
eqyenld a < rendezés F;-re vett megszoritdsdval; ez a rendezés jolrendezés E felett.

b) Minden i € I esetén az (E;, <;) jolrendezett halmaz minden szegmense az (E, <) jol-
rendezett halmaznak is szegmense.

c) Minden i € I és x € E; esetén az | <, x| intervallum az (E;, <;) jolrendezett halmaz-
ban ugyanaz, mint az (E, <) jolrendezett halmazban.

d) Az (E, <) jolrendezett halmaz minden S valddi szegmenséhez létezik olyan i € I, hogy
S wvalodi szegmense az (F;, <;) jolrendezett halmaznak.

Bizonyitds. a) A hipotézis alapjan minden 4, j € I esetén E; C E; és <; részhalmaza <;-
nek, vagy F; C E; és <; részhalmaza <;-nek. Ezért a 6.10.9. allitas alapjan a <:= U <;

iel
relacio linedris rendezés az E halmaz felett. )
Megmutatjuk, hogy minden ¢ € [ indexre <; egyenl6 a < rendezés FE;-re vett
megszoritasaval. Nyilvanvalo, hogy ¢ € I, z,y € F; és x <; y esetén z < y és
(x,y) € E; X E;. Ez azt jelenti, hogy minden ¢ € I esetén <; részhalmaza az < N(E; X E;)
megszoritasnak. Megforditva: tegyiik fel, hogy i € I, és (z,y) €< N(E; x E;), vagyis
r,y € B; és x < y. Ekkor a < relacié definicidja szerint vehetiink olyan j € I indexet,
hogy (z,y) €<;, vagyis (z,y) € E; x E; és x <; y. A hipotézis alapjan E; C E; és <
megszoritasa Fj-re egyenls <;-vel, vagy F; C L; és <; megszoritasa F;-re egyenls <;-vel.
Az els6 esetben (z,y) €<; N(E; x E;) =<;. A méasodik esetben (z,y) €<;,=<; N(E;x E;),
tehéat (z,y) €<;. Ez azt jelenti, hogy minden i € [ esetén a < N(E; X E;) megszoritas
részhalmaza <;-nek.

Most megmutatjuk, hogy < jolrendezés F felett. Ehhez legyen H C E nem {ires halmaz.
Ekkor H = FNH = U(EiﬁH ) miatt vehetiink olyan ¢ € I indexet, amelyre E;NH # ().
i€l

A <, relacio jc’)lrendezgs az F; halmaz felett, ezért az F;N H halmaznak létezik a legkisebb
eleme a <; rendezés szerint: jelolje ezt az elemet x. Igazolni fogjuk, hogy = a H halmaz
legkisebb eleme a < rendezés szerint. Ehhez legyen y € H tetszéleges elem, és vegytlink
olyan j € I indexet, amelyre y € E;. Azt kell bizonyitani, hogy * < y. A hipotézis
szerint az i és j indexekre az 1) vagy a 2) eset lehetséges.

Tegyiik fel, hogy az elsS eset teljesiil, és indirekt tegyiik fel, hogy = & y, vagyis a <
rendezés linearitéasa folytan y < x. Az 1) feltétel alapjan x € E;NH C E;NH, ugyanakkor
y € E; N H is teljesiil, ezért o <; y lehetetlen, kiilonben o < y, ami ellentmond az y < x
indirekt hipotézisnek. Tehat y <; z, és mivel x € E; és E; szegmense az (E;, <;)
jolrendezett halmaznak, igy y € FE;. Ez azt jelenti, hogy y € E; N H, tehat az x elem
definicidja szerint x <; y. Ebb6l kévetkezik, hogy  <; y, mert <; egyenlé <; megszo-
ritasaval Ej-re. Ez viszont ellentmond annak, hogy vy <; .

Tegyiik fel, hogy a masodik eset teljesiil. Ekkor y € F; C E;, tehat y € E; N H, igy az
elem definicioja szerint z <; y. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy = < y, mert <; egyenld
a < rendezés Ej-re vett megszoritasaval.

Tehat < olyan jolrendezés az E halmaz felett, hogy minden ¢ € I indexre <; egyenlé a
< relacio Ej-re vett megszoritasaval. Ez a < jolrendezés ezzel a tulajdonsiggal még az
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Osszes FE feletti relaciok halmazaban is egyértelmiien van meghatarozva. Valéban, ha R
olyan relacio, hogy R C E x E és minden i € [ esetén <; egyenl6 R N (F; x E;)-vel,
akkor

<=U<i=URnExE) = R0 JE xE) = R0(ExE) = R,

el el iel

mert az (F;);c; halmazrendszer tartalmazas tekintetében felfelé iranyitott, tehat

B x E) = (UE) x (UE) —ExE

i€l i€l el
(1d. 6.9.10.).

b) Legyen i € I és S C E; szegmense az (F;, <;) jolrendezett halmaznak. Megmutatjuk,
hogy ekkor S szegmense az (F, <) jolrendezett halmaznak is. Ehhez legyenz € S,y € F
ésy < x. Azt kell igazolni, hogy y € S teljesiil. Ennek bizonyitasdhoz legyen j € I olyan,
hogy y € E;. A hipotézis szerint az i és j indexekre az 1) vagy a 2) eset lehetséges.

Tegyiik fel, hogy az els6 eset teljestil. Ekkor x € E; C E; miatt x,y € E; és y < x, ezért
y <, x, hiszen <; egyenl6 a < relacié Fj;-re vett megszoritasaval. Ugyanakkor x € F;
és a feltevés szerint E; szegmense az (E;, <;) jolrendezett halmaznak, ezért y € E;.
Tehat z,y € E; és y <; x, ezért y <; x, hiszen <; egyenl6 az <, relacio Ej-re vett
megszoritasaval. Mivel x € S és S szegmense az (E;, <;) jolrendezett halmaznak, ebbdl
kapjuk, hogy y € S.

Tegyiik fel, hogy a masodik eset teljesiil. Ekkor y € E; C FE; miatt y € FE;. Tehat
r,y € B ésy <; x, mert <; egyenl§ az < relacio E;-re vett megszoritaséaval és y < z.
Mivel z € S és S szegmense az (E;, <;) jolrendezett halmaznak, ebbsl kivetkezik, hogy
yes.

¢) Minden i € I és x € E; esetén legyen | < x[;;= {y € Ei|ly <; x} és | +,z[={y €
Ely < xz}. Megmutatjuk, hogy ha i € I és x € E;, akkor | <, z[;=] <, z[.

Ha y €] <, z[;, akkor z,y € F; és y <; x, ezért y < x, mert <; egyenls a < relacio E;-re
vett megszoritasaval. Tehat | «—, z[;C] «, z|.

Megforditva: legyen y €] <—, z[, azaz y < x. Vegylink olyan j € I indexet, hogy y € E;.
A hipotézis szerint az i és j indexekre az 1) vagy a 2) eset lehetséges.

Tegyiik fel, hogy az els6 eset teljesiil. Ekkor x € E; C E; miatt x,y € Ij és y < x, ezért
y <; x, hiszen <; egyenl6 a < relacié Fj;-re vett megszoritdsaval. Ugyanakkor x € F;
és a feltevés szerint E; szegmense az (E;, <;) jolrendezett halmaznak, ezért y € E;.
Tehat z,y € E; és y <; x, ezért y <; x, hiszen <; egyenl§ az <, relacido Ej-re vett
megszoritasaval. Ez azt jelenti, hogy y €] <, x|;.

Tegyiik fel, hogy a mésodik eset teljesiil. Ekkor y € E; C E;, tehat z,y € E;, és y < z,
ezért y <; r, mert <; egyenls a < relacié F;-re vett megszoritasaval. Ez azt jelenti, hogy
y €] «, ;.

d) Nyilvanvaloan kévetkezik c)-bél és a 6.13.6. allitasbol. B

6.13.9. Allitas. Legyen (Ey, <) jolrendezett és (Ey, <) linedrisan rendezett halmaz,
és tegyiik fel, hogy f,g : Ex — E5 olyan monoton novd figguények, hogy Im(f) szegmens
Es-ben és g szigorian monoton névd. Ekkor minden x € Ey elemre f(z) <5 g(x) teljesiil.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy az S := {x € Ei|f(z) £2 g(x)} halmaz nem {ires.
A <, rendezés linearitésa miatt S = {z € Fi|g(z) <2 f(z)}. A <; rendezés jolrendezés,
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ezért létezik S-nek legkisebb eleme <; szerint; legyen ez x. Ekkor g(z) <o f(x) € Im(f)
és Im(f) szegmense (Es, <y)-nek, ezért g(x) € Im(f), igy létezik olyan 2’ € E;, amelyre
f(z") = g(x). Ha 2’ <; z teljesiilne, akkor a g szigort monoton novése folytén
g(2') <2 g(x) = f(2') teljesiilne, tehat 2/ € S is igaz lenne. Ez viszont lehetetlen,
mert x az S legkisebb eleme <; szerint. Ezért x <; 2/, igy az f monoton névése miatt
f(x) <5 f(2') = g(x), holott g(x) <5 f(x); ez ellentmondas. A

6.13.10. Kovetkezmény. Ha (Ei, <) jolrendezett és (Es, <s) linedrisan rendezett
halmaz, akkor legfeljebb eqy olyan E, — FEy szigorian monoton névd figguény létezik,
amelynek értékkészlete szegmense (Ey, <s)-nek.

Bizonyitds. Ha f,g : Ey — FE5 olyan szigorian monoton noévs fliggvények, amelyek
értékkészlete szegmense (FEo, <;)-nek, akkor alkalmazva az el6z6 éallitast az (f,g)
fiiggvényparra kapjuk, hogy minden x € E; esetén f(x) <5 g(x), majd alkalmazva a
(g, f) fuggvényparra kapjuk, hogy minden x € E; esetén g(x) <, f(z), ami azt jelenti,
hogy f=9g. B

Azonban, ha (E;, <) jolrendezett és (Es, <5) linearisan rendezett halmaz, akkor
sok olyan F; — FE5 on nové fliggvény létezhet, amelynek értékkészlete nem szegmense
(Es, <5)-nek. ° (Ilyenek példaul az N — N nem identikus indexsorozatok (7.8.5.),
amelyek halmaza kontinuum-szamossagu (10.3.6.).),

6.13.11. Kovetkezmény. Ha (E, <) jolrendezelt halmaz, akkoridg az egyetlen E — E
szigoruan monoton novd bijekcio.

6.14. A Kuratowski—Zorn-lemma

6.14.1. Definici6. Az (E, <) rendezett halmaz jolrendezett részhalmazanak neve-
ztink minden olyan X C E halmazt, amelyre teljestil az, hogy a < rendezés megszoritdsa
X-re jolrendezés X felett.

6.14.2. Tétel. (Kuratowski—Zorn-lemma) Ha az (E, <) rendezett halmaz minden
jolrendezett részhalmaza felilrdl korlatos, akkor E-nek létezik maximalis eleme a <
rendezés szerint.

Bizonyitds. Jelolje Zy(F) az E nem iires részhalmazainak halmazat. A kivalasztasi axio-

mabol kovetkezik, hogy a H X szorzathalmaz nem {ires; legyen f ennek tetszdéleges
XePy(E)

eleme. Tehat f olyan fliggvény, amely az F nem iires részhalmazainak halmazéan értel-

mezett és minden X C E nem tires halmazra f(X) € X. Megjegyezziik, hogy az (E, <)

rendezett halmazra vonatkozo hipotézis alapjan E # (), mert az () halmaz jolrendezett

részhalmaza FE-nek, tehat (-nak létezik felss korlatja E-ben, igy E-nek van eleme.

Nevezziink egy H C E halmazt f-regularisnak, ha teljesiilnek ra a kovetkezsk.
a) A (H,<p) péar olyan jélrendezett halmaz, amelynek f(FE) a legkisebb eleme.

b) Minden = € H elemre fennall az
v = f({2|(z € E) A (HN] =, 2[C] <, 2[)})

egyenléség.

Peldaul az {f(E)} egy elemii halmaz nyilvanvaloan f-regularis. Tovabba, ha f(F) nem
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maximalis eleme E-nek, vagyis |f(E), — [# 0, akkor az {f(E), f(Jf(E),— [)} halmaz is
f-regularis. Tovabba, ha sem f(F), sem f(]f(F),— [) nem maximalis F-ben, akkor az
{f(E), fAf(E),—= D, f(f(f(E),— [),— ]} halmaz is f-regularis, s.i.t. Most néhany
megallapitést tesziink f-regularis halmazokkal kapcsolatban.

(I) Ha H és H' f-regularis halmazok és x € H, 2’ € H' és HN| <, z[= H'N] +, 2],
akkor x = /. Valoban, ekkor

{z|(z € E) AN (HN] +—,z[C] «, 2])} = {z|(z € E) A (H'N] +,2'[C] +, 2])},
ezért az f-regularis halmazok b) tulajdonsaga miatt fennall az
v=f({zl(z € E) A (HN] =, 2[C] =, 2D} )=f({z|(z € E) A (H'N] <=, 2'[C] =, 2[) }) =2

egyenlGség.

(IT) Ha H és H' f-regularis halmazok, akkor H szegmense H'-nek vagy H' szegmense
H-nak (a < rendezés megfelels halmazokra vett megszoritasa szerint). Jelolje ugyanis
S a H és H' kozos szegmenseinek unidjdt. Az el6z6 lemma szerint S szegmense H-nak
is és H'-nek is, ezért ha S # H és S # H' teljesiilne (vagyis S valodi szegmense volna
H-nak is és H'-nek is), akkor a H \ S halmaz z legkisebb elemére és a H' \ S halmaz
z' legkisebb elemére HN| <, z[= S = H'N] <, 2'[ igaz volna. Ekkor (I) szerint x = 2
teljesiilne, igy a

HO <, 2] = (HN] =, 2]) U{a} = (H'N] +,2') U{z'} = H'N] -, ']

halmaz szintén szegmense volna H-nak is és H'-nek is, vagyis x € HN| +,z] C S
teljesiilne, holott x ¢ S. Ezért sziikségképpen H = S vagy H' = S. Az els6 esetben H
szegmense H'-nek, mig a mésodik esetben H’ szegmense H-nak.

(IT1) Ha (H;)ser az E f-regularis részhalmazainak tetszéleges rendszere, akkor a H :=
UHi halmaz olyan, hogy minden i € I indexre és x € H; elemre fennall az | «
el

,x[NH; =] <, z[NH egyenlség. Valoban, az nyilvanvalo, hogy | <—, z[NH; C| +, z[NH.
A forditott tartalmazast indirekt bizonyitjuk, tehat feltessziik, hogy létezik olyan 2’ €
| <, z[NH, hogy «’ ¢] +—, z[NH;. Ekkor ' € H miatt létezik olyan ¢’ € I, hogy ' € H;.
A (IT) alapjan H; szegmense H;-nek vagy H; szegmense H;-nek (a < rendezés megfelels
halmazokra vett megszoritasa szerint). A feltevés szerint o’ < z, 2’ € Hy és v € H,,
ezért ha H; szegmense volna H;-nek, akkor 2’ € H; teljesiilne, holott 2’ ¢ H;. Ezért H;
nem lehet szegmense H;-nek, kovetkezésképpen H; szegmense H;-nek. Ekkor viszont
' € Hy C H;, igy o’ €] <, z[NH;, ami ellentmond annak, hogy 2’ ¢] <, z[NH;.

(IV) Ha H f-regularis részhalmaza FE-nek és létezik FE-nek olyan eleme, amely
felsé korlatja H-nak és nem eleme H-nak, akkor létezik E-nek olyan H f-regularis
részhalmaza, hogy H C H és H # H. Valoban, ekkor nyilvanval, hogy {2'|(2' €
EYN(H C)«,2')} #0, és az x := f({a’|(2' € E) A (H C] +,2'[)}) elem olyan, hogy
v ¢ H ésa H:= HU {z} halmaz nyilvanvaléan f-reguléris.

(V) Jelolje S az E Osszes f-regularis részhalmazainak wunidjdt. Megmutatjuk, hogy a
¢ halmaz f-regularis.

Az {f(E)} halmaz f-regularis, ezért f(E) € 5. Ha x € J, akkor van olyan H
f-regularis részhalmaza E-nek, hogy x € H, tehat f(E) < z, mert f(E) minden f-
regularis halmaznak a legkisebb eleme.

Ha z, 2’ € 7, akkor léteznek olyan H és H' f-regularis halmazok, hogy x € H és 2’ € H'.
A (I1)-bél kovetkezik, hogy H C H' vagy H' C H, igy xz,2’ € H vagy z,2’ € H'. De
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a H és H' barmely két eleme osszehasonlithato a < rendezés szerint, ezért x és 2’ is
osszehasonlithatok a < rendezés szerint. Ez azt jelenti, hogy < rendezés J¢-ra vett
megszoritasa linedris rendezés F felett.

Legyen F' C JZ nem iires halmaz; megmutatjuk, hogy F-nek létezik legkisebb eleme a
<_r rendezés szerint (és ez azt bizonyitja, hogy a (¢, <,,) par jolrendezett halmaz).
Létezik E-nek olyan H f-regularis részhalmaza, hogy H N F # (), igy H N F-nek létezik
legkisebb eleme a < rendezés H-ra vett megszoritasa szerint, mivel (H, <p) jolrendezett
halmaz; legyen ez x. A (III) alapjan HN| <, z[= JN| <, x|, ezért a # minden -
nél kisebb eleme H-nak is eleme, igy az F-nek nem eleme. Masként fogalmazva: az F
minden eleme nagyobb-egyenl$ z-nél, hiszen a ¢ barmely két eleme 6sszehasonlithato.
Ez azt jelenti, hogy = az F' halmaz legkisebb eleme a <, rendezés szerint.

Végiil, ha © € 7 és H olyan f-regularis részhalmaza F-nek, hogy x € H, akkor a (III)
alapjan HN| <, z[= JN] <, z[, igy az f-regularis halmazok b) tulajdonsaga folytan

v = f({zl(z € B) AN (HO] =, 2[C] <, 2)}) = fF({2(z € E) A (HN] =, 2[C] =, 2)}),

tehat 77 f-regularis halmaz.

(VI) Most mar konnyen bizonyithato az allitds. Az (V) allitas szerint S jolrendezett
részhalmaza az (F, <) rendezett halmaznak. Az (F, <) rendezett halmazra vonatkozo
feltétel szerint J#-nak létezik felss korlatja. Allitjuk, hogy ha z felsé korlatja #-nak,
akkor r maximalis eleme E-nek. Valoban, ha x nem volna maximaélis, akkor létezne x-
nél nagyobb eleme E-nek. Ekkor a (IV) alapjan létezne -t valodi részhalmazként
tartalmazo f-regularis halmaz, ami lehetetlen, mert 5 az E minden f-regularis
részhalmazat tartalmazza. H

Vegyiik észre, hogy a Kuratowski-Zorn-lemma bizonyitasban a kivalasztéasi axiomét
alkalmaztuk; ez nem véletlen. Elvileg nem volna kizart az, hogy létezik a Kuratowski—
Zorn-lemmanak olyan bizonyitasa, amely nem hivatkozik a kivalasztési axioméara. A-
zonban nincs ilyen bizonyitds (feltéve, hogy a halmazelmélet a kidlasztasi axioma nélkiil
ellentmondésmentes), mert latni fogjuk, hogy a Kuratowski—Zorn-lemma ekvivalens a
kivalasztéasi axiomaval (6.15.3.).

6.14.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (E, <) rendezett halmaz induktivan ren-
dezett, ha E minden olyan részhalmaza felilrdl korlatos, amelynek barmely két eleme
osszehasonlithato a < rendezés szerint.

6.14.4. Tétel. (Zorn-lemma) Ha (E, <) induktivan rendezett halmaz, akkor E-nek
létezik maximdlis eleme a < rendezés szerint.

Bizonyitds. Mivel (E,<) induktivan rendezett halmaz, igy az E minden jolrendezett
részhalmaza is feliilrsl korlatos, hiszen jolrendezett halmaz barmely két eleme Gsszeha-
sonlithatd a rendezés szerint. Ezért az allitas nyilvanvaléan kovetkezik a Kuratowski—
Zorn-lemmabol.

Most bemutatjuk a Zorn-lemma egy fontos szdmossagelméleti kovetkezményét.

6.14.5. Allitas. Ha E és F halmazok, akkor E kisebb-eqyenld szimossdgi F-nél, vagy
F kisebb-egyenld szamossagi E-nél (vagyis barmely két halmaz szamossdg tekintetében
dsszehasonlithato).

Bizonyitas. Legyen I az E ~— F' injekciok halmaza, és jelolje < a tartalmazas-relaciot I
felett.
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Megmutatjuk, hogy < induktiv rendezés I felett. Ehhez legyen X C I olyan halmaz,

amelynek barmely két eleme Osszehasonlithaté a < rendezés szerint. Ekkor f,g € X

esetén f C g vagy g C f, ezért a fliggvények Osszeragasztédsanak 6.2.11. definiciojat

koveté megjegyzés alapjan f = U f olyan injektiv fiiggvény, hogy Dom(f) =
fex

U Dom(f) C E ¢s Im(f) = U Im(f) C F, tehat f € I. Nyilvanvalo, hogy f felss

fex fex

korlatja (s6t szuprémuma) az X halmaznak, tehat a < rendezés induktiv.

A Zorn-lemma alapjan az (I, <) rendezett halmaznak létezik maximaélis eleme: legyen

f ilyen. Tehat f : E — F olyan injekcio, hogy nem létezik olyan ¢ : E — F injekcio,

amelyre f C g és f # g teljesiil. Igazoljuk, hogy ekkor Dom(f) = E vagy Im(f) = F

teljestl.

Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik, hogy Dom(f) # E és Im(f) # F. Legyenek
r € E\ Dom(f) ésy € F\ Im(f). Konnyen lathato, hogy a ¢g := {(x,y)} U f halmaz
olyan F — F injektiv fiiggvény, amelyre f C g és f # g teljesiil, ami ellentmond az f
fiiggvény < szerinti maximalitasanak.

Ha Dom(f) = FE, akkor FE kisebb-egyenld szamossagu F-nél, hiszen f : E — F injekcio.
Ha pedig Im(f) = F, akkor F kisebb-egyenls szamossédgi E-nél, hiszen f~! : F — F
injekcio. W

6.15. A Zermelo-féle jolrendezési tétel

6.15.1. Lemma. Legyen (E, <) rendezett halmaz.

a) Hao H C E linedrisan rendez_ett @zhalmaz, akkor létezik olyan H C E linedrisan
rendezett részhalmaz, hogy H C H és H az E egyetlen ilyen tulajdonsdgu részhalmazdinak
sem valddi részhalmaza. (Hausdorff-féle maximum-elv.)

b) Létezik E-nek olyan részhalmaza, amely tartalmazds tekintetében maximdlis az E
linedrisan rendezett részhalmazai halmazdban.

Bizonyitds. a) Legyen $) azon X C FE linearisan rendezett részhalmazok halmaza,
amelyekre H C X, tovabba jelolje Cg a tartalmazas relaciot a $ halmaz felett.

Megmutatjuk, hogy a Cg rendezés induktiv. Ehhez legyen X C §) tartalmazés szerint
linearisan rendezett részhalmaz. Ekkor X := U X olyan részhalmaza E-nek, amely
Xex

linearisan rendezett. Valoban, ha 2/, 2” € X, akkor vehetiink olyan X’ € ¥ és X" € ¥
halmazokat, hogy ' € X’ és 2”7 € X”. A X halmaz tartalmazas relacié szerinti linearis
rendezettsége miatt X' C X" vagy X” C X'. Ha X' C X", akkor 2/,2" € X", és X"
linearisan rendezett a < rendezés szerint, ezért a’ és x” 6sszehasonlithatoak < szerint. Ha
X" C X', akkor 2/, 2" € X', és X' linearisan rendezett a < rendezés szerint, ezért z’ és x”
osszehasonlithatoak < szerint. Tehat X az E halmaznak < szerint linearisan rendezett
részhalmaza, vagyis X € §, és nyilvanvalo, hogy X fels6 korlatja (s6t szuprémuma) X-
nek a tartalmazas relacioé szerint.

A Zorn-lemma szerint vehetiink egy H € §) elemet, amely maximalis a tartalmazas
relacio szerint. Ekkor H olyan linearisan rendezett részhalmaza E-nek, hogy H C H. Ha
H' C E olyan linearisan rendezett halmaz, hogy H C H', akkor H' € $), ezért H C H' és
H # H' lehetetlen, kiilonben H nem lehetne tartalmazas tekintetében maximalis eleme
$-nak. Tehat H olyan linearisan rendezett részhalmaza E-nek, amely tartalmazza H-t,
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és nem valédi részhalmaza az E egyetlen ilyen tulajdonsagi részhalmazanak sem.

b) Elegends az a) allitast alkalmazni a H := () valasztéassal, figyelembe véve, hogy az
iires halmaz nyilvanvaldan linearisan rendezett < szerint. W

6.15.2. Tétel. (Zermelo-féle jolrendezési tétel) Minden halmaz felett létezik jolren-
dezés.

Bizonyitds. Legyen E halmaz és tekintsiik a kovetkezd o7 (x) kijelentést:
(3H)(3R)((x=(H,R)) A (H C E) A7 R jolrendezés H felett”).

Ez a kijelentés kollektivizalo az z valtozoban, mert o (z)-bol kovetkezik, hogy x €
P(E) x P(E x E), tehat elég a részhalmaz-axiomat alkalmazni. Ezért tekinthetjiik
az

S:={(H,R)|(H C E) AR jolrendezés H felett”}

halmazt. Az S halmazon bevezetjik a < relaciot ugy, hogy (H, R), (H', R') € S esetén
(H,R) < (H',R') pontosan akkor teljesiiljon, ha H szegmense a (H', R') jolrendezett
halmaznak és R = R' N (H x H). Ekkor (S, <) rendezett halmaz, tehat az el6z6 lemma
b) pontja szerint van olyan L C S halmaz, amit a < relaci6 linearisan rendez és amely
tartalmazas tekintetében maximalis ilyen tulajdonsigi részhalmaza S-nek.

Ekkor a ((H,R))u,rycr rendszer jolrendezett halmazoknak olyan rendszere, amelyre
teljesiil az, hogy minden (H, R),(H', R') € L esetén a kovetkezd allitasok valamelyike
igaz:

1) H szegmense a (H', R') jolrendezett halmaznak és R = R'N(H x H);

2) H' szegmense a (H, R) jolrendezett halmaznak és R' = RN (H' x H').

Ezért a jolrendezett halmazok Osszeragasztasanak tétele (6.13.8.) alapjan a H :=

U H' halmazon létezik egyetlen olyan R rendezés, hogy minden (H', R') € L parra
(H',R')€L
H' szegmense a (H, R) rendezett halmaznak és R = RN (H' x H'), tovabba ekkor a
(H, R) par jolrendezett halmaz.

Ha H # FE teljesiilne, akkor véve tetszdleges x € E'\ H pontot, a H' := H U{z} halmazt
rendezhetjiik azzal az R’ relacioval, amelynek megszoritasa H-ra megegyezik R-rel és
amely szerint x a legnagyobb elem H’-ben. Ekkor R’ nyilvanvaloan jolrendezés H' felett,
tehat (H', R') € S, ugyanakkor (H', R') a < rendezés szerint nagyobb az L halmaz minden
eleménel. Ekkor viszont L walddi része az L' := L U {(H’, R')} halmaznak, ugyanakkor
az L/ barmely két eleme Osszehasonlithaté a < rendezés szerint. Ez azonban ellentmond
az L maximalitasanak. Ezért H = F, tehat R jolrendezés az E halmaz felett. B

6.15.3. Tétel. A kivdlasztdst axioma, a Kuratowski—Zorn-lemma, a Zorn-lemma €s a
Zermelo-féle jolrendezési tétel ekvivalensek eqymdssal.

(Megjegyzés: Az allitas pontosan azt jelenti, hogy ha a halmazelméletnek azt a rész-
elméletét tekintjiik, amelynek axioméi a meghatarozottsagi axioma, a részhalmaz axio-
maséma, a paraxioma, a hatvanyhalmaz-axiéma és az unié axiéoma, akkor ebben az
elméletben a fenti négy kijelentés paronként ekvivalens.)

Bizonyitas. Igazoltuk, hogy a kivalasztasi axiomabol kovetkezik a Kuratowski--Zorn-
lemma (6.14.2.), és a Zorn-lemma nyilvanvaléan kévetkezik a Kuratowski--Zorn-lemma-
bol (6.14.4.). A Zermelo-féle jolrendezési tételt a kivalasztasi axioma alkalmazasa nélkiil
vezettiik le a Zorn-lemmabol (6.15.2.) Ezért elegendd a Zermelo-féle jolrendezési tételbdl
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(a Kuratowski-Zorn-lemma alkalmazasa nélkiil) bizonyitani a kivalasztéasi axiomat.

Ehhez legyen (E;);c; olyan halmazrendszer, hogy minden i € I indexre E; # (). Az uni6

axioma szerint képezhetjiik az F = UEZ halmazt. A Zermelo-féle jolrendezési tétel
iel

alapjan létezik E felett olyan < relacio, hogy (F, <) jolrendezett halmaz. Minden i € T

esetén FE; C E és E; # (), igy létezik E;-nek legkisebb eleme a < rendezés szerint. Ekkor

az

f=A{(,x) e I x El(x € E;)) A (V2')((«' € E;) = (x <))}

halmaz a részhalmaz-axioma szerint létezik, és ez olyan fiiggvény, hogy Dom(f) = I és
minden i € [ indexre f(i) € E;, vagyis f € H E;. 1

el

6.15.4. Allitas. Ha (E,R) és (E', R') jolrendezett halmazok, akkor a kovetkezd esetek
kozil az eqyik teljestil:

a) Az (E', R') rendezett halmaznak létezik egyetlen olyan S' szegmense, hogy az (E, R)
és (S, R'|S") rendezett halmazok izomorfak.

b) Az (E, R) rendezett halmaznak létezik egyetlen olyan S szegmense, hogy az (E', R') és
(S, R|S) rendezett halmazok izomorfak.

Ha a) ésb) egyszerre teljesil, akkor az (F, R) és (E', R') jolrendezett halmazok izomorfak.

Bizonyitds. Jelolje F azon f : E — E' fiiggvények halmazat, amelyekre Dom( f) szegmen-
se az (F, R) rendezett halmaznak, Im(f) szegmense az (E’, R) rendezett halmaznak, és
[ izomorfizmus a (Dom(f), R|Dom(f)) és (Im(f), R'|Im(f)) rendezett halmazok kozott.
Jelolje < a tartalmazas relaciot az F halmaz felett. Nyilvanvalo, hogy F # 0, mert az
iires fliggvény eleme F-nek.

Az (F, <) par induktivan rendezett halmaz, mert ha .# C F tartalmazas tekintetében
linedrisan rendezett részhalmaz, akkor a fliggvények Osszeragasztasanak tétele (6.2.10.)
szerint a .# fliggvényhalmaz Osszeragasztasaval nyert f : F — E’ fiiggvény fels6 korlatja
(s6t szuprémuma) az .# halmaznak. Tehat a Kuratowski-Zorn-lemma alapjan az (F, <)

rendezett halmaznak létezik maximaélis eleme: legyen f € F ilyen. Bebizonyitjuk, hogy
Dom(f) = E vagy Im(f) = E'.

Indirekt feltessziik, hogy Dom(f) # E és Im(f) # E’ teljesiil. Legyen = € FE az
E\Dom(f) halmaz legkisebb eleme az R jolrendezés szerint és y € E" az E'\Im(f) halmaz
legkisebb elme az R’ jolrendezés szerint. Legyen f’ := {(z,y)} U f, tehat f': E — E' az
a kiterjesztése f-nek, amelyre Dom(f’) = Dom(f)U{z} és Im(f’) = Im(f) U {y}, vagyis
f'(x) := y. Konnyen lathato, hogy ekkor f" € F, f C f' és f # f’, ami ellentmond f
maximalitasanak.

Ezért Dom(f) = F, igy a) teljesiil, vagy Im(f) = E’, és akkor b) teljesiil. B
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6.16. Gyakorlatok

-1
1. Ha R relacio, akkor minden X halmazra XCpr,(R) ekvivalens az XCR(R(X))
tartalmazéssal.

-1

2. Ha R és S relaciok, akkor pry (R)Cpr, (S) ekvivalens azzal, hogy RCRo S oS. Ha R
-1

relécio, akkor RCRo R o R.

-1
3. Ha R relacio, akkor R o R=() pontosan akkor teljesiil, ha R=().

4. Ha R relacio és E, F halmazok, akkor

(Ex F)oR= R(E)x F
Ro(E x F) = E x R(F).

5. Ha R, S és T relaciok, akkor

(RoS)NT C (RN (ToS))o(SN(RoT)).

6. Ha E, F, E' és F' halmazok, akkor

0, ha ENF =0,

(Ex F)o(E XF)Z{E’XF, ha ENF' 0.

7. Ha R relacio, akkor a kovetkezd allitasok ekvivalensek.
-1 -1 -1
a) Minden X és Y halmazra R(X NY)=R(X) N R(Y).
-1 _
b) Minden X és Y halmazra, ha X NY=0, akkor R(X) N R(Y) = 0.

-1
¢) Minden X halmazra R(R(X))CX teljesiil.

d) Minden S és T relaciora (SNT)o R=(So R)N (T o R).
e) R fiiggvényrelacio.

8. Ha (R;);cs relaciok tetszoleges rendszere, akkor minden X halmazra
(UR)x) =R,
i€l iel
és ha I # (), akkor minden X egy elemi halmazra
(N7:) 0 = M Ri(X).
iel iel
Azonban léteznek olyan R, S relaciok és X halmaz, amelyekre

(RN S)(X) # R(X) N S(X).
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9. Legyenek E, F, G és H halmazok, valamint f : £ — F, g: F - G, h: G - H
fiiggvények. Ha g o f és h o g bijekciok, akkor f, g és h mindharman bijekciok.

10. Legyenek E, F' és G halmazok, valamint f : £ — F, g : F - G, h: G - FE
fiiggvények. Haa hogo f, go foh és f o ho g fliggvények koziil barmely ketts injektiv
és a harmadik sziirjektiv, vagy barmely kettd sziirjektiv és a harmadik injektiv, akkor f,
g ¢s h mindhédrman bijekciok.

11. Ha van olyan fiiggvény, amely eleme a sajat definicios tartoméanyanak, akkor léteznek
olyan E, F' és G halmazok, amelyekre Fe FeGeE teljesiil. (1d. 1.3.45. gyakorlat: a
funddltsdgi aridoma.)

12. Ha FE, F halmazok és X C F, akkor az
F(EF) > F(X.F) 5 [ flx
leképezés sziirjekcio, feltéve, hogy F # (), vagy E =0 = F.

17. Legyenek F, F' halmazok és minden R C E x F relaciéra értelmezziik a kovetkezs
fiiggvényt:

~

R:E— Z(F) ; xzw— R{{z}).
Ekkor a

~

PEXF)— FE,P(F) ; R—R
fiiggvény bijekcio.

32. Legyen E halmaz és f : P(E) — P(F) olyan fiiggvény, amelyre minden
X,Y € Z(F) halmazra, ha X C Y, akkor f(X) C f(Y) teljestil. Legyen E_ azon
X C FE halmazok metszete, amelyekre f(X) C X teljesil, toviabba legyen E, azon
X C E halmazok unidja, amelyekre X C f(X) teljesiil. Ekkor £ C E, f(E_) = E_,
f(Ey) = E4, és minden X C E halmazra, ha f(X) = X, akkor £_ C X C E, teljesiil.
(Ez ugy is megfogalmazhato. hogy f-nek létezik tartalmazas tekintetében legkisebb és
legnagyobb fixpontja.)

—1
33. Az R relaci6 pontosan akkor ekvivalencia az E halmaz felett, ha pryR=FE, R= R
és RoR=R.

36. Ha E. F halmazok és f : E — F tetszGleges fiiggvény, akkor létezik olyan G halmaz,
és léteznek olyan s : F — G, i : G — F filiggvények, hogy s sziirjekcio, © injekcio és
f =1io0s. (Ezt a tényt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy minden fiiggvény elGall egy
sziirjekcio és egy azt kovets injekcio kompozicidjaként.) Igaz-e, hogy minden fliggvény
elgall egy injekcid és egy azt kdvetd sziirjekcid kompozicidjaként?

37. Ha R és S ekvivalencidk az E halmaz felett, akkor az R o S relacié pontosan
akkor ekvivalencia F felett, ha Ro S = S o R teljesiil. Egy halmaz feletti ekvivalenciak
tetszbleges nem fiires rendszerének a metszete ekvivalencia az adott halmaz felett.
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38. Legyenek R és S ekvivalencidk az E halmaz felett. Akkor és csak akkor létezik olyan
T ekvivalencia az F halmaz felett, amelyre R C T és S C T teljesiil, ha RoS = SoR. Ha
RoS = SoR, akkor Ro S az a tartalmazas tekintetében legkisebb E feletti ekvivalencia,
amelyre R C T és S C T teljesiil.

39. Minden F halmazhoz létezik olyan X halmaz, hogy X C F és X ¢ F.

40. Legyenek FE,, E5, Fy és F, olyan halmazok, hogy FE; kisebb-egyenl§ szamossagu
Fi-nél és E5 kisebb-egyenlS szamossagu Fo-nél. Ha F) és F5 mindketten legalabb két
elemi halmazok, akkor F; U Es kisebb-egyenlS szamossagu az F; x Fy halmaznal.

(Utmutatds. Elegendd arra az esetre bizonyitani, amikor F; és Fy diszjunktak. Legyenek
f1: E1 — Fy és fo 1 By — F5 injekciok, és legyenek aq, by € F7, illetve as, by € F5 olyanok,
hogy a; # by és as # by. Legyen f: Fy U Ey — Fy) X Iy az a fliggvény, amelyre x; € F

esetén
f(z) = {(fl(m),ag) ha fi(z1) # ay
(a1, b2) ha fi(21) = ar

tovabba x5 € Ey esetén

) = (a1, fa(w2)) ha fo(xs) # by
) {(blab2) ha fo(z2) = by

Mutassuk meg, hogy f injekcio, és "rajzoljuk le" ezt a fiiggvényt!)

—1
42. Az R relaci6 pontosan akkor rendezés az E halmaz felett, ha RN R = idg és
R o R = R teljesiil.

43. Ha R rendezés az F halmaz felett és F' C E, akkor az RN (F x F') relacié rendezés
az F' halmaz felett; ezt a rendezést Rp jeloli, és az R rendezés F-re vett megszoritdsinak
nevezzilk. Ha (F, <) rendezett halmaz és F C FE, akkor egy A C F halmazzal
kapcsolatban beszélhetiink az A szuprémuméarol az (E, <) rendezett halmazban (amit
supg A jelol), valamint az A szuprémuméardl az (F,<p) rendezett halmazban (amit
supp A jelol). Mutassuk meg, hogy ha (F, <) rendezett halmaz, FF C FE és A C F,
akkor supy A és supp A 1étezése esetén supp A < supp A; tovabba, ha supy A létezik és
eleme F-nek, akkor supp A is létezik és supp A = supp A. Azonban elgfordul az, hogy
supp A 1étezik, de supy A nem létezik, és az is lehetséges, hogy mindketten 1éteznek, de
nem egyenlSk (ekkor supp A ¢ F).

46. Bebizonyitjuk a kivalasztasi axioméat! Legyen (F;);cr olyan halmazrendszer, amelyre
minden i € I esetén E; # (. Minden i € I indexhez kivdlasztunk és rogzitink egy
x; € E; elemet, ami lehetséges, hiszen E; # (). Ekkor az f := {(i,x;)|i € I} halmaz olyan
fiiggvény, hogy Dom(f) = I és minden i € [ indexre f(i) = x; € E;, vagyis f € H E;,

iel
igy H E; # (. Keressiik meg a hibdt ebben az érvelésben!

el

47. Ha f fiiggvény, akkor az f injektivitds-tartomdnydnak neveziink minden olyan
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E C Dom(f) halmazt, amelyre f|g injekci6. Mutassuk meg, hogy minden fiiggvény-
nek létezik tartalmazas tekintetében maximdlis injektivitas-tartomanya!
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7. fejezet

A természetes szamok halmaza

7.1. Végtelenségi axioma és a természetes szamok hal-
maza

7.1.1. Definicié. Ha E halmaz, akkor ET := E U{FE}, és ezt a halmazt az E szuk-
cesszoranak nevezziik. Az M halmazt monotonnak nevezzik, ha

0 e M)A (Vx)((z € M) = (2t € M))
teljestil.

Végtelenségi axidoma — Létezik monoton halmaz.

7.1.2. Tétel. Létezik egyetlen olyan monoton halmaz, amely minden monoton halmaz-
nak részhalmaza.

Bizonyitds. A végtelenségi axioma alapjan rogzitsiink egy M monoton halmazt, és jelolje
A az M monoton részhalmazainak halmazat, vagyis

M= {X C M|(0 e X)A (Vo) ((x € X) = (2 € X))}

Az (X)xen rendszer indexhalmaza nem tires, mert M € .#, igy képezhets az N :=

m X metszethalmaz. Nyilvanvalo, hogy N is monoton halmaz és N C M, vagyis

Xe
N € #. Ha N tetsz6leges monoton halmaz, akkor N N M € .#, ezért a definicid

szerint N C NN M C N, vagyis az N monoton halmaz minden monoton halmaznak
részhalmaza.

Ha N és N’ olyan monoton halmazok, amelyek minden monoton halmaznak részhalma-
zai, akkor N C N’ és N’ C N, kovetkezésképpen a meghatarozottsiagi axioma szerint

N=N.1R

7.1.3. Definici6. A természetes szamok halmazanak nevezzik azt a monoton
halmazt, amely minden monoton halmaznak részhalmaza, és ezt a halmazt az N szim-
bolummal jeléljik. Az N halmaz elemeit természetes szamoknak nevezziik, tovabbd:

0:=0 és N*:= {n € Njn # 0}, vagyis N* = N\ {0}.

Tehat a természetes szamok halmaza a tartalmazas tekintetében legkisebb monoton
halmaz. Latjuk, hogy ennek létezése pontosan azon mulik, hogy [létezik monoton halmaz,
tehat a végtelenségi axibmanak az a szerepe, hogy lehet6vé teszi a természetes szamok

231
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bevezetését a halmazelméletben. Késébb, a halmazok végtelenségének definicidja (8.1.1.)
utéan, latni fogjuk, hogy N végtelen halmaz (8.1.7.), tehat a végtelenségi axioma biztositja
végtelen halmaz létezését is: innen szarmazik az axioma elnevezése.

Néhany nevezetes természetes szam definicidja és szerkezete:

0:=10,
1:=0" = {0},
2:=1" = {0,{0}},
3:=27 = {0,{0},{0,{0}}},
4:=3"={0,{0}.{0,{0}},{0. {0}, {0, {0} }}},

és igy tovabb. Vegyiik észre, hogy ezek az objektumok a végtelenségi axioma nélkiil is
értelmezhetdek, hiszen a definiciojukban csak az iires halmaz és a szukcesszor fogalma
szerepel! Azonban ahhoz, hogy az igy elGéllithatd objektumok halmazdrdl, vagyis az
osszes természetes szamok halmazdrol lehessen beszélni, sziikségiink van a végtelenségi
axiomara.

7.2. A teljes indukci6 és a végtelen leszallas tétele

A kovetkezd tételben a természetes szamokra vonatkozo kijelentések bizonyitasanak
legfontosabb elvérdl lesz szo.

7.2.1. Tétel. (A teljes indukcio tétele)

— Ha E C N olyan halmaz, hogy 0 € E és minden n € E elemre n™ € E teljesiil, akkor
E = N. (Halmazelméleti forma)

— Ha x olyan vdltozo és o (x) olyan kijelentés, hogy <7 (0) tétel és
(Va)(((x € N) A o (2)) = o/ (27)) (*)

is tétel, akkor (Vx)((z € N) = 7 (x)) is tétel. (Logikai forma)

Bizonyitds. Az els6 allitasban az FE-re vonatkozo feltétel éppen azt jelent, hogy FE
monoton részhalmaza N-nek, igy a N definicioja és a meghatarozottsagi axioma alapjan
E = N teljesiil. A masodik allitas feltételei mellett az

E:={z|(x e N) AN o/ (x)}
halmazra az elsé allitas feltételei teljesiilnek, tehat £ = N, ami éppen azt jelenti, hogy

(Vz)((z € N) = o/ (x)) teljesiil. B

Megjegyezziik, hogy az el6z6 allitasban szerepld (x) kijelentést indukcids hipotézisnek
nevezziik.

7.2.2. Tétel. (A végtelen leszallas tétele)

— Ha E C N olyan halmaz, hogy E # ) és minden n € N elemre: nt € E eseténn € E
teljesiil, akkor 0 € E. (Halmazelméleti forma)

— Ha x olyan vdltozo és of (x) olyan kijelentés, hogy (3x)((x € N)Aof (x)) tétel, valamint
(Vz)((z e N) AN (z7)) = o (x)) is tétel, akkor <7 (0) is tétel. (Logikai forma)
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Bizonyitds. (I) A halmezelméleti forméat indirekt bizonyitjuk, tehat feltessziik, hogy az
E-re vonatkozo hipotézisek mellett 0 ¢ E. Ekkor 0 € N\ E, tovabba a hipotézis szerint
minden n € N esetén, han € N\ E, akkor n™ € N\ E. A teljes indukci6 halmazelméleti
formajat alkalmazva az N\ F halmazra kapjuk, hogy N\ E = N, tehat £ C N miatt
E = 0. Ez ellentmond az E # () hipotézisnek.

(IT) A logikai forma bizonyitasahoz elegendd alkalmazni a halmazelméleti forméat az
E :={z|(x e N)A o (2)}}

halmazra. B

Konnyen belathato, hogy a teljes indukcio és a végtelen leszallas elve ekvivalensek
egymassal. Itt csak azt mutattuk meg, hogy az el6bbibdl kovetkezik az utobbi.

Figyeljiilk meg, hogy az itt igazolt tételek teljesen fiiggetlenek barmiféle N feletti
rendezéstsl! Bizonyitasukban csak a természetes szamok halmazéanak definicidjdt alkal-
maztuk.

7.3. A természetes szamok elemi tulajdonsagai

A természetes szamok definiciéja nem kinal "belsG" jellemzést a természetes szamok-
ra, vagyis nem adtunk meg olyan .4'(x) kijelentést, amely ekvivalens volna az x € N
kijelentéssel, tehat A (x) a természetes szamok jellemzést adna. Azonban létezik ilyen
kijelentés, de meglehetésen bonyolult szerkezet (10.4.10.). De a természetes szamok
jellemzésének hijan is megéllapithatoé sok érdekes tény veliik kapcsolatban, ami jol
lathato a kovetkezd allitasokbol. Ezek megfogalmazasahoz elGszor bevezetiink egy fontos
halmazelméleti fogalmat.

7.3.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy az E halmaz tranzitiv, ha minden x € E elemre
x C F teljesiil, vagyis EE minden elemének minden eleme E-nek is eleme.

7.3.2. Allitas.

a) N tranzitiv halmaz.

b) Minden természetes szam tranzitiv halmaz.
c) Minden n € N elemre n ¢ n.
d) Minden m,n € N elemre (m € n) < ((m Cn) A (m #n)).

Bizonyitds. a) Legyen E := {n € N|n C N}. Trivialis, hogy 0 € E, hiszen a definicio
szerint 0 = (). Ha n € E, akkor n C N és n € N miatt {n} CN, igy n* :=nU{n} CN,
vagyis nt € E. Ebbdl a teljes indukeio elve alapjan kapjuk, hogy F = N, ami éppen azt
jelent, hogy N tranzitiv halmaz.

b) Legyen E := {n € N|(Vk)((k € n) = (k C n))}. Trivialis, hogy 0 € FE, kiilénben
létezne olyan k € 0, hogy k nem részhalmaza O-nak, holott O-nak egyaltalan nincs eleme.
Tegyiik fel, hogy n € F; megmutatjuk, hogy nt € E. Ehhez legyen k € n™, tehat k € n
vagy k = n. Ha k € n, akkor n € F miatt & C n és természetesen n C n*, ezért k C n*.
Ha k = n, akkor a szukcesszor definicioja szerint k& C n™. Ezzel belattuk, hogy n € E
esetén nt € F, tehat a teljes indukcio elve alapjan £ = N, ami éppen azt jelent, hogy
minden természetes szam tranzitiv halmaz.

c) Legyen E := {n € N|n ¢ n}. Trivialis, hogy 0 € FE, kiilonben 0 € 0 teljestilne, ami nem
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igaz, mert 0 = (). Legyen n € FE, megmutatjuk, hogy ekkor nt € E is teljesiil. Indirekt,
tegyiik fel, hogy nt ¢ E, vagyis n™ € n™. Ekkor a szukcesszor definicioja szerint n™ € n
vagy nt =n. Ha n® € n, akkor n € n™ C n, hiszen b) szerint n tranzitiv halmaz, ezért
n € n, ami viszont ellentmond annak, hogy n € E. Ebbél kévetkezik, hogy n™ = n,
tehat n € n, ami ismét ellentmond az n € E hipotézisnek. Ezért nt € E sziikségképpen
teljesiil, igy a teljes indukcié elve alapjan £ = N, ami pontosan azt jelenti, hogy minden
természetes szam nem eleme énmaganak.

d) Ha m,n € N és m € n, akkor m C n, mert b) szerint n tranzitiv halmaz, ugyanakkor
m # n, kiilonben n € n teljesiilne, ami c) szerint lehetetlen. FEzért m,n € N esetén
az (m € n) = ((m C n) A (m # n)) kovetkeztetés helyes. A forditott implikacio
bizonyitasdhoz legyen E := {n € N|(Ym)(((m C n) A (m # n)) = (m € n)). Azt kell
igazolni, hogy £/ = N.

Vilagos, hogy 0 € FE, mert minden m € N esetén az (m C 0) A (m # 0) kijelentés
hamis, igy az ((m C 0) A (m # 0)) = (m € 0) kévetkeztetés igaz (a hamisbol barmi
kovetkezik). Tegyiik most fel, hogy n € E és legyen m € N olyan, hogy m C n™ és
m # nT; megmutatjuk, hogy m € n™, vagyis n* € E.

El6szor azt igazoljuk, hogy a feltevések mellett m C n teljestil. Ha nem igy volna akkor
létezne olyan k € m, amelyre k ¢ n. Ekkor k € m C n™, tehat k € n™, igy k € n vagy
k =n. De k ¢ n, ezért sziikkségképpen k = n. Ebbdl kapjuk, hogy n € m, tehat {n} C m,
ugyanakkor n C m, mert b) szerint m tranzitiv halmaz. Ezért nt = nU {n} C m,
igy n™ = m is teljesiil, hiszen az m-re vonatkozo hipotézis szerint m C n*. Ez a
kovetkezmény viszont ellentmond a m # n™ hipotézisnek, amivel igazoltuk, hogy m C n.

Ha m = n, akkor m € n*. Ha viszont m # n, akkor az eléz6ek szerint (m C n)A(m # n)
teljesiil, igy n € E miatt m € n C n*, tehat m e nt. A

7.3.3. Allitas. Minden m,n € N elemre teljesiilnek a kovetkezd dllitdsok:
a) m Cn ekvivalens azzal, hogy m € n vagy m = n,

b) mNn €N,

c) mCnwvagyn Cm,

d) (m Cn)e(né¢m),

e) m # n ekvivalens azzal, hogy m € n vagy n € m.

Bizonyitds. a) Ha m C n és m # n, akkor a 7.3.2. allitds d) pontja szerint m € n.
Megforditva, ha m € n, akkor m C n, mert a 7.3.2. allitds b) pontja szerint n tranzitiv
halmaz.

b) Legyen m € N rogzitve és E := {n € Njm Nn € N}. Trivialis, hogy m N0 =0 € N,
tehat 0 € E. Tegyiik fel, hogy n € E. A szukcesszor definicidja alapjan

mNnt=mnNnU{n})=(mnn)U(mn{n})

teljestil. Han € m, akkor {n} C m ésn C m, mert m tranzitiv halmaz, igy mN{n} = {n}
és mNn =n, vagyis mNnt =nU{n} =nt € N. Han ¢ m, akkor mnN{n} =0, igy az
n € F hipotézis alapjan mNn* = mNn € N adodik. Ezért mNnt € N, vagyis nt € E.
A teljes indukci6 elve alapjan E' = N, ami éppen azt jelenti, hogy adott m € N esetén
minden n € N elemre m Nn € N teljesiil. Ez minden m € N elemre igy van tehat (az
altalanositas logikai szabalya szerint) minden m,n € N elemre m Nn € N teljestil.

c) Az el6z6ek szerint mNn € N és persze mNn C m és mNn C nis teljesiil. Ha
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m N n # m, akkor a 7.3.2. allitas d) pontja szerint m Nn € m. Hasonldéan kapjuk, hogy
ha m Nn # n, akkor m Nn € n. Tehdt ha mNn # m ésmNn # n, akkor mNn € m
ésmnNn €n,igy mNn € mNn, ami ellentmond a 7.3.2. allitas c¢) pontjanak. Ezért
mNn=m vagy m Nn =n, ami éppen azt jelenti, hogy m C n vagy n C m.

d) Ha n € m, akkor a 7.3.2. &llitas d) pontja szerint n = m vagy n nem részhalmaza
m-nek; ez utobbi esetben a fentick alapjan m C n, igy (n ¢ m) = (m C n) teljestl.
Megforditva, ha m C n, akkor n € m lehetetlen, kiillonben n € n is teljesiilne, ami
ellentmond a 7.3.2. allitas c) pontjanak; ezért (m C n) = (n ¢ m) is teljesiil.

e) Ha m # n, akkor (m C n) A (m # n) vagy (n C m) A (n # m) teljesiil, tehat az el6z6
allitas d) pontja szerint m € n vagy n € m igaz. Megforditva, akar m € n, akdar n € m
teljesiil, a 7.3.2. allitas d) pontja miatt m # n is teljesiil. B

7.3.4. Tétel. (Adott szamtol inditott teljes indukcio) Legyen m € N és E olyan
halmaz, hogy m € E, és minden n € N esetén, ha m C n ésn € E, akkor nt € E.
Ekkor minden n € N esetén, ha m C n, akkorn € E.

Bizonyitas. Legyen E' :=m U E. Megmutatjuk, hogy N C E’.

Ha 0 = m, akkor a hipotézis alapjan 0 € F, tehat 0 € E'. Ha m # 0, akkor 7.3.2. miatt
0 € m, hiszen 0 := ) C m teljesiil, ezért ismét igaz, hogy 0 € E’. Tehat 0 € E'.

Tegyiik fel, hogy n € E’. Ekkor két eset lehetséges:

— ha n € m, akkor az m halmaz tranzitivitdsa miatt (7.3.2. b) allitas) n C m, ezért
nt:=nU{n} Cm;igy n™ = mesetén n* € E C E', mig n™ # m esetén 7.3.2. d) miatt
nt €m C E'": vagyis n™ € E;
— han ¢ m, akkor n € E és 7.3.3. d) miatt m C n, tehat a hipotézis szerint
nt € ECE' vagyisn® € E'.

Ez azt jelenti, hogy E’ monoton halmaz, tehat N definicioja szerint N C E’. Ha
n € N és m C n, akkor 7.3.3. d) szerint n ¢ m, tehat n € E' miatt n € E, vagyis
{n € Nlm C n} C E. Ez pontosan azt jelenti, hogy minden n € N esetén, ha m C n,
akkorn e £. 1

7.3.5. Allitas. Han € N és z C n tranzitiv halmaz, akkor x € N,

Bizonyitds. Jelolje Trans(z) a (Vy)((y € ) = (y C x)) kijelentést, tehat Trans(z) azt
jelenti, hogy x tranzitiv halmaz. Legyen

E :={neN| (Vz)((Trans(z) A (x Cn)) = (z € N))}.

Azt kell igazolni, hogy £ = N.

Vilagos, hogy 0 € E, mert ha x C 0 = (), akkor = = (), vagyis z = 0 € N. Tegyiik fel,
hogy n € F és legyen © C n* tranzitiv halmaz. Két eset lehetséges.

— Han ¢ z, akkor x C n, ezért n € E miatt x € N.

— Ha n € z, akkor z tranzitivitasabol kovetkezik, hogy n C z, ezért n* =n U {n} C z,
igy x =nt € N.

Ezért a teljes indukci6 elve alapjan £ = N. B

7.3.6. Allitas.

a) Minden m,n € N esetén m = n ekvivalens azzal, hogy m*™ = n*.

b) Minden n € N* szdmhoz létezik egyetlen olyan m € N, amelyre m™ = n.
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Bizonyitds. a) Ha m* = n™, akkor m € m™* miatt m € n*, tehat m € n vagy m = n.
Megmutatjuk, hogy m € n lehetetlen, tehat sziikségképpen m = n. Ha ugyanis m € n
teljestilne, akkor n € n* = m™* miatt n € m vagy n = m. Az els6 esetben n C m, mert
m tranzitiv halmaz, ezért m € m, ami lehetetlen. A masodik esetben szintén m € m,
ami lehetetlen. Ezért m™ = n't esetén sziikségképpen m = n teljesiil.

b) Az egyértelmiiség a)-bol nyilvanvaloan kovetkezik. A létezés bizonyitasdhoz legyen
E:={0}U{neN|(n#0)A(Fm)(m e N)A(m* =n))}. A definici6 alapjan trivialis,
hogy 0 € E és han € E, akkor n™ € E, igy a teljes indukci6 elve alapjan E = N, amit
bizonyitani kellett. W

7.3.7. Definicié. Az n € N* szam predesszoranak nevezzik és n™-szal jeldljik azt a
természetes szamot, amelyre (n=)" = n teljesiil.

7.4. Sorozatok, elemi rekurzio6 és iteracid

7.4.1. Definici6é. Sorozatoknak nevezziik a természetes szamok halmazdn értelmezett
fiigguényeket. Ha E halmaz, akkor E-ben haladdé sorozatoknak nevezziik azokat a
sorozatokat, amelyek értékkészlete részhalmaza E-nek.

7.4.2. Tétel. (Az elemi rekurziv definicio tétele) Legyen E halmaz, e € E rigzitett
elem, és g : N x E — E tetszdleges fligguény. Ekkor létezik egyetlen olyan E-ben halado
s sorozat, amelyre s(0) = e és minden n € N szamra s(nt) = g(n,s(n)) teljesiil.

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy minden n € N szdmhoz [étezik egyetlen olyan
f :n — FE fliggvény, amelyre teljesiilnek a kdvetkezdk:

— ha 0 € n, akkor f(0) = e;
— minden k € n szamra, ha k™ € n, akkor f(k™) = g(k, f(k)).

Ehhez minden n € N szdmra legyen S,, azon f :n — E fliggvények halmaza, amelyekre
teljesiilnek a fenti tulajdonsiagok. Megmutatjuk, hogy minden n € N esetén S, egy
elemt halmaz; jelolje N azon n € N szdmok halmazat, amelyekre S,, egy elemi halmaz.
Nyilvanvalo, hogy 0 € N, mert Sp = {0}. Tegyiik fel, hogy n € N és legyen s, az
S, halmaz egyetlen eleme. Legyen f : nt — E az a fiiggvény, amelyre k € n esetén
f(k) := sn(k) és f(n) := g(n",s,(n7)), ha 0 € n (ha 0 ¢ n, akkor n = 0, és akkor
f =10). A definiciobol latszik, hogy f € S,+. Ha f': n™ — E szintén olyan fiiggvény,
amelyre f' € S,+, akkor vilagos, hogy f'|,, € Sy, igy f'|n = sn = fln, vagyis f' = f azn
halmazon. Ugyanakkor, 0 € n esetén

fin) = f((n7)") = g(n™, f'(n7)) = g(n™, f(n7)) = f(n),

tehat f' = f. Ez azt jelenti, hogy S,+ = {f}, vagyis nt € N, igy a teljes indukci6 elve
alapjan N = N. Tehat minden n € N esetén 5, egy elemi halmaz.

Vilagos, hogy minden n € N esetén S, C %(N; E), ahol %;(N; E) jeloli az N — E
fiiggvények halmazat. Ezért jol értelmezett az az N-en értelmezett fliggvény, amely
minden n € N szamhoz S,,-t rendeli. Valoban, ez a fiiggvény egyenls a

{z[(Fn)((n € N) A (z = (n, 5n)))}

halmazzal, és az el6z6ek szerint a (In)((n € N)A(z = (n, S,))) kijelentés kollektivizalo az
x véltozoban, hiszen kovetkezik beldle az, hogy x € N x Z(.%(N; E)), igy a részhalmaz
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axioma alkalmazhato. Ilymodon tekinthetjik az (S),)nen rendszert.

Korabban lattuk, hogy egy elemt halmazok tetszéleges rendszerének a szorzata szintén

egy elemi halmaz; legyen (s,)neny az a halmaz, amelyre {(s,)nen} = H S, teljestil.

neN
Ekkor (s,)nen az a fliggvény, amely az N halmazon értelmezett (tehat sorozat), tovabba,

minden n € N elemre s, : n — E az a fliggvény, amelyre teljesiilnek a kivetkezdk:
— ha 0 € n, akkor s,(0) = ¢;
— minden k € n szamra, ha k™ € n, akkor s, (k) = g(k,s,(k)).

Ha m,n € N és m < n, akkor s,|,, € S, ezért s,|,, = S, hiszen S,, egy elemt. Ezért
létezik egyetlen olyan s fliggvény, amelyre

Dom(s) = U Dom(s,) = U n =N,

neN neN

és minden n € N elemre s|,, = s,, igy s(0) = s1(0) = e, toviabba n € N esetén

s(n%) = sy (n) = g(n, spey+(n)) = g(n, s(n)),
tehat s olyan sorozat, amelynek a létezését allitottuk. W

7.4.3. Definici6é. Ha E halmaz, e € E rogzitett elem, és g : N x E — E fligguény,
akkor az e kezddpont és g fiigguény dltal meghatdrozott elemi rekurziv sorozatnak
nevezziik azt az E-ben haladd s sorozatot, amelyre s(0) = e és minden n € N szimra

s(n™) = g(n,s(n)).

Gyakran eléfordul, hogy az elemi rekurziénak csak egy specialis esetét alkalmazzuk:
az iterdciot.

7.4.4. Kovetkezmény. (Az iteracios definicio tétele) Legyen E halmaz, e € E
rogzitett elem, és f : E — FE tetszdleges fiigguény. FEkkor létezik egyetlen olyan E-ben
haladd s sorozat, amelyre s(0) = e és minden n € N szdmra s(nt) = f(s(n)) teljesiil.

Bizonyitds. Elegendé az elemi rekurziv definicié tételét alkalmazni a F halmazra, az
e € E kezd6pontra ésa g: Nx E — E; (n,z) — f(z) fiiggvényre. B

7.4.5. Definicié. Ha E halmaz, e € E rigzitett elem, és f . E — E figgvény, akkor
az e kezddpont és f fiigguény dltal meghatdrozott iteracios sorozatnak nevezzik azt az
E-ben haladé s sorozatot, amelyre s(0) = e és minden n € N szamra s(nt) = f(s(n))
teljestil.

Konnyd példat adni olyan elemi rekurzidval értelmezhets sorozatokra, amelyek nem
értelmezhetdek iteracioval (2. Gyakorlat).

7.5. A rekurziv definicid tétele

7.5.1. Definicié. Ha s sorozat, akkor minden n € N esetén az s|,, leszikitett figguényt
az s sorozat n-edik szeletének nevezziik. A 0-dik szeletet (ami nyilvanvaldan az dres
fiigguény) trivialis szeletnek nevezziik.
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A matematikdban sokszor sziikségiink van olyan sorozatok elGallitasara, amelyek
rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy minden n € N esetén a sorozat n helyen felvett
értéke egyértelmien van meghatarozva a sorozat n-edik szelete altal. Vagyis olyan s
sorozatot szeretnénk elgallitani, amelyre minden n € N esetén az s(n) érték egyértelmiien
kifejezhets az s|, fiiggvénnyel. Ez a konstrukcié egészen altalanos feltételek mellett is
lehetséges: errdl szol az (altalanos) rekurziv definicio tétele. A pontos megfogalmazéshoz
sziikséglink lesz a kovetkez6 halmazelméleti lemmara.

7.5.2. Lemma. Minden E halmazhoz egyértelmiien létezik az (F (n; E)), oy fligguény-
halmaz-rendszer.

Bizonyitds. Azt kell bizonyitani, hogy az
Fo={z](3@n)((neN)A(z=(nF1n; E)))}

halmaz jol értelmezett fiiggvény. A (In)( (n € N)A (2 = (n, Z (n; E))) kijelentés kollek-
tivizalo a z valtozoban, mert kovetkezik beléle, hogy z € N x Z(Z (N x E)), igy elég a
részhalmaz-axiomara hivatkozni. Ezért az F halmaz jol értelmezett.

A definici6 szerint, z € E esetén van olyan n € N, hogy z = (n,.% (n; E)), tehat z par.
Ez azt jelenti, hogy az F halmaz reldcio.

Ha (z,y), (z,vy') € F, akkor léteznek olyan n,n’ € N elemek, hogy (z,y) = (n, % (n; E))
és (x,y) = (', #(n'; E)). Ekkor z = n és x = n’, tehat n = n’, amibdl kévetkezik, hogy
y=F(n;E) = F(n';E) = . Ez azt jelenti, hogy az F halmaz egyértelmi relécio,
vagyis fligguény.

Vagill, ha n € N, akkor (n,.#(n;E)) € F, tehat n € pry(F) =: Dom(F), igy
N C Dom(F). Masfelsl, ha € Dom(F), akkor van olyan y, hogy (x,y) € F, tehat
létezik olyan n € N, amelyre (z,y) = (n,.Z (n; E)), igy * = n € N, vagyis Dom(F) C N.
Ez azt jelenti, hogy az F halmaz N-en értelmezett fiiggvény. B

Megjegyezziik, hogy ha E nem iires halmaz, akkor az (% (n; E)), . fiiggvényhal-
maz-rendszer diszjunkt, mert m,n € N esetén az % (m;E) N % (n; E) # () feltételbdl
kovetkezik olyan s’ fliggvény létezése, hogy s’ € % (m; E) N Z (n; E), kovetkezésképpen
m = Dom(s') = n.

7.5.3. Tétel. (A rekurziv definici6 tétele) Legyen E halmaz és

g: Uﬁ(n,E)—)E

neN

tetszdleges fligguény. FEkkor létezik eqyetlen olyan s : N — E sorozat, hogy minden n € N
esetén s(n) = g(s|,) teljesiil.

Bizonyitds. (1) El6szor teljes indukcioval megmutatjuk, hogy minden n € N szdmhoz
létezik egyetlen olyan s : n — E fiiggvény, amelyre minden k € n esetén s(k) =
g(s|x) teljesiil. Ehhez legyen N az ilyen tulajdonsagt természetes szamok halmaza.
Nyilvanvalo, hogy 0 € N; tegyiik fel, hogy n € N és legyen s, az az egyetlen n — E
fliggvény, amelyre minden k € n esetén s, (k) = g(s,|x) teljestil. Legyen s : n™ — F az
a fliggvény, amelyre k € n esetén s(k) := s, (k) és s(n) := g(s,). A definiciobol latszik,
hogy minden k természetes szamra, ha k € n vagy k = n, akkor s|, = s,|x. Vilagos,
hogy minden k € n szamra s(k) = s, (k) = g(su|r) = g(s|x) és s(n) = g(sn) = g(s|n).



7.5. A REKURZIV DEFINICIO TETELE 239

Ez azt jelenti, hogy minden k € n' elemre s(n) = g(s|,). Ha s’ szintén olyan n™ — E
fliggvény, amelyre minden k& € n't esetén s'(k) = g(s'[) teljesiil, akkor ugyanez igaz
minden k € n elemre, igy az indukcios hipotézis alapjan s'|,, = s, = s|,. Ugyanakkor
s'(n) = g(s'|n) = g(s|,) = s(n), tehat s’ = s. Ez azt jelenti, hogy nt € N, tehat a teljes
indukci6 elve alapjan N = N.

(IT) Jeldlje o7 a kovetkezd kijelentést:
(Fn)(3s)( (z = (n,8)) A (n € N) A (s € F(n; E)) A ((VE)((k € n) = (s(k) = g(s]x))) ).

Az o/ kijelentés kollektivizadlé az x valtozoban, mert o/-bol kovetkezik, hogy = €
N x Z(N x E), ezért elég a részhalmaz-axiomara hivatkozni. Legyen S := {z|</}.
Az (I) alapjan
S:N— U F(n; E)
neN

az a fliggvény, amelyre minden n € N esetén S(n) az az n — F fiiggvény, amelyre minden
k € n esetén S(n)(k) = g(S(n)|k) teljesiil. A zardjelek torlodasanak elkeriilése végett
minden n € N szamra legyen s, := S(n), tehat S egyenls az (s, )nen rendszerrel. Ez azt
jelenti, hogy minden n € N esetén s, : n — E az a fiiggvény, amelyre minden k € n
esetén s, (k) = g(sulk)-

(ITII) Megmutatjuk, hogy m,n € N é m C n esetén s,|,, = s,. Valoban, az
Snlm : m — E leszikitett fiiggvényre teljesiil az, hogy minden k € m esetén (s,|,)(k) =
sn(k) = g(snlk) = g((Snlm)|x), hiszen a lesztikitések tranzitivitasa miatt (S, |m)|x = Snlk-
Ezért az (1) alapjan s, |, = sp.

Masfelsl, barmely m,n € N esetén m C n vagy n C m teljesiil (7.3.3.), tehat minden
m,n € N esetén s,, C s, vagy s, C s,,. Ebbdl a fiiggvények Osszeragasztasanak
tétele (6.2.10.) alapjan kapjuk, hogy s := U s, olyan fiiggvény, hogy Dom(s) =

neN
U Dom(s,) = U n =N, é Im(s) = U Im(s,) C E, és minden n € N esetén s,, C s.

neN neN neN
Ebbdl kovetkezik, hogy minden n € N esetén s(n) = s,+(n) = g(Sp+|n) = ((S|n+)]n) =

g(s|,), vagyis s olyan E-ben halado sorozat, amelynek az egzisztencidjdt allitottuk.
(IV) Ha az s’ : N — FE sorozatra szintén teljesiil az, hogy minden n € N esetén

s'(n) = g(s'|,), akkor minden n € N szamra s'|, : n — E olyan fliggvény, hogy minden
k € nesetén (s'],,)(k) =s'(k) = g(s'|x) = g((8/|n)|x), tehét s'|,, = S(n) = s, = s|,. Mivel

neN

7.5.4. Definicié. Ha E halmaz, és

g: | |]F(nE) > E
neN

fiigguény, akkor a g fiiggvény dltal meghatdrozott rekurziv sorozatnak nevezzik azt az
E-ben haladd s sorozatot, amelyre minden n € N esetén s(n) = g(s|,) teljesiil.

Vegyiik észre, hogy az elemi rekurziv definici6 tétele kdvetkezik az imént bizonyitott
tételb6l. Legyen ugyanis E halmaz, e € E és g : N x F — F fiiggvény, és értelmezziik
azt a

g: U F(n;E) = E

neN
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fliggvényt, amelyre g()) := e és minden n € N* valamint s’ € % (n;E) esetén
g(s’) := g(n=,s'(n7)). Ekkor a g fiiggvény altal rekurzioval meghatarozott s sorozat
egyenl§ a g fiiggvény éltal elemi rekurziéval meghatéarozott sorozattal, hiszen

és minden n € N esetén

s(n®) = g(sla+) = g((n") 7, slus ((n7)7)) = g(n, s(n)).

7.6. A kivalasztasi axiomaval kombinalt rekurzid tétele

A matematikaban sokszor sziikségiink van olyan sorozatok elGallitasara, amelyek szele-
tei el6irt "tulajdonsagokkal" rendelkeznek. Pontosabban: ha E halmaz és minden n € N
szamra rogzitiink egy F,, C .%(n; E) nem tires fliggvényhalmazt, akkor azt kérdezziik,
hogy létezik-e olyan E-ben haladé s sorozat, amelyre minden n € N esetén az s sorozat
n-edik szelete eleme F),-nek? Tehat ekkor a keresett s sorozat n € N helyen felvett értéke
nincs egyértelmien meghatarozva az s|,, szelet altal. A kovetkezd tétel elégséges, de nem
sziikséges feltételt ad ahhoz, hogy erre a kérdésre pozitiv valaszt lehessen adni.

7.6.1. Tétel. (A kivalasztasi axiomaval kombinalt rekurzié tétele) Legyen E

halmaz és (F,)nen olyan halmazrendszer, amelyre teljesil az, hogy minden n € N esetén
F, C Z(n;E) és Fy = {0}. Tegyiik fel, hogy

(Vn e N)(Va e F,)(3a’ € F,,+): a=24a'|,

teljesiil. Ekkor létezik olyan s sorozat, amely az E halmazban halad, és minden n € N
esetén s|, € F,.

Bizonyitdis. Ha n € N és a € F,, akkor az {a’ € F,+| a = a’|,,} halmaz a hipotézis
alapjan nem dres, ezért a kivalasztasi axidma szerint minden n € N szamra

H{a’e F.la=24a|,} # 0.

ackFy,

Ismét a kivalasztéasi axioma alkalmazésaval nyerjiik, hogy

H( H{a’EFn+\ a=a’|n}> £ (;

neN acky,

legyen f eleme ennek a szorzathalmaznak. Tehat f olyan fliggvény, amely az N halmazon
értelmezett (vagyis sorozat), és minden n € N esetén f(n) : F,, — F,+ olyan fliggvény,
hogy minden a € F), esetén az f(n)(a) fiiggvény lesziikitése n-re egyenls a-val.

Legyen most & = U F,. Ha a € &, akkor van olyan n € N, hogy a € F},, tehat

neN
a:n — F fliggvény, igy Dom(a) = n € N. Ezért értelmezhetjiik a

g: & —&; aw— f(Dom(a))(a)

fiiggvényt. Jelolje e az iires fliggvényt. Ekkor a hipotézis alapjan e € Fyy az Fy halmaz
egyetlen eleme, igy e € &, tehat az iteracids tétel alapjan tekinthetjiik az e € &
kezdGpont és a ¢ fliggvény &ltal meghatarozott S iterécios sorozatot. Tehat S az a
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fliggvény, amelyre Dom(S) = N és Im(S) C &, és S(0) = e := ), tovabba minden n € N
esetén S(nt) = ¢g(S(n)) = f(Dom(S(n)))(S(n)) teljesiil.

Teljes indukcioval kénnyen belathato, hogy minden n € N esetén S(n) € F, teljestl.
Valoban, a hipotézis szerint S(0) = e € [y, és ha n € N olyan, hogy S(n) € F,,, akkor
S(n) : n — FE fiiggvény, tehat Dom(S(n)) = n, igy

S(n") = f(Dom(S(n)))(S(n)) € Fpom(smy)+ = Fn-+-
A definiciobol kovetkezik, hogy minden n € N esetén

S(n")n = f(Dom(S(n)))(S(n))ln = f(n)(S(n))|n = S(n),

vagyis S(n) = S(n*)|,. Ennek alkalmazéaséaval teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy
rogzitett n € N esetén, minden m € N elemre, ha n C m, akkor S(m)|,, = S(n), vagyis
S(n) € S(m). Ehhez legyen N := nU{m € N|(n C m) A (S(m)], = S(n))}; azt kell
igazolni, hogy N = N.

Ha 0 € n, akkor 0 € N. Ha 0 ¢ n, akkor a 7.3.3. allitas szerint n C 0 = (), vagyis n = 0,
igy N ={m € N|S(m)|o = S(0)}, és vilagos, hogy S(0)|o = 0 = S(0), vagyis 0 € N.
Tegyiik fel, hogy m € N. Ha n ¢ m, akkor a 7.3.3. allitas szerint m € n, tehat m € N.
Ha n C m akkor a 7.3.3. allitas szerint m ¢ n, igy m € N miatt S(m)|, = S(n)
teljesiil. Ekkor S(m™)|, = (S(m™)|m) [» = S(m)|, = S(n), vagyis m*™ € N. Ezért a
teljes indukci6 elve alapjan N = N.

A 7.3.3. allitas szerint minden m € N esetén m C n vagy m C n, ezért a fliggvények
Osszeragasztasanak tétele alapjan az s := U S(n) halmaz fiiggvény. Ekkor Dom(s) =
neN
U Dom(S(n)) = U n =N, és Im(s) = U Im(S(n)) C E, ezért s olyan E-ben halado

neN neN neN
sorozat, hogy minden n € N esetén S(n) C s, tehat s|, =S(n) € F,,. B

7.7. Miveletek a természetes szaimok halmaza felett

Most az iteracié néhany fontos, kiilénos jelentGségii alkalmazéasat mutatjuk be.

7.7.1. Definicio. (N feletti 6sszeadas értelmezése) Minden m € N esetén legyen
Sm @z m kezddpont és az N — N; n — n* fiigguény dltal meghatdrozott iterdcids

sorozat; tehdt s,, : N — N az a figguény, amelyre s,,(0) = m és minden n € N esetén
sm(n™) = (sm(n)). Ekkor az

NxN—=N; (m,n)—m+n:=s,(n)
fiigguényt az N feletti 0sszeadasnak nevezziik.
Tehat az N feletti 0sszeadas olyan mtvelet, hogy minden m,n € N szamra

m+0=m;
m+nt=(m+n)t

teljesiil. Az 1 € N szdm és a + mitivelet definicioja alapjan nyilvanval6, hogy minden
ne€Nesetétnn+1=n+0"=(n+0)" =nt.

7.7.2. Allitas. Az N feletti dsszeadds asszociativ, kommutativ és 0 a neutrdlis eleme.
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Bizonyitds. (1) Legyenek m,n € N rogzitettek; teljes indukcioval igazoljuk, hogy minden
k € N esetén (m +n) + k = m + (n + k) teljestiil. Az Osszeadas értelmezése alapjan
(m+n)+0=m+n=m+ (n+0), tehat az allitas igaz k := 0 esetén. Ha k € N olyan,
hogy (m+n)+k=m+ (n+ k), akkor

(m+n)+kT=(m+n)+k)"=m+0m+k) " =m+n+k)"=m+n+k"),

tehat az allitas k*-ra is igaz, amivel a teljes indukciot végrehajtottuk. Ez azt jelenti,
hogy minden m,n € N esetén minden k € N szamra (m +n) +k = m+ (n+ k) teljesiil,
vagyis az N feletti Osszeadés asszociativ.

(IT) Megmutatjuk, hogy 0 az dsszeadéas neutrélis eleme. Ehhez n szerinti teljes indukcioval
igazoljuk, hogy minden n € N esetén n +0 = 0+ n = n teljesiil. Ez n := 0-ra trivialisan
igaz, és ha n € N olyan, hogy n + 0 = 0+ n = n, akkor

O+nt=0+n)"=n"=n"+0.

(IIT) Most n szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy minden n € Nesetén n+1 = 1+n
teljestil. Lattuk, hogy 0 az 0sszeadas neutralis eleme, ezért 0 +1 =1 =1+ 0, igy az
allitas O-ra igaz. Tegyiik fel, hogy n € N olyan, hogy n + 1 = 1 + n. Ekkor a definiciok
és az el6zGek szerint

I+nt=0+n)"=n+) =0+ +1=n"+1

(IV) Legyen végiil m € N rogzitett elem; teljes indukcioval igazoljuk, hogy minden n € N
esetén m +n = n + m teljesil. Ez n := 0 esetén igaz, mert 0 az Osszeadas neutrélis
eleme. Ha n € N olyan, hogy m + n = n + m, akkor az Gsszeadas asszociativitasat és
(ITI)-t alkalmazva kapjuk, hogy

m+nt=m+n)T=m+m)t=m+m)+1=
=n+m+1)=n+1+m)=mn+1)+m=n"+m,

amivel a teljes indukciot végrehajtottuk, ami azt jelenti, hogy az N feletti Osszeadés
kommutativ.

7.7.3. Allitas. (Az N feletti 6sszeadas kancellativitasa) Ha m,n € N, akkor a
kovetkezd dallitdsok ekvivalensek.

(i) m=n.
(ii) Minden k € N esetén m+k =n+ k.
(iii) Létezik olyan k € N, hogy m + k =n+ k.

Bizonyitds. (1)=-(ii) és (ii)=-(iii) trivialis.

(iii)=(i) A hipotézis szerint az E := {k € N | m + k = n + k} halmaz nem {iires. Ha

k € N olyan, hogy k' € E, akkor az N feletti 6sszeadés definicioja szerint
(m+k)T=m+kt=n+kt=n+k)",

ezért a 7.3.6. allitas a) pontja szerint m + k = n + k, vagyis k € E. Ezért a végtelen
leszallés elve alapjan 0 € E/, ami azt jelenti, hogy m=m+0=n+0=n. &
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7.7.4. Definicié. (N feletti szorzas értelmezése) Minden m € N esetén legyen p,,
a 0 kezddpont és az N — N; n — n + m figguény dltal meghatarozott iterdcios
sorozat; tehdt p,, : N — N az a figguény, amelyre p,,(0) = 0 és minden n € N esetén
Pm(nT) = pp(n) + m. Ekkor az

NxN—=N; (m,n)—m-n:=py(n)
fiigguényt az N feletti szorzasnak nevezzik.

Tehat az N feletti szorzéas olyan mitivelet, hogy minden m,n € N szamra

teljesiil.

7.7.5. Allitas. Az N feletti szorzds asszociativ, kommutativ és 1 a neutrdlis eleme. Az
N feletti szorzds disztributiv az N feletti dsszeaddsra nézve.

Bizonyitds. (I) Elgszor megmutatjuk, hogy 1 a szorzas neutralis eleme, vagyis minden
n € Nesetén n-1 = n = 1-n teljesiil. A definici6 szerint 1 -0 = 0, ezért
0:1=0-0"r=(0-0)+0=04+0=0=1-0, vagyis az allitds n := 0 esetén igaz. Tegyiik
fel, hogy n € Nolyan, hogy n-1 =n = 1-n teljesiil. Ekkor 1-n* =1-n+1=n+1=n",
ugyanakkor n™ -1 =n"-0"=nt-0+nT" =0+n" =n", vagyis 1 -nt =nt =nt.1,
igy az allitas n*-ra is igaz. Tehat a teljes indukci6 elve alapjan kapjuk, hogy 1 a szorzas
neutralis eleme.

(IT) Most igazoljuk, hogy a szorzas balrdl disztributiv az Osszeadasra nézve. Ehhez
legyen k,m € N rogzitett; teljes indukcioval megmutatjuk, hogy minden n € N esetén
k-(m+n)=(k-m)+ (k-n). Ezigaz n := 0 esetén, mert

k-(m+0)=k-m=(k-m)+0=(k-m)+ (k-0).

Ha n € N olyan, hogy k- (m +n) = (k-m) + (k- n), akkor az N feletti Osszeadés
asszoclativitasat alkalmazva

kE-(m4+nT)=k-(m+n)"=(k-(m+n)+k=((k-m)+(k-n)+k=
=k -m)+((k-n)+k)=(k-m)+ (k-n"),

tehat az allitas n'-ra is igaz.

(ITI) Megmutatjuk, hogy a szorzés asszociativ. Ehhez legyen k,m € N rogzitett; teljes
indukcioval megmutatjuk, hogy minden n € N esetén k- (m -n) = (k- m) - n. Ez igaz
n := 0 esetén, mert

k-(m-0)=k-0=0=(k-m)-0.
Ha n € N olyan, amelyre teljesiil az egyenldség, akkor kihaszndlva azt, hogy a szorzés
balrol disztributiv az Osszeadasra nézve, és felhasznélva azt, hogy 1 a szorzés neutralis
eleme, kapjuk, hogy
E-(m-nt)y=k-((m-n)+m)=(k-(m-n))+(k-m)=
=({(k-m)-n)+(k-m)-1)=(-m)-(n+1)=(k-m)-n*

tehat az allitas n'-ra is igaz.



244 7. A TERMESZETES SZAMOK HALMAZA

(IV) Igazoljuk azt, hogy a szorzas jobbrdl disztributiv az Osszeadéasra nézve. Ehhez
legyen k,m € N rogzitett; teljes indukcioval megmutatjuk, hogy minden n € N esetén
(k+m)-n=(k-n)+ (m-n). Ez igaz n := 0 esetén, mert

(k+m)-0=0=0+4+0=(k-0)+ (m-0).

Ha n € N olyan, amelyre teljesiil az egyenléség, akkor az 0sszeadas asszociativitasat és
kommutativitasat, valamint a szorzas Gsszeadésra vonatkozo baloldali disztributivitasat
alkalmazva kapjuk, hogy

(k4+m)-nt=((k+m)-n)+(k+m)=((k-n)+(m-n))+ (k+m)=
(k-n)+((m-n)+(k+m))=(k-n)+({((m-n)+k)+m)=
(k-n)+(k+(m-n)+m)=(k-n)+(k+((m-n)+m)) =

=k-n)+E&+m-nT)=(k-n)+k)+m-n")=(k-n")+ (m-n"),

tehat az allitas n'-ra is igaz.

(V) Teljes indukciéval igazoljuk, hogy minden n € N esetén 0 -n = 0 teljesiil. Ez n:=0
esetén nyilvanvaloan igaz. Ham € Nés 0-n =0, akkor 0-nt =(0-n)+0=0-n=0,
tehat az allitas n'-ra is igaz.

(VI) Végiil bebizonyitjuk, hogy a szorzas kommutativ. Ehhez legyen m € N rogzitett;
n szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy m -n = n - m. Ez igaz n = 0 esetén, mert
az (V) alapjan m -0 = 0 = 0 - m teljestil. Ha n € N olyan, hogy m - n = n - m, akkor
kihasznélva a szorzéas Osszeadasra vonatkozo jobboldali disztributivitasat kapjuk, hogy

m-nt=m-n)+m=mn-m)+m=Mm-m)+(1-m)=Mn+1)-m=n"-m,

tehat az allitds n'-ra is igaz. B

7.7.6. Allitas.
a) Ha m,n € N, és m # 0 vagy n # 0, akkor m +n # 0.
b) Hao m,n € N és m # 0 ésn # 0, akkor m -n # 0.

c) Homn €N ésm-n=1, akkorm =1 ésn=1.

Bizonyitds. a) Az 6sszeadas kommutativitasa miatt elég azt igazolni, hogy ha m,n € N
és n # 0, akkor m +n # 0. Ez viszont nyilvanvaléan igaz, mert ha n # 0, akkor
7.3.6. b) alapjan van olyan k € N, hogy n = k%, ezért az Osszeadas definicidja szerint
m4+n=m+kt=(m+k)t#0=0,hiszen m+k e (m+k)*.

b) A szorzas kommutativitasa miatt elég azt igazolni, hogy ha m € N és m # 0, akkor
minden n € N* esetén m - n # 0. Ez viszont nyilvanvaldan igaz, mert n € N és n # 0
esetén 7.3.6. b) alapjan van olyan k € N, hogy n = k™, ezért a szorzas definicidja szerint
m-n=m-kt =m-k+m+#0, hiszen m # 0, igy elég az a) allitasra hivatkozni.

c¢) Legyenek m,n € N olyanok, hogy m - n = 1. Ekkor a szorzas értelmezése és a szorzas
kommutativitasa miatt m # 0 és n # 0, igy 7.3.6. b) alapjan léteznek olyan j, k € N

“ .0,

hogy
igy 7.3.6. a) alapjan 0 = m - k + j. Az a) allitasbol kovetkezik, hogy m -k =0 és j = 0.
A b) éallitasbol kapjuk, hogy m = 0 vagy k = 0. De m # 0, tehat &k = 0. Ez azt jelenti,
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hogy m=jt=0"=1¢ésn=kt=0"=1 N
Az el6z6 allitas a) és b) részét a kovetkezd ekvivalens formaban is alkalmazzuk.
a’) Haom,n € Nésm+n =0, akkor m =0 ésn=0.

b’) Ha m,n € N és m - n = 0, akkor m = 0 vagy n = 0.

7.7.7. Allitas.
a) Az N feletti dsszeaddsra nézve csak a 0-nak létezik inverze.

b) Az N feletti szorzasra nézve csak az 1-nek létezik inverze.

Bizonyitds. a) Ha az m € N elemnek létezik inverze az N feletti dsszeadasra nézve, akkor
van olyan n € N, hogy m +n = 0, ezért a 7.7.6. a) allitas alapjan m = 0.

b) Ha az m € N elemnek létezik inverze az N feletti szorzasra nézve, akkor van olyan
n € N, hogy m-n =1, ezért a 7.7.6. c) allitas alapjan m = 1. W

7.7.8. Definici6. (Az N feletti hatvanyozas értelmezése) Minden m € N esetén
legyen w,, az 1 kezddpont és az N — N; n +— n-m fligguény dltal meghatdrozott iterdcids
sorozat; tehdt w,, : N — N az a figgvény, amelyre w,,(0) = 1 és minden n € N esetén
Wy (nT) = wy(n) - m. Ekkor az

n

NxN—=N ; (mn)—m":=wy,n)

fiiggvényt N feletti hatvanyozasnak nevezziik.
Tehat az N feletti hatvanyozas olyan miivelet, hogy minden m,n € N szamra
m® = 1;
n+1

m =m"-m.

A definici6 szerint 0° = 1, valamint minden m € Nesetén m! = m®t =m - m=1-m =

m. Teljes indukcioval kénnyen igazolhatd, hogy minden n € N esetén 1" = 1, hiszen
1Y = 1 a definici6 szerint teljesiil, és ha 1" = 1 igaz, akkor 1" =1".1=1! = 1.

A hatvanyozés jelolésével kapcsolatban van bizonyos kétértelmiség. A 6.2.13.
definiciéban az all, hogy ha E és F halmazok, akkor F'¥ jeloli az £ — F fiiggvények
halmazat. Tehat, ha m,n € N, akkor az m” szimbo6lum jelolheti az n — m fiiggvények
halmazéat és az m természetes szam imént értelmezett n-edik hatvanyat is. Ez a két
objektum nem egyenld: ebbdl szarmazik a jelolés kétértelmiisége. Ennek feloldésahoz
megéallapodunk abban, hogy ha F és F' halmazok, akkor az £ — F fiiggvények halmazat
csak akkor jelsljiik az F'¥ szimbolummal, ha ez nem vezet félreértésre, tehéat inkdbb az
egyértelmii .7 (F; F) jelolést hasznaljuk.

Azonban tudnunk kell, hogy m, n € N esetén a .# (n; m) fliggvényhalmaz és az m™ € N
hatvany kozott 1étezik egy kitiintetett bijekcio: errdl szol majd a 8.1.21. allitas, amely
szerint .% (n; m) olyan véges halmaz, amelynek a szamossaga pontosan egyenls az m™ € N
hatvannyal.

7.7.9. Allitas.
a) Haom € N ésm # 0, akkor minden n € N esetén m™ # 0.
b) Ha m € N és m # 1, akkor minden n € N* esetén m" # 1.
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Bizonyitds. a) Rogzitett m € N, m # 0 szam mellett, n szerinti teljes indukcioval
bizonyitunk. A definicié szerint m® = 1 # 0, tehat az allitas igaz, ha n = 0. Ha
n € N olyan, hogy m" # 0, akkor m # 0 és 7.7.6. b) alapjan 0 # m" - m = m™"!, tehat
az allitds n + 1-re is igaz.

b) Han € N*, akor van olyan k € N, hogy n = kt = k+1, tehat a hatvanyozas definicioja
szerint m™ = m” - m, amibSl m # 1 esetén 7.7.6. c) alapjan m™ # 1 kovetkezik. W

7.7.10. Allitas. (A hatvanyozas azonossagai) Minden k,m,n € N esetén

km+n — km . k,n7
(m-n)* =m" . n

Bizonyitds. Rogzitett k és m természetes szamok esetében, n-szerinti teljes indukcioval
igazoljuk, hogy k™™™ = k™ . k™. Ez igaz akkor, ha n = 0, mert k™0 = k™ = k™ .1 =
k™ - k% Ha n € N olyan, hogy k™™™ = k™ - k", akkor az oOsszeadas és hatvanyozas
definicidja, az indukcios hipotézis alapjan, valamint a szorzés asszociativitasa folytan

km—i—(n-{—l) _ k,(m—i—n)—‘rl — fmtn L — (k,m . kn) k= k™. (k,n . k) — L™, k’n+1,

tehat az allitds az n 4+ 1 szamra is teljestl.

Rogzitett k és m természetes szamok esetében, n-szerinti teljes indukcioval igazoljuk,
hogy k™" = (k™)". Ez igaz akkor, ha n = 0, mert k" = k° = 1 = (k™)°. Ha
n € N olyan, hogy k™™ = (k™)", akkor a szorzés és hatvanyozas definicioja, az imént
bizonyitott Osszefiiggés, valamint az indukcids hipotézis szerint

km-(n+1) — fmontm _ pmnpmo_ (km>n - (km)n+1’

tehat az allitas az n + 1 szamra is teljestl.

Rogzitett m és n természetes szamok esetében, k-szerinti teljes indukcioval igazoljuk,

hogy (m - n)* = mk - n*. Ez igaz akkor, ha k = 0, mert (m-n)° =1=1-1=m°.n".

Ha k € N olyan, hogy (m - n)* = m* . nk, akkor a hatvanyozas definicidja, az induktiv

hipotézis, valamint a szorzas asszociativitasa és kommutativitdsa miatt
(m-n)" = (m-n)" (m-n)=m" %) - (m-n)=(mF-m)- (nF-n)=mktt. prt

tehat az allitas a k + 1 szamra is teljestil. B

7.8. A természetes szamok természetes rendezése
7.8.1. Lemma. Minden n € N esetén a
<nw={(,k) enxnl(jek)V(j=k)}
reldcio jolrendezés az n halmaz felett.
Bizonyitds. Legyen n € N. A 7.3.3. a) allitas szerint (j, k) € n x n esetén j <, k

ekvivalens azzal, hogy 7 C k, ezért a <, relacidé nyilvanvaléan rendezés az n halmaz
felett. Ez a rendezés 7.3.3. ¢) alapjan trichotom, tehat <,, lineéris rendezés n felett.

Azt kell még igazolni, hogy minden n € N esetén minden H C n nem iires halmaznak
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létezik legkisebb eleme a <,, rendezés szerint. Ehhez jelolje E azon n € N szamok
halmazat, amelyekre <, jolrendezés. Vilagos, hogy 0 € E, mert 0-nak nincs nem iires
részhalmaza. Tegytik fel, hogy n € F, és legyen H C n™ nem iires halmaz; megmutatjuk,
hogy H-nak létezik legkisebb eleme a <,,+ rendezés szerint, ami azt jelenti, hogy n™ € E.
Ha HNn = (), akkor H C n* és H # () miatt H = {n}, igy H-nak n a legkisebb eleme a
<,+ rendezés szerint. Ezért feltehets, hogy HNn # (), tehat H Nn nem iires részhalmaza
n-nek. Ekkor n € E miatt létezik H Nn-nek legkisebb eleme a <,, relaci6 szerint; legyen
ez k. Ha k nem volna a H legkisebb eleme <,+ rendezés szerint, akkor létezne olyan
j € nt, amelyre j <,+ k teljesiilne. Ekkor j € k € n miatt j € HNn és j <, k, ami
ellentmond annak, hogy & a H N n legkisebb eleme <, szerint. Ezzel belattuk, hogy
n € E esetén n™ € E, igy a teljes indukci6 elve alapjan E = N, vagyis minden n € N
elemre a <,, relacio jolrendezés. W

7.8.2. Tétel. (A teljes indukcid alternativaja.) Legyen E olyan halmaz, hogy min-
den n € N esetén: han C E, akkorn € E. Ekkor N C E.

Bizonyitds. Azt kell igazolni, hogy N\ £ = ). Ezt indirekt bizonyitjuk, tehat feltessziik,
hogy N\ E # (: legyen n € N\ E rogzitett elem. Ekkor n ¢ F, tehat az E halmazra
vonatkozo hipotézis alapjan n ¢ E, vagyis n \ E nem iires részhalmaza n-nek. A <,
relacio jolrendezés n felett, igy vehetjiik az n \ E halmaz <,, rendezés szerinti legkisebb
elemét: legyen ez n,. Ha x € n,, akkor x € n, mert n, € n és n tranzitivitasa folytan
n, € n. Tehat minden z € n, esetén x <, n,, igy az n, szadm minimalitasabol kévetkezik,
hogy x € E. Ez azt jelenti, hogy n, C F, igy az E halmazra vonatkoz6 hipotézis alapjan
n, € E, ami ellentmond annak, hogy n. ¢ £. B

7.8.3. Tétel. Az {(m,n) € Nx N|(m € n)V (m =n)} reldcié jolrendezés az N halmaz
felett.

Bizonyitds. Jelolje < ezt a relaciot, és minden n € N esetén legyen <,, a < relacio
megszoritasa az n C N halmazra (N tranzitiv halmaz!).

Elgszor megjegyezziik, hogy az el6zéek alapjan a < relacio egyenl§ az C relacioval N
felett, és minden n € N esetén a <,, relacio egyenld a tartalmazas relacioval az n halmaz
felett. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy ezek a relaciok rendezések, s6t linedris rendezések,
hiszen lattuk, hogy barmely két j, k € N esetén (j C k) V (k C j) teljestl.

Most megmutatjuk, hogy minden n € N elemre a <,, relaci6 jolrendezés, vagyis minden
H C n nem iires halmaznak létezik legkisebb eleme a <, rendezés szerint. Ehhez jelolje
E azon n € N szamok halmazat, amelyekre <, jolrendezés. Vilagos, hogy 0 € E, mert
0-nak nincs nem tres részhalmaza. Tegyiik fel, hogy n € E, és legyen H C n™ nem iires
halmaz; megmutatjuk, hogy H-nak létezik legkisebb eleme a <,+ rendezés szerint, ami
azt jelenti, hogy nt € E. Ha HNn = (), akkor H C n*™ és H # () miatt H = {n}, igy
H-nak n a legkisebb eleme a <+ rendezés szerint. Ezért feltehets, hogy HNn # (), tehat
HNn nem iires részhalmaza n-nek. Ekkor n € F miatt 1étezik H Nn-nek legkisebb eleme
a <, relacio szerint; legyen ez k. Ha k nem volna a H legkisebb eleme <,+ rendezés
szerint, akkor létezne olyan j € n', amelyre j <,+ k teljesiilne. Ekkor j € k € n miatt
7€ HNnésj <, k, ami ellentmond annak, hogy £ a H Nn legkisebb eleme <,, szerint.
Ezzel belattuk, hogy n € F esetén nt € E, igy a teljes indukcio elve alapjan EF = N,
vagyis minden n € N elemre a <,, relaci6 jolrendezés.

Legyen most H C N tetsz6leges nem iires halmaz, és legyen m € H rogzitve. Jel6ljon n
egy tetszGleges természetes szamot, amelyre m < n teljesiil; példaul n := m™ megfeleld,
de nem sziikséges ezt valasztani. Ekkor m € H Nn, vagyis H N n nem iires részhalmaza
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n-nek. A <, relacié jolrendezés, tehat H N n-nek létezik legkisebb eleme a <,, rendezés
szerint; legyen ez k. Ha k nem volna a H legkisebb eleme a < rendezés szerint, akkor
létezne olyan j € H, amelyre j < k teljestilne. Ekkor j € k € n miatt j € HNn és
J <n k, ami ellentmond annak, hogy k a H N n legkisebb eleme <, szerint. Ezért <
jolrendezés az N halmaz felett. B

7.8.4. Definicié. Az N halmaz feletti természetes rendezésnek nevezzik a
{(m,n) e Nx N|(m €n)V(m=n)}
jolrendezést, és ezt a < vagy <y szimbolummal jeloljiik.
Fontos az, hogy az el6z6ek szerint m,n € N esetén:
m<n&mCns (men)V(m=n)<né¢m.
Tovabbé, ha m,n € N, akkor
m<n<< (mCn)A(m#n) < men.
Ezeket az 0sszefiiggéseket a tovabbiakban gyakran alkalmazzuk, kiilon hivatkozas nélkiil.

7.8.5. Definicio. Az N — N szigorian monoton novd figgvényeket indexsorozatok-
nak nevezziik. Az s sorozat részsorozatanak neveziink minden s o o alaki fiigguényt,
ahol 0 : N — N szigorian monoton novd figguény (vagyis o indexsorozat). Az s sorozat
Atrendezésének neveziink minden s o o alaki fiigguényt, ahol o : N — N bijekcio.

7.8.6. Allitas. Ha 0 : N — N szigorian monoton nové figgvény, akkor minden n € N
elemre n < o(n).

Bizonyitds. Ha E := {n € N|n < o(n)}, akkor nyilvanvaléan 0 € F, és ha n € E, akkor
n < nt és a o szigor monoton novése miatt n < o(n) < o(nt), ezért nt < o(nt),
vagyis nT € E, igy a teljes indukei6 elve alapjan £ = N. l

7.8.7. Allitas. Ha (E,<) rendezett halmaz, akkor az E halmazban haladd s sorozat
pontosan akkor monoton novd (illetve fogyd), ha minden n € N esetén s(n) < s(n + 1)
(illetve s(n+ 1) < s(n)).

Bizonyitds. Ha az s sorozat monoton nové (illetve fogyo), akkor minden m,n € N esetén,
ha n < m, akkor s(n) < s(m) (illetve s(m) < s(n)), ezért s(n) < s(n + 1) (illetve
s(n+1) <s(n)).

Megforditva, tegyiik fel, hogy minden n € N esetén s(n) < s(n + 1) (illetve s(n + 1) <
s(n)). Az n € N rogzitett természetes szamtol inditott teljes indukcioval igazoljuk, hogy
minden m > n természetes szamra s(n) < s(m) (illetve s(m) < s(n)).

Ha m = n, akkor a < relacio E feletti reflexivitdsa miatt s(n) < s(m) (illetve
s(m) <s(n)). Han <m és s(n) <s(m) (illetve s(m) < s(n)), akkor a hipotézis szerint
s(m) < s(m+ 1) (illetve s(m+1) < s(m)), igy az E feletti < relacio tranzitivitdsa miatt
s(n) < s(m + 1) (illetve s(m + 1) < s(n)). Ezért minden m > n természetes szamra
s(n) < s(m) (illetve s(m) <s(n)). A

7.8.8. Definici6é. Az s sorozatot stacionariusnak nevezziik, ha létezik olyan n € N,
hogy minden k € N szamra, k > n esetén s(k) = s(n). Ha s staciondrius sorozat,
akkor az N halmaz jolrendezettsége miatt egyértelmien létezik olyan legkisebb n € N,
hogy minden k € N szdmra, k > n esetén s(k) = s(n); ekkor az s(n) elemet az s sorozat
stacionarius értékének nevezzik.
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7.9. A miiveletek kapcsolata a rendezéssel

7.9.1. Allitas. Minden m,n € N szdmra az m <n és mt < n' kijelentések ekvivalen-
sek.

Bizonyitds. Legyenek m,n € N olyanok, hogy m < n, vagyis m C n. Ekkor n C n™ miatt
m C n* teljesiil. Tovabba, ha m = n, akkor n € n* miatt m € n*. Ha pedig m € n,
akkor ismét n C nt alapjan m € n*. Tehat m € n' is igaz, igy m™ = mU{m} C nt is
teljesiil, vagyis m*™ < n™.
Megforditva, ha m*™ < n*, akkor m € m* C n™, tehat m € n vagy m = n, vagyis
m<n. N

A természetes szamok halmazan adott természetes rendezés tulajdonsagait gyakran

alkalmazzuk a mtveletekkel kapcsolatos allitasok bizonyitasaban. Erre ad példat a ko-
vetkezG allitas.

7.9.2. Allitas. (Az N feletti rendezés kapcsolata az 6sszeadassal) Ha m,n € N,
akkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(i) m<n.
(ii) Minden k € N esetén m+k <n+ k.
(iii) Létezik olyan k € N, hogy m +k < n + k.

Bizonyitds. (1)=(ii) Rogzitett m,n € N, m < n szamokra, k-szerinti teljes indukcioval
igazoljuk, hogy minden £ € N esetén m +k < n+ k. Ha k = 0, akkor m + k =
m+0=m <n=n+0 = n+k, tehat az allitds igaz. Ha k£ € N olyan, hogy
m + k < n + k, akkor az Osszeadas iterativ definicioja és az el6z6 allitas alapjan
m+kt=m+k)t <(n+k)" =n+k". Ezzel megmutattuk, hogy minden m,n, k € N
esetén, ha m < n, akkor m + k < n + k.

(ii)=-(iii) Trivialis.

(iii)=-(i) A hipotézis szerint az E := {k € N | m + k < n + k} halmaz nem {ires, és ha
k € N olyan, hogy k™ € E, akkor (m+ k)T =m+kt <n+ k" =(m+ k)", igy 7.9.1.
szerint m + k < n + k, vagyis k € E. Ezért a végtelen leszallas tétele (7.2.2.) alapjan
0 € E, ami azt jelenti, hogy m+0<n+0=n. B

7.9.3. Kovetkezmény. (Az egyenlStlenségek Gsszedasanak szabalya) Ha m,n €
N és m/,n’ € N olyan szamok, amelyekre m <n ésm’ <n’, akkor m +m' <n+n'.

Bizonyitds. A 7.9.2. allitas és az N feletti 0sszeadds kommutativitasa szerint
m4+m <n+m'=m'+n<n+n=n+n.1

7.9.4. Allitas. Minden m,n € N esetén a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek.
(i) m<n.

(ii) Létezik egyetlen olyan k € N, hogy m + k = n.

(iii) Létezik olyan k € N, hogy m + k = n.

Bizonyitds. (i)=-(ii) A Osszeadas kancellativitasa (7.7.3.) miatt a k € N szam egyér-
telmiisége nyilvanvalo, hiszen ha k, k" € N olyanok, hogy m + k = n = m + K/, akkor
k=F.
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Legyen m € N rogzitve. Ekkor m-t6l inditott teljes indukcioval igazoljuk, hogy minden
n € N esetén, ha m < n, akkor létezik olyan £ € N, hogy m + k = n.

Az allitas igaz, ha n = m, hiszen ekkor k := 0 € N olyan, hogy m+k=m+0=m =n.
Han € N, m < n és k € N olyan, hogy m + k = n, akkor az Osszeadas értelmezése
alapjan m + kT = (m + k)t = n't, vagyis n™-hoz a kT € N szdm olyan lesz, amelyre
m+ kT =nt.

(if)=(iii) Trivialis.

(iii)=(i) Rogzitett m € N esetén, teljes indukcioval igazoljuk, hogy minden k£ € N szamra
m < m+k. (Ebbdl nyilvanvaloan kapjuk, hogy (iii)=-(i) igaz.) Valéban, ha k = 0, akkor
m =m + k, tehat m < m + k. Ha k € N olyan, hogy m < m + k, akkor az 0sszeadés
definicioja alapjan m < m+k < (m+ k)" =m + k*, tehat m <m + k*. B

7.9.5. Allitas. (Az N feletti rendezés kapcsolata a szorzassal) Ham,n € N, akkor
a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(i) m<n.
(ii) Minden k € N esetén m -k <n - k.
(iii) Létezik olyan k € N*, hogy m -k <n - k.

Bizonyitds. (1)=(i1) Rogzitett m,n € N, m < n szamokra, k-szerinti teljes indukcioval
igazoljuk, hogy minden k£ € N esetén m -k <n-k. Hao k=0, akkorm-k=m-0=0=
n-0=n-k, tehat az allitds igaz. Ha k € N olyan, hogy m - k£ < n - k, akkor a szorzas
definiciojat és a 7.9.2. allitast kétszer alkalmazva kapjuk, hogy m - kT = m -k +m <
n-k+m<n-k+n=n-kt tehat az allitas igaz k*-ra. (Itt a 7.9.2. allitast elészor
ugy alkalmaztuk, hogy m -k < n-k miatt m-k+m < n-k+m, majd ugy, hogy m <n
miatt n-k+m <n-k+mn.)

(ii)=-(iii) trivialis.

(ili)=-(i) A hipotézis szerint a {k € N* | m - k < n - k} halmaz nem ires, ezért létezik
ennek legkisebb eleme az N feletti természetes rendezés szerint: jelolje ezt k.. Ha k, = 1,
akkor m =m -1 <n-1=n, ezért elég azt igazolni, hogy k, # 1 lehetetlen.

Indirekt, tegyiik fel, hogy k. # 1. A definici6 szerint k, # 0, igy 7.3.6. b) alapjan van
olyan j € N, hogy k, = j*, és ekkor j # 0, mivel k, # 1. Ez azt jelenti, hogy j < k, és
J € N*, tehat k, minimalitasi tulajdonsaga folytan j ¢ {k € N* | m -k < n -k}, vagyis
m-j&n-j,azazn-j<m-j.

A 7.9.4. allitds szerint vehetiink olyan £ € N szamot, hogy n-j +k = m - j, és
természetesen k # 0. Ehhez az egyenlGséghez hozzaadva n-t, és kihasznalva az N feletti
Osszeadas asszociativitdsat és kommutativitasat kapjuk, hogy n-j+n+k=m-j 4+ n,
tehat k, = jT és az N feletti szorzas definicidja, m - k, < n - k,, valamint 7.9.2. alapjan

m-ke+k<n-ki+k=n-j"+k=n-j+n+k=m-j+n.
Ugyanakkor, k, = j* és az N feletti szorzas definicioja szerint
m-k.+k=m-jt+k=m-j+m+Ek,

tehat azt kapjuk, hogy m-j+m+k <m-j+n. Ebb6l 7.9.2. alkalmazasaval nyerjiik,
hogy m + k < n. Ebbdl a 7.9.4. &llitas alapjan m < n adodik, igy az (igazolt) (i)=-(ii)
kovetkeztetés szerint m - 7 < n - j, ami ellentmond annak, hogy n-j <m-j5. B

7.9.6. Kovetkezmény. (Az egyenlStlenségek szorzasanak szabalya) Ham,n € N
ésm/,n’ € N olyan szamok, amelyekre m <n ésm’ <n', akkorm-m' <n-n'.
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Bizonyitds. A 7.9.5. Aallitas és az N feletti szorzas kommutativitasa szerint m - m’ <
n-m=m - n<m -n=n-m' A

7.9.7. Definicié. Ha m,n € N és m < n, akkor n “m jeloli azt a természetes szamot,
amelyre m + (n —m) = n, és azn —m € N elemet az n és m természetes szamok
kiilonbségének nevezziik.

7.9.8. Allitas. (Az N feletti szorzas kancellativitasa) Ha m,n € N, akkor a
kovetkezd dllitasok ekvivalensek.

(i) m=n.

(ii) Minden k € N esetén m -k =n- k.

(iii) Létezik olyan k € N*, hogy m -k =n - k.

Bizonyitds. (1)=-(ii) és (ii)=(iii) trivialis.
(iii)=-(i) Ha k € N* olyan, hogy m -k =n-k, akkorm-k <n-k ésn-k <m-k, ezért
7.9.5. alapjan m <n ésn < m, tehat m =n. B

7.9.9. Allitas. (Az N feletti rendezés kapcsolata a hatvanyozassal) Ha m,n € N,
akkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(i) m<n.
(i) Minden k € N esetén mF < n*.
(iii) Létezik olyan k € N*, hogy m* < n*.

Bizonyitds. (1)=(ii) Rogzitett m,n € N, m < n szamokra, k-szerinti teljes indukcioval
igazoljuk, hogy minden k € N esetén m*F < n*. Ha k = 0, akkor m* = m® = 1 = n® = nF,
tehét az allitas igaz. Ha k € N olyan, hogy m* < nF, akkor a hatvanyozas definiciojat és
a 7.9.5. allitast kétszer alkalmazva kapjuk, hogy m*" =m¥*-m <nk.m <nF.n=n*",
tehat az allitas igaz kT-ra. (Itt a 7.9.5. allitast el6szor tgy alkalmaztuk, hogy m* < nk
miatt m”* - m < n* - m, majd tgy, hogy m < n miatt n* - m <n*.n.)

(if)=>(iii) trivialis.

(iii)=(i) A hipotézis szerint a {k € N* | m* < n*} halmaz nem iires, ezért létezik ennek
legkisebb eleme az N feletti természetes rendezés szerint: jelolje ezt k.. Ha k, = 1, akkor
m =m! < n! =n, ezért elég azt igazolni, hogy k, # 1 lehetetlen.

Indirekt, tegyiik fel, hogy k. # 1. A definici6 szerint k, # 0, igy 7.3.6. b) alapjan van
olyan j € N, hogy k, = 5T, és ekkor j # 0, mivel k, # 1. Ez azt jelenti, hogy j < k,
és j € N*, tehat k, minimalitasi tulajdonsdga folytan j ¢ {k € N* | m* < n*}, vagyis
m! £ nt, azaz nd < m’.

Ekkor n/ < m/ & m* < n* gy kétszer alkalmazva a 7.9.5. allitdst és a hatvanyozas
definici6jat kapjuk, hogy

i+

: . . .
neom<m!-m=m’ =mh <nfF=n"" =nl . n,

amibdl ismét 7.9.5. alapjan m < n kivetkezik, hiszen n? € N*. Ezért az (igazolt) (i)=(ii)
kovetkeztetés szerint m/ < n/, ami ellentmond annak, hogy n/ < m’/. B

7.9.10. Kovetkezmény. (A egyenlStlenségek hatvanyozasanak szabalya) Ha
m,n € N és p,q € N olyan szdmok, amelyekre m < n és p < q, akkor mP < nf.
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Bizonyitds. Az p < q feltétel és 7.9.4. alapjan vehetiink olyan &k € N szamot, amelyre
p+ k = ¢. Vilagos, hogy 1 < nF, igy 7.9.5. és a hatvanyozis azonossagai miatt
nP =nP-1 < nP-nF =nPt* = n? tehat az m < n egyenlétlenségbdl 7.9.9. alkalmazasaval
kapjuk, hogy m? < n? < ni. W

7.9.11. Allitas. (Az N feletti hatvanyozas kancellativitasa) Ha m,n € N, akkor a
kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(i) m=n.
(ii) Minden k € N esetén mF = n*.

(iii) Létezik olyan k € N*, hogy m* = n*.

Bizonyitds. (1)=-(ii) és (ii)=-(iii) trivialis.
(iii)=>(i) Ha k € N* olyan, hogy m* = n*, akkor m* < n* ¢s n* < m* miatt, 7.9.9.
alapjan m <n ésn <m, tehat m =n. B

7.10. Miiveletekkel kapcsolatos szigora egyenlGtlensé-
gek

7.10.1. Lemma. Minden m,n € N szamra az m <n és m™ < n* kijelentések ekviva-
lensek.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy m < n. Ekkor m < n, tehat 7.9.1. alapjan m*™ < n*,
ugyanakkor 7.3.6. szerint az m™ = n™ egyenlSségbdl m = n kovetkezne, holott m # n.
Ezért m < n esetén m™ < n*.

Megforditva, ha m*™ < n™, akkor m*™ < n', tehat ismét 7.9.1. alapjan m < n, és
természetesen m # n, igy m < n. i

7.10.2. Allitas. Ha m,n € N ésm < n, akkor minden k € N esetén m+k < n+k, és
ha k # 0, akkor m -k <n - k.

Bizonyitas. Ha m,n € N és m < n, akkor m < n, tehat 7.9.2. alapjan m + k < n + k,
és az Osszeadas kancellativitasa (7.7.3.) és m # n miatt m + k = n + k lehetetlen, tehat
m-+k<n+k.

Ha m,n € N és m < n, akkor m < n, tehat 7.9.5. alapjan minden k£ € N esetén
m -k < n-k, és a szorzas kancellativitasa (7.9.8.) miatt & # 0 esetén m -k = n - k
lehetetlen, mert ebbsl m = n kévetkezne. W

7.10.3. Allitas. Ha m,n € N és k € N olyanok, hogy m + k < n+ k, akkor m < n.

Bizonyitds. Valoban, ha n < m teljesiilne, akkor 7.9.2. alapjan n + k < m + k is igaz
volna. W
7.11. Oszthatosag és primszamok

7.11.1. Definici6. Ha m,n € N, akkor azt mondjuk, hogy m osztdja n-nek, vagy n
tobbszorose m-nek, vagy n oszthatd m-mel, ha létezik olyan g € N, hogy m - ¢ = n,
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és ezt a kijelentést az m | n szimbolummal jeldljik. A —(m | n) kijelentést az m 1 n
szimbolummal rovidityik. Az

{(mn)eNxN|m|n}
halmazt N feletti oszthatésag-relacidnak nevezziik.

7.11.2. Allitas. Ham,n € N, ésm osztdja n-nek, és m # 0, akkor egyértelmiien létezik
olyan ¢ € N, hogy m - ¢ = n.

Bizonyitas. Ha q,q" € N olyanok, hogy m - ¢ = n = m - ¢/, akkor az N feletti szorzas
kancellativitasa (7.9.8.) és m # 0 miatt ¢ =¢'. B

7.11.3. Definici6. Ha m,n € N, és m osztdja n-nek, és m # 0, akkor n jeloli azt a
m

n C ey n P
természetes szamot, amelyre m - (—) = n, teljesiil, és ezt az — € N elemet azn ésm
m m

természetes szamok hanyadosanak nevezziik.

7.11.4. Allitas. Legyenek m,n,k € N.

a) Ha k osztdja m-nek is és n-nek is, akkor k osztdja m + n-nek, és k # 0 esetén

m n m++n

E ko k

b) Ha k osztdja n-nek, akkor k - m osztdja n - m-nek, és k # 0 # m esetén

n-m n

k-m  k

Bizonyitds. a) Legyenek p,q € N olyanok, hogy k-p = m és k-q = n. Ekkor az

N feletti szorzas N feletti osszeadasra vonatkozo disztributivitasa folytan & - (p 4+ q) =
(k-p)+ (k-q) =m+n, tehat k osztdja m + n-nek, és lathato, hogy ha k # 0, akkor

m

m_n
kK k

pr— + =

pTq 2
b) Ha p € N olyan, hogy k- p = n, akkor az N feletti szorzds kommutativitasa és
asszociativitasa miatt (k-m)-p = (k-p)-m = n-m, tehat k- m osztdja n - m-nek, és
lathato, hogy k # 0 # m esetén

3

-m
.

:p:

>3

k-m
7.11.5. Allitas. Az N feletti oszthatdsdg-reldcio rendezés N felett.

Bizonyitds. Minden n € N esetén n - 1 = n, ezért n | n, vagyis az N feletti oszthatosag-
relacio reflexiv N felett.

Legyenek m,n € N olyanok, hogy m | n és n | m. Vegyiink olyan ¢,¢ € N szamokat,
amelyekre m-q = n ésn-q¢ = m. Ham = 0, akkor n = 0-¢q = 0, tehat m = n.
Ha m # 0, akkor m - (¢-¢') = m = m -1 és a szorzas kancellativitasa (7.9.8.) alapjan
q-q = 1. Ebbsl 7.7.6. c) alkalmazasaval ¢ = 1 adodik, tehat m = n. Ez azt jelenti,
hogy az N feletti oszthatosag-relacié antiszimmetrikus.

Legyenek m,n, k € N olyanok, hogy m | n és n | k. Vegyiink olyan ¢, ¢ € N szamokat,
amelyekre m-q =mn ésn-q¢ = k. Ekkor m-(q-¢') = k, tehat m | k. Ez azt jelenti, hogy
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az N feletti oszthatosag-relacié tranzitiv. Wl

Konnyen lathato, hogy az N feletti oszthatosag-relaciéo nem linedris rendezés, vagyis
léteznek olyan m, n € N szamok, hogy az m | n és n | m allitasok koziil egyik sem teljesiil.
Az is nyilvanvalo, hogy minden n € N esetén 1 | n és n | n, vagyis minden természetes
szamnak osztoja 1 és onmaga. Kiilonosen érdekesek azok a természetes szamok, ame-
lyeknek a multiplikativ neutralis elemen és énmagukon kiviil nincs mas osztoja.

Nyilvanvalo, hogy ha n € N* és m € N olyan, hogy m | n, akkor m < n, hiszen
van olyan ¢ € N, amelyre m - ¢ = n és természetesen 1 < ¢, igy 7.9.5. alapjan
m=m-1<m-q=n.

7.11.6. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a p € N elem primszam, ha p > 2 és p-nek 1-en
és p-n kivil nincs mds osztdja. A primszdmok halmazdat P jeloli, tehdt

P:={peN[@=22)A(meN)((m|p) = ((m=1)V(n=p)) }.

7.11.7. Allitas. Minden n € N esetén, ha n > 2, akkor van olyan p € P, hogy p | n
(vagyis minden 2-nél nagyobb-eqyenld természetes szamnak létezik primosztdja).

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik, hogy az
E={neN|n>2)A=(FpeP)p|n}

halmaz nem tires. Az N feletti természetes rendezés jolrendezés (7.8.3.), igy F-nek létezik
legkisebb eleme: legyen ez n,. Viladgos, hogy n. ¢ P, tehat létezik olyan k& € N, hogy
k| neeés2<k<n, Az n, szam minimalitasi tulajdonsdga miatt k ¢ F, igy k-hoz
vehetiink olyan p € P szamot, amelyre p | k. Ekkor p | n,, tehat n, ¢ E, ami ellentmond
annak, hogy n, € £.

7.11.8. Tétel. (Euklidészi maradékos osztas) Minden m € N és n € N* esetén
egyértelmien léteznek olyan q,r € N szamok, hogy m = q-n+r ésr < n.

Bizonyitds. (1) Elszor megmutatjuk, hogy minden m € N és n € N* esetén létezik olyan
p € N*, hogy m < p-n. Ezt konnyen belathatjuk rogzitett n € N* mellett, m-szerinti
teljes indukcioval. Valéban, ha m = 0, akkor p := 1 olyan, hogy m =0 < n = p- n.
Tegyiik fel, hogy az m € N természetes szamhoz p € N* olyan, amelyre m < p-n. Ekkor
mt=m+1l<p-n+1<p-n+n=(p+1) n

(IT) Az egzisztencia bizonyitasahoz legyenek m € N és n € N*. Ekkor (I) alapjan
{p € N*Im < p-n} # 0 és N felett a természetes rendezés jolrendezés (7.8.3.). Jelolje
p« a {p € N*Im < p-n} halmaz legkisebb elemét. Ekkor p, € N*, igy létezik p,-nak
predesszora: legyen ¢ € N az a szam, amelyre ¢t = p,. Két eset lehetséges:

— Ha q =0, akkor p, = 1, tehat m < p, -n =n, igy ¢ := 0 és r := m olyan természetes
szamok, hogy m =q-n+1r é r <n.

— Ha g > 0, akkor ¢ € N* és g < p,, igy a p, minimalitasa miatt q-n < m, tehat létezik
olyan r € N, amelyre m = g - n + r teljesiil (7.9.4.). Ugyanakkor
g n+r=m<p.-n=(@+1)-n=qg-n+n,

ezért r < n (7.10.3.).

(III) Az unicitds bizonyitasdhoz legyenek m € N és n € N* és vegyilink olyan
q,q,r,r" € N szamokat, amelyekre m = ¢-n +r és r < n, valamint m = ¢ -n + 1’
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és ' < n.

Tegyiik fel, hogy ¢ < ¢/, tehat van olyan k € N, hogy ¢ + k = ¢’ és k # 0. Ekkor
gn+r=m=q -n+r=@+k)-n+r=qg-n+k-n+r),

tehat az Osszeadas kancellativitdsa miatt r = k- n +1'. Mivel 1 < k, igy 7.9.2. alapjan
n=1n<k-n<k-n+r =r, vagyis n <r, ami ellentmond annak, hogy r < n. Ebbgl
kovetkezik, hogy ¢’ < q.

Ha azt tessziik fel, hogy ¢’ < ¢, akkor az el6z6 bekezdésben leirt gondolatmenetet kovetve
azt kapjuk, hogy n < 7/, ami ellentmond annak, hogy " < n. Ebbdl kovetkezik, hogy
¢<q.

Ezért ¢ = ¢, igy ¢-n = ¢ -n, amibdl g-n+r = ¢ -n+r' és az dsszeadas kancellativitasa
folytan r = r' is kovetkezik. Wl

7.11.9. Lemma. Ha a,b,c € N, valamint ¢ >0, ¢ |a ésc | (a+b), akkor c|b.

Bizonyitds. Legyenek m,n € N olyanok, hogy a = m -c és a4+ b = n -c. Ekkor
m-c=a < a+b=mn-c ezért ¢c € N* és 7.9.5. alapjan m < n, tehat van olyan
k € N, hogy m + k = n (7.9.4.). Ezért az N feletti szorzas Osszeadasra vonatkozo
disztributivitasat alkalmazva

m-c+b=a+b=n-c=(m+k)-c=m-c+k-c,
igy az Osszeadas kancellativitasa (7.7.3.) folytan b =k - ¢, tehat ¢ | b. B

7.11.10. Lemma. Hap € P és a,b € N olyanok, hogy 0 < a <p és 0 < b < p, akkor p
nem osztdja az a - b szorzatnak.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, tehét feltessziik, hogy p € P és a,b € N olyanok, hogy
0<a<p O<b<pésp|a-b Ekkor {b'" € N(O<b' <p)A(p]|a-b’)} nem
tires részhalmaza N-nek, és az N feletti természetes rendezés jolrendezés (7.8.3.), igy jol
értelmezett a

by :=min{b' eN[(0<b ' <p)A(p|la-b")}

szam. Ekkor b, > 0, tehat 7.11.8. alapjan léteznek olyan ¢,r € N szamok, hogy
p=gq-b.+résr <b,. Vilagos, hogy b, > 1, mert b, = 1 esetén p | a teljestilne,
ami a < p miatt lehetetlen. Ezért r > 0, kiilonben p = ¢ - b, teljesiilne, vagyis b, | p, ami
ellentmond annak, hogy p primszam. Ugyanakkor r < b, < p, tehat 0 < r < p. Az N
feletti szorzas Osszeadasra vonatkozo disztributivitasat alkalmazva, valamint felhasznalva
az N feletti szorzas asszociativitasat és kommutativitasat kapjuk, hogy

a-p=a-(qg-b.+r)=a-(qg-b.)+a-r=q-(a-b,)+a-r.

A definicio6 szerint p | a - by, ezért p | ¢ - (a - bi). Tovabba p | a - p trividlisan igaz, ezért
7.11.9. alapjan p | a - r. Ez azt jelenti, hogy r € {0’ e N|(0 <b' <p)A(p|a-b")}, igy
a b, szam minimalitasi tulajdonsiga miatt b, < r, ami természetesen ellentmond annak,
hogy r < b,. B

7.11.11. Lemma. (Euklidész-lemma) Ha p € P és a,b € N olyanok, hogy p | a - b,
akkor p | a vagy p | b.



256 7. A TERMESZETES SZAMOK HALMAZA

Bizonyitds. A 7.11.8. tétel kétszeri alkalmazasaval vehetiink olyan m,n,r, s € N szamo-
kat, amelyekre a = m -p+r ésr < p, valamint b = n-p+ s és s < p. Az N feletti
Osszeadas és szorzés tulajdonsagait alkalmazva kapjuk, hogy

a-b=m-p+r)-(n-p+s)=m-n)-pP> +(m-s+r-n)-p+r-s.

Vilagos, hogy p | ((m-n)-p?>+ (m-s+r-n)-p), és a hipotézis alapjan p | a - b, igy a
7.11.9. lemma szerint p | r-s. Har > 0 és s > 0, akkor r < p és s < p miatt, az 7.11.10.
lemmabol arra kovetkeztethetiink, hogy p nem osztéja az r - s szorzatnak. Ezért r = 0,
és akkor p | a, vagy s =0, és akkor p | b. B

7.11.12. Ko6vetkezmény. Ha p,q € P és p # q, akkor minden n € N* esetén p 1 q".

Bizonyitds. 1-t6l inditott, n szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. Mivel ¢ € P, p # 1
és p # q, igy ptq = ¢, tehat az allitas igaz n = 1 esetén. Ha az allitas igaz az n € N*
szamra, akkor p{ ¢" és p{ q, gy p € P ¢és 7.11.11. szerint p { ¢" - ¢ = ¢"*', tehét az
allitas n + 1-re is igaz. W

7.11.13. Tétel. Ha p € N olyan szam, hogy p > 2, akkor
peEP & (MaeN)VWeN):(p|(a-b) = (pla)V(p|b)).

Bizonyitds. Az Euklidész-lemma (7.11.11.) szerint a = kovetkeztetés teljesiil. Ha p ¢ P,
akkor léteznek olyan a,b € N, hogy p = a - b, valamint 0 < a < p és 0 < b < p. Ekkor
természetesen p | a - b és p sem a-nak, sem b-nek nem osztdja, igy a < kovetkeztetés is
helyes. B

7.12. Egész szamok

7.12.1. Allitas. Az N x N halmazon bevezetjiik a kévetkezd reldciot:
R:={((m,n),(m,n")) € (NxN) x (NxN) | m+n"=m'+n}.

Ekkor R ekvivalencia az N x N halmaz felett.

Bizonyitds. Az R relacio nyilvanvaloan reflexiv N x N felett, és szimmetrikus is, mert ha
(m,n) e Nx Nés (m/,n') € Nx N, akkor ((m,n),(m’,n')) € Resetén m+n'=m’+n
tehat az egyenléség szimmetrikussdga miatt m’ +n = m + n’, ami azt jelenti, hogy
((m’,n’), (m,n)) € R.

Az R relacio6 tranzitivitdsanak bizonyitasahoz legyenek (m,n), (m’,n’), (m”,n") € Nx N
olyanok, hogy ((m,n),(m/,n')) € R és ((m/,n’),(m",n")) € R. Ekkor m+n' =m' +n
és m' +n" = m” + n', amibdl Gsszeadassal kapjuk, hogy (m + n’) + (m’ + n") =
(m' +n)+ (m” +n'). Az N feletti 6sszeadas asszociativitasa és kommutativitasa miatt
(m4n")+(m'+n") = (m+n")+(n'+m’) és (m'+n)+(m"+n") = (m"+n)+(n'+m'), tehat
(m=+n")+(n +m') = (m"+n)+ (n'+m'). Ebbdl az N feletti dsszeadas kancellativitésa
(7.7.3.) alapjan m +n” = m” + n adodik, tehat ((m,n),(m”,n")) € R. A

7.12.2. Definici6. Ha R jeloli az {((m,n), (m',n’)) € (NXN)x(NxN) | m4+n' = m/+n}
ekvivalencidat N x N felett, akkor

7 :=(NxN)/R
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és a 7 faktorhalmazt az egész szamok halmazanak nevezziik, és 7 elemei az egész
szamok. Minden (m,n) € N x N esetén az (m,n) pdr R szerinti ekvivalencia-osztdlydt
m — n jeloli, vagyis

m-—n = {(m',n) eNXN|m+n" =m'+n}.
Tovdbbad, a
JN:N—=Z; n—n—-0

leképezést az N és 7 halmazok kozotti kanonikus leképezésnek nevezziik.
Nyilvanvalo, hogy (m,n) € N x N és (m’,n’) € N x N esetén
m—-—n=m'-n & m+n =m+n,

tovabba, a Jy : N — Z leképezés injekcio, mert m,n € N és m — 0 = n — 0 esetén
m=m-+0=n+0=n.

7.12.3. Allitas.

a) Létezik egyetlen olyan 1 : 7 x Z — 7 mdvelet, amelyre teljesil az, hogy minden
(m,n) € NxN és (p,q) € NxN esetén

(m—=n)L(p—q)=(m+p)—(n+q).

b) Létezik egyetlen olyan T : Z X Z — Z mivelet, amelyre teljesil az, hogy minden
(m,n) € NxN és (p,q) € NxN esetén

(m-=n)T(p—q)=(m-p+n-q)—(m-qg+n-p).
c) A Jy: N — Z kanonikus leképezésre teljesiil az, hogy minden m,n € N esetén

JN<TTL + n) = JN(m)J_JN(n), JN(m . Tl) = JN(m)TJN(n)

R ekvivalenciat az = szimboélummal jeloljiik és az infix jeldlést alkalmazzuk.

a) Az elsirt tulajdonsagi L : Z x Z — 7Z fiiggvény egyértelmi létezésének bizonyitéasahoz
azt sziikséges és elégséges igazolni, hogy (m,n), (m',n’), (p,q),(®',qd) € N x N esetén
teljesiil az, hogy ha (m,n) =~ (m/,n’) és (p,q) = (p/,¢), akkor (m + p,n + q) =~
(m'+p',n' +¢'). Ez viszont nyilvanvaloan igaz, mert a hipotézis szerint m+n' = m/+n
ésp+q =p' +q,ezért (m+n')+(p+q¢)=(m'+n)+(p +q), igy az N feletti Osszeadas
asszociativitasa és kommutativitasa alapjan (m +p) + (n' +¢') = (m' + ') + (n + q),
vagyis (m+p,n+q)~ (m +p,n +¢).

b) Az elsirt tulajdonsagu T : Z X Z — Z figgvény egyértelmii létezésének bizonyitasahoz
azt sziikséges és elégséges igazolni, hogy (m,n), (m',n’), (p,q),(®',q¢) € N x N esetén
teljestil az, hogy ha (m,n) = (m/,n’') és (p,q) =~ (¢, ¢'), akkor (m-p+n-q,m-q+n-p) ~
(m'-p'+n-¢,m' ¢ +n"-p). Ennek bizonyitasdhoz felhasznaljuk azt, hogy a hipotézis
szerint m+n' =m’ +n és p+q = p + q, és azt kell igazolni, hogy

A= (m-ptn-q)+m - +n"-p)=(m-p'+n"-¢)+(m-q+n-p) =B

Az A-hoz hozzdadva az m - ¢’ szamot, és felhasznalva az m+n'=m/+n,p+¢ =p +¢q
hipotéziseket, valamint az N feletti szorzés 6ssszeadasra vonatkozo disztributivitasat és az
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N feletti 6sszeadas asszociativitasat és kommutativitasat, a kovetkezd egyenléség-lancot
kapjuk:

A+m-¢d=m-(p+d)+n-qg+m ¢ +n"-p =
=m-p'+q¢)+n-qg+m -¢d+n"-p=m-p+m-qg+n-q+m'-¢+n-p =
=(m+n)-p+m-qg+n-g+m -¢d=m+n)-p+m-qg+n-qg+m' ¢ =
=m'-p'+n-p+m-g+n-g+m’-¢d=m"-pP+n-@+g+m-qg+m g =
=m - pH+n-p+d)+m-qg+m ¢ =m'-p+n-p+n-¢d+m-qg+m ¢ =
=m' -p+n-p+n+m)-¢d+m-qg=m'-p+n-p+@m'+m)-¢d+m-q=

=m -p+n-p+n-¢d+m-¢d+m-q=B+m-(.

Ebbdl az N feletti dsszeadas kancellativitasa (7.7.3.) alapjan kapjuk, hogy A = B.

c) Legyenek m,n € N. Ekkor (m,0) € Jy(m) és (n,0) € Jy(n), ezért (m + n,0) =
(m+n,040) € Jn(m)LIy(n), tehat Jy(m)LIn(n) = IJn(m 4+ n). Tovabba, (m - n,0) =
(m-n+0-0,m-0+mn-0) € Jy(m)TIy(n), tehat Jy(m)TIn(n) = Iy(m-n). B

7.12.4. Definicié. A 7.12.3. dllitds a) pontjdiban értelmezett 7. feletti 1. mdveletet a
+ szimbolummal, és a 7.12.3. dllitds b) pontjaban értelmezett 7. feletti T miveletet a -

szimbolummal jelolyik, tovabbd a + miveletet 7. feletti 6ssszeadasnak és a - miveletet
7 feletti szorzasnak nevezziik.

Tehat a Z feletti + és - miiveletekre teljesiil az, hogy minden (m,n), (p,q) € Nx N
esetén

(m—=n)+{®—-q=(m+p)—(+q),
(m—=n)-(p—q)=(m-p+n-q)—(m-qg+n-p).

Megjegyezziik még, hogy azért nem vezetnek félreértésre a Z feletti miiveletek
jelolésére alkalmazott + és - szimbolumok, mert a miveletek operandusainak tipuséabol
mindig kideriil, hogy természetes szamok, vagy egész szamok kozotti ossszeadasrol, vagy
szorzasrol van szo.

7.12.5. Allitas. (A Z feletti mtiveletek tulajdonsagai)

a) A 7 feletti dsszeadds asszociativ, neutrdlis-elemes, iverzelemes és kommutativ (tehdt
kommutativ csoportmivelet).

b) A Z feletti szorzds asszociativ, neutrdalis-elemes és kommutativ.
c) A Z feletti szorzds disztributiv a 7. feletti dsszeaddsra nézve.

d) A Z feletti szorzds zérusosztomentes, vagyis minden a,b € 7Z esetén, ha a-b = 0,
akkor a = 0, vagy b = 0 (ahol O jeldli az dsszeadds szerinti neutrdlis elemet).

e) A Z feletti szorzds szerint csak 1 és —1 invertdlhato (ahol 1 jeldli a szorzds szerinti
neutrdlis elemet).

Bizonyitds. a) Ha a,b,c € Z és (m,n), (p,q),(r,s) € N x N olyanok, hogy a = m — n,
b=p—qésc=r—s, akkor az N feletti Osszeadas asszociativitasa miatt

(@+b)+e=((m+p)—(n+tq)+(r—s) =(m+p+r)—((n+q) +s)=
=(m+p+r)—(+(gts)=m-n)+({p+r)-(¢g+s))=a+(b+o0),

tehét a Z feletti 0sszeadas asszociativ.
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Ha a,b € Z és (m,n), (p,q) € N x N olyanok, hogy a =m —n és b = p — g, akkor az N

feletti Osszeadas kommutativitasa miatt

a+b= (m—n)+(p—q) = (m+p)—(n+q) = (p+m)—(g+n) = (p—¢)+(m—n) = b+a,

tehét a Z feletti 0sszeadas kommutativ.

Legyen 0 :=0— 0. Haa € Z és (m,n) € N x N olyan, hogy a = m — n, akkor
a+0=(m—-n)+(0—-0)=(m+0)—(n+0)=m-—n=a,

ezért 0 a Z feletti 6sszeadas neutralis eleme. Nyilvanvalo, hogy minden k£ € N esetén

O0=Fk—Fk mert k+0=0+k.

Legyen a € Z és (m,n) € N x N olyan, hogy a = m — n. Ekkor
a+(n—m)=(m-n)+n—m)=(m+n)—(m+n)=0,

ami azt jelenti, hogy n — m az a-nak inverze a 7Z feletti 0sszeadés szerint.

b) Ha a,b,c € Z és (m,n),(p,q),(r,s) € N x N olyanok, hogy a = m —n, b =p — q és

c =r — s, akkor az N feletti 0sszeadas asszociativitasa és kommutativitasa, az N feletti

szorzas asszociativitdsa, valamint az N feletti szorzas N feletti Osszedésra vonatkozo
disztributivitdsa miatt

(@-b)-c=(m—=n)-(p—q))-(r—s)=((m-pt+n-q) —(m-q+n-p)-(r—s)=
=((m-pt+n-q)-r+(m-qg+n-p)-s)=((m-p+n-q)-s+(m-q+n-p)-r)=
=(m-p-r4+n-qg-r+m-q-s+n-p-s)—(m-p-s+n-q-s+m-q-r+n-p-r)=
=(m-(p-r+q-s)+n-(¢g-r+p-s))—(m-(p-s+q-r)+n-(qg-s+p-r)) =
=(m=n)-((p-r+q-5)=(qg-r+p-s)=(m=-n)-((p—q)-(r—s))=a-(b-c),
tehat a Z feletti szorzas asszociativ.
Ha a,b € Z és (m,n), (p,q) € N x N olyanok, hogy a = m —n és b = p — ¢, akkor az N
feletti szorzas és Osszeadas kommutativitasa miatt
ab=(m-n)-(p—q)=(m-p+n-q)—(m-q+n-p)=
=@ m+qgn)—(@m+p-n)=(p-mtq-n)—(p-nt+q-m=
=(—q - (m—n)=>b-aq,
tehéat a Z feletti szorzas kommutativ.
Legyen 1:=1—0. Haa € Z és (m,n) € N x N olyan, hogy a = m — n, akkor
a-1=m-n)-(1-0)=(m-14+n-0)—(m-0+n-1)=m—n=a,
ezért 1 a Z feletti szorzés neutralis eleme. Nyilvanvalo, hogy minden k£ € N esetén
1=(k+1)—k,mert (k+1)+0=1+k.
c) Ha a,b,c € Z és (m,n), (p,q),(r,s) € N x N olyanok, hogy a = m —n, b = p—g¢q
és ¢ = r — s, akkor az N feletti Osszeadas asszociativitdsa és kommutativitasa, az
N feletti szorzés asszociativitdsa, valamint az N feletti szorzas Osszedasra vonatkozo
disztributivitasa miatt
(@a+b)-c=(m—n)+({p—q) (r—s)=(m+p)—(n+q) (r—s) =
=((m+p)-r+n+q-s)—((m+p)-s+n+q)-r)=
=m-r+p-r+n-s+q-s)—(m-s+p-s+n-r+q-r)=
=((m-r+n-s)+(p-r+q-s)—((m-s+n-r)+(p-s+q-1))
=(m-r+n-s)—(m-s+n-r)+(p-r+q-s)—(p-s+q-r)) =
=(m-n)-(r—=s)+(p—q)-(r—s)=a-c+b-c
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tehat a Z feletti szorzas disztributiv a Z feletti 6ssszeadésra nézve.

d) A Z feletti szorzas zérusosztomentességének bizonyitasahoz elég azt megmutatni, hogy
ha a,b € Z, valamint a - b = 0 és a # 0, akkor b = 0 (2.5.7.). Ehhez legyenek
(m,n),(p,q) € N x N olyanok, hogy a = m —n és b = p — ¢, tovabba tegyiik fel,
hogy

O=a-b=(m—-n)-p—qg)=(m-p+n-q)—(m-q+n-p),
tehat m-p+n-gq=m-q+mn-p, és 0 # a = m —n. Ekkor m # n, tehat két eset
lehetséges.
— Ha m < n, akkor vehetiink olyan j € N elemet, hogy j # 0 és m + j = n (7.9.4.).
Ebbdl az N feletti szorzas Osszeadésra vonatkozo disztributivitasa, valamint az N feletti
Osszeadas asszociativitdsa és kommutativitasa miatt

m-p+m-qg+j-g=m-p+(m+jl-g=m-p+n-g=m-q+tn-p=
=m-q+(m+j)-p=m-q+m-ptj-p=m-p+m-q+j-p,
amibdl az N feletti 6sszeadas kancellativitasa (7.7.3.) alapjan j-q = j-p, igy a N feletti
szorzés kancellativitdsa (7.9.8.) és j # 0 miatt ¢ = p.

— Ha m > n, akkor vehetiink olyan k € N elemet, hogy k # 0 és m = k +n (7.9.4.).
Ebbdl az N feletti szorzas Osszeadésra vonatkozo disztributivitasa, valamint az N feletti
Osszeadas asszociativitdsa és kommutativitasa miatt kévetkezik, hogy

=(k+n)-g+n-p=k-q+n-gq+n-p=k-q+n-p+n-q,
amibdl az N feletti dsszeadés kancellativitasa (7.7.3.) alapjan k-p = k- q, igy a N feletti
szorzés kancellativitasa (7.9.8.) és k # 0 miatt p = q.
Mindkét esetben azt kapjuk, hogy b=p—q=p—p =0.

e) Legyenek a,a’ € Z olyanok, hogy a-a’ =1 =1 — 0. Megmutatjuk, hogy ekkor vagy
a=a =1, vagy a = d = —1. Ehhez legyenek m,n, m’,n’ € N olyanok, hogy a = m —n
és ' = m’ —n/. Tehat az a hipotézis, hogy

l1-0=1=a-d=m=-n)-(m' —=n)=m-m"+n-n")—(m-n"+n-m'),
ami ekvivalens azzal, hogy
I+m-n"+n-m'=m-m'+n-n

Elgszor megjegyezziik, hogy minden = € Z esetén 0 - z = 0, hiszen 0 = 0 — 0, ezért
minden p,q € Nesetén 0- (p—¢q) =(0-p+0-¢)—(0-¢+0-p) =0—0= 0. Ebbdl, és az
a-a =1 +# 0 egyenlségbdl kovetkezik, hogy a # 0 és a’ # 0, vagyis m # n és m’ #n'.
Ekkor két eset lehetséges: m > n vagy m < n.

— Tegyiik fel, hogy m > n. Ekkor van olyan k£ € N, hogy k # 0 és m = n + k, ezért a
hipotézis alapjan

l4+n-n"+k-n+n-m'=n-m'+k-m'+n-n

Az N feletti 6sszeadas kancellativitésa (7.7.3.) alapjan ebbdl kévetkezik, hogy 14+ k-n' =
k-m’. Ham' < n’ teljesiilne, akkor k-n’ < 1+k-n' = k-m’ < k-n’ lenne, ami lehetetlen,
ezért n' < m/, igy létezik olyan k' € N, hogy k' # 0 és m’ = n’ + k’. Ekkor

l+k-n'=k-m'=k-(W+k)=k-n"+k-F,
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amibdl ismét az N feletti osszeadas kancellativitdsa szerint 1 = k - &’ kovetkezik. Ezért
7.76. c) alapjan k = 1 =K, igy m =n+1é m =n' 4+ 1, tehat a = m —n =
(mn+1l)—n=1-0=1éd=m'-n"=n+1)—-n"=1-0=1

— Tegyiik fel, hogy m < n. Ekkor van olyan k£ € N, hogy k # 0 és m + k = n, ezért a
hipotézis alapjan

l+m-n"4+m-m'+k-m'=m-m"+m-n"+k-n.

Az N feletti 6sszeadés kancellativitasa (7.7.3.) alapjan ebbdl kévetkezik, hogy 1+k-m/ =
k-n'. Ham' > n' teljesiilne, akkor k-m' <14+ k-m'=k-n’ < k-m/, mi lehetlen, ezért
m/ < n', igy létezik olyan k" € N, hogy k' #£ 0 és m’ + k' = n/. Ekkor

I+k-m'=k-n=k-(m+K)=k-m' +k-¥,

amibol ismét az N feletti Osszeadas kancellativitédsa szerint 1 = k - k' kovetkezik. Ezért
776. c)alapjan k = 1 =K, igyn = m+1ésn’ = m' + 1, tehat a = m —n =
m—(m+1)=0—-1=-1,¢ésad =m'—n'=m'—(m+1)=0—-1=—1.

Végiil megjegyezziik, hogy 1 természetesen invertalhatd a Z szorzéasa szerint, tovabba

(=) - (-1)=0-1)-(0-1)=0-0+1-1)—(0-1+1-0)=1-0=1,

ezért —1 is invertalhat6 a Z szorzasa szerint, és (—1)"!' = —1. &

Megallapodunk abban, hogy a tovabbiakban minden a € Z esetén —a jeloli az a elem
inverzét a Z feletti 0sszeadés szerint, tovabba a

7 =17\ {0}
jelolést alkalmazzuk.

7.12.6. Allitas. (A Z feletti 6sszeadas és szorzas kancellativitasa)
a) Ha a,b,c € Z, akkor a + ¢ = b+ c esetén a = b.
b) Ha a,b,c € Z és ¢ # 0, akkor a-c=10b-c esetén a = b.

Bizonyitds. a) Az a + ¢ = b+ ¢ egyenléség mindkét oldaldhoz jobbrol hozzaadva a —c
additiv inverzet, és felhasznalva a Z feletti Osszeadés asszociativitasat kapjuk, hogy

a=a+0=a+(c+(—c))=(a+c)+(—c)=(b+c)+(—¢c) =b+(c+(—¢c)) =b+0=0.

b) El6szor megjegyezziik, hogy minden = € Z esetén 0 - z = 0, mert a Z feletti szorzas
7. feletti 6sszeadasra vonatkozé disztributivitasa folytan

0-240-2=(0+0)-2=0-z,
amibdl a Z feletti Gsszeadas asszociativitasa miatt kovetkezik, hogy
0-0x=02+0=0-2+(0-2+(—(0-2))) = (0-2+0-2)+(—(0-x)) = 0-z+(—(0-2)) = 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy x,y € Z esetén (—z) -y = —(x - y), mert a Z feletti szorzas Z
feletti Osszeadésra vonatkozo disztributivitasa folytan

(z-y)+ (o) y)=(@+(-2)-y=0-y=0=(z-y) + (—(z-y)),

tehat az a) allitas alapjan (—z) -y = —(z - y).
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Haa,b,c € Z,c # 0ésa-c = b-c, akkor a Z feletti szorzas Z feletti dsszeadéasra vonatkozo
disztributivitasa és —(b - ¢) = (=b) - ¢ folytén

0=(b-c)+(=(b-c))=(a-c) +(=(b-c)) = (a-¢) + ((=b) - ¢) = (a + (D)) - c.

A 7 feletti szorzas zérusosztomentessége (7.12.5. d) allitas) és ¢ # 0 miatt ebbdl
a + (—=b) = 0 kovetkezik, ezért a Z feletti Osszeadas asszociativitasanak alkalmazéséval
kapjuk az

a=a+0=a+ ((-b)+b)=(a+(=b)+b=0+b=0b

egyenlgségeket. M

7.12.7. Allitas. Minden a € Z esetén léteznek olyan m,n € N, hogy a = Jn(m) +

(—=Jn(n)).
Bizonyitds. Ha a € Z, akkor létezik olyan (m,n) € N x N, hogy a = m — n, és ekkor
In(m) 4+ (=Jny(n)=(m—=0)+(—-(n—=0))=(m—-0+0—n)=m—-n=a. N

Most rendezést fogunk bevezetni az egész szamok halmazan. Ehhez sziikségiink lesz
a kovetkezd lemmara.

7.12.8. Lemma. Ha (m,n),(m',n),(p,q), (p',q¢) € NxN, m—n =m/—n', p—q = p'—¢
ésm+q<p+n, akkorm’ +q¢ <p' +n'. Haa,beZ, akkor

(V(m,n) € a)(V(p,q) €b) (m+qg<p+n) & (3(m,n) € a)(3(p,q) €) (m+q < p+n)
teljestil.

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy a masodik kijelentés ekvivalens az els6vel. Az elsé kijelen-
tés bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy m+n"'=m'+n,p+¢ =p +qésm+q<p+n.
Ekkor felhasznalva az N feletti 6sszeadés asszociativitasat és kommutativitasat, valamint
a 7.9.2. allitast kapjuk, hogy

m'+¢)+n+q=m+n)+¢+q=0+m)+¢d+qg=(m+q +n' +¢ <
<(p+n)+n'+¢d=0p+¢)+n+n' =P +¢)+n+n"' =0 +n)+(n+q).
Ebbél ismét a 7.9.2. allitas alapjan kapjuk, hogy m' +¢ <p' +n'. B
7.12.9. Allitas. A Z halmazon értelmezzik a kovetkezd reldciot
T:={(a,b) €eZXZ | (3(m,n) € a)(3(p,q) €b) (m+qg<p+mn)}
Ekkor T linedris rendezés Z. felett, és minden m,n € N szdmra
m<n & (Jy(m),Inn)) eT.

Bizonyitds. Ha a € Z, akkor van olyan (m,n) € N x N, hogy a = m — n, és ekkor az N
feletti természetes rendezés reflexivitasa miatt m + n < m + n, ami definicié szerint azt
jelenti, hogy (a,a) € T. Tehat a T relacio reflexiv Z felett.

Legyenek a,b € Z és tegyiik fel, hogy (a,b) € T és (b,a) € T. Ekkor léteznek olyan
(m,n) € a, (p,g) € b, (1,¢) € bés (M',n) € a elemek, hogy m +q < p+n és
p+n" <m'+¢. Ugyanakkor m +n' = m' +n és p+ ¢ = p' + ¢ is teljesiil. Ezért az
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N feletti Osszeadas asszociativitasa és kommutativitasa, valamint 7.9.2. alapjan kapjuk,
hogy

(m+d)+p=m+(+p)=m+@ +aq)=m+q+p <(p+n)+p' =n+p)+p
tehéat 7.9.2. szerint m + ¢ < n+p'. Ismét a 7.9.2. allitast alkalmazva ebbdl
(m' +¢)+n=m+n)+¢ =m+n)+¢ =(m+q¢)+n < (n+p)+n =P +n)+n

adodik, tehat ismét 7.9.2. szerint m’ 4+ ¢ < p’ +n’. Ugyanakkor p' +n’ < m'+ ¢ is igaz,
tehat az N feletti természetes rendezés antiszimmetrikussaga folytan m’ + ¢ = p/ + n'.
Ez azt jelenti, hogy a = m’' —n' = p’ — ¢’ = b. Tehat a T relacié antiszimmetrikus.

Legyenek a,b,c¢ € Z olyanok, hogy (a,b) € T és (b,c) € T. Ekkor vehetiink olyan
(m,n) € a, (p,q) € b, (p,¢') € bés (r,s) € c elemeket, hogy m + ¢ < p + n és
p +5 < r+q. Osszeadva ezeket az egyenlStlenségeket (7.9.3.) és felhasznalva az N
feletti Osszeadas asszociativitdsat és kommutativitdsat kapjuk, hogy

(m+s)+(p+d) = (m+s)+(p'+q) = (m+q)+(p'+5) < (p+n)+(r+q) = (r+n)+(p+q),
tehat 7.9.2. szerint m + s < r + n, ami azt jelenti, hogy (a,c) € T. Tehat a T relacio

tranzitiv.

Legyenek a,b € Z, és vegyiink (m,n) € a és (p,q) € b elemeket. Ekkor az N feletti
természetes rendezés linearitasa szerint m +q < p+n vagy p+n < m + q teljesiil. Az
els6 esetben (a,b) € T, a masodikban (b,a) € T. Ezzel bebizonyitottuk, hogy 7' linearis
rendezés Z felett.

Legyenek m,n € N. Ha m < n, akkor m +0 = m < n = n+ 0 miatt (Jx(m), Jy(n)) =
(m —0,n —0) € T. Megforditva, ha (Jz(m),Jz(n)) € T, akkor (n,0) € Jz(n) és
(m,0) € Jz(m) miatt a 7.12.8. lemma szerint m + 0 < n + 0, tehat m <n. B

7.12.10. Definicié. A 7.12.9. dllitasban értelmezett Z feletti T linedris rendezést a
< wagy <z szimbslummal jeloljik és Z feletti (természetes) rendezésnek nevezziik.
Tovdbbd, a

Zi:={a€cZ]|0<a},
7, ={a€Z|0<a}

jeloléseket alkalmazzuk.
Tehéat a definicio szerint, ha m,n, p,q € N, akkor

m—-n<p—q & m+qg<p+n,
m—0<p—0 & m<p

teljesiil. Tovabba, ha m,n € N, akkor
0<m-n<0-0<m-ne<l+n<<m+0&&n<m.

7.12.11. Allitas. (A Z feletti 6sszeadas kapcsolata a rendezéssel) Minden a,b € Z
esetén a kovetkezd dllitasok ekvivalensek.

(i) a<b.
(ii) Minden c € Z esetén a+c < b+ c.
(iii) Létezik olyan ¢ € Z, hogy a + ¢ < b+ c.
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Bizonyitds. Legyenek a,b € Z, valamint (m,n) € a és (p,q) € b.

(i)=(ii) Legyen c € Z és (r,s) € c. Az a < b hipotézis szerint m + g < p+n, ezért az N
feletti Osszeadés asszociativitasa és kommutativitasa, valamint 7.9.2. miatt

(m+r)+(@+s)=m+q)+r+s)<p+n)+(r+s)=@+r)+(+s),

ami azt jelenti, hogy

atc=(m—n)+(r—s)=m+r)—(n+s) < (p+r)—(¢+s)=(p—q¢ +(r—s)=b+c.
(ii) = (iii) Trivialis.

(ili)=-(i) Legyen ¢ € Z, (r,s) € ¢, ¢s tegyik fel, hogy a + ¢ < b+ ¢. Ekkor
(m—n)+(r—s) < (p—gq) + (r—s), techat a Z feletti osszeadas definicidja szerint
(m+7r)—(n+s) < (p+r)—(¢g+s), ami a Z feletti rendezés definicidja alapjan
azt jelenti, hogy (m +7)+ (¢ +s) < (p+7r)+ (n + s)). Felhasznalva az N feletti
Osszeadas asszociativitasat és kommutativitasat, ebbdl kapjuk, hogy (m+q) + (r +s) <

(p+n)+ (r + s), amibdl 7.9.2. alapjan kovetkezik, hogy m + ¢ < p + n, vagyis
a=m-n<p—qg=>0 1

7.12.12. Kovetkezmény. Minden a,b € Z esetén
a<b & —b< —a.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a < b. Ekkor 7.12.11. a) szerint 0 = a + (—a) < b+ (—a).
Ebbdl a Z feletti dsszeadas asszociativitasa és kommutativitasa, valamint 7.12.11. a)
alapjéan kapjuk, hogy

—b=0+(=b) < (b+(—a))+ (=b) = (b+(=b) + (—a) =0+ (—a) = —a.

Ez azt jelenti, hogy minden a,b € Z esetén, ha a < b, akkor —b < —a. Ha a,b € Z

és —b < —a, akkor ezt a szabalyt alkalmazva a —b és —a egész szamokra kapjuk, hogy
a=—(—a) < —(=b)=0. 1

7.12.13. Allitas. (A Z feletti szorzas kapcsolata a rendezéssel) Minden a,b € Z
esetén a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(i) a<b.

(ii) Minden c € Z, eseténa-c<b-c.

(iii) Létezik olyan c € Z7, hogy a-c < b-c.

Bizonyitds. Legyenek a,b € Z olyanok, hogy a < b, és vegyiink (m,n) € a és (p,q) € b

elemeket.

(i)=(ii) Legyen ¢ € Z, és (r,s) € c. A hipotézis szerint m + g < p+n, igy a 7.9.4.

allitas alapjan vehetiink olyan k € N szamot, amelyre (m+q) +k = p+n. Tudjuk, hogy
a-c=m—-n)-(r—s)=m-r+n-s)—(m-s+n-r),

boc=(p—q - (r—s)=p@-r+q-s)—(p-s+q-r),
ezért az a - ¢ < b - c egyenlGtlenség azzal ekvivalens, hogy

(m-r+n-s)+p-s+q-r)<(p-r+q-s)+(m-s+n-r).
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Az N feletti szorzas N feletti Osszeadasara vonatkozé disztributivitdsa, valamint az N
feletti Osszeadés asszociativitasa és kommutativitasa miatt

(m-r+n-s)+(p-s+qg-r)=(m+q)-r+(p+n) -s=
=(m+q)-r+((m+q)+k)-s=m+q) - (r+s)+k-s,

ugyanakkor

(p-r+q-s)+(m-s+n-r)=(p+n)-r+m+q)-s=
=((m+q)+k)-r+(m+q)-s=(m+q)-(r+s)+k-r

A 0 < ¢ =r — s feltételbdl, vagyis az s < r egyenlStlenségbdl 7.9.5. alapjan kapjuk,
hogy k- s < k- r, tehat ismét a 7.9.2. allitas alkalmazasaval (m +¢q) - (r+s)+k-s <
(m+q) - (r+s)+ k-r adodik, vagyis

(m-r+n-s)+@-s+qg-r)<@-r+q-s)+(m-s+n-r),

amit bizonyitani kellett.
(ii)=>(iii) Trivialis.
(iii)=(i) Legyen c € Z*, (r,s) € c, és tegyiik fel, hogy a - ¢ < b- c. Ekkor

(m-r4+n-s)—(m-s+n-r)=(m-n)-(r—s)=a-c<

<b-c=p—q) -(r=s)=@r+q-s)—(p-s+q-r
ami a Z feletti rendezés definicidja szerint azt jelenti, hogy
(m-r+n-s)+(p-s+q-r)<(p-r+q-s)+(m-s+n-r).

Az N feletti 0sszeadas aszzociativitasat és kommutativitasat alkalmazva ez azzal ekviva-
lens, hogy

(m+q)-r+(n+p)-s<(p+n)-r+(m+q-s.
A 0 < ¢ =r — s feltételbdl, vagyis az s < r egyenlStlenségbdl 7.9.4. alapjan kapjuk,
hogy létezik olyan k € N* hogy s + k = r. Az r szam helyére beirva az s + k Osszeget,

és kihasznalva az N feletti szorzés N feletti Osszeadasra vonatkozo disztributivitasat,
valamint az N feletti 0sszeadas asszociativitasat és kommutativitasat kapjuk, hogy

(m+q)+n+p)-s+(m+q)-k=(m+q)-(s+k)+(n+p)-s=
=(m+q)-r+(n+p) - -s<<(p+n)-r+(m+gq) -s=
=@+n)-(s+k)+m+q) -s=((p+tn)+(m+q) s+@+n)-k

Ebbél a 7.9.2. allitas alapjan kapjuk, hogy (m +¢q) -k < (p+n) - k, és ebbdl k € N*

miatt, 7.9.5. alkalmazaséaval nyerjiik, hogy m+q < p+n, vagyisa=m—n <p—q =0,
amit bizonyitani kellett. H

7.13. Gyakorlatok

1. Mutassuk meg, hogy az iteracios definicio tétele (7.4.4.) olyan speciélis esete az elemi
rekurziv definicio tételének (7.4.2.), amely ekvivalens ez utobbival.



266 7. A TERMESZETES SZAMOK HALMAZA

(Utmutatds. Tegyiik fel, hogy az iteracios definicio tétele igaz, és legyen E halmaz, e € E,
valamint ¢ : N x ' — F fliggvény. Ertelmezziik az

[:NxE—-5NxE; (nx)— (n* g, z)

fliggvényt, és jelolje s az f fliggvény és a (0, e) kezdSpont altal iteracidval meghatarozott
N x E-ben halad6 sorozatot. Teljes indukciéval konnyen igazolhat6, hogy minden n € N
esetén pry(S(n)) = n és pry(S(n™)) = g(n,pry(S(n))), ezért az s := pr, o § fliggvény
megegyezik a ¢ fiiggvény és az e kezdSpont altal elemi rekurziéval meghatarozott E-ben
halado sorozattal.)

2. (Fibonacci-sorozatok) Legyen (a,b) € N x N tetsz6leges par, és értelmezziik a

g: U F(n;N) - N
neN
fiiggvényt a kovetkezSképpen:
— Legyen g(()) := a, és minden s’ € .Z(1;N) esetén g(s') := b.
— Minden n € N esetén, ha n # 0 és n # 1, valamint 8’ € % (n;N), akkor legyen
g(s') :=s"(n") +s'((n7)"7).
Ekkor a g fiiggvény altal rekurzidéval meghatarozott s sorozat olyan, hogy

s(0) = g(slo) = g(0) := a,
s(1) = g(sh) == b,

tovabba, minden n € N esetén, ha n # 0 és n # 1, akkor
s(n) = g(sln) = (sln)(n™) + (sn)((n7)7) =s(n™) +s((n")").

Ezt az s sorozatot (a,b)-kezdeti feltételii Fibonacci-sorozatnak nevezziik. Mutassuk
meg, hogy ha a € N* akkor az (a, a) kezdeti feltételd Fibonacci-sorozat nem értelmezhetd
iteracioval, de értelmezhets egyszerd rekurzidval.



8. fejezet

Véges halmazok és véges miiveletek

8.1. Véges halmaz szamossaga

8.1.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy a E halmaz
— véges, ha létezik olyan n € N, hogy E és n ekvipotensek;

- végtelen, ha nem véges, vagyis minden n € N szamra E és n nem ekvipotensek.

A definici6 alapjan nyilvanvalo, hogy véges (illetve végtelen) halmazzal ekvipotens
halmaz sziikségképpen véges (illetve végtelen) halmaz.

A véges halmazok szamossdgdnak bevezetéséhez sziikséges a kovetkezd allitas.

8.1.2. Allitas. Ha n € N, akkor nem létezik olyan H C n halmaz, amelyre H # n
és H ekvipotens n-nel. (Tehdt egyetlen természetes szam sem ekvipotens egyetlen valddi
részhalmazdval sem.)

Bizonyitds. Teljes indukcioval igazoljuk, hogy minden n € N esetén, minden H C n
halmazra, ha H # n, akkor H nem ekvipotens n-nel. Ez igaz az n := 0 szdmra, mert a
0 = () halmaznak nincs nem iires részhalmaza. Legyen n € N olyan, hogy minden H C n
halmazra, ha H # n, akkor H nem ekvipotens n-nel. Azt kell igazolni, hogy minden
H C n'* halmazra, ha H # n™, akkor H nem ekvipotens n'-szal.

Indirekt tegyiik fel, hogy H C n' olyan, hogy H # n*, de H ekvipotens n"-szal; ebbdl
ellentmondasra fogunk jutni. Ehhez jeloljon f egy nt — H bijekciot!

(I) Elgszor tegyiik fel, hogy n ¢ H; ekkor a H C n™ feltevés szerint H C n teljesiil. Ha
k € n, akkor k # n, igy az f injektivitasa folytan f(k) # f(n), vagyis f(k) € H\{f(n)}.
Ekkor az f|, : n — H \ {f(n)} fliggvény injektiv (mert injekcio lesziikitése injekcio),
tovabba sziirjektiv is, mert m € H \ {f(n)} esetén az f sziirjektivitasa kovetkeztében
van olyan k € n', hogy f(k) = m; ekkor k = n lehetetlen, kiilonben f(n) = f(k) =
m € H\ {f(n)}, ami lehetetlen; ezért k € n, igy f|.(k) = f(k) = m. Természetesen
H\ {f(n)} valodi részhalmaza H-nak, hiszen f(n) € H. Tehat H \ {f(n)} olyan valodi
részhalmaza n-nek, amely az f|, fiiggvény altal ekvipotens n-nel. Ez ellentmond az
indukcios hipotézisnek, tehat az n ¢ H feltevés helytelen.

(IT) Tegyiik fel, hogy n € H. Ekkor H \ {n} valodi részhalmaza n-nek, kiilonben
H=(H\{n})U{n}=nuU{n} =nt, holott H #n™.
Két eset lehetséges: f(n) = n vagy f(n) # n.

Ha f(n) = n, akkor k € n esetén k # n, igy az f injektivitasa folytan f(k) # f(n) = n,
vagyis f(k) € H \ {n}. Ekkor az f|, : n — H \ {n} fiiggvény bijekci6 az n és H \ {n}

267
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halmazok kozott. Valoban, az f|, fliggvény injektiv, és raképez H \ {n}-re, hiszen ha
m € H \ {n}, akkor az f sziirjektivitasa folytan létezik olyan k € n™, hogy f(k) = m;
ekkor k # n, kiilonben n = f(n) = f(k) = m teljesiilne, holott m # n, igy k € n, tehat
fln(k) = f(k) = m. Azonban az indukciés hipotézis szerint nem létezhet bijekcio n és
H \ {n} kozott.

Az el6z6 ellentmondés azt mutatja, hogy sziikségképpen f(n) # n teljesiil. Ugyanak-
kor n € H = Im(f), ezért létezik (egyetlen) olyan k € n*, amelyre f(k) = n. Ekkor
k # n, kilonben n = f(k) = f(n) teljesiilne, holott a hipotézis szerint f(n) # n.
Ezért k € n teljesil. Minden j € n szamra, ha j # k, akkor f(j) # f(k) = n, vagyis
f(j) € H\{n}. Tovabba, az f(n) # n feltevés alapjan f(n) € H\ {n} is teljesiil. Legyen
most [ :n — H\ {n} az a fiiggvény, amelyre minden j € n esetén

oo fG) ,haj#k
') = { fn) o haj—k

teljestil. Nyilvanvalo, hogy f’ bijekcié az n és H \ {n} halmazok kozott, és H \ {n} valodi
részhalmaza n-nek. Ez ellentmond az indukcios hipotézisnek.

Ebbél az kovetkezik, hogy minden H C n™ halmazra, ha H # n', akkor H nem
ekvipotens n'-szal, amivel a teljes indukciot végrehajtottuk. W

8.1.3. Kovetkezmény. Véges halmaz nem ekvipotens egyetlen valodi részhalmazdval
sem.

Bizonyitds. Legyen E véges halmaz, és n € N olyan, hogy E ekvipotens n-nel. Legyen
f : E — n bijekcid, és vegylink egy H C E halmazt, amelyre H # E. Ekkor f(H) Cn
olyan halmaz, hogy f(H) # n, igy 8.1.2. alapjan f(H) nem ekvipotens n-nel, igy F-vel
sem ekvipotens. Vilagos, hogy az f|y leszikitett fiiggvény bijekcio H és f(H) kozott,
ezért H és f(H) ekvipotensek. Ebbdl kovetkezik, hogy H nem ekvipotens E-vel. B

8.1.4. Tétel. Minden E véges halmazhoz eqyértelmien létezik olyan n € N, amelyre E
ekvipotens n-nel.

Bizonyitds. Legyenek m,n € N olyanok, hogy m és n ekvipotensek FE-vel; ekkor m és n
ekvipotensek. Ha m # n, akkor m valédi részhalmaza n-nek (amellyel n ekvipotens),
vagy n valodi részhalmaza m-nek (amellyel m ekvipotens). A 8.1.2. allitds szerint
mindkét eset lehetetlen, ezért m =n. B

8.1.5. Definicio. Az E véges halmaz szamossaganak nevezziik azt az egyértelmien
meghatdrozott n € N természetes szamot, amelyre teljesil az, hogy E ekvipotens n-nel;
ezt az n szamot a Card(FE) szimbolummal jelolyjiik.

A definici6 szerint minden n € N esetén Card(n) = n, hiszen n ekvipotens n-nel.
Specialisan: Card(()) = 0 is teljestil. Tovabba, minden a halmazra, Card({a}) = 1, mert
az {a} és {0} halmazok kozotti egyetlen fiiggvény nyilvanvaloan bijekcio, és 1 = {(}.
Tovabba, minden a és b halmazra, ha a # b, akkor Card({a, b}) = 2, mert az

0 ,haxz=a;

fi{a,b} — {0,{0}} x»—>{{®}  haz=0

fiiggvény nyilvanvaléan bijekcio, és 2 = {0, {0} }.

A kovetkez§ tétel megvilagitja a véges halmazokra bevezetett Card szdmossdgoperdcio
alaptulajdonsagat.
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8.1.6. Tétel. Az E és F véges halmazok akkor és csak akkor ekvipotensek, ha Card(E) =
Card(F).

Bizonyitds. Ha E és F ekvipotensek, akkor I ekvipotens Card(F')-fel (definicié szerint),
és I ekvipotens Card(F)-vel is, mert F ekvipotens FE-vel, hiszen az ekvipotencia

szimmetrikus (6.5.2. b) pont), tovabba E ekvipotens Card(FE)-vel, és az ekvipotencia
tranzitiv (6.5.2. ¢) pont). Ezért 8.1.4. alapjan Card(E) = Card(F).

Megforditva, a definici6 szerint E ekvipotens Card(E)-vel, és Card(F') ekvipotens F-fel,
ezért Card(E) = Card(F) esetén E ekvipotens F-fel, hiszen az ekvipotencia tranzitiv
(6.5.2. ¢) pont). A

8.1.7. Tétel. Az N halmaz végtelen és N ¢ N.

Bizonyitds. Létezik N-nek olyan valoédi részhalmaza, amely N-nel ekvipotens. Példaul
az N — N; n — n" leképezés injekcid és az értékkészlete egyenls N*-gal, igy N és N*
ekvipotensek. Ezért 8.1.3. szerint N nem lehet véges halmaz. Ha N € N teljesiilne, akkor
N ekvipotens volna egy természetes szammal, tehat N véges volna. Ebbdl kévetkezik,
hogy N¢ N. B

Az el6z6 tétel szerint [étezik végtelen halmaz, és lathato, hogy végtelen halmaz létezése
a végtelenségi axiomabol kovetkezik. Ez indokolja a "végtelenségi" axioma elnevezést.

8.1.8. Allitas. Ha E véges halmaz és H C E, akkor H is véges és Card(H) < Card(E).
Minden olyan halmaz végtelen, amely tartalmaz végtelen részhalmazt.

Bizonyitds. A masodik allitas kovetkezik az els6bél. Az els6 bizonyitasdhoz elGszor azt
mutatjuk meg, hogy az

N :={n e N|(VH Cn)(dm € N)((m <n) A (m és H ekvipotensek))}

halmaz egyenlé N-nel. Vilagos, hogy 0 € N. Tegyiik fel, hogy n € N; megmutatjuk,
hogy ekkor n™ € N. Ehhez legyen H C n™ tetszdleges; olyan m € N szamot keresiink,
amely ekvipotens H-val és amelyre m < n* teljesiil. Ha n ¢ H, akkor H C n, igy az
n € N hipotézis alapjan van olyan m € N, amely ekvipotens H-val és amelyre m < n
teljestil, tehat m < n' is igaz. Ezért tegyiik fel, hogy n € H; ekkor H \ {n} C n,
tehat az n € N hipotézis alapjan van olyan m € N, amely ekvipotens H \ {n}-nel és
amelyre m < n teljestil. Legyen f : m — H \ {n} tetszéleges bijekcio, és jelolje f’
azt a fliggvényt, amely az m™ halmazon értelmezett, f-nek kiterjesztése, és olyan, hogy
f'(m) := n. Ekkor f': m* — H bijekci6 és m™ < n™. Ez azt jelenti, hogy n* € N is
igaz, igy a teljes indukci6 elve alapjan N = N.

Legyen most E véges halmaz és H C F tetszbleges halmaz. FEkkor E ekvipotens a
Card(E) € N szammal; legyen f : E — Card(F) tetszdleges bijekcio. Ekkor az f|y
fliggvény bijekcio H és az f(H) C Card(F) halmaz kozott. Az el6z6ek szerint van olyan
m € N, amely ekvipotens f(H)-val és amelyre m < Card(E) teljesiil. Ekkor H és m
ekvipotensek, tehat H véges és Card(H) =m < Card(F). B

8.1.9. Kovetkezmény. Minden E C N wvéges halmazhoz létezik olyan n € N, hogy
minden k € E esetén k < n (vagyis E felilrél korlatos N-ben).

Bizonyitas. Legyen EE C N olyan halmaz, hogy

(Vn e N)(Fk € E) : k > n.
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Megmutatjuk, hogy ekkor E végtelen halmaz. Val6ban, minden n € N esetén {k €
E|k > n} # 0, és az N feletti természetes rendezés jolrendezés, ezért jol értelmezett az

f:N—=N; n—min({k € E|k>n})

fiiggvény. A feltétel alapjan nyilvanvalo, hogy az F halmaz nem iires. Legyen e € E
rogzitett elem, és jelolje o az e kezdGpont és f fiiggvény altal meghatarozott, N-ben
halado iteracios sorozatot. Ekkor n € N esetén o(n+ 1) = f(s(n)) € {k € E|k > o(n)},
tehat o(n+ 1) € E és o(n + 1) > o(n), vagyis 0 : N — N szigortan monoton nové
sorozat, és Im(o) C E. A o fliggvény bijekcio N és Im(o) kozot, igy 8.1.7. alapjan Im(o)
végtelen részhalmaza E-nek. Ezért 8.1.8.-bol kapjuk, hogy E végtelen halmaz. B

8.1.10. Lemma. Ha E véges halmaz és a halmaz, akkor EU{a} véges halmaz, ésa ¢ E
esetén

Card(E U {a}) = Card(E) + 1

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a ¢ E. Legyen n € N olyan, hogy E és n ekvipotensek, és
rogzitsiink egy f : E — n bijekciot. Ekkor Card(E) = n, és az

f(z) ,hazekFE,

n L,haz=a

EU{a} - n"; xr—>{

leképezés nyilvanvaloan bijekeio, ezért F U {a} véges halmaz és Card(E U {a}) = nt =
Card(E)+1. H

A lemmabol kovetkezik, hogy ha E véges halmaz és a € E, akkor Card(E) =
Card(E'\ {a}) + 1, mert E=(E\{a})U{a} ésa¢ E\ {a}.

8.1.11. Allitas. Ha f fiiggvény, akkor minden E C Dom(f) véges halmazra f(E) véges
halmaz és Card(f(F)) < Card(E), tovibba Card(f(F)) = Card(E) pontosan akkor
teljesiil, ha f injektiv az E halmazon.

Bizonyitds. Rogzitett f fiiggvény esetén az E halmaz szamosséga szerinti teljes indukci-
6val bizonyitunk.

Ha E C Dom(f) olyan véges halmaz, hogy Card(E) = 0, akkor E = (), ezért f(E) =0,
tehat f(FE) véges és Card(f(E)) = 0 = Card(E).

Legyen n € N olyan, hogy az allitas igaz minden olyan £ C Dom(f) véges halmazra,
amelyre Card(E) = n. Legyen E C Dom(f) olyan véges halmaz, amelyre Card(E) =
n + 1, és rogzitsiink egy =, € E elemet. Ekkor E \ {z.} C Dom(f) véges halmaz és
Card(E \ {z.}) = n, igy az indukciés hipotézis alapjan f(E \ {x.}) véges halmaz és
Card(f(E \ {z.})) < n, valamint Card(f(E \ {z.})) = n pontosan akkor teljesiil, ha f
injektiv az E \ {z,} halmazon. Nyilvanval6, hogy

HE) = f(E\{z.}) U{z.}) = F(E\ {z.}) U{f(z.)},
ezért 8.1.10. alapjén f(E)
- ha f(z.) € F(B\ {2.}), akkor f(E) = f(E\ {z.}), tehat
Card(f(E)) = Card(f(E\ {2.})) <n < n+1 = Card(E),
)
) =

véges halmaz, és

— ha f(z.) ¢ f(E\ {x.}), akkor

Card(f(FE)) = Card(f(E \ {z.})) + 1 <n+ 1= Card(FE).
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Ha f injektiv az E halmazon, akkor az E'\ {x.} halmazon is injektiv, ezért az indukcios
hipotézis alapjan Card(f(E \ {z.})) = n, ugyanakkor f(z.) € f(E \ {z.}), igy
Card(f(F)) =n+ 1= Card(E).

Ha f nem injektiv az E halmazon, akkor
— f(z) € f(E\ {x.}) esetén Card(f(F)) <n <n+ 1= Card(E),

— f(z.) & f(E\ {x.}) esetén f sziikségképpen nem injektiv az E \ {x,} halmazon, igy
az indukcios hipotézis alapjan Card(f(E \ {z.})) < n, kovetkezésképpen Card(f(F)) =
Card(f(E\ {z.})) +1 <n+ 1= Card(FE).

Tehat Card(f(FE)) = Card(E) pontosan akkor teljesiil, ha f injektiv az £ halmazon. B
8.1.12. Allitas. Ha E és F véges halmazok, akkor E'U F is véges, és

Card(F U F) 4 Card(EN F) = Card(E) + Card(F).

Bizonyitds. Rogzitve az E véges halmazt, az F' véges halmaz szamossaga szerinti teljes
indukcioval bizonyitunk, tehét azt mutatjuk meg, hogy minden n € N szamra és
minden F' véges halmazra, ha Card(F) = n, akkor E U F' véges halmaz és fennall a
Card(EF U F) 4+ Card(E N F) = Card(FE) + Card(F) egyenl6ség.

Ha n = 0 és F olyan véges halmaz, hogy Card(F) = 0, akkor F' = (), ezért EUF = FE
véges halmaz és E N F = (), igy a bizonyitand6 egyenlGség trivialisan teljestil.

Legyen n € N olyan, amelyre teljesiil az allitas, és vegylink egy F véges halmazt,
amelyre Card(F) = nt. Azt kell megmutatni, hogy E U F véges halmaz és teljesiil
a Card(E U F) + Card(F N F) = Card(F) + Card(F') egyenlgség.

Legyen f : n™ — F bijekci6. Ekkor az f|, lesztkitett fiiggvény bijekcio az n és az
F’:= F\{f(n)} halmazok kozott, igy az indukcios hipotézist alkalmazva az F” halmazra
kapjuk, hogy E U F’ véges halmaz, és

Card(F U F') + Card(E N F') = Card(E) + Card(F') = Card(FE) + n.
Mindkét oldalhoz hozzaadva 1-et kapjuk, hogy
Card(EU F') + Card(EN F') + 1 = Card(E) + n* = Card(E) + Card(F).

Nyilvanvalo, hogy ENF' := EN(F\{f(n)}) = (ENF)\ {f(n)}.

Tegyiik fel, hogy f(n) € E. Ekkor f(n) € ENF, gy EUF = EUF’, tehat EU F
véges halmaz, és Card(F U F') = Card(E U F”’). Tovabba, az 8.1.10. lemma utan &allo
megjegyzés szerint Card(ENF) = Card((ENF)\{f(n)})+1 = Card(ENF’) + 1, tehat
fennall az Card(E'U F) + Card(E N F') = Card(F) + Card(F') egyenlgség.

Tegyiik fel, hogy f(n) ¢ E. Ekkor ENF =FENF' é¢s EUF = (EUF)U{f(n)}. Mivel

f(n) ¢ EUF’, igy 8.1.10. szerint EUF véges halmaz és Card(FUF) = Card(FUF")+1,
tehat fennall az Card(E U F') 4+ Card(E N F) = Card(E) + Card(F') egyenldség.

Ezzel megmutattuk, hogy E U F véges halmaz, és Card(E U F) + Card(E N F) =
Card(FE) + Card(F'), amivel az &llitast igazoltuk. W

8.1.13. Kovetkezmény. Ha (E;);cr olyan halmazrendszer, hogy I véges és minden i € I

esetén F; véges, akkor UEZ is véges halmaz. (Vagyis véges sok véges halmaz unidja
iel

véges.)
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Bizonyitds. Az allitast az I halmaz szamossaga szerinti teljes indukcidval igazoljuk.

Ha Card([) = 0, akkor I = (), ezért UEZ = () is véges halmaz. Legyen n € N olyan,
iel
hogy az allitas igaz minden olyan I esetén, amelyre Card([) = n.

Legyen (E;);c; olyan halmazrendszer, hogy I véges, Card(l) = n+ 1, és minden i € [
esetén E; véges halmaz. Legyen i, € [ rogzitett elem és I, := T \ {i.}. Ekkor

UEi: U }Ei: (UE2> U L.,

icl 1€ L U{ix 1€l

és mivel Card(/l,) = n, igy az indukcios hipotézis alapjan U E; véges halmaz, tehat a
i€l
8.1.12. allitast alkalmazva az E = U E; és F .= E;, véges halmazokra kapjuk, hogy
i€l

U E; véges halmaz. W

iel

8.1.14. Kovetkezmény. Ha E és F' diszjunkt véges halmazok, akkor EU F' is véges, és
Card(E U F) = Card(F) + Card(F).

Bizonyitds. Vilagos, hogy Card(E N F) = Card()) = 0, igy az allitas azonnal kovetkezik
8.1.12.-bsl. A

8.1.15. Kovetkezmény. Ha F véges halmaz és H C E, akkor
Card(E \ H) = Card(E) — Card(H),
és Card(H) = Card(F) esetén H = E.

Bizonyitds. Vilagos, hogy E = H U (E '\ H), tovabba a H és £\ H halmazok végesek
¢és diszjunktak, igy 8.1.14. alapjan Card(E) = Card(H) + Card(E \ H). Tovabba,
Card(H) < Card(F) (8.1.8.), igy az N-ben értelmezett kiilonbség definicioja (7.9.7.)
szerint Card(E \ H) = Card(E) — Card(H).
Ebbdl kovetkezik, hogy Card(H) = Card(FE) esetén Card(E \ H) = 0, tehat £\ H = (),
kovetkezésképpen E = HU(E\H)=H. &

8.1.16. Tétel. Ha E és F olyan véges halmazok, hogy Card(FE) = Card(F'), akkor
minden f: E — F fligguényre a kévetkezd dllitdasok ekvivalensek.

(i) Az f figgvény bijekcio.

(ii) Az f fiiggvény injekcio.

(i) Az f fiigguény szirjekcio.

Bizonyitds. (1)=(ii) Trivialis.

(il)=(iii) Tegytik fel, hogy f injekcio. Ekkor E és Im(f) ekvipotens halmazok, tehat
Card(E) = Card(Im(f)). A 8.1.15. allitas szerint Card(F \ Im(f)) = Card(F) —
Card(Im(f)), tehat Card(E) = Card(F) miatt F'\ Im(f) = 0, vagyis Im(f) = F,
azaz f sziirjektiv.

(iii)=(i) Tegyiik fel, hogy f sziirjekcio. Ekkor vehetjiik f-nek egy g : F' — E jobbinverzét
(6.8.1.). Ekkor g injekcio, tehat F és Im(g) ekvipotens halmazok, igy Card(F) =
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Card(Im(g)). A 8.1.15. allitas szerint Card(E \ Im(g)) = Card(E) — Card(Im(g)),
tehat Card(E) = Card(F) miatt E'\ Im(g) = 0, vagyis Im(g) = E, azaz g sziirjektiv. Ez
azt jelenti, hogy g : F' — E bijekcio, tehat az f o g = idp fliggvény-egyenlGséget jobbrol
komponélva g~ '-gyel kapjuk, hogy f = ¢!, tenat f : E — F bijekcio. B
8.1.17. Allitas. Ha E és F véges halmazok, akkor E x F is véges, és

Card(E x F) = Card(E) - Card(F).

Bizonyitds. Rogzitve az E véges halmazt, az F' véges halmaz szamossaga szerinti teljes
indukcioval bizonyitunk, tehét azt mutatjuk meg, hogy minden n € N szamra és
minden F' véges halmazra, ha Card(F) = n, akkor F x F' véges halmaz és fennall a
Card(E x F) = Card(F) - Card(F') egyenlGség.

Ha n = 0 és F olyan véges halmaz, hogy Card(F) = n, akkor F = (), ezért E x F = ()
véges halmaz, és a bizonyitandé egyenlség trivialisan teljesiil.

Legyen n € N olyan, amelyre teljesiil az allitdas, és vegyiink egy F véges halmazt,
amelyre Card(F) = n*. Azt kell megmutatni, hogy F x F véges halmaz és teljesiil
a Card(E x F') = Card(FE) - Card(F’) egyenlSség.

Legyen f : n™ — F bijekci6. Ekkor az f|, lesztkitett fiiggvény bijekcio az n és az
F':= F\{f(n)} halmazok kozott, igy az indukcios hipotézist alkalmazva az F” halmazra
kapjuk, hogy E x F’ véges halmaz, és

Card(E x F') = Card(E) - Card(F") = Card(E) - n.
Nyilvanvalo, hogy
ExF=(ExF)U(Ex {fm)}),
és itt a jobb oldalon diszjunkt halmazok allnak. Az F — E x {f(n)}; = — (z, f(n))
leképezés bijekcio, ezért E x { f(n)} véges halmaz és Card(E x {f(n)}) = Card(£). Most
alkalmazzuk a 8.1.14. allitast az £ x F' és E' x {f(n)} diszjunkt véges halmazokra. Azt
kapjuk, hogy E x F' véges és
Card(E x F) = Card(FE x F') 4+ Card(E x {f(n)}) =
= Card(E) - n + Card(E) = Card(E) - n* = Card(FE) - Card(F),

c stz

8.1.18. Kovetkezmény. Ha (FE;);c; olyan halmazrendszer, hogy 1 wvéges halmaz, és

minden 1 € I esetén E; véges, akkor HE’ is véges halmaz. (Vagyis véges sok véges
el
halmaz szorzata véges.)

Bizonyitds. Az I halmaz szamossaga szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.

Ha Card(I) = 0, akkor I = (), igy a szorzathalmaz definici6ja alapjan H E; = {0} véges
el
halmaz.

Tegyiik fel, hogy n € N olyan, hogy az allitas igaz minden olyan [ esetén, amelyre
Card(]) = n.

Legyen I olyan véges indexhalmaz, hogy Card(l) = n+ 1. Rogzitsiink egy i, € I elemet
és legyen I, := I \ {i,}. Ekkor a

[15 - (I1E)x B £

el 1€l

L f(Z*))
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leképezés bijekcio, és Card(l,) = n miatt az indukcios hipotézis szerint H E; véges
halmaz, tehat 8.1.17. alapjan a (H EZ) x FE;, szorzathalmaz véges. Ezért az ezzel
icl.
ekvipotens H E; szorzathalmaz is véges. Bl
iel
8.1.19. Allitas. Ha (E;)ic; olyan halmazrendszer, hogy I véges halmaz és minden i € I
esetén E; # 0, akkor H E; #10.
el
Bizonyitds. Az I halmaz szamossaga szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.
Ha Card(I) = 0, akkor I = {), igy a szorzathalmaz definicioja alapjan H E; ={0} # 0.
iel
Tegyiik fel, hogy n € N olyan, hogy az allitas igaz minden olyan I esetén, amelyre
Card(I) = n.

Legyen I olyan véges indexhalmaz, hogy Card(l) = n+ 1. Rogzitstink egy i, € I elemet
és legyen I, := 1\ {i,}. Ekkor a

[Ie— (I15) < B U

el 1€

L f(l*))

leképezés bijekcio, és Card(l,) = n miatt az indukciés hipotézis alapjan H E; # 0,
tehat F;, # 0 kovetkeztében a <H El> x F;, szorzathalmaz sem tires. Ezért az ezzel
icl.
ekvipotens H E; szorzathalmaz sem iires. B
iel
8.1.20. Allitas. Legyen (E;)ic; olyan halmazrendszer, hogy minden i,j € I esetén
a) Minden J C I nem tres véges halmazhoz van olyan i € I, hogy U E; CFE;.
jeJ

b) Minden X C UE’ nem tres véges halmazhoz van olyan i € I, hogy X C E;.

iel
Bizonyitds. a) A J C I nem iires véges halmaz szamosséga szerinti teljes indukcioval
bizonyitunk.
Ha Card(J) = 1, akkor j, € J esetén i := j, € I olyan index, hogy U E,=FE,; =E,

jeJ

tehat az allitas igaz.
Legyen n € N* olyan természetes szam, hogy az allitds igaz minden olyan J C [
véges halmazra, amelyre Card(J) = n. Rogzitsiink egy J C I véges halmazt, amelyre
Card(J) = n" és legyen j, € J. Ekkor Card(J \ {j.}) = n, igy az indukcios hipotézis
alapjan van olyan i, € I, amelyre U E; C E;,. Az (E;)ic; halmazrendszerre

JEI\{i}
vonatkozo hipotézis alapjan F,;, C E;, vagy F; C E; . Legyen i := j,, ha E;, C F; , és

i:=1s, ha F;, C E; . Ekkor E;, UE;, C L;, kovetkezésképpen

UE=6.u( U E)CE.UE. CE,

JjeJ JE€I\{jx}



8.1. VEGES HALMAZ SZAMOSSAGA 275

tehat az allitas igaz n't-ra.

b) Az a) allitas alapjan elég azt igazolni, hogy létezik olyan I, C I véges halmaz, amelyre
X C U FE;. Ehhez tekintsiik az

X —>2(); x—{iellxeckE}

fiiggvényt. Mivel X C U E;, igy minden x € X esetén {i € Iz € E;} # 0, kovetkezés-

i€l
képpen H{z € Iz € E;} # 0. (Ehhez még a kivalasztasi axiomara sincs sziikség, mert
reX
X véges, igy elég a 8.1.19. allitasra hivatkozni.) Legyen ¢ € H{z € Iz € E;}. Ekkor

rzeX
t: X — I olyan fiiggvény, hogy minden x € X esetén x € E,(,), tehat X C U E;, igy
1€Im(e)
az I, :=Im(t) C I véges halmaz (8.1.11.) eleget tesz a kovetelménynek. W

8.1.21. Allitas. Ha E ¢és F wvéges halmazok, akkor az E — F fiigguények F(E;F)
halmaza véges, és

Card(.Z (E; F)) = (Card(F))“>4#)

Bizonyitdas. Rogzitve az F' véges halmazt, az E véges halmaz szdmossiga szerinti teljes
indukciéval bizonyitunk, tehat azt mutatjuk meg, hogy minden n € N szamra és minden
E véges halmazra, ha Card(E) = n, akkor .# (E; F) véges halmaz, és Card(Z# (E; F)) =

(Card(F)) >4,

Ha n = 0, akkor a hatvanyozés értelmezése alapjan (Card(F))“™ ¥ = (Card(F))° = 1.
Ugyanakkor, .7 (E; F) = Z(0; F) = {0}, tehat #(E; F) véges halmaz, és fennallnak a
Card(Z (E; F)) = 1 = (Card(F)) " egyenlésegek.

Legyen n € N olyan, amelyre teljestil az allitas, és vegyiink egy E véges halmazt, amelyre
Card(E) = n". Azt kell megmutatni, hogy .# (E F) véges halmaz, és Card(.# (E F)) =

(Card(F))“d4®),

Legyen f : n™ — E bijekcio. Ekkor az f|, lesztkitett fiiggvény bijekcio az n és az
E' := E\{f(n)} halmazok koézott, igy az indukcios hipotézist alkalmazva az £’ halmazra
kapjuk, hogy #(E'; F) véges halmaz, és

Card(Z (E'; F)) = (Card(F)) ™)
Nyilvanvalo, hogy az
F (B F) = F(ELF)x Iy g (g9le, 9(f(n))
leképezés bijekcio, és 8.1.17. alapjan Z (E'; F') x F véges halmaz, valamint

Card(Z (E'; F) x F) = Card(.Z (F'; ))-Card( ) =
_ (Card(F))®™®) . Gard(F) = (Card(F))*™E M = (Card(F))®4(®)

ahol felhasznaltuk a természetes szdmok hatvanyozasanak iterativ definicijat. Ezért
F(E; F) véges halmaz, és

Card(.Z (E; F)) = Card(Z (E'; F) x F) = (Card(F))“™")  m
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Az el6z6 allitas megvilagitja azt, hogy ha F és F halmazok, akkor miért jeloljik az
F (E; F) fiiggvényhalmazt FE-vel. Ugyanis, ha E és F véges halmazok, akkor ezzel a
jeloléssel, 8.1.21. alapjan irhatjuk, hogy

Card(FF) = Card(F)“ ),
8.1.22. Kovetkezmény. Ha E véges halmaz, akkor a P(E) hatvanyhalmaz is véges, és
Card(Z(E)) = 2°ad(E),
Bizonyitds. Tudjuk, hogy 2 := {0, 1}, és a
P(E)— F(E;2); H— Xy

leképezés bijekcio (még akkor is, ha E nem véges), ezért az allitas azonnal kovetkezik a
8.1.21. allitasbol. A

8.2. Rendezett véges halmazok
8.2.1. Allitas. Minden véges halmaz felett létezik linedris rendezés.

Bizonyitis. Ha E véges halmaz és n € N olyan természetes szam, hogy E és n
ekvipotensek, akkor véve egy f : E — n bijekciot, az f.(<,) relacio linearis rendezés E
felett (6.10.4. és 6.10.5.). A

8.2.2. Allitas. Legyen (E,<) rendezett halmaz. Ekkor E minden nem iires véges
részhalmazdnak létezik < szerint minimdlis és létezik < szerint maximdlis eleme.

Bizonyitds. Az X C FE nem iires véges halmaz szdmossiga szerinti teljes indukcidval
bizonyitunk. Ha Card(X) = 1, akkor az allitas nyilvanval6. Legyen n € N* olyan, hogy
az allitds az E minden n szamossagu részhalmazara igaz, és legyen X C E olyan véges
halmaz, hogy Card(X) = n+ 1. Rogzitsiink egy x, € X elemet és legyen X, := X \{z.}.
Ekkor X, C E olyan véges halmaz, hogy Card(X,) = n, igy az indukciés hipotézis miatt
léteznek olyan x, 7 € X, elemek, hogy £ miniméalis és ¥ maximalis eleme X,-nak.

Ha x és x, nem 0Osszehasonlithatoak a < rendezés szerint, akkor minden x € X elemre:
r < x esetén x # x,, tehat x € X,, igy © = z, tehat x minimalis eleme X-nek. Ha x és
x, Osszehasonlithatdak a < rendezés szerint, akkor két eset lehetséges.

-~ Ha z < z,, akkor x € X, és x < x esetén z = z, mig z, < x esetén a < relacio
antiszimmetrikussaga folytan z = x,, tehat x minimalis eleme X-nek.

— Ha z, <z, akkor x € X, és v < x, esetén x < z, igy x = x, tehat x, < x, vagyis a <
relacié antiszimmetrikussaga folytan x = x,, ezért z, minimalis eleme X-nek.

Ha ¥ és x, nem 0Osszehasonlithatoak a < rendezés szerint, akkor minden x € X elemre:
T < x esetén x # x,, tehat x € X, igy x = T, tehat T maximalis eleme X-nek. Ha T és
x, Osszehasonlithatoak a < rendezés szerint, akkor két eset lehetséges.

— Ha z, <7, akkor x € X, és 7T < x esetén T = z, mig T < =z, esetén a < relacio
antiszimmetrikussaga folytan = = z,, tehat T maximalis eleme X-nek.

- Ha 7 < x,, akkor x € X, és z, <z esetén ¥ < z, igy T = x, tehat x < z,, vagyis a <
relédcié antiszimmetrikussaga folytan x = z,, ezért x, maximaélis eleme X-nek. W
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8.2.3. Allitas. Ha (E,<) linedrisan rendezett halmaz és E véges, akkor (E,<) jdlren-
dezett halmaz, és E minden nem tires részhalmazdanak létezik legnagyobb eleme.

Bizonyitds. Az allitdst az F halmaz szamossaga szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.
Ha Card(E) = 0 vagy Card(E) = 1, akkor az allitas nyilvanvaloan igaz. Legyen n € N
olyan, hogy az allitas igaz minden olyan véges linearisan rendezett halmazra, amelynek
alaphalmaza n szamossagu, és rogzitsiink egy olyan (E, <) véges linearisan rendezett
halmazt, amelyre és Card(E) = n + 1. Legyen tovabba X C E nem iires halmaz.

Legyen a € X rogzitett elem, és képezziik az E' := E\ {a} és X' := X \ {a} halmazokat,
tovabba jelolje <" a < rendezés megszoritasat F'-re. Ha X' = (), akkor X = {a}, tehat
a = minc(X) = max<(X). Tegyiik fel, hogy X’ # (). Ekkor (E’,<’) véges linearisan
rendezett halmaz, és Card (E') = n, és X’ C E' nem iires halmaz, igy indukcios hipotézist
alkalmazva (E', <')-re és X'-re kapjuk olyan 2z’ ,2', € X' elemek létezését, amelyekre
minden x € X' esetén o' < o <" af, tehat 2 < o < 2/, Az a és 2° elemek
Osszehasonlithatok a < rendezés szerint, és az a és 2/, elemek is Osszehasonlithatok a
< rendezés szerint: itt hasznéljuk ki azt, hogy a < rendezés linearis E felett. Legyen
r_ := min<(a,2’) és x; = max<(a,2/,). Vilagos, hogy ekkor minden z € X esetén
r- <x <z, vagyis - = minc(X) és z; = max<(X). B

8.2.4. Allitas. Ha (E, <) linedrisan rendezett halmaz, E véges, és n := Card(E), akkor
minden f : n — E bijekciohoz létezik egyetlen olyan o : n — n bijekcio, amelyre az
foo:n— E figguény szigorian monoton névd a <,, és < rendezések szerint (vagy ami
ugyanaz, [ oo izomorfizmus az (n,<,) és (F, <) jolrendezett halmazok kozott).

Bizonyitds. Az allitdsban szereplS egyértelmiiség 6.13.10. nyilvanvalo kévetkezménye,
mert az el6z6 allitas szerint (n, <,,) és (F, <) jolrendezett halmazok.

Az allitast az E halmaz szamossaga szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha Card(FE) =
0 vagy Card(E) = 1, akkor az allitas nyilvanvaloan igaz. Legyen n € N olyan, hogy az
allitas igaz minden olyan véges linearisan rendezett halmazra, amelynek alaphalmaza n
szadmossagu, és rogzitsiink egy olyan (F, <) véges linearisan rendezett halmazt, amelyre
és Card(F) =n+ 1 éslegyen f:n+ 1 — F tetszdleges bijekcio.

Az el6z6 allitas alapjan vehetjilk azt az m € n + 1 elemet, amelyre f(m) = max(F).
Vezessiik be a 7: n+ 1 — n + 1 bijekciét agy, hogy

— ha m € n, akkor 7(m) :=n és 7(n) := m és minden i € n + 1 esetén, ha i # m és
i # n, akkor 7(i) := i (tehat 7 az m és n elemeket felcseréls transzpozicidja az n + 1
halmaznak);

— ha m =n, akkor 7 :=1id,, ;.

Ekkor az (f o 7)|, fiiggvény bijekcié az n és E '\ {max(F)} halmaz kozott, mert ezek a
halmazok ekvipotens véges halmazok, és az (f o 7)|, fiiggvény injekcio, hiszen injekciok
kompozicidja, és az a fiiggvény az E \ {max(FE)} halmazba érkezik, mert

— ham € n, akkor (f o7)|,(m) = f(n) # f(m) = max(E), hiszen f injektiv és m # n,
tovabba minden i € n esetén, ha i # m, akkor 7(i) = 4, hiszen i # n is teljesil, igy
(f o )la(i) = f(i) # f(m) = max(E), mert f injektiv;

— ha m = n, akkor minden i € n esetén (f o 7)|,(i) = fl.(i) = f(i) # f(n) = f(m) =
max(F), mert f injektiv.

Tehat az £\ {max(E)} halmaz a < rendezés <'-vel jel6lt megszoritasaval ellatva véges
linearisan rendezett halmaz, és Card (E \ {max(E)}) = n, és (for)|, : n — E\{max(E)}
bijekcio. Ezért az indukcios hipotézis alapjan vehetiink olyan o’ : n — n bijekciot,
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amelyre a (fo7)|[, 00" :n — E\ {max(E)} leképezés szigortan monoton névs a <,, és
<’ rendezések szerint.

Vezessiik be a kovetkez§ fliggvényt:

, .
cintlontl i {T(U(Z)) yhaien,

m ,ha1=n.
Megmutatjuk, hogy a o fiiggvény bijekcio. Ez trividlis akkor, ha m = n, ezért feltehetd,
hogy m € n. Legyenek 7,j € n + 1 olyanok, hogy i # j. Ha 7,j € n, akkor ¢ definicoja
szerint (i) = 7(0'(i)) # 7(0'(j)) = 0(j), mert 7 o ¢’ injekci6. Ha i € n és j = n, akkor
o definicidja szerint o(i) = 7(0’(7)) # 7(n) = m = o(n) = o(j), hiszen 7 injekci6 és
o'(i) € n, tehéat o' (i) # n. Hasonloan, j € n és i = n esetén o (i) # o(j).
Végiil, az foo : n+ 1 — E fiiggvény szigorian monoton novs a <, és < rendezések
szerint. Ennek bizonyitasahoz legyenek i, j € n+ 1 olyanok, hogy ¢ < j. Ha j < n, akkor
i,j Enési<,j,igy az (f o7)|, oo’ fliggvény szigori monoton névése és o definicioja
szerint

(foo)(i) = ((for)lnoad) (D) <((for)lnod) (i) = (foa)i).

Ha j = n, akkor o definici6ja szerint

(foo)(i) <max(E) = f(m) = f(o(n)) = (f 0 0)(j),
és mivel f oo injekcio és i # j, igy (foo)(i) < (foo)(j). B

8.2.5. Kovetkezmény. Ha (E,<) linedrisan rendezett halmaz, E véges, és n :=
Card(FE), akkor létezik egyetlen olyan f : n — E figgvény, amely szigorian monoton
novd a <, és < rendezések szerint, (vagy ami ugyanaz, [ izomorfizmus az (n,<,) €s
(E, <) jolrendezett halmazok kozott).

Bizonyitds. A 8.2.4. allitas szerint létezik olyan n — FE fiiggvény, amely szigorian
monoton nové a <, és < rendezések szerint. Ha f és f’ ilyen fliggvények, akkor
f~to f':n — n szigorian monoton névé fiiggvény, ezért 6.13.11. alapjan f~'o f' = id,,
tehat f = f'. A

8.2.6. Allitas. Legyen (E, <) rendezett halmaz, és f - E — E olyan szirjekcid, amelyre
minden x € E esetén f(x) < x. Ha f # idg, akkor létezik olyan E-ben haladd szigorian
monoton névé (T, )nen Sorozat, amelyre minden n € N esetén f(x,) < x,.

Bizonyitds. Legyen X := {z € E|f(z) < z}, amelyre feltettiik, hogy nem iires. A kiva-
lasztasi axiomaval kombinalt rekurzio-tételt alkalmazva megmutatjuk, hogy 1étezik olyan
X-ben haladé (z,),en sorozat, amelyre minden n € N esetén f(x,11) = .

Ehhez azt kell igazolni, hogy minden n € N szamra, ha (zj)re, olyan X-ben halado
rendszer, hogy minden k € n szamra, k + 1 < n esetén f(xy11) = x, akkor van olyan
z, € X, hogy minden k € n + 1 szamra, k+ 1 <n + 1 esetén f(z541) = .

A hipotézis szerint X # (), és ha xy € X, akkor az (z)re1 (egy tagt) rendszer logikailag
trividlisan olyan, hogy minden k € 0 szamra, k + 1 < 0 esetén f(xg11) = .

Legyen most n € N* és (zy)ren olyan X-ben haladé rendszer, hogy minden k& € n
szamra, k+1 < n esetén f(xpy1) = xp. Ekkor z,_1 € X, tehat f(x,_1) < x,_1, tovabba
f sziirjektivitasa folytan van olyan = € FE, hogy f(x) = x, 1. Vilagos, hogy ekkor
f(z) < z, vagyis f(x) # x, kiilénben z, 1 = f(x) = x, vagyis =, = x teljestilne,
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amibdl kovetkezne, hogy x,—1 = f(z) = f(2n-1) < x,—1, ami lehetetlen. Tehat x € X,
igy az x, := x definicioval olyan (xy)gen+1 rendszert kapunk, amely X-ben halad, és
amelyre minden k € n + 1 szamra, k+ 1 <n + 1 esetén f(zg11) = k.

Rogzitsiink olyan X-ben halad6 (x,)neny sorozatot, amelyre minden n € N esetén
f(zny1) = z,. Ekkor minden n € N esetén z, = f(r,11) < Z,41, tehat az X-ben
halad6 (x,,)nen sorozat szigortian monoton névs. M

8.2.7. Kovetkezmény. Ha (E, <) rendezett halmaz, és E véges, és f : E — E olyan
sziirjekcio, amelyre minden x € E esetén f(x) < x, akkor f =idg. B

8.3. Rendezett véges miiveletek
8.3.1. Definicié. Az (S, T) pdart magmanak nevezzik, ha T mdvelet az S halmaz felett.

A legelemibb nem trivialis példak magmakra az (N, +), (N,-), (Z,+) és (Z,-) parok.
Ezek mind neutrdlis-elemes, kommutativ és asszociativ magmak. Késébb bevezetjilk a
testeket, és latni fogjuk, hogy ha (K, +,-) test, akkor (K, +) és (K,-) szintén neutralis-
elemes, kommutativ és asszociativ magmak. Az asszociativ magmakat félcsoportoknak
nevezziik.

Megallapodunk abban, hogy m,n € N esetén az
[m,n] :={keN|m<k<n}
jelolést alkalmazzuk.

8.3.2. Tétel. Ha (S, T) magma, akkor létezik egyetlen olyan

(Gr)nen € [[ Z(Z([0,n]; 5); )

neN

sorozat, hogy Go : F({0};S) — S az a figgvény, amelyre minden f € F({0};S) esetén
Go(f) :== f(0), tovdbbd minden n € N és f € .Z([0,n+ 1]; S) esetén

Gnii(f) = G flpon) Tf(n +1).

Bizonyitds. (Egzisztencia.) Ertelmezziik a kovetkezd halmazt:

= J (n} x Z(Z([0,n]; 5); 5)),

neN

tovabba azt az F : E — FE fliggvényt, amelyre minden (n, g) € E esetén

F(n,g) == n+1f = g(flpoa) Tf(n+1)).

Legyen e = (0,f + f(0)), amely egy konkrét eleme az {0} x F(F({0};5);95)
halmaznak, vagyis e € E. Jelolje (Gn)neN az e kezdSpont és az F': E' — E fiiggvény altal
meghatarozott E-ben halad6 iteracios sorozatot. Tehat minden n € N esetén G € I és
Gy = e, valamint minden n € N esetén Gn+1 F (G ). Minden n € N esetén legyen

Gn = prQ(én)'

Megmutatjuk, hogy a (G, ),en sorozat eleget tesz a kovetelményeknek.
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Ehhez el6szor teljes indukcioval belatjuk, hogy minden n € N esetén prl(én) = n.
Valoban, ez igaz, ha n = 0, mert a definiciok szerint Gy = e = (0, f — f(0)), tehat
pry(Go) = 0. Ha az n € N szamra pr,(G,) = n teljesiil, akkor az iteraciés definicio
szerint _ _

pri(Gui1) = pry(F(Gn)) =n + 1,
mert az F' definicidja szerint trivialis, hogy (n, g) € E esetén pry(F(n,g)) =n+1, és az
indukcios hipotézis alapjan én els6 komponense egyenld n-nel.
Ebbél latszik, hogy minden n € N esetén G, = (pr,(G,),Gn) = (n,G,) € E, tehat
G, € Z(Z([0.n]; S); S), vagyis (Gu)nen € [[ Z(Z([0.1]; 5); S).

neN
A definici6 szerint

Go = pry(Go) = pry(e) = (f — f(0)).

Ha n € N tetsz6leges, akkor az iteracids definicié alapjan
Gri1 = Pra(Ghnia) = pry(F(Gh)) = pro(F(n, Gr)),
vagyis az F fliggvény értelmezése szerint minden f € 7 ([0,n + 1]; S) esetén

(Unicitas.) Tegytik fel, hogy (Gp)nen, (G),)nen € H Z([0,n];S); S) olyanok, hogy

neN
mindkettdre teljesiilnek az eldirt tulajdonsagok. Ekkor 0 € {k € N|G, = G}, mert

Gy és G} mindketten egyenléek a konkrét #({0};S5) — S; f — f(0) figgvénnyel. Ha
n € {k € N|Gy = G}, azaz G,, = G/, akkor minden f € .Z([0,n + 1];S) esetén

Grii(f) = Gl flpa) Tf(n+1) = G (flioa) Tf(n +1) = G141 (f),

vagyis n + 1 € {k € N|G, = G}.}. Ebbdl a teljes indukcié halmazelméleti formajat
alkalmazva kovetkezik, hogy minden n € N esetén G, = G/,.

8.3.3. Definicio. Legyen (S, T) magma, és (Gp)nen € Hﬁ ([0,n]; S); S) az a
neN

sorozat, amelyre Gy : F({0};S) — S az a figgvény, amelyre minden f € F({0};5)

esetén Go(f) := f(0), tovabbd minden n € N és f € F#([0,n+ 1];5) esetén Gpi1(f) =

Grn(fliona) Tf(n+1). Ha m,n € N olyanok, hogy m < n, és f olyan figgvény, hogy

[m,n] € Dom(f) és f{[m,n]) €S, akkor

T f(K) = Cun(f').

k=m
ahol " : [0,n — m] — S az a figgvény, amelyre minden k € [0,n — m] esetén

F(R) = Fle+m).

Speciélisan, ha m = 0, akkor a definici6 feltételei mellett
k=0

8.3.4. Allitas. Legyen (S, T) magma. Ha m,n € N olyanok, hogy m < n, és f olyan
figgvény, hogy [m,n] € Dom(f) és f([m,n]) C S, akkor minden q € N esetén

n n-+q

T fk) =T flk=q.

k=m k=m-+q
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Bizonyitds. Legyen (Gp)nen € H F(ZF([0,n];5);S) az a sorozat, amelyre G
neN
F({0};S) — S az a fuggvény, amelyre minden g € .7 ({0};5) esetén Gy(g) := ¢(0),
tovabba minden n € N ¢s g € Z([0,n + 1]; S) esetén Gri1(9) = Gr (9ljong) Ty(n + 1).
A definici6 szerint .
T f(k) = Guom(f),
k=m
ahol f' : [0,n — m] — S az a fiiggvény, amelyre minden k € [0,n — m] esetén
f'(k) := f(k+m). Tovabba, ha bevezetjiik a

g:m+qgn+q =S, k= f(k—q)

leképezést, akkor a definicié szerint

n+q n+q
T k=)= T 9k) =GCrig-mia(9) = Gnn(d),
k=m-+q k=m+q

ahol ¢’ : [0, (n+¢q)—(m+q)] — S az a fiiggvény, amelyre minden k € [0, (n+q)—(m+q)]
esetén ¢'(k) := g(k+m+¢q). Ekkor Dom(¢’) = Dom(f’) és minden k € [[0,n —m] esetén
g'(k) =gk +m+q) = f((k+m+q) —q) = f(k+m) = f'(k). Tehat g’ = f', ezért

T 76) = G = Comld) = T F(k—aq).
k=m k=m-+q

amit bizonyitani kellett. W

8.3.5. Allitas. Legyen (S, T) magma.
a) Haom € N és f olyan fiiggvény, hogy m € Dom(f) és f(m) € S, akkor

b) Ha m,n € N olyan szamok, hogy m < n, akkor minden f figgvényre, [m,n + 1] C
Dom(f) és f([m,n+1]) C S esetén

n+1

T = (T 50)Tsn ).

¢) Ha m,n € N olyan szamok, hogy m < n, tovabbd f,g olyan figgvények, hogy
[m,n] € Dom(f) N Dom(g), valamint f([m,n]) C S és f = g az [m,n] halmazon,
akkor

T = T o).

d) Legyenek m,m’ € N, walamint g,¢" olyan figgvények, hogy [0,m] C Dom(g),
g([0,m]) € S, [0,m'] € Dom(g"), ¢'([0,m']) C S. Ertelmezziik a kévetkezd fiiggvényt:
) ha 0 <i<m;
f:lo,m+m+1]—5; i— . 9(0) » e _Z_m’
gi—(m+1) ,ham+1<i<m+m'+1.
Ha a T miwvelet asszociativ, akkor
m’ m—+m’+1

(To)T(Tow)="T s

k=0 1=0
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e) Legyen n € N* és f olyan figgyvény, hogy [0,n] C Dom(f) és f([0,n]) € S. Haa T
miuvelet asszociativ, akkor minden m < n természetes szdmra

— ha m < n, akkor
(Tro)7( T sw)=T s
~ha 0 <m, akkor - o i
(”1r f(j)> (T s) = T 10,
—ha 0 <m <n, akkor

(”ir f(j)) TrmT( T W) =T £

k=m+1 =0

Bizonyitds. Jelolje (Gp)nen € Hﬂ(ﬁ([[O,n]];S);S) azt a sorozatot, amelyre Gy :
neN

F({0};5) — S az a fiiggvény, amelyre minden f € Z({0}; 5) esetén Go(f) := f(0), és

minden n € N és f € Z([0,n + 1]; 5) esetén Gry1(f) = Grn(fljon) Tf(n+1).

a) A definicio szerint T f(k) = Go(f’), ahol f' : {0} — S az a fiiggvény, amelyre
k=m

f'(0) = f(04+m) = f(m). Ezért Gy értelmezése alapjan Go(f') = f'(0) = f(m), tehat
T f(k) = fm).
b) Ertelmezziik a kovetkezd fiiggvényeket:
f o [0,n—m]—S; k= f(k+m),
f7:00,(n+1)—m] = S; kw f(k+m).
Vilagos, hogy f”|jon—m] = ['; és a definici6 szerint

n

J f(k) = Gnom(f),

T f(k) = G(nJrl)fm(f”)a
k=m

amibdl kovetkezik, hogy
G(n+1)—m(f/,) = G(n—m)+1 (f//) = anm(f”’[[(],n—mw—'—f”((n - m) + 1) =
= Gun(NT+1) = (T J) TS +1).
k=m

c¢) A hipotézis szerint az
f i [0,n—m]—S; k— f(k+m)
g :[0,n—m]—=S; ke~ glk+m)

fliggvények egyenlSek, hiszen k € [0,n — m] esetén k +m € [m,n] C {k € Dom(f) N
Dom(g)|f(k) = g(k)}. Ezért a definicié szerint
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d) Az allitast m’ szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.

Ha m/ = 0, akkor az a) és c) allitas, valamint az f fliggvény definicidja szerint

( ﬁn' g(j))T(ig’(k)> = ( ig(‘j))wl(o) -

=

o

m+1 m+m/+1

= (T ) THm+ ) =T s)="T 100

j=0
tehat az allitas igaz.

Legyen m’ € N olyan szam, amelyre az allitas igaz, és g mellett legyen ¢’ olyan fiiggvény,
hogy [0,m' + 1] € Dom(¢’) és ¢'([0,m’ + 1]) C S, valamint értelmezziik azt az
f:[0,m+ (m'+ 1)+ 1] — S fiiggvényt, amelyre minden i € [0,m + (m' + 1) + 1]
esetén
i) = 9(i) ,ha 0 <@ <m;
YTl dli—tm+1) ham+l<i<m+(m +1)+1.

Ekkor f":= fl|jom+m11] az a fiiggvény, amelyre minden i € [0,m + m’ + 1] esetén

i) = 9(1) L ha 0<i<my
g(t—(m+1)) ,ham+1<i<m+m +1,

ezért az indukcios hipotézis és a c) allitas szerint

m+m/+1

(f?ogm)T( ig%m): T 0

Ebbdl a b) allitas kétszeri alkalmazasaval és a T mivelet asszociativitasanak felhaszna-
lasaval nyerjiik, hogy
m/+1

(T o) T("T o09) = (T o)) (T o09) Tt +1) -

m~+m/+1

= (( ig(j))‘l‘(ig’(k)))—l—g’(m’ +1) = ( T 1)) T (m' +1) =

m4m/+1 m+(m/+1)+1
(T SO)Tmm )+ = T )
1=0 =0

ahol felhasznaltuk azt, hogy az f fiiggvény értelmezése alapjan f(m + (m’ +1) +1) =
/ /

g(m'+1).

e) Tegyiik fel, hogy m < n, és legyen m' := n —m — 1 € N szamot. Vezessiik be a

g := fliom] és a
g :[0,m]—=S5;, kw— fm+k+1)

fiiggvényeket. Ekkor m +m’ + 1 = n és d) alapjan

m n—m—1 no_
(To)T( T d®) =T J0. 1
=0 k=0 i=0
teljesiil, ahol ]7: [0,n] — § az a fiiggvény, amelyre minden ¢ € [0, n] esetén

T 9(1) ,ha 0 <@ <m;
' g —(m+1)) ,ham+1<i<n.
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Ha i € [0, m], akkor g definicioja szerint f(z) =g(i) = f(i). Ha 7 € [m + 1,n], akkor ¢
definicidja szerint f(i) = ¢'(i— (m+1)) = f(m+i— (m+1)+1) = f(i). Ez azt jelenti,
hogy f = fljo.n), €zért a c) allitasbol kovetkezik, hogy

T @) =T [0 (2)
=0 i=0

Ugyanakkor ¢ definici6ja szerint
T9G) =T F0), (3)
J=0 j=0

"i?gu»zi?'ﬂm+k+n=kf £ (k). (4)

Az (1), (2), (3) és (4) egyenlSségek alapjan
(TrO)T( T 10) =T £6).
j=0 k=m-+1 i=0
Tegyiik fel, hogy 0 < m. Vezessiik be a g := f|jo,m—1] ¢s
g :[0,n—m]—=S; ke f(m+k)

fiiggvényeket. Ekkor d) alapjan
m—1 n—m
(T o) T( T gk) =T JG). (5)
=0 k=0 j
teljesiil, ahol f : [0,n] — S az a fiiggvény, amelyre minden i € [0, n] esetén

f(z’);:{ g(i)  ,ha0<i<m—1;

g(i—m) ,ham<i<n.

Ha i € [0,m — 1], akkor ¢ definicioja szerint f(i) = g(i) =

¢ definicioja szerint f(i) = ¢'(i — m)) = f(m +1i —m)
f = flon: ezért a c) allitasbol kovetkezik, hogy

f(i). Ha ¢ € [m,n], akkor
f(@). Ez azt jelenti, hogy

If(i)Zil—()f(i)- (6)
Ugyanakkor g definicioja szerint
m—1 m—1
T 90G)="T f0), (7)
5=0 §=0

és ¢’ definiciojabol, valamint a 8.3.4. allitasbol kovetkezik, hogy

n—m n

T A0 =T fmik)= T f0) ®)

k=0 k=m
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Az (5), (6), (7) és (8) egyenlGségek alapjan
(T s)T( T @) =T s

i=0
Végiil, ha 0 < m < n, akkor m < n, tehat fennall a

(Tra)T( T s0)=T 10

k=m-+1

egyenldség, ugyanakkor a b) allitas szerint
m m—1
T 10 = (T 1) Ts0m),
j=0 j=0
amit behelyettesitve az el6z6 egyenl&ségbe kapjuk a bizonyitando

(T 10) T ( T 509) = T 0

k=m-+1

formulat. W

Tehéat, ha (S, T) magma, m € N és f olyan fiiggvény, hogy [m,m + 3] C Dom(f) és
f{[m,m +3]) C S, akkor

T f(k) = 1(m),
T FR) = F(m) T Fm + 1),
k=m
m+2
T ) = (fm) T fm 1) T flm +2)

m+3

T fk) = ((f(m)Tf(m + 1)) Tf(m +2))Tf(m +3).

Természetesen, ha a T mitvelet asszociativ, akkor itt a jobb oldalon a zardjelezés
tetszdleges lehet, de ha T nem kommutativ, akkor az f(k) elemek sorrendje még ekkor
is lényeges.

Most egy olyan alternativ modszerrdl lesz sz6, amelynek alkalmazasaval szintén
értelmezhetnénk a rendezett véges miiveleteket tetszéleges magma esetében.

8.3.6. Allitas. Legyen (S, T) magma éss : N — S fiigguény. Ekkor létezik egyetlen
olyan s' : N — S fligguény, amelyre teljesilnek a kovetkezdk:

s'(0) = s(0)
(VneN): s'(n+1)=s(n)Ts(n+1).
Bizonyitds. Ertelmezziik a
g:NxS—=S5; (nx)—zxTs(n+1)

fliggvényt. A keresett s’ : N — S sorozat éppen az s(0) kezdSpont és a g fiiggvény altal
meghatarozott elemi rekurziv sorozat, tehat ennek egyértelmi létezése azonnal kdvetkezik
az elemi rekurziv definicié tételébsl (7.4.2.). W



286 8. VEGES HALMAZOK ES VEGES MUVELETEK

8.3.7. Definicié. Ha (S, T) magma és s : N — S figguény, akkor Ts jeloli azt az
N — S figgvényt (vagyis S-ben haladd sorozatot), amelyre teljesiilnek a kévetkezdk:

(Ts)(0) = s(0)
VneN): (Ts)(n+1)=(Ts)(n)Ts(n+1).

8.3.8. Allitas. Legyen (S, T) magma és ¢ olyan halmaz, hogy ¢ ¢ S. Vezessiik be az
S = S U{e} halmazt és értelmezzik a

T:Sx8—558
miveletet gy, hogy :F|S><5 .= T és minden s € S esetén sTe:=s =: ¢Ts. Ekkor (g, %)
olyan neutrdlis-elemes magma, amelynek ¢ a neutrdlis eleme.
Bizonyitas. Trivialis. B

8.3.9. Allitas. Legyen (S, T) magma, és m,n € N olyan szamok, hogy m < n, valamint
legyen f olyan figgvény, hogy [m,n] C Dom(f) és f([m,n]) C S. Legyen ¢ olyan
halmaz, hogy e ¢ S. Vezessiik be az S := S U {e} halmazt és értelmezzik a

~ o~ ~

T:Sx8 =8

muveletet ugy, hogy :I:|Sx5 = T és minden s € S esetén sTe = s =: ¢Ts. Jeldlje
(f|[[m,n]])o : N — S azt a sorozatot, amelyre minden k € N esetén

o [ fk) , hake[m,n],
(i)™ (k) { ¢, hak ¢ [m,n],

tehdt (f|[[m7n]])o az flimny fligguény e-vel vett kiterjesztése [m,n]-rél N-re. Ekkor a

[¢] . . . . .. - - 2
T (f|[[m,n]]) sorozat staciondrius, €s a staciondrius értéke eqyenld a

elemmel.

Bizonyitds. Meg fogjuk mutatni, hogy minden k € N esetén

;

¢ ,ha bk <m,
k
T ° ) ham<k<
(T (flpmm) ) (k) = j:Tmfm yham <k <mn,
T f(j) ,hak>n,
( J=m

amibdl azonnal kovetkezik az allitds. Ehhez vezessiik be az s := ( f ]Hm,nﬂ)o jelolést.

(I) Elgszor igazoljuk, hogy minden k& < m természetes szamra (/—Fs)(k) = ¢. Indirekt,
tegytik fel, hogy az £ := {k € N|(k < m)/\((%s)(k) # ¢)} halmaz nem iires, tehat létezik
ennek legkisebb eleme: legyen ez k.. Ha k, = 0 lenne, akkor 0 € F miatt 0 < m, tehat
0 ¢ [m,n], igy s(0) = ¢, ugyanakkor (Ts)(0) = s(0), vagyis (Ts)(0) = ¢, ami ellentmond
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annak, hogy 0 = k, € E. Ezért k, > 0, tehat a k, szdim minimalitasi tulajdonsaga miatt
(Ts)(ks — 1) = e. Ekkor viszont

¢ # (Ts) (k) = (Ts)((ke — 1) + 1) = (Ts)(k. — 1) Ts(k.) = e Ts(k,) = s(k.),

vagyis s(k.) # e, ami ellentmond annak, hogy k. < m miatt k. ¢ [m,n], kovetkezés-
képpen s(k.) = e.

~ k
(IT) Megmutatjuk, hogy minden k € [m,n] esetén (Ts)(k) = T f(j). Ehhez legyen
j=m
- k
E = {k € [m,n] ‘ (Ts)(k) # T f(j)}, és indirekt tegyiik fel, hogy E # (0. Legyen k,
j=m

az F halmaz legkisebb eleme.

~ 0
A definici6 szerint (Ts)(0) = s(0), tehat ha m = 0, akkor T f(j) = f(0) = s(0) miatt

=0

—~ 0
(Ts)(0) = T f(4), vagyis m ¢ E. Ezért k, = m = 0 lehetetlen.
=0

Ha m > 0, akkor (I) alapjan (%s)(m — 1) = ¢, ezért 8.3.5. a) alapjan
(Ts)(m) = (Ts)((m—1)+1) = (Ts)(m—1)Ts(m) = eTs(m) = s(m) = f(m) = T f(j),

igy k., € F miatt k, = m > 0 lehetetlen.

Tehéat k., > m, igy k. — 1 € [m,n], ezért a k, szam minimalitasi tulajdonsiaga miatt
~ b1
(Ts)(k« —1)= T f(j). Ebbdl 8.3.5. b) alapjan kovetkezik, hogy

j=m

ki—1 k«—1 kx«

(Ts)(k.) = (Ts) (kb = )T s(k) = ( T 1)) Tstk) = (T 1)) Trk) = T 1),
Jj=m j=m j=m
ami ellentmond annak, hogy k, € E.
(ITII) A (II) allitas alapjan (?S)(n) = "Tll' f(4), ezért utoljara elég azt igazolni, hogy
j=m

minden k& > n + 1 természetes szamra (?s)(k;) = (rl:s)(n) Ezt az n 4 1 szamtol inditott
k szerinti teljes indukcioval fogjuk belatni.

Vilagos, hogy n + 1 ¢ [m, n] miatt s(n + 1) = e, ezért
(Ts)(n+1) = (Ts)(n)Ts(n+1) = (Ts)(n)Te = (Ts)(n),

tehat az allitas igaz az n + 1 szamra.

Legyen & > n + 1 olyan természetes szam, amelyre (?s)(k:) = (:I:s)(n) Mivel
k+1¢ [m,n], igy s(k + 1) = e, kévetkezésképpen

(Ts)(k+1) = (Ts)(k)Ts(k+1) = (Ts)(k)Te = (Ts)(k) = (Ts)(n),

tehat az egyenl6ség a k + 1 szdmra is igaz. W
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8.4. A felcserélési formula

8.4.1. Lemma. Legyen (S, T) kommutativ asszociativ magma. Han € N és g, h olyan
fiigguények, hogy [0,n] C Dom(g) N Dom(h), valamint g([0,n]) C S és h([0,n]) C S,
akkor

(T 96)T( T 2G)) = T (6 ThG)):
j=0 =0 j=0
Bizonyitds. Az allitast n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.

Ha n = 0, akkor 8.3.5. a) kétszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy
0 0
(T o)) T(T 45)) = 9O TA(O) = T (9() Th(5)).
§=0 §=0 j—

tehat az allitas igaz.

Legyen n € N olyan, amelyre az allitas igaz, és vegyiink olyan g és h fiiggvényeket,
amelyekre [0,n+ 1] € Dom(g) NDom(h), valamint g{[0,n+1]) C S és h([0,n+1]) C S.
Ekkor

(Tig(j))T(f >(=)< —:I_Og )Tgn+ )>T<<ih(j)>Th(n+1)>@

(
(‘”rh )T (stn+)Th(n+1)) <

=0

—~ ©
_|
QQ
N

—

T
[e=]
<.

n+1

= (ﬁg(j)Th(j)))T(g(H DTh(n+1)) 2 T (9G)ThG))

J=0 J=0

ahol
1)

— az = egyenlségnél a 8.3.5. b) allitast alkalmazzuk;

—
N
~

— a = egyenl@ségnél felhasznaljuk a T miivelet asszociativitasat és kommutativitasat;
3 . . : . .
- a ® egyenldségnél az indukcios hipotézisre hivatkozunk;

—~
N

— a = egyenl@ségnél ismét a 8.3.5. b) allitast alkalmazzuk. B

8.4.2. Allitas. Legyen (S, T) kommutativ asszociativ magma, n € N és (fr)kefon) olyan
rendszer, hogy minden k € [0,n] esetén fi : [0,k] — S figgvény. Ekkor

T (Tm ) =T (T AG).
k=0 =0 "k=j
(Felcserélési formula.)
Bizonyitds. Az allitast n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.
Ha n = 0, akkor 8.3.5. a) négyszeri alkalmazasaval kapjuk, hogy
0,k 0 0 0
T (T 4) = T foli) = 0 = T /:0) =T (° T 10)).
k=0 " j=0 §=0 k=0 J=0 " k=j

adodik, tehat az allités igaz.
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Legyen n € N olyan, amelyre az &llitas igaz, és vegyiink olyan (fi)keo,nt1] rendszert,
hogy minden k € [[0,n + 1] esetén f : [0, k] — S fiiggvény. Ekkor

(T £0) 2 ( T(T fk<j>))T(ffn+l<j>) @
LT (T R))T((T fus) Tt + 1) &

ahol

~ egyenléségneél a 8.3.5. b) allitast alkalmazzuk a

T £oa))) Thmialn +1) &

O.n+1] =S ko T Al)

J=0

fiiggvényre;
©)

— a = egyenldségnél felhasznaljuk az indukciés hipotézist az
szerre, és ismét alkalmazzuk a 8.3.5. b) allitast, ezattal az f,; fiiggvényre;

®)

—~
N

(f&)kefo.n fiiggvényrend-

— a = egyenlGségnél a T miivelet asszociativitasat alkalmazzuk;

—
N2

— a = egyenl@ségnél felhasznaljuk az el6z6 lemmat a
g:[0,n] =55 j= T fi()),
k=j
h:[0,n] = S; jr fu1(y),
fiiggvényekre;

— az © egyenldségnél ismét a 8.3.5. b) allitasra hivatkozunk, amelyet minden j € [0, n]

esetén a

[j,n+1] — S;

fiiggvényre alkalmazunk;

k= fr(J)

- a9 egyenldségnél a 8.3.5. a) és b) allitasat alkalmazzuk a

n+1
[0,n+1] — S;
k=j

fiiggvényre. W

g T fe(d)
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8.5. Véges miiveletek

8.5.1. Lemma. Legyen (S, T) asszociativ magma, n € N és f : [0,n] — S olyan
fiigguény, hogy az Im(f) halmaz a T mdvelet szerint kommutativ. Ekkor minden
o: [0,n] — [0,n] bijekciora

n n

T (foo)k)="T f(k)
k=0 k=0
Bizonyitds. Jelolje o7 (n) a kovetkez§ kijelentést:
"n € N és minden f : [0,n] — S fiiggvényre, ha az Im(f) halmaz a T mitvelet szerint

kommutativ, akkor minden o : [0,n] — [0, n] bijekciora

n n

T (feo)k)="T f(k)

k=0 k=0

teljestl."

Teljes indukcioval bebizonyitjuk, hogy (V n € N) &/ (n) igaz.

Mivel [0, 0] = {0}, igy egyetlen {0} — {0} bijekci6 (s6t fiiggvény) létezik: az {0} halmaz
identikus fiiggvénye, tehat o7 (0) trivialisan igaz.

Mivel [0, 1] = {0, 1}, igy egyetlen nem identikus o : {0, 1} — {0, 1} bijekcio létezik: az,
amelyre 0(0) = 1 és (1) = 0. Tehat, ha f : [0,1] — S olyan fiiggvény, hogy az Im(f)
halmaz a T miivelet szerint kommutativ, akkor

1 1
T (foo)(k)=f(e(0)Tf(e(1)) = f)TFO)=fO)TfA)="T f(k)
k=0 k=0
Ez azt jelenti, hogy <7 (1) is igaz.
Tegyiik fel, hogy n > 1 olyan természetes szam, amelyre o7 (n) igaz. Jelolje S azon
o : [0,n+ 1] — [0,n + 1] bijekciok halmazat, amelyekre teljesiil az, hogy minden
f:[0,n+1] — S fiiggvényre, ha Im(f) a T mitvelet szerint kommutativ halmaz, akkor

n+1 n+1
;I(f oa)(k) = ;I f(k).

Az o7 (n+1) allitas bizonyitasahoz azt kell igazolni, hogy S egyenld az 6sszes [0, n+1] —
[0,n + 1] bijekciok halmazaval. Ehhez elszor néhény megallapitast tesziink az S hal-
mazzal kapcsolatban.

(I) Ha 0,0’ € S, akkor 0 o 0’ € S. Valéban, ha f : [0,n + 1] — S olyan fiiggvény,
hogy Im(f) a T miivelet szerint kommutativ halmaz, akkor f oo : [0,n+ 1] — S olyan
fliggvény, hogy Im(f o o) = Im(f), vagyis Im(f o o) is kommutativ halmaz S-ben a T
miivelet szerint, ezért 0,0’ € S alapjan

:jr()«f 0 0) 0 o')(k) = :T+()<f 0 0)(k) = :‘if(k),

vagyis 0 oo’ € S.

(IT) Legyen o : [0,n+1] — [0, n+1] olyan bijekcio, hogy o(n+1) = n+1. Megmutatjuk,
hogy o € S. Ehhez rogzitsiink egy olyan f : [0,n + 1] — S fliggvényt, hogy az Im(f)
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halmaz a T miivelet szerint kommutativ. Nyilvanval6, hogy ol : [0,n] — [0,n]
bijekcio, és fljn @ [0,n] — S olyan fiiggvény, hogy Im (f|[[0,nﬂ) C Im(f), tehat az
Im (f|fo,n)) halmaz a T mivelet szerint szintén kommutativ. Ezért <7 (n) alapjan

n n n n

T(foo)k)="T ((flpomg) © (losmg)) () = T (fliog) (k) = T f(k).

k=0 k=0 k=0 k=0
Ebbdl koévetkezik, hogy

T(fen)k) = (T (Feo)k) T onm+1)= (T f0) s+ 1) = T 1)
tehat o € S.

(III) Legyen 0,:[0, n+1]—[0, n+1] az a bijekcid, amelyre o, (n) := n+1, és o.(n+1) :=n,
és minden k < n természetes szamra o, (k) := k. Megmutatjuk, hogy o, € S. Ehhez
rogzitsiink egy olyan f: [0,n + 1] — S fiiggvényt, hogy az Im(f) halmaz a T miivelet
szerint kommutativ. Ekkor

n+1 n
k—:ro(f 0 0,)(k) = <k—:|_0(f o a*)(kz)>“|'(f oo )(n+1) =
— <<k—|—0(f o a*)(k)>T(f o m)(n))‘l’(f oo.)(n+1) = ((k—r()f(k)) T+ 1)>Tf(n).

A T miivelet asszociativitasa és az Im(f) halmaz T szerinti kommutativitasa miatt

((if(k))Tf(n +1))Ti(n) = (:if(m)w(n F1)Tf(n)) =

= (T 209) T+ 1) = (T £069) 70 Tt 1) =

n+1

~ ( T P TS+ =T 10

Ebbdl kovetkezik, hogy o, € S.

Ezutan konnyen belathato, hogy minden [0,7 + 1] — [0,n + 1] bijekci6 eleme S-nek.
Legyen ugyanis o : [0,n + 1] — [0,n + 1] tetsz6leges bijekcio. Ha o(n + 1) = n + 1,
akkor (II) alapjan o € S. Tegyiik fel, hogy o(n + 1) # n + 1. Jeldlje oy azt az
[0, n+1] — [0, n+1] bijekciot, amelyre o1(n) := o(n+1), és o1(c(n+1)) := n, és minden
k € [0,n + 1] esetén, ha k # o(n+ 1) és k # n, akkor oy(k) := k. (Megjegyezziik, hogy
o(n+ 1) = n lehetséges, és ekkor oy nyilvanvaloan egyenld a [0, n + 1] halmaz identikus
fiiggvényével.) Vilagos, hogy o1(n+1) = n+1, hiszen n+1 # o(n+1) és n+1 # n, ezért
(IT) alapjan oy € S. Legyen oy := 0, 0 (07 0 o). Ekkor o3 : [0,n + 1] — [0,n + 1] olyan
bijekci6, amelyre nyilvanvaloan oy(n + 1) = n + 1, igy (II) alapjan o9 € S. Ugyanakkor
o = o7 o (07! o0ay), ezért a nyilvanvalo o, = o, és 07! = 0, Osszefiiggések alapjan
o =010 (0, 00,). Ebbdl (III) és (I) alkalmazéasaval kapjuk, hogy o € S. B

8.5.2. Allitas. Legyen (S, T) asszociativ magma, I nem iires véges halmaz, és f olyan
S-be érkezd figguény, hogy I C Dom(f) és az f(I) halmaz a T midvelet szerint
kommutativ. Ha 7,7 : [0,Card(I) — 1] — I tetszdleges bijekcick, akkor

Card(I)—1 Card(I)—1

T (fenk) = T (for)(k).

k=0 k=0
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Bizonyitds. A 8.5.1. lemmat alkalmazzuk a 7= o7’ : [0, Card(I) — 1] — [0, Card(I) — 1]
bijekciora és az f o7 : [0,Card(/) — 1] — S fiiggvényre, amelynek értékkészlete egyenls
f{I)-vel, vagyis a T miivelet szerint kommutativ halmaz. Azt kapjuk, hogy

Card(I)—1 Card(I)—1 Card(I)—1
11_0 (f o) (k) = ]IO ((for)o(ror)) (k)= ;Io (for)(k).

8.5.3. Definicid. Legyen (S, T) asszociativ magma, I nem iires véges halmaz, és f olyan
fiigguény, hogy I C Dom(f) és f(I) C S a T mdvelet szerint kommutativ halmaz, vagyis
minden i,j € I esetén f())Tf(j) = f(7)T f(i). Ekkor

Card([)—1
Tlf(i)iz ’I (fo7)(k),

ahol 7 : [0, Card([) — 1] — I tetszdleges bijekcio.

8.5.4. Allitas. Legyen (S, T) asszociativ magma.
a) Ha f olyan figgvény, hogy 5 € Dom(f) és f(5) € S, akkor
T f@)=f(B).

ic{B}

b) Ha I nem tires véges halmaz, 3 olyan halmaz, hogy 5 & I, és f olyan figgvény, hogy
TU{p} CDom(f) és f(IU{B}) €S a T mivelet szerint kommutativ halmaz, akkor

T fO=(Tr@)Tr).

1€ IU{B} iel

Bizonyitds. a) Ha 7 : {0} — {3} fiiggvény, akkor 7 bijekcio, és 7(0) = [, valamint

_{l_}f(i) = T (for)(k) = (for)(0) = f(H)
ie{p k=0
teljesiil 8.3.5. a) miatt.

b) Legyen n := Card(I), és vegylink egy tetszéleges 7 : [0,n — 1] — I bijekciot, tovabba
jelole 75 : [0,n] — I U {p} azt a fiiggvényt, amely 7-nak kiterjesztése és 75(n) = .
Ekkor 75 bijekcio [0,n] és T U {8} kozott, igy a definicio, valamint 8.3.5. ¢) és b) szerint

n n—1

T J@O =T om)w) = (T (fom)®)T( om)n) =
ieIU{B} k=0 k=0
= (T ren®)Tre) = (T 1) (). W

8.5.5. Kovetkezmény. Legyen (S, T) asszociativ magma. Legyenek A és B olyan nem
tires véges halmazok, hogy AN B = 0. Ha f olyan figgvény, hogy AU B C Dom(f) és
f(AUB) C S aT mivelet szerint kommutativ halmaz, akkor

T 10=(Ts0)7(T 1)

1€AUB
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Bizonyitds. A B halmaz szamosséga szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.

A Card(B) = 1 eset azonnal kovetkezik a 8.5.4. a) és b) allitasbol. Tegyiik fel, hogy
m € N* olyan, hogy az allitds minden olyan B véges halmazra teljesiil, amely nem metszi
A-t és Card(B) = m.

Legyen B olyan véges halmaz, hogy Card(B) = m+1és AN B = (). Legyen 5, € B
rogzitett elem és B, = B\ {f.}. Ekkor

~

T J6) = D (T F@0)TrE) 2

1€ AUB (AuB* u{ﬁ* ZEAUB*

= ((Tr)T(T 10))7105 >i(7; fO)T(( T s@)Tre) ©
ST o) = (T

@0)T(T 10)

i€A 1€ By u{ﬁ } i€EB

ahol
1

— az = egyenl6ségnél felhasznaljuk a 8.5.4. b) allitast;

2 . ) : .
- a @ egyenlGségnél az indukcios hipotézist alkalmazzuk a B, halmazra, amely m

SZAmossagu;

—
~

- a ® egyenlgségnél a T mivelet asszociativitasat alkalmazzuk, végiil

- a W egyenlGségnél ismét a 8.5.4. b) allitasra hivatkozunk. B

8.5.6. Kovetkezmény. Legyen (S, T) asszociativ magma, és legyenek s,t € S olyan
elemek, hogy sTt =tTs. Ha I = {«, S} két elemt halmaz és f : I — S az a figgvény,
amelyre f(a) :=s és f(B) =t, akkor

T fli) =sTt.

i€l
Bizonyitds. Alkalmazhatjuk a 8.5.5. allitast az A := {a} és B := {5} diszjunkt halma-
zokra kapjuk, hogy

TI0 = (T r@)T( T 16)) = FTF(B) =sTt,

i€{a} i€{B}
ahol az utolso el6tti egyenlGségnél felhasznaltuk a 8.5.4. a) allitast. B

8.5.7. Kovetkezmény. Legyen (S, T) asszociativ magma és H C S a T mdvelet szerint
kommutativ halmaz. A kévetkezd dllitasok ekvivalensek.
(i) Minden H-ban haladé (s;);cr mem tires véges rendszerre T s; € H.
el
(ii) HTH C H (vagyis minden s,t € H esetén sTt € H).

Bizonyitds. (1)=(ii) Legyen s,t € H, és vezessiik be azt az (x;);cf0,1) rendszert, amelyre

xo := s és x1 :=t. Ekkor 8.5.6. és (i) alapjan fennéll a sTt = T x; € H egyenlGség,
1€{0,1}

tehat (ii) teljesiil.

(ii))=(1) Az I indexhalmaz szamossaga szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy (ii)

teljestilése esetén minden H-ban halado (s;);c; nem iires véges rendszerre T s; € H.
iel
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Ha (s;)ier olyan H-ban halad6 rendszer, hogy Card(l) = 1, akkor van olyan § halmaz,
hogy I = {B}, ezért 8.5.5. a) szerint T s; = T s; = sz € H, tehat az allitas igaz, ha
i€l ie{B}

Card(l) = 1.

Legyen n € N*, és tegyiik fel, hogy az é&llitds igaz minden olyan H-ban halado
rendszerre, amelynek indexhalmaza n szamossagi. Legyen (s;);c; olyan H-ban halado
véges rendszer, hogy Card(l) = n+1. Rogzitsiink egy 8 € I elemet és legyen J := I\{S}.

Ekkor
(1) (2) (3)
Tsi= si:<Tsi)TsB€HTH§H,
iel 1€ JU{B} ieJ

ahol

a2 egyenlgségneél a 8.5.4. b) allitast alkalmaztuk;

(2)
—a € Osszefiiggésnél kihasznaltuk, hogy Card(J) = n, igy az indukcios hipotézis szerint

—|— S; € H,
icJ
@) . - :
—a C Osszefliggésnél a (ii) hipotézist alkalmaztuk. W

8.5.8. Kovetkezmény. Legyen (S, T) asszociativ magma, I nem dres véges halmaz és
f olyan figgvény, hogy I C Dom(f) és Im(f) C S a T mdvelet szerint kommutativ
halmaz. Ha s € S olyan, hogy minden i € I esetén sT f(i) = f(i)Ts, akkor minden
J C I nem tires halmazra

sTUT @) =(Tf@))Ts.
(T70)=(T,70)
Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik, hogy a
g={acr|+nn <8T(Tf(i)) # (Tf(i))TS> }
ieJ ied
halmaz nem tires. Tekintsiik a

J =N J— Card(J)

fiiggvényt, amelynek értékkészlete nem iires részhalmaza N*-nak, tehat N természetes
jolrendezettsége miatt létezik ennek legkisebb eleme; legyen ez az n szam. Vegylink
olyan J € ¢ halmazt, hogy Card(.J) = n, és legyen i, € J rogzitett elem.

Ha J = {i.}, akkor 8.5.4. a) és sT f(i.) = f(i.)Ts alapjan

ST(TS0) =574 = $6)Ts = (T 1) Ts,

icJ

ami lehetetlen, mert J € #. Ezért J, := J \ {i.} # 0, igy irhato, hogy:
T(T0) 2 sm((T 4@)7560) & (7( T 10)) Tr6)
P (T @) 7)) 2 (T 70) 6T

1€ Jx

2(T @)U T 2 ((T 7o) 7)) TsE (T 1) T

1€y 1€Jx ieJ
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ahol
1)

P egyenlgségneél a 8.5.4. b) allitas alkalmaztuk;

4 o
- a (i), @ és © egyenlGségeknél a T mivelet asszociativitasat alkalmaztuk;

- a ® egyenlGségnél felhasznéltuk azt, hogy J, C I olyan nem iires halmaz, amelyre

Card(J,) =n — 1, igy az n szam defincidja szerint J, ¢ #, vagyis
T(T )= (T s)Ts
i€ s i€ .

~ a2 egyenlgségneél ismét az sT f(i.) = f(ix) T s egyenlSségre hivatkoztunk.
Tehat azt kaptuk, hogy sT( T f(z)) = (T f(z'))Ts, vagyis J ¢ #, holott J € ¢Z.

ieJ ieJ
Ez az ellentmondas az allitast igazolja. W

8.5.9. Kovetkezmény. Legyen (S, T) asszociativ magma, I nem dres véges halmaz és
f, g olyan figgvények, hogy I C Dom(f) N Dom(g) és Im(f) UIm(g) C S a T mivelet
szerint kommutativ halmaz. Ekkor az {f(i)Tg(i)|i € I} halmaz a T mdvelet szerint
kommutativ és

TUOTe@) = (T 70)T(T 90)

el

Bizonyitds. Az Im(f)UIm(g) halmaz T mvelet szerint kommutativitasat és a T mivelet
asszociativitasat alkalmazva kapjuk, hogy minden 7, j € I esetén

ahol a egyenlgségeknél az Im(f) UIm(g) halmaz T miivelet szerint kommutativitasat,
mig a tobbi egyenléségnél a T miivelet asszociativitasat alkalmaztuk.

Ezutan az I halmaz szdmossaga szerinti teljes indukciéval igazoljuk az egyenlGséget.
Ha Card(I) =1 és i, € I, akkor 8.5.4. a) alapjan

T Tg) = £ Tgli) = (T S6) T( T 9(d)).

el i€l i€l

Legyen n € N* olyan természetes szam, hogy az allitas igaz minden olyan I indexhalmaz
esetében, amelyre Card(l) = n. Legyen I olyan véges halmaz, hogy Card(I) = n + 1,
és legyenek f, g olyan fiiggvények, hogy I C Dom(f) N Dom(g) és Im(f) UIm(g) C S a
T mivelet szerint kommutativ halmaz. Legyen i, € I rogzitett elem és I, := I\ {i.}.
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Ekkor

ahol
OO,

— az =, = és = egyenlGségeknél a 8.5.5. b) allitast alkalmaztuk, rendre az
I—=S; iw— f(i)Tg(d),

az f, és a g fiiggvényekre;

a2 egyenlgségnél felhasznaltuk azt, hogy 0 < Card(l,) = n — 1 < n, tehat az
indukcios hipotézis alapjan

TU@OTe@) = (T @) T( T 9)):

i€l i€l icl,
G @ ©, 6 ; “ :
— a =, =, = és = egyenlGségeknél a T mivelet asszociativitasat alkalmaztuk;
- az © egyenlSségnél a 8.5.8. allitast alkalmaztuk az s := f(i,), valamint f = ¢

szereposztassal. ll

8.6. A véges miiveletek altalanos kommutativitasa

8.6.1. Tétel. (A véges miiveletek altalanos kommutativitasa) Legyen (S, T)
asszociativ magma, 1 és J nem fires véges halmazok, valamint o : J — I tetszdleges
bijekcio. Ha f olyan figgvény, hogy I C Dom(f) és f(I) C S a T mivelet szerint
kommutativ halmaz, akkor

T /@) =T (fea)0)

el Jj€J

Bizonyitds. Legyen n := Card(I) — 1, ami természetesen egyenls a Card(J) — 1 szammal.
Legyenek 7, : [0,n] — I és 7, : [0,n] — J bijekciok. Ekkor 7 'oo~ o7, : [0,n] — [0, n]
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bijekcid, ezért a definicié és 8.5.1. alapjan

n

fcﬂﬂ:?iUOEXMZ;LKfWHWJOWJOUIOED@ﬂI

=T (fooor,)(k)=:T (foo)()),

k=0 jeJ

hiszen fooor, : [0,n] — S olyan fiiggvény, amelyre Im (fooor,) = f(I), vagyis
Im(fooor,)a T mivelet szerint kommutativ részhalmaza S-nek. l

8.7. A véges miiveletek altalanos asszociativitasa

8.7.1. Tétel. (A véges miiveletek altalanos asszociativitasa I.) Legyen (S, T)

asszociativ magma.  Legyen I nem dres véges halmaz és (I;)jes olyan diszjunkt

halmazrendszer, hogy I = UI és minden j € J indexre I; # O (tehdt (I;)je; az I
jeJ

halmaz particidja). FEkkor J is nem ires véges halmaz, és ha f olyan figguény, hogy

I C Dom(f) és f(I) €S a T mavelet szerint kommutativ, akkor a

J—=8; j= T f(i)

1€l

fiigguény értékkészlete a T miduvelet szerint kommutativ részhalmaza S-nek és

T =T (T @)

iel jeJ iel;

Bizonyitds. Ha j,j" € J és j # j', akkor az I; és I; indexhalmazok diszjunktak, ezért
8.5.5. alapjan

(TsO)T(T s)= T 10-

= T 1) E )(TﬂD

ZEI 1UI el 3 i€l

tehat a
J =8 je= T f()
ielj
fiiggvény értékkészlete a T miivelet szerint kommutativ részhalmaza S-nek.

Az egyenlGséget a J halmaz szamossaga szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Vildgos,

hogy J # 0, kiilonben I {ires volna. Tovabb4 a J halmaz véges, mert a kivalasztési axioma

szerint vehetiink egy o € H I; kivalaszto fiiggvényt, és ekkor az (I;);e; halmazrendszer
jeJ

diszjunktsaga miatt a o ] J — I fiiggvény injekcio, igy J kisebb-egyenls szamossagu

I-nél. (S6t itt a kivalasztasi axioma helyett hivatkozhatunk az 8.1.19. allitasra is, hiszen

J véges halmaz.)

Ha Card(J) = 1, akkor az allitds 8.5.4. a) alapjan igaz, mig Card(J) = 2 esetén az
allitas ekvivalens a 8.5.5. lemméval. Tegyiik fel, hogy m > 2 olyan természetes szam,
amelyre az allitas igaz, ha Card(J) = m.
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Legyen J olyan véges halmaz, hogy Card(J) = m + 1. Rogzitsiink egy j. € J elemet, és
legyenek J, := J\ {j.}, valamint I, := U I;, tehat I = I, U I;,. Tovabba, vezessiik be

JE€Jx
) g:J =8 j= T fi)
i€l
fiiggvényt. Ekkor
0= oS (Lo o)
@ () ©)
<J;|;* <z;|; f( )> <z€I]* ) N <]€J* )Tg j*) a

27 m>7(f<0

JEJLU{jx} JjeJ

ahol

1 . , - , ,
— az W egyenldségnél ismét a 8.5.5. lemmaéat hasznaljuk az A := I, és B := I;, valasz-
tassal;

- a ® egyenlGségnél az indukcioés hipotézist alkalmazzuk a J, halmazra, amely m

SZAmossagu;

- a ® egyenl@ségnél a g fiiggvény definicidjat alkalmazzuk;

c s

- a @ egyenlGségnél a g fliggvény definicidjara és tjra a 8.5.5. lemmaéra hivatkozunk,
az A= J, és B := {j.} valasztassal. B

8.7.2. Kovetkezmény. Legyen (S, T) kommutativ asszociativ magma. Ha I és J nem
tires véges halmazok, valamint f olyan figgvény, hogy I x J C Dom(f) és Im(f) C S,

akkor
T(Tren)= T f6)=T(Tr6).

iel ~jeJ (i,§)EIxT jeJ “iel

Bizonyitds. Az ({i} x J);cr rendszer particidja az I x J nem tires véges halmaznak, ezért
a T miivelet altalanos asszociativitasa (8.7.1.) alapjan

T fe)=T( T f@)=T(Ts5n).

(3,5)EIxJ iel " ze{itxJ iel jeJd

ahol az utols6 egyenl@ségnél a T mivelet altalanos kommutativitasat (8.6.1.) alkalmaz-
zuk minden i € [ esetén a J — {i} x J; j — (¢, 7) bijekciora.

Az (I x{j});jes rendszer particidja az I x J nem {iires véges halmaznak, ezért a T miivelet
altalanos asszociativitésa (8.7.1.) alapjan

T fe)=T( T f@)=T(Tr6n).

(i,)elx ] je€J S zelx{j} jed Siel

ahol az utols6 egyenlSségnél a T mivelet altalanos kommutativitasat (8.6.1.) alkalmaz-
zuk minden j € J esetén az I — I x {j}; ¢+~ (4, 7) bijekciora. B

A 8.7.1. tételben az (I;)je; halmazrendszer az I halmaz particidja volt, és az
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f fliggvény definiciés tartomanya tartalmazta [-t. Azonban sokszor elsfordul, hogy
az (Ij);e; halmazrendszer nem diszjunkt, és az f fiiggvény helyett egy olyan (f;);ecs
fliggvényrendszer all a rendelkezésiinkre, amelyre minden j € J esetén I; C Dom(f;),
és az f; fiiggvények még csak Ossze sem ragaszthatok, mert létezhetnek olyan j,j" € J
indexek, amelyekre f; # f; a Dom(f;) N Dom(f;/) halmazon. Ilyen esetre vonatkozik
az altaldnos asszociativitas tételének kovetkezs formaja, amelyet azonban csak olyan
asszociativ magmara fogalmazunk meg, amely neutrdlis elemes és kommutativ.

8.7.3. Tétel. (A véges miiveletek altalanos asszociativitasa II.) Legyen (S, T)
neutrdlis elemes, kommutativ és asszociativ magma. Legyen J nem iires véges halmaz és
(1;)jes olyan halmazrendszer, hogy minden j € J indexre I; nem fires és véges. Legyen
(fj)jes olyan figgvényrendszer, hogy minden j € J esetén I; C Dom(f;) és f;(I;) € S.
Legyen I := U I; és minden i € I esetén J; :={j € J|i € 1;}. Ekkor

jeJ

T ( T fj@) =T ( T fj(@)-

jed “iel; iel N je;

Bizonyitds. Jelolje e az (S, T) magma neutralis elemét. ElSszor megjegyezziik, hogy ha
f figgvény, és I C Dom(f) nem tires véges halmaz, és minden i € [ esetén f(i) := e,

akkor T f(i) = e. Ez az allitas trividlisan igazolhat6 az I halmaz szamosséga szerinti
el

teljes indukciéval. (Es még az is kideriil, hogy e-re elég azt megkovetelni, hogy jobboldali

neutrdlis elem legyen a T miivelet szerint.)

Attérve az allitas bizonyitasara, vezessiik be a

f](Z) ,haie Ij

I xJ—=98; (i,7) —
d (0:9) { e ,haié¢l,

fiiggvényt. Ekkor 8.7.2. alkalmazasaval kapjuk, hogy

T(T6.0) =T (T s6.4).

jeJ el iel " jeJ
Legyen j € J. Ha I; # I, akkor 8.5.5. alapjan
T = (T raD)T( T £6.5).
i€l i€l i€\l

és 1 € I; esetén f(i,j) = f;(i), mig i € I\ I; esetén f(i,j) = e, tehat

Tf(%]): Tf](”? —I_ f(i,j)ze,

i€l i€l; i€\,

amibdl kovetkezik, hogy

T#6) = (T £@)Te=T £).

el ’iEIj ’iEIj
Ez azt jelenti, hogy minden j € J esetén

T f60) =T £G),

i€l icl;
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hiszen ezt most igazoltuk I; # I esetén, és ha I; = I, akkor ez trivialisan igaz.

Legyen i € I.

8. VEGES HALMAZOK ES VEGES MUVELETEK

Ha J # J; = {j € J|i € I;}, akkor 8.5.5. alapjan

T )= (T )T T 16.0),

JjeJ Jj€J; jeJ\Ji

és j € J;yesetén i € I, tehat f(i,j) = f;(i), mig j € J\ J; esetén i ¢ J;, tehat f(i,j) =e,

ezért

jeJ; je€J; jEJ\Ji

amibdl kovetkezik, hogy

T 160 = (T £@)Te=T ).

jeJ Jj€J; Jj€J;

Ez azt jelenti, hogy minden ¢ € [ esetén

hiszen ezt most igazoltuk J; # J esetén, és ha J; = J, akkor ez trividlisan igaz.

jeJ jeJ;

Ezzel megmutattuk, hogy

T(THO)=T(Tra)) =T (Tr00)=T(T ) =

icl; jeJ “iel i€l e iel “jeJ;

jeJ

8.8. A véges miiveletek altalanos disztributivitasa

8.8.1. Allitas. Legyenek (S, L) és (S', L") kommutativ és asszociativ magmdk, valamint

m: S — 5 olyan figgvény, hogy minden s,t € S esetén w(sLt) = w(s)L'n(t).

minden J nem tires véges halmazra és g - JJ — S fligguényre

Bizonyitds. A J halmaz szamossaga szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.

(L (i) = L/ 7(90i).

jeJ jed

Ekkor

Ha Card(J) =1 és j. € J, akkor kétszer alkalmazva a 8.3.5. a) allitast kapjuk, hogy

ﬂ(%g(m = W(

je{i«} J€{in} jeJ

tehat az allitas igaz.

L 9i)) =nlg) = L' wlg(i) = L' =(9(5)).

Tegyiik fel, hogy n € N* olyan, hogy az allitas igaz minden J indexhalmazra, amelyre

Card(J) = n.

Legyen J olyan véges indexhalmaz, hogy Card(J) = n + 1, és rogzitsiink egy j, € J
elemet, tovabba legyen J, := J \ {j.}. Ekkor

7 Lo) =n( L o) @ a(( L o) Le() ©

JEJU{jx} JE€Jx

(L ogi))Lm (960 2 (L 7(90)) L7 (9) 2

jeg. jET.

= 1" 7)) = L 7(9(5)),

jeJU{j«} JjeJ

—
Nt
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ahol

~ a2 egyenlgségnél a 8.5.4. b) allitast alkalmazzuk;

— a = egyenlGségnél 7 fiiggvény L és |’ miveletekkel valo kapcsolatat hasznaljuk;
— a = egyenlGségnél az indukcids hipotézisre hivatkozunk;

— a = egyenl@ségnél ismét a 8.5.4. b) allitast alkalmazzuk. B

8.8.2. Kovetkezmény. Legyen S halmaz, és legyenek T, L olyan asszociativ miveletek
S felett, hogy T disztributiv 1 -ra nézve. Tegyiik fel, hogy a L mivelet kommutativ. Ha
J nem tres véges halmaz, g : J — S fligguény és s € S, akkor

sT( L gli)) = L(sTg()),

(j 1 (7)) Ts = LT

Bizonyitds. Elegends a 8.8.1. allitast alkalmazni az (S, L') := (5, L) valasztéssal, ugy,
hogy 7 helyére az S — S; s — sTs ésaz S — S; s’ — §'T s leképezéseket helyettesitjiik.
Ezekre a 7 fliggvényekre a megkovetelt egyenlGség azért teljesiil, mert a T miivelet
disztributiv 1-ra nézve. W

8.8.3. Tétel. (A véges miiveletek altalanos disztributivitasa.) Legyen S halmaz,
és legyenek T, L olyan kommutativ és asszociativ miveletek S felett, hogy T disztributiv
1 -ra nézve. Legyen I nem tres véges halmaz, (J;)ie; nem iires véges halmazok rendszere,
és (fi)ic; olyan fiiggvényrendszer, hogy minden i € I esetén J; € Dom(f;) és Im(f;) € S.
Ekkor a J := H J; mem tres és véges halmazra fenndll a

iel

T(L£0)= L(T W)
eqyenldség.

Bizonyitds. Az I halmaz szamossaga szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.

Tegyiik fel, hogy Card(l) = 1 és i, € I. Vezessiik be azt a 7 : J;, — J leképezést,

amelyre minden j € J;, esetén 7(j)(ix) := j. Nyilvanvalo, hogy 7 bijekcio. Ekkor

—

L(Taem) =L (T se@) 2 L)

oed el ocd “iefis} oeJ

2 1A= LAMDE T (LA0)=T(LA0)

jEJi* jEJi* Z'E{i*} jeJ; el " jed;
ahol

- az W egyenlgségnél a 8.5.4. a) allitdst alkalmazzuk minden o € J esetén az
I —S; i fi(o(i)) fiiggvényre és a T miiveletre;

- a ® egyenlGségnél a | mivelet altaldnos kommutativitasat alkalmazzuk az J —
S; o fi.(0(iy)) fiiggvényre és a 7 : J;, — J bijekciora (8.6.1.);

a9 egyenlgségneél ismét a 8.5.4. a) allitast alkalmazzuk a I — S; i — | fi(5)
J€J;
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fliggvényre és a T miiveletre.

Tegyiik fel, hogy n € N* olyan, hogy az allitds igaz minden olyan / indexhalmaz esetén,
amelyre Card(/) = n.
Legyen [ olyan indexhalmaz, hogy Card(l) = n + 1. Rogzitsiink egy i, € I elemet, és
legyen I, := I\ {i,}, valamint J, := H J;. Vezesstik be azt a

'LEI*

T:Jox J, = J
fliggvényt, amelyre minden (o, j) € J, X J;, esetén 7(0,,j) € J az a rendszer, amelyre

minden 7 € [ esetén
. o.(i) ,haie€l,
T(O'*’j)(’l) = { . .
J , ha 1 =1,.

Konnyen lathato, hogy a 7 fliggvény bijekcio J, x J;, és J kozott, amelynek inverze a

1.,0(ix))

TS U xJ, o= (o

leképezés. Ekkor
L(TrEmME L (T hAren@) 2

—
Nl

oceJ “iel (0s,g)€Jux J;, €I
@(Hglﬁjﬁu%m»ﬁnu%mmog
° L (T ae)Th) 2 L (L ((T #e)750)) =

(04:7)

X Jiy €L Oy ]EJZ* 1€,

& @) T( L £.0))2 <*<TﬁMD»(iJHD;

(5)

[ m|_

®)

(T(Lmn)(Ln T (L) =T(Ls)

jed; JETi, el*u{z* =y el N jed;
ahol

- az W egyenlGségnél a | mivelet altalanos kommutativitasat alkalmazzuk az J —
S; o T fi(o(i)) fiiggvényre és a 7 : J, x J;, — J bijekciora (8.6.1.);

iel
~ a2 egyenlgségnél a 8.5.4. b) allitast alkalmazzuk minden (o, j) € J, X J;, esetén az
I —S; i~ fi(1(0.7)(7)) fiiggvényre és a T miveletre;

- a @ egyenldségnél felhasznaluk a 7 bijekcié definiciojat;

—~
N

— a = egyenlGségnél a 8.7.2. allitasra hivatkozunk;

- az © egyenlGségnél a 8.8.2. allitast alkalmazzuk, a g := f;, fiiggvényre és minden
o, € Joesetén az s := T fi(0.(7)) elemre;
1€l

— a © egyenlGségnél ismét a 8.8.2. allitast alkalmazzuk, de ezuttal a g : J, — S; o0, —
T fi(o.(3)) fiiggvényre és az s := | f;,(j) elemre;

i€y Jj€Ji,

- a @ egyenl@ségnél felhasznéljuk az indukciés hipotézist az I, indexhalmazra, amelyre
Card(/,) = n;

~ ¥ egyenlgségneél tjra a 8.5.4. b) éllitasra hivatkozunk. H



9. fejezet

A véges miiveletek halmazelméleti és
elemi aritmetikai alkalmazasai

A természetes szdmok halmaza felett a + (dsszeadds) €s - (szorzds) mdveletek kom-
mutativak €s asszociativak. Megallapodunk abban, hogy ha m,n € N, m < n és f olyan
fiigguény, hogy [m,n] C Dom(f) és f([m,n]) C N, akkor a

ST Ik = + ()

P 1tk =" fh)

definiciokat, illetve jeloléseket alkalmazzuk. Tovdbbd, ha I nem tires véges halmaz és f
olyan figguény, hogy I C Dom(f) és f(I) C N, akkor a

> f) =4 f)

iel i€l
P (i) = - f(0)
il il

definiciokat, illetve jeloléseket alkalmazzuk.

9.1. Természetes szamok véges rendszerének osszege és
szorzata

9.1.1. Allitas. Legyen I nem iires véges halmaz és f olyan figguény, hogy I C Dom(f)
és f(I) CN. Han €N olyan, hogy minden i € I esetén f(i) = n, akkor

> f(i) =n- Card(]),

el

P f(i) = na.

el
Bizonyitds. Az I halmaz szamossaga szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.
Ha Card(I) =1 és i, € I, akkor 8.5.4. a) alapjan

Zf J=n=mn-1=mn-Card(]),
icl
P f(’L) = f(Z*) =n=nl= nCard(I)'
el

303
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Legyen m € N* olyan, hogy az &llitds igaz minden olyan I véges halmazra, amelyre
Card(l) = m.

Tegyiik fel, hogy I olyan véges halmaz, hogy Card(l) = m + 1. Legyen i, € I rogzitett
elem és I, := I\ {i.}. Ekkor Card(l,) = m, tehat az indukcios hipotézis alapjan

> f(i) =n-Card(L) =n-m,

i€l

P f(l) _ nCard(]*) — nm7

i€l
amibgl az N feletti miveletek értelmezése és 8.5.4. b) alkalmazasaval kovetkezik, hogy

S f) = (Zf(i))+f(z'*):n~m+n:n-(m+1):n~Card(I),

i€l 1€l

P @) = ( P f) f(i.) =™ -n=n" = n0n0. m

el 1€l

9.1.2. Allitas. Ha I nem tires véges halmaz és f olyan fiigguény, hogy I C Dom(f) és
f{I) CN, akkor

S r) =3 - Card(I 0 £}

iel JEfI)
P f)= P jemuniium,
iel JEI)

-1

Bizonyitds. Az ([ N f{{y }>> halmazrendszer particioja az I halmaznak, ezért az N
JjefI)

feletti Osszeadas altalanos asszociativitasa és 9.1.1. miatt

Sro= (X )= j-Cadn £,
el JEFI) iEIﬂ}1<{j}> JefID)

tovabba az N feletti szorzas altaldnos asszociativitasa és 9.1.1. miatt

P )= P ( P f(i)): p Ol f (b))

el JEHI) ie1n JefI)
teljesiil. W

9.1.3. Allitas. Legyen I nem iires véges halmaz, (J;)ier nem idires véges halmazok
rendszere, €s (f;);c; olyan fiigguényrendszer, hogy minden i € I esetén J; C Dom(f;)

és fi(J;) CN. Ekkor a J := H J; mem tires véges halmazra fenndll a

el
P (Y ) =3 (P fie)
i€l e veg Ciel
eqyenldséyg.
Bizonyitds. A 8.8.3. tétel nyilvanval6 kovetkezménye, az S == N, T := . és | = +

vélasztéssal. B
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9.1.4. Allitas. Ha (E)ic; olyan halmazrendszer, hogy I nem fires véges halmaz és
minden i € I esetén E; is véges, akkor az UEZ €s HEl halmazok is végesek, és fenn-
el el

Card( U E,) < Z Card(E;),
el 1€l

Card(HEi) = P Card(E;)

icl el

dllnak a

dsszefiiggések. Ha az (E;)icr halmazrendszer diszjunkt, akkor
Card(|JB) = Y Card(E).
iel iel

Bizonyitds. Az U E; és H E; halmazok végességét a 8.1.13. és 8.1.18. allitasokban méar
iel el
igazoltuk, ezért itt csak a szamossagokra vonatkozo Osszefiiggéseket kell bizonyitani.

(I) A halmazuni6 szamossagara vonatkozo formuldkat az I halmaz szdmossaga szerinti
teljes indukciéval bizonyitjuk.
Ha Card(I) =1 ¢és g € I, akkor I = {5} ¢s UEZ = Ejg, ezért 8.5.4. a) alapjan
iel
Card(UEi) = Card(Ej3) = Z Card(E;) = Z Card(E;).
i€l i€{f} el
Legyen n € N* olyan, hogy a halmazuni6é szdmossigira vonatkozo formulak igazak
minden olyan I véges halmaz esetén, amelyre Card(l) = n.

Legyen I olyan véges halmaz, hogy Card(/) = n + 1. Rogzitsiink egy i, € I elemet, és
értelmezziik az I, := I\ {i.} halmazt. Ekkor

) @
Card(|J 1) = Card( ( LEJI E)UE,:) < Card(|JE..) + Card(E;.) <

iel i€l
< Z Card(FE;) + Card(E;,) © Z Card(E;) = Z Card(E;),
i€l 1€l U{ix } iel

ahol

)
— az < egyenl6tlenségnél a 8.1.12. allitast alkalmazzuk az E := UEZ és I = E;,
iel
valasztéssal;

2)
— a < egyenlGtlenségnél felhasznaljuk az indukciés hipotézist az I, indexhalmazra,

amelyre Card([,) = n;

_ a2 egyenlgségnél a 8.5.4. b) allitasra hivatkozunk, amit az (N, +) félcsoportra
alkalmazunk.

1)
Ha az (E;);c; halmazrendszer diszjunkt, akkor itt az < egyenl6tlenség helyett egyenlség

2
all 8.1.14. miatt, és a < egyenl6tlenség helyett is egyenl&ség van, a diszjunkt rendszerre
vonatkoz6 indukcios hipotézis alapjan, ezért ekkor

Card(|JB) = Y Card(E).

1€l i€l
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(IT) A halmazszorzat szamossagara vonatkozo formulat az I halmaz szamossaga szerinti
teljes indukcidval bizonyitjuk.

Ha Card(I) =1és g € I, akkor I = {f3} és a
12— Es f=10),
i€l
leképezés bijekcio, ezért 8.5.4. a) alapjan
Card(HE) Card(Eg) = P Card(E;) = P Card(E;).
i€l i€{B} iel

Legyen n € N* olyan, hogy a halmazszorzat szamossagara vonatkozo formula igaz minden
olyan I véges halmaz esetén, amelyre Card(/) = n.

Legyen I olyan véges halmaz, hogy Card(l) = n + 1. Rogzitsiink egy i, € I elemet, és
értelmezziik az I, := I \ {i,} halmazt. Ekkor a

[12 - (I1E)x Bus £

el 1€,

L f(Z*))

leképezés bijekcio, ezért

Card(HEz) :Card(<HEi> X E) e (HE) Card (E;,) 2

el 1€, 1€l

@ ( P Card(E )) Card ()2 P Card(E) = P Card(E)),

i€l i€l U{ix} iel
ahol
— az 2 cgyenlségnel a 8.1.17.  allitést alkalmazzuk az E = [[E. ¢ F = E,
i€l
valasztéssal;

— az @ egyenl@ségnél felhasznaljuk az indukcios hipotézist az I, indexhalmazra, amelyre

Card(l,) =n

o Y egyenlgségnél a 8.5.4. b) allitasra hivatkozunk, amit az (N,.) félcsoportra
alkalmazunk. W

9.1.5. Allitas. Minden n € N* szdmra és véges halmazok minden (E;);c, rendszerére:

Card(U E) _ zn:(—nk—l ( S Card< N EU@)) (%)
i€n o€ (k;n) ick

teljesiil, ahol minden k < n természetes szamra M (k;n) a k — n szigorian monoton
novd fligguények halmaza.

Bizonyitds. A (x) egyenlGséget n szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Ez az egyenlség
n = 1 esetén trivialis, valamint n = 2 esetén minden Fj és F; véges halmazra

S (3 cun(()6a)) -

oe (k;2) ick

Z_Card<ﬂE ) Z Card(ﬂE >

oceM(1;2) ocEM(2;2) €2

= CELI‘d(Eo) + C&I‘d(E1> — C&I‘d(E() N El) = Card(Eo U El),
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ahol az utolso egyenl@ségnél felhasznéltuk a 8.1.12. allitdsban igazolt formulat.

Tegyiik fel, hogy n € N* olyan szam, hogy a (x) egyenlGség teljesiil véges halmazok
minden (F;);e, rendszerére. Vegyiik véges halmazoknak egy tetszéleges (FE;)icnt1 rend-

szerét. Ekkor
Card( U Ez) = Card((UEl) U En> @

i€n+1 i€en

:Card<UEi>+Card( Card((UE)ﬂE) @

en

@ (—1)k_1< Z Card(ﬂEg(i)>> + Card(E,,) — Card( U(EZ N En)) &)

k=1 oe M (kin) i€k i€n

® ( Z Card(ﬂE >>+Card(En)—

k=1 o€ (kin) i€k

—;(—1 ( Z Card(ﬂ mﬂE)))

o€ (kin) ick

3

—

3

— az = egyenlGségnél a 8.1.12. Aallitast alkalmaztuk az F = UEl és F' = E,
i€En

valasztassal;

- a © egyenlségnél az indukcids hipotézist alkalmaztuk az (E;);e, halmazrendszerre;

a2 egyenldségnél szintén az indukcios hipotézist alkalmaztuk az (E; N E,)ien
halmazrendszerre.

Nyilvanvalo, hogy minden 1 < k£ < n természetes szamra
M (k;n) ={o € M (k;n+1)n ¢ Im(0)},
tovabba vilagos, hogy a
{oc" e M (k+1;n+1)|o' (k) =n} = A (k;n); o |,
leképezés bijekcid. Ezekbdl kapjuk, hogy

S (Y cad(Eaw)) - Z< DY cad((Ew)).

k=1 o€ (k;n) ick o€ (kn+1) ick
n¢lm(o)

valamint

3

( 3 Card(ﬂ mEn))>:

k:l oeM (k;n) i€k
= (—1)k_1< Z Card( ﬂ Eo-l(i))> =
k=1 o' e (k+1;n+1) ick+1
o' (k)=n
n+1 n+1
= Z(—1)3< Z Card(ﬂEgl(i))): - Z(—1)3_1< Z Card(ﬂEU/(i)))
j=2 o'e(jin+1) i€ j=2 o'e (jin+1) 1€]7

o'(j—1)=n o' (j—1)=n
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Ez azt jelenti, hogy

n

S Y card(Eow) )+

@
&
=
(o
/N
&
N——
Il

ien+1 k=1 oM (k;n+1) i€k
n¢Im(o)
n+1
—i—Card(En) + Z(—l)j71< Z Card(ﬂEU/(i))>.
Jj=2 o'e (jin+1) €]
o' (j—1)=n

Tovabbé, nyilvanvalo, hogy

Card(E,) = Z Card( m EJ’(i)) ;

o' (1;n+1) 1€l
o’ (0)=n

valamint minden 2 < j < n + 1 természetes szamra

{o' e #(jin+1)o'(j =1) =n} ={o" € A(j;n+1)[n € Im(d")},

kovetkezésképpen
n+1 n+1
SE( Y cad(NEew)) =20 (X cad((NEaw)).
j=2 o'e (jin+1) i€] j=2 o€ (jin+1) i€j
o'(j—1)=n n€lm(c’)
vagyis
n+1
Card(B,) + (177 (Y Card((VEgy)) =
J=2 o'e (jin+1) €]
o' (j—1)=n
n+1
= (—1)j_1< Z Card(ﬂEU/(i)>).
Jj=1 o'e (jin+1) i€j
n€lm(c’)
Most figyelembe vessziik, hogy
n n+1
SED( Y cad(NEaw)) = Z< (Y cand((NEa)),
k=1 o€ (kn+1) ick =1 o€ (k;n+1) ick
n¢lm(o) n¢Im(o)

hiszen k = n+1 esetén .# (k;n+1) egyetlen eleme id,, 1, és természetesen n € Im(id,, 1),
igy a {oc € #(n+ 1;n+1)|n ¢ Im(c)} indexhalmaz tres, tehat

Z Card< ﬂ Eg(i)> =

oM (n+1;n+1) ien+1
n¢lm(o)
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Ezért irhato, hogy

Card( U EZ> =

ien+1
n+1 n+1
S0 cwd(NE)) + (Y cud((VEw)) =
k=1 oe (kin+1) ick j=1 o€ (jin+1) i€]
n¢Im(o) n€lm(o’)
n+1
=Sl Y cad(Ew)+ Y Card((VEaw) | =
k=1 oeM (ksn+1) ick o'e (kin+1) i€k
n¢lm(o) ne€lm(c’)
n+1
=S (Y cad((E)).
k=1 oM (kn+1) i€k

vagyis a () formula teljesiil n helyett n + 1-re is. B

9.1.6. Allitas. Han € N, és (ar)kefon], (br)reon) olyan N-ben halado rendszerek, hogy
minden k € [0,n] esetén ay < by, akkor

Zak < Zbk,
k=0 k=0

k=0 k=0
Bizonyitds. Az allitast n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.
Ha n = 0, akkor az a hipotézis, hogy ag < by, ezért 8.3.5. a) alapjan

n

dap=ay<bg=> b,
k=0

k=0

n n
Pak:aogbgzpbk.
k=0 k=0

Tegyiik fel, hogy az egyenlGtlenségek teljesiilnek az n € N szamra, és legyenek
(ar)keon+1], (bk)refon+1) olyan N-ben haladé rendszerek, hogy minden £ € [0,n + 1]
esetén a, < b,. Ekkor

n+1 n n n n+1
1 (2) (3) 4
Zak 9 (Z%) +apg1 < (Z%) +apy1 < (Zbk) + bpg1 @ me
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
ahol
- e @ egyenlgségeknél a 8.3.5. b) allitast alkalmazzuk az N feletti osszeadas
miveletre,

(2)
— a < egyenl6tlenségnél az indukcios hipotézist alkalmazzuk az (ag)refon] €5 (0k)refon]

rendszerekre, valmint felhasznaljuk a 7.9.2. allitéast,

(3)
— a < egyenlGtlenségnél ismét a 7.9.2. allitasra hivatkozunk.
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Hasonléan irhato, hogy

n+1 (1) n (2) n (3) n (4) n+1

P a = <P ak) “Qpt1 < (P bk) “Opt1 < (P bk) b1 = P b,

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
ahol
- az W és W egyenlSségeknél a 8.3.5. b) allitast alkalmazzuk az N feletti szorzas
miiveletre,

(2)
— a < egyenl6tlenségnél az indukcios hipotézist alkalmazzuk az (ax)refon] € (bk)refo.n]
rendszerekre, valmint felhasznéljuk a 7.9.5. allitast,

(3)
— a < egyenl6tlenségnél ismét a 7.9.5. allitasra hivatkozunk. W

9.2. Természetes szam felbontasa bazisrendszer szerint

9.2.1. Definicié. Egy N-ben haladé (dy)ken szigorian monoton névd sorozatot béazis-
rendszernek neveziink, ha dy =1, és minden k € N esetén dy osztoja dii1-nek.

Példaul minden a € N szamra, ha a > 1, akkor (a*)rey bézisrendszer, és a ((k+1)!)ren
sorozat szintén bazisrendszer.

Megjegyezziik, hogy ha (dy)reny bézisrendszer, akkor teljes indukcioval kénnyen
belathat6, hogy minden & € N esetén dj, > 2*. Valoban, ez az egyenlétlenség igaz k = 0
esetén, és ha k € N olyan, hogy d;, > 2%, akkor a bazisrendszer szigori monoton novése

d d
M1 > 2 tehét dyyy = ( 2“
k

teljesiil a k 4+ 1 szamra is.

miatt )dk > 2d;, > 2-2F = 281 vagyis az egyenlStlenség

k

9.2.2. Tétel. (Természetes szam felbontasa bazisrendszer szerint) Ha (dy)ken
bazisrendszer, akkor minden n € N* szamhoz egyértelmien létezik olyan m € N és olyan

(ck)kefo,m] rendszer, hogy minden k € [0,m] esetén ¢, € [{0, % — lﬂ , €sCy £ 0, és
k

m
n = E Ck:dk~
k=0

Bizonyitds. (Egzisztencia.) n szerinti teljes indukcioval bizonyitunk.

d
Az n := 1 esetben m := 0 és ¢y := 1 olyan természetes szamok, hogy ¢y < d_l — 1, és
0
n = Codo.
Legyen n € N olyan, hogy n > 2, és az allitas teljesiil minden n-nél kisebb, nem nulla
természetes szamra. Minden k € N esetén dy, > 2% > k, ezért {k € N|n < dyy1} # 0, igy
vehetjiik az
m :=min ({k € N|n < dy11})

természetes szamot. Az m szam minimalitasi tulajdonsidga miatt d,, < n. Nyilvanvalo,

dm .
hogy {j € [[1, d—H — 1]] ’ n<(j+ 1)dm} # (), igy vehetjiik a

cwimmin (i ] [ )

m
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természetes szamot. A ¢, szdm minimalitasi tulajdonsaga miatt ¢,,d,, < n, tehat 1 < ¢,
miatt dp, < cpdm <n < (¢ + 1)dp.

Ha ¢,,d,, = n, akkor minden £ < m természetes szamra legyen ¢, := 0, tehéat ekkor
(Ck)ke[o,m] olyan rendszer, hogy minden k € [0, m] esetén ¢, € HO, % — 1]] ,6s ¢y £ 0,
k
és
m—1 m
n=0+c,d, = Z cpdy + cpd,, = Z crdy,
k=0 k=0

vagyis az egzisztencia teljesiil.

Ha ¢,,d,, < n, akkor n — ¢,,d,, < n, igy az indukcios hipotézis miatt van olyan m’ € N

d
és olyan (cj)kejo,m rendszer, hogy minden k£ € [0,m] esetén c¢; € HO, ZH — 1]], és
k
¢, #0, és

m/

N — Cply, = Z crdy.

k=0
Ekkor m’ < m. Valoban, fennall a kovetkezd egyenlétlenség-lanc

!

Ay < ) idpy < Zc,@dk =N — Cpdm < (Cm + 1)dy, — cndi, = dp,
k=0

vagyis dpy < dp,, ezért m’ < m, hiszen a (dy)ren béazisrendszer szigortian monoton néve.
Most lathato, hogy

n=(n—cnpdn)+ cndny chdk+cm s

tehat, ha (ci)refo,m—1] 8z a rendszer, amelyre

o ¢. ,hak<m/,
e 0 ,ham+1<k<m-—1,

di41

A 1ﬂ teljestil, és

akkor a (cp)reqo,m) rendszerre minden k € [0, m] esetén ¢, € HO,
cm # 0, és

m’ m
n = g cndy, + Cndpy = E crdy
k=0 k=0

vagyis az egzisztencia teljestil.

(Unicitas.) ElSszor azt mutatjuk meg, hogy ha n € N*, és m € N olyan szam, valamint

d
(Ck)ke[o,m] Olyan rendszer, hogy minden k € [0, m] esetén ¢, € HO, %—lﬂ ,és ¢, # 0, 68
k
n = Z crdy, akkor sziikségképpen m = min ({j € Njn < d;11}), tehat m egyértelmien

k=0
van meghatérozva.

Valoban, 9.1.6. alapjan

= Zc Z (dkH ) Z dip1 — di) = dppy1 — 1 < dpny1,
0 k=0
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tehat m € {j € Njn < d;j41}. Masfeldl, ha j € N és n < d;4q, akkor 1 < ¢,,, miatt

m
A < de <) crdy =0 < dj,
k=0

ezért m < j+1, kiilonben a béazisrendszer monoton névése miatt d;; < d,, teljesiilne. Ez
azt jelenti, hogy m a {j € Nn < d;;1} halmaz legkisebb eleme. Ezzel m egyértelmtiségét
igazoltuk.

Legyen most m € N, valamint legyenek (cx)irepo,m] €s (¢ )refo,m] Olyan rendszerek, hogy
d m m

minden k € [0, m] esetén ¢, ¢j, € HO, % — 1]], és ¢ #0#£ ), 68 chdk = Zc,gdk.
k k=0 k=0

Meg fogjuk mutatni, hogy minden k& € [0,m] esetén ¢, = ¢,. Ha m = 0, akkor a
do = 1 feltétel alapjan a cody = c(dy egyenléség éppen azt jelenti, hogy ¢y = ¢j. Ezért a
tovabbiakban feltessziik, hogy m > 0.

El6szor azt igazoljuk, hogy c¢,, = c¢/,. Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik, hogy
cm # c): legyen példaul ¢, < ¢/ . Vegyiink olyan a € N* szamot, hogy ¢/, = ¢, + a.
Ekkor 8.3.5. b) kétszeri alkalmazasaval nyerjiik, hogy

m—1 m m m—1 m—1
(Z ckdk> +emdm= Z crdi= Z crdp= ( Z c,;dk> +c) = ( Z c,gdk> +emdmtad,,,
k=0 k=0 k=0

k=0 k=0

amibdl az 0sszeadas kancellativitasa miatt

tehat a > 1 folytan azt kapjuk, hogy

m—1 m—1
dp =12 crdy = ( Zc,;dk> + ady, > ady, > dp,
k=0 k=0

ami lehetetlen. Hasonlo érveléssel ellentmondasra jutunk akkor is, ha ¢,, < ¢,,. Ezzel
belattuk, hogy ¢, = ¢/,.

Tekintsiik most az E := {j € [0,m] | (V k € [j,m]) ¢ = c¢;} halmazt. Az el6zbek
alapjan m € E, igy E # (): legyen m, := min(E). Az m, = 0 kijelentés ekvivalens azzal,
hogy E = [0, m], ami éppen azt jelenti, hogy minden k € [0, m] esetén ¢ = ¢}.

Az m, = 0 egyenlGséget indirekt bizonyitjuk, tehat feltessziik, hogy m, > 1. Vildgos,
hogy m, € E miatt minden k € [m., m] szamra ¢, = ¢}, ugyanakkor az m, szam
minimalitasi tulajdonsdgabol kovetkezik, hogy c,,,—1 # ¢,, _;. Tegyiik fel példaul, hogy
Cm,—1 < €)1, 6s vegyiink olyan a € N* szamot, amelyre ¢;, _; = ¢p,,—1 + a. Ekkor

(35 ) o (55 o) S S ()« £ n).

k=0 k=my k=0 k=0 k=0 k=my
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m m
és g cpdy, = E cidy, 1gy az osszeadas kancellativitasat alkalmazva
k=m k=m

my—1 my—1
E Ck:dk = E C;;dk;
k=0 k=0

adodik. Ha m, = 1 volna, akkor ebbdl 8.3.5. a) és dy = 1 alapjan ¢y = ¢ kovetkezne,
holott a hipotézis szerint ¢y = ¢, -1 < ¢, _; = ¢j. Ezért m, —1 > 1, tehat a 8.3.5. b)
allitast kétszer alkalmazva kapjuk, hogy

(msx—1)—1 mx—1 my—1
Z dek + Cm*—ldm*—l = Z dek = Z Cédk =
k=0 k=0 k=0
(msx—1)—1 (msx—1)—1
= Z cde | + C/n*fldm*—l = Z cpdy | 4 Cmo—1dm,—1 + adp,, 1.
k=0 k=0

Ebbdl ismét az osszeadas kancellativitdsa alapjan

(ma—1)—1 (ma—1)—1
Z Ck:dk = Z C]/cdk + adm*,l
k=0 k=0
adodik. Ugyanakkor 9.1.6. alapjan
(msx—1)—1 (msx—1)—1 d (msx—1)—1
k+1 _ B _ B
Yooadi< > <d_k - 1> de= Y (dps1—dp) =dpy._1 — 1,
k=0 k=0 k=0
tehét a > 1 folytan azt kapjuk, hogy
(msx—1)—1 (msx—1)—1
dm*—l -1> Z dek = Z Cl;dk + adm*—l > adm*—l > dm*—h
k=0 k=0

ami lehetetlen. Hasonl6 érveléssel ellentmondésra jutunk akkor is, ha ¢, _; < ¢p,—1.
Ezzel belattuk, hogy ¢,,.-1 = ¢, ;. Ez viszont azt jelenti, hogy m, —1 € E, ami
ellentmond az m, szdm minimalitasi tulajdonsaganak. W

9.2.3. Kovetkezmény. (Természetes szam felbontasa a-alapi szamrendszer-
ben) Legyen a € N olyan, hogy a > 1. Minden n € N* szamhoz egyértelmiien létezik
olyan m € N és olyan (cy)reo,m] rendszer, hogy minden k € [0,m] esetén ¢, € [0,a —1]
és Cm # 0 és

m
n= E cpak.

k=0

Bizonyitds. Trividlisan kivetkezik az el6z6 tételbdl, a dy, := a* (k € N) valasztassal. B
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9.3. Primszamok és a szamelmélet alaptétele

A kovetkezs tétel el6tt emlékeztetiink arra, hogy P jeloli a primszamok halmazét
(7.11.6.).

9.3.1. Tétel. A primszamok halmaza végtelen.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, tehat feltessziik, hogy P véges halmaz. Természetesen

P +# (), igy képezhets az n := P p természetes szam. Vilagos, hogy n > 2, mert 8.5.4.
peP
b) és az egyenlStlenségek szorzasanak szabélya (7.9.6.) alapjan

n=( P p)2>1-2=2
peP\{2}
Ezért n+1 > 2 is teljestil, igy 7.11.7. szerint van olyan g € P, hogy ¢|(n + 1), tehat van
olyan a € N, amelyre n + 1 = ¢ - a. Ugyanakkor ¢|n, mert 8.5.4. b) alapjan

n= < P p) g,
peP\{q}
vagyis b:= P p € Nolyan, hogy n = ¢-b. Ekkor g-a=n+1>n = q-b, igy
pEP\{q}
a 7.9.5. allitds alkalmazasaval kapjuk, hogy a > b, vagyis létezik olyan ¢ € N*| hogy

a=>b+c (7.94.). Nyilvanvalo, hogy ¢-b+1=n+1=q-a=q-b+q-c, igy az
osszeadas kancellativitasa (7.7.3.) folytan 1 = ¢-c. Ebbdl viszont 7.7.6. ¢) alapjan ¢ = 1
kovetkezik, ami lehetetlen, mert ¢ primszam. W

9.3.2. Lemma. Legyen p € P és h : P »— N* olyan figgvény, amelyre Dom(h) nem
iires, véges halmaz. Ha p ¢ Dom(h), akkor pt P ¢"9.

geDom(h)
Bizonyitds. A Dom(h) halmaz szamossaga szerinti teljes indukciéval bizonyitunk.

Ha Card(Dom(h)) = 1, akkor létezik olyan ¢. € Dom(h), hogy Dom(h) = {q.}. Ekkor
8.5.4. a) szerint P ¢"9 = qf(q*), és p ¢ Dom(h) miatt p # q., igy a 7.11.12.
geDom(h)
allitasbol pt P ¢™9 hovetkezik.
geDom(h)

Tegyiik fel, hogy n € N* olyan szam, hogy az allitds igaz minden olyan h : P — N*
fliggvényre, amelynek definicios tartomanya véges és Card(Dom(h)) = n. Legyen
h : P — N* olyan fliggvény, amelyre Dom(h) véges és Card(Dom(h)) = n+1. Rogzitsiink
egy ¢« € Dom(h) elemet, és legyen h, : Dom(h) \ {¢.} — N* a h fiiggvény lesztikitése
a Dom(h) \ {¢.} halmazra. Mivel Card(Dom(h) \ {¢.}) = n, igy az indukciés hipotézis
szerint p 1 P ¢"@, tovabba p ¢ Dom(h) és ¢, € Dom(h) miatt p # q,, igy

geDom(h)\{g«}
7.11.12. alapjan p{qf(q*). Ezért az Euklidész-lemma (7.11.11.) alapjan
4 p qh*(q)> L),
g€Dom(h)\{g«}

Ugyanakkor 8.5.4. b) szerint

P 9= P qh<q>> Lghe) = P qh*m)) e,
g€Dom(h) g€Dom(h)\{gx} g€Dom(h)\{gx}

ami azt jelenti, hogy pf P ¢"9. R
geDom(h)
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9.3.3. Tétel. (A szamelmélet alaptétele) Minden n € N természetes szamhoz, n > 2
esetén egyértelmiien létezik olyan f : P — N* fiiggvény, hogy Dom(f) C P nem dres véges
halmaz és

n= P pf(p)'
p€Dom(f)

Bizonyitds. (Egzisztencia.) Teljes indukcioval igazoljuk azt, hogy minden n € N ter-
mészetes szamhoz, n > 2 esetén létezik olyan m € N és létezik olyan ¢ : [0,m] — P
fiiggvény, hogy

Ez n = 2 esetén az m := 0 és ¢g(0) := 2 valasztassal 8.3.5. a) alapjan igaz. Legyen
n > 2 olyan természetes szam, hogy az allitds minden n-nél kisebb, 2-nél nagyobb-
egyenl$ természetes szamra igaz.

Ha n € P, akkor az m := 0 és ¢g(0) := n vélasztassal az allitas 8.3.5. a) alapjan igaz.
Tegyiik fel, hogy n ¢ P, és legyenek a,b € N olyanok, hogy 1 < a,b<mnésn=a-b. Az
indukcios hipotézis szerint az allitds a-ra és b-re igaz, tehat léteznek olyan m,, m, € N
szamok és olyan g, : [0, m,] — P, valamint g, : [0, m,] — P fiiggvények, hogy

Ma mp
a= P g.(5), b= P 9()

j=0 k=0
Ertelmezve a

9a (1) , ha 0 <i < my;

0, me +myp + 1] = Py 10—
g9:1 b+ 1] {gb(i—(ma—i-l)) chame+1<i<mg+my+1

fliggvényt, 8.3.5. d) alapjan
Ma mp Mma+mp+1
n=a'b=< P%(J’))'( Pgb(j)>= P 90),
=0 k=0 i=0

tehéat az allitas n-re is igaz. FEzért az allitds minden n > 2 természetes szamra igaz.
Legyen n € N olyan, hogy n > 2, és az el6z6ek alapjan vegyilink olyan m € N szamot

és g : [0,m] — P fiiggvényt, amelyre n = P g(i). Ekkor 9.1.2. alkalmazasaval kapjuk,
=0

)

hogy
m —1
n— P g(l) — P g(z> — P pCard( g <{P}>)’
i=0 i€[0,m] pelm(g)

tehat, ha Dom(f) := Im(g) és értelmezziik az

f:Im(g) - N ps Card(g ({p}))

fiiggvényt, akkor Dom(f) C P nem iires véges halmaz (és Card(Dom(f)) < m + 1),
tovabba

n= P pf(p)’
peDom(f)

amivel az egzisztencia bizonyitasat befejeztiik.
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(Unicitas.) Legyenek f,g : P — N* olyan fliggvények, hogy Dom(f) és Dom(g) nem
iires, véges halmazok, valamint

P pf(p): P pg(z))'

pE€Dom(f) peDom(g)

Jelolje ezt a szamot n, tovabba minden p € Dom(f) esetén legyen

P ¢/  haDom(f)# {p};
a(p) := ¢ a€Dom()\{p}

1 , ha Dom(f) = {p},

valamint minden p € Dom(g) esetén legyen

P ¢, haDom(g) # {p};
b(p) :== < a€Dom(g)\{r}

1 , ha Dom(g) = {p}.

A 8.5.4. a) és b) allitasokbol kovetkezik, hogy minden p € Dom(f) esetén n = a(p)-p/®,
és minden p € Dom(g) esetén n = b(p) - pI®).

Most megmutatjuk, hogy Dom(f) = Dom(g). Legyen p € Dom(f) rogzitett. Mivel
f(p) > 1, igy van olyan k € N, amelyre f(p) = k + 1, tehat p/® = pF . p,
amibsl kovetkezik, hogy p | pf®. Ugyanakkor n = a(p) - p/®, igy p/® | n. Ezért

pln= P p® amibsl 9.3.2. alapjan p € Dom(g) kovetkezik. Ez azt jelenti,
pE€Dom(g)
hogy Dom(f) C Dom(g). Az f és g fiiggvények felcserélésével, teljesen hasonlo érveléssel

kapjuk, hogy Dom(g) C Dom(f). Tehat Dom(f) = Dom(g); legyen E ez a halmaz.

Végiil megmutatjuk, hogy minden p € F esetén f(p) = g(p). Legyen p € E rogzitett.
Ekkor a(p) - pf® =n = b(p) - p?®), és két eset lehetséges: E = {p} vagy E # {p}.

— Tegyiik fel, hogy E = {p}. Ekkor a definici6 szerint a(p) = 1 = b(p), tehat
pf® =n = pi®) Ha f(p) < g(p), akkor létezik olyan k € N, hogy f(p) + k = g(p), igy
a hatvanyozas azonossagai szerint p/® = p/® . pF De p # 0 miatt 7.7.9. a) alapjan
p/®) £ 0, igy a szorzas kancellativitasat alkalmazva kapjuk, hogy 1 = p*. Mivel p # 1,
igy 7.7.9. b) alapjan ebbdl k = 0 kivetkezik, tehat f(p) = g(p). Hasonldan kapjuk, hogy

9(p) < f(p) esetén g(p) = f(p).

~ Tegyiik fel, hogy E # {p}. Ekkor a(p) - p/™ =n = 0(p) - p’™. Ha f(p) < g(p),
akkor létezik olyan k € N, hogy f(p) + k = g(p), igy a hatvanyozas azonossagai szerint
a(p) - p’® = b(p) - p’® . p*. De p # 0 miatt 7.7.9. a) alapjan p/® #£ 0, igy a szorzas
kancellativitasat alkalmazva kapjuk, hogy a(p) = b(p) - p*. Ha k # 0, akkor p | p*, igy
p|alp) = P ¢/ ami 9.3.2. miatt lehetetlen. Ezért k = 0, kovetkezésképpen
q€Dom(f)\{p}

f(p) = g(p). Hasonlo érveléssel kapjuk, hogy ¢g(p) < f(p) esetén is f(p) = g(p).

Ezzel igazoltuk, hogy Dom(f) = Dom(g) és minden p € Dom(f) esetén f(p) = g(p),
tehat f=¢g. A

A szémelmélet alaptételét — kevésbé pontosan — tgy szoktédk megfogalmazni, hogy
minden 1-nél nagyobb természetes szam elGall primszamhatvanyok szorzataként, és az
ebben a szorzatban szerel6 primszamok a sorrendjiiktél eltekintve egyértelmtien vannak
meghatarozva.
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9.4. Faktorialisok és binomialis egytitthatok

A kombinatorika elemeiben kiilonféleképpen értelmezett véges halmazok szamossagat
hatarozzuk meg. Rendszerint gy jeloliink ki egy véges halmazt, amelynek a szamossaga-
ra vagyunk kivancsiak, hogy régzitiink egy véges halmazt, és el6irunk e halmaz elemeire
vonatkozoan valamilyen kivéalasztési feltételt, majd az adott feltételnek eleget tevs elemek
halmazat tekintjiik.

Az elemi kombinatorika szempontjabol kiilonésen fontos a kovetkezd definicio.

9.4.1. Definicié. Az 1 € N kezddpont és a
NxN—=N; (n,m)—m-(n+1)

fiigguény dltal elemi rekurzioval meghatdrozott N-ben haladd sorozat n-edik tagjdat n! jeloli
és ezt a természetes szamot n—faktorialisnak nevezzik.

Tehat 0! := 1 és minden n € N esetén (n + 1)! = n!- (n + 1), kévetkezésképpen

=0-1=1,
2A=11.2=1-2
31=21.3=1-2-3,
A1=31-4=1-2-34,

s.i.t. Konnyen lathato, hogy ha s az az N-ben halad6 sorozat, amelyre minden n € N

esetén
1 ,han=0,

SW=3 Pk han>o

k=1
akkor minden n € N szdmra, ha n > 0, akkor

s(n+1):nf)1k::(

k=1

TIT"U:

k) S(n+1) =s(n)- (n+1),

1

ugyanakkor s(0) = 1 miatt s(0+ 1) =s(1) = P k=1=1-1=s(0)-1=s(0)-(0+1),

amibdl az elemi rekurzioval elGallitott sorozatok egyertelmusege alapjan kovetkezik, hogy
minden n € N esetén s(n) = n!, tehat ha n > 0, akkor

nl=P k.
k=1
9.4.2. Definicié. Minden E halmazra &(E) jeloli az E — E bijekcidk halmazdt, és

S(FE) elemeit az E halmaz permutacidinak nevezzik.

Ha n € N, akkor G(n) helyett altalaban a &,, jelolést alkalmazzuk az n — n bijekciok
halmazénak jelolésére.

9.4.3. Allitas. Ha E véges halmaz, akkor &(E) véges halmaz, és
Card(6(F)) = (Card(E))!

teljestil.
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Bizonyitds. Nyilvanvalo, hogy &(E) C .7 (E; E), ezért S(E) végessége azonnal kovetke-
zik az 8.1.21. és 8.1.8. allitasokbol.

Az &(F) halmaz szamossagéara vonatkozo egyenlséget az E véges halmaz szamossaga
szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk, tehat azt igazoljuk, hogy minden n € N szamra és
minden F véges halmazra, ha Card(E) = n, akkor Card(&(FE)) = nl.

Ha n = 0, akkor E = (), kovetkezésképpen S(F) = {0} =: 1, tehat Card(S(E)) =1 =:
0! = (Card(E))!.

Legyen n € N olyan szam, amelyre teljesiil az allitas, és legyen E olyan véges halmaz,
amelyre Card(E) = n+ 1. Rogzitsiink egy a € E elemet, és legyen E' := E '\ {a}. Ekkor
Card(E’) = n, tehat az indukcios hipotézis szerint Card(S(E")) = nl. Nyilvanvalo, hogy

S(E) ={f € 6(E)|f(a) #a} U{f € &(E)|f(a) = a},
és itt a jobb oldalon két diszjunkt halmaz &ll, ezért 8.1.14. alapjan
Card(S(E)) = Card({f € 6(E)|f(a) # a}) + Card({f € S(E)[f(a) = a}).
Ha f € &(E) és f(a) = a, akkor nyilvanvaléan f|g € S(E'), és az
{f €6(E)f(a)=a} = S(E); [ flz
leképezés bijekeio, ezért az indukceios hipotézis alapjan
Card({f € &(F)|f(a) = a}) = Card(&(E')) = n!.

Vezessiik be az & := {f € S(E)|f(a) # a} jelolést. Ekkor az eléz6ek alapjan irhatjuk,

hogy
Card(S(F)) = Card(&) + nl.

Ertelmezziik a kovetkezs leképezést:

¢:&—FE; [ f(a).
-1
Vilagos, hogy o’ € E' esetén ¢ ({a'}) = {f € &(E)|f(a) = a’}, és nyilvanval6, hogy a
-1
C{a'}) = F(ESEN{d'}); [ fle

leképezés bijekcio CI>1 ({d'}) és az E' — FE\ {d'} bijekciok halmaza kézott. Ugyanakkor,
o € E' esetén az E \ {a'} halmaz ekvipotens E’-vel, ezért az E' — E \ {a’} bijekciok
halmaza ekvipotens az E' — E’ bijekciok halmazéaval, vagyis G(E’)-vel. Ezért a 6.8.2.
allitas szerint & és E' x S(E') ekvipotensek, tehat 8.1.17. és az indukcios hipotézis
alapjan

Card(&) = Card(FE') - Card(&(E')) = n - nl,

amibdl kovetkezik a bizonyitandé
Card(6(E)) =n-nl4+nl=nl-n+nl=nl-(n+1) = (n+1)! = (Card(E))!

egyenlGség. M

Ha F véges halmaz, akkor a &(F) hatvanyhalmaz is véges (8.1.22.), tovabba véges
halmaz minden részhalmaza véges (8.1.8.), ezért értelmes a kovetkezs definicio.
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9.4.4. Definicié. Minden k,n € N szdamra

(Z) = Card({H € 2(n) | Card(H) = k}),

. n z z z z ’ s N ’ z z
vagyis | , | azn természetes szam k-szdmossdagu részhalmazar halmazdnak szamossdga.

Ezeket a természetes szdmokat binomialis egyiitthatéoknak nevezzik.

9.4.5. Allitas. Minden k,n € N szdmra,
— ha k <n, akkor

— ha k > n, akkor

(9

Bizonyitds. Megallapodunk abban, hogy a bizonyitasban #(X;Y) jeloli az X — Y
bijekciok halmazat és . (X;Y) jeloli az X — Y injekciok halmazat.

Legyenek k,n € N olyan természetes szamok, hogy k& < n. Ha f € %B(n;n), akkor
az flg + k = nés floge : n\ k — n leszikitett fiiggvények olyan injekciok, hogy
Im(f|r) NIm(f|n\k) = 0. Vilagos, hogy f € ZB(n;n) esetén f = (f|x) U (f|nk). Tovabba,
ha (g, h) olyan par, hogy g : k — n injekci6 és h : n\k — n injekcio, és Im(g)NIm(h) = (),
akkor az [ := g U h halmaz olyan n — n bijekci6, amelyre f|, = g és flax = h. Ez azt
jelenti, hogy az

P(n;n) = {(g,h) € F(kin) x F(n\ k;in) | Im(g) NIm(h) = 0F; f = (fle, flare)
leképezés bijekcio, amibdl 9.4.3. alapjan kapjuk, hogy
n! = Card(#(n;n)) = Card({(g,h) € F(k;n) x Z(n\ k;n) | Im(g) N Im(h) = 0}).

Konnyen lathato, hogy

{(9.h) € F(k;n) x #(n\ kin) | Im(g) N Im(h) = 0}
— U (@B H) x B\ kin\ H)),

HCn
Card(H)=k

és nyilvanvalo, hogy itt a jobb oldalon diszjunkt halmazrendszer unidja all. Ebbél a 8.7.1.
és 8.1.17. allitasok, valamint a binomidlis egyiitthatok értelmezése alapjan kapjuk, hogy

nl= Y (Card(B(k;H))- Card(B(n\ k;n\ H))) =

HCn
Card(H)=k
= Y K-k =Kk Y 1:k:!-(n—k:)!-<n),
HCn HCn k
Card(H)=k Card(H)=k

amit bizonyitani kellett. W
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9.4.6. Kovetkezmény. Minden k,n € N szdmra, ha k < n, akkor k! - (n — k)! nem
nulla osztdja n!-nak, és

(1d. 7.11.3)).

9.4.7. Allitas. Legyenek k,n € N, és jelolje A (k;n) a k — n szigorian monoton novd
figgvények halmazdt, valamint . (k;n) a k — n injektiv figguények halmazdit.

a) Az M (k;n) — P(n); o Im(o) leképezés bijekcio az A (k;n) halmaz és azn halmaz
k-elemi részhalmazainak halmaza kézétt, és fenndll a

Card (A (k;n)) = (Z)

egyenlé’ség
ooolo € G halmazrendszer diszjunkt, és
oc M (k

I (k;n) = U {oo0o|o € &},

oM (kin)

tovdbbd fenndll a
Card (7 (k; n)) = k'(Z)
eqyenldséy.

Bizonyitds. a) Ha o € . (k;n), akkor o injektiv, tehat o bijekcio k és Im(p) kozott,
igy Card(Im(p)) = k, tehat a vizsgalt fiiggvény az n halmaz k-elemi részhalmazainak
halmazaba érkezik. Tovabba, az . (k;n) — Z(n); o — Im(p) leképezés injektiv, mert
ha 0,0 € #(k;n) és Im(p) = Im(¢'), akkor o™ o ¢’ : k — k szigoriian monoton
nove bijekeio, igy 6.13.11. alapjan o' o ¢ = idy, tehat o = ¢/. Ebbdl és a binomialis
egylitthatok definiciojabol kovetkezik, hogy a) bizonyitasahoz elég azt igazolni, hogy a
M (k;n) — P(n); o+ Im(p) leképezés rdképez az n halmaz k-elemi részhalmazainak
halmazara.

Legyen H C n olyan halmaz, amelyre Card(H) = k, és vegyiink olyan f : k& — H
fiiggvényt, amely bijekcio. A 8.2.4. allités szerint van olyan o € &, hogy a 9 :== foo:
k — H figgvény szigortian monoton névs, tehat o € 4 (k;n) és Im(o) = Im(f) = H.
Ez azt jelenti, hogy az . (k;n) — Z(n); o — Im(p) fiiggvény raképez az n halmaz
k-elemi részhalmazainak halmazara.

b) Az el6z6 bekezdésbdl kovetkezik, hogy minden f € . (k;n) esetén van olyan o € Gy,
hogy 0 :== foo € M(k;n), igy f = (foo)oo ! € {pod|o’ € &}, tehat fennall
az. S (k;n) C U {ooc|loc € &} Osszefiiggés. A forditott tartalmazas nyilvanvalo,
o€ (k;n)

igy itt egyenlgség all. Tegyiik fel, hogy 0,0 € # (k;n) és {poo|loc € S} N{d oc|o €
Si} # 0. Ekkor vehetiink olyan 0,0’ € &, permutéaciokat, amelyekre po o = ¢ o o/,
tehat ()"l oo = 0’ oo™! 1 k — k szigortian monoton névé bijekcio, igy 6.13.11.
alapjan o' o ¢’ = idy, tehat o = ¢’. Ez azt jelenti, hogy a ({poo|o € Gk})ge//[(k;n)
halmazrendszer diszjunkt, ezért 8.7.1. alkalmazasaval kapjuk, hogy

Card (S (k;n) Z Card ({ooolo € &i}).
o€ M (k;n)



9.4. FAKTORIALISOK ES BINOMIALIS EGYUTTHATOK 321

Nyilvanvalo, hogy minden ¢ € #(k;n) esetén az Sy — {pooloc € &}; 0 — poo
leképezés bijekcio, igy 9.4.3. szerint Card ({oo oo € &;}) = Card(&;) = k!. Ebbdl
9.1.1. és az a) allitas alkalmazasaval adodik, hogy

Card (. (k;n)) = k!Card (4 (k;n)) = k'(Z) n
9.4.8. Allitas. Minden k,n € N szdmra, ha k < n, akkor

() ()= G2)

Bizonyitds. Ha (k,n) € N x N és k <n, akkor 7.11.4. b) alkalmazéséaval kapjuk, hogy

n B n! n!(n — k) nl(n — k)
k+1)  (k+D!n—(k+1))  (k+Dn—(k+1)n—-Fk (k+1)(n—k)!

ny n! B nl(k +1) o onl(k+1)
k) TR

n—k)!  Eln—-kk+1)  (k+1)!(n—k)
Ezekbdl az egyenléségekbdl 7.11.4. a) alapjan kapjuk, hogy

( n )+(n):( nl(n — k) N nl(k+1)  nal(n—Fk)+nl(k+1)

k41 k k+Din—k)! " (k+Dn—k)!  (k+Dl(n—k)
~ onln+1) (n+1)! (n+1
S k+D!n—k)! k+D((n+1)—(k+D) \k+1)

hiszen (n —k)+ (k+1)=n+1ésn—k=(n+1)—(k+1). R

Az egész szamok halmaza felett a + (Osszeadés) és - (szorzas) miiveletek kommuta-
tivak és asszociativak. Megallapodunk abban, hogy ha m,n € N, m < n és f olyan
fiiggvény, hogy [m,n] C Dom(f) és f{[m,n]) C Z, akkor a

> k)= + f(k)

P fk)= - f(h)

k=m k=m

definiciokat, illetve jeloléseket alkalmazzuk. Tovabba, ha I nem iires véges halmaz és f
olyan fliggvény, hogy I C Dom(f) és f(I) C Z, akkor a

> f) =+ f(i)

i€l €l
P f(i):= - f(@)
icl iel

definicidkat, illetve jeloléseket alkalmazzuk.
9.4.9. Allitas. Ha a,b € Z, akkor minden n € N esetén
(a+b)" = i ") gk ot
k=0 k

teljesil. (Binomialis formula Z-re)
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Bizonyitds. Rogzitett a,b € Z esetén n szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Ha n = 0,

0
0
akkor (a +b)" :=1 és Z (k) a®?7F = 1. Legyen n € N olyan, amelyre igaz a formula.

k=0
Ekkor a Z feletti hatvanyozas értelmezése és a Z feletti miiveletek tulajdonsagai, valamint

az indukciés hipotézis miatt

(a+b)"" = (a+b)"(a+b) = (Zn:( ) atb" ’“) (a+b) =

_ ( i (") ak+1bnk> ( ( >&kbn+1k) _
k
k=0 k=0
n—1
_ Y kripn—k ntl Y kin+i-—k ntl _
(Z() b >+a (Z(k> b >+b =
k=0 k=1
— ( - ( )a]bn-‘rl ]) +an+l n kbn-l—l—k) +bn+1 —
A 7 —1
Jj=1 1
_ n n aFpnti—k pntl —
(S0 ()

n n+1
RIS ( Z (” _]: 1) akbn—l-l—k) Lot = Z <”‘£ 1) akpm D=k

k=1 k=0

SII

vagyis az egyenlGség teljesiil az n + 1 szdmra is. W
9.4.10. Kovetkezmény. Minden n € N esetén
" (n
= 2"
> (1)
k=0
Bizonyitds. A binomialis formula szerint
- n _ - n kqin—k __ n __ on
Z@ _2@1 o= m
k=0 k=0
9.4.11. Kovetkezmény. Minden n € N esetén
zn:(—l)k’(Z) _ { 1 , han=0;
prt 0 , han#0.
Bizonyitds. A binomiélis formula szerint
a n " (n
-1 k — -1 klnfk — -1 1" = On
(1) =3 () v = sy -0
k=0 k=0
és n # 0 esetén 0" = 0, valamint (a hatvanyozas definicioja szerint) 0° := 1. W

9.4.12. Allitas. Tekintsiik a kovetkezd figguényeket:

C:ZN =78 ; s <nr—>zn:<7;)s(k)>

T:7Z8 =78 s (ne— (=1)"s(n)).
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Ekkor teljestilnek a kévetkezdk.

a) T bijekcio és T~ =T.

b) CoT :ZN — ZN bijekcio és (CoT) ™t =CoT.
c) C bijekcid és C' =ToCoT.

Bizonyitds. a) Ha s € ZN, akkor minden n € N esetén

(T o T)(s))(n) = (T(T(s)))(n) := (=1)"(T(s))(n) := (=1)"(=1)"s(n) = s(n),

ami azt jelenti, hogy T o T = idyy, ezért T bijekci6 és Tt =T.
b) Ha s € ZN, akkor minden n € N esetén

(CoT)(s)(n) = (C(T(s))(n) =) (Z) (T'(s)) (k) := (Z) (=1)"s(k).

k=0

Ebbél kévetkezik, hogy s € ZN és n € N esetén

ahol
- az L egyenlGségnél a 8.4.2. allitasban felirt felcserélési formulat alkalmazzuk;

- a @ egyenlGségnél adott 0 < j < n esetén a k Osszegzbindexrdl attériink az [ := k — )
OsszegzoGindexre;

- a ® egyenl@ségnél a binomialis egyiitthatokat felirjuk faktoridlisokkal és egyszertisi-
tiink a (j +{)! szammal;

4 ) : . .
G egyenlGségnél felhasznaljuk azt, hogy az elézd allités szerint minden 0 < j < n

esetén 4
i(—l)l n—j\_J1 ,ha j =n;
l 0 ,haj<n

1=0
Ezzel belattuk, hogy (CoT)o (CoT)=idyn, igy CoT bijekci6 és (CoT) ' =CoT.
c) A b) allitasban igazolt (C'oT)™! = C o T egyenl6séget jobbrol komponélva T-vel, és
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figyelembe véve a)-t kapjuk, hogy CoT) toT =Co (T oT)=C, ezért a C: ZN — ZN
fliggvény is bijekcio. Ebbdl a C'o (T o C'oT) = idzn egyenldség alapjan kovetkezik, hogy
C'=ToCoT. Ez azt jelenti, hogy minden s € Z" és n € N esetén

(€ s))n) = <—1>”Z<—1>R(Z>s<k>. .

k=0

9.4.13. Kovetkezmény. Ha m,n € N, m > n, és S,,,, az m — n szirjekciok halmazd-

nak szamossdga, akkor
n n .
S = E (—1) (k:) (n—Fk)™.

k=0

Bizonyitds. Elgszor az 9.4.12. &llitasban bevezetett C' fliggvényt alkalmazva igazoljuk,
hogy minden m, p € N szamra, ha p < m, akkor p™ = C((Spm.n)nen)(p) teljesiil.

Legyenek m,p € N olyanok, hogy p < m. Ekkor fennall az

Fmip)=J) U {feZmH)m(f)=H}
kZOCar(}iI(%p):k

egyenldség, és természetesen {f € % (m; H)|Im(f) = H} ekvipotens az m — Card(H)
sziirjekciok halmazéaval, ezért Card({f € F#(m; H)|Im(f) = H}) = Sp caram)- EbbS]
kovetkezik, hogy

k=0  HCp k=0
Card(H)=k
Most minden m € N esetén értelmezziik az s, := C ((Smx)ken) sorozatot, ahol C a

9.4.12. allitasban bevezetett fiiggvény. Az el6zGek szerint minden m,p € N esetén, ha
p < m, akkor s,,(p) = p™. Ha m € N, akkor s,, definici6ja és 9.4.12. c) szerint

(Sm,k)keN = Cil(Sm) = (T oCo T) (Sm)
Ezért m,n € N és n < m esetén
Smm = ((ToCoT)(sp)) (n) = (=1)" (j) (T'(sm))(j) =
=3 (?)ﬂ =2 (n " k) (n— k)" = Z(—w’f(}j) (n— k)™,
amit bizonyitani kellett. B

9.4.14. Kovetkezmény. Ha n € N, és p, azon f : n — n biyekciok halmazanak szd-
mossdaga, amelyekre minden k € n esetén f(k) # k, akkor

pu = (-1) (Z) (n =)\

k=0
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Bizonyitds. Emlékeztetiink arra, hogy minden E halmazra G jeloli az E — FE bijekciok
halmazat. Nyilvanvalé, hogy minden n € N szadmra

&, =J U {(res.lH={ienlf()=7}}
k:OCarﬁl(%In):k

Ugyanakkor n € N esetén minden H C n halmazra az

{feGulH=Ajenlf()=it}={fe€Cuul(Vien\H): f(j)#i}: [ flou

leképezés bijekcio, ezért

Card({ fe6, | H={jen|f(j)=7}}) =
= Card ({ feGuu| (Vien\H): f(j)#] }) = Pn—Card(H)-

Ebbdl kévetkezik, hogy minden n € N esetén
“(n a n " (n
' = = prm— =

Ez azt jelenti, hogy ha s := C((p)ken), ahol C' a 9.4.12. &llitasban bevezetett fliggvény,
akkor minden n € N esetén s(n) = n!. Ugyanakkor (py)ren = C7(s), tehat 9.4.12. ¢)
alapjan minden n € N esetén

P = (C719)) (1) = (T CoT)s)) (1) = (-1)" Y <Zl> TE)) =
BRI @‘7 = (n - k) (n=B) = k0<—1>’“(z> (0= B,

amit bizonyitani kellett. ll

9.5. Polinomialis egytlitthaték és a polinomialis tétel

A binomiélis egyiitthatok természetes altaldnositasai a polinomidlis eqyiitthatok. Ezek
bevezetését késziti eld a kdvetkezs lemma.
9.5.1. Lemma. Ha m,n € N*, és o = (), € N, és Zai = n, akkor a P (ay!)
iem 1Em
szdm osztdja n!-nak.
Bizonyitds. Rogzitett n € N* mellett, m szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. Az allitas
nyilvanvaléan igaz, ha m = 1 = {0}, mert minden o € N! elemre az ay = Z a;=n

1€{0}
egyenldség maga utan vonja, hogy P (ay!) = ap! = nl.
1€{0}
Az 4llitas m = 2 = {0,1} esetén is igaz, hiszen ekkor minden o € N? esetén, ha

g + a1 = n, akkor

P () = aplag! = apl(n — ag)!,
1€{0,1}
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és tudjuk, hogy ez a szdm osztdja n!-nak.

Legyen m € N olyan, hogy m > 2 és m-re teljesiil az allitds. Rogzitsiink egy o =
(Ci)jem € N™*! rendszert, amelyre Z a; = n, és vezessiik be azt az f := (5;)iem € N™

iem+1
rendszert, amelyre minden ¢ € m esetén

B; ,hai<m—1;
52'2:{

Om_1+ @, ,hait=m—1.

Nyilvanval6, hogy
Zﬂzz < Z 62) +ﬁm—1 = ( Z ai) + Q1 + Qg = Z a; =N,
1EM €Em—1 iem—1 em+1
igy az indukcios hipotézis szerint a P (5;!) szam osztoja nl-nak, tehat (egyértelmiien)

1EM

létezik olyan a € N, hogy

m=aP ) =al P (B))6nrt=a( P (@) (@ns+am) = gnotag (9.1)

eEm em—1 em—1

—a( P <ai!>)aml!am!<“m—;:“m>:a( P <ai!>)<o"”‘;:“m>,

€Em—1 €Em—+1

ahol felhasznaltuk az

Qm—1 + (077%)
(-1 + ap)! = ozm_llozm!< N )
m

egyenlgséget. Tehat a P («;!) szam osztoja nl-nak. B
iem+1

9.5.2. Definicié. Ha m,n € N* és a = (ay),.,,, € N™ olyan, hogy Zai =n, akkor

1EM
ny n!
al T P (o))’

i€Em
és az igy értelmezett természetes szamokat polinomidalis egyiitthatoknak nevezziik.

A binomialis egyiitthatok alkalmazasaval tudtuk megfogalmazni a binomialis tételt
Z-re. Most a polinomialis egyiitthatok segitségével megfogalmazhatjuk a polinomidlis
tételt.

9.5.3. Tétel. Legyenek m,n € N*, és legyen 1, ,, = { a e N” ‘ Zai = n} Ekkor

em
minden (;)iem € Z™ esetén fenndll a

(X=) =X (Z) P o

i€m a€lm.n iem

egyenldség. (Polinomialis formula Z-re)
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Bizonyitds. Rogzitett n € N* mellett, m szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Az allitas

nyilvanvaloan igaz, ha m = 1 = {0}, mert minden (z;);c0y € Z' esetén ( Z x; "t xy,
1€{0}
ugyanakkor minden o € N! elemre a Z a; = n egyenlGség maga utan vonja, hogy
ie{0}
ag = n, tehat
Z (Z) Pz} =ay.
a€ly n i€{0}

Az allitdés m = 2 = {0, 1} esetén is igaz a binomialis tétel szerint, hiszen ekkor minden

(2:)iefoy € Z? esetén ( Z $Z> = (zo + x1)", ugyanakkor az
ic{0,1}

L, —[0,n]; a— a
leképezés nyilvanvaloan bijekcio, és ha a € Iy, akkor

ny n! om0 n! (n
al P () agly! apgln—ap)!  \ag)’

1€{0,1}

kovetkezésképpen
n i "\ &k n—k
> (1) Poare % (et
a€ly i€{0,1} ke[o,n]
tehat a binomialis tétel szerint a bizonyitando6 egyenlGség két oldala egyenld.

Legyen m € N olyan, hogy m > 2 és m-re teljesil az allitds. Rogzitsiink egy
(Ti)iemy1 € Z™V! rendszert, és vezessiik be azt az (y;)iem € Z™ rendszert, amelyre
minden ¢ € m esetén

T ,hai <m—1;
Yi =

Tm-1+ Tm ,hai=m—1.
Nyilvanvalo, hogy
(2 o) =(( 2 @) tomrron) = (( X w)tm) = (Xu)

iem+1 iem—1 €m—1 eEm

ezért az indukcios hipotézis és a binomiélis tétel alapjan:

(S0 -(S0) - 2 () B

iem+1 iem BELm,n iEm
n _ n _
=D, (5)< P )y = Y (ﬁ)( P o) (emo +am) " =
B€lm,n iem—1 BELm.n i€m—1

N Belzm (g) <i€5—1$fi) <’v€1§3ml (B:o_l)nglng -
()

/Belm,n 'YGI?,Bm_l
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Vezessiik be az

P={ 6| Bel)rtens.,)

halmazt, és minden § € I,,,,, esetén legyen
T/B = { (ﬁ77) ‘7 E :[27/877L—1 } :

Vilagos, hogy ﬁﬁ)ﬁel olyan diszjunkt halmazrendszer, hogy I = U 15. Tovabba

BELm,n
nyilvanval6, hogy minden f € I,,,,, esetén az

Is = L, s (B,7) =7

leképezés bijekcio. Ebbdl kévetkezik, hogy

> | X (Z) (5’;‘01>( P af)ap ) | =

ﬁelm,n '7612,,8,,”71 i€m—1

-3 ()R )

(B)€l
A bizonyitast azzal fejezziik be, hogy egy alkalmasan valasztott bijekciot értelmeziink I
és L4, koOzott.

Legyen ® : I — N1 az a leképezés, amelyre minden (3,7) € I esetén ®(3,~) € N™+!
az a rendszer, amelyre minden ¢ € m + 1 indexre

B; ,hai<m—1;

O(B,7)i =% v ,hai=m—1;
Y1 ,hai=m.

Vilagos, hogy minden (3,7) € I parra 8 € I, és Yo + 71 = Bp_1 miatt

Z O(5,7v): = Z Bi+v+71n = Z Bi + Bm—1 = Zﬁz’ =n,
i€Em-+1 €Em—1 i€Em—1 1Em
ezért ®(B,7) € Iypy1n. Tehat & : 1 — L4, fiiggveny.

Legyen ¥ : I,.1, — N™ x N? az a fliggvény, amelyre minden a € 1,11, esetén
U(a) = (B8,7), ahol minden i € m indexre

B, = Q; ,hai<m—1;
‘ Om_1+ @y, ,hat=m—1,

valamint 7o := -1 és 71 = . Ha a € L,41,, és Y(a) = (B,7), akkor ¥ definicioja
szerint

Zﬁiz Z Bi + Bm-1 = Z O + Q1 + Qo = Z o =M,

iem iem—1 iem—1 iem+1

vagyis B € Ipn, 689 +71 = Amo1 + @ = B, ezért U(a) = (8,7) € I. Tehat
U Ly, — 1 fliggvény.

Kénnyen ellenérizhets, hogy Wo® = id; ¢s oW =idy,, ., ,,, tehat P : I— L 41., bijekcid
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(és természetesen @~ = W). Tovabba, ha (3,7) € I, akkor a polinomialis egyiitthatok
és a P fiiggvény definicidja szerint

n\ (Pm- n! Brn—1! n! B1!
<B>( o > - (Em(ﬁz')> (70'71'> B <( P (5 )>5m1!> (70!71!> -
n! B
(P @)t _< )

iEém—1

valamint

(P )epagi= p 20

i€m—1 1€m—+1

Tehat a Z-beli 6sszeadas altalanositott kommutativitasat alkalmazva kapjuk, hogy

(2= (5)(")

P xﬁz) ;erL)_ :L"Yl —

iemtl (B)el vem—t
_Z< 5>>P‘”i R (a)Px’q’
(Byy)€el i iem+1 a€lmiin iem+1

amivel az indukcios bizonyitast befejeztiik. B

9.6. Elemi aritmetikai fliggvények

9.6.1. Definici6. Az N* — N figgvényeket elemi aritmetikai fliggvényeknek nevez-
ziik, €s ezek halmazdt A jeloli, tehdt

2A:= F (N N).

9.6.2. Definicié. Minden f,g € A esetén f® g jeloli azt az elemi aritmetikai fligguényt,
amelyre minden n € N* esetén

(feg)m) =Y f@dg (%)

deN*
din

ésaz f®wg € A fligguényt az [ és g elemi aritmetikai fligguények Dirichlet-szorzatanak
nevezziik. Tovdbbd, az
AxA=A (f,9)—~> [®g

leképezést az 2 feletti Dirichlet-szorzasnak nevezziik.

9.6.3. Allitas. A Dirichlet-szorzds asszociativ, kommutativ, neutrdliselemes, és disztri-
butiv az dsszeaddsra nézve. Tovdbbd, a

1 , han=1,

0:N"=N;, n—
0 ,han#1

elemi aritmetikar fliigguény a neutrdlis elem a Dirichlet-szorzdsra nézve.
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Bizonyitds. (I) A ® miivelet asszociativitasanak bizonyitdsahoz legyenek f,g,h € 2 és
n € N*. Ekkor

(Fogenm=3(Fean (") = §3<§Zfd 9 (5 )>(Z)=

de|N* de|N* d’eN*

= 3 sa(F)n(3) = T A 0
d 9 7

(d,d")eln (d,d")eln

ahol bevezettik az
I, :={(d, d’) € N* x N*|(d|n) A (d’\d)}

halmazt, és az

Fo,: I, —»N; (d,d)~ f(d)g <§)h<g>

fiiggvényt. Tovabbé

(f@(g@h)(n)=>_ fld(g®h) ( )sz(d)( > g(d’)h<(n(§,d)>> =

deN* deN* d' eN*

din din d'|(n/d)

= 30 e (Gg) = 3 Guld.d), @)
(d,d)E Ty (d,d')E T

ahol bevezettik a
Ju = {(d.d') € N* x N°|(d}n) A (] (n/d)))

halmazt, és a

Cot =N, () o F(Dgldh ()

fiiggvényt.
Ha (d,d') € I,,, vagyis d|n ¢s d'|d, akkor az oszthatoség-relacié tranzitivitasa miatt d'|n
és (d/d")|(n/d'), tehat (d',d/d") € J,, igy jol értelmezett a
o:1,— Jy; (d,d)— (d