
 

 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο
 

ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ 
 
 
 
 
  
1.1 Εισαγωγή  
 

Στην Θεωρία Πιθανοτήτων, ξεκινάµε από το λεγόµενο πείραµα δηλαδή µια 
διαδικασία η οποία µπορεί να επαναληφθεί θεωρητικά άπειρες φορές, κάτω από 
τις ίδιες ουσιαστικά συνθήκες, και στο τέλος της οποίας παρατηρούµε ορισµένα 
αποτελέσµατα. Για παράδειγµα η ρίψη ενός νοµίσµατος µε δυό όψεις, η ρίψη 
ενός συµµετρικού ζαριού, ο αριθµός των αεροπλάνων που φθάνουν σ’ ένα αερο-
δρόµιο µέσα σ’ένα καθορισµένο χρονικό διάστηµα, το ύψος των παιδιών ενός 
παιδικού σταθµού ή ο αριθµός των γεννήσεων σε µια περιοχή της χώρας για ένα 
δοσµένο χρονικό διάστηµα µπορούν να θεωρηθούν πειράµατα.  
 

Τα πειράµατα µπορούν να χωρισθούν σε δυό µεγάλες κατηγορίες, τα καθορι-
στικά (deterministic) και τα λεγόµενα πειράµατα τύχης (random). 
 

Καθοριστικά λέγονται τα πειράµατα εκείνα τα οποία έχουν ένα δυνατό απo-
τέλεσµα, που είναι γνωστό πως θα συµβεί, πριν ακόµα εκτελεστεί το πείραµα, 
και έτσι είναι φυσικό να µην παρουσιάζουν ενδιαφέρον. Παράδειγµα ενός τέ-
τοιου πειράµατος είναι το εξής: Εάν κάποιος τοποθετήσει ένα ποτήρι µε νερό σε 
περιβάλλον θερµοκρασίας κάτω των 00 Κελσίου τότε το νερό θα γίνει πάγος 
(αποτέλεσµα µοναδικό και γνωστό εκ των προτέρων). 
 

Πειράµατα τύχης λέγονται εκείνα τα πειράµατα τα οποία έχουν περισσότερα 
του ενός δυνατά αποτελέσµατα και ως εκ τούτου δεν είναι δυνατόν να είναι γνω-
στό το αποτέλεσµα πριν από την εκτέλεση του πειράµατος (είναι βέβαια γνωστό 
ότι το αποτέλεσµα θα ανήκει σε ένα σύνολο δυνατών αποτελεσµάτων, σύνολο 
το οποίο είναι γνωστό εκ των προτέρων) π.χ. όταν ρίχνουµε ένα νόµισµα µε δυό 
όψεις (κεφαλή-γράµµατα) ξέρουµε ότι το αποτέλεσµα θα είναι κεφαλή ή γράµ-
µατα το ποιό όµως θα είναι το συγκεκριµµένο αποτέλεσµα, σε µια ρίψη, δεν 
είναι δυνατόν να είναι γνωστό πριν εκτελέσουµε το πείραµα. Με τέτοιου είδους 
πειράµατα ασχολείται κανείς στην Θεωρία Πιθανοτήτων. 
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Ορισµός 1.1.1 Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος 
τύχης καλείται δειγµατοχώρος του πειράµατος (sample space) και συµβολίζεται 
συνήθως µε Ω, ενώ κάθε ένα από τα (δυνατά αυτά) αποτελέσµατα καλείται 
απλό γεγονός ή δειγµατοσηµείο.  
 

Υπάρχουν δυό είδη δειγµατοχώρων, εκείνοι για τους οποίους το Ω είναι πε-
περασµένο ή αριθµήσιµο σύνολο και οι οποίοι ονοµάζονται διακριτοί και εκεί-
νοι για τους οποίους το Ω είναι µη-αριθµήσιµο σύνολο και οι οποίοι ονοµάζο-
νται συνεχείς.  
 
Παραδείγµατα 1.1.2 
(1) Εάν ρίξουµε ένα νόµισµα µε δυό όψεις τότε: 

Ω = {Κεφαλή, Γράµµατα}  ή χάριν συντοµίας  Ω = {Κ,Γ} 

(2) Εάν τώρα υποθέσουµε ότι ρίχνουµε δυό συµµετρικά ζάρια και µας ενδιαφέ-
ρει η κατανοµή των αποτελεσµάτων (τελειών) των δυό ζαριών, τότε ο δειγ-
µατοχώρος του πειράµατος αποτελείται από τα παρακάτω 36 αποτελέσµατα: 

 
Πίνακας 1.1.3 

20 ζάρι  
1 2 3 4 5 6 

1 1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 1-6 
2 2-1 2-2 2-3 2-4 2-5 2-6 
3 3-1 3-2 3-3 3-4 3-5 3-6 
4 4-1 4-2 4-3 4-4 4-5 4-6 
5 5-1 5-2 5-3 5-4 5-5 5-6 

10  ζ
άρ
ι 

6 6-1 6-2 6-3 6-4 6-5 6-6 
 
(3) Εάν πάλι στην ρίψη δυό συµµετρικών ζαριών, ενδιαφερόµαστε για το άθροι-

σµα των αποτελεσµάτων των δυό ζαριών, ο δειγµατοχώρος του πειράµατος 
είναι ίσος µε: 

Ω = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} 
Παρατήρηση 1.1.4  Προσοχή στο πως ορίζεται ένα πείραµα τύχης. Τα δυό πα-
ραπάνω πειράµατα (της ρίψης των ζαριών) φαίνεται ότι είναι ίδια αλλά στην 
πραγµατικότητα δεν είναι. Έχουν διαφορετικούς δειγµατοχώρους. 

 
(4) Εάν µας ενδιαφέρει ο αριθµός των αεροπλάνων που φθάνουν σ’ ένα αερο-

δρόµιο µέσα σ’ένα καθορισµένο χρονικό διάστηµα, τότε: 

{ }k,3,2,1,0 …=Ω  

όπου  είναι ο µέγιστος αριθµός αεροπλάνων που µπορούν να φθάσουν 
στο αεροδρόµιο µέσα στο καθορισµένο χρονικό διάστηµα. 

k

 2



 

 
(5) Στο πείραµα του ύψους των παιδιών ενός παιδικού σταθµού: 

],[ ba=Ω  

δηλαδή το κλειστό διάστηµα  ,  όπου    είναι το ελάχιστο και το 
µέγιστο ύψος των παιδιών του σταθµού, αντίστοιχα. 

],[ ba ba,

 
Στα παραπάνω παραδείγµατα 1,2,3,4, οι δειγµατοχώροι είναι διακριτοί ενώ 

στο 5 συνεχής. 
 

Αφού λοιπόν σ’ ένα πείραµα τύχης δεν είναι δυνατόν να προβλεφθεί εκ των 
προτέρων το ποιό ακριβώς αποτέλεσµα θα συµβεί (αλλά πάλι είναι γνωστό ότι 
θα συµβεί ένα αποτέλεσµα από ένα σύνολο δυνατών αποτελεσµάτων), θα ήθελε 
κάποιος να ήταν σε θέση να αντιστοιχήσει σε κάθε ένα από αυτά τα (δυνατά) 
αποτελέσµατα έναν αριθµό, τον οποίο θα καλούµε πιθανότητα του απλού 
γεγονότος και ο οποίος θα µας φανερώνει το πόσο δυνατόν είναι να συµβεί το εν 
λόγω γεγονός.  
 
Ορισµός 1.1.5   Εάν ο δειγµατοχώρος ενός πειράµατος τύχης είναι ίσος µε: 

{ }naaa ,, 21=Ω  

τότε αντιστοιχούµε σε κάθε ένα από αυτά τ’ αποτελέσµατα njj ,2,1, =α  

έναν αριθµό, µεταξύ 0 και 1, njp j ,2,1, =  ( και τέτοιον ώστε το ) 

ο οποίος µας φανερώνει το πόσο δυνατόν είναι να συµβεί το γεγονός 

∑
=

=
n

j
jp

1
1

{ } njj ,2,1, =α  , συµβολικά: 
 

{ } njpaP jj ,,2,1)( ==  
 
και τον οποίο όπως είπαµε καλούµε πιθανότητα του απλού γεγονότος }{ jα  
(probability of the simple event }{ jα ). 
 
Αν τώρα , το Α καλείται γεγονός, ή ενδεχόµενο (event), και εάν Ω⊆Α
 

{ }
kiii aaaA ,,

21
=  

 
τότε είναι φανερό ότι  η (κατάλληλη αντιστοίχηση) πιθανότητα του είναι ίση µε: 
 

kiii pppAP +++=
21

)(  
 

Παρατηρήσεις 1.1.6 (i) Στην πράξη, αν Ω⊆Α , τότε το Α καλείται γεγονός 
στην περίπτωση κατά την οποία το Α ανήκει σε µία ιδιαίτερη κλάση  υποσυ-
νόλων του δειγµατοχώρου Ω (την οποία κλάση 

ℑ
ℑ  ορίζουµε µε κάποιο συγκε-

κριµµένο τρόπο και ονοµάζουµε σ-άλγεβρa υποσυνόλων του δειγµατοχώρου) 
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δηλαδή όταν ικανοποιεί ορισµένες ιδιότητες οι οποίες δεν εξετάζονται στις εν 
λόγω σηµειώσεις. Εάν ο δειγµατοχώρος ειναι διακριτός τότε σαν µια τέτοια κλά-
ση µπορούµε να θεωρήσουµε το δυναµοσύνολο του Ω (δηλαδή το σύνολο όλων 
των δυνατών υποσυνόλων του Ω) και έτσι σ’αυτή την περίπτωση κάθε υποσύνο-
λο του Ω θεωρείται γεγονός. 

(ii) Οι παρακάτω ιδιότητες απορρέουν απευθείας από τον παραπάνω ορισµό της 
πιθανότητας ενός γεγονότος. 

(1) 1)( =ΩP    (το σύνολο Ω καλείται βέβαιο γεγονός) 

(2)  1)(0 ≤≤ AP

(3) Αν Α,Β  και Ω⊆ ∅=Β∩Α  (δηλαδή τα γεγονότα Α,Β είναι ξένα µε-
ταξύ τους) τότε: 

)()()( Β+Α=Β∪Α PPP  
 

Εάν Α  είναι ένα γεγονός, τότε λέµε ότι το Α πραγµατοποιείται σε µια 
εκτέλεση του πειράµατος, εάν το αποτέλεσµα του πειράµατος είναι στοιχείο του 
Α. 

Ω⊆

 
 
Ορισµός 1.1.7   (Η σχετική συχνότητα σαν πιθανότητα)  
Έστω ότι ένα πείραµα τύχης επαναλαµβάνεται n φορές, και έστω ότι κάθε µια 
από αυτές τις επαναλήψεις είναι ανεξάρτητη από όλες τις προηγούµενες της. Για 
ένα γεγονός Α, έστω )  ο αριθµός των φορών που πραγµατοποιείται το Α 
στις n επαναλήψεις (συχνότητα του Α). Η ποσότητα: 

(Af

n
Aff A

)(
=  

καλείται σχετική συχνότητα του γεγονότος Α. Εάν θεωρήσουµε ότι το όριο 
αυτής της ποσότητας του n τείνοντος στο άπειρο υπάρχει , τότε ο αριθµός αυτός 
καλείται (στην πράξη) πιθανότητα του Α. 
 
Η σχετική συχνότητα ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες: 

ΒΒ∪

Ω

+=⇒∅=Β∩ΑΕ
=
≥

fffά
f
f

AA

A

ν)3(
1)2(
0)1(

 

Εάν προσπαθήσει να θεµελιώσει κανείς αυστηρά την Θεωρία των Πιθανοτήτων 
µε την βοήθεια του ορισµού (1.1.5) ή (1.1.7) τότε αντιµετωπίζει αρκετές δυ-
σκολίες (π.χ. είναι δύσκολο να δει πως µπορεί να ορισθούν οι πιθανότητες γεγο-
νότων στην περίπτωση συνεχούς δειγµατοχώρου). Γι’ αυτό τον λόγο δίνουµε 
έναν τρίτο ορισµό της πιθανότητας ενός γεγονότος.  
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Ορισµός 1.1.8   (Αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας κατά Kolmogorov)  

Γενικότερα η πιθανότητα µπορεί να θεωρηθεί σαν µια συνολοσυνάρτηση: 
 

]1,0[: →ℑP  
 
όπου ℑ  η κλάση (σ-άλγεβρα) των γεγονότων του δειγµατοχώρου Ω, και η οποία 
συνολοσυνάρτηση ικανοποιεί τις τρεις ιδιότητες της παρατήρησης 1.1.6 (ιι), µε 
την (3) αναφερόµενη σε αριθµήσιµο πλήθος ανά δυό ξένων γεγονότων, δηλαδή:  

− αν { }  γεγονότα τέτοια ώστε NiiA ∈ jiAA ji ≠∅=∩ ,  τότε: 
 

   (1.1.9) ∑∪
∞

=

∞

=

=
11

)()(
i

ii
i

APAP

 
Έτσι δεν έχει κανείς πρόβληµα στο να ορίσει πιθανότητες και στην περίπτωση 
των συνεχών δειγµατοχώρων. 
 

Στις εν λόγω σηµειώσεις, ασχολούµαστε µε πειράµατα τύχης των οποίων ο 
δειγµατοχώρος είναι συνήθως ένα πεπερασµένο σύνολο και τα δειγµατοσηµεία 
έχουν την ίδια δυνατότητα να συµβούν (είναι ισοπίθανα ή έχουν οµοιόµορφη 
πιθανότητα) και ως εκ τούτου, εάν πάλι: 

{ }naaa ,, 21=Ω  
τότε: 

 { } nj
n

aP j ,,2,1
)(#

11)( =
Ω

==  (1.1.10) 

 
όπου µε  #(Ω)  συµβολίζουµε τον αριθµό των στοιχείων του συνόλου  Ω  (πλη-
θάριθµος του  Ω). 
 
Παράδειγµα 1.1.11  Όταν ρίχνουµε ένα «δίκαιο» νόµισµα µε δυό όψεις τότε:  

Ω = {Κ, Γ} 

(Κ=κεφαλή, Γ=γράµµατα) και έτσι 

{ } { }
2
1)()( =Γ=Κ PP  

Τώρα, εάν: 
{ }

kiii aaaA ,,
21

=  
 

τότε: 

 
)(#
)(#)(

Ω
Α

==Α
n
kP   (1.1.12) 
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Παράδειγµα 1.1.13  Εάν ρίξουµε ένα συµµετρικό ζάρι και Α είναι το γεγονός: 
«το αποτέλεσµα είναι άρτιος αριθµός», τότε Ω={1,2,3,4,5,6} και Α={2,4,6} άρα: 

2
1

6
3)( ==ΑP  

 
Οι παρακάτω τύποι είναι εύκολο να αποδειχθούν και ισχύουν γενικά για όλα τα 
πειράµατα τύχης. 

(i) )(1)'( Α−=Α PP   
όπου   είναι το συµπλήρωµα του συνόλου  Α,  ως προς το σύνολο  Ω. 'A

 
(ii) Αν Α,Β Ω⊆   τότε  

)()()()( Β∩Α−Β+Α=Β∪Α PPPP  

Για τρία γεγονότα Α,Β,Γ ο τύπος γίνεται: 

)()(
)()()()()()(

Γ∩Β∩Α+Γ∩Β−
−Γ∩Α−Β∩Α−Γ+Β+Α=Γ∪Β∪Α

PP
PPPPPP

 

Γενικότερα, ισχύει το παρακάτω θεώρηµα: 
 
Θεώρηµα 1.1.14 (Poincare).  Η πιθανότητα να συµβεί ένα τουλάχιστον από 
τα n γεγονότα  δίνεται από την σχέση: nAAA ,,, 21

∑

∑ ∑

≤<<≤

−

= ≤<≤

∩∩∩−+−∩∩

+∩−=∪∪∪

nkji
n

n
kji

n

i nji
jiin

AAAPAAAP

AAPAPAAAP

1
21

1

1 1
21

)()1()(

)()()(

 

 
Απόδειξη  Επαγωγικά ως προς n. 
 
Παρατήρηση 1.1.14  O τύπος 

)()()( Β+Α=Β∪Α PPP  

(πολλές φορές αναφέρεται και σαν προσθετικό θεώρηµα) ισχύει µόνον στην 
περίπτωση που τα γεγονότα Α,Β είναι ξένα µεταξύ τους. 
 
(iii)  Αν  τότε: Β⊆Α
 (α) )()( Β≤Α PP  και  

 (β) )()()( Α−Β=Α−Β PPP  όπου: { }AxBxAB ∉∈=− ,  
 
(iv)  )()()'( Β∩Α−Α=Β∩Α PPP  
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1.2  Ανεξαρτησία  
 

Μια από τις βασικές έννοιες που συναντά κανείς στη Θεωρία των Πιθανοτή-
των είναι εκείνη της ανεξαρτησίας δυό γεγονότων. Έτσι:  
 
Ορισµός 1.2.1 ∆υό γεγονότα Α,Β , του ίδιου πειράµατος τύχης, ονοµάζονται 
(στοχαστικά) ανεξάρτητα αν η πραγµατοποίηση του ενός δεν µας δίνει πληρο-
φορίες για την πραγµατοποίηση του άλλου. 

Π.χ. εάν ρίξουµε ένα νόµισµα δυό φορές, το αποτέλεσµα της δεύτερης ρίψης 
είναι ανεξάρτητο από το αποτέλεσµα της πρώτης ρίψης. 
 

Ένας δεύτερος, ισοδύναµος, ορισµός της ανεξαρτησίας δυό γεγονότων είναι ο 
εξής: 

Ορισµός  1.2.2  ∆υο γεγονότα Α,Β ονοµάζονται (στοχαστικά) ανεξάρτητα αν 
ικανοποιείται η παρακάτω σχέση: 

 )()()( Β⋅Α=Β∩Α PPP  (1.2.3) 

Ο παραπάνω ορισµός γενικεύεται και σε περισσότερα από δυο γεγονότα. Έτσι 
π.χ. τρία γεγονότα Α,Β,Γ  ονοµάζονται ανεξάρτητα αν ισχύουν ταυτόχρονα οι 
παρακάτω σχέσεις: 
 

)()()( Β⋅Α=Β∩Α PPP ,   )()()( Γ⋅Α=Γ∩Α PPP ,   )()()( Γ⋅Β=Γ∩Β PPP  

και 
)()()()( Γ⋅Β⋅Α=Γ∩Β∩Α PPPP  

 
 
Παρατήρηση 1.2.4 (ι) Πολλές φορές γίνεται σύγχυση µεταξύ ξένων και ανεξάρ-
τητων γεγονότων. Επαναλαµβάνοντας τους ορισµούς, δυό γεγονότα Α,Β λέγο-
νται ξένα εάν δεν έχουν κανένα κοινό στοιχείο, ενώ ανεξάρτητα αν η πραγµατο-
ποίηση του ενός δεν µας δίνει πληροφορίες για την πραγµατοποίηση του άλλου.  

(ιι) Για να είναι δυό γεγονότα ανεξάρτητα θα πρέπει να ορίζονται στον ίδιο 
δειγµατοχώρο. 

 
Στην πραγµατικότητα, και για πειράµατα τύχης των οποίων τα δειγµατοση-

µεία έχουν την ίδια πιθανότητα να συµβούν (άρα θετική πιθανότητα), εάν δυό 
γεγονότα (µη κενά) είναι ξένα δεν µπορεί να είναι  και ανεξάρτητα γιατί εάν εί-
ναι ξένα τότε η πραγµατοποίηση του ενός από αυτά συνεπάγεται την µη πραγ-
µατοποίηση του άλλου (δηλαδή η πραγµατοποίηση του ενός  µας δίνει πληροφο-
ρίες για την πραγµατοποίηση του άλλου). Μαθηµατικά µιλώντας: 
 
Α,Β ξένα (και διάφορα του κενού το καθένα) ⇒ ∅=Β∩Α  ⇒  0)( =Β∩ΑP
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Αν τα  Α,Β  ήσαν και ανεξάρτητα τότε: 
 

⇒=Β=Α⇒=Β⋅Α=Β∩Α 0)(ή0)(0)()()( PPPPP ∅=Α  ή  ∅=Β
 
πράγµα που δεν συµβαίνει, από την υπόθεση. 
 
 
 
  
1.3 ∆εσµευµένη Πιθανότητα  
 

Ας υποθέσουµε ότι  Α,Β  είναι δυό γεγονότα ενός πειράµατος τύχης. Μερικές 
φορές, όταν εκτελούµε το εν λόγω πείραµα, η πληροφορία που παίρνουµε από 
την πραγµατοποίηση του γεγονότος Α µπορεί να µας δίνει την δυνατότητα να 
επαναπροσδιορίσουµε την πιθανότητα του γεγονότος  Β.  Η «νέα» αυτή πιθανό-
τητα του γεγονότος Β καλείται δεσµευµένη πιθανότητα του γεγονότος Β δοθέ-
ντος του γεγονότος Α, συµβολικά: 

)/( ΑΒP  
Έτσι: 

 
Ορισµός 1.3.1 Η δεσµευµένη πιθανότητα (conditional probability) του γεγο-
νότος Β  δοθέντος του γεγονότος Α  ορίζεται σαν: 
 

)(
)()/(

Α
Β∩Α

=ΑΒ
P

PP  

 
υπό την προυπόθεση βέβαια ότι η ποσότητα του δεύτερου µέλους έχει νόηµα, 
δηλαδή . 0)( >ΑP
 
Παρατήρηση 1.3.2 Η δεσµευµένη πιθανότητα συνδέεται στενά και µε την ανε-
ξαρτησία. Έτσι εάν: 
 
 )()/( Β=ΑΒ PP  (1.3.3) 
 
δηλαδή η πληροφορία ότι συνέβη το  Α  δεν αλλάζει την πιθανότητα του  Β,  τό-
τε τα γεγονότα  Α και Β  θα πρέπει να είναι ανεξάρτητα. Πράγµατι: 
 

)()()(
)(

)()/()( Α⋅Β=Α∩Β⇒
Α
Α∩Β

=ΑΒ=Β PPP
P

PPP  

 
δηλαδή τα  Α,Β  είναι ανεξάρτητα. 
 
 
 
 

 8



 

Ισχύει και τι αντίστροφο, δηλαδή εάν τα  Α,Β  είναι ανεξάρτητα τότε  
)/()( ΑΒ=Β PP  

(ισοδύναµα )/()( ΒΑ=Α PP ).  Πράγµατι: αφού τα  Α,Β  είναι ανεξάρτητα 
 

)(
)(

)()(
)(

)()/()()()( Β=
Α

Α⋅Β
=

Α
Α∩Β

=ΑΒ⇒Α⋅Β=Α∩Β P
P

PP
P

PPPPP  

Έτσι ένας ισοδύναµος ορισµός της ανεξαρτησίας δυό γεγονότων είναι ο εξής: 
 
Ορισµός 1.3.4  ∆υο γεγονότα  Α,Β  ονοµάζονται (στοχαστικά) ανεξάρτητα 
αν ικανοποιείται η παρακάτω σχέση: 

)/()( ΑΒ=Β PP  

(ισοδύναµα )/()( ΒΑ=Α PP ). 
 

Αν τώρα Α,Β είναι δυο γεγονότα  τότε είναι εύκολο να αποδειχθεί το παρακά-
τω θεώρηµα: 
 
 
Θεώρηµα 1.3.5 (Πολλαπλασιαστικό)  Για τα γεγονότα Α,Β ισχύει: 

)()/()( Α⋅ΑΒ=Β∩Α PPP  

(ισοδύναµα )()/()( BPPP ⋅ΒΑ=Β∩Α ). 
 

Απόδειξη  Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας έχουµε: 
 

⇒
Α
Β∩Α

=ΑΒ
)(

)()/(
P

PP )()/()( Α⋅ΑΒ=Β∩Α PPP  

που είναι το ζητούµενο.  
 

Στις δεσµευµένες πιθανότητες ισχύει επίσης το παρακάτω βασικό θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 1.3.6 Εάν Α,Β είναι δυό γεγονότα, του ίδιου δειγµατοχώρου, και 

 τότε: 0)( >ΒP

  
)(

)()/()/(
Β

Α⋅ΑΒ
=ΒΑ

P
PPP   (1.3.7) 

 
Απόδειξη Από τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας και το πολλαπλασια-
στικό θεώρηµα έχουµε: 

)(
)()/(

)(
)()/(

Β
Α⋅ΑΒ

=
Β
Β∩Α

=ΒΑ
P

PP
P

PP  
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Το παραπάνω θεώρηµα γενικεύεται και σε περισσότερα από δυό γεγονότα, ως 

εξής: 
Αν Α1, Α2, ..., Αn, Β είναι γεγονότα ενός δειγµατοχώρου Ω, τέτοια  ώστε: 
(α) nΑ∪Α∪Α=Ω …21  

(β)  njijiji ,,2,1,,, …=≠∀∅=Α∩Α  
 
(γεγονότα που ικανοποιούν τις ιδιότητες (α) και (β) λέµε ότι αποτελούν διαµέ-
ριση του δειγµατοχώρου Ω) 
 
τότε: 
 
Θεώρηµα 1.3.8 (Ολικής Πιθανότητας)  Αν Α1, Α2, ..., Αn, Β είναι γεγονότα 
ενός δειγµατοχώρου Ω, τα δε  Α1, Α2, ..., Αn  αποτελούν διαµέριση του δειγµατο-
χώρου Ω, τότε: 

   (1.3.9) )()|()()(
11

k

n

k
k

n

k
k PPPP ΑΑΒΑΒΒ ∑∑

==

=∩=

 

Απόδειξη  Είναι φανερό ότι:   και τα γε-

γονότα    είναι ανά δυο ξένα µεταξύ τους  (γιατί τα γεγο-
νότα  Α

∪∪
n

k
k

n

k
k AA

11

)()(
==

∩Β=∩Β=Ω∩Β=Β

nkAk ,,2,1, =∩Β

1, Α2, ..., Αn  αποτελούν διαµέριση), οπότε: 
 

)()|()())(()(
111

k

n

k
k

n

k
k

n

k
k APAPAPAPP ∑∑

===

Β=∩Β=∩Β=Β ∪  

 
 

 
Θεώρηµα 1.3.10 (Bayes) Αν  Α1, Α2, ..., Αn, Β  είναι γεγονότα ενός δειγµατο-
χώρου  Ω,  τα δε  Α1, Α2, ..., Αn  αποτελούν διαµέριση του δειγµατοχώρου Ω, τό-
τε ισχύει η σχέση: 

)()/()()/()()/(
)()/(

)(
)(

)/(
2211 nn

jjj
j PPPPPP

PP
P

P
P

ΑΑΒ++ΑΑΒ+ΑΑΒ

Α⋅ΑΒ
=

Β

Β∩Α
=ΒΑ

…
 

 
Απόδειξη  Εύκολη και αφήνεται σαν άσκηση. 
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1.4  Ασκήσεις  
 
 
1.4.1 Ρίχνουµε δύο ζάρια. Ποιός ο δειγµατοχώρος του πειράµατος τύχης; Να 

υπολογισθούν οι παρακάτω πιθανότητες: 
 (α) το άθροισµα να είναι διαιρετό διά 4. 
 (β) και οι δύο αριθµοί να είναι άρτιοι 
 (γ) οι αριθµοί να διαφέρουν κατά 4 
 (δ) να έχουµε δύο διαδοχικούς αριθµούς. 

Λύση 
 Ο δειγµατοχώρος του πειράµατος αποτελείται από τα παρακάτω 36 αποτελέ-
σµατα: 

 2ο ζάρι  
 1 2 3 4 5 6 
1 1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 1-6
2 2-1 2-2 2-3 2-4 2-5 2-6
3 3-1 3-2 3-3 3-4 3-5 3-6
4 4-1 4-2 4-3 4-4 4-5 4-6
5 5-1 5-2 5-3 5-4 5-5 5-6

1ο
 ζ
άρ
ι 

6 6-1 6-2 6-3 6-4 6-5 6-6

δε
ιγ

µα
το
χώ
ρο
ς 

Αν ορίσουµε τα γεγονότα: 

 Α = «το άθροισµα να είναι διαιρετό διά 4» , 
 Β = «και οι δύο αριθµοί  είναι άρτιοι» 
 Γ = «οι αριθµοί διαφέρουν κατά 4»  και 
 ∆ = «έχουµε δύο διαδοχικούς αριθµούς»  

τότε:   Α={ }      (τότε #(Α)=9) 6-6  2,-6  3,-5  4,-4  5,-3  , 6-2  1,-3  , 2-2  3,-1

όπου  #(Α) = αριθµός των στοιχείων του συνόλου Α. 
 
Β ={ }  (άρα #(Β)=9) 6-6  4,-6  2,-6   6,-4  4,-4  , 2-4 , 6-2  , 4-2  2,-2

Γ ={  (άρα #(Γ)=4) }2-6 1,-5 6,-2  5,-1

∆ ={ } (άρα #(∆)=10) 5-6  6,-5  4,-5  5,-4  3,-4  4,-3  , 2-3  , 3-2  , 1-2  2,-1
 

Άρα:  P(A)
36
9

= ,      P(B) = 
36
9 ,     P(Γ) = 

36
4  ,      P(∆) =

36
10 . 

 
1.4.2 Ενας αριθµός επιλέγεται τύχαια από τους αριθµούς  1,2,3,4,…,50. Ποιά η 

πιθανότητα για τον αριθµό αυτό να διαιρείται µε το 6 ή µε το 8; 

Λύση 
 Ο δειγµατοχώρος του πειράµατος είναι ίσος µε  Ω = { }50,...,4,3,2,1  δηλαδή  
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#(Ω) = 50  και εάν ορίσουµε το γεγονός: 

 Α = «ο αριθµός διαιρείται µε το 6 ή µε το 8» =   
  = { }        δηλαδή #(Α)=12 48,42,40,36,32,30,24,18,16,12,8,6

άρα:    P(A)=
50
12 . 

 
 
1.4.3 Από τους υποψήφιους των ανωτάτων σχολών ενός νοµού που εξετάστη-

καν στα  µαθήµατα της 1ης δέσµης, το 25% απέτυχε στα Μαθηµατικά, 
το 15% στη Φυσική και το 10% και στα δυό µαθήµατα. Επιλέγουµε τυ-
χαία έναν από τους υποψήφιους του νοµού: 

 (α) ποιά η πιθανότητα να έχει αποτύχει σ’ένα τουλάχιστον µάθηµα από 
τα δύο; 

 (β) ποιά η πιθανότητα να έχει αποτύχει στα Μαθηµατικά, αλλά όχι στη 
Φυσική; 

 (γ) Αν έχει αποτύχει στη Φυσική, ποιά η πιθανότητα να έχει αποτύχει 
και στα  Μαθηµατικά; 

 (δ) Αν έχει αποτύχει στα Μαθηµατικά, ποιά η πιθανότητα να έχει από-
τύχει και στη Φυσική; 

Λύση 
 Ορίζουµε τα γεγονότα  

 Μ = «ο υποψήφιος έχει αποτύχει στα Μαθηµατικά» 
 Φ = « ο υποψήφιος έχει αποτύχει στη Φυσική» 

Τότε: 

(α) 3,010,015,025,0)()()()( =−+=ΦΜΡ−ΦΡ+ΜΡ=ΦΜΡ ∩∪  

(β) 15,010,025,0)()()'( =−=ΦΜΡ−ΜΡ=ΦΜΡ ∩∩   

(γ) Ρ(Μ|Φ) =
3
2

15,0
1,0

Ρ(Φ)
)(

==
ΦΜΡ ∩  

(δ) Ρ(Φ|Μ) =
5
2

25,0
1,0

Ρ(Μ)
)(

==
ΦΜΡ ∩  

 
1.4.4 Σε έναν αγώνα παίρνουν µέρος 3 αυτοκίνητα. Το πρώτο έχει τριπλάσια 

πιθανότητα να κερδίσει από το δεύτερο και το δεύτερο έχει διπλάσια πι-
θανότητα να κερδίσει από το τρίτο. Ποιά η πιθανότητα κάθε αυτοκινήτου 
να κερδίσει τον αγώνα;  

Λύση 
Εάν χ = πιθανότητα του 3ου αυτοκινήτου να κερδίσει , 
Τότε 2χ = πιθανότητα του 2ου αυτοκινήτου να κερδίσει  
Και 3 (2χ) = πιθανότητα του 1ου αυτοκινήτου να κερδίσει   

 12



 

και επειδή:  χ+2χ+3 (2χ) = 1 ⇒  9χ = 1 ⇒  χ =
9
1 . 

 
1.4.5 Εάν P(Α)=0,6 ,  P(Β)=0,5  και  P(Α Β)=0,3  ∩
 (α)  να βρεθούν οι πιθανότητες:  

(i) P(Α B)  (ii) P(∪ 'Α )  (iii) P( ' )   'Α ∪ Β
(iv) P( ' )  (v) P('Α ∩ Β 'Α ∩ B)  (vi) P(A|B) 

 (β)  είναι τα Α, Β ξένα; Ανεξάρτητα;   

Λύση 
(α) Έχουµε: 

(i) P(A B) = P(A)+P(B)−P(A B) = 0,6+0,5−0,3 = 0,8 ∪ ∩

(ii) P( ) = 1− P(A) = 1−0,6 = 0,4 'Α

(iii) Από την θεωρία συνόλων ξέρουµε ότι:  

    (κανόνες του de Morgan) 
)'()''(
)'()''(

Β∪Α=Β∩Α
Β∩Α=Β∪Α

 P( ' ) = P( (A B  ) = 1− P(A∩ B) = 1−0,3 = 0,7 'Α ∪ Β ∩ )'

(iv) P( ' ) =  P( (A B  ) = 1− P(A∪ B) = 1−0,8 = 0,2 'Α ∩ Β ∪ )'

(v) P( B)= P(B)−P(A B)=0,5−0,3=0,2 'Α ∩ ∩

(vi) P(A|B)= 6,0
5,0
3,0

)(
)(

==
ΒΡ
ΒΑΡ ∩  

(β) εάν τα  Α, Β ξένα ⇒Α =Β∩ ∅  ⇒  P(A∩ B) = 0  
 αλλά  P(A B) = 0,3  άρα  Α,Β  όχι ξένα.  ∩

P(A B) = 0,3 = 0,6 ⋅0,5 = P(A) P(B)  δηλαδή  Α,Β  ανεξάρτητα. ∩
 

1.4.6 Εάν P(Α) =
15
8  ,  P(Α Β) =∩

3
1   και  P(Α|Β) =

7
4  

 (α) να βρεθούν οι πιθανότητες:  
 (i) P(B)  (ii) P(Α∪ B)  (iii) P(Β| ' )  Α

 (iv) P( 'Α ∪ ' )  (v) P(Β 'Α ∩ 'Β )  (vi) P( B) 'Α ∩
 (vii) P(B|Α)  
 (β) είναι τα Α, Β ανεξάρτητα; 

Λύση 
(α)  Έχουµε: 
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 (i) 
12
7

7
4
3
1

)|(
)()(

)(
)()|( ==

ΒΑΡ
ΒΑΡ

=ΒΡ⇒
ΒΡ
ΒΑΡ

=ΒΑΡ
∩∩  

 (ii) P(A B) = P(A)+P(B)−P(A B) =∪ ∩
3
1

12
7

15
8

−+ =
60
47  

 (iii) P(Β| )'Α =
ΑΡ−

ΒΑΡ−ΒΡ
=

ΑΡ
ΒΑΡ

=
)(1

)()(
)'(

)'( ∩∩
28
15

15
7

12
3

=  

 (iv) P( 'Α ∪ ' ) = P( (A B  ) = 1− P(A B) = 1−Β ∩ )' ∩
3
2

3
1
=  

 (v) P( 'Α ∩ ' ) = P( (A B  ) = 1− P(A B) = 1−Β ∪ )' ∪
60
13

60
47

=   

 (vi) P( 'Α ∩ B) = P(B)−P(A∩ B) = 25,0
4
1

3
1

12
7

==−          

 (vii) 
8
5

15
8
3
1

)(
)()|( ==

ΑΡ
ΒΑΡ

=ΑΒΡ
∩  

(β)  Αφού έχουµε: 

)(
8
5)|( ΒΡ≠=ΑΒΡ      άρα τα Α, Β  δεν είναι ανεξάρτητα. 

 
1.4.7 (Ανεξαρτησία) Για την ασφαλή πτήση ενός αεροπλάνου µε δύο κινητή-

ρες, πρέπει να δουλεύει ο ένας τουλάχιστον κινητήρας. Οι κινητήρες λει-
τουργούν ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο και έστω ότι η πιθανότητα να 
πάθει κάποιος βλάβη είναι 0,003. Να βρεθεί η πιθανότητα µιας ασφαλούς 
πτήσης. 

Λύση  
 Εάν ορίσουµε τα γεγονότα:  

=Α1  «δουλεύει ο 1ος κινητήρας»  και  =Α2  «δουλεύει ο 2ος κινητήρας», 

τότε δίνεται ότι :          Ρ( =Α )1 0,997=Ρ( )2Α ,   άρα 

Ρ(ασφαλούς πτήσης) = Ρ(δουλεύει ένας τουλάχιστον κινητήρας)=  
 = =ΑΑΡ−ΑΡ+ΑΡ=ΑΑ )()()()( 212121 ∩Ρ ∪  
     (λόγω ανεξαρτησίας)  
 = =ΑΡ⋅ΑΡ−ΑΡ+ΑΡ )()()()( 2121  
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 = 0,997+0,997−0,997 ⋅0,997 = 0,999991 δηλαδή 99,99%.  
 

 
1.4.8 Ο παρακάτω πίνακας αναφέρεται στο βάρος και την υπέρταση 200 ατό-

µων: 
 

 Υπέρβαρα Μη Υπέρβαρα Σύνολο 
Υπερτασικά 20 20 40 
Μη Υπερτασικά 30 130 160 
Σύνολο 50 150 200 

 
 Ένα άτοµο επιλέγεται τυχαία, να βρεθούν οι παρακάτω πιθανότητες: 

(α) το άτοµο είναι υπέρβαρο. 
(β) το άτοµο είναι υπερτασικό. 
(γ) δεδοµένου ότι το άτοµο είναι υπερτασικό, ποιά η πιθανότητα να 

µην είναι υπέρβαρο; 
(δ) το άτοµο είναι υπέρβαρο ή υπερτασικό. 
(ε) είναι τα γεγονότα «το άτοµο είναι υπερτασικό» και το «το άτοµο 

είναι υπέρβαρο» ανεξάρτητα; 

Λύση  
 Εάν ορίσουµε τα γεγονότα:  

Α = «το άτοµο είναι υπέρβαρο»,    Β = «το άτοµο είναι υπερτασικό» , 

τότε µε την βοήθεια του πίνακα των δεδοµένων : 
 

 Υπέρβαρα (Α) Μη Υπέρβαρα (Α′) Σύνολο 
Υπερτασικά (Β) 20 20 40 
Μη Υπερτασικά (Β′) 30 130 160 
Σύνολο 50 150 200 

 
έχουµε: 

(α) Ρ(Α) = 25,0
200
50

=   

(β) Ρ(Β) = 2,0
200
40

=  

(γ) Ρ( ' |Β) =Α 5,0
40
20

200
40

200
20

)(
)'(

===
ΒΡ
ΒΑΡ ∩  

(δ) 
200
70

200
20

200
40

200
50)()()()( =−+=ΒΑΡ−ΒΡ+ΑΡ=ΒΑΡ ∩∪  
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(ε) Ρ(Α|Β)= )(25,05,0
40
20

200
40

200
20

)(
)(

ΑΡ=≠===
ΒΡ
ΒΑΡ ∩  

 άρα τα γεγονότα δεν είναι ανεξάρτητα. 
 

 
 
1.4.9 (Ανεξαρτησία)  Έστω ότι δίνεται ο παρακάτω πίνακας: 
 

 Α 'Α  Σύνολο 
Β χ  ψ  20 

'  Β ζ  ω  80 

Σύνολο 40 60 100 
 
 και έστω ότι τα γεγονότα Α,Β είναι ανεξάρτητα. Να βρεθούν τα χ,ψ,ζ,ω. 
 
Λύση 
 Αφού τα γεγονότα Α,Β είναι ανεξάρτητα, έχουµε: 

Ρ(Α∩Β)=
100
χ = Ρ(Α) ⋅Ρ(Β) = 8

100
8

100100
40

100
20

=⇒=⇒⋅ χχ  

 
 Ακόµα: 3240 =⇒=+ ζζχ  
  1220 =⇒=+ ψψχ  
  4880 =⇒=+ ωωζ . 
 

 
 
1.4.10 (Ανεξαρτησία) Αποδείξτε ότι: εάν τα γεγονότα Α,Β είναι ανεξάρτητα 

τότε είναι ανεξάρτητα και τα 'Α  και 'Β  .  

Λύση 

Ρ( ' ) = Ρ( (Α Β  ) = 1− Ρ(Α Β) =  'Α ∩ Β ∪ )' ∪

 = 1−Ρ(Α)−Ρ(Β)+Ρ(Α Β) =   (λόγω ανεξαρτησίας) ∩
 = 1−Ρ(Α)−Ρ(Β)+Ρ(Α) Ρ(Β) = Ρ( 'Α ) −Ρ(Β)+Ρ(Α) Ρ(Β) =  
 = Ρ( 'Α ) −Ρ(Β) { })(1 ΑΡ− = Ρ( 'Α ) −Ρ(Β) Ρ( 'Α ) =  

 = Ρ( 'Α ) − { }=  )(1 ΒΡ−

 = Ρ( 'Α ) Ρ( 'Β ) 

δηλαδή τα ' , Α 'Β  είναι ανεξάρτητα. 
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1.4.11 (Ανεξαρτησία) Αν τα γεγονότα Α,Β,Γ είναι ανεξάρτητα να εξεταστεί αν 

είναι επίσης ανεξάρτητα τα γεγονότα: 
            (i)  Α∪Β, Γ            (ii)  Α, Β∩ Γ         (iii)  Α∩Β,  Α∩ Γ 

Λύση  
(i) Ρ((Α Β) Γ) = Ρ((Α∩ Γ) ∪  (Β∪ ∩ ∩ Γ)) =  

  = Ρ(Α∩ Γ)+Ρ(Β∩ Γ)−Ρ(Α∩Β∩ Γ) =  
  = Ρ(Α)Ρ(Γ)+Ρ(Β)Ρ(Γ)− Ρ(Α)Ρ(Β)Ρ(Γ) =  

  = Ρ(Γ){ Ρ(Α)+Ρ(Β)− Ρ(Α)Ρ(Β)} = Ρ(Γ) Ρ(Α∪Β) 

 δηλαδή τα  Α Β, Γ  είναι ανεξάρτητα ∪
 
(ii) Ρ(Α  (Β∩ ∩ Γ))= Ρ(Α)Ρ(Β)Ρ(Γ)= Ρ(Α) Ρ(Β∩ Γ)  δηλαδή τα Α, Β Γ είναι 

ανεξάρτητα. 
∩

 
(iii) για νάναι τα γεγονότα Α∩Β,  Α∩ Γ ανεξάρτητα θα πρέπει: 

Ρ((Α Β)  (Α∩ ∩ ∩ Γ)) = Ρ(Α∩Β) Ρ(Α∩ Γ) 
 Αλλά: 

Ρ((Α Β)  (Α Γ)) = Ρ(Α∩ ∩ ∩ ∩Β∩ Γ) = Ρ(Α) Ρ(Β) Ρ(Γ) 
     και 

Ρ(Α∩Β)Ρ(Α Γ) = Ρ(Α) Ρ(Β) Ρ(Α) Ρ(Γ) = Ρ(Α)∩ 2 Ρ(Β) Ρ(Γ) 

     δηλαδή θα πρέπει:  Ρ(Α)2Ρ(Β)Ρ(Γ) = Ρ(Α) Ρ(Β) Ρ(Γ)  και υποθέτοντας ότι 
Ρ(Β)>0,  Ρ(Γ)>0  θα πρέπει:  

 
Ρ(Α)2 = Ρ(Α)  Ρ(Α)=0   ή  Ρ(Α)=1 ⇒

 
 
1.4.12. (Πολλαπλασιαστικό θεώρηµα) Ένα δοχείο περιέχει 5 κόκκινες µπάλες 

και 3 πράσινες. Παίρνουµε δυό µπάλες από το δοχείο χωρίς επανατο-
ποθέτηση. Ποιά η πιθανότητα και οι δυό µπάλες νάναι κόκκινες; 

Λύση  
 Εάν ορίσουµε τα γεγονότα:  

=Α1 «η πρώτη µπάλα είναι κόκκινη» , =Α2 «η δεύτερη µπάλα είναι κόκκινη», 

τότε: 
 Ρ(και οι δυό µπάλες είναι κόκκινες) =  

  = 
14
5

8
5

7
4)()|()( 11221 =⋅=ΑΡ⋅ΑΑΡ=ΑΑΡ ∩ . 

 
 
1.4.13. (Θεώρηµα ολικής πιθανότητας) Σ’ ένα µεταλλείο το 5% των εργατών 

πάσχουν από ρευµατισµούς. Το 70% των εργατών που πάσχουν από 
ρευµατισµούς δεν πηγαίνουν στην δουλειά µια µέρα και το 90% αυτών 
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που δεν πάσχουν από ρευµατισµούς πηγαίνουν στην δουλειά. 
(α) Ποιά η πιθανότητα να πάει ένας εργάτης στην δουλειά µια µέρα; 
(β) Αν ένας εργάτης δεν πήγε στην δουλειά µια µέρα, ποιά η πιθανότη-

τα να είχε ρευµατισµούς; 
(γ) Ποιά η πιθανότητα να πάει ένας εργάτης στην δουλειά µια µέρα ή 

να έχει ρευµατισµούς; 
(δ) είναι τα γεγονότα «ένας εργάτης δεν πάει στην δουλειά µια µέρα» 

και το «ένας εργάτης πάσχει από ρευµατισµούς» ανεξάρτητα; 

Λύση  
Ορίζουµε τα γεγονότα: 

Π=«ο εργάτης πάσχει από ρευµατισµούς»,  
Α=«ο εργάτης δεν πάει στην δουλειά µια µέρα» 

Τότε: Ρ(Π)=0,05,  Ρ(Π =0,95 και Ρ(Α|Π)=0,7,  Ρ( ')' Α |Π)=0,3 και  Ρ( ' |Π =0,9 Α )'

(α) Ρ( ' ) = Ρ(Α 'Α ∩Π)+Ρ( Π  = Ρ( ''Α ∩ )' Α |Π) Ρ(Π)+Ρ( 'Α |Π  Ρ(Π  )' )'  =

  = 0,3  0,05+ 0,9  0,95 = 0,87 
 

(β) Ρ(Π|Α) = 27,0
13,0

05,07,0
)(

)()|(
)(

)(
=

⋅
=

ΑΡ
ΠΡ⋅ΠΑΡ

=
ΑΡ
ΠΑΡ ∩  

 
(γ) Ρ( Π) = Ρ( ' )+Ρ(Π)− Ρ('Α ∪ Α 'Α ∩Π) = Ρ( 'Α )+Ρ(Π)− Ρ( 'Α |Π) Ρ(Π) =   

  = 0,87+0,05− 0,3 ⋅0,05 = 0,905 
 
(δ) Ρ(Α|Π) = 0,7≠ 0,13 = Ρ(Α) = 1−Ρ( 'Α )  άρα τα γεγονότα δεν είναι ανεξάρ-

τητα. 
 
Το πρόβληµα µπορεί να λυθεί µε την βοήθεια του παρακάτω πίνακα: 

 Α 'Α  Σύνολο 
Π 0,035 0,015 0,05 

'  Π 0,095 0,855 0,95 
Σύνολο 0,13 0,87 1 

πίνακας που σχηµατίζεται µε την βοήθεια των δεδοµένων (πως;).  
(Υπόδειξη: δείτε την άσκηση 1.4.8). 
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