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Ïîò³ê êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â ó äèôóç³éíîìó íàáëèæåíí³

Íà îñíîâ³ ê³íåòè÷íîãî ð³âíÿííÿ Ôîêêåðà — Ïëàíêà ðîçãëÿíóòî ïî -
øèðåííÿ êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â ó ì³æïëàíåòíîìó ñåðåäîâèù³. Ó íàáëè -
æåíí³ ìàëî¿ àí³çîòðîï³¿ êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê îòðèìàíî
àíàë³òè÷íèé âèðàç äëÿ àí³çîòðîïíî¿ ñêëàäîâî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó
êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â. Ïîêàçàíî, ùî çà ³çîòðîïíîãî ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê
âèñîêî¿ åíåðã³¿ íà ôëóêòóàö³ÿõ ì³æïëàíåòíîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ ôóí -
êö³ÿ ðîçïîä³ëó êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â çàëåæèòü â³ä êîñèíóñà êóòà ì³æ
øâèäê³ñòþ ÷àñòèíêè ³ ðàä³àëüíèì íàïðÿìêîì çà åêñïîíåíö³éíèì çàêî -
íîì. Îòðèìàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ù³ëüíîñò³ ïîòîêó êîñì³÷íèõ ïðî -
ìåí³â. Ïîêàçàíî, ùî ù³ëüí³ñòü ïîòîêó ÷àñòèíîê âèçíà÷àºòüñÿ ïðîñ -
òî ðîâèì ðîçïîä³ëîì êîíöåíòðàö³¿ êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â ³ çàëåæ í³ñòþ
êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê â³ä ÷àñó. Îòðèìàí³ ð³âíÿííÿ ïåðåíîñó êîñ ì³÷ -
íèõ ïðîìåí³â (ð³âíÿííÿ ã³ïåðäèôóç³¿ ³ òåëåãðàôíå ð³âíÿííÿ). Íà îñíîâ³
ðîçâ’ÿçê³â öèõ ð³âíÿíü äîñë³äæåíî ïðîñòîðîâî-÷àñîâèé ðîç ïîä³ë ³í -
òåí ñèâíîñò³ ñîíÿ÷íèõ êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â ³ àí³çîòðîï³¿ êóòî âîãî ðîç -
ïîä³ëó ÷àñòèíîê.
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîñì³÷í³ ïðîìåí³, ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ, ð³âíÿííÿ ïåðå -
íî ñó, ì³æïëàíåòíå ñåðåäîâèùå.

ÂÑÒÓÏ

Ïîøèðåííÿ çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê âèñîêî¿ åíåðã³¿ ó òóðáóëåíòíèõ êîñ -
ì³÷íèõ ìàãí³òíèõ ïîëÿõ º ôóíäàìåíòàëüíîþ ïðîáëåìîþ àñòðîô³çèêè
êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â (ÊÏ). Ó ãàëóç³ ê³íåòèêè êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â ó âè -
ïàäêîâèõ ìàãí³òíèõ ïîëÿõ ãàëàêòè÷íîãî ³ ì³æïëàíåòíîãî ïðîñòîðó â
îñòàíí³ äåñÿòèð³÷÷ÿ áóëî îòðèìàíî óí³êàëüí³ ñïîñòåðåæí³ äàí³ ³ âèêî -
íàí³ âàæëèâ³ òåîðåòè÷í³ äîñë³äæåííÿ [5, 8, 11, 15, 22, 24, 30, 31].
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Ïîì³òíà ÷àñòèíà åíåðã³¿ ñîíÿ÷íèõ ñïàëàõ³â âèòðà÷àºòüñÿ íà ïðè -
ñêî ðåííÿ çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê. Ïðèñêîðåí³ ÷àñòèíêè ïîøèðþþòüñÿ ó 
ìàãí³òíèõ ïîëÿõ ì³æïëàíåòíîãî ïðîñòîðó òà ðåºñòðóþòüñÿ íà êîñì³÷ -
íèõ àïàðàòàõ ³ íà ñâ³òîâ³é ìåðåæ³ íåéòðîííèõ ìîí³òîð³â. ßêùî ðîç -
ñ³ÿííÿ ÊÏ íà ôëóêòóàö³ÿõ ì³æïëàíåòíîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ º äîñòàòíüî 
³íòåíñèâíèì, òî ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê øâèäêî ñòàº áëèçüêîþ äî 
³çîòðîïíî¿, à òðàíñïîðòíèé ïðîá³ã ÊÏ L âèÿâëÿºòüñÿ ìàëèì ó ïîð³â -
íÿíí³ ç â³äñòàííþ äî äæåðåëà ÷àñòèíîê. Â öüîìó âèïàäêó ÷àñîâèé
ïðîô³ëü ³íòåíñèâíîñò³ ñîíÿ÷íèõ êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â (ÑÊÏ) ìàº ïëàâ -
íó ôîðìó, à ïðîöåñ ïåðåíîñó ÑÊÏ ó ì³æïëàíåòíîìó ñåðåäîâèù³ ìîæå
áóòè ïðåäñòàâëåíèé ð³âíÿííÿì äèôóç³¿ [14, 22—24]. Ä³éñíî, ñïîñòå -
ðåæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ó áàãàòüîõ ñïàëàõàõ ÑÊÏ ³íòåíñèâí³ñòü ÷àñ -
òèíîê â äàí³é òî÷ö³ ïðîñòîðó çì³íþºòüñÿ äîñèòü ïîâ³ëüíî: ³íòåíñèâ -
í³ñòü ÊÏ ïîñòóïîâî çá³ëüøóºòüñÿ äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, à ïîò³ì
ïîâ³ëüíî çìåíøóºòüñÿ, íàáëèæàþ÷èñü äî ð³âíÿ ôîíó ãàëàêòè÷íèõ êîñ -
ì³÷íèõ ïðîìåí³â [5, 30].

Äèôóç³éíå íàáëèæåííÿ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíî, ÿêùî ôóíêö³ÿ
ðîçïîä³ëó äîñòàòíüî ïîâ³ëüíî çì³íþºòüñÿ â ïðîñòîð³ ³ â ÷àñ³ [14, 21, 23, 
24, 34]. Çì³íè êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêó òðàíñ -
ïîðò íîãî ïðîá³ãó ÊÏ L ³ çà ïåð³îä ÷àñó ïîðÿäêó ÷àñó ðîçñ³ÿííÿ ts = L/v
(äå v — øâèäê³ñòü ÷àñòèíêè) ïîâèíí³ áóòè ìàëèìè ïîð³âíÿíî ç âåëè -
÷èíîþ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ N r t( , ):
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Â äåÿêèõ ðîáîòàõ äëÿ îïèñó ïîøèðåííÿ ÑÊÏ ó ì³æïëàíåòíîìó ñå -
ðåäîâèù³ áóëî âèêîðèñòàíå òåëåãðàôíå ð³âíÿííÿ [6, 7, 14, 20]. Íà
â³äì³íó â³ä ð³âíÿííÿ äèôóç³¿, ÿêîìó â³äïîâ³äàº íåñê³í÷åíà øâèäê³ñòü
ïîøèðåííÿ çáóðåíü, òåëåãðàôíå ð³âíÿííÿ õàðàêòåðèçóºòüñÿ ñê³í÷åí -
íîþ øâèäê³ñòþ ïîøèðåííÿ «ñèãíàëó», ÿêà ïðîïîðö³éíà øâèäêîñò³
÷àñòèíêè. Òåëåãðàôíîìó ð³âíÿííþ, ÿêå îòðèìàíî â ðîáîòàõ [6, 7, 14,
20], â³äïîâ³äàº øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ çáóðåíü v/ 3. Ìîäèô³êîâàíîìó
òåëåãðàôíîìó ð³âíÿííþ, âèâåäåííÿ ÿêîãî ïðèâåäåíî â ðîáîò³ [21],
â³äïîâ³äàº ³íøà øâèäê³ñòü «ñèãíàëó». Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî øâèäê³ñòü
ïîøèðåííÿ çáóðåíü çàëåæèòü â³ä õàðàêòåðó ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê [17,
21, 32]. Ó âèïàäêó ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê íà äîâ³ëüí³ êóòè, ÿêå îïèñóºòüñÿ 
³íòåãðàëîì ç³òêíåíü Áîëüöìàíà, òåëåãðàôíå ð³âíÿííÿ õàðàêòåðèçóºòü -
ñÿ øâèäê³ñòþ «ñèãíàëó» v 5 3/ , ÿêà ïåðåâèùóº øâèäê³ñòü ÷àñòèíêè
[17, 21, 32]. Çà áàãàòîêðàòíîãî, ³çîòðîïíîãî ðîçñ³ÿííÿ íà ìàë³ êóòè
(ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ Ôîêêåðà — Ïëàíêà) äëÿ â³äïîâ³äíîãî òåëåãðàô -
íîãî ð³âíÿííÿ õàðàêòåðíîþ º øâèäê³ñòü «ñèãíàëó» v 5 11/ , ÿêà âèÿâ -
ëÿ ºòüñÿ ìåíøîþ çà øâèäê³ñòü ÷àñòèíêè [17, 21, 32]. Â³äì³òèìî îñîá -
ëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçêó òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ, ÿêà ïîëÿãàº â íàÿâíîñò³ ñèí -
ãóëÿðíîãî äèôóç³éíîãî ôðîíòó, ùî ðîçòàøîâàíèé íà ãðàíèö³ çàïîâ -
íåíî¿ ÷àñòèíêàìè îáëàñò³ [13, 16, 29]. ßêùî ÷àñ ï³ñëÿ ³íæåêö³¿ ÷àñ -
òèíîê â ì³æïëàíåòíå ñåðåäîâèùå çíà÷íî ïåðåâèùóº îáåðíåíó ÷àñ òîòó
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ç³òêíåíü (t >> L/v), òî ðîçâ’ÿçîê òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ ñï³âïàäàº ç
ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ [6, 7, 14, 20]. Ïîøèðåííÿ ÑÊÏ ó ì³æ -
ïëàíåòíèõ ìàãí³òíèõ ïîëÿõ íà îñíîâ³ ð³âíÿííÿ ã³ïåðäèôóç³¿ äî ñë³ä -
æåíî â ðîáîòàõ [16, 26, 28].

Ó äåÿêèõ ñïàëàõàõ ÑÊÏ ñïîñòåð³ãàâñÿ ³ìïóëüñíèé ñïëåñê ³íòåí -
ñèâíîñò³ ÷àñòèíîê, à ÷àñòèíêè íàäõîäèëè â òî÷êó ñïîñòåðåæåííÿ ó âè -
ãëÿä³ âóçüêîãî ïó÷êà [31, 33]. Â öèõ ïðîòîííèõ ïîä³ÿõ ðîçñ³ÿííÿ ÷àñ -
òèíîê íà ôëóêòóàö³ÿõ ì³æïëàíåòíîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ áóëî ñëàáêèì, à
òðàíñïîðòíèé ïðîá³ã ÊÏ âèÿâëÿâñÿ ïîð³âíþâàíèì ç â³äñòàííþ äî äæå -
ðåëà ÷àñòèíîê [31, 33]. Äëÿ òàêèõ ñïàëàõ³â ÑÊÏ äèôóç³éíå íà áëè -
æåííÿ ñòàº íåêîðåêòíèì, à äëÿ îïèñó ïîøèðåííÿ ÊÏ ó ì³æïëà íåòíîìó 
ñåðåäîâèù³ íåîáõ³äíî âèêîðèñòîâóâàòè ê³íåòè÷í³ ð³âíÿííÿ [2, 5, 11,
12, 15, 22].

Â äàí³é ðîáîò³ íà îñíîâ³ ê³íåòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ðîçãëÿíóòî ïîøè -
ðåííÿ ÑÊÏ ó ì³æïëàíåòíîìó ñåðåäîâèù³. Ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÊÏ
ïðåä ñòàâëåíà ó âèãëÿä³ ñóìè ³çîòðîïíî¿ òà àí³çîòðîïíî¿ ñêëàäîâî¿. Ó
íà áëèæåíí³ ñëàáêî¿ àí³çîòðîï³¿ êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê îòðèìà -
íî àíàë³òè÷íèé âèðàç äëÿ àí³çîòðîïíî¿ êîìïîíåíòè ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó
ÊÏ ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ù³ëüíîñò³ ïîòîêó ÷àñòèíîê. Îòðèìàí³ ð³â -
íÿííÿ ïåðåíîñó ÊÏ, íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçê³â öèõ ð³âíÿíü äîñë³äæåíî ïðî -
ñòî ðî âî-÷àñîâèé ðîçïîä³ë êîíöåíòðàö³¿ ÑÊÏ òà àí³çîòðîï³¿ êóòîâîãî
ðîçïî ä³ëó ÷àñòèíîê.

Ê²ÍÅÒÈ×ÍÅ Ð²ÂÍßÍÍß

Íàâåäåìî ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ, ÿêå îïèñóº ïîøèðåííÿ çàðÿäæåíèõ ÷àñ -
òèíîê âèñîêî¿ åíåðã³¿ ó ì³æïëàíåòíèõ ìàãí³òíèõ ïîëÿõ [2, 11, 15]
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äå f r t( , , )q  — ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÊÏ, q — êóò ì³æ âåêòîðîì øâèäêîñò³
÷àñòèíêè v ³ ðàä³àëüíèì íàïðÿìêîì, L — òðàíñïîðòíèé ïðîá³ã ÊÏ.
Îñòàíí³é äîäàíîê ó ë³â³é ÷àñòèí³ ê³íåòè÷íîãî ð³âíÿííÿ (1) â³äïîâ³äàº
³çîòðîïíîìó ðîçñ³ÿííþ çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê íà íåîäíîð³äíîñòÿõ ìàã -
í³òíîãî ïîëÿ. Ïðèïóñêàºìî, ùî ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÊÏ çàëåæèòü â³ä
ºäèíî¿ ïðîñòîðîâî¿ êîîðäèíàòè r. Ïðàâà ÷àñòèíà ê³íåòè÷íîãî ð³âíÿííÿ 
ÿâëÿº ñîáîþ ìèòòºâå äæåðåëî ÷àñòèíîê, ÿêå ðîçòàøîâàíî ó ïî÷àòêó
êî îðäèíàò.
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äå r0  — ïîñò³éíà âåëè÷èíà (ùî äîð³âíþº, íàïðèêëàä, îäí³é àñòðîíî -
ì³÷í³é îäèíèö³). Âèçíà÷èìî áåçðîçì³ðíèé òðàíñïîðòíèé ïðî á³ã ÊÏ l
çã³äíî ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿì
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Ó áåçðîçì³ðíèõ çì³ííèõ ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ (1) íàáóâàº âèãëÿäó
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Ïðèïóñòèìî, ùî ÷àñ ï³ñëÿ ³íæåêö³¿ ÷àñòèíîê ó ì³æïëàíåòíå ñåðå -
äîâèùå çíà÷íî ïåðåâèùóº ÷àñ ïîøèðåííÿ ÷àñòèíîê (t >> r/v) ³ õàðàê -
òåðíèé ÷àñ ðîçñ³ÿííÿ ÊÏ (t >> L/v). Çà ö³º¿ óìîâè ÷àñòèíêè âñòèãàþòü
áàãàòîêðàòíî ðîçñ³ÿòèñü íà íåîäíîð³äíîñòÿõ ì³æïëàíåòíîãî ìàãí³òíî -
ãî ïîëÿ, à ¿õíÿ ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ñòàº áëèçüêîþ äî ³çîòðîïíî¿. Çàïè -
øåìî ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê ó âèãëÿä³ ñóìè [8, 15, 25]
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íÿííÿ íåïåðåðâíîñò³:

¶

¶
+

¶

¶
=

-
ò

f
d f

r
0

2

2

1

1

2
0
3 2

1

8t r r
r mmd

d r d t

p r

( ) ( )
 . (10)

Ï³äñòàâèìî âèðàç äëÿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ (6) â ê³íåòè÷íå ð³â -
íÿííÿ (4). Âðàõóâàâøè ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ (10), îòðèìàºìî ç ê³íå -
òè÷ íîãî ð³âíÿííÿ (4) ð³âíÿííÿ
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¶
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¶
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m
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r
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2 f f
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=
¶

¶
+
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+
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-
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û
ú

-
ò

m

r

d

t r r
r md mmd
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1f f
f d f . (11)

ÀÍ²ÇÎÒÐÎÏÍÀ ÑÊËÀÄÎÂÀ ÔÓÍÊÖ²¯ ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ 

ÊÎÑÌ²×ÍÈÕ ÏÐÎÌÅÍ²Â

Ïðèïóñòèìî, ùî ÷àñ ï³ñëÿ ³íæåêö³¿ ÑÊÏ ó ì³æïëàíåòíå ñåðåäîâèùå
çíà÷íî ïåðåâèùóº îáåðíåíó ÷àñòîòó ç³òêíåíü. ×àñòèíêè ÊÏ âñòèãàþòü 
áàãàòîêðàòíî ðîçñ³ÿòèñü íà ôëóêòóàö³ÿõ ì³æïëàíåòíîãî ìàãí³òíîãî
ïîëÿ, à ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÊÏ ñòàº ìàéæå ³çîòðîïíîþ. Îòæå, âèêîíó -
ºòüñÿ óìîâà df  << f0, à ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (11) äîì³íóº ïåðøèé
äî äàíîê. Ïðåäñòàâèìî àí³çîòðîïíó ñêëàäîâó ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ ó
âèãëÿä³

d r m t d r m t d r m t d r m t d r ma b g df f f f f( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ,= + + + , )t , (12)

äå âåëè÷èíà d af  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ [8, 15, 25]
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¶
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m

d

r
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r
a a( )1
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2 2
2 0f f f

 . (13)

Çàïèøåìî öå ð³âíÿííÿ ó âèãëÿä³

¶

¶
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ø
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÷ =

¶

m
m
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m d m mla( )exp exp ( )1

2 22 f
f 0

¶r
 . (14)

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (14) ìàº âèãëÿä

d m d
l

r
m l

r

l

r
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m
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f

d( ) ( )exp exp=
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2
. (15)

Ïîñò³éíó âåëè÷èíó df ( )0  ìîæíà çíàéòè, âðàõóâàâøè ñï³ââ³äíî -
øåí íÿ (8) [8, 18]

d m
r

r

l

r l r

l

r
maf

f
( )

( / )
exp= -

¶

¶

æ

è
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ö

ø
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ë
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û
ú

4

2

2

2
10

sh
, (16)

äå shx — ã³ïåðáîë³÷íèé ñèíóñ çì³ííî¿ x. Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (16), ÿêà
â³äïîâ³äàº ³çîòðîïíîìó ðîçñ³ÿííþ ÷àñòèíîê, ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÊÏ çà -
ëåæèòü â³ä êîñèíóñà êóòà ì³æ øâèäê³ñòþ ÷àñòèíêè ³ ðàä³àëüíèì íà -
ïðÿìêîì çà åêñïîíåíö³éíèì çàêîíîì [8, 10, 15, 18, 25].

Ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ (10) ì³ñòèòü ïåðøèé ìîìåíò ôóíêö³¿ ðîç -
ïî ä³ëó ÊÏ. Ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (16) îòðèìàºìî

d f
f

-
ò = -

¶

¶
-

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1

0

2

2

2
mmd m

r

r

l

r

r

l
a ( ) cth , (17)

äå cthx — ã³ïåðáîë³÷íèé êîòàíãåíñ çì³ííî¿ x.
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Çà äîñèòü ³íòåíñèâíîãî ðîçñ³ÿííÿ ÊÏ ó ì³æïëàíåòíîìó ñåðåäîâè -
ù³ òðàíñïîðòíèé ïðîá³ã ÷àñòèíîê L âèÿâëÿºòüñÿ çíà÷íî ìåíøèì, í³æ
â³äñòàíü äî äæåðåëà ÷àñòèíîê. ßêùî âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü L << r,
ôîðìóëà (17) íàáóâàº âèãëÿäó

d f
f

-
ò = -

¶

¶
1

1

0

3
mmd m

l

r
a ( ) . (18)

Çà â³äîìîþ ³çîòðîïíîþ ñêëàäîâîþ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ f0 ìîæíà
îá÷èñëèòè êîíöåíòðàö³þ ÷àñòèíîê N ( , )r t :

N d f f( , ) ( , , ) ( , )r t r m t p r t= =ò W 2 0 . (19)

²íòåãðóâàííÿ â ôîðìóë³ (19) âèêîíóºòüñÿ çà êóòàìè âåêòîðà øâèä -
êîñò³ ÷àñòèíêè. Âðàõóâàâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (18), çàïèøåìî ð³âíÿííÿ
íåïåðåðâíîñò³ (10)

¶

¶
-

¶

¶

¶

¶
=

N N

rt

l

r r
r

r

d r d t

p r3 42

2

0
3 2

( ) ( )
 . (20)

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ ÊÏ (20) ìàº âèãëÿä

N
r

( , ) exp
/

r t
plt

r

lt
=

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

1

8

3 3

40
3

3 2 2

. (21)

Ç äàíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ âèïëèâàº, ùî çà âåëèêèõ çíà÷åíü áåç ðîç -
ì³ð íîãî ÷àñó t êîíöåíòðàö³ÿ ÑÊÏ çì³íþºòüñÿ ç ÷àñîì ïðîïîðö³éíî 
t -3 2/ .

Íàâåäåìî âèðàç äëÿ àí³çîòðîïíî¿ ñêëàäîâî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ
(16), ÿêå íîðìîâàíî íà ñåðåäíº çíà÷åííÿ (9)

d r m t r

r

l

r l r

l

r
maf

f N

N( , , )

( / )
exp= -

¶

¶

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

é

ë
ê

2

1 2

2

2
1

sh

ù

û
ú. (22)

Íà ðèñ. 1à íàâåäåíî çàëåæí³ñòü àí³çîòðîïíî¿ ñêëàäîâî¿ ôóíêö³¿
ðîç ïîä³ëó ÊÏ (22) â³ä âåëè÷èíè m â òî÷ö³ r = 1. Çíà÷åííÿ áåçðîçì³ð íî -
ãî ÷àñó íàâåäåíî á³ëÿ â³äïîâ³äíèõ êðèâèõ, ïàðàìåòð l = 0.5. Â³äì³òè -
ìî, ùî ïðè ðîçðàõóíêó ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ (22) áóëî âèêîðèñòàíî
âèðàç äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ (21), ÿêèé º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ äèôóç³¿.
Âèäíî, ùî ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÊÏ ìîíîòîííî çðîñòàº ïðè çá³ëüøåíí³
m, ó â³äïîâ³ä íîñò³ ç òèì, ùî ê³ëüê³ñòü ÷àñòèíîê, ÿê³ ðóõàþòüñÿ â³ä äæå -
ðåëà (m > 0), á³ëüøà, í³æ ê³ëüê³ñòü ÷àñòèíîê, ùî ðóõàþòüñÿ ó ïðîòè -
ëåæíîìó íàïðÿìêó. Ìàº ì³ñöå åêñïîíåíö³éíà çàëåæí³ñòü ôóíêö³¿ ðîç -
ïîä³ëó ÊÏ â³ä m. Ç ÷àñîì àáñîëþòíà âåëè÷èíà ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ
(22) ³ êðèâè íà â³äïîâ³äíèõ êðèâèõ çìåíøóþòü ñÿ, à êóòîâèé ðîçïîä³ë
÷àñòèíîê ñòàº á³ëüø ³çîòðîïíèì. Ðîçïîä³ë ÷àñòèíîê âèÿâëÿ ºòüñÿ ñóò -
òº âî àí³çîòðîïíèì â ìîìåíò ÷àñó t = 2 ³ áëèçüêèì äî ³çîòðîï íîãî çà t =
= 10.
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Çàëåæí³ñòü áåçðîçì³ðíî¿ âåëè÷èíè (22) â³ä m ïðè á³ëüø ³íòåíñèâ -
íîìó ðîçñ³ÿíí³ íàâåäåíî íà ðèñ. 1á. Âèäíî, ùî ç ÷àñîì êóòîâèé ðîç -
ïîä³ë ÷àñòèíîê ñòàº âñå á³ëüø ³çîòðîïíèì. Â³äì³òèìî, ùî çà òèõ æå
çíà÷åíü áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó t êðèâ³ íà ðèñ. 1á õàðàêòåðèçóþòüñÿ ìåí -
øîþ êðèâè íîþ, í³æ â³äïîâ³äí³ êðèâ³ íà ðèñ. 1à. Öåé åôåêò çóìîâëåíèé 
ò³ºþ îá ñòàâèíîþ, ùî ïîêàçíèê åêñïîíåíòè ó ôîðìóë³ (22) ïðîïîð -
ö³éíèé äî òðàíñ ïîðòíîãî ïðîá³ãó ÷àñòèíêè.

Íàâåäåìî ð³âíÿííÿ äëÿ âåëè÷èíè df , ÿêà º ÷àñòèíîþ ôóíêö³¿
ðîçïîä³ëó ÊÏ (12):

¶

¶
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¶

¶m
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d
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d
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d
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b b a( )1
1

2
2

f f f
. (23)

Ââàæàºìî ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê äîñòàòíüî ³íòåíñèâíèì, òàê ùî â³ä -
íîñíèé òðàíñïîðòíèé ïðîá³ã ÷àñòèíêè l âèÿâëÿºòüñÿ ìàëîþ âåëè÷è -
íîþ. Ó äàíîìó íàáëèæåíí³ (l < 1) ð³âíÿííÿ (23) íàáóâàº âèãëÿäó
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¶
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è
ç
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ø
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è
ç
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m d m l mb( )exp exp ( )1

2 22 2f
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¶ ¶

2
0f

r t
 . (24)
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Ðèñ. 1. Çàëåæí³ñòü ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ (22) â³ä âåëè÷èíè m â òî÷ö³ r =1 â ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó
t (÷èñëà á³ëÿ êðèâèõ) òà ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ â³äíîñíîãî òðàíñïîðòíîãî ïðîá³ãó ÷àñòèíîê:
à —  l = 0.5, á — l = 0.2



Â³äì³òèìî, ùî ð³âíÿííÿ (24) º ïîä³áíèì äî ð³âíÿííÿ (14). Òàêèì
÷èíîì, ìîæíà çàïèñàòè ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (24)
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. (25)

Ð³âíÿííÿ äëÿ âåëè÷èíè df  ìàº íàñòóïíèé âèãëÿä
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Âðàõîâóþ÷è âèðàç äëÿ âåëè÷èíè d af  (16) â íàáëèæåíí³ ñèëüíîãî
ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê (l << 1), îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ
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Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî òàêèé âèðàç äëÿ âåëè÷èíè df :
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Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ äëÿ âåëè÷èíè d df :
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Ðîçâ’ÿçîê öüîãî ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä
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. (30)

Âðàõóâàâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (16), (25), (28), (30), ìîæíà çàïèñàòè
âèðàç äëÿ àí³çîòðîïíî¿ ñêëàäîâî¿ ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ (12):
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Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü áåçðîçì³ðíî¿ âåëè÷èíè df f/  â³ä
âåëè÷èíè m â òî÷ö³ r = 1 ó ð³çí³ ìîìåíòè ÷àñó. Çíà÷åííÿ áåçðîçì³ðíîãî
÷àñó t íàâåäåíî á³ëÿ â³äïîâ³äíèõ êðèâèõ, áåçðîçì³ðíèé ïðîá³ã ÷àñòè -
íîê l = 0.5. Ïðè ðîçðàõóíêàõ âèêîðèñòàíî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ äèôóç³¿
ÊÏ (21). Ç ÷àñîì êóòîâèé ðîçïîä³ë ÷àñòèíîê ñòàº âñå á³ëüø ³çîòðîï -
íèì. Ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ÊÏ ìîíîòîííî çðîñòàº ïðè çá³ëüøåíí³ m.
Â³äì³òèìî, ùî ïðè òèõ æå çíà÷åííÿõ áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó t êðèâ³ íà
ðèñ. 2 õàðàêòåðèçóþòüñÿ ìåíøîþ êðèâèíîþ, í³æ â³äïîâ³äí³ êðèâ³ íà
ðèñ. 1à. Íàïðèêëàä, çà t = 10 çàëåæí³ñòü ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó â³ä m âèÿâ -
ëÿºòüñÿ ïðèáëèçíî ë³í³éíîþ. Îòæå, ïðè äàíîìó çíà÷åíí³ t â êóòîâîìó
ðîçïîä³ë³ ÷àñòèíîê äîì³íóº ïåðøà ãàðìîí³êà.

Ù²ËÜÍ²ÑÒÜ ÏÎÒÎÊÓ ÊÎÑÌ²×ÍÈÕ ÏÐÎÌÅÍ²Â

Ïîðÿä ç âåëè÷èíîþ f 0  ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ ÊÏ (10) ì³ñòèòü òàêîæ ³
ïåðøó ãàðìîí³êó êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê. Ïåðøó ãàðìîí³êó
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Ðèñ. 2. Çàëåæí³ñòü ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÊÏ df f/  â³ä âåëè÷èíè m â òî÷ö³ r =1 â ð³çí³ ìîìåíòè

÷àñó t. Â³äíîñíèé òðàíñïîðòíèé ïðîá³ã ÷àñòèíîê l = 0.5, àí³çî òðîïíó ñêëàäîâó ôóíêö³¿
ðîçïîä³ëó ÊÏ âèçíà÷åíî ñï³ââ³äíîøåííÿì (31)



ìîæ íà îá÷èñëèòè íà îñíîâ³ âèðàçó äëÿ àí³çîòðîïíî¿ ñêëàäîâî¿ ôóíêö³¿ 
ðîçïîä³ëó ÊÏ d mf ( ):
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. (32)

ßêùî òðàíñïîðòíèé ïðîá³ã ÊÏ L íå çàëåæèòü â³ä êîîðäèíàò, òî
ïàðàìåòð l òåæ º ïîñò³éíèì, ³ ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (32) éîãî ìîæíà âè -
íåñòè çà çíàê ïîõ³äíî¿. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ïîñò³éíîìó òðàíñïîðòíîìó
ïðîá³ãó ÊÏ îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ

d f
f f

-
ò = -

¶

¶
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¶
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¶

¶

¶
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23 3

4

135

1
mmd m

l

r

l

r t

l
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r( ) 2 0¶

¶

f

r
. (33)

Ù³ëüí³ñòü ïîòîêó ÊÏ j r t( , ) ìàº âèãëÿä [5, 11]
r r
j r t d f r t( , ) ( , )= ò Wv , (34)

äå ³íòåãðóâàííÿ âèêîíóºòüñÿ ïî êóòàõ âåêòîðà øâèäêîñò³ ÷àñòèíêè.
Àáñîëþòíà âåëè÷èíà âåêòîðà ïîòîêó ÷àñòèíîê äîð³âíþº

j d f d f( , ) ( , , ) ( , , )r t m r m t p mmd r m t= =ò ò
-

v vW 2
1

1

. (35)

Ïåðåéäåìî â³ä áåçðîçì³ðíèõ çì³ííèõ r, t, l (2), (3) äî çì³ííèõ r, t,
L. Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî òàêèé âèðàç äëÿ ù³ëüíîñò³ ïîòîêó ÷àñòè -
íîê:

j r t
N

r

N

r t r r r
r

N

r
( , ) = -

¶

¶
+

¶

¶ ¶
-

¶

¶

¶

¶

¶

¶
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L L
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135

12 2
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2 . (36)

Çã³äíî ç äîáðå â³äîìèì ñï³ââ³äíîøåííÿì

j r t
N

r
( , ) = -

¶

¶

vL

3
(37)

ù³ëüí³ñòü ïîòîêó ÊÏ º ïðîïîðö³éíîþ êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê. Â³äì³òè -
ìî, ùî âèðàç äëÿ ù³ëüíîñò³ ïîòîêó ÊÏ, ÿêèé â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ñï³ââ³ä -
íîøåííÿ (37), íàâåäåíî â ðîáîòàõ [9, 17, 26, 27].

Äðóãèé äîäàíîê ó ñï³ââ³äíîøåíí³ (36) çóìîâëåíèé íåîäíîð³ä í³ñ -
òþ ïðîñòîðîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê ³ çàëåæí³ñòþ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ
â³ä ÷àñó. Òðåò³é äîäàíîê ó ôîðìóë³ (36) çàëåæèòü â³ä ïðîñòîðîâî¿ íå -
îäíîð³äíîñò³ ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê ³ âèçíà÷àºòüñÿ ïîõ³äíèìè âèùèõ ïî -
ðÿäê³â â³ä êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ (äî ïîõ³äíî¿ òðåòüîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî).
ßêùî ÷àñ ï³ñëÿ ³íæåêö³¿ ÷àñòèíîê çíà÷íî ïåðåâèùóº îáåðíåíó ÷àñòîòó 
ç³òêíåíü, òî ó âèðàç³ äëÿ ù³ëüíîñò³ ïîòîêó ÊÏ (36) äîì³íóº ïåðøèé äî -
äàíîê. Òàêèì ÷èíîì, ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó t
ôîð ìó ëè (36) ³ (37) ïðèâîäÿòü äî áëèçüêèõ çíà÷åíü ïîòîêó ÊÏ.
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Ð²ÂÍßÍÍß ÏÅÐÅÍÎÑÓ ÊÎÑÌ²×ÍÈÕ ÏÐÎÌÅÍ²Â

Âèðàç äëÿ ù³ëüíîñò³ ïîòîêó ÷àñòèíîê äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè ð³â -
íÿí íÿ ïåðåíîñó êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â. Ï³äñòàâèâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ
(33) â ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³ (10), îòðèìàºìî òàêå ð³âíÿííÿ äëÿ êîí -
öåíò ðàö³¿ ÷àñòèíîê:
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äå

Y( , )
( ) ( )

r t
d r d t

p r
=

4 0
3 2r

.  (39)

Íà îñíîâ³ ð³âíÿííÿ ïåðåíîñó ÊÏ (38) ìîæíà îòðèìàòè ð³âíÿííÿ
ã³ïåðäèôóç³¿ [26, 28]. Òðåò³é ³ ÷åòâåðòèé äîäàíêè ó ð³âíÿíí³ (38) ìîæíà 
îá’ºäíàòè, ñêîðèñòàâøèñü ð³âíÿííÿì äèôóç³¿ ÊÏ (20). Â ðåçóëüòàò³
îòðèìàºìî ð³âíÿííÿ
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.  (40)

Âèêîíàºìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ïî ÷àñó ³ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ïî 
êîîðäèíàò³:

N k d d N ik( , ) ( , )exp( )
r r rr

w r t r t r wt= - -ò ò
¥

0

. (41)

Êîíöåíòðàö³ÿ ÊÏ çàëåæèòü ëèøå â³ä àáñîëþòíî¿ âåëè÷èíè êîîð -
äè íàòè. Â öüîìó âèïàäêó îáðàç Ôóð’º êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ ìàº âèãëÿä

N k
k

d k N( , ) sin ( , )t
p

rr r r t=
¥

ò
4

0

. (42)

Îòðèìàºìî âèðàç äëÿ îáðàçà Ôóð’º — Ëàïëàñà êîíöåí ò ðàö³¿
÷àñòèíîê, ÿêèé â³äïîâ³äàº ð³âíÿííþ ã³ïåðäèôóç³¿ ÊÏ (40):

N k
r
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( , )w

l

w
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=
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+ +

1
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3

3

11

135
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3

2
2
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 . (43)

Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ñï³ââ³äíî øåí -
íÿ (43) [1] îòðèìàºìî
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t l t= +
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ø
÷. (44)

Ïðè âèêîíàíí³ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ñêîðèñòàºìîñü
ôîðìóëîþ

N dkk k N k( , ) sin ( , )r t
p r

r t=
¥

ò
1

2 2

0

. (45)

Ï³ñëÿ âèêîíàííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ñï³ââ³äíîøåííÿ
(44), îòðèìàºìî òàêèé âèðàç äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê:

   N
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Â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó t >> 1 âèðàç äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ (46)
ñïðîùóºòüñÿ ³ íàáóâàº âèãëÿäó
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Îòðèìàíå ñï³ââ³äíîøåííÿ â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ
äèôóç³¿ (21) ëèøå íàÿâí³ñòþ ìíîæíèêà ó äóæêàõ ïåðåä åêñïîíåíòîþ.
Çà âåëèêèõ çíà÷åíü áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó t âèðàçè äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ
(47) ³ (21) ïðàê òè÷ íî çá³ãàþòüñÿ.

Íà ðèñ. 3à íàâåäåíî çàëåæí³ñòü êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê â³ä ÷àñó â
òî÷ö³ r = 1 ïðè l = 0.5. Ïóíêòèðíà êðèâà ³ëþñòðóº ðîç â’ÿçîê ð³âíÿííÿ
äè ôóç³¿ ÊÏ (21), à ñóö³ëüíà êðèâà â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ ã³ïåð -
äèôóç³¿ (46). Ïðè çá³ëüøåíí³ áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó êðèâ³, ÿê³ â³äïî -
â³äàþòü ð³âíÿííÿì äèôóç³¿ ³ ã³ïåðäèôóç³¿ çáëèæóþòüñÿ. Â³ä ì³òèìî, ùî 
ð³âíÿííÿ ã³ïåðäèôóç³¿ ìàº òîé æå íåäîë³ê, ùî ³ ð³âíÿííÿ äèôóç³¿.
Øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ çáóðåíü, ÿêà õàðàêòåðíà äëÿ öèõ ð³â íÿíü, âèÿâ -
ëÿºòüñÿ íåîáìåæåíîþ. Òàê íàïðèêëàä, êîíöåíòðàö³ÿ ÷àñòè íîê â òî÷ö³
r = 1 âèÿâëÿºòüñÿ â³äì³ííîþ â³ä íóëÿ íàâ³òü çà óìîâè t < 1 (ðèñ. 3à). Â
ä³éñíîñò³, ÷àñòèíêè â òî÷ö³ r = 1 ìàëè á ç’ÿâèòèñü íå ðà í³øå ìîìåíòó
÷àñó t = 1, à çà óìîâè t < r êîíöåíòðàö³ÿ ÊÏ ïîâèííà áóëà á äîð³â -
íþâàòè íóëþ.

Íà ðèñ. 3á íàâåäåíî ÷àñîâèé ïðîô³ëü êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ ó òî÷ö³ r = 1 
çà á³ëüø ³íòåíñèâíîãî ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê (l = 0.2). Ñóö³ëüíà êðèâà
³ëþñòðóº ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ ã³ïåðäèôóç³¿ (46), à òî÷êîâà — ðîçâ’ÿçîê
äèôóç³éíîãî ð³âíÿííÿ (21). Çà âåëèêèõ çíà÷åíü t â³äïîâ³äí³ êðèâ³ ïðàê -
òè÷íî çëèâàþòüñÿ, òîáòî ðîçâ’ÿçêè öèõ ð³âíÿíü çá³ãàþòüñÿ. Ïðè ³íòåí -
ñèâíîìó ðîçñ³ÿíí³ ÷àñòèíîê (ðèñ. 3á) ïî÷àòîê çðîñòàííÿ êîíöåíò ðà ö³¿
÷àñòèíîê, ³ ìîìåíò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ êîíöåíò ðàö³¿ íàñòóïà þòü
ï³çí³øå, í³æ ïðè ìåíø ³íòåíñèâíîìó ðîçñ³ÿíí³ (ðèñ. 4).

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ïîøèðåííÿ ÑÊÏ ó ì³æïëàíåòíîìó ñåðåäîâèù³
òàêîæ âèêîðèñòîâóºòüñÿ íàáëèæåííÿ òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ [6, 7, 14,

14 ISSN 0233-7665. Ê³íåìàòèêà ³ ô³çèêà íåáåñ. ò³ë. 2021. Ò. 37, ¹ 3

Þ. ². ÔÅÄÎÐÎÂ



19, 20, 21]. Òåëåãðàôíå ð³âíÿííÿ äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ ìîæíà îòðèìàòè 
íà îñíîâ³ ð³âíÿííÿ ã³ïåðäèôóç³¿. Êîðèñòóþ÷èñü ð³âíÿííÿì äèôóç³¿
(20), îñòàíí³é äîäàíîê â ë³â³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (40) ìîæíà çì³íèòè íà
äðóãó ïîõ³äíó â³ä êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê ïî ÷àñó. Â ðåçóëüòàò³ îòðè -
ìàºìî òåëåãðàôíå ð³âíÿííÿ
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Ïåðåéäåìî â³ä áåçðîçì³ðíèõ çì³ííèõ r, t (2) äî çì³ííèõ r, t. Òåëå -
ãðàôíå ð³âíÿííÿ (48) íàáóâàº íàñòóïíîãî âèäó
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Äàíå òåëåãðàôíå ð³âíÿííÿ õàðàêòåðèçóºòüñÿ øâèäê³ñòþ ïîøèðåí -
íÿ çáóðåíü v 5 11/ , ÿêà âèÿâëÿºòüñÿ ìåíøîþ çà øâèäê³ñòü ÷àñòèíêè
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Ðèñ. 3. Çàëåæí³ñòü êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê â³ä ÷àñó â òî÷ö³ r = 1. Ïóíêòèðíà êðèâà â³äïîâ³äàº
ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ (21), ñóö³ëüíà — ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ ã³ïåðäèôóç³¿ (46), øòðèõîâà
— ðîçâ’ÿçêó òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ (54): à — äëÿ l = 0.5, á — äëÿ l = 0.2



[19, 21, 32]. Â³äì³òèìî, ùî âåëè÷èíà øâèäêîñò³ «ñèãíàëó» v 5 11/  â³ä -
ïîâ³äàº ³çîòðîïíîìó ðîçñ³ÿííþ ÷àñòèíîê. Çà àí³çîòðîïíîãî ðîçñ³ÿííÿ
ÊÏ øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ çáóðåíü âèÿâëÿºòüñÿ ³íøîþ. Ïðè÷îìó, ïðè
çá³ëüøåíí³ àí³çîòðîï³¿ ðîçñ³ÿííÿ ÷àñòèíîê øâèäê³ñòü «ñèãíàëó», ÿêà
â³äïîâ³äàº òåëåãðàôíîìó ð³âíÿííþ, çìåíøóºòüñÿ [17].

Ïåðåéäåìî äî ðîçâ’ÿçêó òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ (48). Âèçíà÷èìî
ôóíêö³þ F(r, t) çã³äíî ³ç ñï³ââ³äíîøåííÿì
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Âèêîíàºìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà â³äíîñíî ÷àñó ³ ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð’º â³äíîñíî êîîðäèíàòè (41). Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî òàêèé âèðàç
äëÿ îáðàçó Ôóð’º — Ëàïëàñà:

F( , )k
r

k

k

w
l

l
w

l

w
l

=
+ +

+ -

3
1

2

11

15

4

45
11

5

45

4
0
3

2
2

2 2

2

 . (52)

Ñïî÷àòêó âèêîíàºìî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º (42). Ï³ñëÿ
³íòå ãðóâàííÿ [3], îòðèìàºìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ îáðàçó Ëàïëàñà
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Ïðè âèêîíàíí³ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âèêîðèñòîâóºìî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ [4]

1

2
2 2

p
w a w b

i
d

L
ò - - =exp( )

=
-

- - + -
ab

t a
b t a t a d t a

2 2
1

2 2I ( ) ( ) ( )Q , (54)

äå Q( )x  — îäèíè÷íà ôóíêö³ÿ Õåâ³ñàéäà, à I xn ( ) — ìîäèô³êîâàíà
ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ. ²íòåãðóâàííÿ ó ôîðìóë³ (54) âèêîíóºòüñÿ ïî ïðÿì³é,
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ÿêà ïàðàëåëüíà óÿâí³é îñ³ ³ ðîçì³ùåíà ó ïðàâ³é ï³âïëîùèí³ êîìï ëåê ñ -
íî¿ çì³ííî¿ w.

Âèêîíàºìî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ôóíêö³¿ (53), à äëÿ
îòðèìàííÿ âèðàçó äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê ñêîðèñòàºìîñü ôîðìó -
ëîþ (50). Îòðèìàíå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ ìàº âèãëÿä
ñóìè ðåãóëÿðíî¿ ÷àñòèíè N Q ³ ñèíãóëÿðíî¿ ÷àñòèíè N d

N N N( , ) ( , ) ( , )r t r t r tq d= + . (55)

Ðåãóëÿðíà ÷àñòèíà êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíî -
øåííÿì
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äå

x t r= -2 211
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G1 2

2

2

2

2

13

22

11

15

44

225
1 3= - + -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

lt

x

l

x

t

x
, (58)

G2

2

24 15
1 3= - -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

t

x

l

x

t

x
. (59)

Çã³äíî ç ôîðìóëîþ (56) â ìîìåíò ÷àñó t âåëè÷èíà N Q â³äì³ííà â³ä
íóëÿ â îáëàñò³ ïðîñòîðó r t< 5 11/ . Ñèíãóëÿðíà ÷àñòèíà êîíöåíòðàö³¿

÷àñòèíîê ìàº âèãëÿä
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. (60)

Âåëè÷èíà N d  (60) â³äì³ííà â³ä íóëÿ ëèøå ó òî÷ö³ r t= 5 11/ . Â îá -

ëàñò³ ïðîñòîðó r t> 5 11/  êîíöåíòðàö³ÿ ÷àñòèíîê (55) äîð³âíþº íóëþ. 

Íàÿâí³ñòü ñèíãóëÿðíîãî äèôóç³éíîãî ôðîíòó, ðîçì³ùåíîãî íà ãðà íè ö³
çàïîâíåíî¿ ÷àñòèíêàìè îáëàñò³, ÿêèé ïîøèðþºòüñÿ ç øâèä ê³ñòþ «ñèã -
íàëó» (ùî â³äïîâ³äàº äàíîìó ð³âíÿííþ), º õàðàêòåðíîþ îñîá ëèâ³ñòþ
ðîçâ’ÿçêó òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ [13, 16, 17, 20, 29]. Ïðè âåëèêèõ çíà -
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÷åííÿõ áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó t ìîæíà âèêîðèñòàòè íàáëè æåí³ âèðàçè
äëÿ ìîäèô³êîâàíèõ ôóíêö³é Áåññåëÿ [1]. Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâè t >> 1
íà îñíîâ³ ôîðìóëè (56) îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ (47).

Ïóíêòèðíà êðèâà íà ðèñ. 3à â³äïîâ³äàº ðåãóëÿðí³é ÷àñòèí³ ðîç -
â’ÿçêó òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ (56). Çã³äíî ç ðîçâ’ÿçêîì òåëåãðàôíîãî
ð³â íÿí íÿ ÷àñòèíêè ç’ÿâëÿòüñÿ â òî÷ö³ r = 1 â ìîìåíò ÷àñó t = 11 5/ , äî
öüî ãî ìî ìåíòó êîíöåíòðàö³ÿ ÊÏ ó ö³é òî÷ö³ äîð³âíþº íóëþ. Çà äàíî¿
³í òåí ñèâíîñò³ ðîçñ³ÿííÿ (l = 0.5) êîíöåíòðàö³ÿ ÊÏ â òî÷ö³ r = 1 ìîíî -
òîííî çìåíøóºòüñÿ ç ÷àñîì (ðèñ. 3à). ×àñîâèé ïðîô³ëü êîíöåí òðà ö³¿
÷àñòèíîê ó âèïàäêó á³ëüø ³íòåíñèâíîãî ðîçñ³ÿííÿ (l = 0.2) íà âå äåíî
íà ðèñ. 3á. Ïóíêòèðíà êðèâà â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçêó òåëåãðàôíîãî ð³â -
íÿí íÿ (56). Ï³ñ ëÿ ïðèáóòòÿ ïåðøèõ ÷àñòèíîê â òî÷êó r = 1 ¿õíÿ êîí -
öåíòðàö³ÿ ñïî ÷àò êó çá³ëüøóºòüñÿ, äîñÿãàº ìàêñèìóìó, à ïîò³ì çìåí -
øóºòüñÿ ç ÷àñîì (ðèñ. 3á). Çà äàíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â êîíöåíòðàö³ÿ
ÊÏ â íàáëèæåíí³ òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ íå ñèëüíî â³ä ð³ç íÿºòüñÿ â³ä
êîíöåíòðàö³¿ ÷àñ òè íîê, ÿêà áóëà îá÷èñëåíà íà îñíîâ³ ðîç â’ÿçêó ð³âíÿí -
íÿ ã³ïåðäèôóç³¿ (ïóíêòèðí³ òà ñóö³ëüí³ êðèâ³ íà ðèñ. 3).

ÀÍ²ÇÎÒÐÎÏ²ß ÊÓÒÎÂÎÃÎ ÐÎÇÏÎÄ²ËÓ ×ÀÑÒÈÍÎÊ

Ðîçãëÿíåìî åâîëþö³þ àí³çîòðîï³¿ êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê â äà -
í³é òî÷ö³ ïðîñòîðó. Àí³çîòðîï³ÿ ÊÏ x r t( , ) çàëåæèòü â³ä ù³ëüíîñò³ ïî -
òîêó ÷àñòèíîê j (35) ³ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ N (19) [5, 12, 20, 34]:

x r t

mm r m t

m r m t
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= =-
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ò
3 31
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. (61)

ßêùî ù³ëüí³ñòü ïîòîêó ÷àñòèíîê ïðîïîðö³éíà ãðàä³ºíòó êîíöåíò -
ðà ö³¿ ÊÏ (37), à êîíöåíòðàö³ÿ ÊÏ çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ (21),
îòðè ìàºìî â³äîìå ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ àí³çîòðîï³¿:

x
r

t
= =

3

2

3

2

r

tv
. (62)

Â öüîìó íàáëèæåíí³ àí³çîòðîï³ÿ êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê çà -
ëåæèòü ò³ëüêè â³ä êîîðäèíàòè òà ÷àñó ³ íå çàëåæèòü â³ä òðàíñïîðòíîãî
ïðîá³ãó ÊÏ. Â ìîìåíò ÷àñó t = r (ìîìåíò ïðèáóòòÿ ïåðøèõ ÷àñòèíîê â
äàíó òî÷êó ïðîñòîðó) x = 3/2.

ßêùî êîíöåíòðàö³ÿ ÷àñòèíîê çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ (36), òî
àí³çîòðîï³ÿ êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÊÏ ìàº âèãëÿä
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Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü àí³çîòðîï³¿ ÊÏ â³ä ÷àñó â òî÷ö³ r = 1. 
Ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçóº ³íòåíñèâí³ñòü ðîçñ³ÿííÿ l = 0.2. Òî÷êîâà
êðèâà â³äïîâ³äàº äèôóç³éíîìó íàáëèæåííþ (62). Ñóö³ëüíà êðèâà ³ëþ -
ñòðóº çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó àí³çîòðîï³¿ ÊÏ (63), ÿêà áóëà îá÷èñëåíà íà
îñíîâ³ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ ã³ïåðäèôóç³¿ (46). Ïóíêòèðíà êðèâà â³ä ïî -
â³äàº ðîçâ’ÿçêó òåëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ (56). Àí³çîòðîï³ÿ ÊÏ âèÿâëÿ -
ºòüñÿ ìàêñèìàëüíîþ â ìîìåíò ïðèáóòòÿ ïåðøèõ ÷àñòèíîê, à ïîò³ì ìî -
íîòîííî çìåíøóºòüñÿ ç ÷àñîì. ßêùî ïàðàìåòð l = 0.2, âåëè ÷è íà àí³çî -
òðîï³¿ ÊÏ, ÿêà îá÷èñëåíà íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ ã³ïåð äèôóç³¿
(46), â ìîìåíò ÷àñó t = r âèÿâëÿºòüñÿ áëèçüêèì äî äâîõ (ðèñ. 4). Çà
âåëèêèõ çíà÷åíü áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó t âåëè÷èíà x äîáðå óçãîä æóºòüñÿ
ç ôîðìóëîþ (62) (ðèñ. 4).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Íà îñíîâ³ ê³íåòè÷íîãî ð³âíÿííÿ Ôîêêåðà — Ïëàíêà ðîçãëÿíóòî ïî -
øèðåííÿ ñîíÿ÷íèõ êîñì³÷íèõ ïðîìåí³â ó ì³æïëàíåòíîìó ñåðåäî âèù³.
Â íàáëèæåíí³ ìàëî¿ àí³çîòðîï³¿ êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÊÏ îòðèìàíî àíà -
ë³òè÷íèé âèðàç äëÿ àí³çîòðîïíî¿ êîìïîíåíòè ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÷àñòè -
íîê, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ çàëåæí³ñòþ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ â³ä ïðîñòîðîâî¿ êî -
îðäèíàòè ³ ÷àñó. Ïîêàçàíî, ùî çà ³çîòðîïíîãî ðîçñ³ÿííÿ êîñì³÷íèõ
ïðî ìåí³â íà ôëóêòóàö³ÿõ ì³æïëàíåòíîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ ôóíêö³ÿ ðîç -
ïîä³ëó ÷àñòèíîê çàëåæèòü â³ä êîñèíóñó êóòà ì³æ øâèäê³ñòþ ³ ðàä³àëü -
íèì íàïðÿìêîì ïî åêñïîíåíö³éíîìó çàêîíó.

Îòðèìàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ù³ëüíîñò³ ïîòîêó ÊÏ. Ïîêàçàíî,
ùî âåëè÷èíà ù³ëüíîñò³ ïîòîêó ÷àñòèíîê âèçíà÷àºòüñÿ ïðîñòîðîâèì
ãðà ä³ºí òîì ¿õíüî¿ êîíöåíòðàö³¿, çì³øàíîþ ïîõ³äíîþ êîíöåíòðàö³¿ ÊÏ
ïî ïðîñòîðîâ³é êîîðäèíàò³ ³ ÷àñó òà ïðîñòîðîâèìè ïîõ³äíèìè êîí -
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Ðèñ. 4. Çàëåæí³ñòü àí³çîòðîï³¿ ÊÏ â³ä ÷àñó â òî÷ö³ r = 1. Ïóíêòèðíà êðèâà â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçêó 
ð³âíÿííÿ äèôóç³¿, ñóö³ëüíà êðèâà — ð³âíÿííþ ã³ïåðäèôóç³¿, øòðèõîâà êðèâà — òåëåãðàôíîìó 
ð³âíÿííþ



öåíò ðàö³¿ ÊÏ âèùèõ ïîðÿäê³â. Îòðèìàí³ ð³âíÿííÿ ïåðåíîñó ÊÏ ó ì³æ -
ïëà íåòíîìó ñåðåäîâèù³. Íàâåäåíî ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ ã³ïåðäèôóç³¿
ÊÏ ³ òå ëåãðàôíîãî ð³âíÿííÿ. Ïîêàçàíî, ùî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ áåç -
ðîç ì³ð íîãî ÷àñó t îòðèìàí³ ðîçâ’ÿçêè öèõ ð³âíÿíü çá³ãàþòüñÿ. Íà îñ -
íîâ³ îòðèìàíèõ ð³âíÿíü ïåðåíîñó ÊÏ äîñë³äæåíî ÷àñîâ³ ïðîô³ë³ ³íòåí -
ñèâ íîñò³ ÑÊÏ ³ àí³çîòðîï³¿ êóòîâîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòèíîê.
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COSMIC RAY STREAMING IN THE DIFFUSION APPROXIMATION

The prop a ga tion of cos mic rays in the in ter plan e tary me dium is con sid ered based on the ki -
netic Fokker-Planck equa tion. The an a lyt i cal ex pres sion for anisotropic part of cos mic ray
dis tri bu tion func tion is de rived in the ap prox i ma tion of the small ani so tropy. It is shown
that un der iso tro pic scat ter ing of en er getic charged par ti cles on in ter plan e tary mag netic
field fluc tu a tions the cos mic ray dis tri bu tion func tion de pends ex po nen tially on the co sine
of the an gle be tween par ti cle ve loc ity and ra dial di rec tion. The ex pres sion for the cos mic
ray stream ing den sity is ob tained. It is shown that the value of the par ti cle stream ing den -
sity is de fined by the spa tial dis tri bu tion of the cos mic ray den sity and by the tem po ral de -
pend ence of the par ti cle den sity. The cos mic ray trans port equa tions have been de rived (the 
hyperdiffusion equa tion and the tele graph equa tion). On the ba sis of these equa tions the
spatio-tem po ral dis tri bu tion of so lar cos mic ray in ten sity and the ani so tropy of the par ti cle
an gu lar dis tri bu tion are in ves ti gated.
Key words: cos mic rays, ki netic equa tion, trans port equa tion, in ter plan e tary me dium.
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